Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Zuzana Kaderjakova

Analyza preziti s programem
STATISTICA

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakaldiské prace: RNDr. Sarka Hudecovd Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Financ¢ni matematika

Praha 2012



Na tomto mieste by som sa chcela podakovat RNDr. Sarke Hudecovej Ph.D.,
vediicej mojej bakalarskej prace, za jej ochotu, cenné rady a pripomienky. Zaroven
dakujem spolo¢nosti StatSoft CR s.r.o. za poskytnutie licencie k pouzivanému
softvéru.



Prehlasujem, ze som tuto bakalarsku pracu vypracovala samostatne a vyhradne
s pouzitim citovanych pramertiov, literatiiry a d’alsich odbornych zdrojov.

Beriem na vedomie, Ze sa na moju pracu vztahuji prava a povinnosti vyplyvajtice
zo zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platnom zneni, predovsetkym

skutoc¢nost, Ze Univerzita Karlova v Praze m4 pravo na uzavretie licenénej zmluvy
o pouziti tejto prace ako skolského diela podla §60 odst. 1 autorského zdkona.

V Prahe dna 25.5.2012 Zuzana Kaderjakova



Nazov prace: Analyza preziti s programem STATISTICA
Autor: Zuzana Kaderjakova
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Veduci bakalarskej prace: RNDr. Sérka Hudecovd Ph.D., Katedra pravdépodob-
nosti a matematické statistiky

Abstrakt: Analyza prezitia je samostatnou statistickou oblastou, ktord nasla
uplatnenie v mnohych odboroch. Tato bakalarska praca sa zaoberda vykladom
zékladnych pojmov, principov a dalej metéd, ktoré sa pouzivaji, a ktoré si im-
plementované v softvére STATISTICA. Venuje sa cenzorovaniu a moznostiam
charakterizacie rozdelenia casu prezitia. Uvadza Kaplan-Meierovu metodu od-
hadu funkcie prezitia a taktiez metodu tabuliek umrtnosti. Neskor pojednava
o zékladnych moznostiach porovnania rozdeleni ¢asu prezitia v dvoch skupinach
a ich vhodnosti pre rozne situdcie. V préci sa d’alej zaoberdme moznostami ap-
likacie metdd analyzy prezitia vo finanénom sektore, kde uvadzame Coxov model
proporcionalnych rizik. V zavere préace aplikujeme teoretické vedomosti na redlnu
skupinu dat.

KItcové slova: ¢as prezitia, rizikovd funkcia, Kaplan-Meierov odhad, logrankovy
test, financéné aplikécie

Title: Survival analysis with STATISTICA
Author: Zuzana Kaderjakova
Department: Department of probability and mathematical statistics

Supervisor: RNDr. Sérka Hudecovd Ph.D., Department of probability and mat-
hematical statistics

Abstract: Survival analysis is a separate statistical area. This paper discusses
the interpretation of basic concepts, principles and methods used and imple-
mented in the software STATISTICA. First, we introduce censoring and ways
of characterizing a distribution of survival time. We present Kaplan-Meier esti-
mate of a survival function and also a method of mortality tables. Later, we dis-
cuss basic methods of comparison of the survival time distribution in two groups
and their suitability for different situations. The paper also deals with application
of the survival analysis methods in the financial sector, where we introduce Cox
proportional hazards model. Finally, we apply theoretical knowledge to a real
data set.

Keywords: survival time, hazard function, Kaplan-Meier estimation, logrank test,
financial applications



Obsah

[Gvod

[1 Zakladné pojmy]
(L1 _Cenzorovanie a kKratenie datl . . . . ... ... .. ... ... ...
(1.2 Rozdelenie casu prezitia] . . . . ... ... ... ... ... ...
[1.3  Parametrické modely| . . . . . ... ... o000
[1.3.1 Exponencialne rozdelenief. . . . . . . ... ... ... ...

(L.3.2  Weibullovo rozdeleniel . . . . . . .. ... ... .. ... ..

2 Odhad rozdelenil

2.1 Empiricky odhad| . . . .. ... 0000
2.2 Kaplan-Meierov odhad| . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.3 Tabulky tmrtnostil . . . . ... ... ... ... ... ...

3__Porovnanie rozdelenil
[3.1 Logrankovy test|. . . . . . .. ... .. oo
[3.2  Poznamky k jednotlivym testom|. . . . . . . ... ... ... ...

[4  Analyza prezitia vo financiach|

[> Ukazka analyzy dat|

[>.1 Data a ich reprezentacia| . . . . . . .. ... ... ... ... ...
0.2 Kaplan-Meierov odhad| . . . . . . ... .. ... ... ... ...,
5.3 Tabulky dmrtnostd . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
5.4 Dvojvyberové testyl . . . . . . . ... L
[>.5 Ostatna ponuka softverul . . . . . . ... ... ... ... .....
[>.6  Moznosti vystupovl . . . . .. ...

Zaver|

[Zoznam pouzitej literatury|

16
16
17

19

21
21
22
24
26
28
28

29

30



Uvod

Analyza prezitia je suborom Statistickych metéd, ktoré skiumaji dobu do vys-
kytu sledovanej udalosti, pripadne cas zotrvania v urc¢itom stave. Metody, ktoré
sa s touto oblastou statistiky spdjaji, nasli svoje uplatnenie v réoznych vednych
odboroch - v medicine, farmécii a neskor i v technickych vedach a vo finanénom
sektore. Metody a sposoby, ktoré popisujeme v nasledujticich kapitolach boli vy-
berané na zaklade ponuky softvéru STATISTICA.

Cielom tejto prace je vylozit zdkladnd problematiku, koncepty a pouzivané
met6dy. Teoretické poznatky budeme priebezne ilustrovat na prikladoch z praxe
a v zavere prace zhrnieme vacsinu ziskanych poznatkov v §tudii na rozsiahlejsej
skupine dat.

Praca je ¢lenena do piatich kapitol. Prva kapitola pokryva zakladné definicie,
pojmy a vztahy medzi nimi. Predstavuje koncept cenzorovania odlisujici analyzu
prezitia od inych statististickych oblasti. Definuje tri zakladné funkcie charakte-
rizujtice rozdelenie ¢asu preZitia a vysvetluje vztahy medzi nimi. Pre ndzornost
tieto vztahy ilustrujeme na zdkladnych parametrickych modeloch.

V druhej kapitole sa venujeme moznostiam odhadu rozdelenia ¢asu prezitia
prostrednictvom funkcie prezitia. Medzi hlavné metédy, ktoré sa pre tento ucel
vyuzivaju su Kaplan-Meierova metéda a odhad pomocou tabuliek imrtnosti.

Tretia kapitola je zamerand na zakladnu skupinu testov, ktoré sa v analyze
prezitia najcastejSie pouzivaju pre porovnanie rozdelenia casu prezitia v sku-
pinach dat.

Stvrté kapitola venuje pozornost aplikécii metéd analyzy prezitia vo finanénom
sektore. Primarnou oblastou vzniku a rozvoja analyzy preZitia bola sice biosta-
tistika, no koncepty, ktoré boli navrhnuté, nasli uplatnenie aj vo financiach. Spo-
menieme niekolko prikladov z tejto oblasti, kde sa prvky objavuji a uvedieme
znamy Coxov model proporcionalnych rizik ako metédu, ktord nasla najvécsie
uplatnenie v oblasti bankovnictva.

Zaverecna piata kapitola obsahuje praktické spracovanie redlnych dat o preziti.
Zahina praktické navody ako postupovat pri praci so softvérom a poukazuje
na rozne d'alSie moznosti, ktoré si v ponuke.

Obrazky a grafy pouzité v tejto praci, boli zostrojené v software Mathematica

a STATISTICA.



1. Zakladné pojmy

Data o preziti maju urcité charakteristické vlastnosti, ktoré je potrebné zoh-
ladnit pri ich analyzovani. Je preto nutné tieto vlastnosti popisat a zadefinovat
zékladné pojmy, s ktorymi sa v analyze prezitia pracuje.

Pre analyzu prezitia nie je podstatnd samotnd nastdvajica udalost (smrt,
porucha, bankrot), ale ¢as, ktory do tejto udalosti uplynul. Preto ako prvy zade-
finujeme pojem cas prezitia.

Definicia 1.1. Cas preZitia je doba, ktora uplynula do vyskytu pozorovanej uda-
losti. Znacime ju 7'.

Poznamka 1.1. Velicina T nutne nadobida len nezdporné hodnoty vzhladom
na to, Ze sa jednd o cas.

Pre jednoznacné urcenie casu preZitia je potrebné jasne urcit tri zakladné ele-
menty, ktorymi si poc¢iatoény ¢as, nastdvajica udalost a mierka pre prislichajici
¢asovy interval. Pre vii¢sinu udalost! mozno zmysluplne urcit viacero pociatoénych
casov, vid priklad 1.1.

Priklad 1.1. Skimame dobu do dmrtia. Pociatoény ¢as mozme definovat ako
¢as narodenia, ¢as vypuknutia choroby, ¢as zaciatku liecby, pripadne ¢as hospi-
talizacie.

Cas prezitia casto nazyvame odozvou. Toto oznacenie zdoraznuje fakt, ze cas
prezitia je veli¢ina zvicsa zavisld na viacerych faktoroch, vid priklad 1.2.

Priklad 1.2. Dizka doby nezamestnatnosti je ovplyvnena droviou vzdelania, ve-
kom danej osoby, pripadne geograficko-politickymi faktormi. Dizka doby do umrtia
po transplantacii kostnej drene je ovplyvnena vekom pacienta, vekom darcu, hod-
notami roznych medicinskych ukazovatelov oboch 0sob, pripadne doba do bank-
rotu na kreditnej karte je ovplyvnend makroekonomickymi ukazovatelmi.

Existuji dva dovody preco data o preziti nie je vhodné analyzovat standardny-
mi analytickymi metédami (vid zdroj [2]).

Po prvé, tieto data si vo vicsine pripadov rozdelené nesymetricky, prevlada
kladné zosikmenie. Tento rys je sposobeny tym, Ze odozva T moéze nadobudat
len nezdporné hodnoty. Nie je teda vhodné vyuzivat analytické ndstroje zaloZené
na predpoklade normality rozdelenia.

Po druhé, data byvaji velmi ¢asto cenzorované. Znamena to, ze ¢as T' je po-
zorovany len ¢iastocne. U niektorych subjektov zo stiboru pocas stidie nemuselo
dojst ku zisteniu skiimanej udalosti, pripadne nemozno urcit, kedy presne udalost
nastala. Ak sa v pozorovanom sibore nenachddzaju cenzorované data, hovorime
o tzv. kompletnom siubore ¢asov T.



1.1 Cenzorovanie a kratenie dat

Analyza prezitia sa od ostatnych Statistickych metéd 1isi prave pritomnostou
cenzorovanych a krdtenych dét. Rozlisujeme niekolko typov cenzorovania (vid
zdroje [2], [6]). Najcastejsie sa vyskytuje cenzorovanie sprava.

Definicia 1.2. Nech Xy, X5, ..., X, st nezavislé, rovnako rozdelené doby prezitia
a nech C1,Cs, ..., C, si nezavislé, rovnako rozdelené doby cenzorovania. Doba
prezitia X; prislusnd i-temu subjektu bude zndma prave vtedy, ked X; < C;.
Ak C; < X; potom bude c¢as do vyskytu sledovanej udalosti u i-teho subjektu
cenzorovany sprava v C;.

Je teda vhodné reprezentovat informdciu o preZiti pomocou dvojice ndhodnych
veli¢in (T3, 6;), kde T; = min(X;,C;) a §; = [(X; < C;) a1 je indikator vyskytu
udalosti, d; = 1 ak udalost nastala, §; = 0 v pripade cenzorovania.

Najcastejsie dovody pre cenzorovanie sprava:

e Subjekt nemoze byt d'alej sledovany (strata zdujmu o $ttdiu, prestahovanie
sa, strata kontaktu so subjektom).

e Pri ukoné¢en{ §tudie u niektorych subjektov nenastala sledovans udalost.

e U sledovaného subjektu nastala ind udalost, ktord znemoznila d'alsie sledo-
vanie (autonehoda, smrt z inych dovodov).

e Potreba vyradenia sledovaného subjektu zo stidie z roznych dévodov (ne-
plnenie poziadaviek, zistenie dodato¢nych relevantnych informaécii).

Specidlne typy cenzorovania sprava:

Typ I Za predpokladu, ze nedoslo k ziadnym nahodnym stratdm subjektov,
maju vsetky cenzorované pozorovania rovnaku dlzku a to ¢as trvania studie.

Typ II Pri cenzorovani typu II §tidia konéi, ked napozorujeme prvych N ¢asov,
ktoré nas zaujimaju. Vsetky cenzorované pozorovania su potom rovné naj-
dlhsiemu necenzorovanému pozorovaniu, opit za predpokladu, Ze nedoslo
k ziadnym nahodnym stratam.

Typ IIT Pri cenzorovani typu III maji vsetky cenzorované pozorovania rozne
hodnoty, ktoré zavisia na povahe subjektov. Cenzorovaniu typu III sa tiez
¢asto hovori ndhodné.

~ -’ . . s . . . . , . ’)
Dalsimi, menej sa vyskytujucimi typmi cenzorovania, su cenzorovanie zlava
a intervalové cenzorovanie.

Definicia 1.3. Nech X1, X5, ..., X,, st nezavislé, rovnako rozdelené doby prezitia
a nech C},Cs, ..., C), st nezavislé, rovnako rozdelené doby cenzorovania. Doba
prezitia X; prislusnd i-temu subjektu bude zndma prave vtedy, ked X; > C;.
Ak C; > X; potom bude ¢as do vyskytu sledovanej udalosti u i-teho subjektu
cenzorovany zlava v Cj.



Opit informéciu o preZiti reprezentujeme pomocou dvojice nahodnych veli¢in
(T3, 9;), kde tentokrat T; = max(X;, C;) a d; = I(X; > C;) al je indikédtor vyskytu
udalosti, §; = 1 ak udalost nastala, §; = 0 v pripade cenzorovania.

Definicia 1.4. Nech C, (s, ..., C, su nezavislé, rovnako rozdelené doby cenzoro-
vania. Skutocny ¢as T bude intervalovo cenzorovany ak plati, ze L < T < U. Kde
losti a za U stanovime najmensie také C;, pri ktorom bol prvykrat zaznamenany
vyskyt sledovanej udalosti, pre 7,7 =1, ..., n.

Poznamka 1.2. Je chybou uréovat T ako ktorikolvek hodnotu z intervalu (L, U].

Pre aplikovanie statickych metdd na déata prezitia je dalej nutné rozlisovat ¢i
sa jedna o cenzorovanie informativne alebo neinformativne.

Definicia 1.5. Povieme, ze cenzorovanie je neinformativne,ak hodnoty C; su
nezavislé na 7T;. Cenzorovanie povazujeme za informativne, ak distribucia C; ob-
sahuje akikolvek informéciu o rozdeleni T;.

Vécsina statistickych metdd vyzaduje neinformativne cenzorovanie. V dobre
navrhnutych stididch mozno informativne cenzorovanie takmer tiplne eliminovat.
Nad'alej predpokladame, Ze pracujeme s neinformativnym cenzorovanim.

Dalsfm typickym javom pre analyzu prezitia je krdtenie ddt (truncation).
Kratenie dat sa vyskytuje v pripadoch, ked st do stiidie zahrnuté len tie jednotky,
ktorych udalost nastala v danom ¢asovom intervale . Podobne ako pri cenzorova-
ni, rozlisujeme kratenie zlava a sprava. Pri krdtens zlava je Ty = oo, pri krdteni
sprava je Ty, = 0. O jednotkdch, ktorych udalost nastala mimo interval (77, Tg),
nemame ziadne informacie. Rozdiel medzi cenzorovanim a kratenim dét je ten,
ze v pripade cenzorovania mame o kazdej jednotke aspon ¢iastocné informacie.

1.2 Rozdelenie casu prezitia

Cas prezitia je ndhodnd veli¢ina, ktord moze nadobtdat len nezdporné hod-
noty. Jej rozdelenie moze byt diskrétne ako aj absolitne spojité. Rozdelenie ¢asu
prezitia zvycajne charakterizuju tri funkcie: hustota pravdepodobnosti, funkcia
prezitia a rizikova funkcia. V praxi kazda z tychto funkcif ilustruje rozne vlastnosti
dat.

Definicia 1.6. Nech T' m4 diskrétne rozdelenie a nadobida hodnoty ay, as, ..., a,
s pravdepodobnostami p1, pa, ..., pn, pre ktoré plati >°"" | p; = 1. Potom hustotu
definujeme ako

I p t=a,1=1,2,...n,
1) = { 0, inak. (1.1)

Pre spojiti nahodnu velicinu definujeme hustotu ako

) =t PESTSt+A

At—>0+ At ' <1 ’ 2>



Takto definovant hustotu chapame v klasickom vyzname hustoty ndhodnej
veliciny (vid zdroj [7]). Naviac plati,ze f(t) > 0 pret > 0a f(t) =0 pre ¢t < 0.

Definicia 1.7. Funkcia prezitia (survival function) ndhodnej veliciny T' je defi-
novana ako

S(t) = P[T > 1]. (1.3)

Funkcia preZitia teda udéva pravdepodobnost, Ze individudlny subjekt preZije
dlhsie ako t. Pre diskrétnu ndhodnu velicinu 7" méa funkcia prezitia predpis

S =3 . (14)

a; >t

Pre T spojiti ndhodnt veli¢inu ziskame zintegrovanim hustoty f(¢) v prislusnych
medziach

S(t) = /:O F(u) du. (1.5)

Ak oznac¢ime F'(t) distribu¢éni funkciu ¢asu 7' tak funkciu prezitia moézeme vy-
jadrit ako
S(t)=1-F(t). (1.6)

Takto definovand funkcia S(t) je nerastica a plati:

lim S(t) = 0.

t—o0

Graf funkcie S(t) nazyvame krivkou prezitia. Strma krivka reprezentuje kratky
¢as prezitia, naopak, pozvolne klesajica krivka reprezentuje dlhs{ ¢as prezitia.

7 funkcie prezitia mozeme urcit zakladné charakteristiky dit ako stredni
hodnotu a medidn. Tieto hodnoty potom mozu slizit na zachytenie trendu dét
v skupine alebo na porovnavanie roznych skupin dat. Pouzitie medianu ako refe-
ren¢nej hodnoty je preferované, pretoze median na rozdiel od strednej hodnoty nie
je ovplyvneny extrémnymi pozorovaniami, a teda podava neskreslent informéciu
o datach.

Cas prezitia mozno charakterizovat aj z iného pohladu. Délezitt informdciu
o jeho rozdeleni poskytuju rizikovd funkcia a kumulativna rizikovd funkcia.

Definicia 1.8. Rizikovd funkcia (hazard function) udédva mieru pravdepodobnos-
ti vyskytu sledovanej udalosti v budicom okamihu za predpokladu, Ze udalost
doposial nenastala. Pre diskrétnu ndhodnt veli¢inu T rizikovi funkciu definujeme
ako podmienent pravdepodobnost



Pre spojiti nahodnu velicinu T rizikova funkciu definujeme ako

Pt<T<t+At|t<T
W)= tm DESTSITAL[EST]

At—)0+ At ' (1 8>

Rizikova funkcia moze byt rasttica, klesajica, konstantnd alebo moze indiko-
vat zlozitejsf proces.

Definicia 1.9. Pre diskrétnu nahodnu velicinu T' kumulativnu rizikovi funkciu
(cumulative hazard function) definujeme ako

Hi= > h. (1.9)
ira; <t

Pre spojiti nahodnu velicinu T' kumulativnu rizikovi funkciu definujeme ako

H(t) = /O ) du. (1.10)

Hustota, funkcia prezitia a rizikova funkcia si navzdjom matematicky ekvi-
valentné, a to v pripade diskrétneho aj spojitého rozdelenia. Vo vicsine aplikacii
(vid kapitoly 2, 3) sa vsak pracuje len s rozdelenim spojitym, preto sa diskrétnymi
pripadmi nebudeme d'alej zaoberat.

Veta 1.1. Pre absolutne spojiti ndahodni velicinu T platia medzi vyssie defino-
vanymi funkciami nasledugiice vztahy:

1. h(t) = %
2. f(t) ==5"(1),

3. h(t) = —[logS(t)],

B
N
=
~—
I
@D
”
e
—
|
2
>
—
=
ISH
8
——

R

F(1) = h(t) exp {— I h(z) dx}.

Dokaz. Vztah ¢islo 1 mozno odvodit zo vzorcov (|1.8), (1.2)) a znalosti podmiene-

nej pravdepodobnosti nasledovne

Pt<T<t+At|t<T]

ht) = A%:E%Jr At
. Plt<T<t+A)t <T]
= lim
At—04 Atp[t S T]
_L ! P[(tSTSt—f—At)ﬂtST]_f(t)
= S(t) aiso, At ~ S



Pri odvodzovani vzfahu éislo 2 vychéadzame zo vzfahu hustoty a distribuéne;

funkcie a vzorca (/1.6
CdF@)  d(1-S()

Substitticiou vztahu 1 do 2 dostdvame vztah 3
S'(t)
h(t) = — = —[logS(t)]'.
(0= =50~ —fogse)

Vztah ¢islo 4 mozno dostat tpravami vztahu 3. Ak vyuzijeme vztah rizikovej
funkcie a kumulativnej rizikovej funkcie (1.10)), mozeme tiez vyjadrit S(t) ako
S(t) = exp{—H(t)}. Substiticiou vztahu 4 do 1 a tUpravami ziskavame vztah
¢islo 5

£(#) = h(t) S(£) = h(t) exp {— /0 ") dx} |

Hustotu taktiez mozno vyjadrit pomocou kumulativnej rizikovej funkcie ako

f(t) = h(t) exp{-H(t)}.

1.3 Parametrické modely

Daéta analyzy prezitia zvacsa dobre aproximuji exponencialne, Weibullovo, log-
normalne, pripadne gamma rozdelenie. Z nich exponencidlne a Weibullovo rozde-
lenie program STATISTICA pontka pri modelovani dat (vid kapitola 5). Preto
sa zameriame vyhradne na tieto dve rozdelenia.

1.3.1 Exponencialne rozdelenie

Uvazujme, ze T' ma exponencialne rozdelenie s parametrom A > 0. Hustota
exponencialneho rozdelenia je definovana ako

| Xexp{—=At} pret>0,
f(t)_{() pre t < 0.

Pomocou vztahov 1-5 z vety 1.1 odvodime funkciu preZitia a rizikovi funkciu
S(t) = exp {—},

h(t) = .

Na nasledujicich troch grafoch su ilustrované dané funkcie pre konkrétnu
hodnotu parametra A = 2. VSimneme si, Ze pri exponencidlnom rozdeleni je
rizikova funkcia konstantna.
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Obr. 1.1: Hustota exponencidlneho rozdelenia
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Obr. 1.2: Funkcia prezitia exponencialneho rozdelenia
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Obr. 1.3: Rizikova funkcia exponencialneho rozdelenia

Weibullovo rozdelenie

Uvazujme, ze T' méa Weibullovo rozdelenie s parametrami v > 0, A > 0. Weibul-
lovo rozdelenie je zov§eobecnenim exponencidlneho rozdelenia. V porovnani s nim
je vsak flexibilnejsie, preto ma sirsie vyuzitie. Hustota Weibullovho rozdelenia je
definovana ako

M) rexp{—=(\)} pre t >0,
f(t)_{() pre t < 0.



Pomocou vztahov 1-5 z vety 1.1 odvodime funciu prezitia a rizikovi funkciu

S(t) = exp {—(\t)"},
h(t) = Ay(M) L

Parameter A urcuje skalovanie funkcii Weibullovho rozdelenia, parameter ~y
urcuje ich tvar. Na nasledujicich troch grafoch vidime, ako sa pri zafixovanej
hodnote parametra A = 1 meni tvar funkcii pre rozne hodnoty parametra ~.

L
0 1 2 3 4

Obr. 1.4: Hustota Weibullovho rozdelenia

L L
0 1 2 3 4

02t y=3 2

0 1 2 3 4

Obr. 1.6: Rizikova funkcia Weibullovho rozdelenia
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2. Odhad rozdeleni

Jednym zo zakladnych problémov analyzy prezitia je odhad rozdelenia doby
prezitia T'. Pri uvedenych metédach odhadov budeme predpokladat, ze T je ab-
solutne spojita ndhodna veli¢ina a pri uvazovani cenzorovanych dat pracujeme
len s neinformativnym cenzorovanim sprava.

Rozdelenie doby prezitia T' charakterizuju tri ekvivalentné funkcie. Najcastejsie
sa vyuziva funkcia prezitia, respektive jej grafickd reprezentacia krivka prezitia.
Preto sa zameriame predovsetkym na metody odhadu tejto funkcie.

2.1 Empiricky odhad

Empiricky odhad funkcie prezitia mozno aplikovat len na ddta s kompletnym
suborom ¢asov T

Definicia 2.1. Predpokladame, ze mame n pozorovani tq, ..., t,. Empiricki funk-
ciu prezitia definujeme ako
. "It >t
S(t) = Lillhi 2 1) (2.1)
n
kde I je identifikator.

Takto definovana empiricka funkcia prezitia je skokovitd funkcia. Ak vsetky
pozorovania ti, ..., t, nadobtidaji rozne hodnoty, tak ma S(t) skok velkosti -
v kazdom bode t;, i = 1,...,n. Ak oznac¢ime F (t) empiricki distribucni funkciu
casu preZitia, tak empiricki funkciu preZitia zo vztahu moZeme vyjadrit ako

S(t)=1—-F(t).

Kumulat. podil pieZivajicich

03

0 50 100 150 200 250 300 350

Cas preZivani

Obr. 2.1: Empiricky odhad funkcie prezitia zostrojeny z ukoncenych pozorovani
z prikladu 2.1

Empiricky odhad funkcie prezitia je najjednoduchsim sposobom odhadu, avsak
pre vicsinu dat prezitia nepostacujici. Nasledujice dva uvedené sposoby odhadu,
ktoré su implementované aj v softvéri STATISTICA, umoznuju pracu aj so sku-
pinami dat s cenzorovanymi pozorovaniami.
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2.2 Kaplan-Meierov odhad

Ak sa v skupine dat vyskytuji cenzorované pozorovania, funkciu prezitia mozno
odhadntit pomocou Kaplan-Meierovej metddy, zndmej tiez ako product limit esti-
mate. Jedna sa o metodu zalozenu na idei podmienenej pravdepodobnosti, ktori
ako prvi predstavili E. L. Kaplan a P. Meier v roku 1958.

Definicia 2.2. Oznacme t(;) < ... < t(;,) zoradené casy, v ktorych pre pozorované
udalosti platf, ze §; = 1, n; pocet jednotiek, u ktorych nastala pozorovand udalost
v ¢ase t; alebo neskor, d; pocet jednotiek, u ktorych nastala pozorovand udalost
v case t;. Potom Kaplanov-Meierov odhad funkcie preZitia je definovany ako

Sty =P[T>1=]] Wn;%z 11 (1—%) (2.2)

Jiti<t J Jiti<t

d.
Poznamka 2.1. Podiel -~ odhaduje riziko udalosti v case t;.
1

Takto definovany odhad funkcie prezitia ndjdeme v zdroji [1]. Existuje nie-
kolko alternativnych zdpisov odhadu (vid' zdroje [2], [3]).

Funkcia S (t) ziskand pomocou Kaplan-Meierovej metddy je taktiez skokovita
funkcia, ktora ma skok v kazdom bode t;, v ktorom je §; = 1. Cenzorované pozo-
rovania skok nesposobuj, avSak navysuji menovatela n;, a teda tiez prispievaji
informéaciou pre odhad funkcie prezitia. Ak by sa v skupine dat nevyskytovali
ziadne cenzorované pozorovania, tak Kaplan-Meierov odhad funkcie prezitia je
totozny s empirickou funkciou prezitia.

Priklad 2.1. Pocas casového intervalu jeden rok skiimame vplyv tazkych ko-
vov na zivot rastlin. Desat kusov rastlin vystavime silnému vplyvu tychto kovov
a vysledky zaznamendvame do tabulky 2.1, ¢as preZitia uvddzame v diioch. Nie-
ktoré rastliny pod vplyvom tazkych kovov umreli, niektoré prezili a o niektorych
sme stratili informdciu (napr. umreli z dovodu prudkého slneéného ziarenia).
Pre prvu skupinu bude §; = 1, pre zvysné dve skupiny je §; = 0.

¢islo rastliny cas prezitia cenzorovacia premenna 9;

1 365
181
176
204
245
299
255
273
330
255

O© 00 I O U= W N
—= == OO, O O0OFF O

—
(]

Tabulka 2.1: Vysledky vyskumu
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Pre Kaplan-Meierov odhad funkcie prezitia najskor jednotlivé pozorovania
usporiadame vzostupne podla ¢asu preZitia.

¢islo rastliny ¢as prezitia cenzorovacia premenna d;

3 176 1
2 181 1
9 330 1
1 365 0

Tabulka 2.2: Vzostupne usporiadané pozorovania

Odhad funkcie prezitia potom pocitame postupne podla vzorca (2.2)).

0 10 0 1
176 10 1 09
81 9 1 0,8
204 8 0 08
245 7 0 08
255 6 1 0,666
273 4 1 05
299 3 1 0,333
330 2 1 0,166
365 1 0 0,166

Tabulka 2.3: Hodnoty funkcie prezitia

Ziskané hodnoty potom zakreslime do grafu.

12

]

Kumulat. podil pfeZiva
o
o

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Obr. 2.2: Kaplan-Meierov odhad funkcie prezitia

Poznamka 2.2. Na obrdzku 2.2 si mozno vsimnit jednu z vlastnosti Kaplan-
Meierovho odhadu a sice, Ze v skupine zoradenych pozorovani ty < ... < i,
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z ktorgch bol odhad zostrojeny, bolo t(,) cenzorované, preto odhadnutd funkcia
prezitia nedosiahla 0. Ak by t.,) bolo necenzorované, tak Kaplan-Meierov odhad
v tomto bode by bol rovny 0.

Kaplan-Meierov odhad je velmi rozsirend metéda odhadu funkcie S(¢). Jednd
sa o0 jej neparametricky maximalne vierohodny odhad. Breslow, Crowley a Meier
tiez dokazali, Ze za urcitych podmienok je tento odhad tiez konzistentny a asymp-
toticky normalny (vid' zdroj [2]).

Median

Ako sme uz uviedli, najéastejsie pouzivanym ukazovatelom polohy je medidn
a nie stredna hodnota. MediénE] mozno Auréit’ z Kaplan-Meierovho odhadu fun-
kcie prezitia ako ¢as t, pre ktory plati S(t) = 0,5. Avsak kvantily odhadu nie
st urcené jednoznacne. Na obrdzku 2.3 vlavo je rieSenim rovnice S (t) = 0,5
cely interval (t1,t2). V praxi sa potom za medidn najcastejsie berie artitmeticky,
pripadne vazeny priemer casov t1,t2. Na obrdzku 2.3 vpravo uvadzame situdciu,
kedy pre riesenie ¢; rovnica S(t) = 0,5 nadobuda aj inych hodnét okrem 0, 5.
V takomto pripade spojime konce intervalu a néasledne lokalizujeme median.

ol |

05 05

1

Obr. 2.3: Kaplan-Meierov odhad medidanu

2.3 Tabulky timrtnosti

Metoda tabuliek umrtnosti, ktora sa ¢asto oznacuje ako aktuarska metdda, je
jednou z najstarsich technik analyzy prezitia. Je zalozena na podobnom principe
ako Kaplan-Meierova metéda. PouZiva sa zvicsa pri velkom mnozstve dét, ktoré
st rozdelené do skupin. Cielom je opédf odhadnut funkciu prezitia, avsak ten-
tokrat je situacia skomplikovana faktom, ze nevieme, kedy presne situacia nasta-
la v danom ¢asovom intervale. Této skutocnost nds vedie k tprave hodnoty n;,
ktora nadalej reprezentuje pocet jednotiek, u ktorych nastala pozorovand uda-
lost v ¢ase t; alebo neskor. Vzhladom k tomu, Ze jednotky nemusia byt vystavené
riziku pocas celého casového intervalu I; = (t;_1,t;) tak prirodzenym spoésobom
upravime hodnotu n; na novu

! Analogicky ostatné kvantily.
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kde ¢; je pocet cenzorovanych jednotiek v intervale I;.

Definicia 2.3. Aktudrsky odhad funkcie preZitia za interval I; je definovany ako

5(t;) = f] (1 - Z—’;) (2.3)

d.
Poznamka 2.3. Podobne ako pri Kaplan-Meierovom odhade zlomok —- odhaduje
J
riziko udalosti v intervale I;.

0.8t
06t

0.4+

Kurmnulativni podil pfeZivajicich

0.2r

His

0,000 66,36 1327 1991 2655 3318 3982 4645
Pot. intervalu

Obr. 2.4: Aktuédrsky odhad funkcie prezitia zostrojeny z dat z prikladu 2.1
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3. Porovnanie rozdeleni

V predchadzajiicej kapitole sme uviedli niekolko moznosti ako odhadnit dis-
tribiciu ¢asov 7. Ulohou dvojvyberovych a viacvyberovych testov je urcit ¢i
sa tato distribuicia 1i8i medzi dvomi pripadne viacerymi skupinami pozorovani.
V analyze prezitia sa tato tloha formuluje ako porovnavanie funkcii prezitia v jed-
notlivych skupinach. Testujeme hypotézu

Hol 81282:...:Sk,
kde S; je funkcia prezitia v i-tej skupine pre 1 = 1,2, ..., k.

Ked sa v skupindch pozorovani nevyskytuji ziadne cenzorované pozorovania,
na porovnanie distribtici{ mozeme vyuzit klasické neparametrické testy, napriklad
Wicoxonov test, jeho upraveni podobu Mannov-Whitneyov test, Kolmogorovov-
Smirnov test na porovnanie dvoch nezavislych skupin, pripadne Kruskallov-Walli-
sov test na porovnanie viacerych skupin. Kazdy z testov sa lisi pristupom k danej
problematike a teda je optimalny pre rozne skupiny dat.

Pre skupiny dat obsahujuicich cenzorované pozorovania, boli Specidlne vyvi-
nuté testy, ktoré si s nimi poradia. MozZno ich samozrejme aplikovat aj na sku-
piny bez cenzorovanych pozorovani, ktoré by v tomto pripade boli povazované
za Specidlny pripad.

V nasledujicom texte popisujeme niektoré vybrané testy pre 2 skupiny pozo-
rovani. Testujeme teda hypotézu Hy : S; = S, proti Hy : S; # Ss.

3.1 Logrankovy test

Gehanov-Wilcoxonov test, Peto-Petoov Wilcoxonov test a Cox-Mantelov test
(vSetky implementované v programe STATISTICA) patria do skupiny testov,
ktoré vychadzaju z jednotného zédkladu. Je nim tzv. logrankovy test patriaci
medzi najznamejsie a najrozsirenejsie testy. Tento vychadza z Cochran-Mantel-
Haenszelovho testu nezdvislosti v stratifikovanych kontingenénych tabulkéch. O-
znacme ny, ne pocet pozorovani v jednotlivych skupinach, n = n; + ng celkovy
rozsah vyberu, tq) < t@) < ... < ) zotriedené necenzorované casy z oboch
skupin, n;; pocet pozorovani z k-tej skupiny, pre ktoré nastala udalost v case ;)
alebo neskor, d; ;. pocet jednotiek z k-tej skupiny, pre ktoré nastala udalost v case
t()- Pre kazdy z casov t(1) < to) < ... < () mdme kontingencnt tabulku

udalost
skupina nastala nenastala celkom
1 dj71 nj1— dj 1 nji
2 djjg Njo — djjg Njo
celkom dj n; — dj n;
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Pri platnosti hypotézy Hyj je

E(dj,) = Ri1%

U

a rozptyl (urceny na zdklade hypergeometrického modelu) je

njin;a(n; — d;)d;
ni(n; — 1)

Var(dﬂ) =

Oznacime statistiku S

M
S = wildjy — E(d;1)],
j=1

kde w; si rozne urcené vahy (vid tabulka . Potom pri platnosti hypotézy H
ma S stredni hodnotu

E(S)=0

a rozptyl

M M 2

B 5 o winganga(ng — d;)d;
Var(S) = ij\/ar(dj,l) = Z 22, — 1)

Jj=1 j=1 J

Standardizovang testovd Statistika
L= L (3.1)

/ Var(S)

mé za platnosti hypotézy H, asymptoticky normované normélne rozdelenie a L>
mé x? rozdelenie s jednym stuptiom volnosti. Hypotézu H, teda zamietame
pre velké hodnoty testovej statistiky L2.

Roznou volbou vah w; v (3.1)) potom ziskavame vyssie zmienené testy, pricom
rozdelenie testovej Statistiky L ostava nezmenené.

Test Vahy w;

Cox-Mantelov test w; =1

Gehanov-Wilcoxonov test w; =n;

Peto-Petoov Wilcoxonov test w; = §<t+) +8(t-) —1, pre 0; =1
S(t) —1, pre §; =0

Tabulka 3.1: Rozne volby vah w;

3.2 Poznamky k jednotlivym testom
Gehanov-Wilcoxonov, Peto-Petoov Wilcoxonov a Cox-Mantelov test su za-

loZené na rovnakom principe pridelovania vah jednotlivym pozorovaniam, avsak
citilivé na rozne typy odlisnosti v rozdeleniach. Ak porovnavame silu tychto testov
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spolu s Coxovym F—testomﬂ zistime, ze pri malom rozsahu skupin (ny, ne < 50) je
Coxov F-test silnejsi ako Gehanov-Wilcoxonov test, ak pozorovania pochadzaji
z exponencidlneho alebo Weibullovho rozdelenia. Pre pozorovania pochadzajuce
z exponcidlneho rozdelenia d’alej plati, ze Cox-Mantelov test je silnejsi ako Ge-
hanov-Wilcoxonov aj Peto-Petoov Wilcoxonov test. Medzi je zovSeobecnenymi
Wilcoxonovymi testami je len maly rozdiel v sile. Tieto testy d'alej ddvaju vicsiu
vahu skorsim ,,imrtiam* nez neskorsim, preto na rozdiel od Cox-Mantelovho tes-
tu, ktory dava vsetkym ,umrtiam“ rovnaka vahu, detekuji skorSie odlisnosti
v distribucii. Vo vSeobecnosti mozno povedat, Ze logrankové testy nie st velmi
ucinné v pripade krizujuicich sa funkcii prezitia ¢i rizikovych funkciach. V tomto
pripade je potrebné zvazit pouZitie inych testov.

Tieto a d'alsie podrobnosti o pouzivani a vlastnostiach zmienenych testov
mozno najt v zdroji [2] kapitola 5, pripadne v zdroji [1] kapitola 3.

Poznamka 3.1. V tejto kapitole sme sa zamerali predovsetkym na dvojvyberové
problémy. Vsetky spomenuté testy mozno rozsirit aj pre viacvyberové problémy.
Softvér STATISTICA opit ponika nickolko moznosti riesenia danej problemati-
ky.

LCoxov F-test ndjdeme popisany v zdroji [2] sekcia 5.1 alebo v zdroji [1] sekcia 3.2.
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4. Analyza prezitia vo financiach

Pociatky analyzy prezitia siahaju do 18. storocia, kedy boli zaznamenané prvé
analyzy ludskej dmrtnosti. V éase 2. svetovej vojny bolo primdrnou oblastou
zdujmu strojarenstvo a zbrojny priemysel, analyza prezitia bola teda zamerand
na dobu zivotnosti vojenskej vyzbroje. V technickych odboroch sa vsak castejsie
ako s pojmom analyza prezitia stretdvame s pojmom analyza spolahlivosti, ide
vsak o synonymické oznacenie. Po skonéeni 2. svetovej vojny sa oblastou zaujmu
opét stalo zdravotnictvo, farmaceuticky priemysel a ekondémia.

V tejto kapitole si ukdzeme niekolko oblast{ z finan¢nej sféry, kde mozno po-
zorovat prvky analyzy preZitia a uvedieme metédu, ktord nasla v tejto oblasti
najvacsie uplatnenie.

S nastupujicim rozvojom ekonémie sa analyza prezitia zacala vyuzivat v ra-
de finan¢énych modelov, ktoré sleduji dobu trvania urcitého javu, typicky dobu
do transakcie cenného papieru na burze od predchadzajicej transakcie, dobu
splacania uveru, dobu do likvidacie poistnej udalosti pripadne dobu nezamestna-
nosti. Opét sa moZeme stretnif s novym oznacenim pre analyzu prezitia, ktoré
lepsie vystihuje podstatu ekonomickych problémov, a sice analyza duracie (doby
trvania).

Ako prvy bod, ktorym sa analyza prezitia vo financiach 1isi od ostatnych ob-
lasti je cenzorovanie a krdtenie ddt. K cenzorovaniu a krateniu dochadza zvacsa
z casovych dovodov no nemusi to tak byt vidy. Vo svete financii a poistovnictva
moze byt cenzorovanou premennou napriklad vyska platov, ktoré firma nech-
ce zverejnit nad urc¢itou hranicou, povedzme 100 000 K& (cenzorovanie sprava).
Pripadne rodiny, ktoré by nekupili nejaky vyrobok ako prili§ drahy vzhladom
k danému cenovému limitu, sposobuji v ankete cenzorovanie zlava. V poistov-
nictve sa pri navrhovani modelov pre rozdelenie vysky skod vyuzivaju rozdele-
nia, ktoré predpokladaji hornd hranicu pre vysku vzniknutej skody (cenzorova-
nie sprava). Krdtenie ddt mozeme pozorovat na priklade investi¢nej spoloénosti,
ktora svojim klientom pontkne novy produkt a skima vysku investicii jednot-
livych klientov. Avsak mnoho klientov o dany produkt neprejavi zaujem, preto
ich spolo¢nost zo svojej monitorovanej skupiny vypusti.

Dalej uvadzame tabulky dmrtnosti, ktoré sa vyuzivali uz v minulosti s cielom
monitorovat vyvoj Iudskej populdcie. V sticasnej dobe sa v takejto klasickej po-
dobe vyuzivaji napriklad v poistovnictve. Zivotné poistovne pontkaji poistenie
pre pripad smrti, dozitia, pribadne zmiesané poistenie. Pri zostavovani tarifnych
skupin, urcovani vysky poistného a inych veci s poistenim sivisiacich, vyuzivaji
tabulky tmrtnosti ako podklad prvého radu.

K tiloham, ktoré analyza prezitia riesi, patri aj skimanie vplyvu roznych fak-

torov na rozdelenie ¢asu prezitia. Statisitcké aparaty, ktoré sa zaoberajd tymto
problémom, nazyvame regresné modely.
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Jeden z modelov velmi dobre prisposobenych pre pracu s ddtami o preziti je
Cozov model proporciondlnych rizik. Tento model vychadza zo zlozitejsej tedrie,
ktorej sa nebudeme venovat. Preto len naértneme ako dany model vyzerd a za-
meriame sa najmé na jeho vyuzitie vo finanénom sektore.

Definicia 4.1. Cozov model proporciondlych rizik je model, v ktorom je vplyv
faktorov urceny pomocou rizikovej funkcie

h(t) = ho(t) exXp {61X1 + BQXQ + ...+ Bka} s

kde X1, ..., X}, st vplyvajice faktory, 31, ..., 8 st hladané regresné parametre a hg
je zakladna rizikova funkcia. Funkcia hy odraza riziko, ktoré prislicha jednotke,
kde su vsetky faktory rovné nule.

Podrobnejsie informdcie o Coxovom modeli mozno néjst v zdroji [2] kapitola
12 alebo v zdroji [1] kapitola 4.

Banky, ako sprostredkovatelia na finanénom trhu, zhromazduji volné finanéné
prostriedky a néasledne ich poskytuji formou poziciek, tverov a inych produk-
tov svojim klientom. Pocas tohto procesu sa vystavuju tzv. kreditnému riziku
(riziko zlyhania zmluvnej protistrany). Musia teda vyvinit aparaty na ohodno-
covanie svojich klientov, aby minimalizovali straty plynice z tohto typu rizika.
Standardne sa pre tieto icely pouziva model logistickej regresie. Cozov model pro-
porciondlnych rizik ma oproti logistickej regresii ti vyhodu, ze okrem odpovede
na otazku ¢ dojde k danej situdcii (neschopnost klienta dodrzat svoje zdvizky)
pridava aj informaciu o tom, kedy k nej dojde.

Pomocou Cozovho modelu teda mozno skiimat vplyv roznych makroekono-
mickych ukazovatelov, akymi st napr. trokové miery a index nezamestnanosti,
na pravdepodobnost bankrotu na klientskych kreditnych kartdch, pripadne ich
vplyv na neschopnost klienta spldcat pozicku (credit-scoringové modely). Tie-
to ukazovatele su vsak spravidla zavislé na ¢ase (¢o je rozpor so zékladnymi
predpokladmi modelu), preto sa pouziva upraveny model proporciondlneho rizika
s ¢asovo zdavislymi kovariantms.

Podrobnejsie informdcie o vyuziti Coxovho modelu vo financidch mozno najst
v clankoch [4], [5].
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5. Ukazka analyzy dat

V tejto kapitole uvadzame postup pri analyze dat v programe STATISTI-
CA. Balicek analyza prezitia sa nachadza v menu medzi Statistikami ako jeden
z pokrocilych linedrnych /nelinedrnych modelov. Zo zikladného vyberu si mozno
zvolit:

e Umrtnostné tabulky & rozdelenia,

Kaplan-Meierova metdda,

e porovnanie 2 vzoriek,

e porovnanie viacerych vzoriek,
e regresné modely,

e casovo zavislé kovarianty.

Na konkrétnych datach demonstrujeme teoretické vedomosti z predchadzaju-
cich kapitol a poukdzeme na rozne moznosti, ktoré program pontka. Zameriava-
me sa predovsetkym na Kaplan-Meierov odhad funkcie prezitia, odhad funkcie
prezitia pomocou tabuliek timrtnosti a na porovnanie rozdelenia casu prezitia
v dvoch skupinédch dat.

V predchédzajicej kapitole sme sa venovali roznym aplikdciam vo financnej
sfére, avsak vicsina dat z tohto prostredia nie je verejne pritupnd, preto sme
pre demonstraciu zvolili ddta z oblasti, kde sa analyza prezitia zacala vyuzivat
povodne, a to oblasti mediciny.

5.1 Data a ich reprezentacia

Mame udaje o 863 pacientoch, ktori podstipili transplantaciu obliciek. V soft-
véri STATISTICA st data uloZzené v prehladnej tabulke. Ak déta priamo ne-
tvorfme v softvéri mozno ich importovat z inych zdrojov (napr. Excel). V nasom
pripade m4 tabulka 863 riadkov a 5 stipcov. Pocet riadkov odpoveda poctu pa-
cientov a pocet StipCOV poc¢tu udajov prisluchajicich jednotlivym pacientom.
O kazdom pacientovi mame v premennej

time zaznamenany cas prezitia v dnoch,

indicator indikdtor udalosti: §; = 1 pre smrt a §; = 0 pre Zivot,
gender pohlavie pacienta: 1 = muz, 2 = Zena,

race rasu pacienta: 1 = biela, 2 = cierna,

age vek pacienta v case transplantacie.
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Obrazok 5.1 predstavuje ukdzku dat uloZenych v tabulke. Kompletné déta
mozno najst v zdroji [8].

1 2 3 4 5
time indicator |gender |race age
1 1 o 1 1 46
2 5 o 1 1 51
3 7 1 1 1 55
4 9 o 1 1 57
5 13 o 1 1 45
6 13 o 1 1 43
7 17 1 1 1 47
8 20 o 1 1 65
9 26 1 1 1 55
10 26 1 1 1 44
11 28 1 1 1 45
12 32 o 1 1 52
13 32 o 1 1 31
14 43 0 1 1 63
15 43 1 1 1 55
16 44 1 1 1 50

Obr. 5.1: Ukazka dat

5.2 Kaplan-Meierov odhad

Ak v programe STATISTICA pouzivame na odhad funkcie prezitia Kaplan-
Meierovu metédu, najskor vyberieme pozadované premenné: Casy prezitia a cen-
zorovanu premennu. V nasom pripade time a indicator. Nasledne nastavime
spravne kédy pre cenzorovanieﬂ. Ako vysledok Kaplan-Meierovej analyzy sa ukaze
tabulka skladajica sa z dvoch casti. V hornej ¢asti zndzornenej na obrazku 5.2
vidime zakladny sumar informacii o pozorovaniach.

Eroménnd: time
Proménnéd s indikétorem cenzor.: indicator

Celkowy pofet platnych pozorovéni : BE3
necenzor. - 140 { 1lg,22%) cenzor. : 723 { 83,78%)

Obr. 5.2: Suméar informacii

V dolnej ¢asti tabulky sa nachddzaji d’alSie moznosti vyberu:
e zikladné vysledky: analyza prezivania (obrazok 5.3),
e detaily: kvantily funkcie prezivania (obrézok 5.5),
e Kaplan-Meierove grafy: rozne podoby grafov (obrézok 5.4).

Obrazkok 5.3 je ukazkou vystupu zakladnej Kaplan-Meierovej analyzy. V pr-
vom stipci sa nachadzaju cisla pozorovani spolu s informaciou o cenzorovani.
Softvér STATISTICA pre oznacenie cenzorovanych pozorovani pouziva symbol +.
Nasleduje Sﬂpec s hodnotami casov prezitia. V StIpCi oznacenom kumulativne
podiely prezivajucich st hodnoty odhadnutej funkcie prezitia a v d’alsom stipci
smerodajné odchylky. Pozorovania, v ktorych hodnota odhadnutych funkénych
hodnot ostava nemennd su prazdne, podobne ako pri smerodajnych odchylkach.

INie vzdy musi v détach platit, ze 1 je kéd pre ukonéené a 0 pre cenzorované pozorovanie.
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Cislo Cas Kumulat. | Smérod.
fipadu presiv. chyba
5+ 5,000
A+ 5,000
B 7,000 0996513 0,002010
I 7,000 0995349 0,002320
10+ 9,000
0+ 9.000
12 10,000 0,994182 0,002594
11 10,000 0,993015 0,002842
13+ 13,000
14+ 13,000
16+ 14,000
16 17,0000 0,991844 0003070

Obr. 5.3: Ukéazka vystupu Kaplan-Meierovej analyzy

Obréazok 5.4 ukazuje jednu z poddb, v akej sa Kaplan-Meierov graf da vykres-

110

1,058

Kumulat. podil pieZivajicich

0 500 1000

1500

2000 2500 3000 3500 4000

Cas preZivani

Obr. 5.4: Kaplan-Meierov graf

Znazornend funkcia preZitia na zaciatku prudko klesne a potom zvolni a kles4
pomalsie. Tento fakt vysvetlujeme skuto¢nostou, ze riziko imrtia byva najvyssie
hned po transplantdcii. Najnizsia tiroveii, na ktort sa hodnoty funkcie dostant, je
priblizne 0,72. To znamen4, Ze 9 rokov po transplantacii je nazive 72 % pacientov.

Faktom, Ze funkcia prezitia dosahuje hodnoty nad hranicou 0,72 vysvetlujeme
aj prazdne miesta pri hodnotach medianu a dolného kvartilu znazornenych na ob-

razku 5.5.

Kvantily

Cas
pieZiv.

25. kvantil {dolni kvartil)

50. kvantil (median)

75 kvantil (horni kvartil}

2662,330

Obr. 5.5: Kvantily Kaplan-Meierovho odhadu
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5.3 Tabulky iimrtnosti

Pri pouZivani timrtnostnych tabuliek opif najskor nastavime pozadované pre-
menné, kédy pre cenzorovanie a naviac zvolime podobu tabulky z dvoch moznosti.
Volba ,pocet intervalov® vytvori dany pocet intervalov, kde $irka intervalu je
urcend automaticky, volba ,krok* vytvorf intervaly so §irkou daného kroku a ich
pocet je dany automaticky. Pre nase data bude logické zvolit moznost ,.krok* a na-
stavit ju na hodnotu 365, tj. ddta zoskupime do jednotlivych rokov. Ako vysledok
tejto analyzy je tabulka zloZend z dvoch casti. V hornej ¢asti sa nachddza opit
suméar zakladnych informécii a v dolnej casti st moznosti vyberu:

e zdkladné vysledky: imrtnostnd tabulka (obrazok 5.6),
e grafy funkcii:

— graf funkcie prezitia (obrazok 5.7),
— graf intenzity zlyhania (rizikové funkcia) (obrézok 5.8),

— graf hustoty (obrédzok 5.9),
e detaily:

odhad funkcie prezitia,

odhad intenzity zlyhania,
odhad hustoty,

odhady parametrov.

Umrtnostnd tabulka poskytuje rozsiahle informacie o vzniknutych intervaloch,
poctoch pozorovani spadajucich do jednotlivych intervalov, o odhadoch funkcie
prezitia, rizikovej funkcie a hustoty spolu s ich smerodajnymi odchylkami. Ukazku
tabulky vidime na nasledujicom obrazku 5.6.

Interval | Stfed | Inteval | Pofet | Pofet | Pofet | Pocet Podil Podil | KumPod | Hustota | Mira | Sm.chyba Sm.chyba | Sm.chyba | Median |Sm.chyba
Intenval | pocdtek Sitka | vstupuj. | wiazen. | exponov. | ukongen. | ukoncen. | pfedil. | preZll. | pravdép. | selhani | kum.pfeZ | hustoty | m.selh. | ofZiv. | ofZiv.
Int.€.1 0,000 182,500 365,0000 863 131 797.5000 65 0,081505 0,918495 1,000000) 0,000223 0,000233 0,000000 0,000027 0,000029 3285000 0,00
Int.E.2 | 365,000 547,500 365,0000 667 B4 624,5000 18] 0,028623 0971177 0,918495 0,000073 0000080 (0.009689 0,000017 0,000019 2920,000 0,00
Int.E.3 | 730,000 912,500 365,0000 564 66 531,0000 19) 0,035782 0,964218 0,892022 0,000087 0000100 0011241 0,000020 0,000023 2555,000 0,00
Int.E4 | 1095000 127,500 3650000 479 81 438,5000 13 0,029647 0,970353  0,860104  0,000070) 0,000082 (0.013007 0,000019 0,000023 2190,000 0,00
Int.£.5 | 1460,000 1642,500 365,0000 385 86 342,0000 5 0,014620) 0,985380 0,834604 0,000033 0.000040 0.014416 0,000015 0,000018 1825000 0,00
Int.£.6 | 1825000 2007500 65,0000 294 67 260,5000 70 0,026571) 0973129 0,822403 0,000061 0.000075 0,015203 0,000023 0,000028 1460000 0,00
Int.E.7 |2190,000 2372,500 3650000 220 65 187.5000 8 0042667 0,957333 0,800303 0,000094 0.000119 0.016934 0,000032 0,000042 1095,000 0,00
Int.£.8 | 255,000 2737,500 365,0000 7 63 1155000 4/ 0,034632 0,965368 0,766157) 0,000073 0,000097 0,020059 0,000036 0,000048 730,000 0,00
Int.£.9 |2920,000 3102,500 365,0000 80 61 49,5000 1) 0,020202 0,979798  0,739624) 0,000041 0,000056 0023343 0,000041 0,000056 365,000 0,00
Int.£.10 | 325,000 18 18 9.0000 0 0,055556 0944444 0,724682 0,027237

Obr. 5.6: Tabulka timrtnosti

Odhad funkcie prezitia je znazorneny na obrazku 5.7. Z neho vyplyva, ze
najvicsi pocet osob umrie hned po transplantécii a v d'alsich rokoch tento uka-
zovatel klesd pomaly. Z danych dat konstatujeme, Ze transplantdcia obliciek je
pomerne tspesnym zakrokom.

Poznamka 5.1. STATISTICA pomika moznost aproximdcie funkcie preZitia, ri-
zikovej funkcie a hustoty pomocou parametrickych modelov. 'V ponuke si expo-
nencidlny, Weibullov, Gompertzov a linedrny model. Tieto odhady STATISTICA
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konstruuje na zdklade metody vazZengch najmensich stvorcov. Pri odhade pouZiva
tri varianty volby vdh:

1. w; = 1, klasickd metoda najmensich stvorcov,

2. w; = —,
(%
3. w; = ’I’Lihz‘,
kde v; je rozptyl odhadu rizikovej funkcie, h; je Sirka intervalu a n; je pocet pozo-
rovani vystavenych riziku v i-tom intervale. Konkrétne hodnoty vdh pre jednotlivé
intervaly a modely mozno ndjst v tabulkdch v sekcii detaily.

Okrem klasického odhadu si na obrazku 5.7 znazornené aj odhady funkcie
prezitia pomocou Gompertzovho rozdelenia, ktoré sme spomedzi pontikanych pa-
rametrickych modelov vybrali ako najvhodnejsie pre volby védh 1 a 3.

110

1.05
1.00
ol e,
035 e
. 0,80 - _
g 075 e e —
=0
N 0,65
a 060
T 055
= 050
£ 045
£ .40
E 035
¥ 030
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00 [ Pozorov.
00000 730,00 14600 21900 29200 36500 - Viha 1
36500 10950 18250 25550 32850 40150 __D. 3%,
Pot. intervalu — Véha 3

Obr. 5.7: Odhad funkcie prezivania pomocou tabuliek tmrtnosti

Pre podrobnejsie informdcie o rozdeleni ¢asu prezitia moZeme zostrojit aj
odhad hustoty a rizikovej funkcie.

0.00030
0.00025
0.00020

0.00015

Riziko

0.00010

0.00005

0.00000

0.0000 730,00 1460.0 21900 29200 3650.0
365,00 1095,0 18250 25550 32850 40150

Pof. intervalu

Obr. 5.8: Odhad rizikovej funkcie zostrojeny z dat
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Rizikova funkcia pre nase data, znazornend na obrazku 5.8, dosahuje naj-
vysSiu hodnotu blizko casu 0 a potom klesa. Funkcia vsak nie je monoténna
pre cely skiimany ¢asovy tsek. Tento fakt moze sposobit vplyv roznych faktorov,
ktory by sme mohli testovat pomocou regresnych modelov. STATISTICA opit
pontika moZnost aproximécie pomocou parametrickych modelov, avsak Ziadny
z ponikanych modelov nie je pra nase dita vhodny vzhladom k zloZitému tvaru
rizikovej funkcie. Z rovnakych dovodov parametricky neaproximujeme ani husto-
tu, znazornenu na obrazku 5.9.

0.00025
0.00020

0.00015

Hustota

0.00010

0.00005

0.00000

0.0000 730,00 1460.0 21900 29200 3650
36

0
5,00 1095.0 18250 25550 3285.0 4015.0
Pof. intervalu

Obr. 5.9: Odhad hustoty zostrojeny z dat

5.4 Dvojvyberové testy

V programe STATISTICA dvojvyberové testy ndjdeme v moznosti ,,porovna-
nie dvoch vzoriek“. Pomocou dvojvyberovych testov na nasich datach mozeme
skimat napriklad rozdiely v rozdeleni ¢asu prezitia pre Zeny a muZov. Po zadani
pozadovanych premennych, ktorymi si casy prezitia time, cenzorovana premenng
indicator (nastavenie spravnych kédov) a premennd s kédmi skupin gender sa
opit objavi dvojdielna tabulka. V hornej ¢asti, zndzornenej na obrazku 5.10, je
sumar informadcii o pozorovaniach v oboch skupinach.

Proménné: time
Proménné s indikétorem cenzorov. : indicator
Grupov. proménnid : gender
Celkovy pofet platnych pozorovidni : 2863
necenzor. : 140 { 1&,62ZZ%) cenzor. : 723 ( B3,78%)

Platné pozorovani: Skup. 1: 524 Skup. Z: 335
Hecenzor. : 87 ( 1%,60%) 53 ( 15,83%)
Cenzor. - 437 ( B83,40%) 2ge ( 24,37%)

Obr. 5.10: Sumar informécii pre obe skupiny pozorovani

V dolnej casti st opit moznosti d'alsiecho vyberu:
e grafy funkcii: Kaplan-Meierove grafy pre obe skupiny (obrazok 5.11),

e dvojvyberové testy:
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— Gehanov-Wilcoxonov test,

Peto-Petoov Wilcoxonov test,
— Coxov F-test,
— Ln-poradovy test,

— Cox-Mantelov test.

Najskor pre obe skupiny vygenerujeme Kaplan-Meierove grafy.

Kumulat. podil pieZivajicich

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4GDD—SkUp 1
Cas - = Skup. 2,

Obr. 5.11: Muzi vs. Zeny

Z pohladu na grafy mozno usidit, Ze rozdelenie ¢asu prezitia medzi muZzmi
a Zenami je na pohlad podobné. Pre potvrdenie naseho predpokladu zvolime
zékladny Cox-Mantelov test. Vysledkom testu je tabulka obsahujtica roézne hod-
noty. V zdhlav{ tabulky (obrézok 5.12) vycitame hodnotu testovej Statistiky a
p-hodnotu, ktord je rovna 0,57749. Test sme realizovali na hladine 95 %, teda
na zaklade p-hodnoty hypotézu H, nezamietame. Test potvrdil nas predpoklad,
ze rozdelenie ¢asov prezitia medzi muzmi a zenami sa prilis nelisi.

Cox-Manteltv test (oblicky)
| =33,58538 U =-3,22829
Test. statist. =- 557054 p= 57749

Obr. 5.12: P-hodnota pre Cox-Mantelov test

test p-hodnota
Gehanov-Wilcoxonov test 0,52169
Peto-Petoov Wilcoxonov test  0,57044
Coxov F-test 0,34133
Ln-poradovy test 0,57613

Tabulka 5.1: P-hodnoty pre rozne testy

Pre testovanie hypotézy rovnosti rozdelenia ¢asov prezitia medzi muzmi a ze-
nami, mézeme samozrejme pouzit aj ostatné testy, ktoré si v ponuke. Vseobecne
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testy volime s prihliadnutim na ich vlastnosti opisané v podkapitole V ta-
bulke 5.1 znazoritujeme p-hodnoty pre iné testy.

Pri testovani hypotéz sa vzdy riadime vysledkom jednoho, predom vybraného
testu. Ak by sme si pre testovanie zvolili hociktory z pontkanych testov, do-
spejeme k rovnakému vysledku, pretoze p-hodnoty vsetkych testov sa pohybujua
nad potrebnou hranicou 0,05.

5.5 Ostatna ponuka softvéru

Okrem uvedenych postupov STATISTICA d'alej poniika moznosti testovania
viacvyberovych problémov a modelovanie dat na zaklade regresnych modelov.
Touto problematikou sme sa nezaoberali v teoretickej Casti, preto len spome-
nieme priklady, ako by sa dané metédy dali aplikovat na nase data obohatené
o dalsie tidaje.

Predpokladajme, ze subor informacii o pacientoch, ktoré mame k dispozicii,
pochédza z udajov poskytnutych viacerymi nemocnicami. V tomto pripade by
sme mohli pouZit viacvyberové testy a testovat, ¢i sa rozdelenie ¢asu prezitia 1i
medzi rdznymi nemocnicami a nemocnice potom zoradit podla percenta tispesnosti
zakroku.

Cas prezitia u jednotlivych pacientov isto zavisi aj na inych faktoroch ako je
miesto operacie. Typicky st to vek, pohlavie, predchéddzajuici zdravotny stav a zi-
votosprava. Ak by sme mali k dispozicif tieto (alebo rozne d'alsie) udaje o pacien-
toch, mohli by sme pomocou regresnych modelov skiimat ich vplyv na rozdelenie
Casu prezitia.

5.6 Moznosti vystupov

STATISTICA pontka rozne moznosti formatovania a tipravy obrazkov, pri-
padg-ne tabuliek podla individudlnej potreby uzivatelov. Obrizky a grafy je
mozné ukladat v standardne pouZivanych formdatoch. Pri zhotovovani protoko-
lov je d'alej mozné nastavenie vystupu z analyz v uzivatelom zvolenom forméte.
Tito moznost ndjdeme v zékladnej tabulke vystupu z analyz volbou ,, moZnosti®
a nésledne ,,vystup“. vygeneruje sa tabulka 5.13, v ktorej nastavime pozadované
volby.

S

Puvodni hodn oty (3 Somo |

Obr. 5.13: Spravca vystupov
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Zaver

Analyza prezitia patri k statistickym metédam, ktoré nasli uplatnenie v mno-
hych odboroch. Spolu s rozvojom jednotlivych postupov prebieha ich imple-
mentécia do Statistickych programov. Jednym z nich je aj STATISTICA.

V tvodnych kapitoldch sme sa venovali teoretickému rozboru zédkladnych poj-
mov, konceptov a metéd, ktoré sa pouzivaji a si zdrovein sicastou pouzivaného
programu. Popisali sme rozne moznosti, ako sa d4 vyjadrit rozdelenie ¢asu preZitia.
Neskor sme si ukdzali moznosti odhadu funkcie prezitia, ako najvyznamnejsej
z nich. Opisali sme zakladné testy pre porovnavanie rozdelenia ¢asu prezitia
v dvoch skupindch a teoreticki ¢ast sme zakoncili vykladom o uplatneni metéd
analyzy prezitia vo finanénom sektore.

Teoretické vedomosti sme v zavere prace aplikovali na realne data pochadza-
juce z medicinskeho prostredia. Ukazka spracovanych dat slizi ako demonstracia
roznych moznosti, ktoré program ponika a boli spracované v teoretickej casti
prace a zaroven poukazuje na dalsie metddy, ktoré sme v praci neobsiahli, ale st
sticastou programu.
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