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Uvod

Tato prace pojednava o Bornhuetterové-Fergusonoveé metodé. Zkouma jeji pouziti
pro vypocet odhadu rezervy na pojistna plnéni a urceni chyby predpovédi.

Prvni kapitola vychazi z ¢lanku profesora Thomase Macka vénovaného odha-
du parametr pro BF metodu. Je zde zadefinovan deterministicky model, ktery
predpoklada ukonceny vyvoj skod, a dale je uveden postup, jak odhadnout jednot-
livé parametry modelu. Dalsi ¢asti prvni kapitoly se vénuji vylepseni zakladniho
modelu, které spociva predevsim v predpokladu neukoncéeného vyvoje skod. Sna-
zime se zde vhodnym zpiisobem upravit parametry modelu tak, abychom s nimi
mohli pfedpovidat do budoucnosti. Nékteré parametry pii tom pozménime pro
ziskani vysledkd lépe korespondujicich se skutecnosti. Na konci prvni kapitoly
jsou vSechny tupravy modelu shrnuty do podoby, v jaké jsou pouzivany v dalsim
textu.

Druha kapitola je vénovana stochastickému modelu BF metody dle profesora
Macka. Na zacatku jsou shrnuty myslenky, které vedou k zadefinovani stochastic-
kého modelu. Ten ve své zakladni podobé odpovida deterministickému modelu.
Jsou zde pouzity odlisné parametry, pro které je tfeba ziskat odhady. Proto dalsi
podkapitoly se vénuji ziskani téchto odhadt. Diilezitou ¢asti, ktera ma vyznamny
vliv na vysledky metody, je vyhlazeni hodnot parametrii. Ukdzeme si, k ¢emu
se d& vyhlazeni pouzit a jak ho provést. V zavéru druhé kapitoly je definovana
chyba predpovédi odhadu rezervy a dale je rozebran postup pro spocteni jejiho
odhadu.

Treti kapitola pojednava o metodé chain ladder. Tato metoda se v praxi casto
vyuziva pro vypocty rezerv, proto byva brana za porovnavaci meritko pii pouziti
jiné metody.

Numericky piiklad ukazuje pouziti BF metody na realnych zasumnénych da-
tech. Daty jsou vyvojové trojuhelniky pro malé skody z povinného ruceni za skod-
ni roky 2000-2010. Cely vypocet je proveden v matematickém softwaru Wolfram
Mathematica 8 for students. Vypocty jsou rozdéleny na nékolik krokt. Mezivy-
sledky jsou zobrazovany primo v textu spolecné s grafy. Piehledové tabulky a
souhrny grafti jsou uvedeny v priloze.

Posledni kapitola je vénovana problematickym mistim metody. Vétsinou se
jedné o body, kde je béhem vypoctu potieba zkuSenost fesitele prikladu. Ackoliv
je uvadéno, ze metoda pozaduje pouze nezavislost vSech vysi skod v jednotlivych
vyvojovych letech a mezirocné, pti vypoctu odhadu chyby odhadu narazime jesté
na dalsi predpoklady tykajici se nezavislosti odhadu rezervy na vysich skod.

V priloze jsou mimo zminénych tabulek a grafti uvedeny i dikazy pouzitych
vet.



1. Macktv deterministicky model

Profesor Thomas Mack zvolil pro odvozeni deterministického modelu pro od-
had rezervy na pojistna plnéni Bornhuetterovu-Fergusonovu (BF) metodu, viz
Mack [3]. V nésledujicich podkapitolach rozebereme jednotlivé jeji ¢asti. Metody
pro vypocet odhadu rezervy na pojistné plnéni se obvykle aplikuji na data ve
tvaru trojuhelniku. V této praci budeme pracovat se dvéma sadami dat. Prvni
je trojuhelnik, kde fadky reprezentuji roky, ve kterych skoda vznikla, a sloupce
udavaji zpozdéni vyplaty skody od jejiho vzniku. Takovy trojuhelnik oznacime
vznik - vyplata. Druhy trojihelnik, se kterym budeme pracovat, je oznacovan ja-
ko vznik - G¢tovani. Radky opét reprezentuji roky vzniku $kody, sloupce ukazuji
ucetni stavy zaregistrovanych skod pfi daném zpozdéni.

1.1 Definice modelu

Uvazujme nekumulativni vyvojovy trojuhelnik (G¢tovani ¢ vyplat) a ozna¢me:
Cir je kumulativni vySe skod Skodniho roku ¢ po k letech vyvoje,

1<,k <my
v; je objem pojistného pro skodni rok ¢, 1 <17 < n;
Six = Cip — Cix_1 je prirtstek (nekumulativni) vyse skod skodniho

roku i v k—tém roce vyvoje (C;o = 0);
U; je neznama konecna vyse skod skodniho roku i;
R, =U;— C;ni1-i je (neznama skutecnd) rezerva skodniho roku i.
Predpokladame, ze vyvoj skod je po n letech ukoncen.
Cilem BF metody je odhadnout rezervu na pojistna plnéni R; nezavisle na
soucasné vysi §kod Cj ,,+1—;. Definujme tedy odhad BF rezervy predpisem

ﬁiBF - Uz(l - Z;n—i—l—i)u (11)
kde U; = v;¢; a ¢; je apriorni odhad koneéného $kodniho priibéhu ¢; = U, /v;
Skodniho roku ¢,
br je odhad by € [0,1], coz je procento, udavajici jakou ¢ast celkové vyse skod
ocekavame, ze budeme znat, po k letech vyvoje.

1.2 Odvozeni odhadu

Abychom mohli vypocitat odhad rezervy na pojistna plnéni Rf}F , musime nejprve
ziskat odhady [A]@ a l;k

Za¢neme odhadem U;. Ten ziskdme nasledujicim postupem a to ve tiech kro-
cich. Nejprve spoc¢teme prirtistkové skodni priubéhy

n+l1—k

g Sik
A~ _ =1

n+1l—k

>

i=1



pro jednotlivé vyvojové roky k, 1 < k < n. Secteme-li m; + ... + m,, ziskdme
apriorni odhad kone¢ného primérného skodniho pritbéhu pro primérny rok.

V druhém kroku vyuzijeme skutec¢nosti, ze konec¢ny skodni pribéh ¢; je silné
ovlivnén trovni sazbové postacitelnosti jednotlivych let. Sazbova postacitelnost
v sobé zahrnuje dva prvky, troven sazeb a troven skod. Pfi sazbovani ma byt
urcena dostatecna absolutni sazbova troven, aby bylo mozné vyplatit vSechny
skody z daného obchodu. Pro rezervovani staci dle Mack [3] str. 144 rozhodnout
o relativni drovni sazbové postacitelnosti néjakého skodniho roku ve srovnani
s ostatnimi Sskodnimi roky. Pokud Skodni rok ¢ mé nizsi sazbovou postacitelnost
ve srovnani s ostatnimi roky, pak objem pojistného v; je mensi nez by mél byt pro
prumeérny skodni rok. Tedy vétsina pozorovanych priristkovych skodnich pribéhi

Sia Sint1-i

g e ooy

(% (%

bude vétsi nez odpovidajici prirtistkové skodni pribéhy

M, ey My

Abychom dospéli k jedinému parametru, ktery nam uda relativni troven sazbové
postacitelnosti skodniho roku i, pouzijeme podil priméra hodnot S; x/v; a My, tj.

1 n+1—1: S i
R il Cint1—i
n+1—1 Z V; —

o k=1 B v;
i = n+l—i - n+173 : (1.3)

1 R .
rEs D SR DR
k=1 k=1

Parametr r; je tedy podilem soucasného skodniho prubéhu C;,,11-;/v; Skodniho
roku ¢ a odpovidajiciho apriorniho primérného skodniho pribéhu. Proto budeme
r; nazyvat index skodniho pribéhu.

Dle Mack [3] str. 145 se lze na parametr r; divat i z hlediska pojistného. Jedna
se totiz o faktor, kterym chceme vynasobit pojistné v;, abychom je upravili na
priamérnou droven sazbové postacitelnosti pro skodni roky ¢ = 1,...,n. Z tohoto
divodu muzeme parametr r; nazyvat faktorem urovniového pojistného. Faktor r;
nezbytné neupravuje pojistné v; do dostatecné absolutni vyse. Dosahuje pouze
nasledujiciho: pokud ve vztazich pouzijeme misto pojistného v; upravené pojist-
né v;r;, pak vsechny skodni roky budou pfiblizné dosahovat stejného konecného
skodniho prabéhu U;/(v;r;) =~ my + ...+ m,. Proto

(ml + ... —I—Thn)n

lze povazovat za apriorni odhad koneéného skodniho pribéhu ¢; = U; /v;.
Ve tretim kroku nahradime pojistné v; upravenym pojistnym v;r;. Z prirast-
kovych skodnich pribéhi 7 vzniknou pribéhy

n+l—k
g Si k
=l

T on+l—k

g Uiy

=1

A

M
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Apriorni odhad kone¢ného skodniho pribéhu skodniho roku i je pak

A~

a jemu odpovida odhad konecné vyse skod

A~

Nyni jiz zname odhad U;, takze nam pro urceni odhadu rezervy na pojistna
plnéni chybi ziskat jen odhad by. Ze vzorce pro rezervu (1.1) odvodime vyvojovy
koeficient

DBEF d DBF
l; L= 1 Rl o Uz - RZ ~ Ci7n+1,¢
n+l—i — L 7 T = - ~ ~ ~ )
Ui Ui Ui

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz apriorni odhad U; se rovné aposte-
riornimu odhadu C; 41— + RZBF . To nemusi platit pro kazdy skodni rok ¢, ale
mélo by to platit v priméru nebo alespon priblizné, jinak koeficienty 131, 132, e
neodpovidaji datiim. Z pfedchozi rovnice se nabizi moznost ziskat koeficient by
jako podil primérné soucasné vyse skod a primérné odhadované konecné vyse

skod
n+l—k

> Cin
. —

bk - n+1l—k

> U

i=1

Pti takto zvolenych l;k se muze stat, ze ZA);C > [;k+17 protoze kazdé I;k je zalozeno na
jiném poc¢tu Skodnich letech. Proto nejprve zavedme

n+1—k
g Sik
~ =1

Ye = 7%

>0

1=1

a poté b jako jejich soucet by, = 1+ ...+ U Tato Giprava problém vytesi pouze
pro S;; > 0. V praxi se miize stat, Ze nektera Si.k, zvlasté ta pro k blizko n, JSOU
zaporna. V takovém piipadé zvraty by, > ka mohou nastat. Dosadime-li za U;
vzorec (1.5), pak

n+1l—k
Y S .
~ = my
Y = = z z
E Ul'r’l(ml—i——i—mn)
i=1

coz vede ke vzorci pro vyvojovy koeficient

[;_ﬁth T

k

7%,1 +. +mn



Nyni jiz médme vSechny potiebné odhady pro spocteni odhadu rezervy RZBF :
Také mtzeme zadany vyvojovy trojihelnik doplnit na ¢tverec, ¢imz ziskdme odha-
dy vysi skod pro budouci vyvojové roky. Doplnéni na ¢tverec spocteme jednoduse
pomoci nasledujiciho vztahu

~

S@k :Uirﬂfhk, n+2—1 S k.

Takto zavedeny model neuvazuje moznost dalsiho vyvoje skod. V praxi naopak
casto predpokladame dalsi vyvoj skod a potiebujeme tak odhadnout rezervu na
pojistna plnéni pro budouci vyvojové roky k > n. Proto v nésledujicim textu
zapracujeme do zakladniho modelu moznost dalsiho vyvoje a pokusime se nékteré
parametry jesté upravit, abychom ziskali lepsi odhady.

1.3 Tail a vylepseni parametru

VylepSeni parametri spoc¢iva predevsim v jejich vyhlazeni, nebot parametry pro
posledni jeden az tfi vyvojové roky jsou zalozeny na malém poc¢tu pozorovani,
a tedy mohou byt zavadéjici. Miize se stat, ze pivodni parametry jiz vyhlazené
vypadaji. Pak je zbytecné vyhlazeni provadét.

Index skodniho prubéhu r;

Abychom vylepsili hodnoty parametru r;, vezmeme v tvahu trojuhelnik vznik -
uctovani. Oba trojuhelniky se vztahuji k témuz portfoliu daného obchodu, tedy
mayji stejné pojistné. Rekneme-li si, ze vyse §kod, které byly registrovany, se také
vyplati, pak i tato sada dat smétuje ke stejné konecné vysi skod U; jako sada
dat ve vyvojovém trojthelniku zavislosti vzniku skod na vyplaté. Dle vzorce (1.3)
vypoc¢teme hodnoty r; pro data vznik - Gétovani (r}"). Hodnoty vypoc¢tené pro data
vznik - vyplata oznacujeme 7. Jako nové hodnoty parametru r; pak pouzijeme
geometricky primér r; = /r¥ 7 obou hodnot. Parametry r’_, a 7 jsou opét
zaloZzeny na malém poctu dat, proto je ruc¢né upravime. Pro obezietnost zvolime
hodnoty trochu nizsi nez primeér vsech ;.

Tail

Dosud jsme uvazovali vyvoj skod ukonceny po n letech. Nyni tento predpoklad
opustime a v nasledujicim textu budeme pod pojmem tail rozumnét zbyvajici
vyvoj skod po vyvojovém roce n. K doposud zavedenym vyvojovym parametriim
pribyde jesté jeden ¢len s indexem ,,.1, ktery bude tento tail zahrnovat. Hodnotu
M1 zvolime bud pevné na zdklads nasich zkuSenosti s daty, nebo ji odvodime
pomoci extrapolace. Pro extrapolaci miizeme pouzit riizné typy ktivek v zavislosti
na datech, napi. exponencidlni kiivku e* ¥, Soucet

m:m1+...+mn+1

je tedy upraveny odhad kone¢ného skodniho priibéhu pro néjaky primérny rok.



Dalsi vyvojovy parametr, jenz je tfeba doplnit o tail, je by. Vime jiz, Ze

n+l—k
> S
. A . . —
bp=d1+... 40k a Jp=—7—
> U
i=1
Po zavedeni tailu je U, = virim, z cehoz vyplyva
R my+ ...+
b, =

T

Jelikoz by, je procento, udavajici jakou ¢ast celkové vyse skod ocekavame, ze bude-
me znat, po k letech vyvoje, pak je zfejmé, Ze na konci vyvoje jiz zname vSechny
skody, tedy b,11 = b1 = 1.

Vyhlazeni

Davaji-li zadana data rozkolisané hodnoty parametru fhk, 1 < k < n, pak pro
ziskani lepsich odhadi je vhodné tyto hodnoty vyhladit tak, aby byly klesajici k 0.
Sada dat vznik - ic¢tovani by méla mit stejny konecny skodni pribéh jako sada
dat vznik - vyplata, proto dopocitame 1, pro trojuhelnik vznik - vyplata tak,
aby platila rovnost 7 = 7, kde 7 znaci jiz upraveny soucet mj + ...+ 1y
pro sadu dat vznik - vyplata a 7 znaci jiZz upraveny soucet mj + ... + 1y
pro sadu dat vznik - ac¢tovani. Takto upraveny odhad m* vede na apriorni odhad
gi = rim* konecného Skodniho pribeéhu pro skodni rok ¢ a odpovidajici odhad
konecné vyse skod je tedy U, = virim*. Vyhlazené hodnoty dale pouzijeme i
pii vypoctu ostatnich parametrt, tj. g; a I;z Poznamenejme, 7Ze pro sadu dat
vznik - G¢tovani je extrapolovand hodnota 1 pouZita zaroveii jako vyhlazen4
hodnota, tj. ﬁlnﬂ = my ;. U sady dat vznik - vyplata se extrapolovana hodnota
My 1ist od vybrané hodnoty 7 ;.

1.4 Shrnuti

Pti vypoctu odhadu rezervy na pojistna plnéni RZBF pro skodni rok ¢ jsme vysli
ze zakladniho deterministického modelu, ktery jsme postupné doplnili o tzv. tail
a vyhlazeni parametri. Tim jsme ziskali uplny deterministicky model pro odhad
rezervy na pojistna plnéni RPF skodniho roku 7. Piipomeiime si jesté dileZitost
parametru I;Z Kdybychom nezavedli tento parametr, pak bychom rezervu odhadli
nejspise jako rozdil R =U,— Cint1—i- V tomto pripadé by byl odhad rezervy tim
vetsi, ¢im mensi by byla soucasnd vyse skod C; ,4+1—;. Takze bychom se nezbavili
zavislosti na soucasné vysi skod C; 41—, a tedy nedosahli cile. V CL metodé pla-
ti pro odhad rezervy pfimé tmeéra, tj. odhad rezervy ]%fL je tim vétsi, ¢im veétsi
je soucasna vyse skod C;,,11-;. Proto zavadime v BF metodé navic parametr 13*,;,
ktery po vynasobeni odhadem soucasné vyse skod U; udavé ocekévanou vysi skod
pro dany vyvojovy rok. Poté mtuzeme urcit odhad rezervy nezavisle na soucasné
vysi skod C;,11-;. Odchylku mezi soucasnou pozorovanou vysi skod C; 11— a

7



soucasnou ocekavanou vysi skod l;:‘l 1 lU povazujeme za nahodnou veli¢inu ne-
majici vliv na budouci vyvoj skod. Idealni pripad nastava v okamziku, kdy napr.
ze sazbovani zname apriorni odhad konecné vyse skod U; a odhad procenta b*
V tuto chvili se vypocet odhadu rezervy stava zcela nezavisly na datech. Nize je
uveden pfehled pouzitych parametri pro deterministicky model.

n+l—k
> Sin
My = n e ptvodni prirtstkovy skodni pribéh vyvojové-
> v
i=1
ho roku k, 1 < k < n;
n+l—k
> S
i = - +1Afk je puvodni index skodniho pribéhu pro skodni
D (vii)
i=1
rok 7, 1 <i <m;
T} je index skodniho pribéhu vznikly jako geometricky priameér
indexti pro data vznik - vyplata a vznik - G¢tovani;
my, je vyhlazen4 verze pro hodnotu m,; ziskanou extrapolaci a
n+1—k
> S
pro hodnoty 7y, = #, k=1,...,n;

> (i)

i=1

n
m,,1 Je pro data vznik - vyplata rozdil mj, — Z My;
k=1

Gi =7 (mj +...+m;,) je apriorni odhad koneéného skodniho
prubéhu pro skodni rok i, 1 <1 < n;

Ui = v;G; = vir (i +...+m}, ) je apriorni odhad konecné vyse
skod skodniho roku i, 1 <17 < n;

N _omi+ . g
F W+
vojovém roce k, 1 < k <n+1;

je odhad procenta znamych skod ve vy-

RBE  =U(1=b; 1) = virf(Mi o+ ...+ 1}, ,) je rezerva pro
skodni rok 7, 1 <17 < n.



2. Mackuv stochasticky model

Deterministicka ¢ast BF metody dava pouze bodovy odhad skodni rezervy, coz ne-
ni uspokojivé, protoze nemizeme usoudit, zda by jiny odhad nebyl lepsi. Abychom
urcili kvalitu pfedpovédi, odhadneme jeji chybu. K tomu je nezbytné zavést sto-
chasticky model.

2.1 Zakladni myslenky stochastického modelu

Uvazujme, ze vyse skod C;; a S;i jsouprol <i¢ <nal <k <n+1ndhodné
veli¢iny a S;,,+1 = U; — C;,, je ndhodné veli¢ina vyjadiujici prirtstek vyse skod
po vyvojovém roce n, tj. tail.

Z intuitivniho hlediska bychom mohli o¢ekavat, ze C;, = U; by a S; i, = U; yi,
kde b = y1 + ... + yi. Proto budeme definovat stfedni hodnotu soucasné vyse
skod E(C; ) predpisem E(C; ) = x;by.

Véta 2.1.1. E(Cjx) = 2iby, © E(S;k) =2y prol <i<nal<k<n+1.

Vzhledem k tomu, Ze x; yx = (x; a)(yx/a) pro n&jaké a > 0, jsou z; a y;, jedno-
znafné az na konstantu, viz Mack [4] str. 90. Mizeme tedy bez Gjmy na obecnosti
stanovit ztzeni y; + ... 4+ Y + Y1 = 1. Poté E(U;) = E(Si1 + ... + Sint1) =
zi(y1 + Y2+ ...+ Yn + Yni1) = x; ukazuje, Ze parametr z; mize byt povazovan za
primérnou konecnou vysi §kod pro $kodni rok i. Jako odhad z; = E(Uz) parame-
tru x; mizeme povazovat odhad Ui, nebot tento odhad jsme v deterministickém
modelu ziskali jako odhad konec¢né vyse skod pro primeérny skodni rok i. Proto
v nasledujicim textu budeme psat odhad U; misto odhadu ;.

Dalsi pozorovani miizeme ucinit pro rozptyl ndhodné velic¢iny .S; ;. Pokud se
podivame na nékterd znama rozdéleni, vSimneme si, Ze casto byva rozptyl dané
veli¢iny ameérny jeji stiedni hodnoté, napt. ndhodnd velicina X mé binomické
rozdéleni s parametry n a p. Pak E(X) = np a Var(X) = np(1 — p), tj. stfedni
hodnota E(X) je tmérna rozptylu Var(X) = E(X)(1 — p). Kdybychom uvazovali
logaritmicko-normalni rozdéleni, vidéli bychom, ze rozptyl je kvadraticky zavisly
na stfedni hodnoté, viz Andél [1] str. 27. Pfeneseme-li toto pozorovani na na-
hodné veli¢iny S;x, ziskdvame vzorec Var(S;r) = cx;yx pro vSechna i, k. Tak
jako v pfipadé binomického ¢i logaritmicko-normalniho rozdéleni se mira zavis-
losti rozptylu nahodné veli¢iny X na stfedni hodnoté nahodné veli¢iny X ménila
se zménou parametru p (¢i a, b, m pro logaritmicko-normalni rozdéleni) tak lze i
zde predpokladat, ze se konstanta ¢ miize ménit v zavislosti na velikosti k. Proto
budeme uvazovat obecn&jsi vzorec Var(S; ) = x; s.

Vzhledem k pozadované vlastnosti BF metody o nezévislosti minulych a bu-
doucich skod budeme piedpokladat, Ze vSechny prirtistkové vyse skod S;; jsou
nezavislé jak béhem jednoho roku, tak mezirocnée.

2.2 Popis stochastického modelu

Shrnutim predchozich myslenek ziskavame stochasticky BF model, pro jehoz pii-
ristky Sig, 1 <i<nal<k<n+1,plati



(BF1) Vs8echny pfirtstkové vyse skod S, jsou nezavislé.
(BF2) Pro neznamé parametry x;, yi plati E(S;x) = ziyp a y1+ ... + Yny1 = 1.

(BF3) Pro nezndmé konstanty si plati Var(S; ;) = z;s3.

Véta 2.2.1. Oznacme by, = y1 + ... + Y, pak E(R;) = x;(1 — bpr1-4).
Podobné 1ze ziskat rozptyl pro rezervu skodniho roku .

Véta 2.2.2. Pro rozptyl rezervy skodniho roku v plati
Var(R)) = zi(s2 0+ ... +52,1), 1<i<n.

V nasledujicim textu budeme predpokladat, ze parametry x4, ..., z, jsou zna-
mé a to kladné, nebot z predpokladu (BF3) nemohou byt zaporné a nulovy para-
metr by znamenal, Ze stfedni hodnota i rozptyl ndhodné veli¢iny je roven nule, coz
v praxi odpovida nulovému rfadku vyvojového trojihelniku, tedy roku, ve kterém
se s danym produktem neobchodovalo.

Véta 2.2.3. Pro zndmé parametry x,...,T, je

n+l—k n+l—k

Uk = Z Sik Z T
i=1 i=1
nejlepsi nestranny linearni odhad vy, 1 < k <n.

Véta 2.2.4. Pro zndmé parametry x,...,T, je

n+l—k
2 1

_ ~ \2
S e— > (Sin — wige)?/

=1

nestranny odhad si, 1<k<n-1.

Takto zavedeny stochasticky model odpovida deterministickému modelu, kte-
ry byl uveden vyse. V dalsim textu si ukazeme, jak lze napocitat odhady jednot-
livych parametrii stochastického modelu.

2.3 Odhad parametru

Jak jiz bylo fec¢eno vyse, misto odhadu #; budeme psat odhad U;. Ve svém ¢lanku
Mack [4] pouzivé profesor Mack odhad U vypocteny z deterministického modelu
a pristupuje k nému, jako kdyby ho ziskal ze sazbovani, ¢ili jako by byl nezavisly
na datech. Snazi se tak drZzet myslenky nezavislosti BF metody na dosavadni
vysi Skod. Pokud ale neméame zadné tidaje ze sazbovani a jsme nuceni si veskeré
parametry dopocitat z dané sady dat, pak se zavislosti na datech nevyhneme.

V odhadu ¢, parametru y; provedeme pfislusné nahrazeni a ziskdme odhad

n+l—~k n+l—k

=Y S/ D U, 1<k<n (2.1)
=1

=1

10



Nahrazeni provedeme i pro odhad 57, dostaneme

+
(Sik — Uite)?/U;, 1<k<n-—1. (2.2)

Sk_

Odhad BF rezervy na pojistna plnéni je pak dan predpisem

f’sz = Uz’(?jnn—i +...+ §n+1) = Uz<1 - Bn+1—i)7 kde by, = G+ .o+ U

Dosli jsme tedy ke stejnym vysledkiim jako v deterministickém modelu, ale bez
pouziti vyhlazovani koeficientii. I zde se daji parametry gjk a §z vyhladit, a to
opét predevsim hodnoty u poslednich vyvojovych let, nebof ty jsou zalozeny na
malém poctu dat.

Pokud neni potfeba hodnoty vyhlazovat (hodnoty v poslednich v§vojovych le-
tech prilis nekolisaji), mizeme pouzit vyhlazovaci kiivku jako prostfedek k urceni
hodnoty pro tail.

2.4 Vyhlazeni

Jeden z moznych postupil navrzeny profesorem Mackem je vyhlazeni pomoci
linearni regrese, viz Mack [4] str. 94. Pro parametr Ue, 1 < k < n, spoteny
ze vzorce (2.1) zvolime ky a ky takova, ze ky < n a ky > n. Za predpokladu y; > 0
provedeme regresi

In(gx) = a — Bk

pro k1 < k < n a déle extrapolaci pro n < k < ky. Poté spocteme sk podle vzorce
(2.2), ale jiz pouZijeme vyhlazené .. Ziskané hodnoty 5%, . .. §2_, nyni nechdme

)y °n—1
pevne pro minimalizaci

n n+l-—i n—1 oA\ 2
Q= Z Z Uyk) +Z (Sl,k A_LUlyk) (2.3)

2
i=2 k=1 k=1 U5

za podminky
O+ ...+, texp{la—Bki+ 1)} +...+exp{a— [k} =

abychom ziskali lepsi hodnoty pro 91, ..., Uk, @, 5.

Vyhlazené hodnoty 47, ..., 4, ziskame tak, Zze pro hodnoty & = 1,..., k;
pouzijeme hodnoty pfimo z minimalizace, pro k = k;+1, ..., n pouzijeme hodnoty
z regrese a ¥/, ; ziskdme sectenim regresnich hodnot pro k =n +1,..., k. Tyto
vyhlazené parametry g, pro které plati g7 + ... +¢;., = 1, pouZijeme ve vzorci
(2.2) pro vypolet odpovidajicich §2*, 1 < k < n — 1. Z grafu zavislosti In (53)
na |g;| pro k > k; vybereme vhodnou kiivku pro vyhlazeni a ziskdme finalni
52 zvlasté pro k = n a k = n + 1. Nen{ vzdy nutné zadit vyhlazovat jiz od
hodnoty k;. MiiZe se stat, Ze budeme chtit vyhlazovat aZ od hodnoty k; > k, ale
abychom méli dostateény vzorek hodnot, napoc¢itame vyhlazovaci kiivku jiz od
ki a pouzijeme ji poté jen pro hodnoty k > k).

Vlastnosti zminénych odhadi jsou v ¢lanku Mack [4] str. 94 shrnuty néasle-
dovné:
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(@) 97,...,9s.1 jsou po dvou negativné korelované, pokud se maji secist na
jednicku.

(b) Parametry 9i,...,9;,; a tedy i I;”l‘, .. -767*1+1 jsou prakticky nezavislé na
Uy,...,0,.

(¢) Odhad rezervy REF a skutetna rezerva R; jsou vzhledem k (BF1) nezévislé.

(d) Plati E(U;) = E(U;) = 2, 1 < i < n.
(e) Nestrannost §; : () = ye, 1 <k <n+1, atedy i E(b}) = by, 1 < k <
n+ 1.

(f) Nestrannost §3* : E(5%*) =s2, 1 <k <n+1.

Vlastnosti (e) a (f) plati, pokud vyhlazeni parametrti bylo provedeno nestran-
ne.

2.5 Chyba predpoveédi

Jednou z nejpouzivanéjsich mér pro presnost predpovédi je stfedni kvadraticka
chyba. Dle Mack [4] str. 95 se stfedni kvadratickd chyba piedpovédi (=msep
= mean squared error of prediction) pro libovolny odhad rezervy R; spocte dle
vzorce

msep(R;) = E((éz - R;)?

Sitse e Si,n+1f¢)-

Odhad rezervy RPF a rezerva R; jsou brany za nezavislé na S;1, ..., Si 1.

Véta 2.5.1. Necht RBF a R; jsou nezdvislé na Sity- ey Sins1i, pak
msep(RPT) = Var(RPF) 4+ Var(R;), 1<i<n.

7 véty 2.5.1 plyne, 7e soucet (kvadratické) chyby odhadu Var(RPF) a (kva-
dratické) chyby procesu Var(R;) dava dohromady stiedni kvadratickou chybu
piedpovédi msep(REF).

Véta 2.5.2. Necht'i =1,...,n. Chybu procesu Var(R;) lze vyjadrit jako
Var(R;) = @i (sh 40+ + 5541) (2.4)
a pro chybu odhadu Var(REF) plati
Var(RPF) = (27 + Var(Ui))Var(i):—i-l—i) + Var(U;) (1 = bai1-4)*. (2.5)

Dale nalezneme odhad chyby procesu a odhad chyby odhadu pro jednotlivé
roky i = 1,...,n. Jak je ukdzéno v Mack [4] str. 97, pro jednotlivé roky i, 1 <
t < n, se odhad chyby procesu spocte ze vzorce

Var(R;) = Uy(8%, ; +...5%) (2.6)

a odhad chyby odhadu lze urcit z predpisu

~ ~

Var(RPF) = (U2 + (s.e.(00))?) (s.e. (0% 1)) + (s.e.(00)) (1 = 0y )? (2.7)
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pro ktery je jesté zapotiebi ziskat dil¢i odhady. Méjme l;z =9;+...4+9; achceme
odhadnout Var(b;). Pro k =1,...,n plati rovnosti

Var(b}) = Var(1 — b)) = Var(§i + ...+ §}) = Var(gi .+ .-+ Uni1)s

kook
Var(fi + ...+ §i) = Var(gi) + ...+ Var() + >, > Cov(i;. ;).
i=1 j=1
i#]
Var(y7 + ...+ 95,,) = Var(l) = 0.
Jelikoz jsou veli¢iny ¢, ..., 9, negativné korelované, dostavame
Var(y; + ...+ 9;) < Var(g7) + ... + Var(g;),
Var(Jppq + -+ nga) < Var(fip) + .-+ Var(g,.1).
Protoze se levé strany téchto dvou nerovnic rovnaji, zvolime

Var(b}) = min{Var(g}) + ... + Var(g;), Var(j;,1) + . .. + Var(g, 1)}

Odtud dostéavame rovnici pro odhad (s.e.(b;))? rozptylu Var(b;)

A~

(s.e.(bZ))2 = min { (s.e.(@i‘))2 +...+ (S.e.(QZ))2,

(s.e.(g)ZH))Z + ...+ (s.e.(g;+1))2},

kde (dle Mack [4] str. 97)

(s.e.(@;))2 = %, 1<k<n. (2.8)
J’_
> U
=1

Pro vypocet smérodatné odchylky s.e.(Ui) lze pouzit vzorec

(S-e-(Uz‘))Q = zn:vj (Z — %)2

n—1 = oF p—1Up
v pfipadé, ze apriorni odhady U; jsou nekorelované pro ¢ = 1,...,n. Pro korelo-

vané veli¢iny pouzijeme vypocet s.e.(U;) uvedeny v Mack [4] str. 101, tj.
s.e.(U;) = U; ev.(U3), (2.9)

kde

: (2.10)

y1+---+?jn+1

S‘e'(?jn+1) = §n+1 C‘V‘(ﬁn—i-l)'

Hodnoty s.e.(ij,) ziskdme také ze vzorce (2.8), pouze dosadime nevyhlazené
hodnoty 57. Podle Mack [4] str. 102 je vhodné zvolit c.v.(y,+1) = 50%.
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Odhad stfedni kvadratické chyby predpovédi odhadu rezervy rﬁsep(RZBF ) je

soucet R R o
thsep(RPT) = Var(R;) + Var(RPF).

Na zavér mizeme spocitat odhad stfedni kvadratické chyby predpovédi pro
odhad RBF = RBF + ..+ RPF celkové rezervy R =Ry + ... + R,,.

Véta 2.5.3. Pro stredni kvadratickou chybu predpovédi celkové rezervy plati

msep(RPF) = Var(R"") + Var(R),

kde  Var(R) = Var(Ry) + ...+ Var(R,),
Var(RP") =Y " Var(RPF) +2) " Cov(RPF, RPT).
i=1 i<j
Jak je uvedeno v Mack [4] str. 98-99, pro odhad stfedni kvadratické chyby
predpovédi odhadu celkové rezervy plati

thsep(RPT) = Var(RPY) + Var(R), (2.11)

kde Var(R) = Z UZ(§3{12_, o482,
i=1

Var(RPF) = " Var(RPF) +2) ~ Cov(RP", RPY).
i=1 i<j
Odhad rozptylu Var(REF) zndme ze vzorce (2.7), kovarianci Cov(REF, RfF )
spoc¢teme pomoci nasledujicich vztahi

Cov(RPF, RPF) = pVse(U)se(Uy) (1= by ;) (L—bhyy ;) +

+ ,5?7]- S-e-<b;+1—i) S'e-(biwrl—j) viUj,

b IA):;H_]-(l - I;:ir}—l—i)
== _ ,
" b;kl+1—i(1 - b:H—l—j)

P b
VTl
Vyse uvedené véty spolecn€ s jejich dikazy lze nalézt v priloze na konci této

prace.
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3. Metoda chain ladder

Pfesny popis metody chain ladder je uveden v ¢lanku Mack [2]. Pro ucel této
prace jsou zde vypsany pouze nejzasadnéjsi ¢asti.

Metoda chain ladder vychazi z kumulovaného trojthelniku dat narozdil od BF
metody, ktera vyuziva spise nekumulovana data. Pro predpoved budoucich skod
pouziva ro¢ni vyvojové koeficienty fk Plati C’Z k1 = Cik fk s pocatecni hodnotou

predpovédi CWH,Z = C;nt1-i- Roc¢ni faktory fk jsou dany predpisem

n—k n—k
fe= Zwi,kofkﬂ,k/ > wikCey, € {05152},
i=1 i=1
kde
Fip=Cip1/Cig, 1<i<n, 1<k<n—1,

a vahy w; . € [0;1]. Budeme uvazovat vahy w;, = 1 pro kazdé i,k a a = 1. Pro
vyvojové roky k = 2,...,n jsou vypocty predpovédi jiz zadefinovany,

A

Ci,n - Ci,n—i—l—ifn-f—l—i cee fn—la

chybi vypocet pro tail. Vyvojovy koeficient zahrnujici tail oznacime fult a ziskame
ho linedrni extrapolaci funkce In (f; — 1) pfimkou ak + b, a < 0, tedy

o0
fult = H fk
k=n
Pak pro konec¢nou vysi skod skodniho roku 7 plati
éi,ult = Ci,nJrlfi.]EnJrlfi - fnflfult
Odhad rezervy je dan predpisem
RZ-CL = éi,ult — Ci,n+17i = i,n+17i(fn+17i s fnfl]gult - 1)' (3‘1>

Ptedpoklady metody chain ladder:
(CL1) E(FixlCins-- -, Cip) = fo, 1<i<n, 1<k<n-1

2
Oy

(CL2) Var(F;x|Ciq,...,Cix) = 1<i<n, 1<k<n-1;

U%kC¥27
(CLS) {C@l, R 7Ci,n}7 {Cj,h ey Cj,n}; 1 # j, jSOll nezavislé.
Odhad parametru o2, 1 < k < n — 1, vypo¢teme pomoci vzorcii

1« ;
O = n—k—lzwi,kcfk(ﬂ,k—fk)27 I<k<n-2 (3:2)
=1

&721—1 = min{&i_z/&i_g,min(5i_3,6721_2)}. (3.3)
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Pro stfedni kvadratickou chybu predpovédi odhadu rezervy za predpokladu
D ={Cixli + k <n—+ 1} plati

msep(R;) = E((Ri— R:)’|D) =
= E(((Cin = Cins1-3) = (Cin = Ciaa ) ID) =
= E((Cin — Cin)*D) = msep(Ci).

Dale plati (s.e.(f%i))2 = (S.e.((:‘i7n))2, coz je odhad pro msep(C;,,) a

n—1
(se.Cin))” = €2 3 ((seFp)" + (s.0.(i)") / f7 =
k=n+1—1
. n—1 ~9
- Y U—’;(l + ni )
k=n+1—i Jk Ci,k Zj:l Cj,k

kde (s.e.(Fi,k))2 je odhad pro Var(F;x|Ci1,...,Cix) a (S.e.(fk))2 je odhad pro

n—=k
Var(fy,) = 02/ w; xC5.-
j=1

~

Rekurzivni formule s po¢ate¢ni hodnotou s.e.(C;,,41-;) = 0 ma tvar

~ ~

s.e.(Cip1)’ = C’fk<(se(FZk))2 + (S.e.(fk))2> + (se(CA’Zk))2f,f

A

Piedpokladejme, Ze i pro tail plati (s.e.(R;))? = (s.e.(C;.u))? a

s.e.(Ciun)? = C’in<(s.e.(Fl-7ult))2 + (s.e.(fult))2> + (s.e.(é’i,n))2 2,

Pomoci linearni extrapolace jsme ziskali odhad fult. Pottebujeme ziskat jesté od-
had s.e.(fult) pro chybu \/Var(fult), tj. o kolik se 1isi fuzt od fur, aodhad s.e.(F; ut)
pro chybu +/Var(F; ), tedy jak moc se v praméru budou lisit jednotliva Fj

od fu:. Tyto odhady ziska aktuar na zakladé své zkusenosti.
Rekurzivni formule pro odhad chyby celkové rezervy vsech Skodnich let je
definovana predpisem

n 2 n 2
(s.e. ( Z Ci,k+1)> = (S-e- ( Z éz,k)) f]?"’
i=n+1—k i=n+2—k

2

+ 2": CA’zk<s.e.(Fi7k)>2+( z": C’m) (S.e.(fk)>2.

i=n+1—k i=n+1—k
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4. Numericky priklad

Celou Bornhuetterovu-Fergusonovu metodu dle profesora Macka si ukazeme na
numerickém prikladu, ktery zpracujeme v programu Wolfram Mathematica 8 for
students. Jako vstupni data pouzijeme malé skody z povinného ruceni ze skod-
nich let 2000 — 2010. Pro tuto préaci byla zaSumnéna jak vyse skod, tak vyse
pojistného. Data jsou reprezentovana ve vyvojovém trojuhelniku zavislosti vyse
vyplacenych Skod na roku vzniku Skod doplnény o pojistné pro dané portfolio
(trojuhelnik vznik - vyplata, viz pfiloha obrazek 1). Pro nékteré vypocty vyuzije-
me trojuhelnik vznik - Gétovani, viz pfiloha obrazek 2). Chceme spocitat odhad
rezervy na pojistna plnéni pro jednotlivé roky a jeho chybu, dale odhad celkové
rezervy pro vsSechny Skodni roky dohromady a chybu tohoto odhadu. Hodnoty
spoctené pro data vznik - vyplata bude oznacovat s indexem v, pro data vznik -
uctovani indexem wu.

4.1 Deterministicka ¢ast

Vypocet vychazi z deterministického modelu a je rozdé€len na nékolik casti:

1. Data jsou skody z povinného ruceni pro skodni roky 2000 — 2010, ¢ili n =
11. Dle vzorce (1.2) napo¢itdme hodnoty 7, pro jednotlivé vyvojové roky
k,1<k<n.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Yy [0,56773]0,22234] 0,02701 | 0,008 | 0,00248 | 0,00099 | 0,00034 | 0,00024 | 0,00009 | 0,00014 | 0,00008
M| 0,8575 | 0,0485 | —0,0354] —0,0194] —0,0101| —0,0068] —0,0050] —0,0027 | —0,0022| —0,0005| —0,0003

Tabulka 4.1: Hodnoty my, k = 1,...,n, pro obé sady dat

2. Hodnoty r; spoc¢teme ze vzorce (1.3).

i 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11
r9|1,139211,16178|1,06902]0,96523[0,01842[0,94415| 1,007 |0,99509|0,90612] 0,9179 |0,99566
r4|1,14844[1,17115|1,07684|0,97193[0,93343[0,95469| 1,01279|0,99842 [ 0,89348|0,90964] 0,97272

Tabulka 4.2: Hodnoty r;, ¢ = 1,...,n, pro obé sady dat

3. Hodnoty r; ziskdme jako geometricky primeér hodnot r} a rj'. Mame-li in-
formace ze sazbovani, mtizeme jesté pozménit hodnoty r;_; a r, protoze
jsou zalozené na malém poctu dat a tedy nemuseji byt diveéryhodné. No-
vé vzniklé hodnoty 77 budeme dale pouzivat pro vypocty s obéma sadami
dat, tj. pro trojuhelnik vznik - vyplata i pro trojuihelnik vznik - tctovani.
Ze sazbovani vime, Ze index Skodniho pribéhu klesl v roce 2009 o 1,1% a
v roce 2010 o 7,8% oproti roku 2008 (poznamenejme, Ze hodnoty jsou opét
zasumnény). Proto zménime hodnoty % | a r*.

4. Dle vzorce
n+l—k n+l—k
A= 3 S / S (o)
i=1 i=1
spoc¢teme nové hodnoty pro odhad koeficienti my pro obé sady dat.
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0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

i 1 2 3 ] 5 6 7 3 9 10 | 11
77 [1,14382[1,16645] 1,07292]0,96857 | 0,92589 | 0,9494 | 1,00989|0,99675 | 0,89978|0,89] 0,83

Tabulka 4.3: Vybrané hodnoty indexu skodniho pribéhu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

My

0,5777210,22234| 0,0267 | 0,00781 | 0,00242 | 0,00095 | 0,00033 | 0,00022 | 0,00008| 0,00012 | 0,00007

my

0,8725 | 0,0485 | —0,035| —0,019 | —0,0098 | —0,0066 | —0,0047 | —0,0025| —0,002 | —0,0004 | —0,0002

d.

Tabulka 4.4: Hodnoty ﬁlk, k=1,...,n, pro obé sady dat

Hodnoty 7y, by mély byt vyhlazené a blizici se k 0. Dle grafu se rozhodneme,
zda je viibec potifeba hodnoty vyhladit. Nejprve rozebereme vysledky pro
data vznik - vyplata. Na grafu 4.1 je vidét, Ze hodnoty jsou prudce klesajici a
pripominaji exponencialni kiivku. Pti blizsim pohledu na posledni vyvojové
roky zobrazené v grafu 4.2 se data zdaji byt celkem vyhlazena. MiZeme
uvazovat, zda vyhladit posledni 3 vyvojové roky, které mirné kolisaji, nebo
nevyhlazovat viibec.

V priloze na obrazku 3 je zobrazen seznam grafti. Kazdy graf ptislusi jedno-
mu vyvojovému roku k. Pfimkou je na grafu zobrazena hodnota parametru
1y, a body zobrazuji jednotlivé podily Sik/(virf),i=1,...,n+1—k. Pokud
néktery bod nebo dokonce body lezi vyrazné mimo vyznacenou primku, pak
muzeme uvazovat o vyhlazeni koeficientu pro dany rok k. Takovym grafem
se zdaji byt grafy pro vyvojové roky k = 6,8,9, ale vzhledem k méritku
osy y se nejedna o velké vychyleni. Hodnoty proto neni nutné vyhlazovat.
Pro ilustraci vsak provedeme vyhlazeni poslednich tii hodnot a na konci
porovname vysledky s vysledky vypoctu bez pouziti vyhlazeni. Pro vyhla-

2 4 6 8 10

Obréazek 4.1: Hodnoty my pro k =1,...,11 z dat vznik-vyplata
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0.0020

0.0015

0.0010

0.0005

Obrazek 4.2: Hodnoty my pro k =5,...,11 z dat vznik-vyplata

zeni hodnot pouzijeme exponencialni kiivku e*~%, jejiz zakladnim vzorkem
budou hodnoty my pro vyvojové roky k = 7,...,11. Prikaz pouzity pro
software Mathematica je

FindFit[Drop[data, 6], Expla - b x ], {a, b}, x].

Dostaneme hodnoty pro jednotlivé parametry a dopoctenim hodnotu pro
n+7

tail ﬁ%nﬂ = Z e® "% Vyvoj uvazujeme jen do roku n + 7, protoze pro
k=n-+1
dalsi roky jsou hodnoty mensiho ¥adu nez 107°.

Cely krok zopakujeme i pro data vznik - i¢tovani. Na grafu 4.3 je zobrazeno,
jak v prvnich letech prudce klesaji vyse vyvojovych koeficientd my, které
v dal8ich vyvojovych letech rostou k 0.

Pti detailnéjsim pohledu na rostouci ¢ast kiivky muzeme dle grafu 4.4 usou-
dit, ze vyhlazovaci kiivkou bude znovu exponenciala. Hodnoty se zdaji byt
celkem vyhlazené, pro kontrolu se opét podivame na seznam dil¢ich gra-
fii, viz priloha obrazek 4. Spornymi grafy mohou byt 4,7,8. Vyhlazeni od
¢tvrtého vyvojového roku je pomérné brzy a vykyvy vzhledem k métitku
os opét nejsou vyznamné. Vyhladime tedy jen posledni 3 hodnoty, které
jsou zalozené na malém poctu pozorovani. Predpis pro vyhlazovaci kiiv-
ku bude tentokrat s opa¢nym znaménkem, tj. —e?*. Tail vyjadiime jako
n+6

A % L

My 1 = Mpy1 = g —e? %% Hodnoty my, s extrapola¢ni kiivkou jsou pro
k=n+1
sadu dat vznik - vyplata zobrazeny na grafu 4.5 a pro sadu vznik - G¢tovani

na grafu 4.6.

JelikoZ chceme, aby platila rovnost 7, = 7y, zvolime ;% ; = 0,00146903.
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Obréazek 4.3: Hodnoty my pro k = 1,...,11 z dat vznik-tctovani
n
k
—-0.005 :
-0.010 :
-0.015 :

Obréazek 4.4: Hodnoty my pro k =4, ..., 11 z dat vznik-tétovéni
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0.00030

0.00025

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005

| | | | === = K

8 10 12 14 16 18

Obrazek 4.5: Hodnoty 1y, a extrapolacni k¥ivka pro k = 7,...,18 pro data vznik
- vyplata

—-0.001

-0.002

—0.003

—-0.004

L.

Obrazek 4.6: Hodnoty 1y, a extrapolacni kiivka pro k = 7, ..., 18 pro data vznik-
uctovani
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data a b tail My, 1
vznik - vyplata | —4,92462 | 0,444629 | 0,0000907416
vznik - uc¢tovani | —1,14174 | 0,600957 | —0,000507478

Tabulka 4.5: Parametry extrapolacnich kfivek a hodnoty pro tail

Vyhlazené hodnoty mj, k = 1,...,n + 1, pro obé sady dat jsou zobrazeny
v nasledujici tabulce.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 tail
myY10,6777)0,2223| 0,0267 | 0,0078 | 0,0024 | 0,0010 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0015
m;*10,8725|0,0485| —0,035| —0,019| —0,0098 | —0,0066 | —0,0047| —0,0025| —0,0014 | —0,0008 | —0,0004 | —0,0005

Tabulka 4.6: Vybrané hodnoty m;, k =1,...,n + 1, pro obé sady dat

6. Nyni médme vSechny potiebné hodnoty pro uréeni odhadu kone¢ného skod-

niho pribéhu ¢; = r; (] + ... + M), ), 1 < i < n, ktery je stejny pro obé
sady dat.

i 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11
4,10,96107[0,98009|0,9015 | 0,81382[0,77796|0,79772|0,848540,8375 | 0,75602 0,7478| 0,69739

Tabulka 4.7: Hodnoty apriorniho odhadu kone¢ného skodniho priibéhu

Apriorni odhad kone¢né vyge skod pro skodni rok i je U; = vri(mi+ ...+
my. 1), 1<i<n.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

U;|20147(23207(19198|17107|19187|23050 (24516 | 22376 | 16848 | 17150 | 19069

Tabulka 4.8: Hodnoty apriorniho odhadu kone¢né vyse skod

Zajiméa nas odhad rezervy na pojistna plnéni. Zbyva urcit odhad procenta
znadmych skod, tj.

k™~ x Ak :
my+ ...+ my

Povsimnéme si, ze hodnoty Bz > 1 pro data vznik - uc¢tovani. Je to zpiso-
beno zapornou hodnotou pro tail, coz znamena, Ze bylo zauc¢tovano vice,
nez se skutecné mélo vyplatit. Vétsinou je to zplisobeno tim, ze likvidator
pojistné udalosti odhadl skodu na vyssi ¢astku, nez kolik skutecné byla,
napi. oprava poskozeného vozu byla levnéjsi, nez se ptiivodné ocekavalo.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |tail

by*[0,68758] 0,9522 [0,98397]0,99327[0,99615|0,99728(0,99767(0,99793]0,99809(0,998190,99825] 1

by*|1,03846|1,09618|1,05447]1,03192]1,020211,012351,00671|1,00375|1,00205|1,00112| 1,0006 | 1

Tabulka 4.9: Hodnoty odhadt vyvojovych koeficienti pro obé sady dat
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
RY| 35 | 42 | 37 | 35 | 45 63 95 | 151 | 270 | 820 | 5958
R} | —12|-26|—-39|—64| —129| —285| —496| —714| —918| —1649| —733

Tabulka 4.10: Hodnoty BF odhadii rezervy pro obé sady dat

9. Na zavér spocteme odhad rezervy na pojistna plnéni dle vzorce

~

fsz =(1- 82+1—¢)Ui = UiTZ(mjz+2—i +.oot mZ+1)~

Trojthelnik doplnény na ¢tverec se sloupcem navic pro tail je pro data vznik
- vyplata zobrazeny v tabulce 5 a pro data vznik - ic¢tovani v tabulce 6, viz
priloha.

Hodnoty parametri pouzité pro vypocty vyse lze pro data z trojuhelniku vznik
- vyplata najit v tabulkadch 7 a 9, pro data z trojuhelniku vznik - uc¢tovani je
najdeme v tabulkach 8 a 10.

4.2 Stochasticka ¢ast

Odhad konec¢né vyse skod Ui, kterou zname z deterministické ¢asti budeme v na-
sledujicim vypoctu pouzivat jako apriorni odhad konecné vyse skod U;. Vypocet
aplikujeme na sadu dat vznik - vyplata a opét ho rozdélime na nékolik ¢asti.
Nejprve provedeme vyhlazeni parametrii a poté spoc¢teme odhad chyby procesu

a odhad chyby odhadu.

1. Dle vzorce (2.1) napocitame hodnoty pro g, 1 < k < n, a z jejich grafu
4.7 uré¢ime, zda je potfebujeme vyhladit a pokud ano, od jakého k a kterou
kiivkou hodnoty vyhladime. Vidime, ze hodnoty g, odpovidaji vivojovym
koeficientim 71, z deterministického modelu. P bliz§im pohledu na po-
sledni vyvojové roky muzeme z grafu 4.8 usuzovat, ze vyhlazeni neni Gplné
nutné. Presto vyhladime posledni 3 vyvojové roky.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Yr | 0,6875810,26462|0,03178|0,0093|0,00288|0,00114|0,00039|0,00026 |0,0001 | 0,00014 | 0,00008

Tabulka 4.11: Hodnoty odhadu vyvojovych koeficientti gy, k =1,...,n

2. Ne zatneme vyhlazovat hodnoty 7x, spocteme jesté pivodni hodnoty §z ze
vzorce (2.2), abychom mohli porovnat, jak se odhad rozptylu s vyhlazova-
nim méni.

k 1 2 3 4 5 [§ 7 8 9 10
§i 65,5224|20,1638|0,93987|0,17203|0,02172|0,00479|0,00104 |0,00079|0,00105 | 0,00032

Tabulka 4.12: Hodnoty odhadu 52, k=1,...,n—1

3. Graf vl ¢, vypadé jako exponencidlni kiivka e®#¢, ¢&ili po vyhlazeni je
In(9x) = a—pB k. Jako vzorek pro vyhlazeni pouzijeme hodnoty pro k > k; =
6 a extrapolaci provedeme az do vyvojového roku ky = 16. Vyse ko byla
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Obréazek 4.7: Hodnoty g, pro k=1,...,11

Obréazek 4.8: Hodnoty g, pro k =4, ..., 11
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zvolena na zakladé extrapolovanych hodnot i, k = n, ..., n+20, které jsou
od roku k& > 16 fadu mensiho nez 107%. Hodnoty 9 pro k = 1,..., ks jsou
uvedeny v nasledujici tabulce, kde jsme pouzili konstanty o = —5,31443
a [ = 0,379463 pro vyhlazeni hodnot gjk, k=mn-—Fk +1,...,n a dale
pro uréeni extrapolovanych hodnot g, k = n + 1,. .., ks. Graf hodnot g

s extrapolac¢ni kiivkou pro k = 7,...,16 je zobrazen na obrazku 4.9. Pro
vyvojové roky k = 1,...,n — k; ponechdme ptvodni g;. Sectenim vysi ¢
pro vyvojové roky k =n +1,..., ko, ziskdme hodnotu pro tail.

Y

0.0003

0.0002

0.0001

! ! ! ! 1 k
8 10 12 14 16

Obrézek 4.9: Hodnoty ¢ a extrapolaéni kiivka pro k =7,...,16

k] 1 2 3 7] 5 6 7 B
95 | 0,687580,26462]0,03178| 0,0093 |0,00288|0,00114|0,00039|0,00026
k| 9 10 11 12 13 14 15 16
91| 0,00016|0,00011 | 0,00008 | 0,00005 | 0,00004 |0,00002 | 0,00002 | 0,00001

Tabulka 4.13: Extrapolované hodnoty 9, k =1,...,16

S vyhlazenim parametru g se zméni i hodnoty pro 52 jak je ukdzéno v dalsi
tabulce.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
57165,5224120,1638|0,93987|0,17203|0,02172|0,00479|0,00104 |0,00079 |0,00117 | 0,00037

|

Tabulka 4.14: Hodnoty odhadu 8%, k =1,...,n—1

4. Minimalizaci @) dle vzorce (2.3) provedeme pro k; = 8, protoze kiivkou
chceme vyhladit posledni 3 ¢leny ¢, £ = 1,...,n. Minimalni hodnota je
() = 54,665 a z podminky obdrzime hodnoty a = —11,9217, § = —0,305692
a y; pro k =1,...,8. Prehled vSech novych hodnot y;, £k = 1,...,n+ 1,
je uveden v nasledujici tabulce. Trojihelnik vznik - vyplata doplnény na
¢tverec s pridanim sloupce pro tail je k vidéni v priloze na obrazku 11.
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 tail
97 10,686850,26437|0,03176|0,0093|0,00287|0,00114|0,00039|0,00026 | 0,0001|0,00014]0,00019]0,00263

*

Tabulka 4.15: Hodnoty odhadu vyvojovych koeficientt g5, k =1,...,n+1

5. Hodnoty 9, 1 < k < n, dosadime do vzorce (2.2) a spofteme vyse §2*, 1 <
k < n — 1. Vykreslenim hodnot In(52*) proti |§}| pro k > k; je zobrazeno
na grafu 4.10. Pro dopocitani hodnot pro k = n a k = n + 1 pouzijeme
exponencialu tvaru —e*#*. Konstanty vysly a = 2,00414 a § = 202,911.

Yk

0.002 0.004 0.006 0.008

Obrazek 4.10: Hodnoty zévislosti In(53*) proti |;| pro k > k;

Vsechny hodnoty 2, k= 1,...,n + 1 jsou zobrazeny niZe.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 tail
§i* 65,5343|20,1651|0,93987|0,17203|0,02172|0,00479|0,00104 | 0,00079|0,00105 | 0,00032 | 0,0008|0,01289

Tabulka 4.16: Hodnoty odhadu 82, k=1,...,n+1

6. Odhad rezervy na pojistna plnéni je zobrazen v nadchazejici tabulce. K po-

i 11213145 ]6]| 7 8 9 | 10 | 11
RBY 153 |65 | 57 | 52|64 |86 | 119 | 173 | 287 | 837 | 5972

Tabulka 4.17: Hodnoty odhadu rezervy pro jednotlivé skodni roky ¢

rovnani vysledk pro odhad rezervy }A‘ZZBF s hodnotami spoctenymi v de-
terministickém modelu slouzi tabulka 7, kterou najdeme v piiloze. Zbyva
spoc¢itat odhad chyby pfedpovédi. Nejprve pomoci vzorce (2.6) spoc¢teme

. 2
odhad chyby procesu Var(R;) jako mocninu <s.e.(Rl-)> :

A

7. Abychom spocitali odhad chyby odhadu, nejdiive urc¢ime s.e.(U;) ze vzor-

A

ce (2.9). Pro vysledek c.v.(U;) = 0,02 ze vzorce (2.10) dostaneme hodno-
ty s.e.(U;) pro i = 1,...,n. V tabulkdch niZe jsou uvedeny hodnoty pro
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i 112134 |56 |7|8]|9) 10|11
se.(R;) |16 | 18 | 16 | 16 | 17 | 20 | 23 | 31 | 60 | 141 | 638
Tabulka 4.18: Odhad chyby procesu
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11
s.e.(U;) | 403 | 464 | 384 | 342 | 384 | 461 | 490 | 448 | 337 | 343 | 381

Tabulka 4.19: Hodnoty odhadu s.e.(U;) pro 8kodni rok i = 1,...,n

s.e.(§7) as.e.(br), ze kterych dle vzorce (2.7) dopocéteme odhad chyby odha-

k

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

tail

50.(7)

0,0172

0,0100

0,0023

0,0010

0,0004

0,0002[0,0001

0,0001

0,0001[0,0001

0,0002[0

0013

s.e.(by)

0,0104

0,0028

0,0017

0,0014

0,0014

0,0013{0,0013

0,0013

0,0013|0,0013

0,0013

0

Tabulka 4.20: Hodnoty smérodatnych odchylek pro velic¢iny y; a IS,’;

A R 2
du Var(RPF) jako mocninu (S.e.(RZ-BF )) . Odhad stfedni kvadratické chyby

i

1123

4

5

6

7

819

10

11

s.e.(RBT)

2713126

23

26

31

33

32| 30

92

231

. . 2
predpovédi msep(RR;) je vypocitan jako mocnina (e.p.(RlBF )> z nasledujici

tabulky:.

Tabulka 4.21: Odhad chyby odhadu

i

1] 2

3

4

5

6

7

819

10

11

e.p.(RPF)

31

36 | 30

28

31

37

41 | 45 | 67

150

678

8. Pro odhad celkové rezervy R = 7764 je dle vzorce (2.11) odhad stfednf
kvadratické chyby ptedpovédi roven thsep(RBF) = 7352, kde odhad kvad-
ratické chyby procesu je Var(R) = 658 a odhad kvadratické chyby odhadu

Tabulka 4.22: Odhad stfedni chyby pfedpovédi

je Var(RBF) = 3272.

Vsechny hodnoty vyvojovych parametri jsou shrnuty v tabulce 15 a vysledky pro

odhad rezervy a jeho chybu jsou uvedeny v tabulce 13, viz priloha.

4.3 Vysledky ziskané metodou chain ladder

Metodu chain ladder provedeme na sadu dat vznik - vyplata také v nékolika

krocich a vysledky porovname s BF metodou.

1. Jelikoz CL metoda pouziva kumulovany trojuhelnik, za¢neme nejprve naku-
mulovanim trojthelniku vznik - vyplata. Poté spocteme podily F; . (viz pri-
loha obrazek 17) a pomoci nich ro¢ni vyvojové faktory fx,k=1,...,n—1.
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K nim musime jesté urcit posledni ¢len pro tail. Linedrni extrapolaci zlo-
garitmovanjch hodnot f, — 1 dostaneme f,;; = 1,00067. Takové hodnota
vede k tvorbé mensi rezervy nez ocekavame (rozdil soucasnych vysi skod
z obou sad dat). Jelikoz chceme obé& metody porovnavat, zvolime tail tak,
aby odpov1dal hodnoté pro tail v BF metodé. Vime, Ze konecna vyse skod
je C’Wlt Cin fult Poznamenejme ze C’Z it v CL metodé oznacuje totéz co
Ui v BF metodé. Pak fult zvolime néasledovné

f l Az ult Uz . 1
ult — ~= ~ . - x .
Cz N Uz(l - ?/n+1) 1 - Yn+1

Ptehled vsech vyvojovych faktort fk je zobrazen v nadchéazejici tabulce.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 tail
fr|1,39144|1,03388|1,0096|1,00294|1,00116 |1,0004|1,00026|1,0001|1,00015|1,00008 | 1,00264

Tabulka 4.23: Hodnoty meziro¢nich vyvojovych faktortu fk

2. Ze vzorci (3.2) a (3.3) napocitdme hodnoty pro 6%, k =1,...,n— 1. Podle
grafu 4.11 zavislosti In (63) na In (| f. — 1|) pouZijeme pro extrapolaci pfim-

a3
S >
=N
=

A

.

—
=~
|
=
N —

Obréazek 4.11: Graf zavislosti In (62) na In (|fy — 1|), k=1,...,n — 1.

ku 5,19975 + 1,482 . Vysledné hodnoty pro 63 jsou uvedeny niZe.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 tail
570,1243|1,108420,18276 | 0,02228|0,0049|0,00106 | 0,00081 | 0,00106 | 0,00033 | 0,0001 | 0,0273

N

Tabulka 4.24: Hodnoty odhadu 63

3. Abychom mohli spocitat odhad chyby odhadu rezervy, potiebujeme ziskat
hodnotu s.e.( fyu;). Protoze neni uvedeno, jak tuto hodnotu ziskat, pokusime
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se ji odvodit nasledujici ivahou. Za pfedpokladu normélniho rozdéleni je
(fk —1,96- s.e.(fk), fre+1,96- s.e.(fk)) 95procentni interval spolehlivotsti pro
E(fx). Chceme, aby dolni hranice neklesla pod jednic¢ku s pravdépodobnosti
2,5%, zvolime tedy s.e.(fur) = (fur —1)/1,96. Prehled visledki pro s.e.(f;)
je uveden nize.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 tail
s.e.(fx)[0,02262|0,00252|0,00106 | 0,00039 | 0,0002 | 0,0001 |0,0001 | 0,00013 | 0,00009 | 0,00007 | 0,00135

Tabulka 4.25: Hodnoty smérodatné odchylky veli¢iny fk

4. Mame jiz vsechny potifebné tudaje pro spocteni odhadu rezervy na pojist-
na plnéni a jeho chyby. Vysledky odhadi rezervy spoctené ze vzorce (3.1)
jsou v nasledujici tabulce spoleéné s odhady jejich chyb, kde msep(RSE) =
(e.p.(f%icL ))2 Pro odhad celkové rezervy RCF = 8962 je odhad stfedni kva-
dratické chyby predpovédi sep(RCF) = 12262

i 1[2[3[4[5[6] 7 89 10] 11
RCL 526254 (506182115170 | 287 | 863 | 7166
ep.(ROE) [ 35[40 343235 41| 44 | 48 | 70 | 161 | 1170

Tabulka 4.26: CL: Odhad rezervy a odhad stfedni chyby predpovédi

Odhad chyby predpovédi odhadu rezervy lze rozdélit na odhad chyby procesu
a odhad chyby odhadu. Oba odhady jsou shrnuty v dalsi tabulce.

i 112 (34|56 ] 7|8|9]10 11
odhad chyby procesu | 23 | 25 | 23 | 22 |24 | 26 | 29 | 36 | 64 | 153 | 1109
odhad chyby odhadu | 27 | 31 |25 |23 |26 | 31|33 |32|30| 53 | 374

Tabulka 4.27: CL: Odhad chyby procesu a odhad chyby odhadu

Trojuhelnik vznik - vyplata doplnény na ¢tverec CL metodou je zobrazeny na
obrazku 12, vyvojové parametry pouzité pro CL metodu jsou shrnuty v tabulce
16 a odhady rezervy a chyby nalezneme na obrazku 14, viz pfiloha.

4.4 Porovnani vysledkti obou metod

Pokud bychom ve stochastickém modelu BF metody neprovedli zadné vyhlaze-
ni, dostali bychom stejné vysledky jako dostaneme z deterministického modelu.
Pokud bychom nevyhlazovali ani hodnoty v deterministickém modelu a hodno-
tu 7y, pro tail z trojihelniku vznik - G¢tovani bychom zvolili rovnu 0, dostali
bychom vysledky zobrazené v priloze na obrazku 18.

7 ptredchozich vypocti jiz zname odhad rezervy i odhad chyby predpovédi pro
obé metody, viz obrazek 4.12 nize. Kdyby rezerva skodniho roku ¢ byla ndhodna
veli¢ina pochazejici z logaritmicko-normalniho rozdéleni, pak bychom i jeji odhad
povazovali za ndhodnou veli¢inu pochazejici z logaritmicko-normalniho rozdéleni.
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Budeme-li chtit odhadnout napi. rezervu skodniho roku 1, pak za stiedni hod-
notu logaritmicko-normalniho rozdéleni dosadime Ry a za rozptyl dosadime pro
obezietnost ﬁlsep(f%l). Hustota takovéhoto rozdéleni je zobrazena na grafu 4.13.
Plna ¢ara odpovida BF metodé a prerusovand CL metodé. V pfiloze na obrazku
19 mtzeme vidét seznam grafi, kde i-ty graf znazornuje hustotu logaritmicko-
normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou R; a rozptylem Iﬁsep(}?{i).

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 cel kerr
RBF 53 65 57 52 64 86 119 173 287 837 5972 7764
e.p. [IA?‘BF} 31 36 30 28 31 37 41 45 67 150 678 735
R-C'- 52 62 54 50 61 82 115 170 287 863 7166 8962
e.p. [IA%CL} 35 40 34 32 35 41 44 48 70 161 1170 1226

Obrazek 4.12: Odhad rezervy a chyby predpovédi pro obé metody

f0

L , AN .

| / \

r / \
0.015 - / N

/

L / \

L | \\

L i \

. ! \

1 \

0.010 (- I \

L ! N

L / A \

| \

L | AN

L | N N
0005 | NN

L | AN

L / x

L /

/ S~
T TS =
I I | I I | I I | I I | I I | I I | I I | I X
20 40 60 80 100 120 140

Obrazek 4.13: Hustota logaritmicko-norméalniho rozdéleni se stfedni hodnotou R
a rozptylem msep(R;)

Na zavér ucinime jesté jedno pozorovani. Vezméme data jen za obdobi 2000 —
2007 a spoctéme odhad rezervy a jeho chybu BF i CL metodou. Vypocet provede-
me bez dodatecnych informaci a bez vyhlazeni, tj. §; = U, k=1,....,n+1, kde
hodnotu gjnﬂ spocteme jako 1—g; —. . .—gjn. Tim ziskdme odhady z 8leté historie.
TentyZ postup zopakujeme pro data za obdobi 2000 — 2008 (9leta historie), ale
pro srovnani pouzijeme jen odhad rezervy pro prvnich 8 let. Totéz pro obdobi
2000 — 2009 a opét nas zajima jen Ri,...,Rs. VSechny takto ziskané odhady
rezervy porovname jesté s odhady za obdobi 2000 — 2010. Grafické znazornéni
odhadt rezervy, jak se ménily s ¢asem, je pro BF metodu na obrazku 4.14 a pro
CL metodu na obrazku 4.15.
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Obrazek 4.14: Odhad BF rezervy z historie 8leté (¢erchované), 9leté (teckované),
10leté (¢arkované) a 11leté (plnou ¢arou)
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Obrazek 4.15: Odhad CL rezervy z historie 8leté (¢erchované), 9leté (teckované),
10leté (Carkované) a 11leté (plnou carou)
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5. Problémy

Bornhuetterova-Fergusonova metoda, tak jak ji popisuje profesor Mack ve svych
¢lancich Mack [3] a Mack [4], obsahuje nékolik mist, kde pii pouziti v praxi
mohou vzniknout potize, které dokaze aktuar vytesit mnohdy jen na zakladé své
zkuSenosti.

1. Jednim z takovych mist je volba r)_; ar;. Pokud nechame ptivodni hodnoty
vypoc¢tené z malého poctu pozorovani, mize se stat, ze 1., > 1. Tento stav
vede k volbé& hodnoty pro tail 1, ; < 0 pro trojihelnik vznik - vyplata, coz
nedavéa smysl (znamend to, Ze misto penéz, které bychom méli vyplatit za
vzniklé skody, penize obdrzime). V tuto chvili se musime rozhodnout, zda
zvolime tail 1% ; = 0, nebo zmensime hodnoty r;_, a r;;. Bez informaci ze
sazbovani je tézké urcit, o kolik hodnoty zménit. Poznamenejme jesté, ze
vySe ry_; ar} maji vliv na odhad konecné vyse skod U; pro vsechny skodni
roky i, zatimco u odhadu rezervy R maji vliv pouze na dané roky n — 1 a
n, napf. snizime-li ptivodni hodnoty r*_; a r* kazdou o 10%, odhad rezervy
se snizi v roce n —1 0 10% a v roce n o 11%, ale odhad konecné vyse skod
vzroste o 1,85% pro kazdy rok ¢ = 1,...,n — 2 a klesne o 8,34% v letech
n—1an.

2. Otéazku, kterou jsme cCastecné nacali v bodu 1, je volba hodnoty vyvojo-
vého koeficientu pro tail 7, . Zadana data ukazuji, Ze rychlost vyplaty
vzniklych skod je vysoka. Jak je vidét z grafu 4.1, vétsina skod se vyplati
v prvnich dvou letech a témér vsechny skody jsou vyplaceny do Sesti let od
vzniku. V této praci byla hodnota vyvojového koeficientu pro tail zvolena
kladna proto, ze jsme méli k dispozici i trojihelnik vznik - ictovani a chtéli
jsme dosahnout stejného odhadu konec¢né vyse skod pro obé sady dat. Bez
znalosti z druhého trojihleniku bychom hodnotu pro tail nejspise zvolili
rovnu 0.

3. Odpovéd na otdzku, od kterého vyvojového roku zacit koeficienty vyhla-
zovat, najdeme v grafu zavislosti velikosti koeficienti (napf. my) na vy-
vojovém roce k. Zacneme vyhlazovat az za polovinou vyvojovych let a to
bud od mista, kde se koeficienty piiliS neméni, nebo pro posledni dva az
tfi vyvojové roky. V extrémnich piipadech (pokud jsme z dat neodstranili
nadmérné velké skody jiz dfive) mtizeme provést upravu jednotlivych vyvo-
jovych koeficientti. Typ vyhlazovaci kiivky zvolime také podle grafu a diléi
koeficienty ziskdme vhodnou volbou funkce v matematickém softwaru. Né-
ktera data mohou vypadat jiz vyhlazené, pak vyhlazovaci k¥ivku pouzijeme
jen pro vypocet hodnot budoucich vyvojovych let.

4. Dalsi obtizny krok na cesté k vypoctu odhadu rezervy na pojistna plnéni
a odhadu chyby tohoto odhadu je volba hodnot poslednich ¢lentt jednot-
livych parametrti. Hodnota g, je vypocitana extrapolaci z vyhlazovaci
kiivky podobné jako hodnoty §2* a §2% ;. Smérodatné odchylky jsou urceny
pomoci koeficientu variace, jenz zvolime dle Mack [4] str. 102 roven 50%.
Neni jasné, na jakém zakladé profesor Mack svou volbu zalozil. Mohl uéinit
dalsi predpoklady o rozdéleni veli¢in, které nezminil, a na jejich zakladé
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hodnotu 50% vypocitat, nebo to mohla byt ¢isté volba na zakladé jeho zku-
Senosti. Pak s.e.(9;,,) = 0,595, ,, v pfipadé vypoctu metodou chain ladder
pouzijeme koeficient variace pro vypocet smérodatné odchylky vyvojového
faktoru pro tail s.e.(f,,) = 0,5 (f, — 1). V pipadé smérodatné odchylky pro
odhad koneéné vyse s.e.(U;) vypoditame koeficient variace ze vzorce

()= V (S.e.(gjlz)Q b —|—2(s.e.(gn+1))2‘
Y1+ .o+ Ynat

Tento vzorec je stejny pro vSsechny skodni roky .

. Zbyva otazka nezavislosti ndhodnych veli¢in. Ideou BF metody je nezavis-
lost mezi RPF a C;,,11_;. Ve vlastnosti (b) odhadit ve stochastickém modelu
je uvedeno, ze Veliéiny (T T} tlm i bl, cee an jsou prakticky ne-
zavislé na Uy, ..., U,. Atkoli veli¢iny 1, ..., yn jsou negativné korelované
S (71, cee Un, po Jechh vyhlazeni a pridanim posledniho ¢lenu korelace slab-
ne. Jelikoz je jesté upravime, aby se secetly na jednicku, povazujeme je
jiZ za nezavislé na U, ..., U,. Vzhledem k nezavislosti viech diléich vysi
skod S 1, jsou RBF a R; nezavislé ndhodné veli¢iny. Dale vime, Ze rezerva
Ri=Sinyoi+...+5; et Je nezavisla na vysich S;1,...,Sint1-i. Vzhle-
dem k tomu, Ze vehcmy U; a b} povazujeme za nezévislé, pak i velicinu RB¥
povazujeme za nezavislou na Sz,l, ...y Sin+1—i. Pokud nemame zadné udaje
napt. ze sazbovani a vSechny parametry potiebné pro vypocet odhadu re-
zervy musime napocitat pouze z dat, pak nezavislost tézko dodrzime. Neza-
vislost veli¢in na S; 1, ..., S;n+1-; je Gskalim celé metody, proto se snazime
predejit zavislosti procesem rtznych tprav parametrt (vyhlazeni, secteni
hodnot g5, k =1,...,n+ 1, na jedni¢ku). Kde uz nejde nezavislost udrzet,
je vypocet hodnot RfF by REF . Jelikoz kazdy z téchto odhadt

R?F =U;(1 b2+1 ) =U(l=(g1 +.. -+@;+1—i)) =U; (?Jn+2 it +?J;§+1)
vznikd vynasobenim souctu negativné korelovanych nahodnych veli¢in gy,

k=n+2—1i,...,n+ 1, pak odhady rezervy R?F, e ,ﬁifF jsou pozitivné
korelované.
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7. avér

V této préci jsem se zabyvala ¢lanky profesora Thomase Macka popisujici Born-
huetterovu-Fergusonovu metodu a metodu chain ladder. Metodu chain ladder
jsem pouzila k porovnani vysledki, které jsem ziskala aplikaci BF metody na
realnd zasumnéna data. Pouzitou teorii jsem shrnula v prvnich tfech kapitolach.

7 pocatku jsem se vénovala vypoctim podle deterministického modelu. Je-
likoz BF metoda pozaduje pouze nezavislost jak mezi skodnimi roky, tak mezi
vyvojovymi roky, je celkem nenaro¢nd na pouziti. Pracuje nezavisle na distribuci
vysi Skod. Vyhodou modelu je moznost zapracovani vnéjsich informaci, napi. ze
sazbovani nebo trhu. Pfinosem deterministické ¢asti vypoctu je ziskani apriorni-
ho odhadu konecné vyse skod pro jednotlivé skodni roky. Tento odhad se stane
zakladnim kamenem pro stochastickou ¢ast, diky které mizeme spocitat i odhad
chyby odhadu rezervy.

Ve stochastickém pristupu hraje velkou roli urc¢eni hodnot parametri pro tail
a jejich chyba. Tato ¢ast je narocna na zkusSenosti aktuara a déla se pomoci ex-
trapolace danych hodnot. Pro velmi rozkolisané hodnoty je mozné pouzit jejich
vyhlazeni. V této praci jsem se rozhodla pro vyhlazeni hodnot poslednich tiech
vyvojovych let, protoze byly lehce rozkolisané a byly zaloZeny na malém poctu
pozorovani. V porovnani s nevyhlazenymi hodnotami nebyl rozdil vysledkt piilis
velky. Jelikoz jsou v nasem pripadé vyhlazované hodnoty prudce klesajici, dava
vyhlazeni velmi malou vysi pro tail. Maly tail vede k tvorbé pfilis malé nebo do-
konce zadné rezervy pro staré skodni roky. Diky minimalizaci uvedené v kapitole
2 se hodnota pro tail dopocte tak, aby soucet vSech vyhlazenych hodnot byl roven
1, a zaroven, aby tyto hodnoty meéli v souc¢tu co nejmensi odchylku od skutec-
nych pozorovani. Tim se vSechny hodnoty pozméni. Vétsinou dojde k navyseni
hodnoty pro tail.

Mezi vyhody BF metody bych zatradila ziskdni apriorniho i aposteriorniho
odhadu konec¢né vyse skod pro jednotlivé skodni roky, nezavislost na distribuci
vysi Skod a moznost predpovédi do budoucna.

Nevyhodou je naroc¢nost na zkusenosti aktuara pti predpovidani pro budouci
vyvojové roky a nedostatek literatury (obzvlasté v eském jazyce) vénujici se této
problematice.
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Seznam pouzitych zkratek

BF

CL
IBNR

post.
Est.

Proc.
Pred.

Bornhuetter-Ferguson, piijmeni autori metody, ktera je v této praci
popisovana.

Chain Ladder, metoda, se kterou je BF metoda porovnavana.
rezerva na pojistna plnéni za skody dosud vzniklé, ale jesté nere-
portované.

aposteriorni

Estimation (=odhad), zkratka pouzivana pfi vypoctu chyby odha-
du

Process (=proces), zkratka pouzivana pii vypoctu chyby procesu
Prediction (=predikce), zkratka pouZivana pfi vypoctu chyby pre-
dikce
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v A
Prilohy
Véta 2.1.1. E(Cjx) = ziby, © E(S; ) =2y, prol1 <i<nal<k<n+1.
Dukaz. Uvazume 1 <i<nal<k<n+1.
7= E(Szk) = E(Ci,k - Ci,k—l) = x;bp — xibg—1 = x; (b — br—1)

Oznacime-li yy, == by, — by_1, ziskdavdme E(S; 1) = x;yx.

"7 E(Cig) =E(Sik+Cik—1) =E(Sik + Sig—1+ Cig2) =
k

k k k
j=1 j=1 j=1 j=1

» . k L
Oznacime-li by, 1= 2]‘:1 y;, ziskdvame E(C; ) = z;bg.

Véta 2.2.1. Oznacme by = y1 + ... + yp, pak E(R;) = x;(1 — byi1-4).
Dukaz.

BF2
E(Rz) = E(Sz’,n+2—i 4+ ...+ Si,n+1) ( = ) J]i(yn+2_i 4+ ...+ yn+1) ==

=zl — (1 + ...+ Ynr1-i)] = xi(1 — bpy1-4)

Véta 2.2.2. Pro rozptyl rezervy skodniho roku v plati
Var(R;) = zi(s2 o+ ... +52,1), 1<i<n.

Dukaz. Pro kazdé 1 < i <n plati:

BF1,BF3
Var(Ri) = Var(Si7n+2_i + ...+ Sz',n+1) ( = ) l’i(831+2_i + ...+ 8721—1—1)‘

Véta 2.2.3. Pro zndmé parametry x,...,T, je

n+1—k n+1—k
e S s/ S
i=1 i=1
nejlepsi nestranny linearni odhad vy, 1 < k <n.

Dukaz. Necht xy,...,x, jsou zndmé kladné parametry.
Nestrannost:

| ik ey 1 "
E() = > E(Su) = R > ik =y
i=1

i=1
X X

i=1 =1
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Linearita: Z predpokladu (BF2) plyne, Ze yr, = E(S;x)/x;. Necht
n+l1-k
Qi
D o S
=1 i

Je libovolny nestranny linedrni odhad yy, tj. = jsou realné konstanty pro kaZdé

1 <i<n. Pak
n+l—k a (BF2) n+l1—k .

i=1
Odtud plyne, Ze

Ddle
ik +1— ok o
&g BF1) BF3)
Var E ; = E —2 = E i
i=1 x,- -t i—1 i

Nalézt nejmensi nestranny linedrni odhad (NNLO) znamend minimalizovat Q) =
ntl—k o n+1—k

Qs
— dmink i = 1. Zvol
Z 7 Za poaminky Z a voime

i=1 v i=1

T
;= + o
>
Jj=1
Z podminky minimalizace plyne, Ze
n+1—k n+1—k n+l—k
=1 =1 =1
Minimalizace:
2
n+1— nt+l—k
Z o= > |t =
i=1 i=1 "
>
Jj=1
n+1—k 2
x; 2x
= E - ; 5 + 0407 | =
T; n+l—k +1-k
=1
Tj Z i
j=1 j=1
n+1—k n+l—k n+l1—k
o n+1—k 2 ' ndl-k t .
=1 =1 =1
xj $] N——
: =0
j=1 Jj=1



H|~M

+
7n+1 k Z
=1
Z 7

Odtud je zreymé, Ze hodnota () bude neymensi pro 6; = 0 pro kazde 1 <i < n.
OJ

Véta 2.2.4. Pro zndmé parametry x,...,T, je

n+l—k
1

_ ~ \2
Sp=——7 > (Sik —wide)? i

i=1

nestranny odhad s3, 1 <k <n —1.

Dukaz. Necht x1,...,x, jsou zndmé kladné parametry.
ntl— 1 7
E(s? —((S? — 2Sik:7 i0k)?) | =

(s) = [ z:: . il + (2ik)?)
1 n+l1—k 1 ]

- 52 — 2E Sz iA E iA 2

TR 2 | B~ 2 G + B’
= A B -

v/ ov s

Nynit spocitame dilci casti.

n+l—k 2 nt+l—k 2
B =Ezi(j)? = 2 E(ZSJk> /( :Cj> =
j=1

2 n+l—k n+l—kn+l—k
— —’ . . _
 /ntl—k ( Z k+ z; z; Sz,ksj,k> =
( l’j) i;ﬂ =
j=1
(BF1) 2 n+l—k n+l—kn+l1—k
oL z
wy o (ZE 4y Z:ESMSM>_
< :1:']> i
j=1
372 n+1—k n+1 kn+1—k
. 2
o T ey Y )
=1
( il?j) ! 753
j=1
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n+l—k n+l—=k ntl—k
T[ 2 (ESJ%— > xyk) 2 Z ) ] —
Jj=1 j=1
2 \ J
Va!‘(S]"k)

1’2 n+l1-—k nt+l—k x2
| L et (S )| - e
(S5 >,
i=1 ey

n+l—k n+l—k
A = 21‘1 E(Sz,k Z Sj,k/ Z ZE]> == W < Z S,kSzk
= Z Lj J;éz

n+1-—k
(BF1)  2x;
o 2 (Bt + X ) -
Z L ];Z
j=1

21‘. n+1 k
:n+llz ( k+yk(2$x]—x)>:
Z Ly

20 n+1-k
D e ——

n+1-—k
—
E : Lj ’ Var(S; x)
j=1
2

2x; ek
o )

n+1l—k
=1
Z xj ’ Z l’j
Jj=1 ey
po 1§ 22 :
BSi= =% E[E(ka) = 2wy = 2 S T TR
=1
> >
J=1 j=1
1 n+l—k 1 x2
= — | E(S?,) — 22 v 2] _
n—k & [ (SEx) — @iy~ nti-k k
- Var(S; k) Z X
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1 S, 2, 1 ;xQ
:n_kZ—i[xzsk = k}— _k[(n—kJrl) =L sk}zsk
- > >

j=1
U
Véta 2.5.1. Necht RfF a R; gsou nezdvislé na S;1,...,Sint1-i, pak
msep(RPT) = Var(RPF) + Var(R;), 1<i<n.
Dukaz.
msep(]%ng) E((]%BF — R)?*|Si1,---,S; nH,i) =
—B((RP" - R)?) =
= Var(RPF — R)) + (E(RBF) E(Ri)> ©
~- L
= Var(RPT) + Var(R,)
0

Véta 2.5.2. Nechti=1,...,n. Chybu procesu Var(R;) lze vyjadiit jako
Var(R;) = @ (Spi0-; + -+ + 5541)
a pro chybu odhadu Var(REF) plati
Var(RPF) = (27 + Var(U,-))Var(B;‘lH_i) + Var(U;)(1 — bpi1—5)%.
Dukaz. Nejprve spocteme chybu procesu.

Var(Ry) = Var(Sinso i+ + Siopr) 2

= V&I‘(SZ'JH_Q_Z') + -+ Var(SmH)) =

=2 (Spyai T+ Spin):

Pro chybu BF odhadu rezervy }A%f}F = U( — b

(2.4)

(2.5)

1), kde U; a ZA)ZH_Z» pova-

Zujeme dle (b) za nezdvislé, pouZijeme obecny vzorec pro dvé nezdvislé nahodné

veliciny X a'Y
Var(XY) = (E(X))*Var(Y) + Var(X)Var(Y) + Var(X)(E(Y))?.

Vzhledem k tomu, Ze Var(l — ?);ﬁH_l_i) = Var(l;;;“_i), dostaneme

Var(REF) = (E(0)))*Var (b ,_,) +
+ Var(Ui)Var(B,,_,) + Var(T) (1 — E(5,,_,))* <
= (22 4 Var(U;))Var(b%,, ;) + Var(U;) (1 = by10)%
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Véta 2.5.3. Pro stredni kvadratickou chybu predpovedi celkové rezervy plati

msep(RP) = Var(RPT) + Var(R),

kde  Var(R) = Var(R;) + ...+ Var(R,),

Var(RPF) =) " Var(RP) +2) " Cov(RP", RPY).

i=1 i<j

Dikaz. Nejprve odvodime vlastnost pro stredni hodnoty rezervy a jejiho odhadu

:E(ZUi(l_BZ—H z) le —bn1-i) = E(R).
=1

Pro rozptyl celkové rezervy R plati

Var(R) = Var(R; +...+ R ) Var(Rl) .+ Var(R,).

Rozptyl odhadu celkové rezervy RBF spocteme nasledovne

n 2 n 2
Var(RP") Var(z RBF) = E(Z }?fF) - (EZ RfF) -
i=1 i=1
_ E(Z RBF +ZZRBFRBF)

=1 =1
i#J

= ZVar(RiBF) + 2ZCOV(I:{ZBF, f{fF)

i=1 i<j
Zanedbdme-li clen Cov(U;, U;)Cov(l — IA);‘LH o1 b;H ), pak pro kovarianci
Cov(RBF, ]:ZfF) plati
Cov(RP, RPT) = Cov(Ui(1 = b 41), Uj(1 = b}y ;) =
= Cov(U;, U;)E(L —bZH DB =000 ) +
+ COV(l bn+1 27 b;-{-l j) (UZ)E(UJ)
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Vysledky exportované z programu Mathematica jsou zobrazeny s desetinnou
teckou misto desetinné carky.

rok i Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2000 20963 12256 6351 741 312 89 33 15 9 -3 5 2
2001 23678 14766 6704 962 259 71 28 11 7 1
2002 21296 12156 5716 733 178 73 11 6 -1 5
2003 21021 11446 4558 583 165 35 26 4 5
2004 24663 12692 5203 678 130 42 28 3
2005 28895 15662 6172 549 175 34 13
2006 28893 17949 5224 646 181 77
2007 26718 15547 5619 600 170
2008 22286 11944 4149 407
2009 22934 12667 3964
2010 27344 15457
Obrazek 1: Vyvojovy trojihelnik vznik - vyplata
rok i Vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2000 20963 20839 920 -175 -1059 -380 -81 -129 -52 -45 -7 -5
2001 23678 22153 2551 -693 -879 -36 -91 53 -125 -75 -14
2002 21296 18166 1919 -480 -139 -176 -179 -163 -20 -27
2003 21021 16871 1371 -512 -203 -314 -132 -158 -39
2004 24663 20073 1157 -1144 -291 -355 -192 -160
2005 28895 24621 580 -1343 -467 -97 -284
2006 28893 25753 845 -1344 -288 -356
2007 26718 23434 999 -1248 -482

2008 22286 17073 1061 -801
2009 22934 18600 300
2010 27344 22807

Obrazek 2: Vyvojovy trojihelnik vznik - G¢tovani
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Obrézek 3: Hodnoty 1y, a jednotlivé podily Sik/(vir}) z dat vznik-vyplata, kde
kazdy graf odpovida jednomu vyvojovému roku k =1,...,11.
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Obrazek 4: Hodnoty 1, a jednotlivé podily S; ./ (vsr?) z dat vznik-tétovani, kde
kazdy graf odpovida jednomu vyvojovému roku k =1,...,11.
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Obrazek 7: Vysledné parametry pro data z trojuhelniku vznik - vyplata
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Obrazek 8: Vysledné parametry pro data z trojihelniku vznik - dc¢tovani
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i REF s.e.[u] s.e.{ﬁ*] s.e. [R] e.p.[ﬁ*}
1 52. 979 402. 939 26. 516 16. 1122 31. 0274
2 65. 4767 464. 138 30. 8933 17.8184 35. 6635
3 56. 878 383. 959 25. 6125 16. 3965 30.4112
4 52. 4641 342. 144 22.9318 16. 046 27.9883
5 63. 7728 383. 736 25. 7953 17. 435 31.1349
6 85. 5849 461. 008 31. 0891 19. 727 36. 8197
7 118. 87 490. 328 33. 4566 23. 0503 40. 6283
8 172. 819 447. 525 31. 8435 31.1616 44. 554
9 286. 761 336. 966 29. 84 60. 2454 67.2305
10 836. 634 343. 51. 558 140. 76 149. 905
11 5971. 63 381. 386 231. 039 637. 625 678. 193
cel kem 7763. 87 327. 475 658. 261 735. 219
Obrazek 13: Odhad rezervy a odhad chyb pro vypocet BF metodou
[ RCL S.e. {RCL} s.e. [R] e.p. {RCL]
1 52. 2256 26. 6457 23. 2553 35. 3667
2 61. 9704 30. 7364 25. 0055 39. 6232
3 54. 0403 25. 4899 22. 8839 34. 2551
4 49. 8515 22. 8259 22.0164 31. 7135
5 60. 5614 25. 5531 23.5871 34. 7752
6 81. 9038 30. 8676 26. 3464 40. 5825
7 115. 24 33. 2794 29. 3097 44. 3462
8 169. 805 31.6272 35. 7533 47. 7345
9 287. 333 29. 763 63. 5062 70. 1347
10 862. 897 52. 7719 152. 596 161. 464
11 7166. 12 373. 999 1108. 78 1170. 15
cel kem 8961. 95 1225. 99

Obrazek 14: Odhad rezervy a odhad chyb pro vypocet CL metodou
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Obrazek 19: Hustoty logaritmicko-normélniho rozdéleni se stfednimi hodnotami
R; a rozptyly msep(R;) plnou ¢arou pro BF metodu, ¢arkované pro CL metodu

Vsimnéme si, ze v poslednich dvou grafech jsou hodnoty hustoty logaritmicko-
normalniho rozdéleni s parametry z BF metody natolik malé, Ze splyvaji s osou

x.
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