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Kapitola 1

Uvod

Hlavnim cilem tGvodni kapitoly je seznamit ¢tenéfe s obsahem a smérem této pra-
ce. Prvni ¢ast nas nejprve motivuje a sezndmi se zkoumanymi problémy. V dalsi
¢asti je pak struéné popsana napln nasledujicich kapitol.

1.1 Motivace

S pozorovanimi longitudinalniho typu se setkdvame v mnoha oblastech lidského
zkouméni. Za priklad muze slouzit tfeba socialni vyzkum, kde nés muzou zaji-
mat zmény v mentalni oblasti po aplikovani riznych terapii ¢i spotfebni chovani
populace po shlédnuti néjaké reklamy. Nejcastéji se vak setkavame s longitudinal-
nimi pozorovanimi v 1ékarské oblasti. Miizeme Tici, Ze pozorovani longitudinalniho
typu se vyskytuji vSude tam, kde u subjekti, které vstupuji do vyzkumu opako-
vané (nejcastéji v case), zjistujeme konkrétni adaje, které jsou predmétem naseho
zajmu. V zavislosti na druhu vyzkumu se muze napt. jednat o hladinu néjakého
enzymu Ci proteinu v téle, metrické tidaje pii zatézové studii vyrobki ¢i v ekono-
mické oblasti né€jaké vlastnosti ovliviujici poskytnuti bankovniho tvéru klientovi.

Takto napozorované hodnoty lze nasledné pouzit ke klasifikaci danych objektu
do rtiznych skupin podobné jako v klasické diskriminac¢ni nebo shlukové analyze.
Tyto metody jsou v klasické interpretaci zalozeny na vybéru z vicerozmérného
normalniho rozdéleni a predpokladaji, Zze v ramci jednotlivych skupin jsou pozoro-
vani nezavisla a stejné rozdélena. Typicka longitudinalni pozorovani se vyznacuji
dvéma charakteristickymi rysy, kterymi jsou:

1) Pocet pozorovani u jednotlivych subjektd muze byt rizny.

2) Jednotliva pozorovani nejsou pro vSechny jednotky provadéna ve stejnych
casech.

V diisledku praveé uvedenych vlastnosti nemtizeme predpokladat, ze ndhodné vek-
tory reprezentujici napozorovana data u jednotlivych subjektt tvori nahodny vy-
bér z vicerozmérného (norméalniho) rozdéleni. V prubéhu poslednich let v8ak bylo
v literatute popsano nékolik riznych pristupt pro klasifikaci na zakladé longitudi-
nalnich pozorovani, které nejcastéji v néjaké podobé kombinuji linearni smiSeny
model, ktery je velmi vhodny pro popis longitudindlnich pozorovani a klasické
pristupy ke klasifikaci.



Klasifikaci na zékladé longitudinalnich pozorovéani lze povazovat za moderni di-
agnosticky néstroj. Zakladni moznosti vyuziti této metody si predstavime na
nésledujicich motiva¢nich prikladech.

Priklad 1.1. UvazZujme studii, ve které mdme vybér pacienti z néjaké muzské
populace. U téchto pacienti se snaZime zjistit vyskyt rakoviny prostaty, pripad-
né zjistit riziko této rakoviny. Studie probihd tak, Ze se wu jednotlivijch pacienti
provddi v prubéhu casu méreni specifického antigenu - glykoproteinu, ktery je
produkovadn prostatickym epitelem a jehoZ hladina je vizce spjata s objemem rakovi-
ny v prostaté. Jednotlivd mérent probihaji v rizniyjch pacienti v riznych casovych
intervalech a mizZe jich byt © libovolny pocet.

Ziejme se tedy jednd o longitudindlni data. SnaZime se o sestaveni modelu, kteryj
by dokdzal modelovat néjakym zpisobem hladinu glykoproteinu. Na zdkladé toho-
to modelu se pak snazZime pacienty klasifikovat pomoci diskriminacni analyzy do
nékolika skupin (napt. riziko rakoviny, nent riziko rakoviny).

Blizst informace k této problematice miZeme nalézt v clanku Larry J. Branta
a kol. [Brant et all |2005].

A

Priklad 1.2. Podobné jako v piedeslém Prikladu[I.1) wvazujme tentokrdt longitu-
dindlni studii tehotnych Zen. Je zndmo, Ze na dramatické zmény behem tehotenstui
ukazugje latka beta-globin. Nasim cilem je stanowvit, zda téhotenstvi u dané Zeny
bude nebo nebude rizikové na zdkladé zmen ve viysi hladiny beta-globinu.

Vsimnéme si, Ze jak v tomto, tak v predesiém prikladu jsme nikde neuvaZovali
podminku, Ze okamZziky mereni jednotliviych subjekti jsou steyné, pripadné, Ze in-
tervaly mezi jednotliviimi mérenimi jsou stejné dlouhé, ¢i pocet mereni u i-tého
subjektu je konstantni. Podobné jako v Prikladu [I.1) vytvorime model pro hladinu
beta-globinu a na zdkladé tohoto modelu se pomoct diskriminacni analyzy snazZime
klasifikovat jednotlivé Zeny do jedné ze dvou (nebo pFipadné vice) skupin.

Vice se o tomto tématu miZeme dodist v cldnku autori Marshalla G. a Baron
E. A. [Marshall and Baron, |2000).

A

Priklad 1.3. V ndsledujicim prikladu se naSe pozornost presune ke studii zaby-
vagici se onemocnénim jater. K dispozici mdme nékolik set pacienti. U kaZdého
pacienta rizny pocet mereni. Ze zkoumangch faktori nds zajimd hladina biliru-
binu, albuminu a pocet krevnich desticek v jistém objemu krve. Na zdkladé techto
informact chceme pacienty klasifikovat do jedné ze dvou (pripadné vice) skupin.
K tomuto prikladu se budeme v dalsich cdastech vracet, nebot budou pouZita k ukdz-
ce redlné aplikace popsanich metod



Priklad 1.4. V pripade, Ze nds zajima priklad longitudindlnich dat z oblasti eko-
nomie ¢i ekonomiky, miuZeme na zdkladé ukazateli, kterymi mohou byt napfr.
prredchozi wveérové chovani Zadatele, jeho aktudlni financéni situace atd., klasifiko-
vat potenciondlniho klienta banky, ktery Zdadd o uvér, pijcku atd.

V' oblasti vyroby miZeme naopak podrobovat opakované vyrobky zdtéZovym tes-
tim a po kaZdém testu zjistovat strukturdlni ¢i metrické zmény. Vystupem téchto
testu pak mize byt klasifikace vyrobki podle miry poskozeni ¢i zmén.

A

Vidime tedy, ze klasifikace na zakladé longitudinalnich pozorovani mé Siroké
uplatnéni v mnoha odvétvich ¢i oborech. Pritom vSechny ptiklady spojuje klicova
myslenka - vytvoreni odpovidajictho modelu pro odezvu, kterd néjakym zpiso-
bem dostatecné vysvétluje klasifikované skupiny (riziko rakoviny, délka preziti,
rizikovost avéru atd.). Jako vhodny nastroj pro modelovani tohoto typu dat se
jevi linearni smiSeny model, ktery bude predstaven v nasledujici kapitole.

1.2 Zakladni informace

Prace si klade za hlavni cil seznamit ¢tenéfe s metodami diskriminacni analyzy,
které jsou vhodné ke klasifikaci longitudinalnich dat, a to jak v teoretické, tak
i praktické oblasti.

Text je rozdélen do ¢tyf hlavnich kapitol. V prvni kapitole je predstaven line-
arni smiSeny model a jeho zakladni vlastnosti véetné zakladnich metod, které
slouzi k odhadu jeho parametri. Linearni smiSeny model je vhodny nastroj k po-
pisu longitudinalnich dat, u kterych se vyskytuji opakovana pozorovani.

Ve druhé kapitole jsou nejprve pripomenuty zaklady klasické diskrimina¢ni ana-
Iyzy vcetné ¢asti, ktera se zabyva teorii ztratovych funkei. Vysledky tykajici se
optimélniho rozhodovaciho pravidla jsou pak pouzity v dalsi kapitole k samotné
klasifikaci. Déale tato kapitola predstavuje modifikované metody, které jsou zaloze-
ny na pouziti odhadnutého normalniho linearniho smiseného modelu a Bayesovy
véty. Posledni ¢ast se vénuje zobecnéni jedné z popsanych metod na spojity pii-
pad (uvazujeme spojity ¢as).

Ve treti kapitole je ¢tenafi predstavena realna aplikace teoretickych postupt uve-
denych v predeslé kapitole. V praci jsou pouzity data, jejichz originalni zdroj je
na strankach http://lib.stat.cmu.edu/datasets/ a jejich oficidlni nazev je Mayo
Clinic Primary Biliary Cirrhosis, sequential data. Data téz muzeme nalézt v tis-
téné podobé v knize Counting processes and survival analysis autorit Thomase R.
Fleminga a Davida P. Harrigtona [Fleming and Harrigton, 2005| v apendixu. Tte-
t1 kapitola je zamérena na modelovani hladiny riznych latek v zavislosti na dobé
od prvniho méfeni s cilem pouzit nalezené modely k néasledné klasifikaci subjek-
ti. Jsou zde uvedeny kone¢né podoby modelt, grafické znazornéni dat, hodnoty
odhadu a intervaly spolehlivosti pro jednotlivé nezndmé parametry. Dale se tato
kapitola vénuje dosazenym vysledktim klasifikace, ktera vyuziva metody popsané
v predeslé kapitole.



V zavérecné, tedy paté kapitole, je navrhnuta a zpracovana simula¢ni studie za-
byvajici se zdkladnimi vlastnostmi navrhnutych metod.

Jako zékladni literatura pro popis linedrniho smiseného modelu byla pouzita kni-
ha Linear Mized Models for Longitudinal Data od autori G. Verbeka a G. Mo-
lenberghse. K popisu modifikovanych metod diskrimina¢ni analyzy byly pouzity
predevsim c¢lanky Comparing approaches for predicting prostate cancer from lon-
gitudinal data autoru C.H. Morella a kol. a také clanek Functional modelling and
classification of longitudinal data autora G. H. Miillera, ktery uvadi zobecnéni
metody s rozdélenim nahodnych efektii na spojity cas.



Kapitola 2

Linearni smiSeny model

Tématem linedrniho smiSeného modelu a studiem jeho zakladnich vlastnosti, se
zabyva prvni ¢ast této kapitoly. Ve druhé ¢asti se pak zamérime na odhady para-
metri tohoto modelu. Pravé linearni smiseny model pak pouzijeme k popisu lon-
gitudinalnich pozorovani a odhadnuty model nésledné k diskriminaci. Struktura
této kapitoly a znaceni je prevazné prevzato z knihy G.Verbeka a G. Molenberghse
[Verbeke and Molenberghs, 2000].

2.1 Zakladni vlastnosti

Uvazujme nésledujici strukturu.
Necht

Yl = (Yyl,la S 7}/1,711)'11) B 7Yk’ = (Yk,b s 7Yk7nk)T

jsou nezavislé ndhodné vektory.

Necht
X1, X
jsou matice znamych ¢isel typu n; x p, kde p > 0,7 =1,...,k o plné sloupcové
hodnosti.
Necht
Ly, ..., 70

jsou matice znamych ¢isel o plné sloupcové hodnosti typu n; X ¢, ¢ > 0, 1 =
1,...,k.
Necht

B= (B, B)"

je vektor neznamych parametria a necht

bi,...,by

jsou nezavislé g-slozkové nahodné vektory se stfedni hodnotou E(b;) = 0 a (obec-
né neznamou) varianéni matici var(b;) = D, i = 1,...,k, kde D je symetricka,



pozitivné semidefinitni matice. Na pozadi této struktury vyslovime nésledujici
definici linedrniho smiSeného modelu.

Definice 2.1. Rekneme, ze Yq,..., Yy se Tidi linedrnim smiSenyym modelem se
strukturou uvedenou vyse, jestlize lze psat

Yz:XZ,B—FZsz—i‘Ez, izl,...,k,
kde

€ = (61,17 cee Eznl)
jsou pro ¢ = 1,...,k nezéavislé nahodné vektory se stfedni hodnotou E(e;) =
0 a (obecné neznamou) varian¢ni matici var(e;) = X;, kde 3; je symetricka
pozitivné semidefinitni matice, nezéavislé také s vektory by, ..., by.

Linearni smiSeny model budeme od této chvile oznacovat jako LMM z anglického
Linear mized-effects model. Dale poznamenejme, ze matice Z; je typicky podma-
tici matice X;.

Dale oznadme

k
i=1
celkovy rozsah vybéru a

Y = (YT, YD)

vektor vSech pozorovani. Pak mitizeme nas model z Definice 2.1] pFepsat maticové
pro vSechna pozorovani najednou nasledovné:

Y =XB+ZB + ¢, (2.1)
kde
Xy
Xk

je matice typu n X p,

je matice typu n x k * q,

€

€k
Nyni uvedeme zékladni vlastnosti LM M.

8



Lemma 2.2. Pro kazdé i =1,..., k md linedrni smiseny model popsany v Defi-
nici [2.1] ndsledugict vlastnosti:

1) EY; =X,3,

)
2) varY; = Z,DZF + 3; = V,,
3) E[Y:|b;] = X;3 + Z;b;,

4) var[Y;|b;| = X;.

Driikaz. VSechna tvrzeni dostaneme trividlné dosazenim a vyuzitim vlastnosti mo-

delu. O

Poznamka 2.3. V mnoha pFipadech se za matici 3; voli matice o1, kde 1,,,
znact jednotkovou matici dimenzen;, i = 1,...,k, a 0® > 0 je nezndmyj parametr.
Tuto volbu interpretujeme tak, Ze v podminéném rozdéleniY; za podminky b; jsou
slozky vektoru Y; nekorelované a maji rozptyl o2,

Nyni vyslovme néasledujici definici:

Definice 2.4. Linearni smiSeny model, kde b; jsou nezéavislé stejné rozdélené
s rozdélenim N, (0,D) a €; jsou nezavislé s rozdélenim N, (0,%;), i = 1,....k,
nazveme normdlnim linedrnim smiSenym modelem.

Poznamka 2.5. Zvolime-li matici 3; stejné jako v Pozndmce[2.3, jsou v disledku
normdlniho rozdéleni v podminéném rozdelent Y; za podminky b; sloZky vektoru
Y, nezdvislé. Mluvime o tzv. modelu s podminénou nezdvislosts.

Na tomto misté poznamenejme, Ze nebude-li Teceno jinak, budeme vZdy uvaZovat
normdlni linedrni smiseny model dany Definici[2.4).

Véta 2.6. Margindlni rozdéleni odezvy v modelu z Definice [2.4) je

kde V; = Z,DZY + %, i=1,... k.

Diikaz. Dukaz je opét ziejmy. Stfedni hodnota a rozptyl odezvy Y; jsou uvedeny
v Lemmatu 2.2

Dalsi tvrzeni uvedené v této vété plynou z predpokladu normélnich rozdéleni b;
a €; a vlastnosti normélniho rozdéleni. O

Popsali jsme tedy (normalni) linearni smiseny model, ktery nam pozdéji poslouzi
jako vhodny néastroj k popisu longitudinélnich pozorovani. Avsak abychom mohli
dany model plné vyuzit, potfebujeme znat nejen samotny tvar modelu, ale i odhad
neznamych parametri. Této problematice se vénuje dalsi ¢ast.



2.2 Odhady parametria v LMM

Jak jiz bylo Tfeceno vySe, v této ¢éasti se zamérime na metody odhadu nezndmych
parametri vyskytujicich se v normalnim linedrnim smiseném modelu. Uvazujme

model dany rovnici (2.1)) a Definici [2.4]

Parametry tohoto modelu jsou pevné efekty 3 a slozky maticD a X;,i =1,... k.
Pro prehlednost zaved me nasledujici znaceni:

e «: vSechny parametry varian¢ni struktury (vSechny parametry matic D
a 21)7

0 = (B, a™)T: s-dimenzionalni vektor viech parametrit modelu,

©®3 = RP: parametricky prostor pro pevné efekty,

O, : parametricky prostor pro parametry variancni struktury,

® = Og x O,: celkovy parametricky prostor.

2.2.1 Odhad metodou maximalni vérohodnosti

Odhad neznamych parametri metodou maximalni vérohodnosti patii mezi kla-
sické a casto pouzivané metody. Postup je takovy, Ze se snazime maximalizovat
vérohodnostni funkei Ly, (@) v proménné 0 na parametrickém prostoru ©. Véro-
hodnostni funkce (plynouci z marginalniho rozdéleni odezvy, viz je v tomto
piipadé ve tvaru

Vi(a)| 2

Lin(®) = [T { (20

=1

< exp (—%m XV (@) (Y — M)) } (23

Pokud budeme piredpokladat, ze je parametr a znam, maximalizujeme funkci
danou rovnici (2.3 pres 8 a ziskdme analytické vyjadieni pro vysledny odhad ve
tvaru

k 1k
B(a) = (Z X?W1X1> Z XTW,Y, (2.4)
i=1 i=1
kde W; = V;'. Odhad dostaneme velice snadno z (2.3), kterou zlogaritmujeme,

zderivujeme a polozime pravou stranu rovnu nule.

Ve vétsiné pripadi jsou vSak parametry vyskytujici se v a neznamé. V takovém
pripadé muzeme postupovat nésledujicim zptisobem. Zvolime si néjakou inicia-
liza¢ni hodnotu B°. K tomu dopoéteme piislusné o maximalizaci Ly (8", ),
které pouzijeme na odhad matice W;(a) a odhadneme B! pomoci vysledku z rov-
nice atd. Maximalizace vzhledem k a pfi znamém (3 se vétSinou resi nume-
ricky. V soucasné dobé se vyuziva tzv. Newtonova-Raphsonova algoritmu ¢i
Fisherova skérovani.
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2.2.2 0Odhad pomoci REML

Maximalné vérohodny odhad pomoci kontrasti (Restricted Maximum Likelihood
Estimation-REML) je alternativou ke standardnimu maximalné vérohodnému
odhadu.

Uvazujme opét model dany rovnici (2.1)), tj.

Y =X3+ZB +e€.

Déle necht A je matice typu n x (n—p), ktera méa linearné nezavislé sloupce a jejiz
sloupce jsou ortogonalni na sloupce matice X. Jinymi slovy, ATX = Om—p)xp-
Dale oznac¢me

M =ATY.

Marginalni model pro vektor M je tedy roven

M ~ N(ATX3, ATV(a)A)
~ N(O,ATV(a)A).

Vidime, Ze marginalni model pro M nezavisi na 3. Stejné jako v pripadé kla-
sické maximalni vérohodnosti nés bude nyni zajimat vérohodnost pro nahodny
vektor M. Harville [Harville, [1974] ukazal, Ze vérohodnost pro vektor M je rovna

1
k 2

Z XTX;

=1

L'(a) = (2m)

m\»—t

k k
x |3 xTv; 1X [T1vi—=
=1 =1
< oxp {5 (Y~ BTV (Y- %) | (25)

kde tvar 3 je uveden v (2.4). Poznamenejme, Ze pravé uvedena vérohodnost ne-
zévisi na volb& matice kontrasti A. Vérohodnost L*(a) lze pak s vyuzitim ({2.3))
piepsat na tvar

N|=

L*(a) = (27)2 ix}xi 2 Xk:vama)x L.y (B(a), o)
= konst. -ZEIREML(a). - (2.6)
7, vyrazu tedy dostavame:
‘ -
Lpgus(a) = D XTIV (@)X Lou(B(a), o), (2.7)
=1
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kde B(a) je uvedeno v (2.4)). Poznamenejme, Ze maximalizace se obvykle opét
fesi numericky pomoci algoritmt uvedenych u klasického ML odhadu.

Oba vysSe popsané piistupy jsou zalozeny na vérohodnostnim principu a ziskané
odhady maji za urcitych podminek vlastnosti maximalné vérohodnych odhadu
(konzistence, asymptotickd normalita). V souvislosti s asymptotikou pozname-
nejme, ze vétsinou uvazujeme, ze pocet subjektt jde do nekone¢na, tedy k& — oo.

7 predeslého textu neni zcela jasné, zda mizeme néjak vyuzit nékolika rtznych
méfeni na jednom subjektu (pacientovi). Pro nazornou predstavu si pfipomei-
me Piiklad [I.3] kde sledujeme u i-tého pacienta hladinu bilirubinu, albuminu
a pocet krevnich desticek v ur¢itém objemu krve. Pokud méame ke kazdému sub-
jektu k dispozici vice riznych méreni, nemusime se omezovat pouze na separatni
modely pro hladinu bilirubinu, albuminu a pocet krevnich desticek, ale mtuzeme
sestavit spolecny model pro vSechny sledované veli¢iny najednou a v disledku
toho zlepsit vysledky nasledné klasifikace. Spole¢ny model pro sledované veli¢iny
mé pak konkrétné tvar, ktery muzeme opét pro -ty subjekt maticové vyjadrit ve
tvaru

kde

_ 1.m&¥F. vel. s.méF. vel.
YZ_(YZ ""’Yi )7

je vektor dimenze >, _, n?, kde s zna&f pocet méfenych veli¢in (v nagem pitkladé
by bylo s = 3, nebot mame tii sledované veli¢iny - bilirubin, albumin a pocet
krevnich desticek). Analogicky déle plati, Ze X; je matice znamych &isel tvaru

X@l.méf“. vel. 0 o 0
2.méf. vel. :
: 0 . :

0 o o Xf.méf. vel.

kde X/-mef-vel io matice znamych ¢isel dimenze (n? x p”). Nulové matice 0 jsou
obecné riizné dimenze v zavislosti na dimenzich matic X!~ ¥l Tedy matice
X, je blokové diagonalni matice, kde na diagonale jsou matice zndmych ¢isel, kte-
ré prislusi h-té métrené veliciné, h = 1,...,s. Matice Z; mé podobnou strukturu
jako matice X;. Opét se jedna o diagonalné blokovou matici dimenze (nf x ¢").
A analogicky sestavime i vektory pevnych a nahodnych efekt pro spoleény mo-
del.

V pripadé spolecného modelu, ktery popisuje vice sledovanych veli¢in najednou,
je ale zcela neprirozené predpokladat, ze varian¢éni matice 3; ma tvar UQI(Z;:I nhy-
Miizeme vSak predpokladat, ze varian¢ni struktura je u h-té sledované veli¢iny
a i-tého subjektu rovna (ah)QIn?. Tedy vysledna varian¢éni matice ; je blokové
diagonalni s maticemi (¢")%I,,» na diagonale. Problém nastévéa u varianéni matice
nédhodnych efektii, kterou jsrﬁe oznacili . Ta totiz obecné neni blokové diago-
nalni (tato informace se musi vzit v potaz hlavné u praktické aplikace spole¢ného
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modelu).

Vlastnosti modelu, ktery najednou popisuje nékolik sledovanych veli¢in, pripadné
metody odhadu, jsou pak totozné s témi, které jsme uvedli vyse. Prakticka ukaz-
ka spoletného modelu bude uvedena v Kapitole [4] kde se i dozvime, zda takto
slozeny model prinasi zlepsSeni klasifikace.

Predstavili jsme tedy (normélni) linearni smiSeny model a jeho zakladni vlastnos-
ti, véetné dvou metod na odhadovani nezndmych parametri. Normalni linearni
smiSeny model v dalsich kapitolach pouzijeme jako nastroj pro modelovani lon-
gitudinalniho typu dat a jeho odhad poslouzi jako zaklad modifikovanych metod
diskriminac¢ni analyzy.

13



Kapitola 3

Diskriminac¢ni analyza pro
longitudinalni data

V nasledujici kapitole si predstavime nékolik modifikaci klasické diskriminacéni
analyzy, které muzeme vyuzit ke klasifikaci pozorovani longitudinalniho typu.
Modifikované metody diskrimina¢ni analyzy, které budou uvedeny v této kapito-
le jsou Castecné prevzaty z vysledki Morrella a kol. [Morrell and Sheng, [2007]
a Branta a kol. [Brant et al., 2003|. V posledni ¢&sti této kapitoly je predstaveno
zobecnéni metody, kterd k diskriminaci vyuziva rozdéleni nahodnych efektt zis-
kanych z odhadnutého linearntho smiseného modelu, na spojity ¢as. Zobecnéni
je prevzato z ¢lanku H. G. Miillera [Miiller, 2005]. Nejprve si ale pfipomenme
klasickou diskrimina¢ni analyzu.

3.1 Klasicka diskriminac¢ni analyza

Za zakladatele klasické diskriminac¢ni analyzy je povazovan sir Ronald Aylmer
Fisher, ktery ve své praci z roku 1936 pouzil metodu dnes oznacovanou jako
Fisherova diskriminacni analijza, ke klasifikaci druhového jména rostlin kosatcii
na zakladé ¢tyr pozorovanych znaki. Metodu demostroval na datech zndmych
jako Iris flower data set.

Z pocatku byla diskriminacni analyza vyuzivana v biologii k tFidéni rostlin a ze-
meédélskych plodin, dale také v mediciné a v antropologii pti klasifikaci koster.
S nastupem a rozmachem vypocetni techniky, ktera umoznila rychle zpracovavat
velké datové soubory, se diskrimina¢ni analyza dockala Sirstho uplatnéni napii-
klad v sociologii, politice nebo bankovnictvi.

Zajimavé aplikace klasické diskriminacni analyzy lze najit v nejriznéjsich ob-
lastech, v biologii, mediciné, archeologii ¢i technickych oborech. Uvedme jako
ukazku nékolik prikladi.

Priklad 3.1. Pri kontrole jakosti c¢i spolehlivostt mizZeme u vyrobki zkoumat
zatézZové vlastnosti. Nejprve zmérime néjaké veliciny (hmotnost, rozméry, hustotu,
chemické sloZeni atd.). Poté je podrobime néjaké zdtéZi a budeme sledovat, zda
se nejak poskodi, ¢i nikolv. K predpovédi chovani dalsich vyrobki pii zdatéZi ndm
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pak staci provést potrebnd kvantitationi mérent a dle vysledki vijrobek zaradit do
jedné ze skupin.

A

Priklad 3.2. Banka sleduje u svijch stdvajicich klienti zpisob spldceni poskyt-
nutého wvéru a dal§i ukazatele (vék, pohlavi, vyse prijmi,. .. ). Na zdkladé tohoto
zpistovant pak miZe vyhodnocovat potenciondlni nové Zadatele o uvér jako dive-
ryhodné nebo méneé divéryhodné atd.

A

Priklad 3.3. Lékar ve vyberovém souboru pacienti provddi rizné testy. Na zdkla-
dé téchto testi pak miZe u nové prichozich pacienti diagnostikovat onemocnént,
pripadné fdzi pribéhu onemocnéni.

A

Klasicka diskrimina¢ni analyza slouzi k zarazeni urcitého subjektu do jedné z g
disjunktnich skupin, g = 1,..., G, dle uréitych charakteristik (vék, pohlavi,...).
Tradi¢ni linearni diskriminac¢ni analyza predpokladé:
1) Néhodné vektory Y reprezentujici méfeni na jednotlivych subjektech pa-
trici do stejné skupiny g, g = 1,...,G, jsou nezavislé, stejné rozdélené,
1=1,..., k9.

2) Obvykle navic predpokladame, ze Y maji vicerozmérné normalni rozdéleni

ng ~ NP(I""gJ Eg)a
kde n; je dimenze vektoru Y? i =1,... kY.

Je tedy zfejmé, Ze jednotlivé pozorované vektory Y7 musi byt v ramci jednotlivych
skupin stejné dimenze a Zze jednotlivé nahodné vektory reprezentujici subjekty g-
té skupiny musi mit stejnou kovarian¢ni strukturu.

K zafazovani urcitych subjektii (v naSem piipadé pacienti) miZzeme pristoupit
nésledovné:

1) Vytvoiime pravidlo pro zafazeni i-tého subjektu do tfid na zékladé pozoro-
vani y; = (Yi1, .- -, Yip) € RV

2) Nové subjekty zarazujeme do t¥id dle pravidla vytvoreného v bodé 1).

Poznamka 3.4. K vytvoreni rozhodovacich pravidel mdme k dispozici tzv. ,tré-
novact mnozinu“ subjekti, u nichZ zndme jak prislusnost do jedné z G trid, tak
1 vektor pozorovdni y;. MuZeme rozlisit dva typy rozhodovacich pravidel.

Deterministickd pravidla funguji tak, Ze pokud na objektu i pozorujeme znaky
yi ay; € W9, kde RP = Ug Wo g=1,...,G, je disjunktni rozklad na G trid,
pak subjekt i zaradime do skupiny g.

Jinou moznosti je zndhodnéné (randomizované) rozhodovact pravidlo. Subjekt y;
zaradime do skupiny g s pravdépodobnosti p?, kde T'(y;) = (p'(yi),...,p%(ys)) :

RP — [0, 1]%, je vektorovd funkce spliujici pro kaZdé y;:
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1) p(y:) >0,
2) S8 py) =1

JednoduSe nahlédneme, Ze deterministické rozhodovaci pravidlo je specidlni pripad
znadhodnéného rozhodovaciho pravidla.

Nasim dalsim cilem je nalézt takové rozhodovaci pravidlo, které je za urcitych
predpokladii optimalni. K tomu bude zapotiebi zavést zaklady teorie ztratovych
funkei.

Ozna¢me hustotu nahodného vektoru, ktery reprezentuje méfeni na i-tém sub-
jektu, ktery nalezi do skupiny g symbolem f9 (hustota je my$lena vici néjaké
o-kone¢né mife v). V zavislosti na rozhodovacim pravidlu zaradime i-ty subjekt
do skupiny ¢. Toto rozhodnuti je spojeno s rizikem, 26 subjekt ktery patii do
skupiny g, chybné zaradime do skupiny [, kde [, g = ,G. Toto chybné roz-
hodnuti ohodnotime ztratou r9.

Jestlize i-ty subjekt patii do skupiny g, je stfedni ztrata rovna vyrazu

L9 = Er9" = r9'P(zafazeni do skupiny 1) +
+ ...+ r99P(zafazeni do skupiny G) =

=9 [y dv(y) +

Wl

r9G 9(v.)dv —
+o+ /;dfbwd(w

_ ngl fg yi)dv(y). (3.1)

Dale piedpokladejme, 7e 7!,..., 7% jsou dané apriorni pravdépodobnosti, kde

w9 znac¢i apriorni pravdépodobnost prislusnosti do skupiny g. Muzeme tedy fici,

7e objekt 7 je vybran ze smési populaci s vahami 7',..., 7% s celkovou stiedni

ztratou
= Z = Z Z ). (32)

Nyni mtzeme deﬁnovat g-ty dlskrlmmacm skor nasledujicim zptisobem.

Definice 3.5. Necht RP = Ug W9, g=1,...,G, je disjunktni rozklad na G tiid.
Necht 7!, ..., 7% jsou dané apriorni pravdépodobnosti a necht u i-tého subjektu
pozorujeme charakteristiky y;, € RP, ¢ = 1,... k. Pak g-tym diskriminacnim
skorem rozumime vyraz S9(y;), kde

G
=D Ty, g=1,....G.
=1

16



Pravé definovany g-ty diskrimina¢ni skor miazeme dosadit do vyrazu (3.2)) a do-
staneme tak vyjadreni pro celkovou stfedni ztratu

-3 [ Swaty

Nyni vyslovme diilezitou vétu, ktera nam pozdéji poskytne nédvod na pozadované
optimélni rozhodovaci pravidlo.

Véta 3.6. Necht R? = , W je disjunkint rozklad RP takovy, Ze plati implikace
yi € W9 = S9(y;) > S'y;), prokazdél=1,... G.

Potom plati

Z sl (yi)dv(y) < L = Z sl (y:)dv(y) (3.3)

pro kazdy disjunktni rozklad W', ... , W& prostoru RP.
Driikaz. Protoze plati

WH=W'NRP = UL, (W' n W),

dostavame postupné s pouzitim predpokladu

L—- i /W 8 (yi)avy)

llgl

vV
|
]
]
—
R
<
E
<
I

O
Tedy dle Véty je rozhodovaci pravidlo zaloZzené na W}, ..., W& optimAlni.

Poznamka 3.7. Poznamenejme, Ze optimdlni rozklad ve Véte[3.6 neni ddn jed-
noznacné. Nejcastéji se v praxi za ztrdtovou funkci voli r9' = 1, pokud g # 1 a
r99 = 0. Tedy LY pak miZeme interpretovat jako stredni hodnotu podilu Spatné
zatazenyjch subjekti tridy g a L jako stredni hodnotu wvsech Spatné zarazenjch
subjekti. Ddle

G
S'(yi) = - Zﬁgfg(}’z’) = ' f'(y:) — Zﬂgfg(y ) =
g#l g=1

=c+nfily), 1=1,...,G.

(3.4)
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Tedy subjekt © zaTadime na zdkladé napozorovanich charakteristik y; do tridy g,
pro kterou je

g = argmax{'f'(yi)}.

Pro nazornou ilustraci, kterou vyuzijeme i v dalsim pokracovani prace predpokla-
dejme, ze f9 je hustota p-rozmérného normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou
p? a varianéni matici 39 vzhledem k néjaké o-koneéné mire v. Vyse jsme uvedli,
ze subjekt ¢ zaradime do takové skupiny g, pro kterou plati

9 f9(y;) > 7' fi(ys), prokazdél=1,...,G. (3.5)
Pravidlo (3.5) je zfejmé ekvivalentni zapisu

log 79 + log f9(y;) > log ' + log f'(y:), prokazdél=1,...,G. (3.6)

Pak za predpokladu hustoty p-rozmérného normélniho rozdéleni, ktera je v za-
vislosti na skupiné g rovna

9 -—;ex _1 NNy — 9
Fyi) = T P 5 (i = )T (2 (v — )|

muzeme g-ty diskriminac¢ni skér po zlogaritmovani zapsat ve tvaru

S9(y;) = logm? +log fI(y;) =
1 1
= logn? — 7 log |29 — glog 21 — §(yi — )T () ys — )
(3.7)

a rozhodovaci pravidlo k zafazeni i-tého subjektu do g-té skupiny miizeme uvést
ve tvaru

g = argmax §'(y;).

Ve specialnim p¥ipadé, kdy budeme predpokladat, ze & = B'..... 2, tedy ze
kovarian¢ni struktura je ve vSech skupinach stejna, je ziejmé, Ze clen —% log 3 —
%y;r > 'y, je konstantni pro véechna g = 1, ..., G. Tedy pro rozhodovani o zaia-
zeni i-tého jedince pouZijeme (a tedy i definujeme) g-ty diskrimina¢ni skor pred-
pisem

1
S9(y;) =yFE s — 52_1u9 + log 79.

Specidlné, pro pripad G = 2, ktery nas v této praci nejvice zajima, se budeme
rozhodovat o zafazeni i-tého jedince podle pravidla

S'(y:) = S%(yi) = L(y:) — ¢, (3.8)
kde
L(y:) = (u" — p*) "2 y;
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c=3 ((MI)TE’lul — (;LQ)TZ*INQ) + log * — log 7.

Tedy optimélni rozhodovaci pravidlo mizeme interpretovat néasledujicim zpiso-
bem:

e Pokud L(y;) > ¢, pak zafadime subjekt ¢ na zakladé y; do skupiny 1.
e Pokud L(y;) < ¢, pak zafadime subjekt i na zakladé y; do skupiny 2.

Jelikoz jsme ukazali, Ze toto pravidlo je za uvedenych predpokladi optimalni,
bude pouzito ke klasifikaci v nasledujicich kapitolach. Pro zajimavost muzeme
poznamenat, ze funkce L(y;) uvedena v se vétsinou oznacuje jako Fisherova
diskriminacni funkce.

Pro prehlednost uvedme dalsi moznosti kritérii ke klasifikaci subjekta do jed-
né z G disjunktnich skupin. Poznamenejme, Ze u téchto kritérii se jiz neuvazuje
ztratova funkce.

e Mahalanobisova vzdalenost: na zakladé y; zaradime -ty subjekt do sku-
piny g=1,...,G, kde

g = argmin {(y; — /)" (Z) " (yi — )} -

e Princip maximalni vérohodnosti: i-ty subjekt zaradime do g-té skupiny,
kde
g = argmax f'(y:).

e Bayesovsky pristup: i-ty subjekt zaradime do jedné z G skupin podle
klice
g = argmax' f'(y;).

V pripadé zajmu ¢tenare o dalsi informace se o klasické diskrimina¢ni analyze
muzeme vice dozvédét napiiklad v knize Applied discriminant analysis, jejimz
autorem je Carl J. Huberty [Huberty, [1994], nebo v ¢eském jazyce v knize Petra
Hebaka a kol. Vicerozmérné statistické metody (1) [Hebak et al., 2004].

V dalsi ¢asti této kapitoly uvedeme problémy, se kterymi se potykdme u kla-
sifikace pozorovani longitudinalntho typu. Nésledné se zamérime na modifikaci
metod klasické diskriminac¢ni analyzy na longitudinalni data.

3.2 Modifikace linearni diskriminac¢ni analyzy na
longitudinalni data

Jak jiz bylo naznacCeno v predeslém textu, sméfujeme postupné k modifikacim
klasické linearni diskriminac¢ni analyzy, které se daji aplikovat na pozorovani lon-
gitudinalniho typu. Hlavnim divodem, pro¢ nelze pouzit klasicky pfistup k line-
arni diskriminacni analyze, je ten, Ze naSe pozorovani Y7 nejsou nutné v ramci
skupiny stejné rozdélena, a to ze dvou duvodi:
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e Dimenze vektoru pozorovani Y7 zavisi na i-tém subjektu (tj. rizni subjekti
mohou pfinaset rizny pocet méfeni).

e Jednotlivd méfeni riznych subjektt probihaji obecné v ruznych casech a
doby mezi jednotlivymi méfenimi jsou také rtzné.

Pro popis vektoru pozorovani Y v g-té skuping, g = 1, ..., G, uvazujme normalni
linearni smiSeny model popsany v Definici [2.4] ve tvaru

Y =XIB7+7Zb! + €, i=1,...,k,
kde g =1, ..., G znadi prislusnost ke g-té klasifika¢ni skupiné. A v této souvislosti

piedpokladejme, Ze €/ maji rozdéleni N,,. (0, (09)%L,,) a jsou nezavislé s b, které
maji rozdéleni AV, (0,D9).

Poznamka 3.8. Predpoklad, Ze varianéni matice €] je rovna (09)2L,,, neni nutny.
Dokonce je v nékterych pripadech velice nevhodny a neptirozeny, jak si ukdZeme
v posledni cdsti ndsledujici kapitoly a jak jiZ bylo naznaceno na konci minulé
kapitoly.

Subjekt (pacient) Y? lze nyni v ramci normélniho linearniho smiSeného modelu
reprezentovat nékolika ndhodnymi vektory a jimi souvisejicimi rozdélenimi. Zaro-
ven hledame i néjakou miru, ktera by dostatecné urcovala, do které skupiny -ty
subjekt nalezi. Mezi mozné kandidaty patii

1) marginélni rozdéleni odezvy Y7,
2) podminéné rozdéleni odezvy Y{ za podminky nadhodnych efektu b?,
3) rozdéleni nahodnych efektu by.

Dale uvazujme, ze 7', ..., 7% jsou dané apriorni pravdépodobnosti, ZQG:1 =1
a0 < 79 < 1, kde 79 znaci apriorni pravdépodobnost piislusnosti ke g-té skupiné,
g=1,....G.

Aposteriorni pravdépodobnost p?, tj. aposteriorni pravdépodobnost i-tého jedin-
ce, ze nalezi do g-té skupiny, vypoc¢teme pomoci klasické Bayesovy véty. Tedy

™ f7(t:)
25:1 ngz'g(ti)’

kde f?(t;) je hustota (vzhledem k né&jaké o-koneéné mire v) dané jednim ze tif
pristupt, které jsme uvedli vySe a které budeme nadale zkoumat a porovnavat.

P = (3.9)

Poznamenejme, Ze v8echny neznamé parametry vyskytujici se v (3.9)), se pfi prak-
tickém vypoctu nahrazuji odhady, které ziskdme jednou z metod popsanych v Ka-
pitole

P1i vypoctu aposteriornich pravdépodobnosti mizeme postupovat dvéma zpiso-
by. Pokud mame k dispozici jiz vSechna pozorovani daného subjektu, ktery chceme
zafadit do jedné z G skupin, pouzijeme vSechna tato pozorovani najednou. Po-
kud ale napt. pacient dochézi na jednotlivd méfeni a my chceme po kazdém tomto
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méreni klasifikovat pacienta dle urcitého pravidla, muzeme postupovat sekvencéné.

V dalsich ¢astech této kapitoly si trochu vice priblizime mozné pristupy ke kla-
sifikaci na zakladé longitudindlnich pozorovani. Nasim cilem je vlastné nalézt
néjakou miru podobnosti v rdmci jednotlivych skupin.

3.2.1 Pristup s marginalnim rozdélenim odezvy

V této ¢asti se podivame na prvni z moznosti volby hustoty v (3.9). Véta
uvadi, Ze marginalni rozdéleni odezvy Y7 je v zavislosti na skupiné g = 1,...,G
vicerozmérné normalni se stfedni hodnotou X¢3Y a varian¢ni matici VY, kde V¢

Z{DIZ])T + (09)°L,,. Tedy

Yf Nan(X?ﬁgvvi])7 L= 1’ o "kg'

Podivejme se na tuto moznost trochu blize. Hustota Y7 ma konkrétné pro i-ty
subjekt tvar

Fot3i) = () ¥ [V exp |5~ KBV - 28] . (310

V predchozim textu vyse (éast jsme ukézali, Zze za ur¢itych podminek je
optimélni rozhodovaci pravidlo pro zarazeni i-tého subjektu do jedné z G skupin
maximum z GG diskriminac¢nich skoért. Tedy v nasem pripadé zaradime i-ty subjekt
do skupiny g, kde je

7Tl ! i
g = argmax { chzlf;f;})(yz) } . (3.11)

Uvédomime-li si, Ze pro -ty subjekt, ktery chceme klasifikovat do jedné z G

skupin, je jmenovatel v (3.11)) konstantni pro vSechna g = 1,...,G, dostaneme
(po zlogaritmovéni) diskrimina¢ni pravidlo ve tvaru

1 1
log? — = log [ VY] — 5 (vi = XIB)T (V) (vi - XIB9),  (312)

coZ je analogicky vysledek, ktery jsme uvedli v (3.7). VySe popsany piistup vlastné
zkoumé, jak moc je vyvoj odezvy i-tého subjektu, ktery chceme klasifikovat,
podobny stfednimu vyvoji odezvy v g-té skupiné, g =1,...,G.

3.2.2 Pristup s podminénym rozdélenim odezvy

Dalsi moZnosti volby hustoty v (3.9) je podminéna hustota odezvy za podminky,
ze zname hodnoty nahodnych efekti. V Lemmatu (2.2) je uvedeno, Ze podminéné
rozdéleni

V!

je vicerozmérné normalni dimenze n; se stfedni hodnotou
IHI — X939 AN
E[Y{[b{] = X{B + Z]b;
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a varian¢ni matici (¢9)?I,,. Tedy
Y!|b{ ~ N, (XIB! + Z{bY, (09)°L,,).

Konkrétni tvar hustoty (vzhledem k Lebesgueové mite v) je pro i-ty subjekt roven

Fyilb?) = (27))"F |(09)L,, | x
X exp |:__(Yi — X989 4+ 776N T ((09)?1,,) (ys — XIBY + ZIbY) | .

(3.13)

DN —

Vidime, ze ve tvaru hustoty daném , ktery vstupuje podobné jako v ptipa-
dé metody s marginalnim rozdélenim odezvy do klasifikace, se vyskytuji hodnoty
nédhodnych efekt -tého subjektu. Tedy v pripadé pouziti této metody je potieba
nahodné efekty néjakym zpusobem odhadnout. Pfirozené pozadujeme, aby uva-
zovany odhad splhoval néjaké vlastnosti. Jednou z pfirozenych vlastnosti odhadu
je jeho nestrannost. D. Harville ve svém ¢lanku Faxtension of the Gauss-Markov
Theorem to Include the Estimation of Random Effects z roku 1976 ([Harville,
1976]) ukazal, Ze tzv. nejlepsi nestranny linearni odhad (Best linear unbiased
estimation - BLUE) ndhodnych efektu je roven

B¢ = E[b?ly?]. (3.14)

)

coz je konkrétné rovno

b¢ = D9(Z)" (V) (yi — XI8)), (3.15)
kde V¢ = ZID9(Z{)T + 09)1,,.
Do samotné klasifikace vstupuji hodnoty odhadnutych ndhodnych efektu. Mii-
zeme tedy intuitivné tvrdit, ze pokud se ndhodné efekty v rdmci i-tého subjektu

nebudou mezi skupinami pilis lisit, méla by klasifikace touto metodou poskytovat
horsi vysledky nez metoda s marginalnim pristupem.

3.2.3 Pristup s rozdélenim nadhodnych efektii
Posledni moznosti volby hustoty v (3.9)), kterou zde pfedstavime, je pfimo husto-

ta ndhodnych efekti. Dle pfedpokladi normalniho linearniho smiseného modelu
vime, Ze rozdéleni b{ je vicerozmérné normalni se stfedni hodnotou 0 a varianéni
matici D9. Tedy
9 9
b? ~ N,(0,D9).

Konkrétné je tvar hustoty roven

_q _1 1
Fo(bs) = (2m))"H D] F exp | 5 (b) (D) (by) | (3.16)
Tento tvar hustoty opét dosadime do vyrazu (3.9)) a uvédomime-li si opét, Ze jme-

novatel ve (3.9)) je pro i-ty subjekt konstantni pro kazdé g = 1,..., G, dostaneme
po zlogaritmovani tvar g-tého diskrimina¢niho skéru v podobé
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1 1
log7? — - log [D7| — = (by)" (D)~ (by) (3.17)
Z vyrazu (3.17)) je patrné, ze v piipadé pouZiti této metody ke klasifikaci budeme
opét potiebovat odhadnout hodnoty nahodnych efektii. Jako odhad ndhodnych
efektli pfirozené pouzijeme ten, ktery byl predstaven v Sekci [3.2.2]

Motivaci pro pfistup s ndhodnymi efekty je to, ze pokud je hodnota Bf v zavis-
losti na skupiné vice vzdalena od nuly, pak takovéto skupiny maji mensi hodnotu
vérohodnosti, a tedy i nizkou aposteriorni pravdépodobnost. Naopak, pokud je
hodnota Bf pro né&jakou skupinu blizko nuly, pak to indikuje, Ze tento subjekt
patii do takovéto skupiny.

A7 dosud jsme uvazovali, Ze jednotlivd pozorovani pfichazeji v Case, ktery je
diskrétni. Jednou z moznosti, jak zobecnit konkrétné metodu vyuzivajici rozdéle-
ni ndhodych efekti, je vinimat cas spojité. Konkrétnéji se tomuto tématu vénuje
posledni ¢ést této kapitoly.

3.2.4 Vyvoj odezvy jako ndhodny proces v c¢ase

Jak jiz bylo naznaceno na konci minulé ¢asti, budeme v nésledujicich radcich
povazovat vyvoj odezvy i-tého subjektu za nahodny proces se spojitym casem.
Nasim cilem je opét néjakym zptisobem reprezentovat odezvu i-tého subjektu ko-
necnym vektorem néjakych ndhodnych veli¢in. Postupné se tedy budeme snazit
zobecnit metodu hlavnich komponent na ndhodny proces se spojitym ¢asem.

Predpokladejme, ze Y; = {V;;, 7 € R} je ndhodny proces se spojitym ¢asem, ktery
popisuje trajektorii ¢-tého subjektu, ¢ = 1,..., k. Varian¢ni struktura ndhodného
procesu je popsana jeho autokovarian¢ni funkci. Pripomenme si jeji definici.

Definice 3.9. Necht Y; = {Y};,j € T}, T' C R, je nahodny proces takovy, ze pro
kazdé j € T existuje stfedni hodnota EY;;. Potom funkci p1;; = EY;; definovanou
na T nazveme stredni hodnotou procesu Y,; = {Y;;,j € T}.

Jestlize Y; = {Y};,j € T} je redlny proces s kone¢nymi druhymi momenty, tedy
|Y;;|> < oo pro viechna j € T, pak funkci dvou proménnych definovanou na
T x T predpisem

Gi(h, j) = cov(Yin, Yij) = E(Yin — pan) (Yij — pij)
nazveme autokovarianéni funkci procesu Y; = {Y;;,7 € T}.

Déle definujme autokovarian¢ni operator predpisem

(Ac, f)(J /f (3.18)

Ozna¢me symbolem a; vlastni funkci operatoru Ag,, kterou ziskame jako reseni
roviice (Ag,a;)(7) = Aa;(j), kde A je vlastni hodnota operatoru Ag,. Uspora-
dejme vlastni hodnoty do klesajici posloupnosti, tedy A;; > Aix > ..., a necht
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> 1 i < 0o. Predpokladejme, Ze k operatoru A, méame posloupnost ortonormal-
nich vlastnich funkei ¢;;, ktera spliuje

/¢ij(3)¢z’l($)d3 = 0j1,

kde ¢;; je Kroneckertiv symbol. Jinymi slovy toto znamena, ze (Ag,¢u)(j) =

Ndi(F)-

Autokovarianéni funkci G; (ktera reprezentuje jadro linedrniho integralniho ope-
ratoru A) mizeme pomoci vlastnich hodnot \; a vlastnich funkei ¢; rozvinout
do nekonecéné fady |Karhunen, [1946|. Tedy

Gi(j.h) = Xaga(j)du(h), (3.19)

a nami uvazovany proces Y; = {Y;;, 7 € T} rozvineme do fady

Yij = Mij + Zfz1¢il(j)7 (3-20)
=1

kde koeficienty &; jsou nekorelované nahodné veli¢iny se stfedni hodnotou 0 a
rozptylem \; takové, ze

Ea = (Vi — i, dur) = /(Yzj — pij)Pa(j)dj. (3.21)

Poznamka 3.10. Podatilo se ndm tedy zobecnit metodu hlavnich komponent.
Funkce ¢y jsou vlastné zobecnéné hlavni komponenty a koeficienty &; hraji roli
skori hlavnich komponent.

Dalsi problém, ktery nyni vyfesime, je ten, ze jak zobecnénych hlavnich kompo-
nent, tak skorti je obecné nekonecné mnoho. Uvazujme néjaké konecéné L. Pak
vyjadieni (3.20) muzeme aproximovat vyrazem

L
Yii = pij + Zgilﬁbil(j)a
=1

kde L lze hiearchicky urcit z vyrazu

L
P(L) = iz (3.22)
21:1 Ail

Jmenovatel funkce F'(L) je vlastné celkova variabilita i-tého subjektu. L se vétsi-
nou voli tak, ze podil v prekroci ur¢itou hranici (nap¥. 0.95). Nyni mame
kazdy subjekt reprezentovan L-rozmérnym nédhodnym vektorem (&;1, ..., &yz). Po-
kud nés zajima analogie s linedrnim smiSenym modelem, tak koeficienty &; hraji
roli ndhodnych efekti b; a vlastni funkce ¢; hraji roli matice Z;.

Dale si uvédomime, Ze trajektorie kazdého subjektu je nahodné, tedy pro i-ty
subjekt mame v case T}, ktery je také nahodny, model
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Yir, = wir, + Z §ugu(Ty) + eir;, (3.23)
-1

kde nahodné chyby méfeni €;7, jsou nezévislé stejné rozdélené ndhodné veliciny se
stfedni hodnotu 0 a rozptylem o2, nezavislé s ostatnimi veli¢inami vyskytujicimi
se v (3.23). Potom plati, ze var(Y;r,) = Gi(T},T};) + o*. Dale dostavame

E[&|Y:] = E(&) + cov(&u, i) (cov(Yi, Yi) T (Y — py) = Moy 277 (Yi — 1),
(3.24)
kde

P = (lj’iT17 s MuiTni)a

()7, 1 = cov(Yir,, Yin) + 0°07,7, = Gi(Ty,Th) + 0%67y13,

coz je analogie k vysledku ziskanému v . K praktickému vypoctu je potieba
neznamé parametry, kterymi jsou p,, autokovariancni funkce G;, vlastni funkce
¢ a koeficienty &;;, odhadnout. V tomto textu pouze naznacime jeden z moznych
neparametrickych postupt. V piipadé dalsich podrobnosti se o odhadech nezna-

mych parametri muzeme dozvédét napiiklad v ¢lanku H. G. Miillera |Miiller,
2005).

Nejprve je potieba odhadnout funkei stfedni hodnoty p,. Jeden z moznych pristu-
pi, jak odhadnout funkeci stfedni hodnoty pro -ty subjekt, je vyhladit ji naptriklad
pomoci hladkych splinii, kde vstupnimi idaji jsou ¢asy pozorovani ¢;; a k nim pii-
slusné napozorované hodnoty y;;. Pomoci ziskaného odhadu funkce stfedni hod-
noty miizeme dale jednoduse odhadnout autokovarianéni funkei i-tého subjektu
vyrazem G (4,0) = (yij — f1ij) (yar — f1ir). Déle se spocte odhad vlastnich funkei ¢y
a vlastnich hodnot )\;;, a to pomoci spektralniho rozkladu prislusné konec¢né kova-
rian¢ni matice, kterou jsme ziskali z odhadu autokovarian¢ni funkce G; a funkce
stfedni hodnoty ;. Zbyva odhadnout koeficienty &;. Vime, Ze pro koeficienty
& plati & = [(Yij — wij)da(5)dy. Toto vyjadieni mizeme aproximovat pomoci
Riemannovy sumy nasledovné

ng

i = Z(Yij — ﬂij)@gil(j)(ti,j —tij-1),

Jj=1

kde zvolime t;, = 0.

Celkové tedy dostavame odhad (opét pripomindme analogii s ndhodnymi efek-
ty)

~ N armoa—1 .

& = Eléuly:] = Nhoi%; (vi — ). (3.25)
Uvedeny vysledek v (3.25) miizeme pouzit nyni ke klasifikaci. Za ptredpokladu,
ze & = (&1,...,&) ma vicerozmérné normalni rozdéleni, dostaneme vysledek

analogicky vysledku (3.17)).

Uvedené pristupy ke klasifikaci na zékladé longitudinalnich pozorovani urcité plné

25



nevycerpavaji nase moznosti. Jednou z dalsich moznosti, jak zvolit miru prislus-
nosti ke g-té skupiné, muze byt napiiklad sdruzené rozdéleni (Y;, b;). Pojitkem
mezi popsanymi, ale i dalsimi metodami, je vyuziti linearniho smiSeného modelu,
ktery dostatecnym zpiisobem popisuje chovani i-tého subjektu a dokéze identi-
fikovat rozdily mezi skupinami subjekti v rdmci disjunktnich skupin. Reélnou
aplikaci uvazovanych metod si predvedeme v nésledujici kapitole. Vlastnostmi
zkoumanych metod se pak zabyva posledni kapitola.

Dale poznamenejme, Ze obecné nemitizeme fici nebo urcit, ktera z popsanych
metod funguje lépe a kterda hire. Vzdy to zalezi na konkrétni tloze. Na varia-
bilité subjektt patiicich do g-té skupiny, vzdalenosti pribéhu odezvy stfednich
subjektu v jednotlivych skupinédch atd.

K uzavteni této kapitoly poznamenejme, Ze jsme v jejim obsahu vSude predpokla-
dali spojitost odezvy Y;. V pripadé, ze mame k dispozici takova pozorovéani, které
nemizeme pokladat za vybér ze spojitého rozdéleni, nestoji pred ndmi nefesitelny
problém. Jednou z cest, po které se miizeme vydat, se dostaneme k zobecnénym
linedrnim smisenym modelim (GLMM), coZ je vlastné zobecnéni logistické nebo
poissonovské regrese. Dalsi postup je pak koncepéné shodny s postupem a tva-
hami uvedenych v této kapitole.
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Kapitola 4

Aplikace linearniho smiSeného
modelu na longitudinalni data

V této casti se zamérfime na modely dat, na jejichz zakladé bude dle Kapitoly
provedena klasifikace pacienti. Poznamenejme, ze tato prace se primarné nezaby-
v modelovanim longitudinalnich dat, ale jejich klasifikaci. Budeme tedy uvadét
pouze finalni podobu modelta. Pro pripadné zajemce jsou skripty ur¢ené k hleda-
ni konkrétnich modeli soucésti prilohy na CD. Dale poznamenejme, Ze modely
se odhaduji zvlast pro kazdou ze sledovanych skupin. Ke kazdému modelu bu-
dou uvedeny odhady koeficienti jednou z metod uvedenych v Podkapitole [2.2
a prislusné 95 % intervaly spolehlivosti, které jsou zalozeny na Waldové pristupu
a asymptotické normalité (RE)ML odhadu.

Postupné se v této kapitole podivame na modely a vysledky pro vyvoj hladi-
ny bilirubinu, albuminu a velice zajimavy bude pohled na vyvoj poc¢tu krevnich
desticek. V dalsi casti této kapitoly bude predstaven spole¢ny model pro vSech-
ny sledované odezvy a vysledky popsanych metod aplikované na model se vSemi
sledovanymi veli¢inami.

Nejprve uvedme dalsi podrobnosti ke zkoumanym datim. Jak jiz bylo Fe¢eno
drive, mame k dispozici data obsahujici tdaje o pacientech, ktefi trpi onemoc-
nénim jater. Jednotlivé pacienty chceme klasifikovat do jedné ze dvou skupin.
Zajiméa nas, zda pacient prezije dané obdobi osmi let (skupina 1) - v dalsim textu
oznaCované jako skupina zivych - ¢i nikoliv (skupina 2) - v dalsim textu oznaco-
vané jako skupina mrtvych - bez transplantace jater. Pritom se zaméiime pouze
na pacienty, ktefi prezili bez transplantace 910 dnt. Za tucelem diskrimina¢ni
analyzy je potfeba z tréninkovych dat vylouc¢it cenzorované pacienty. Pfesnéji,
z dat vylou¢ime ty pacienty, u kterych doglo ve sledovaném obdobi osmi let bud
k transplantaci jater, nebo se vyzkumu prestali i¢astnit néjakym jinym zptisobem
a my nevime, do které skupiny je zafadit. Celkové mame k dispozici 195 pacienti,
z toho 104 pacientu patii do skupiny zivych (skupina 1) a 91 do skupiny mrtvych
(skupina 2). Celkovy pocet pozorovani je pro albumin a bilirubin 706 pozoro-
vani. U krevnich desti¢ek jsou néjaka chybéjici pozorovani navic (to muze byt
zpusobeno napiiklad vysokymi naklady na zjisténi po¢tu krevnich desticek), coz
nam ovlivni pouze celkovy pocet pozorovani, ktery je pro pocet krevnich desticek
roven 693. Pocet pacientt je v obou skupinach stejny jako u albuminu a bilirubinu.
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Posledni oddily jednotlivych ¢asti obsahuji vysledky popsanych metod. Apriorni
pravdépodobnosti jsou dany ¢etnostmi ve skupinach. Tedy apriorni pravdépodob-
nost pro skupinu zivych (skupina 1) je rovna 0.53 a pro skupinu mrtvych (skupina
2) je rovna 0.47.

Kvalita klasifikace byla ohodnocena metodou cross-validation.

4.1 Aplikace metod na model s bilirubinem

Bilirubin je odpadovym produktem metabolismu cerveného krevniho barviva he-
mu. Vznika v jatrech pii filtraci krve ze zaniklych ¢ervenych krvinek. Jeho obsah
v krvi se miize zvySovat jako priznak urcitych onemocnéni.

Bézna hladina bilirubinu je v rozmezi 3.4-17.1 pmol/l. ZvySeni hladiny svédéi
o poruse metabolismu bilirubinu. Hlavnim priznakem poruch metabolismu biliru-
binu je hyperbilirubinemie. P¥i zvySeni hladiny nad 30 gmol/l pozorujeme zluté
zabarveni kiize a sliznic, které je zptisobeno ukladanim bilirubinu ve tkanich.

4.1.1 Linearni smiSeny model pro hladinu bilirubinu

Nyni se jiz zaméfime na konkrétni modely pro hladinu bilirubinu. Na Obrazku
[A.1] resp. Obrazku vidime vyvoj hladiny bilirubinu, resp. logaritmu bilirubi-
nu jednotlivych pacientii v ¢ase. Z obrazki je patrné, ze pacienti, ktefi zili bez
transplantace pouze kratce, maji vyrazné vyssi hladinu bilirubinu.

Pro zajimavost se miZeme podivat i na Obréazek [4.3] kde je znazornén vyvoj
nékolika konkrétnich pacientt, ktefi prezili bez transplantace, a na Obrazek [4.4]
kde je znazornén vyvoj hladiny bilirubinu konkrétnich pacienti, kteri nepfezili
bez transplantace dané obdobi osmi let. Opét vidime vyrazné nizsi hladinu bili-
rubinu u pacienti, kteri prezili dané obdobi. Na druhou stranu nemuzeme jedno-
znacné tici, ze by v té ¢i oné skupiné hladina bilirubinu v ¢ase rostla nebo klesala.

Vysledny model pro hladinu bilirubinu pro i-tého pacienta a j-té méreni pro
jednotlivé skupiny mé tvar

ng] = B + Biwi; + ng?,j + b?,o + b?@xm + 5?,;’7 (4.1)
kde Y, = log(bili;;), tj. j-t4 hodnota méfent logaritmu bilirubinu u i-tého pacien-
ta v g-té skuping, z; ; = day,;, tj. pocet dni od zac¢atku prvniho mérent, g = 1,2.
Pomoci znaceni z Kapitoly [2l mtizeme prepsat tento model do maticové podoby.
Pro i-tého pacienta mé pak model tvar

Y7 = X80 4 20 + €, (42)
kde

B = (65, 81, 53),
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Obréazek 4.1: Vyvoj hladiny bilirubinu pro jednotlivé pacienty
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Obréazek 4.2: Vyvoj hladiny logaritmu bilirubinu pro jednotlivé pacienty
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Obrazek 4.3: Vyvoj hladiny logaritmu bilirubinu pro jednotlivé prezité pacienty
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Obrézek 4.4: Vyvoj hladiny logaritmu bilirubinu pro jednotlivé nedozité pacienty
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Maticovy zapis celého modelu je

Y9 = XB9 + ZBY + €,

kde jednotlivé slozky jsou uvedeny v Podkapitole Pro nazornou predstavu se
muzeme podivat na Obrazek [1.5] kde miizeme pozorovat odhadnuté kiivky pro
obé skupiny. Odhadnuté kiivky muzeme interpretovat jako vyvoj odezvy stred-
niho (primérného) pacienta v g-té skupiné, g = 1,2. Na Obrazku si takeé
muzeme vSimnout, ze odhadnuté kiivky jsou od sebe pomérné daleko. To inter-
pretujeme tak, ze skupina mrtvych a zivych se lisi hlavné v pocatecni hodnoté
hladiny bilirubinu. Tento poznatek bude mit i vliv na vysledky klasifikace, které
uvedeme v nasledujici ¢asti.

Pro tplnost ndm zbyvéa doplnit vysledné odhady parametria (pevné efekty a re-
sidualni smérodatna odchylka) a 95 % intervaly spolehlivosti. Tyto tudaje jsou
v zavislosti na skupiné uvedeny v Tabulce [4.1]

4.1.2 Vysledky aplikace metod s hladinou bilirubinu

V této ¢asti se podivame na vysledky jednotlivych klasifikacnich metod pro hla-
dinu bilirubinu. V Tabulce 4.2] mtzeme sledovat chybovost zafazovani, senzitivitu
a specificitu. Jak jsme jiz uvedli diive, obé skupiny se lisi hlavné v pocatecni hla-
diné bilirubinu, tedy intuitivné by méla nejlépe fungovat metoda s marginalnim
rozdélenim. V Tabulce konkrétné vidime, Ze pro data bilirubinu je klasifikace
vyuzivajici rozdéleni ndhodnych efektd nez metoda s podminénym rozdélenim.
Dale si miizeme v8imnout, Zze u vSech metod vychazi pomérné vysoka specifici-
ta, coz nam vlastné fika, Ze nizké procento pacientt, ktefi jsou pozitivni (tedy
negativni, tedy zarfadime do skupiny 1. Naopak senzitivita u vSech metod vysla
vyrazné nizsi nez specificita. To muze byt zpusobeno tim, Ze dat pro skupinu
zivych je vice nez pro skupinu mrtvych, a tedy odhadnuty model by mél byt
pro skupinu zivych presnéjsi. Tedy Ze pacienti, ktefi nepteziji dané obdobi osmi
let, maji v nékterych pripadech vyvoj odezvy (tedy hladiny bilirubinu) podobny
odhadnutému vyvoji hladiny bilirubinu ve skupiné pacienti, ktefi prezili dané ob-
dobi. V Tabulce muzeme pak sledovat piimo procenta (fadkova) zarazenych
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Obrazek 4.5: Odhadnuté kfivky hladiny logaritmu bilirubinu pro stfedniho paci-
enta v obou skupinach

Skupina zivych
parametr H odhad parametru \ dolni hranice \ horni hranice

1 3.8-1072 —8.9-1072 1.6-107"
31 —3.7-1074 —~7.6-1074 1.8-1075
3 4.1-10°7 —5.9-1078 8.8-10°7
6! 0.29 0.27 0.33

Skupina mrtvych
parametr H odhad parametru ‘ dolni hranice ‘ horni hranice

2 9.4-107" 74-107 1.14

32 1.3-107° —4.7-107* | —49-107*
32 9.2.1077 3.3-1077 1.5-10°6
52 0.32 0.28 0.36

Tabulka 4.1: Odhady parametri a 95% interval spolehlivosti pro model s biliru-
binem
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pacientu do jednotlivych skupin u konkrétnich metod.

4.2 Aplikace metod na model s hladinou albuminu

Albumin je jeden z proteint krevni plazmy, tvori 60% vsech plazmatickych bilko-
vin. Kromé krve se vyskytuje také v dalsich télnich tekutinach, jako je tkanovy
a mozkomisni mok. Je dilezity hlavné pfi transportu ruznych latek krvi (mastné
kyseliny, mineraly, léky) a pomaha udrzet stélé vnitini prostedi organismu.

Albumin je, podobné jako vétSina proteini krevni plazmy, syntetizovam v jéat-
rech. Ty produkuji za den asi 12 g albuminu, coZ je 50% proteini vylu¢ovanych
jatry a ¢tvrtina celkovych proteint v jatrech tvorenych. Proto se jakakoliv poru-
cha schopnosti jater syntetizovat proteiny projevi snizenym mnozstvim albuminu.
Jednim z moznych onemocnéni je hypoalbuminemie, tedy snizena koncentrace al-
buminu, kterd muze byt zptusobena poklesem syntézy v jatrech, napiiklad pri
proteinové podvyzivé nebo pfi onemocnéni jater, jako je jaterni cirhdza. Pokles
koncentrace albuminu muze byt priznakem zanétl, akutnich stavi nebo nado-
ri. Vzacné se vyskytuje analbuminemie, defekt syntézy albuminu. Pacienti maji
v plazmé jen velmi malé mnozstvi albuminu (max. 10% normalnich hodnot). Ku-
podivu jsou pacienti vétsinou klinicky zdravi. Opaény stav - hyperalbuminemsie,
kdy je koncentrace albuminu naopak vyssi, je vétsinou zpusoben dehydrataci, kdy
dojde ke snizeni objemu vody v plazmé a albuminu je relativné vice. Pro zajima-
vost dodejme, ze albumim slouzi i k transportu bilirubinu, nebot ten je Spatné
rozpustny v krevni plazmé, prenasi se tedy navazany na albumin.

4.2.1 Linearni smiSeny model pro hladinu albuminu

Predstaveni modelu pro hladinu albuminu bude probihat podle podobného scé-
nafe jako pro hladinu bilirubinu. Na Obrazku [£.6) a Obrazku [4.7] si opét muizeme
prohlédnout hladinu albuminu pro vSechny pacienty dohromady a na Obrazku
a Obrazku se pak miizeme podivat na prubéh nékolika jednotlivych pacientti
u obou sledovanych skupin. Opét z obrazkt miizeme usoudit, Ze skupina pacienti,
ktefi prezili dané obdobi (skupina 1), ma tentokrat vyssi hladinu albuminu (resp.
logaritmu albuminu) nez skupina pacientii, ktefi dané obdobi neptezili (skupina

Vysledny model, pro hladinu albuminu pro i-tého pacienta a j-té méfeni v g-té
skupiné mé jednodussi strukturu nez v pripadé bilirubinu. Konkrétni tvar je
kde Y;g] je logaritmus hladiny albuminu i-tého pacienta pii j-tém pozorovani ve
skupiné g, g = 1,2, a interpretace ostatnich parametri vyskytujicich se v (4.3) je
stejnd jako u modeli v (4.1)) Maticovy zépis pro i-tého pacienta, pripadné mati-
covy zapis modeli odvodime analogicky jako v Césti .
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metoda chybovost | senzitivita | specificita
Piistup s marginalnim rozdélenim 23.6 % 68.1 % 83.7 %
Piistup s podminénym rozdélenim || 27.7 % 62.6 % 80.8 %
Piistup s nahodnymi efekty 23.1 % 60.4 % 91.3 %

Tabulka 4.2: Shrnuti vysledku pro hladinu bilirubinu

’ Vypocet ‘

Zivi Mrtvi

| metoda | 2V 83.7% | 16.3 %

§ ’ Mrtvi | 31.9 % | 68.1 %
=i
O

D) ~

= Zivi | 80.8 % | 19.2 %
]

2 | 2metoda |y oo 37 490 | 62.6%

3 metoda Zivi [91.3% | 87 %

: Mrtvi | 39.6% | 60.4%

Tabulka 4.3: Shrnuti vysledki metod s hladinou bilirubinu

hladina albuminu
5
1

i
mrtvi

0 200

T T
400 600

cas ve dnech

800

Obrézek 4.6: Vyvoj hladiny albuminu pro jednotlivé pacienty
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Obrazek 4.7: Vyvoj hladiny logaritmu albuminu pro jednotlivé pacienty
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Obrazek 4.8: Vyvoj hladiny logaritmu albuminu pro jednotlivé ptezité pacienty
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Obréazek 4.9: Vyvoj hladiny logaritmu albuminu pro jednotlivé nedozité pacienty

Na Obrazku pak muzeme opét sledovat odhadnuté kiivky pro tyto mode-
ly. Vidime, Zze odhadnuté pribéhy odezev stfednich pacienti obou skupin, jsou
tentokrat mnohem blize u sebe. Tedy vysledky klasifikaci by mély byt minimélné
v pripadé metody, ktera vyuziva marginalni rozdéleni odezvy, horsi nez v piipadé
bilirubinu.

V Tabulce [1.4] jsou opét uvedeny odhady a intervaly spolehlivosti pro pevné efekty
a residualni rozptyl modelu podle skupin.
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Obrazek 4.10: Odhadnuta kiivka hladiny logaritmu albuminu pro stfedniho pa-
cienta
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Skupina zivych

parametr H odhad parametru \ dolni hranice \ horni hranice

Bl 1.32 1.30 1.34
Bl —2.9-107° —6.4-107° 6.2-1076
&' 0.10 0.09 0.11

Skupina mrtvych

parametr H odhad parametru \ dolni hranice \ horni hranice

32 1.23 1.21 1.26
32 —8.3-1075 ~12-107% | —4.4-107°
52 0.09 0.08 0.10

Tabulka 4.4: Odhady parametri a 95% interval spolehlivosti pro model s albumi-

nem
metoda chybovost | senzitivita | specificita
Pristup s marginalnim rozdélenim || 23.1 % 69.2 % 83.7 %
Piistup s podminénym rozdélenim || 26.2 % 60.4 % 85.6 %
Piistup s nahodnymi efekty 23.6 % 65.9 % 85.6 %

Tabulka 4.5: Shrnuti vysledki pro hladinu albuminu

4.2.2 Vysledky aplikace metod s hladinou albuminu

Analogicky jako u bilirubinu mtuzeme v Tabulce 4.5 sledovat zékladni vysledky,
jakymi jsou celkova chybovost zafazovani, senzitivita a specificita. Z Tabulky
muzeme vidét podobné vysledky jako u bilirubinu. Opét se jevi metoda s podmi-
nénym rozdélenim odezvy jako nejhorsi z hlediska tspésnosti klasifikace. Naopak
tato metoda ma spolecné s tieti metodou nejvyssi specificitu. Celkové vidime, ze
klasifikace na zakladé modeli pro albumin pfinési podobné vysledky jako model
s bilirubinem.

V Tabulce pak miizeme opét sledovat podily zarazenych pacientii.

4.3 Aplikace metod na model s poc¢tem krevnich
desticek

Krevni desticka (trombocyt) saveu je bezjaderné télisko se schopnosti ptilnavosti
a shlukovéani, které se podili na procesu zastavy krvaceni a srazeni krve. Krevni
desticky jsou stélou souc¢asti krve. Jejich mnozstvi v 1 mikrolitru krve se pohybuje
mezi 200-400 tisici. P1i poklesu pod urcitou troven zacnou jatra produkovat hor-
mon thrombopoetin, ktery stimuluje tvorbu dalsich desticek. Snizeni poc¢tu krev-
nich desticek se oznacuje jako trombocytopenie. Tento stav je pfic¢inou vaznych
poruch srazlivosti krve. Je tedy zfejmé, Ze pokud jsou jatra néjakym zptsobem
poskozend nebo nemocné, snizi se v disledku nedostatku hormonu thrombopoeti-
nu pocet krevnich desticek v krvi.
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Vypocet ‘

Zivi Mrtvi
e | 7t | 83T% | 163 %
g b Mrtvi | 30.8 % | 69.2 %
=]
O
Q) ~
g Zivi | 85.6 % | 14.4 %
]
&2 || 2metoda |\ 30 6% | 60.4%
3 metoda Zivi | 85.6 % | 14.4 %
: Mrtvi | 34.1% | 65.9%

Tabulka 4.6: Shrnuti vysledki metod s hladinou albuminu

4.3.1 Linearni smiSeny model pro pocet krevnich desticek

Pri predstaveni modelu opét postupujeme analogicky jako v predeslych dvou pii-
padech. Na Obréazku a[.12)mazeme opét sledovat vyvijejici se pocet krevnich
desticek u v8ech pacientii v obou skupinach. Na téchto obrazcich si miizeme vSim-
nout, ze pacienti, ktef{ prezili dané obdobi, a pacienti, ktefi dané obdobi neptezili,
netvoii v grafu zadné shluky, tak jak je tomu napiiklad u hladiny albuminu ne-
bo bilirubinu (viz napf. Obréazek nebo Obrézek [4.6). Klasifikace na zakladeé
této veli¢iny bude tedy jisté velmi zajimava. Na Obrazku a Obrazku je
pak znézornén vyvoj poctu krevnich desti¢ek nékolika pacientt v obou skupinéch.

Vysledny model pro pocet krevnich desti¢ek se v tomto piipadé pro jednotlivé
skupiny lisi, uvedeme je tedy zvlast. Model pro skupinu zivych ma tvar

Vo= By + Biwiy + Byxl; + blo + biywi + €l (4.4)
a pro skupinu mrtvych méa vysledny model podobu

Y2 = B3+ Biwiy + 0o + 01 + €, (4.5)

kde Ylgj je logaritmus poc¢tu krevnich desticek i-tého pacienta pfi j-tém mérent
v g-té skupiné, g = 1,2. Vysvétleni dalsich parametra vyskytujicich se v (4.4
a v (4.5) jsou uvedeny u modelu (4.1)). Maticovy zapis modelu je pak obdobny
maticovému zapisu v Sekei [4.1.1}

Na Obrazku pak miizeme sledovat odhadnuté kfivky reprezentujici stied-
niho pacienta v jednotlivych skupinach. Jak jsme jiz poznamenali diive, vidime
na Obrazku ze odhadnuté kiivky obou skupin jsou velmi blizko u sebe, coz
bude mit jisté vliv na klasifikaci (intuitivné by se pacienti méli klasifikovat do
spravnych skupin s mensi tspésnosti nez u bilirubinu a albuminu).

V Tabulce [4.7] jsou uvedeny odhady a intervaly spolehlivosti pro pevné efekty
a residualni smérodatnou odchylku modelu podle jednotlivych skupin.
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Obrézek 4.11: Vyvoj poctu krevnich desti¢ek pro jednotlivé pacienty
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Obréazek 4.12: Vyvoj logaritmu po¢tu krevnich desticek pro jednotlivé pacienty
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Obrazek 4.13: Vyvoj logaritmu poc¢tu krevnich desti¢ek pro jednotlivé prezité
pacienty
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Obréazek 4.14: Vyvoj logaritmu poc¢tu krevnich desticek pro jednotlivé nedozité
pacienty
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Obrazek 4.15: Odhadnuta kfivka poc¢tu logaritmu krevnich desticek pro stfedniho
pacienta

Skupina zivych
parametr H odhad parametru ‘ dolni hranice ‘ horni hranice

By 5.58 5.51 5.66
Bl —2.6-107* ~5.1-107* | —=38-10°7
Bl 1.2-1077 ~1.9-107° 4.3-1077
&' 0.19 0.17 0.21

Skupina mrtvych
parametr H odhad parametru \ dolni hranice \ horni hranice

B2 5.49 5.42 5.57
32 —3.1-1074 —42-107* | -1.9-104
52 0.18 0.16 0.20

Tabulka 4.7: Odhady parametru a 95% interval spolehlivosti pro model s krevnimi
destickami
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metoda chybovost | senzitivita | specificita
Piistup s marginalnim rozdélenim || 33.9 % 42.9 % 86.6 %
Piistup s podminénym rozdélenim || 48.2 % 63.7 % 41.3 %
Piistup s nahodnymi efekty 37.4 % 38.5 % 83.7 %

Tabulka 4.8: Shrnuti vysledkii pro pocet krevnich desticek

| Vypocet |

Zivi Mrtvi

Lmetoda | 2V | 86.6 % | 13.4 %

*g : Mrtvi | 57.1 % | 42.9 %
=i
QO

S 3

£ Zivi | 41.3 % | 58.7 %
]

= | 2metoda |\ el 363 9 | 63.7 %

3 metoda Zivi | 83.7% | 16.3 %

' Mrtvi | 61.5 % | 38.5 %

Tabulka 4.9: Shrnuti vysledkii metod s po¢tem krevnich desticek

4.3.2 Vysledky aplikace metod s poc¢tem krevnich desticek

V této casti jsou na fadé vysledky metod aplikované na pocet krevnich desticek.
Opét muzeme v Tabulce sledovat celkovou chybovost klasifikace, senzitivitu
a specificitu. Znazornéné Tabulka je jisté zajimavejsi nez v pripadé vysledka
s bilirubinem nebo albuminem. Véimnéme si hlavné vysoké chybovosti u vsech tii
metod. Metoda s marginalnim pfistupem a metoda vyuzivajici rozdéleni nahod-
nych efektd ma velice nizkou senzitivitu, naopak specificita je pomérné vysoka.
U metody s podminénym rozdélenim odezvy je tomu naopak.

V Tabulce muzeme sledovat procentualni zastoupeni pacienti dle vysledki
klasifikace.

4.4 Spolecny model pro bilirubin, albumin a pocet
krevnich desticek

K popisu chovani i-tého jedince se nemusime omezovat pouze na jednu ze sle-
dovanych proménnych, ale mizeme vytvorit spole¢ny model pro vechny mozné
odezvy. V nasem piipadé popiSeme spolecny model pro hladinu bilirubinu, albu-
minu a pocet krevnich desticek.

4.4.1 Spole¢ny linearni smiSeny model

Nejprve sestavme spole¢ny model pro vSechny sledované odezvy dohromady. Te-
oreticky zapis modelu neni témér nic nového. Vyuzijeme naznacené struktury
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ze zavéru Kapitoly [2l Spole¢ny model pro i-tého pacienta méa vzhledem ke sku-
piné tvar

Y? =XIB7 4+ Z{b] + €, (4.6)
kde

T
g g,bil g,alb g,plat
Yo = (YO et o)

tj. nejprve méteni pro hladinu bilirubinu, pak méfeni pro hladinu albuminu a na-
konec méfeni pro pocet krevnich desti¢ek. Dale X! je blokové diagonalni matice
tvaru

Xt=| o x o |,
0 0 X?7plat

kde matice X9 X940 X974 j5ou shodné s maticemi v (4.2), (4.3) a (4.4)
resp. (4.5). Analogicky matice Z! je opét blokové diagonalni matice, kde prvky
na diagonéle jsou urCeny analogicky jako v pfipadé matice XY, tj.

/S 0
=1\ o z7" o
0 0 Zlg,plat

Vyjadieni B9 = (B9, goalb gIPla)T o 1o — (9Pl poalP KPRty ohst odpovi-
da jednotlivym samostatnym modelim. Na tomto misté jesté poznamenejme, Ze
odhady 3Y jsou podobné odhadim v samostatnych modelech. Av8ak varianéni
matice ndhodnych efektt a varian¢ni matice odhadu pevnych efektt nejsou obec-
né blokové diagonalni. Déle poznamenejme, Ze o €/ piirozené nepiedpokladame,
ze je rovno (09)%I,, kde ¢; je dimenze vektoru Y?, ale Ze hodnota (07)? je rtizna
pro slozky bilirubinu, albuminu a krevnich destic¢ek. Odhady residualnich rozpty-
li jsou opét podobné odhadiim v separatnich modelech.

Pro prehlednost zapisme spoleény model pro i-tého pacienta vzhledem ke sku-
piné ¢ nasledujicim zptisobem

g,bil g,bil g,bil
i Ib X v Ib 0 B Ib
Y= Y = 0 Xy 0 B +
lat lat plat
Yig,p a 0 0 XZ.‘%I) a /69 pla
bil bil
Z& 00 by
+1 0 zZ*™ o b | 4 €

1 1
0 0 zi"™) \bpir
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metoda chybovost | senzitivita | specificita
Pristup s marginalnim rozdélenim 174 % 76.9 % 87.5 %
Piistup s podminénym rozdélenim || 23.6 % 64.8 % 86.5 %
Piistup s nahodnymi efekty 21.0 % 80.2 % 77.9 %

Tabulka 4.10: Shrnuti vysledkt pro spoleény model

| Vypocet |
Zivi Mrtvi
| inetoda | ZVE | 875 % | 12,5 %
*g : Mrtvi | 23.1 % | 76.9 %
=i
QO
) ~
2 Zivi | 86.5 % | 13.5 %
]
= || 2metoda |\ ool 350 0 | 648 %
3 metod Zivi | 779 % | 221 %
ANCLOCA T N rbvi | 19.8 % | 80.2 %

Tabulka 4.11: Shrnuti vysledki metod pro spole¢ny model

4.4.2 Aplikace metod na spoleény model a vysledky

V posledni ¢asti této kapitoly se podivame na vysledky aplikovanych metod na
spole¢ny model pro bilirubin, albumin a krevni desticky. V Tabulce se muze-
me podivat na celkovou chybovost klasifikace, senzitivitu specificitu. Vidime, Ze
dosazené vysledky jsou lepsi nez v pripadé separatnich modeli. U kazdé z metod
se celkova chybovost klasifikace dle o¢ekavani snizila. Muzeme tedy fici, Ze spo-
le¢ny model, ktery jsme pouzili ke klasifikaci, je nejlepsi volbou.

V Tabulce muzeme sledovat procentualni zastoupeni pacientu dle vysledki
klasifikace.

Na zévér této kapitoly shrneme dosazené vysledky. Nejkvalitnéjsi vystupy byly
dosazeny pro spoleény model bilirubinu, albuminu a krevnich desti¢ek. Na druhou
stranu je spoleény model celkem dost slozity. Ze separatnich modelu se nejlépe
jevil model, ktery jako odezvu vyuzival hladinu bilirubinu, pfipadné albuminu.
Model s hladinou bilirubinu mél tu vyhodu, Ze odhadnuté priibéhy stfednich paci-
entil v obou skupinach jsou relativné daleko od sebe, model s hladinou albuminu
mé pak jednodussi strukturu.

Nejlepsi metodu nemuzeme obecné ur¢it, nebot velice zalezi na konkrétnich da-
tech a tloze. V naSem pripadé se nejlépe jevila metoda vyuzivajici margindlni
rozdéleni odezvy. Ve Spatném svétle se neukazala ani metoda zalozena na roz-
déleni ndhodnych efekt. VSechny metody se vyznacovaly vysokou specificitou
a v nékterych ptripadech velice nizkou senzitivitou, coz mohlo byt zpisobeno kva-
litou odhadnutych modeli, pripadné konkrétnim zadanim tlohy.
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Kapitola 5

Simulac¢ni studie

V posledni kapitole této prace se zaméiime na simula¢ni studii, ktera bude zkou-
mat nékteré vlastnosti navrzenych metod. Podiviame se na dvé zkoumané simu-
lace. U obou navrzenych simulaci bylo pfi daném scénéri zvoleno 500 opakovani
pro 20, 50, 100 a 500 pacienti. V Tabulce mizeme sledovat vysledky simu-
laci pro zakladni nastaveni takové, aby odpovidalo realnym dattm, které jsme
pouzily v predeslé kapitole. Konkrétné byla za scénéf pro odezvu zvolena hladina
bilirubinu. Naopak v Tabulce muzeme sledovat vysledky simulaci, u kterych
jsme jako scénar pro odezvu pouzili pocet krevnich desticek.

Na prvni pohled je ziejmé, Ze vysledky pro bilirubin jsou vyrazné lepsi nez pro
krevni desticky. To je zptisobeno predevsim tim, Ze stfedni pribéh pacienta, ktery
prezije dané obdobi osmi let, je u hladiny bilirubinu vyrazné odlisny od pacien-
ta, ktery dané obdobi neprezije. Naopak u poc¢tu krevnich desti¢ek nic takového
nepozorujeme. U metody, ktera vyuziva marginalni rozdéleni odezvy, a také u me-
tody, kterd vyuziva ke klasifikaci rozdéleni ndhodnych efekti, muzeme sledovat
docela nizkou chybovost klasifikace. Ta je vlastné odhad stfedni hodnoty ztrato-
vé funkce, ktera nemusi byt vzdy nutné nulova (proto v nasem piipadé celkova
chybovost s rostoucim poc¢tem pozorovani hned neklesd). Z divodu konzistence
tohoto odhadu je ale velice dulezité, aby klesal rozptyl této chybovosti, coz se
potvrdilo.

Na zavér této kapitoly poznamenejme, ze i kdyz dle vysledkt dopadla nejhir
metoda s podminénym rozdélenim odezvy, neznamené to, Zze v nékterych pii-
padech nemuze fungovat nejlépe. Dulezité jsou vzdy konkrétni vlastnosti tlohy,
rozdilnost uvazovanych skupin atd. Vidime napiiklad, Ze v porovnani s ostatnimi
metodami vysla metoda s pominénym rozdélenim odezvy 1épe u scénére s poctem
krevnich destic¢ek, nebot pravé u téchto dat je marginalni rozliseni obou skupin
minimalni.
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Kapitola 6
ZAavér

V praci jsem se zaméril na modifikaci metod klasické diskrimina¢ni analyzy na
pozorovani longitudindlniho typu. V prvni ¢asti jsem pfedstavil zédkladni vlast-
nosti (normalniho) linedrniho smiseného modelu a metody jeho odhadu. Linearni
smiSeny model je velice vhodny néastroj na popis longitudinalnich dat. Dalsi ¢ast
jsem jiz vénoval diskrimina¢ni analyze. Nejprve jsem pripomenul klasickou dis-
krimina¢ni analyzu a souvislost s teorii ztratovych funkci. Poté jsem klasické
metody pomoci linedrniho smiseného modelu modifikoval na longitudinalni data.
Postupné jsem predstavil pfistup s marginalnim rozdélenim odezvy, s podminé-
nym rozdélenim odezvy a pristup s rozdélenim nahodnych efekti. Tento oddil
jsem zakondil casti, ktera zobecnuje pristup s rozdélenim nahodnych efekt na
pripad se spojitym c¢asem.

Ve druhé ¢asti této préace jsem se zaméril na realnou aplikaci popsanych metod.
V jednotlivych oddilech jsem nejprve predstavil konkrétni modely pro hladinu bi-
lirubinu, albuminu a pocet krevnich desticek. Poté jsem pro kazdou odezvu uvedl
vysledky aplikovanych metod. Metody jsem samostatné naprogramoval pomoci
statistického programu R. V praci jsou uvedeny pouze dosazené vysledky, pro
pripadné zajemce jsou skripty soucasti prilohy na CD. V posledni ¢asti jsem se
pak zamétil na simula¢ni studii zkoumajici vlastnosti popsanych metod.

Prace se mi psala velmi dobie, nebot statistickd témata s prfimou aplikaci v 1ékar-
stvi mé velice zajimaji. Vyuzil jsem pfedevsim anglicky psané literatury, nebot
popsané metody dosud nebyly publikovany v ¢eském jazyce.

Za hlavni prinos prace povazuji popis metod se sjednocenym znacenim, které
se do této doby prevazné objevovaly s rozdilnym znacenim v riiznych ¢lancich
a také jejich primou aplikaci na realna data a simulac¢ni studii.

Dalsimi moznostmi, jak tuto praci rozsitit, je modifikace klasickych metod shluko-

vé analyzy na longitudinalni data, prfipadné zkoumat vlastnosti popsanych metod
v piipadé diskrétni odezvy.
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Priloha

K praci je prilozeno CD, které obsahuje nasledujici soubory:

Soubor diplomova prace LB.pdf obsahuje text diplomové prace.

Soubor model dat bili.R obsahuje skript, v némz je nalezen vhodny
model pro popis vyvoje hladiny bilirubinu v ¢ase pro jednotlivé skupiny.
Pouziva data data bil.RData, ktera jsou také soucéasti CD.

Program model dat albumin.R obsahuje skript, v némz je nalezen mo-
del pro popis vyvoje hladiny albuminu v ¢ase pro jednotlivé skupiny. Vyu-
ziva data data alb.RData, ktera jsou také soucasti CD.

Soubor model dat platelet.R obsahuje skript, ve kterém je nalezen mo-
del pro popis vyvoje poctu krevnich desticek v ¢ase pro jednotlivé skupiny.
Vyuziva data data plat.RData, ktera jsou soucasti CD.

Soubor aplikace metod bilirubin.R obsahuje skript s naprogramova-
nymi modifikacemi diskrimina¢ni analyzy pro hladinu bilirubinu. Pracuje s
daty data bil.RData, kterd jsou soucasti CD.

Soubor aplikace  metod albumin.R obsahuje skript s naprogramova-
nymi modifikacemi diskrimina¢ni analyzy pro hladinu albuminu. Vyuziva
data data alb.RData, ktera jsou soucasti CD.

Soubor aplikace  metod platelet.R obsahuje skript s naprogramovany-
mi modifikacemi diskrimina¢ni analyzy pro pocet krevnich desti¢ek. Pouziva
data data plat.RData, ktera jsou soucasti CD.

Soubor aplikace  metod spolecny model.R obsahuje skript s napro-
gramovanymi modifikacemi diskrimina¢ni analyzy pro spole¢ny model bi-
lirubinu, albuminu a poc¢tu krevnich desti¢ek. Pracuje se spolecnymi daty
data spol.RData, ktera jsou soucasti CD. Soubor dale obsahuje netrivi-
alni sestaveni spole¢ného modelu.

Soubor simulacni_studie platelet.R obsahuje skript s naprogramova-
nou simula¢ni studii pouzitych metod se zakladnim nastavenim krevnich
desticek. Pouziva data data plat.RData, ktera jsou soucasti CD.

Soubor simulacni_studie bilirubin.R obsahuje skript s naprogramova-
nou simula¢ni studii pouzitych metod se zakladnim nastavenim bilirubinu.
Vyuziva data data bil.RData, ktera jsou soucasti CD.
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