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Když je cesta řešením aneb Tři úlohy v prostředí čťverečkovaného papíru 

Když je cesta řešením 

aneb 

Tři úlohy v prostředí čtverečkovaného papíru 

Práce obsahuje popis mého řešení tří úloh: hledání počtu nejkratších cest v mřížovém 

obdélníku m x n, zkoumání výskytu rovnoramenných mřížových trojúhelníků v prostředí 

čtverečkovaného papíru a zjišťování počtu mřížových úseček s alespoň jedním mřížovým 

bodem a s krajními mřížovými body na obvodu obdélníku m x n. Řešení těchto úloh 

doprovází sebereflexe postupu mého řešení. 

V další části jsou analyzovány experimenty s žáky 1. stupně základní školy. Úlohy 

pro experimenty jsou podobné úlohám, které jsem sama řešila. 

Úloha o hledání počtu cest byla řešena a následně popsána i v jiné diplomové práci. 

Tento postup je analyzován a porovnáván s mým řešením v další části této diplomové 

práce. 

Tato práce obsahuje i kapitolu o poznávacím procesu, která je teoretickým 

podkladem pro provedené analýzy. 

V poslední kapitole jsou úlohy buď přímo související s výše uvedenými úlohami, 

nebo rozvíjející metakognitivní schopnosti potřebné k řešení úloh. 
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When the way is the solution 

or else 

Three tasks within the frame of cross-section paper 

My diploma thesis contains the solving description of three tasks: seeking after the 

shortest ways in a grid rectangle m x n, exploring the location of grid isosceles triangles 

within the frame of cross-section paper, and identifying the number of grid abscissas with 

at least one grid point and with the marginal points on the rectangle perimeter m x n. The 

task solving is accompanied by self-reflection method. 

Experiments with primary school pupils are analyzed in the next part of the diploma 

thesis. The experiments' tasks are similar to the ones I solved. 

Seeking after the shortest ways task was already solved and subsequently described 

in another diploma thesis. This method is analyzed and compared with my own in the next 

chapter. 

The diploma thesis also contains a chapter about cognitive process, which is the 

theoretical background for these analyses. 

The tasks in the last chapter are either related to the previous mentioned tasks or they 

develop meta-cognitive abilities necessary for task solving. 
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v 
Cestné prohlášení 

Prohlašuji, že jsem diplomovou práci vypracovala samostatně. Použitou literaturu 

uvádím v přiloženém seznamu literatury. Souhlasím, aby práce byla uložena na Karlově 

univerzitě v Praze v knihovně Pedagogické fakulty a zpřístupněna ke studijním účelům. 

V Praze dne 20.3.2006 
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Poděkování 

Na tomto místě děkuji paní PhDr. Janě Kratochvílové, Ph.D. za vedení diplomové práce a 

za ochotu při poskytování cenných konzultací v průběhu zpracování zadaného tématu. 
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Pokud nemůžete vyřešit nějaký problém, pak existuje snazší 

problém, který vyřešit můžete: najděte ho. 

George Polya 
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1 Úvod 
V úvodu své diplomové práce bych ráda popsala svoji cestu matematikou, která mne 

dovedla až sem. Můj vztah k matematice byl vždy kladný, skoro nikdy se nestalo, že bych 

z ni měla strach. Nebyl totiž důvod. Nikdo mi nikdy neřekl, že matematika je něco, co 

bych neměla zvládat nebo se jí bát. Naopak. Spíše se o matematice hovořilo jako o něčem 

zábavném. 

Abych řekla pravdu, od 1. do 4. ročníku si školní matematiku moc nepamatuji, jen si 

vzpomínám, že když jsem se naučila písemně dělit, vymýšlela jsem si úlohy a výsledky 

vypočítávala na mnoho desetinných míst. Tam jsem si všimla, že někdy se části výsledků 

opakují. To mi přišlo vhod, když jsme později probírali periodická čísla. Také si 

vzpomínám, že mi otec jednou navrhl, abych si pro zábavu vytvořila tabulku, kde v prvním 

políčku bude úloha 2 x 2, v dalších 4 x 4 , 16 x 16 atd. Byl to dobrý nápad, protože mi 

rodiče nemuseli vymýšlet úlohy. Také psaní do tabulky mi prospělo, protože jsem se 

snažila psát čitelně, což pro mě byl a stále je problém. 

V páté třídě jsme se přestěhovali a já jsem měla na matematiku poprvé učitele -

muže. Jelikož v této třídě byly velké rozdíly mezi dětmi, jimž matematika „šla" a „nešla", 

často jsem se nudila. Začala jsem se připravovat na přijímací zkoušky na víceleté 

gymnázium. Věděla jsem, že v testech nebudou „normální" úlohy, které jsme počítali na 

základní škole, ale spíše půjde o logické uvažování. To mě samozřejmě bavilo mnohem 

víc. 

Na gymnázium mě přijali a celých sedm let jsme měli na matematiku jednu 

vyučující. Pro ty, kterým matematika k srdci nepřirostla, to bylo asi hodně těžké, protože 

byla velmi náročná. Bylo to v podstatě tak, že kdo měl u ní z matematiky trojku, jinde by 

měl jedničku. Její hodnocení testů a písemek bylo velice tvrdé, ale spravedlivé. Rozhodně 

nehodnotila jen výsledky, ale prošla postup řešení a hodnotila jeho správnost, i když se zde 

vyskytovaly (u mě často) numerické chyby. Na vyšším stupni gymnázia jsem měla kvůli 

časté nemocnosti individuální plán, takže jsem ve škole spíše nebyla, než byla. Myslím, že 

to pro mne bylo na jednu stranu užitečné, protože všechnu probíranou látku jsem se učila 
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sama a musela jsem do ní proniknout. Největším problémem byla kombinatorika a 

pravděpodobnost, což se dalo přežít v hodinách, ale ta pravá hrůza přišla před maturitou. 

Maturovat z matematiky mi přišlo logické a hlavně nejjednodušší, protože na rozdíl 

například od dějepisu zde není tolik látky, která by se učila nazpaměť. V maturitním 

ročníku nás všechny příprava na „zkoušku dospělosti" doslova pohltila. My, co jsme 

maturovali z matematiky, jsme měli snáší vyučující schůzky, kde jsme si procházeli 

příklady úloh k jednotlivým okruhům. Dá se říci, že jsme počítali vždy a všude. 

Samozřejmě, že kdyby nás to nebavilo, tak bychom to tak neprožívali. Mou jedinou 

obavou byly dva maturitní okruhy, a to kombinatorika a pravděpodobnost. Všechny ty 

permutace, variace atd. se mi pletly a nedokázala jsem určit kdy co použít. V té době jsme 

si i dělali legraci, jaká je pravděpodobnost, že si tyto dvě oblasti u maturity vytáhnu. (Ten 

poměr byl 2:30.) „Nemohlo to dopadnout jinak", než že jsem si vytáhla tu obávanou 

pravděpodobnost. Naštěstí s ní byla ve dvojici i analytická geometrie. I když jsem málem 

omdlela, dokázala jsem vypočítat i úlohy s pravděpodobností a maturitu jsem úspěšně 

zvládla. 

Po střední škole jsem nastoupila na Stavební fakultu ČVUT, ale po jednom semestru 

jsem si uvědomila, že to není to pravé. K srdci mi tam nepřirostla hlavně stavební 

mechanika, kde se celý semestr počítala ekvivalence a rovnováha s čísly o velkém počtu 

desetinných míst. Ačkoliv matematika byla velmi zajímavá, sama nepřevážila nechuť ke 

„stavebním" předmětům. 

Další vysoká škola měla být něco úplně rozdílného, což splňovalo učitelství pro 1. 

stupeň ZŠ. Samozřejmě, že jsem byla zvědavá, ,jaká" tam ta matematika bude. Zpočátku 

jsem byla trochu zklamaná, ale uvědomovala jsem si, že se mnou studují i lidé, kteří na 

střední škole neměli matematiku vůbec. Postupně jsme řešili úlohy, které byly zajímavé a 

spojovaly se s didaktikou matematiky. Hlavně didaktika matematiky a volitelná varianta -

didaktika s matematikou mě bavily. V hodinách mi vyučující zadávala úlohy navíc, abych 

měla co dělat a také neměla nutkání prozrazovat výsledky ostatním napřed. Také mi 

nabídla, že bych mohla psát diplomovou práci na katedře matematiky a didaktiky 

matematiky, což mě velmi potěšilo a samozřejmě jsem její nabídku přijala. 
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V mé diplomové práci bych chtěla ukázat, jak jsem řešila zadané úlohy v prostředí 

čtverečkovaného papíru. Chtěla bych popsat své postupy, co mi dělalo potíže, když jsem 

nemohla postoupit dál, ale také jaké jsem měla pocity. Další částí budou experimenty, 

které budou vycházet z mnou řešených úloh. Chtěla bych analyzovat, jak si s nimi poradí 

žáci 1. stupně ZŠ. Chci zjistit, zda najdu paralely mezi mým a jejich řešením. Neměly by 

zde chybět úlohy rozvíjející schopnosti, které jsou potřebné pro řešení daných úloh. Jelikož 

existuje diplomová práce, ve které je řešena jedna z úloh, které jsem řešila já, ráda bych ji 

analyzovala a porovnala s mým postupem. V této práci nepůjde o teoretickou stránku věci, 

ale z teorie zařadím jen to podstatné, co sama využiji. 
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2 Deníky 

2.1 Hledání počtu cest 

7.4.2004 

Mým úkolem bylo hledat cesty v prostředí čtverečkovaného papíru. Jedná se o 

úlohu ABRACADABRA (Polya, 1966). Nejprve ml byly zadány obdélníky (někdy rovněž 

čtverce, ale pro zjednodušení budu většinou používat označení obdélník) rovnoběžné 

s linkami čtverečkovaného papíru, jejichž jedna strana byla 1 a druhá se proměňovala 

od jedné do nekonečna. Měla jsem zjistit obecný návod na výpočet počtu cest v těchto 

obdélnících. Později jsem měla zjistit vzorce pro obdélníky se stranou 2, 3, 4 ..-1 

B 

A 

Obr. 1 

Hledala jsem počet cest, kterými lze dojít z bodu A do bodu B. (Bod A je u každého 

obdélníku vlevo dole, bod B vpravo nahoře (viz obr. 1).) Podmínkou bylo, že cesta musí 

být nej kratší možná, což znamená, že jsem se mohla pohybovat jen doprava a nahoru. 

Obr. 2 

Výše uvedený typ obdélníků (viz obr. 2), jsem si označila 1 x n, kde 1 značí počet 

čtverců svisle a n proměnlivý počet cest vodorovně. neN,ne {l,2,3,...,»} 

1 Tímto typem písma jsou v celé práci psány poznámky z konzultací. 
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Již při kreslení obdélníků jsem si všimla, že počet cest narůstá o jednu a je o 1 větší 

než počet čtverečků. Z tohoto důvodu jsem si ani cesty nemusela vykreslovat nebo 

obtahovat. Pro obdélníky 1 x n mě vycházely tyto počty cest: 

1 x 1 —> 2 cesty 

1 x 2 - > 3 

1 x 3 —• 4 

1 x 4 - > 5 

Z toho: 1 x n —• n + 1 cest 

Další typ obdélníků byl 2 x n (viz obr. 3). Počet cest u 2 x 1 jsem věděla z předchozí 

úlohy 1 x n, u typu 2 x 2 jsem si cesty vykreslila, ale u následujících obdélníků jsem cesty 

sdružovala do skupin podle obdobných vlastností, takže jsem brzy nemusela jednotlivé 

cesty vyhledávat. Stačilo mi psát si jen počty cest v jednotlivých skupinách. 

Počty cest byly následující: 

2 x 1 —• 3 

2x2—+ 

2 x 3 

2 x 4 

2 x 5 

6 

10 

15 

21 Obr. 

15.4.2004 

Všimla jsem si, že počty cest se postupně zvyšují o 3, 4, 5, 6 ... Dokázala jsem 

vyjádřit počet cest obdélníku pomocí předcházejícího: o„ = on.i + n + 1. To však nikam 

nevedlo, až mne napadlo, že výsledky hledání připomínají figurální čísla, a to čísla 

trojúhelníková. Potom šlo znázornit počty nalezených cest takto (viz obr. 4): 

atd. 

Obr. 4 

Pak jsem vyjadřovala postupně počty cest pomocí čísel n: 

2x1—>« + / ? + l = 2 n + 1 = 3 

2 x 2 — > « + 1 + « + /7 -1 = 3/7 = 6 

2 x 3 4« - 2 
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To mi moc nepomohlo, ale uvědomila jsem si, že jde o posloupnost, kde každý člen 

je součtem členů aritmetické posloupnosti, kde první člen je 1 a každý další je o 1 větší. 

Poslední člen je roven (n + 1). Z toho vzorec pro výpočet cest v typu obdélníku 

označených 2 x n musí být: počet členů posloupnosti děleno dvěma krát (1. člen + poslední 

člen). První člen je vždy 1, poslední n + 1 a počet členů je roven n+ 1. 

Tedy: + + = + 

Bohužel jsem si nejprve nevšimla, že jsem si vzorce pro 2 x n vyjádřila s tím, že počet 

členů je pouze n. Všimla jsem si toho později, když jsem počítala vzorec pro 3 x n a chtěla 

jsem ho využít. Pro příště jsem si uvědomila, že je lepší si vše kontrolovat s časovým 

odstupem.2 

2.9.2004 + 12.10.2004 

Nyní jsem se začala zabývat obdélníky typu 3 x n (viz obr. 5). 

Obr. 5 

Zpočátku nebylo hledání všech cest složité, protože jsem použila předchozí výpočty, 

ale s narůstajícím n bylo těžké odhalit všechny cesty. I zde se mi vytvářel systém v hledání 

cest, ale jelikož mi v tuto chvíli šlo více o vytvoření vzorce pro 3 x n, systém jsem 

dostatečně neprepracovala. To je možná škoda, protože z tohoto systému by se mi mohly 

ukázat určité zákonitosti, které by rychleji vedly k obecnému vzorci pro 3 x n. 

2 Kurzívou jsou psány osobní poznámky, pocity a sebereflexe. 
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Nakonec jsem se dopočítala: 

3 x 1 —* 4 

3 x 2 —>• 10 

3 x 3 20 

3 x 4 —• 35 

Nyní jsem hledala nějaké zákonitosti v nárůstu počtu cest, ale ani rozdíly mezi 

cestami ani žádná figurální čísla mi nepomohla. Proto jsem zkoušela jít jinou cestou. 

Přemýšlela jsem, zda záleží na vzájemném postavení čtverečků. Myslela jsem si, že bych 

vycházela z výpočtu ve čtverci l x l , což je 2 a tento dílčí výsledek bych použila v později 

objeveném vzorci nejprve pro 3 x n, a pak obecně. 

Při tomto postavení (viz obr. 6) existují 3 

cesty. 

Obr. 6 

Avšak takto (viz obr. 7) je možné projít 4 

cesty. 

Obr. 7 

I když jde v obou případech o dva čtverce 1 x 1, ale v různém postavení. Z tohoto 

důvodu jsem nemohla vycházet z cest v jednom čtverečku, jak jsem původně zamýšlela. 

Další možnost by mi mohly poskytnout mřížové body (m. b.). Položila jsem si 

otázku, zda a jak záleží na počtu mřížových bodů v daném útvaru. Napsala jsem si 

následující závislosti: 

1 x 1 - 4 m. b. —> 2 cesty 

1 x 2 - 6 m. b. —> 3 m b 
Z toho: 1 x « - > 

1 x 3 - 8 m. b. 4 2 
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2 x 1 - 6 m . b. —•3 

2 x 2 - 9 m. b. —•6 

2 x 3 - 12 m. b. —» 10 

2 x 4 - 15 m. b. —»• 15 

2 x 5 - 18 m. b. —* 21 

Jelikož počty mřížových bodů narůstají konstantně, tak mi nepomohou. Jen bych n 

ve vzorcích nahradila jiným výrazem. 

13.10.2004 

Kvůli problémům s hledáním všech cest v typech 3 x n a 4 x n (na nichž jsem 

také začala pracovat) mi na konzultaci byla dána rada, jak zjistit skutečné počty cest. 

Šlo o následující čísla vepsaná do čtverečkové sítě (viz obr. 8): 

1 6 21 56 126 252 

1 4 15 35 70 126 

1 4 10 20 35 56 

1 3 6 10 15 21 

1 2 3 4 5 6 

1 1 1 1 1 

Obr. i 

Čísla v mřížových bodech znamenají počty cest, kterými lze dojít z levého dolního 

rohu do bodu, u nějž je číslo napsáno. Z obrázku mi vyplynulo, že počet cest v určitém 

bodě je součtem cest v bodech, které jsou nejbližší nižší. 

Např. 2 x 3 — > 2 x 2 + 1 x 3 — > 6 + 4 = 1 0 . 
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t 1, '1,13 

1 6 21 56 126 252 

1 4 15 35 70 126 

1 4 10 20 35 56 

1 3 6 10 15 21 

1 2 3 4 5 6 

1 1 1 1 1 
Obr. 9 

Pro účely vysvětlení jsem si mřížku proložila soustavou souřadnic (viz obr. 9), kde 

vodorovná značí počet n a svislá osa značí m. 

Jinak řečeno, počet cest v každém obdélníku je součtem cest ve dvou obdélnících, 

z nichž jeden má o jednu menší vodorovnou souřadnici a druhý má o jednu menší 

souřadnici svislou. 

Snažila jsem se toho využít pro obdélníky typu 3 x n, kde platilo: 

3 x / i - + 3 x ( n - l ) + 2 x n . 

To mi ovšem moc nepomohlo, protože jsem nedokázala vypočítat 3 x (« - 1). Proto 

jsem se vrátila zpět k menším obdélníkům: 2xn—>2x(n-l)+1 xn . 

19.10.2004 

Teď jsem si tyto vzorce zobecnila. Svislou souřadnici jsem si označila m: 

mxn->mx(n-\) + (m-\)xn. 

Vzorec jsem si ověřila i pro m = 1: 

\ x n > 1 x ( w - 1) + 0 x n —> ((/j —1)+1))+1 —• /7 + 1, takže vzorec se osvědčil. 

Na obrázku mne zaujala řada a sloupec jedniček, kterou jsem využila při předchozím 

ověřování. Bylo mi jasné, že když se budu pohybovat pouze po vertikále nebo horizontále, 

kamkoli se dostanu, vždy to bude jen jednou jedinou cestou. Proto jsem si položila otázku, 

zda bude fungovat můj zobecněný vzorec i na tuto situaci. Pak se m = 0 a n je libovolné 

přirozené číslo od jedné do nekonečna. 
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O x n — • 0 x (« - 1) + (0 - 1) x protože (0 - 1) v mnou uvažovaném prostoru 

neexistuje, vypustila jsem ho. Tímto způsobem bych se postupným rozkládáním dostala 

k n = (n - n + 1), tedy k n= 1. Pak 0 x h = 0 x 1 = 1 x 0. Pro typ 1 x 0 jsem vzorec znala, 

takže 1 x 0 — » « + 1 — • 0 + 1 = 1. Obecný vzorec platil. 

20.10.2004 

Uvědomila jsem si, že postupným rozkládáním na menší a menší obdélníky, lze 

každý útvar rozložit na několik útvarů typu 1 x n, pro něž vzorec znám. To jsem si ověřila 

na typu 2 x n. Pak jsem se pustila do 3 x n. Rozkládala jsem a ihned bylo jasné, že část 

rozkladů se musí opakovat a část bude nová oproti o řád menšímu útvaru. I když jsem se 

snažila zachytit „přírůstky", brzy jsem se začala ztrácet. Z tohoto důvodu jsem 

z vyjadřování ve tvarech mxn přešla na vyjadřování pomocí n. I tak se mi ukazovaly nové 

části rozkladů, ale žádnou pravidelnost jsem v nich neobjevila. 

Byla jsem z toho zoufalá a věděla jsem, že tudy cesta nevede, a tudíž se budu muset 

vydat jinudy. 

21.10.2004 

Dostala jsem radu, abych hledala pravidelnosti v cestách, které jsem uměla 

vypočítat. Proto jsem si vypracovala tabulku (viz tab. 1). 

23.10.2004 

1 xn 2 xn 3 xn 4 xn 5 x n 

nx 1 2 + 1 3 + 1 4 + 1 5 + 1 6 

+ 1 + 3 + 6 

nx 2 3 + 3 6 + 4 10 + 5 15 + 6 21 

+ 1 + 4 + 10 

nx3 4 + 6 10 + 10 20 + 15 35 + 21 56 

+ / + 5 + 15 

nx4 5 + 10 15 + 20 35 + 35 70 + 56 112 

+ 1 + 6 + 21 

nx 5 6 + 15 21 + 35 56 + 70 126 

+ 7 

nx6 7 28 84 210 
Tab. 1 
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Z tabulky (viz tab. 1) se ukazovaly závislosti, které mi potvrzovaly předchozí zjištění 

o sčítání předchozích útvarů. Také to, že řada přírůstku ve sloupci 3 x n (zeleně), je 

posunutou řadou počtu cest 2 x n. Stejné to bylo u všech obdélníků (kurzívou), čímž jsem 

se dostala zpět k pravidlu „o součtu předchozích souřadnic". 

V této chvíli mi šlo hlavně o vzorec pro 3 x n. Věděla jsem, že 3 x n —>2x0 + 2 x 1 

+ 2 x 2 + 2 x 3 + ... + 2 x n. Vzpomněla jsem si na trojúhelníková čísla. Šlo vlastně o 

součet řady trojúhelníkových čísel (viz obr. 10). 

• + • • • + . v . + . v . + • • • • 

Obr. 10 

Pak už jsem řešení viděla, ale nevím, jak jsem na něj přišla. 

(>2 + lX« + 2X« + 3) 
3 x n - > - — — -

6 
Teď šlo o to, jak vysvětlit dělení šesti, ale i to bylo nasnadě: 6 = 1 . 2 . 3 . 

cn + \)(n + 2)(n + 3)(n + 4) Kvůli kontrole jsem si vyjádřila vzorec pro 4 x n: 4 x n —» 
1-2-3-4 

xT i , , , , x , (n + \)(n + 2)(n + 3)...(n + m) Nakonec úplne zobecnení: mxn->- — — — -
1-2-3- . . .m 

Zkoušky vycházely, takže jsem chtěla tento vzorec ještě více upravit, protože se mi 

nelíbily tečky, které nahrazovaly nekonečně mnoho činitelů. Nevím přesně proč jsem se 

snažila využít vzorce pro součet geometrické posloupnosti (která to nakonec nebyla), ale 

asi proto, že celou dobu šlo o posloupnosti. Nakonec jsem si uvědomila, že i kdyby to byla 

geometrická posloupnost, tak mi vzorec pro součet nebude k ničemu, protože jde o součin. 

Na konzultaci mi byla potvrzena správnost konečného vzorce. Dozvěděla jsem 

se, že jde o kombinatorické číslo a že počty cest v jednotlivých bodech tvoří Pascalův 

trojúhelník. 

To mne mrzelo, protože kombinatorická čísla jsem znala a alespoň na faktoriál ve 

jmenovateli jsem si mohla rozpomenout. 
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26.10.2005 

Při konzultaci jsem dostala za úkol dokázat správnost vzorce pro 3 x n. 

Počet cest v obdélnících 3 x n je součet trojúhelníkových čísel od prvního 

trojúhelníkového čísla k (n + 1). trojúhelníkovému číslu. Z obrázku s trojúhelníkovými 

čísly (viz obr. 11) je vidět, že trojúhelníková čísla lze rozdělit na jakási „patra", která lze 

sčítat zvlášť. 

. + + .V + . v . + 
• • ' 

Obr. 11 

Např. u 3 x 1 jde o součet 1. a 2. trojúhelníkového čísla, v nichž se patro s jedním 

bodem vyskytuje dvakrát a patro se dvěma body jednou. 

Tedy: 3x1 ->2-1 + 1-2 = 4. 

3 x 2 je součet prvních tří trojúhelníkových čísel, který lze zapsat takto: 

3 x 2 - » l - 3 + 2-2 + 3-l. 

Proto 3 x n lze upravit takto: 3 x n —> 1 . (n + 1) + 2n + 3 . (n -1 ) + ...+ (n + 1). 

29.10.2005 

Musela jsem dokázat: (n +1) + 2n + 3(n -1) +. . . + (n +1) = (n + 1)(n + 2X n + 3 ) -
6 

Tento tvar mi připomněl důkaz matematickou indukcí. Pro tento důkaz jsem si rovnost 

•1 . , o , (n +1 )(n + 2) (n + l)(n + 2)(n + 3) upravila na tvar: 1 + 3 + 6 + ... + -̂  — - = - — — - . 
2 6 

I. 

« = 1 

2-3-4 2-3 , 
= + 1 6 2 

Pro n =1 platí. 

II. 

n = k 

1 + 3 + 6+ | (k + l)(k + 2) _ (k + l)(k + 2)(k + 3) 
" ' 2 6 
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n = k+ 1 

l + 3 + 6 + , (k + l)(k + 2) | (k + 2)(k + 3) _ (k + l)(k + 2)(k + 3) ( (fr + 2)(ft + 3) 
2 2 6 2 

_ (k +1 )(k + 2)(k + 3) + 3(k + 2)(k+3) _(k + 2)(k + 3)(k + 4) 
6 6 

Platí pro n = k+1. 

Proto platí: = 
6 

Tím, že jsem si ověřila funkčnost vzorce pro 3 x n, předpokládala jsem, že i obecný 

vzorec m x n bude platit. Objevení tohoto vzorce bylo cílem mého hledání, a tak jsem práci 

na tomto problému ukončila. 

2.2 Hledání rovnostranných trojúhelníků 

10.8.2004 

Mým dalším úkolem bylo hledání rovnostranných trojúhelníků ve čtverečkové 
síti. Pokud takové neexistují, měla jsem hledat ty, které by se jim alespoň blížily. 

Nejdříve jsem si chtěla ujasnit všechny vlastnosti rovnostranných trojúhelníků, které 

by mi pomohly v hledání (viz obr. 1). 

a = p = y = 60° 

3a =180° 

a = b = c 

Obr. 1 

Největším problémem byly úhly. V bodové mříži šlo jednoduše vytvořit úhly o 

velikosti 180°, 90°, 45°, ale úhel o velikosti 60° nelze v mříži vytvořit. Měla jsem hlavně 

pocit, že to nejde, ale důkaz mi zatím chyběl. 
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Začala jsem hledat trojúhelníky. Šlo mi o trojúhelníky, jejichž délka stran bude: 

a = b = *Jx 

c = Vx±T. 

To jsou rovnoramenné trojúhelníky, jejichž druhá mocnina jedné strany je o jednu 

menší/větší než druhá mocnina délky jejich ramen. Pro usnadnění budu délky všech stran 

uvádět ve druhé mocnině. 

Jako nej lepší způsob hledání mi připadalo využít mřížové trojúhelníky, které 

vzniknou opsáním úsečky kolem určitého bodu. Délku úsečky jsem udávala ve tvaru m x n, 

kde m, n jsou délky stran obdélníku (nebo čtverce), jehož délka úhlopříčky se rovná délce 

mnou užívané úsečky. 

Obr. 2 

1 x 0, 2 x 0, 3 x 0, ..., m x 0 - vycházely jen pravoúhlé trojúhelníky, jejichž úhly 

mají velikosti: 90°, 45° a 45° (viz obr. 2). Tyto úhly byly daleko od požadavku 60-ti 

stupňových úhlů nebo se jim blížících, proto jsem se jimi více nezabývala. 

1 x 1, 2 x 1, . . . m x 1 - (viz obr. 3) tam byl nejbližší trojúhelník z úsečky 2 x 1 . Jeho 

strany se rovnaly: 4, 4, 5. To byl trojúhelník, jaký jsem hledala. Větší trojúhelníky se už 

mému požadavku vzdalovaly. 
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1 x 2, 2 x 2, 3 x 2, ... m x 2 - tam jsem žádný vhodný rovnoramenný trojúhelník 

neobjevila. 

U několika trojúhelníků, jejichž jedna strana se dala vyjádřit m x 3 a m x 4, které 

jsem zkoumala, jsem také nenašla žádný odpovídající. 

V tuto chvíli jsem si stále ještě nebyla úplně jistá argumenty, které by dokázaly, že 

nelze ve ětvereěkové síti najít úhel o velikosti 60°. 

14.10.2004 

Hledala jsem argumenty o neexistenci úhlu 60° v mříži. Kdyby šel rozdělit úhel 180° 

na tři o velikosti 60°, ale protože trisekce úhlu není možná, nelze úhel 180° rozdělit na 

třetiny bez použití úhloměru. 

20.10.2004 

Uvědomila jsem si, že i úhly v bodové mříži podléhají goniometrickým funkcím. 

Jelikož: 

R 
sin 60° = — , 

2 
/g6o°=V3, 

Vš 
cotg60° = Y > 

nemůže úhel o velikosti 60° existovat, protože V3 je číslo, které nelze v bodové mříži 

znázornit, protože neexistují dvě přirozená čísla, která by splňovala: 
3 = ax + b\ 

21.10.2004 

Na konzultaci jsme se dohodli na dalším postupu hledání. Nejdříve budu zkoumat 

rovnoramenné trojúhelníky, jejichž základna je rovnoběžná s linkami a její délka je 

sudá. Další skupina budou trojúhelníky, jejichž základna je také rovnoběžná s linkami, 

ale má lichou délku. Poslední budou trojúhelníky, jejichž ani jedna strana neleží 

v lince. 

23.10.2004 + 9.11.2004 

Zkoumala jsem trojúhelníky se základnou v lince o sudé délce. Délku ramen jsem 

určovala pomocí Pythagorovy věty z výšky na základnu a poloviny základny. Zpočátku 

jsem zkoumala všechny trojúhelníky od nejkratších ramen až k tomu, jehož délka ramen 

přesáhla délku základny. Postupně jsem si uvědomila, že mi u každé délky základny půjde 
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jen o dva trojúhelníky. První bude ten, jehož ramena budou kratší než základna a 

následující, který bude mít ramena delší než je délka základny. Po několika pokusech jsem 

dokázala odhadnout, jakou délku bude mít výška u trojúhelníků, které potřebuji. To mi 

velmi urychlilo a zjednodušilo práci. Následující tabulka (viz tab.l) ukazuje výsledky 

mého zkoumání trojúhelníků se základnami 2,4, 6 , . . . 100. 

délka základny 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

druhá mocnina nejbližšího menšího ramena 5 13 34 65 89 136 193 233 306 389 

druhá mocnina nejbližšího většího ramena 5 20 45 65 106 157 218 260 337 424 

druhá mocnina základny 4 16 36 64 100 144 196 256 324 400 

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 

482 544 653 772 901 985 1130 1285 1385 1556 1737 1928 2050 2257 2474 

521 585 698 821 901 1040 1189 1348 1450 1625 1810 2005 2129 2340 2561 

484 576 676 784 900 1024 1156 1296 1444 1600 1764 1936 2116 2304 2500 

52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 

2701 2845 3088 3341 3501 3770 4049 4338 4520 4825 5140 5465 5669 6010 

2792 2938 3185 3442 3604 3877 4160 4453 4637 4946 5265 5594 5800 6145 

2704 2916 3136 3364 3600 3844 4096 4356 4624 4900 5184 5476 5776 6084 

80 82 84 86 88 90 92 94 96 98 100 
6361 6722 6948 7325 7712 7954 8357 8770 9193 9457 9896 

6500 6865 7093 7474 7865 8109 8516 8933 9360 9626 10069 

6400 6724 7056 7396 7744 8100 8464 8836 9216 9604 10000 
Tab. 1 

Z těchto trojúhelníků mému požadavku vyhovovaly jen červeně zvýrazněné 

trojúhelníky. 

To neodpovídalo mému předpokladu. Myslela jsem, že čím větší trojúhelníky budou, 

bude jich čím dál tím víc „rovnostrannějších". 

Abych viděla, jak narůstají délky stran trojúhelníků, vytvořila jsem si několik grafů, 

které mi měly pomoci (viz příloha č. 1) 
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9.11.2004 + 30.11.2004 

Z trojúhelníků se sudou základnou v lince jsem přešla na ty, jejichž základna má 

lichou délku. Tam však už nešlo o trojúhelníky rovnoramenné, ale o trojúhelníky s každou 

stranou jinak dlouhou. Sledovala jsem tak tři strany. Chtěla jsem najít trojúhelník, jehož 

druhé mocniny všech stran se postupně budou lišit o jednu. Takový jsem mezi trojúhelníky 

se základnami 1, 3, ...53 nenašla žádný. U některých se druhé mocniny délek u dvou stran 

o jednu lišily, ale třetí strana se už moc vzdalovala. Ve skutečnosti tyto trojúhelníky 

(hlavně čím jsou větší), tak moc nerovnostranné nejsou, protože délku stran jsem 

uvažovala ve druhé mocnině a po odmocnění už rozdíly délek stran nebyly tak velké (viz 

tab. 2). 

délka základny 3 5 7 9 11 13 15 17 19 

druhá mocnina nejbližší menší delší strany 8 25 41 74 117 149 208 277 356 

druhá mocnina nejbližší větší delší strany 13 34 52 89 136 170 233 306 389 

druhá mocnina nejbližší menší kratší strany 5 20 45 65 106 157 218 260 337 

druhá mocnina nejbližší větší kratší strany 10 29 58 80 125 180 245 289 370 

druhá mocnina základny 9 25 49 81 121 169 225 289 361 

21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 

445 505 610 725 801 932 1073 1224 1322 1489 1666 1780 1973 2176 

482 544 653 772 850 985 1130 1285 1385 1556 1737 1853 2050 2257 

424 521 585 698 821 954 1040 1189 1348 1517 1625 1810 2005 2129 

461 562 628 745 872 1009 1097 1250 1413 1586 1696 1885 2084 2210 
441 529 625 729 841 961 1089 1225 1369 1521 1681 1849 2025 2209 

49 51 53 

2389 2525 2754 

2474 2612 2845 

2340 2561 2792 

2425 2650 2885 

2401 2601 2809 

Tab. 2 
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30.11.2004 

Snažila jsem se zjistit, jestli jde obecně vyjádřit nějaký vztah mezi stranami 

rovnostranného trojúhelníka a výškou, který by mi mohl pomoci v hledání. Několik vztahů 

jsem objevila, ale žádný mi nepomohl. 

4b2 =4v2 +b2 ± \ 

3b2 - 4v2 ±1 = 0 

Tato kvadratická rovnice sice možná platí, ale v ničem mi nepomohla. 

Začala jsem hledat trojúhelníky, které by vyhovovaly mým kriteriím, podle délky 

ramena. Rameno mělo délku úhlopříčky čtverce, jehož jedna strana má délku 1 a druhá se 

postupně o jednu prodlužuje (viz tab. 3). 

délka strany obdélníku 1 2 3 4 5 6 1 

druhá mocnina délky ramena 2 5 10 17 26 37 50 

druhá mocnina délky základny 4 4 8 18 32 50 72 

Tab. 3 

Tato cesta se mi však nezdála schůdná a byla velmi zdlouhavá, proto jsem se snažila 

vyřešit problém jinak. 

1.12.2004 

Položila jsem si otázku: 

„Jde poznat z dvojice respektive trojice čísel, zda ta čísla mohou tvořit délky stran 

trojúhelníku v síti: ^[x,^íx±\,y[x±\ ?" 

Strany trojúhelníku musí splňovat podmínku: 
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yfx + 

2y[x±\)yfx. 

Tyto podmínky platí vždy, takže se mi žádné možnosti nevyloučily. Ani zkoumání 

trojúhelníků, které jsem již objevila, k ničemu nevedlo. 

V tomto okamžiku jsem svou práci ukončila, protože jsem viděla, že žádné 

pravidelnosti ve výskytu skoro rovnostranných trojúhelníků neobjevím. Také jsem se začala 

věnovat další úloze. 

2.3 Mřížové úsečky v obdélnících 

26.10.2005 

Ve čtvercové síti hledáme takové mřížové úsečky, jejichž krajní body leží na 
obvodu obdélníku a prochází alespoň jedním vnitřním mřížovým bodem. Úsečka není 
součástí obvodu. 

Začala jsem zkoumat obdélníky, jejichž jedna strana je rovna jedné a ostatní 

postupně o jednu narůstají (budu je značit jako 1 x n). V první chvíli jsem v těchto 

obdélnících nenašla žádné úsečky, které by odpovídaly podmínkám. Přešla jsem 

k obdélníkům, jejichž jedna strana měla délku dvě (2 x n) a tři (3 x n), ale zapomněla jsem 

na úsečky rovnoběžné s linkami sítě. Vrátila jsem se tedy k těm počtům, které jsem nalezla 

a snažila jsem se je opravit. Opravila jsem i obdélníky 1 x n, počítala jsem i úsečky 

rovnoběžné s linkami mříže. Nyní mi vycházel počet úseček: 1 x n —> n - 1. (Později jsem 

si uvědomila, že tyto úsečky neprochází žádným vnitřním bodem.) Hledala jsem dál úsečky, 

ale po chvíli jsem si uvědomila, že jsem zapomněla některé nerovnoběžné započítat. (Stále 

jsem však byla přesvědčena o správnosti vzorce 1 x n -*• n-1.) 

Vrátila jsem se ke zkoumání typu 2 x n. Jako první jsem počítala úsečky vodorovné a 

svislé, potom jsem počítala úsečky, které jsou vlastně úhlopříčkami menších obdélníků, 

jejichž obvodové strany jsou součástí stran u hledaného obdélníku. Ty jsem si zapsala do 

tabulky (viz tab. 1). (Tato tabulka obsahuje už opravené konečné údaje, kde v době vzniku 

byly špatně uvedeny hodnoty pro 2x1). 
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2xn vodorovně svisle 2x2 2x4 2x6 2x8 2x10 • • • 2 x součet 

2x1 0 0 0 0 0 0 0 0+0 

2x2 1 1 1 0 0 0 0 2+1.2 

2x3 1 2 2 0 0 0 0 3+2.2 

2x4 1 3 3 1 0 0 0 4+4.2 

2x5 1 4 4 2 0 0 0 5+6.2 

2x6 1 5 5 3 1 0 0 6+9.2 

2x 7 1 6 6 4 2 0 0 7+12.2 

2x8 1 7 7 5 3 1 0 8+16.2 

2x9 1 8 8 6 4 2 0 9+20.2 

2x10 1 9 9 7 5 3 1 10+25.2 

Tab. 1 

Z této tabulky (viz tab. 1) jsem viděla, že počet vodorovných úseček je u všech 

obdélníků roven jedné. Samozřejmě kromě 2 x 1 , kde je počet úseček 0. Počet svislých cest 

je vždy o jednu menší než n, tedy (n - 1). V tabulce jsem počet úseček, které byly 

úhlopříčkami obdélníků, psala v polovičním počtu, protože všechny úsečky jsou v obou 

směrech zleva doprava a zprava doleva. Proto ve sloupci součet je počet těchto 

úhlopříčných úseček násoben dvěma. Tento způsob jsem použila i v dalších tabulkách. 

27.10.2005 

Přišla jsem na několik vzorců, které vypadaly, že by mohly vést k výpočtu počtu 

úseček v obdélnících 2 x n. Problém byl vtom, že neplatily pro typ 2 x 1. Některé jsem 

měla vytvořené zvlášť pro n liché a n sudé. Našla jsem platný vzorec jen pro sudé n: 

2 x n - * n + 2 ' n Y 
2J 

Přešla jsem na obdélníky s jednou stranou o délce 3, tedy typ 3 x n. I tam jsem 

sledovala počty cest a zanesla je do tabulky (viz tab. 2) stejným způsobem jako v první 

tabulce (viz tab. 1). Při hledání jsem si položila otázku, jak zjistím, že úhlopříčka 

obdélníku prochází vnitřním mřížovým bodem. Přišla jsem na to, že kdybych si označila 

délky stran obdélníku a x b, musí mít čísla a, b alespoň jednoho společného dělitele 

(kromě čísla 1). Pokud takový dělitel existuje, prochází úhlopříčka tohoto obdélníku 

alespoň jedním vnitřním mřížovým bodem (např. 3 x 3, 3 x 12, 5 x 20 ...). 
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3 x n 
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12
 : H 

«N H 
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X H 

3x
12

 

• součet 

3x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+0 

3x2 2 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3+2.2 

3x3 2 2 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 4+3.2 

3x4 2 3 2 2 0 0 0 0 2 0 0 0 5+6.2 

3x5 2 4 2 2 0 0 0 0 3 0 0 0 6+7.2 

3x6 2 5 2 2 2 0 0 0 4 1 0 0 7+11.2 

3x 7 2 6 2 2 2 0 0 0 5 2 0 0 8+13.2 

3x8 2 7 2 2 2 2 0 0 6 3 0 0 9+17.2 

3x9 2 8 2 2 2 2 0 0 7 4 1 0 10+20.2 

3x10 2 9 2 2 2 2 2 0 8 5 2 0 11+25.2 

3x11 2 10 2 2 2 2 2 0 9 6 3 0 12+28.2 

3x12 2 11 2 2 2 2 2 2 10 7 4 1 13+34.2 

Tab.2 

Nově se mi zde objevily úhlopříčky obdélníků, jejichž jedna strana byla rovna třem. 

Viděla jsem určité paralely v typu 2 x n a 3 x n. Na první pohled byl počet vodorovných 

úseček roven 2 u všech kromě typu 3 x 1 . Stejně tak počet svislých úseček byl roven n - 1. 

Zkoušela jsem zjistit vzorec pro tyto obdélníky. Využívala jsem v nich celou část čísla, 

kriteria dělitelnosti n, ale nevedlo to k obecnému vzorci. 

29.10.2005 

Zjistila jsem počty úseček v obdélnících 4 x « a znovu zapsala do tabulky (viz tab. 

3). Teď už jsem viděla, že některé pravidelnosti se opakují ve všech velikostech a postupně 

narůstají. Chtěla jsem si domněnky potvrdit, a proto jsem vytvořila tabulky pro 5 x n (viz 

tab. 4), 6 x n (viz tab. 5) a 7 x n (viz tab. 6). 
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4x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+0 

4x2 3 1 3 0 0 0 0 1 0 0 4+4.2 

4x3 3 2 2 0 0 2 0 2 0 0 5+6.2 

4x4 3 3 2 3 0 •• 2 0 3 1 0 6+11.2 

4x5 3 4 2 2 0 2 0 4 2 0 7+12.2 

4x6 3 5 2 2 3 2 2 5 3 1 8+20.2 

4x 7 3 6 2 2 2 2 2 6 4 2 9+22.2 

Tab.3 
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: H «o X součet 

5x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+0 
5x2 4 1 4 0 0 0 0 2 0 0 0 5+6.2 
5x3 4 2 2 0 0 3 0 2 0 0 0 6+7.2 
5x4 4 3 2 4 0 2 0 2 2 0 0 7+12.2 
5x5 4 4 2 2 0 2 0 2 2 0 1 8+11.2 
5x6 4 5 2 2 4 2 3 2 2 2 2 9+21.2 
Tab.4 
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6x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+0 

6x2 5 1 5 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 6+9.2 

6x3 5 2 2 0 0 0 0 4 0 0 2 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 7+11.2 

6x4 5 3 2 5 0 0 0 2 0 0 2 3 0 0 0 0 0 3 2 1 0 0 0 8+20.2 

6x5 5 4 2 2 0 0 0 2 0 0 2 2 0 0 0 2 0 4 3 2 0 0 0 9+21.2 

6x6 5 5 2 2 5 0 0 2 4 0 2 2 3 0 0 2 0 5 4 3 1 0 0 10+37.2 

6 x 7 5 6 2 2 2 0 0 2 2 0 2 2 2 0 0 2 0 6 5 4 2 0 0 11+35.2 

6x8 5 7 2 2 2 5 0 2 2 0 2 2 2 3 0 2 0 7 6 5 3 1 0 12+48.2 

6x9 5 8 2 2 2 2 0 2 2 4 2 2 2 2 0 2 0 8 7 6 4 2 0 13+53.2 

6x10 5 9 2 2 2 2 5 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 9 8 7 5 3 1 14+67.2 

Tab. 5 
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Z těchto tabulek (viz tab. 1 až 6) jsem viděla, že počet svislých úseček je n - 1. 

Pokud bych velikost obdélníku označila m x n, tak je počet vodorovných mřížových úseček 

m - 1, kromě typu m x 1. 

Pravidelnosti jsou také v počtech úseček, které jsou úhlopříčkou menších obdélníků 

(viz záhlaví tabulek). Pro větší srozumitelnost budu tyto obdélníky nazývat úhlopříčné 

obdélníky a značit a x b. Pokud má obdélník rozměry m x n a v záhlaví je úsečka, která je 

úhlopříčkou obdélníku, jehož a = m, počet úseček narůstá o jednu u každé délky 

úhlopříčky za následujících okolností. Dokud je velikost b menší než n zkoumaného 

obdélníku, je počet úseček nulový. Když je b úhlopříčného obdélníku rovna n, je počet 

úseček jedna. Pokud n vzroste o jednu, vzroste o jednu i počet úseček. S tímto narůstajícím 

n se dojde k takové velikosti obdélníku, že se objeví nová úsečka, jejíž úhlopříčný obdélník 

má b rovnu tomuto n, zároveň paralelně začne narůstat o jednu počet těchto úhlopříček. 

Jinak řečeno, když je obdélník tak veliký, že se objeví poprvé úhlopříčková úsečka, jejíž 

obdélník má a = m a ft = je počet těchto úseček jedna. S narůstajícím n počet o jednu 

narůstá. 

Počet úhlopříčných úseček, jejichž a je menší než m, je roven dvěma, kromě 

obdélníku, jehož n = b. Pokud n = b, je počet úseček roven m-a + 1. Když j e n větší než 

b, je počet úseček 2. Počet úhlopříčných úseček se musí pro konečný výsledek vynásobit 

dvěma. 

V tomto okamžiku, bych uměla vypočítat počet mřížových úseček v jakémkoli 

obdélníku tím, že bych si vypsala, jaké typy úseček tam budou. Dokázala jsem totiž zjistit 

počet všech typů. Například obdélník 1 0 x 9 - > 9 + 8 + 82. 2=181 (viz tab. 7), 11 x 12 

132 (viz tab. 8). 

Při tomto způsobu jsem si vypsala všechny obdélníky a x b, kde a, b mají alespoň 

jednoho společného dělitele (kromě 1), a < m, b < n. Také jsem si napsala počet 

vodorovných a svislých úseček. Vodorovně: m - 1 a svisle: n - 1. Počty úseček axb: m> 

aAn>b;axb-+2 nebo m>a A n=b; axb-*m-a + 1. Nakonec jsem sečetla počty 

vodorovných a svislých úseček a počet úseček v obdélnících axb krát 2. 
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14.11.2005 

Při realizaci experimentu jsem si uvědomila, že jsem u některých obdélníků počítala 

úsečky, které neprocházely žádným vnitřním mřížovým bodem. Proto jsem prošla všechny 

výsledky a hlavně tabulky a opravila chyby. Výsledek hledání byl pro mne celkem 

příznivý, protože kromě obdélníků, jejichž alespoň jedna strana byla rovna 1, se chyba 

nikde nepromítla. U obdélníků 1 x n nebo m x 1 byl počet úseček nula místo jedna nebo m 

- 1 . 

28.12.2005 

Hledala jsem vzorec pro 2 x n. Z tabulky jsem viděla, že počty úhlopříčných úseček 

v každém obdélníku tvoří aritmetickou posloupnost s diferencí 2. Lišil se však první člen 

této posloupnosti. U sudých n byl roven 1, u lichých se rovnal 2. Proto jsem musela 

vytvořit dva vzorce. Oba však začínaly stejným součtem vodorovných a svislých úseček: 1 

+ n - 1. Teď jsem počítala součet úseček a x b. 

2 x 2 —+ ... + 2 . (1) 

2 x 4 - * . . . + 2 . ( 3 + 1) 

2x6—• . . . + 2 . ( 5 + 3 + 1) 

2 x 8 — > . . . + 2 . (7+ 5 + 3 + 1) 

2 x 1 0 — > . . . + 2 . (9+ 7 + 5 + 3 + 1) 

Zobecnit tento součet šlo takto: 

2 x n — > . . . + 2 . ( w - l + « - 3 + » - 5 + ...+ n-(n- 1)). 

Po sečtení n a vytknutí -1 by se dala sečíst posloupnost 1, 3, 5, 7... Proto bylo nutné 

zjistit počet n v každé řadě. Počet n v každé řadě se rovnal nl2. Součet posloupnosti se 

rovnal počet členů děleno dvěma krát (první + poslední člen). Proto: 

2xn - » . . . + 2 

Po úpravách je vzorec pro n dělitelné 2: 2xn->\ + n-\ + 2 
í 2\ n 
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Pro vytvoření vzorce pro liché n jsem postupovala obdobně. (Zatím jsem nebrala 

v potaz 2 x 1 . ) 

2 x 3 - * . . .+2 . (2 ) 

2 x 5 —• ... + 2 . ( 4 + 2) 

2 x 7 — • . . . + 2 . (6+ 4 +2) 

2 x 9 — > . . . + 2 . ( 8 + 6 + 4 + 2) 

Zobecnit tento součet šlo takto: 2 x w —*...+ 2 . (w- 1 + w - 3 + w - 5 + ...+ « - ( » - 2)). 

Rozdíl byl v posledním členu posloupnosti, který se rovnal (n - 2). Také počet n a 

počet členů posloupnosti byl jiriý. Rovnal se 

Vzorec pro n nedělitelné dvěma je: 

> - i ( * + i ) ) 
4 

2 x n - > l + « - l + 2 = 1 + w - 1 + 2 
4 

Postup pro výpočet úseček v obdélnících typu 2 x n lze znázornit takto: 

« = 2 , 4 ,6 . . . 
( ? \ 

+ 2 
n 

+ 2 
4 

n - 3,5 ,7 . . . 

+ 2 + 2 
4 

30.12.2005 

Nyní jsem hledala vzorec pro 3 x n. I tady byl společný začátek tohoto vzorce jako 

součet svislých a vodorovných úseček: 3 x n —> 2 + n + ... Pak jsem počítala počet 
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úhlopříčných úseček 2 x 6 , kvůli kterým jsem znovu rozdělila n na sudé a liché. Pro sudé n 

byl počet těchto úseček součet několika typů úseček, přičemž každý typ úsečky byl 

dvakrát. Počet typů úseček se rovnal n děleno dvěma. Proto součet všech úseček typu 2 x 

n b, pro sudé n: 2 x b -> 2 2— 
l 2 

Pro n liché byl počet těchto úseček stejný, jako pro (« - 1), tedy: 2x6 

Pokračovala jsem vzorcem, který by vyjádřil počet úseček 3 x 6 . 

3 x 2 - + . . . + 0 

3 x 3 - + . . . + 1 

3 x 4 - + ... + 2 

3 x 5 - + . . . + 3 

3 x 6 —»•... + 4 + 1 

3 x 7 - + . . . + 5 + 2 

3x8—». . . + 6 + 3 

3 x 9 - + . . . + 7 + 4 + 1 

3x10—». .. + 8 + 5 + 2 

3 x l l - + . .. + 9 + 6 + 3 

3 x 12 -+ . .. + 10 + 7 + 4 + 1 

n-1 

Viděla jsem, že jde o součet posloupnosti s diferencí 3, ale lišil se její první člen. 

Z tohoto důvodu jsem vytvořila nejdříve vzorec pro n dělitelné třemi (3, 6, 9, 12...), kde 

první člen byl 1. V tomto případě šlo o následující součet: 

3 x 6 - + . . . + w - 2 + » - 5 + « - 8 + . . . + « - ( « - ! ) . 

Musela jsem zjistit počet n a součet posloupnosti - 2 , -5, . . . , - (n - 1). 

n(n-
3 x 6 - + . . . + 2 

í 2 n 

Postoupila jsem k zjišťování vzorce pro n, které po vydělení třemi dává zbytek 1 (4, 

7, 10...). Postupovala jsem obdobně s tím, že poslední člen posloupnosti byl (n - 2). 

3x6 . + 2 
(n-\)n (n-\)n 
" 1 6 

= ... + 2 (n-\)n 
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Teď už mi zbývaly jen 5, 8, 11..., tedy «, které po vydělení třemi má zbytek 2. 

Součet této posloupnosti s posledním členem (» - 3) a počtu n je: 

3x6 . + 2 (n-2)n (n-2)»"\ = ... + 2 '(M-2XM + 1)' 
6 

Původně jsem si rozdělila n podle dělitelnosti třemi s jiným označením. Čísla 4, 1, 

10... jsem značila jako 3/(n -1), znamenalo to, že pokud se od n odečte jedna, lze toto číslo 

vydělit beze zbytku. Obdobně jsem značila čísla 5, 8, 11... 3/(n - 2). Toto značení jsem 

využívala i ve vzorcích pro obdélníky 4 x n, 5 x n a 6 x n. Při konzultaci jsme se ale 

dohodli, že toto značení, které mě připadalo naprosto jednoznačné a logické, je 

„nematematické" a zavádějící. Proto jsem začala skupiny čísel značit pomocí výčtu 

prvků nebo pomocí zbytků, které zůstanou po vydělení určitým číslem. 

Vytvořila jsem postup, kterým by se postupovalo při hledání počtu úseček 

v obdélnících typu 3 x n, podle dělitelnosti n. 

3 X AI 

W^l 

3 xn—• 2 + « - 1 

« = 1 

2 x 1 —• 0 

n-3,5,1.. 

+ 2{n-\) 

n = 3,6,9. . . 
/ ( 

+ 2 n\n-Yl + 2 
l 6 J 

» = 4,7, 10.. 

AMV 

« = 5,8, 11... 

6 
+ 2 
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Přistoupila jsem k hledání vzorce pro 4 x n. Součet svislých a vodorovných úseček 

byl 3 + n - 1... Při hledání počtu úseček 2 x 6 jsem znovu rozdělila n na dělitelné a 

nedělitelné dvěma. 

4 x n —* 2 x b 

4 x 2 —» 3 

4 x 3 —• 2 Součet 2 x b je pro n dělitelné dvěma je (n + 1), pro n liché je 

4 x 4 —» 2 + 3 tento součet (n - 1). 

4 x 5 —»2 + 2 

4x6—»2 + 2 + 3 

4x7—>2 + 2 + 2 

Protože se připočítává nová dvojka v každém třetím obdélníku, bylo třeba rozdělit n 

pode dělitelnosti třemi. 

4 x n —»3 x b 

4 x 2 —» 0 n = 3 ,6 ,9 . . . 

4 x 3 —» 2 i a ^ o 2 " 
3x6 -» 2 — 

4 x 4 —»2 3 

4 x 5 —» 2 /1 = 4,7,10. . . 
4 x 6 —»2 + 2 

4 x 7 —» 2 + 2 3 

« /i = 5,8,11. . . 
4 x 8 —» 2 + 2 
4 x 9 - ^ 2 + 2 + 2 3 x 6 - > 2 2 ( " ~ 2 ) 

3 
4x10—»2 + 2 + 2 

V typu 4 x 6 jde znovu o aritmetické posloupnosti, tentokrát s diferencí 4. Poslední 

člen posloupnosti je {n - 1) nebo (n - 2), podle toho je-li n dělitelné dvěma. 

4 x /i —» 4 x 6 « = 2,4,6. . . 

4x6 2 — 

4 x 3 —» 2 4 

4 x 4 —» 3 + 1 
4 x 5 - » 4 + 2 « = 3 ,5 ,7 . . . 

4x6—>5 + 3 + 1 = 

4 x 7 - ^ 6 + 4 + 2 4 4 
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Postup pro 4 x n je: 

Zkoumání 5 x n bylo podobné jako u menších m. Svislé a vodorovné: 5 xn —> 4 + « - 1... 

5 x n -*2 xb n = 2, 4, 6... 

5 x 2 —* 4 2 x b 2{n + 2) 

5 x 3 —> 2 

5 x 4 - + 2 + 4 w = 3, 5, 7... 

5 x 5 —>2 + 2 2 x 6 - > 2 ( « - l ) 

5 x 6 —>2 + 2 + 4 
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n = 3 ,6 ,9 . . . 

5 x /1 —• 3 x 6 t 2
2 m + 3 

5 x 2 —>• 0 3 

5 x 3 - ^ 3 /1 = 4 ,7 ,9 . . . 

5 x 5 —• 2 

5 x 6 —• 2 + 3 

2 ( » - l ) 5 x 4 —• 2 3x6 2 
3 

/i — 5,8,11. . . 

„ , 2(h - 2) 
3x6 —> 2— ^ 

5 x « —• 4 x b 

5 x 2 —• 2 

5 x 3 —• 2 

5 x 4 —> 2 + 2 

5 x 5 2 + 2 

5x6—>2 + 2 + 2 

/i = 2,4,6... 

5 x 6 —• 2n 

/i = 3,5, 7... 

5 x 6 - + 2(H -1) 

5 x /i —» 5 x 6 

5 x 5 ^ 1 

5 x 6 —• 2 

5 x 7 —> 3 

5 x 8 —+ 4 

5 x 9 —> 5 

5 x 10 —> 6 + 1 

/1 = 5,10,15.. . 

3x6 —> 2— z 

10 

/1 = 6,11,16.. . 

„ , (a? -1 V« - 2) 
3x6 —> 2 - ^ z 

10 
« = 7,12,17.. . 

3x6 -> 2 - ^ z 

10 

/1 = 8,13,18.. . 

„ , _ (n -3)n 
3x6 2 -

10 n = 9,14,19.. . 

10 
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6 x n —> 5 + #i - 1 . . . 

6 x #t —> 2 x b 

6 x 2 —> 5 

6 x 3 —* 2 

6 x 4 —» 2 + 5 

6 x 5 —»2 + 2 

6x6—»2 + 2 + 5 

6x7—»2 + 2 + 2 

6x8—»2 + 2 + 2 + 5 

6x9—»2 + 2 + 2 + 2 

6 x 10 - » 2 + 2 + 2 + 2 + 5 

n = 2,4,6... 

2x6—» 2(n + 3) 

/i = 3, 5, 7... 

2x6—» 2(H- 1) 

6 x « —»3 x 6 

6 x 3 - ^ 4 

6 x 4 —» 2 

6 x 5 —> 2 

6 x 6 - ^ 2 + 4 

6 x 7 —» 2 + 2 

6 x 8 —» 2 + 2 

6x9—»2 + 2 + 4 

6 x 1 0 - ^ 2 + 2 + 2 

/i = 3 ,6 ,9 . . . 

3x6 —» 2 Í — + 2 
u . 

11 = 4, 7,9. . . 

/1 — 5,8,11. . . 

3x6 —> 2 
v / 

6 x n —» 4 x b 

6 x 2 —» 3 

6 x 3 - » 2 

6 x 4 - ^ 2 + 3 

6 x 5 —»2 + 2 

6 x 6 - ^ 2 + 2 + 3 

6 x 7 - ^ 2 + 2 + 2 

6x8—»2 + 2 + 2 + 3 

6x9—»2 + 2 + 2 + 2 

6 x 1 0 - > 2 + 2 + 2 + 2 + 3 

n = 2,4, 6... 

4 X 6 —> A7 + 1 

n — 3,5, 7... 

4 X 6 —> 77 - 1 
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6xn-*5\b 

6 x 5 —> 2 

6 x 6 —> 2 

6 x 7 —> 2 

6 x 8 —> 2 

6 x 9 —> 2 

6 x 1 0 - ^ 2 + 2 

6x11—>2 + 2 

6 x 12—>2 + 2 

6 x 13 - + 2 + 2 

6 x 14-+2 + 2 

6 x 15->2 + 2 + 2 

« = 5,10,15... 

5xn-> 2 — 
5 

n = 6, 11, 16... 

5 

17... 

2 (n- 2) 
5 

18... 

2 ( « - 3) 
5 

19... 

2(n- 4) 

10 + 9 + 8 + 6 + 4 + 3 + 2 

11 + 10 + 9 + 7 + 5 + 4 + 3 + 1 

12+ 11 + 10 + 8 + 6 + 5 + 4 + 2 

14+13 + 12+10 + 8 + 7 + 6 + 4 + 2 + 1 

2.1.2006 
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6 x 1 7 - > 1 6 + 1 5 + 1 4 + 1 2 + 1 0 + 9 + 8 + 6 + 4 + 3 + 2 

6 x l 8 - > 17 +16 + 15 + 13 + 11 + 10 + 9 + 7 + 5+ 4 + 3 + 1 

6 x 1 9 - > 1 8 + 1 7 + 1 6 + 1 4 + 1 2 + 11 + 1 0 + 8 + 6 + 5 + 4 + 2 

6 x 2 0 - > 1 9 + 1 8 + 1 7 + 1 5 + 13+ 1 2 + 1 1 + 9 + 7 + 6 + 5 + 3 + 1 

6 x 2 1 - > 2 0 + 1 9 + 1 8 + 1 6 + 1 4 + 1 3 + 1 2 + 1 0 + 8 + 7 + 6 + 4 + 2 + 1 

6 x 2 2 ->21 +20 + 19 +17 + 15 + 14 + 13 + 11+9 + 8 + 7 + 5 + 3 + 2 + 1 

6 x 2 3 - > 2 2 + 21 + 2 0 + 1 8 + 16+ 15+ 14+ 12+ 10+ 9 + 8 + 6 + 4 + 3 + 2 

6 x 2 4 - > 2 3 + 22+ 21 + 19+ 17+ 16+ 15+ 13+ 11 + 1 0 + 9 + 7 + 5 + 4 + 3 + 1 

6 x 25 -> 24 + 23 + 22 + 20 + 18 +17 + 16 + 14 + 12 + 11 + 10 + 8 + 6 + 5 + 4 + 2 

6 x 26 ->25 + 24 + 23 +21 + 19 + 18 + 17 + 15 + 13 + 12 + 11 + 9 + 7 + 6 + 5 + 3 + 1 

6 x 27 -> 26 + 25 + 24 + 22 + 20 + 19 + 18 + 16 + 14 + 13 + 12 + 10 + 8 + 7 +6 + 4 + 2 + 

+1 

Abych zjistila, jak tyto řady fungují, zkoumala jsem rozdíly mezi jednotlivými členy, 

abych určila diferenci. Věděla jsem, že tyto řady budu obtížné, protože 6 je dělitelné jak 

dvěma, tak třemi. 

6 x n ... rozdíly mezi sousedními členy (členy řazeny sestupně) 

6 x 3 ... 1 

6 x 4 ... 1,1 

6 x 5 ... 1, 1 

6 x 6 ... 1,1,2 

6 x 7 ... 1, 1,2 

6 x 8 ... 1, 1,2,2 

6 x 9 . . . 1, 1,2,2, 1 

6 x 10 ... 1, 1,2,2, 1, 1 

6 x 1 1 ... 1, 1,2,2, 1, 1 

6 x 12 ... 1, 1,2,2, 1, 1,2 

6 x 13 ... 1, 1,2,2, 1, 1,2 

6x 14 ... 1, 1,2,2, 1, 1,2,2 

6 x « . . . 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2 ... 

Z těchto rozdílů bylo jasné, že by se každá řada musela rozdělit na 4 posloupnosti. 

Diference 1., 5., 9. až (4k-3). členu je 6. Diference 2., 6. ...(4k-2). členu je také šest. 

Diference 3., 7. ... (4k-l). členu = 6. A diference 4., 8.,. . . (4k). členu je také 6. 
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Teď jsem musela zjistit, která n mají stejnou posloupnost úseček 6 x 6 . Hledala jsem 

je pomocí rozdílů mezi členy. Měli by k sobě patřit ty, jejichž rozdíly končí stejně a stejné 

jsou i poslední členy. 

7.1.2006 

Z toho mi vycházelo, že k sobě patří 3, 9, 27..., protože členy mají rozdíly podle 

pravidla 1-1-2-2-1-1-2-2... 1-1-2-2-1 a členy posloupnosti jsou ...6, 4, 2, 1 Tato n (3, 9, 

27...) jsou mocniny čísla 3. Počet členů je — . 

Další skupinu tvoří n = 6, 12, 18, 24..., což jsou násobky šesti. Rozdíly vedlejších 

členů (řazeno od největšího knejmenšímu) jsou 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-1-1-2. Poslední 

4 n 
členy jsou ...5, 4, 3, 1. Počet členů je — . 

6 

Stejná posloupnost členů je i u čísel 5, 11, 17, 23... Rozdíly: 1 -1 -2-2-1-1 -2-2...2-2-

1-1 a nejmenší členy: ...6,4, 3,2 a počet členů: + . 
6 

Stejnou posloupnost tvoří i členy n = 7, 13, 19... Čísla s rozdíly 1-1-2-2-1-1-2-2...2-

4(w-l) 
2-1-1-2 (stejně jako n/6). Nejmenší členy ...6, 5 ,4 ,2 a jej ich počet j e — 

Posloupnost sdiferencí 6 tvoří i čísla n = 4, 10, 16..., součty úseček tvoří 

posloupnost s rozdíly mezi členy 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-1-1 a nejmenší členy jsou . . .3, 2, 

1. Počet členů lze spočítat ze vztahu 4(« + 2) L 

Teď už zbývalo jen n = 2, 8, 14, 20..., rozdíly mezi počty úseček tvoří posloupnost 

s rozdíly mezi členy 1-1-2-2-1-1-2-2. ..2-2-1-1-2-2, nejmenší počty úseček jsou ...6, 5, 3, 1 

4 Í« -2 ) 
a počty členů jsem zjistila ze vztahu — +1. 
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8.1.2006 

Pro sjednocení jsem přepsala n podle dělitelnosti spolu s výpočtem počtu 

členů počtem členů. 

4 n 
n = 6 , 1 2 , 1 8 . . . » — 

6 

n = 7,13,19... » i f c z l ) 
6 

« = 2 ,8 ,14. . .» + l 
6 

« = 3 ,9 ,27. . .» 4 ( " ~ 3 ) + 2 
6 

« = 4,10,16... » 4 ( " ~ 4 ) + 3 
6 

« = 5,11,17. . .» 4 ( " ~ 5 ) + 3 . 

Nyní by zbývalo u každého druhu n (podle dělitelnosti šesti) vypočítat součty všech 

čtyř posloupností, které tvoří počty úseček 6 x b . 

Na konzultaci mi bylo zakázáno dál pokračovat v hledání vzorců pro různé 
velikosti obdélníků, což mě docela mrzelo, protože jsem chtěla začít zobecňovat 
postupy pro obdélníky m x n. 

V této úloze jsem klasifikovala úsečky podle toho, jakého čtverce/obdélníku jsou 

úhlopříčkou nebo zda jsou rovnoběžné či svislé. Vlastně jsem je dělila podle jejich délky. 

Mohla jsem je však dělit i podle jiných kritérií - podle počtu vnitřních mřížových bodů 

nebo podle toho, ve kterém bodu na obvodu zkoumaného obdélníku mají krajní body. (Šlo 

by pouze o polovinu obvodu -jedna strana vodorovná a jedna svislá). 
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3 Teoretický odkaz na analýzu 
Pro analýzu myšlenkových procesů v experimentech a při řešení úlohy (viz kap. 4—5) 

využívám teorie M. Hejného, jež je popsána v práci (Hejný, 2004). Z této práce využívám 

myšlenky, které jsem zpracovala v následující kapitole. 

Poznávací proces 
Pokud jsou znalosti a informace, které žák získá, uloženy jako izolovaná fakta a 

nejsou dostatečně strukturována, nazývají se tyto znalosti formální. V matematice jde 

nejčastěji o pamětně naučené algoritmy, vzorce, definice a fakta. Opakem je 

konstruktivistický přístup, kdy se žák poznatku dobere sám. V tomto přístupu nejsou 

nej důležitější jednotlivé poznatky, ale schopnosti a celkový rozvoj intelektu. 

Mechanizmus nabývání matematického poznání 

1. Hladina motivace. 

2. Hladina izolovaných modelů. Získávání zkušeností s konkrétními případy. Konečné 

poznání bude pevnější, tím více, čím více bude těchto modelů. 

3. Zobecnění. Izolované modely na sebe začnou poukazovat, seskupovat se a organizovat, 

čímž dojde k jejich strukturaci a hlubšímu vhledu do poznávaného. Tím ve vědomí 

vznikne generický model. 

4. Hladina generických modelů. Generické modely jsou jakýmsi prototypem izolovaných 

modelů a mohou zastupovat všechny jednotlivé izolované modely. Generických 

modelů se postupně objeví více, proto je důležité jejich uspořádání. 

5. Abstraktní zdvih —* abstraktní poznání. Soubor izolovaných a generických modelů je 

restrukturován a nový vhled má abstraktnější charakter, jež může být provázen 

symbolickým záznamem reprezentujícím novou strukturu. 

6. Hladina krystalizace. Nové poznání je propojeno s předchozími vědomostmi. Nejprve 

na úrovni modelů, později na úrovni abstraktního poznání, což bývá dlouhodobý 

proces. 
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Hladina automatizace je nácvik známého a do poznávacího procesu nepatří a někdy 

v tomto procesu může hrát negativní roli. 

Ačkoliv výše popsaný průběh poznávacího procesu odpovídá časovému průběhu, 

nová zkušenost se většinou otiskuje do několika hladin najednou. 

Izolované modely 

Doba, kdy modely příštího poznatku postupně přicházejí do vědomí, lze rozdělit na 

pět fází. 

1. První model je zárodkem příštího poznání. 

2. Další izolované modely, které zatím stojí samostatně. 

3. Shlukování některých modelů, které jsou v něčem „stejné". 

4. Hledání podstaty „stejného". Izolované modely tvoří komunitu. 

5. Obohacování izolovaných, modelů, ale ve vědomí je již model generický nebo 

poznatek. 

Zobecnění a generický model 

Generický model je strukturovaný princip, vytvořený strukturou izolovaných modelů. 

Tento model dává vhled do této komunity a je prototypem izolovaných modelů. Podstatou 

generického modelu je vidět v konkrétním modelu reprezentanta celé třídy objektů. Proces 

objevování a objevení generického modelu je zobecněním. Jde o uzření nové abstraktní 

skutečnosti. 

Strategie gradace je strategie účinná v mnoha úlohách. Úloha se rozloží na dílčí 

úlohy, které jsou vyřešeny nějakými generickými modely. Soubor těchto generických 

modelů nižší úrovně se stává souborem izolovaných modelů pro původní úlohu. 

Abstrakce a abstraktní poznání 

Generický model na rozdíl od abstraktního poznání má stejnou úroveň abstrakce 

jako modely izolované. Abstraktní poznání je opřeno o jazyk a symboliku. Přechod 

z roviny generických modelů do roviny abstraktního poznání se nazývá abstrakční zdvih. 

48 



Když je cesta řešením aneb Tři úlohy v prostředí čťverečkovaného papíru 

4 Experiment 
V této fázi diplomové práce, poté co jsem sama řešila úlohy (viz kap. 2), jsem chtěla 

zjistit, jak by podobné úlohy řešili žáci 1. stupně základní školy. Proto jsem se zamýšlela 

nejen nad formulací úloh pro žáky, ale i celým scénářem experimentu. 

4.1 Scénář 
Hned od počátku mi bylo jasné, že s žáky vyzkouším jednak úlohu o hledání počtu 

cest a též úlohu o mřížových úsečkách v obdélnících. Úlohu o trojúhelnících jsem nechtěla 

zařadit do svých experimentů se žáky, protože i pro mne byla příliš náročná a pro žáky 1. 

stupně až neuchopitelná. Při zamyšlení se o náročnosti všech mnou řešených úloh jsem se 

rozhodla, že experimenty povedu se žáky 5. ročníku. 

Před vlastním experimentem provedu klimatický rozhovor na téma, co mají právě za 

předmět, který předmět žáka baví, proč jsem navštívila jejich školu apod. Před prvním 

úkolem se žáka zeptám, zda zná prostředí čtverečkovaného papíru, zda sním někdy 

pracoval. 

První úlohu Hledání počtu cest jsem si pro účely experimentu připravila takto: 

a) Před žáka položím obdélník typu 1 x 3 (viz obr. 1), vyznačím levý dolní a pravý horní 

roh obdélníku jako výchozí a cílový bod cestování a řeknu: Budeme cestovat po tomto 

obdélníku tak, abych se dostala z tohoto rohu (ukážu na levý dolní roh) do tohoto rohu 

(ukážu na pravý horní roh). Je možné cestovat jen po vyznačených čarách a jen 

doprava a nahoru (K tomu nakreslím vedle obrázku šipky označující uvedené směry). 

Ukáži jednu cestu: —>f—> a vyzvu žáka, aby našel další. V případě žákova 

nepochopení „projdu" další cestu a takto budu pokračovat, dokud žák neuchopí situaci 

sám. Na závěr je žák vyzván, aby řekl, kolik cest bylo nalezeno. 

Obr. 

b) Nabídnu obdélníky typu 1 x n (kde n postupně narůstá od 1: 1 x 1, 1 x 2, 1 x 3, ...) a 

vyzvu žáka, aby určil počet cest pro každý obdélník zvlášť. První obdélník 1 x 1 
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nakreslím sama, další si žák vyznačí sám. Úloha bude pro žáka vyřešena v momentě, 

kdy nebude cesty hledat, ale přičítat jedna k předchozímu počtu cest. Když neuvidí 

pravidlo nárůstu, poradím mu zapsání počtů cest do tabulky. 

c) Dalším úkolem pro žáka bude zjistit počet cest u obdélníku 1 x 100. U takto velkého 

obdélníku již nepředpokládám zjišťování počtu cest hledáním po jedné, ale 

uvědoměním si, že v předchozím úkolu vždy počet cest byl o jedna větší než počet 

čtverečků v daném obdélníku. Obdobným úkolem je zjistit počet cest u obdélníku 1 x 

1000 a 1 x 1758. Po žákově odpovědi následuje výzva, aby žák vysvětlil jakým 

způsobem k tomu dospěl. 

d) Posledním úkolem je najít počet cest u obdélníku typu 2 x 1 , 2 x 2 , 2 x 3 a 2 x 4 . 

Předpokládaná doba trvání: 10 min. 

Předpověď: 

Děti rychle pochopí způsob, jakým se po čtverečkové síti cestuje a jak se počítají 

cesty. Předpokládám, že u typu 1 x n nebudou s hledáním počtů cest problémy, protože 

tento typ je „přehledný". Jelikož n bude narůstat postupně, uvidí brzy, že počet cest narůstá 

postupně o jednu a je o jednu větší, než je počet čtverečků. Na mou otázku ohledně počtů 

cest u 1 x 100, 1 x 1000 a 1 x 1758 asi odpoví správně nebo místo aby jednu přičetli, 

jednu odečtou. U typu 2 x n začnou problémy možná už u typu 2 x 2 , ale asi určitě u 2 x 3, 

protože je zde těžké evidovat všechny cesty, které už byly „projity". 

Pro experiment jsem si úlohu Mřížové úsečky v obdélnících připravila následovně: 

a) Před žáka položím několik předkreslených obdélníků ve čtvercové síti (3 x 1, 2 x 2, 2 x 

4, 2 x 5, 3 x 3, 3 x 4, 4 x 5, 1 x 8, 2 x 8, 1 x 1). (viz obr. 2) 

= M l l l l l l l I M I i j I I I • 

Obr. 2 
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b) Vysvětlím, že budeme zjišťovat počty mřížových úseček v těchto obdélnících. 

Nakreslím obdélník 2 x 3 (viz obr. 3) a na něm vysvětlím, co mřížová úsečka je: kde 

musí být její krajní body a že musí procházet vnitřním mřížovým bodem. Jako příklad 

použiji dvě mřížové úsečky, jednu rovnoběžnou s mříží a druhou úhlopříčnou. Pokud 

nepochopí, co je mřížová úsečka, znázorním další mřížové úsečky. 

Obr. 2 i 

c) Nyní žáka vybídnu, aby značil v předložených obdélnících všechny mřížové úsečky a 

zjistil jejich počet v každém z nich. Pokud si žák nebude jistý, zda nelezená úsečka je 

nebo nem mřížová, bude moci použít pravítko nebo si obrázek překreslit. 

d) Budu sledovat, které úsečky a v jakém pořadí žák najde. Zajímá mě, jestli si děti 

uvědomí, že počet úhlopříčných úseček z levého horního mřížového bodu do dolního 

pravého mřížového bodu je stejný jako počet úseček z pravého horního mřížového 

bodu do levého dolního mřížového bodu, a proto lze najít jen úsečky jednoho typu a 

jejich počet vynásobit dvěma. Budu též evidovat, zda zapomínají, že úsečka musí 

procházet vnitřním bodem, a jak budou reagovat na typ l x l . 

Předpokládaná doba trvání: 10 min. 

Předpověď: 

Čím víc bude v určitém obdélníku úseček, tím více jich bude chybět. Děti se mohou 

zarazit u obdélníku 3 x 4, a to proto že budou zkoumat, jestli úhlopříčka obdélníku 3 x 4 je 

mřížová. 

Způsob evidence: 

Magnetofonová nahrávka + písemné poznámky o zápisech, které žák provede. 
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4.2 Výpisky z protokolů experimentů a jejich analýza 
Experiment jsem provedla se třemi žáky 5. ročníku na prvostupňové základní škole. 

Experiment jsem provedla při jednom setkání, kdy jsem si děti postupně „půjčovala" ze 

třídy. 

Na základě magnetofonových nahrávek a mých poznámek vznikly protokoly (viz 

příloha č. 5) a z nich následně výpisky, které se staly podkladem pro analýzu. 

4.2.1 Experiment David 

Podle třídní učitelky je David schopný bystrý žák, se kterým se dobře spolupracuje. 

Vyniká zejména v matematice. 

Jméno: David 

Věk: 11 let 

Datum: 14.11.2005 (pondělí, první vyučovací hodina) 

Místo: odpočinkový koutek na chodbě školy 

Na základě klimatického rozhovoru jsem se dozvěděla, že David přišel ve škole do 

styku se čtverečkováným papírem pouze jednou, a to v předmětu výtvarná výchova. 

4.2.1.1 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Hledání počtu cest) 

a) Princip cestování ihned pochopil (vysvětlen na typu 1 x 3). Ihned ukazoval další cesty 

a všechny objevil (viz příloha č. 2/1). 

b) Nakreslila jsem typ 1 x 1 a David správně určil počet cest. Postupně si sám načrtával 

obdélníky a správně určoval počty cest. Po obdélníku 1 x 4 si omylem nakreslil 

obdélník 1 x 6 a správně určil počet cest 7, ihned si to uvědomil a narýsoval 1 x 5, kde 

bez hledání určil počet cest 6. Zde už poznal, že cesty narůstají postupně o jednu. Počty 

cest na typech 1 x n hledal rychle bez značení. 

c) Na otázku „kolik cest by bylo v obdélníku 1 x 100" s malým váháním odpověděl 101. 

Jeho odpověď jsem schválila a u 1 x 1000 a 1 x 1758 již bez váhání odpověděl správně. 

Ptala jsem se, jak je možné, že mi dokáže opovědět bez počítaní. Řekl, že je to vždy o 

jednu větší. 
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d) Velmi rychle našel cesty v typu 2 x n následujícím způsobem: 

2 x 1 —» 3 šlo o cesty: —>ff, zde uvedl, že to stejné jako u předchozího 

úkolu 1 x 2 . 

2 x 2 4: í t , T->—T, - í t -

2 x 3 —»• 5: -»—>->TT, t - — 

2 x 4 -»• 6: T í — — » ~ > í í , í - » — í — » — » - T — í — ^ — ^ T — — 

t - f - * - — 

Analýza 

b) Díky tomu, že se spletl a nakreslil si místo obdélníku 1 x 5 obdélník 1 x 6, tedy byla 

narušena posloupnost, což upoutalo jeho pozornost a tím si plně uvědomil, že počty 

cest se postupně zvyšují o jednu. 

c) Tím, že byla správná jeho odpověď na počet cest v obdélníku 1 x 100, potvrdil si svoji 

domněnku, že počet cest je o jednu větší než počet čtverečků. Pravděpodobně by jeho 

reakce byly jiné, kdybych mu správnost jeho odpovědi u 1 x 100 ihned nepotvrdila. 

Žák by se musel znovu sám ujistit o správnosti řešení úlohy, dokonce by možná musel 

úlohu řešit od začátku, čímž by se upevnila jeho poznání o strategii použité při řešení 

této úlohy. 

d) Jako první u obdélníků 2 x n našel vždy cesty po obvodu, protože tyto cesty jsou již na 

obrázku značené a jako první upoutají pozornost. U těchto cest, které jsou hranicí 

obrázku verbalizoval jen viděné. V typu 2 x 2 jako první nalezl cesty mantinelové. U 

dalších je jeden úsek je tvořen kroky stejného typu, vnímá zde jakousi „příbuznost" 

těchto cest s cestami mantinelovými. Vidíme, že ho zde nenapadlo „odbočovat" mimo 

hranici obrázku. I v obdélníku 2 x 3 nalezl nejprve cesty mantinelové. Třetí cesta je „ 

příbuzná" jako cesty v typu 2 x 2 („odbočování" na hranici obrázku). Tato cesta 

způsobí vynoření horní řady čtverečků, což evokuje žákovi předchozí úlohu (1 x n). 

Proto zde nalézá poslední dvě cesty a je spokojen, že počet cest vzrostl o 1 jako u 1 x n. 

Tutéž (viz 2 x 3 ) strategii používá i u typu 2 x 4 , kde tak počet cest znovu vzrůstá o 1. 

Zde se vyskytuje běžný jev, který nazýváme transfer poznatku a strategie z jedné úlohy 

na druhou. Žák díky úspěšnosti strategie u úlohy 1 x n využil téže strategie pro úlohu 

2 x n, aniž by si uvědomil nedostatečnost této strategie. Jako nezkušený experimentátor 
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jsem nechtěla narušit připravený experiment, ale dnes vidím, že jsem mohla reagovat 

jinak. Například ukázat jednu z cest, kterou nenalezl a tím vyprovokovat další hledání. 

4.2.1.2 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Mřížově úsečky) 

a) Vysvětlila jsem mu, jaké úsečky bude hledat. 

b) (Viz příloha č. TM.) 

3 x 1 —• 2 vodorovné úsečky. 

2 x 2 —• Červená, zelená - celkem 2 úsečky.(Úsečky 

žáci zakreslovali tužkou. Úsečky jsem označila 

barevně pro lepší vysvětlení postupu žáků.) 

2 x 4 — » Postupně našel úsečky: červená, čárkovaná 

červená, zelená, čárkovaná zelená, modrá a modrá 

čárkovaná. Nakonec 1 vodorovná, ale když měl říci 

konečný počet spletl se a řekl 8 úseček. 

2 x 5 —>• Stejným způsobem jako u typu 2 x 4 našel úhlopříčné úsečky 2 x 2 , poté jednu 

vodorovnou a 4 svislé, počet úseček byl 13. 

3 x 3 - » Nejdříve našel červenou, zelenou, modrou a 

fialovou. Nyní řešil problém, jestli jsou úhlopříčné 

úsečky 3 x 3 opravdu mřížové. Nabídla jsem mu, ať si 

obrázek překreslí nebo použije pravítko. Obrázek si 

překreslil, ale jelikož úsečky nebyly nakresleny přesně, 

řekl, že se na straně nekříží a dále s nimi nepočítal. 

Nakonec zakreslil 2 vodorovné úsečky (shora) a 2 úsečky 

svislé (zleva). Konečným výsledkem však bylo 6 úseček. 

K 
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3 x 4 —• Nejprve se snažil zjistit, zda úhlopříčka 

obdélníku 3 x 4 bude mřížová, ale jelikož byla „kousek 

vedle", začal hledat další úsečky. Zde určil jako 

mřížové úhlopříčky 3 x 3 , které předtím zavrhl: 

červená, zelená, modrá a fialová. Nakonec 3 svislé 

(zleva) a 2 vodorovné (shora). Jako konečný počet 

uvedl devět. 

4 x 5 —> Nejprve zakreslil 4 svislé úsečky 

(zleva), 3 vodorovné (shora). Pak zakreslil 

červenou, zelenou, modrou a fialovou. 

Konečným výsledkem bylo 11. • 

1x8—» Zde rychle uvedl 7 svislých úseček. 

2 x 8 —• Nejprve 7 svislých úseček, 1 

vodorovná. Úsečky zakreslil 

následovně: červená (plná, 

čárkovaná), zelená (plná, čárkovaná), 

modrá (plná, čárkovaná), fialová 

(plná, čárkovaná) ... tímto způsobem 

pokračoval až do konce. Takto jich 

nalezl 14. Celkem uvedl 22 úseček. 

l x l —• Bez váhání uvedl 0 úseček. 

Analýza 

V obdélníku 3 x 1 žák ještě neuchopil celé zadání úlohy. Na počátku sice říká, že 

všemu rozumí, ale podmínek je tolik, že všechny nedodržuje. Proto v obdélníku 3 x 1 

vyznačuje vodorovné úsečky. Sice jsou mřížové, ale neprochází žádným vnitřním 

mřížovým bodem. Tato úloha nemá řešení. Až teprve u této analýzy si uvědomuji, jak 
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náročnou první úlohu jsem zvolila. Žák neměl možnost využít všechny podmínky (pro 

úsečky) formulované v zadání. 

Dřívější vyznačení dvou vodorovných úseček v obdélníku 3 x 1 podsouvá i řešení 

úlohy v obdélníku 2 x 2 , proto vyznačuje též dvě úsečky (úhlopříčné) úplně jiného typu 

než v obdélníku 3 x 1 . 

Stejným způsobem řeší i úlohu v obdélníku 2 x 4 . Nahlásí 6 úseček stejného typu 

jako u obdélníku 2 x 2 , který mu opět podsunul řešení. Navíc uvádí vodorovnou úsečku, 

která se vynořuje díky průsečíkům vyznačených úhlopříčných úseček. Nevidí svislé úsečky 

ani úhlopříčky 2 x 4 . uvádí chybný počet evidovaných úseček - domnívám se, že 

vodorovnou úsečku započítal dvakrát. 

Oproti předchozímu řešení (2 x 4) u úlohy 2 x 5 navíc zakresluje svislé úsečky 

(všechny). I zde chybí úhlopříčky 2 x 4 . Navíc uvádí správný počet všech nalezených 

úseček. Je vidět, že čím déle pracuje s úlohou, narůstá jeho vhled do ní. 

Zcela jiný formát útvaru - čtverec 3 x 3 - se stává náročnější úlohou pro žáka. Opět 

z předchozí úlohy přenáší vidění úhlopříčky 2 x 2 , které nachází všechny. (To v tomto 

formátu nebyl snadné.) U obdélníku 3 x 3 registruje tvar čtverce a to mu napovídá, že zde 

měla být úhlopříčka 3 x 3. Tu naznačuje, ale není si jistý. Jako experimentátor jsem na něm 

pozorovala úbytek energie způsobený řešením a nejistotou, proto jsem ho vybídla 

k překreslení obrázku pro zvýšení přehlednosti. Ovšem ani toto překreslení nedodalo 

žákovi jistotu v řešení, protože obě úsečky kreslí nepřesně. (Chybí mu střed úsečky jako 

mřížový bod, proto střed vyznačené úsečky směřuje k nejbližšímu mřížovému bodu.) Tuto 

úsečku tak zamítá. Dále správně zaeviduje vodorovné a svislé úsečky. Chybně uvádí počet 

všech evidovaných průseček, což je způsobeno vysílením z celého řešení úlohy. 

Jeho hledání v obdélníku 3 x 4 opět potvrzuje myšlenku, že čím déle David pracuje 

s úlohou, zlepšuje se jeho vhled. Své řešení začíná zkoumáním úhlopříčky 3 x 4 pomocí 

pravítka, kterou zamítá, protože u ní správně zjišťuje, že nesplňuje podmínku existence 

vnitřního bodu. Pravítko mu pomáhá zjistit, že úhlopříčka 3 x 3 splňuje všechny podmínky. 

Tyto úhlopříčky nachází všechny. Svislé a vodorovné označuje všechny. Je zajímavé, že 

neeviduje úhlopříčku 2 x 2 . Domnívám se, že jsou podvědomě nahrazeny úhlopříčkami 3 x 

3. Davidův „nadhled" nad úlohou způsobí, že uvádí správný počet nalezených úseček. 

U obdélníku 4 x 5 David používá stejnou strategii jako v předchozí úloze 

s obdélníkem 3 x 4 . Jeho vhled mu umožní hledat skupiny úseček v jiném pořadí. 

(Úhlopříčky 3 x 3 jsou opět nahrazeny úhlopříčkami 4 x 4 a úhlopříčky 3 x 3 a 2 x 2 jsou 

vynechány.) 
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Úlohu s obdélníkem 1 x 8 opět vyřešil rychle (stejně jako na začátku 3x1) . Zakreslil 

všechny svislé úsečky uvnitř obdélníku, ale neuvědomil si podmínku zadání úlohy. 

V předposlední úloze 2 x 8 používá stejnou strategii jako v úloze s obdélníkem 4 x 5 . 

Eviduje všechny svislé, pak vodorovnou a pak systematicky vyčerpává všechny úhlopříčné 

2 x 2 . Znovu nevidí jiný typ úseček, než je úhlopříčka čtverce, která pro něj má dominantní 

význam. 

Úlohu l x l vyřešil správně. 

Komentář 

Jak jsem již několikrát v analýze naznačila, David si postupně vytvořil svůj vlastní 

systém vyhledávám úseček. To mu byl umožněno v rámci experimentu. Pravděpodobně 

v instruktivistickém přístupu k vyučování by mu nebylo umožněno tento systém najít, 

protože by se hned na začátku dozvěděl, že jeho řešení není správné, tudíž by mu nebylo 

umožněno se rozvíjet v matakognitivní dovednosti - vytvořit si systém. Zůstává ovšem 

otázkou, jak Davida (konstruktivisticky) navést na objev opomenutých úseček. Jednou 

z možností je mu nabídnout kontrolu počtu svých cest přes určování počtu jednotlivých 

úseček z bodu na obvodu obdélníku. 

4.2.2 Experiment Adéla 

O Adéle mi třídní učitelka řekla, že patří mezi průměrné žáky, ale že by pro 

experiment mohla být vhodná, protože je komunikativní a není stydlivá. Matematika prý 

není Adélinou silnou stránkou. 

Jméno: Adéla 

Věk: 11 let 

Datum: 14.11.2005 (pondělí, první vyučovací hodina) 

Místo: odpočinkový koutek na chodbě školy 

Z klimatického rozhovoru vyplynulo, že prostředí čtverečkovaného papíru bude pro 

tuto dívku nové. 
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4.2.2.1 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Hledání počtu cest) 

a) Vysvětlení cestování bylo bez problémů a správně určila počet cest v obdélníku 1 x 3 

(viz příloha č. 3/1). 

b) Nakreslila jsem jí čtverec 1 x 1 a Adéla správně určila dvě cesty. Pak si dle mého 

pokynu (např. „Co kdyby tam byly dva čtverečky.") nakreslila obdélník 1 x 2 a správně 

našla počty cest (3 cesty). Tak tomu bylo do obdélníku 1 x 4. V žádném z obdélníků si 

cesty neznázorňovala. Od obdélníku 1 x 5 cesty hledala z hlavy, nepotřebovala si 

nakreslit ani obdélníky ani cesty, ale vždy potřebovala čas, aby všechny cesty 

spočítala. Až u obdélníku 1 x 7 bez váhání ihned určila počet cest. 1 x 1 —• 2 cesty, 1 x 

2—>3, 1x3—»4, 1x4—>5, 1x5—>6, 1 x 6 — > 7 a l x 7 — » 8 cest. 

c) Když jsem se ptala na 1 x 100, nejisté odpověděla 101. Poté, co jsem ií potvrdila 

předchozí výsledek, s jistotou správně odpověděla na 1 x 1000 a 1 x 1758. Řekla mi, že 

je to vždy o 1 víc než předtím. 

d) Postupně jsem kreslila obdélníky 2 x 1 , 2 x 2 , 2 x 3 a 2 x 4. (Cesty počítala jen v hlavě 

a říkala mi jen výsledky.) Určila: 2 x 1 3, 2 x 2—> 4 cesty, ale opravila se na 6. 

Adéla si prstem naznačuje různé cesty. Jelikož jsem chtěla nahlédnout do jejího 

myšlenkového procesu, vyzvala jsem ji, aby mi cesty u obdélníku 2 x 3 ukazovala. 

Začala prstem projíždět jednotlivé cesty, činila tak velmi rychle a vše doprovázela 

slovy: „tahle, tahle ..." Nestačila jsem si cesty zaznamenat, ale když nakonec uvedla 7 

cest, jsem si jistá, že jich objevila více. 

Analýza 

b) To, že cesty narůstají o jednu, objevila u 1 x 7, protože nepotřebovala žádný čas na 

vyhledávání cest.. Domnívám se, že by si pravidlo v nárůstu počtu cest mohla 

uvědomit mnohem dříve, kdyby si cesty znázorňovala nebo si alespoň psala počty 

nalezených cest. Tak by si mohla zpětně zkontrolovat svoji domněnku o nárůstu cest. 

c) S tím, že počet cest je o jednu větší než počet čtverečků, si byla jistá, až když jsem jí 

potvrdila správnost jejího předpokladu u 1 x 100. Poté už bez problémů zobecnila. I 

zde platí, že by průběh experimentu byl jiný, kdybych jí její odpověď nepotvrdila (viz 

experiment David). 

d) U těchto obdélníků dokázala najít celkem velký počet cest. Protože je všechny hledala 

bez náčrtu, lze říci, že má dobrou představivost. Jelikož si cesty neznačila, nebyla si 
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schopná všechny zapamatovat, a tak nemohla určit správný počet cest v jednotlivých 

obdélnících. Také si nemohla být jistá, že nějakou cestu nezapočítala dvakrát. 

Komentář 

Moje potvrzení správnosti výsledku u 1 x 100 bylo pro Adélu „berličkou" pro 

ujištění v její nejistotě. Edukativnější by pro ni bylo, kdybych reagovala na její nejistotu 

výzvou např. „Opravdu je to tak?". Asi by to způsobilo návrat k řešení úlohy na 

izolovaných modelech, ale pro Adélu by to bylo přínosem. 

Je otázkou, jak postupovat v případě Adély u jejího řešení úlohy 2 x n, aby určila 

správně počet cest, které byla schopna evidovat. Asi by bylo vhodné ji na závěr vyzvat, 

aby u jednotlivých obdélníku 2 x 1 až 2 x 4 všechny cesty nakreslila zvlášť.3.2.2.2. 

Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Mřížové úsečky) 

4.2.2.2 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Mřížové úsečky) 

a) Vysvětlila jsem Adéle, jaké úsečky bude hledat. 

b) (Viz příloha č. 3/0.) 

3 x 1 —» 2 vodorovné úsečky. 

2 x 2 —• 1 vodorovná, 1 svislá, červená a zelená. 

Celkem 4 úsečky. 

2 x 4 — » Úhlopříčné úsečky 2 x 2 : postupně našla 

úsečky plná červená, čárkovaná červená, plná zelná, 

zelená čárkovaná, modrá (plná, čárkovaná). Nakonec 

1 vodorovná a 3 svislé. To bylo 10 úseček. 

2 x 5 - » Stejným způsobem jako u předchozího typu 2 x 4 zakreslila úhlopříčné úsečky 2 x 

2, poté jednu vodorovnou a 4 svislé, počet všech úseček byl 13. 

» 
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3 x 3 —> Zde objevovala úsečky 

v následujícím pořadí: 2 svislé, 2 

vodorovné, červená a zelená. To bylo 6 

úseček. 
X 

3 x 4 —• Nejdříve si ukázala všechny vodorovné a s 

+ 3). Úhlopříčné úsečky:červená, červená čár] 

zelená, čárkovaná zelená, modrá, modrá čárkovaná, 

fialová čárkovaná. To bylo 8 úseček a u těch : 

protože zapomněla připočítat vodorovné a svislé. 

4 x 5—> Začala úhlopříčkou obdélníku 4 x 5 , ale 

nebyla si jistá, proto jsem jí nabídla pravítko. Tak 

tuto úhlopříčku vyloučila. Pohybem pravítka si však 

vyzkoušela, že úhlopříčka obdélníku 4 x 4 splňuje 

podmínky. Červená, zelená, modrá, fialová, žlutá, 

šedá, šedá čárkovaná, červená čárkovaná, zelená 

čárkovaná, modře čárkovaná, fialová čárkovaná, 

žlutá čárkovaná. Vyznačila jich celkem 12. 

1 x 8 —• Napočítala 7 svislých úseček. 

2 x 8 — » Úhlopříčky 2 x 2 kreslila 

následovně: červená (plná, 

čárkovaná), zelná (plná, čárkovaná), 

modrá (plná, čárkovaná), fialová 

(plná, čárkovaná) ... a tímto 

způsobem pokračovala až do konce -

14 úseček. Přičetla 7 svislých úseček, 

1 vodorovnou, což bylo nakonec 22 

úseček. 

1 x 1 U tohoto čtverce nenašla žádnou. 
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Analýza 

Kvůli první náročné úloze si Adéla neuvědomila, že úsečky které našla v obdélníku 3 

x 1 neprochází vnitřním mřížovým bodem. 

Ve čtverci 2 x 2 našla všechny úsečky. Tyto úsečky formovaly její vnímám 

v obdélníku 2 x 4 , protože zde našla všechny vodorovné i svislé úsečky, ale také 

úhlopříčky 2 x 2. To ji ovlivnilo tak, že už neuvažovala nad dalšími možnými úsečkami, 

které by mohla v tomto obdélníku najít. Stejně to proběhlo i v obdélníku 2 x 5 . 

Se čtvercem 3 x 3 vyhledává úsečky stejně jako ve čtverci 2 x 2 . Jen úhlopříčky 2 x 

2 jsou zde nahrazeny úhlopříčkami 3 x 3 , proto zde chybí úhlopříčky 2 x 2 , které na rozdíl 

od nalezených by neměly krajní body v rozích čtverce. 

V obdélníku 3 x 4 záčíná hledat stejným způsobem jako v předchozí úloze 

(úhlopříčky 3 x 3), ale přidává i úhlopříčky 2 x 2 . Oba typy nachází, protože se zde nejedná 

o čtverec, ale obdélníky, který pomyslně rozkládá na menší čtverce. 

Pomocí pravítka zjišťuje, že úhlopříčka 4 x 5 sice neprochází vnitřními mřížovými 

body, ale úhlopříčka 4 x 4 podmínky splňuje. Když nachází všechny úsečky, které jsou 

úhlopříčky čtverců, vyčerpává ji to natolik, že zapomíná na svislé a vodorovné úsečky, 

které v ostatních úlohách eviduje. 

I v obdélníku 1 x 8 se promítá chyba z první úlohy a nachází sedm svislých úseček. 

V dalším obdélníku 2 x 8 pracuje stejným způsobem jako v ostatních obdélnících 2 x 

n a úsečky hledá systematicky. 

U posledního čtverce l x l správně nenašla žádnou úsečku splňující všechny 

podmínky. 

Komentář 

Jelikož Adéla u obdélníků typu 1 x n evidovala svislé úsečky, u kterých neplatí 

podmínka ze zadání úlohy, zabývám se myšlenkou, jak ji navést, aby si chybu uvědomila. 

Napadá mne jediná možnost. Vyzvat ji ke klasifikaci úseček podle počtu vnitřních 

mřížových bodů a následněji nechat zopakovat podmínky. 
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4.2.3 Experiment Marek 

Marek patří k nejlepším žákům ve třídě a jeho oblíbený předmět je matematika. 

Jméno: Marek 

Věk: 11 let 

Datum: 14.11.2005 (pondělí, první vyučovací hodina) 

Místo: odpočinkový koutek na chodbě školy 

Že se Marek se čtverečkovaným papírem v matematice nikdy nesetkal, vyplynulo 

z klimatického rozhovoru. 

4.2.3.1 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Hledání počtu cest) 

a) Vysvětlení principu pochopil na obdélníku 1 x 3 bez problémů (viz příloha č. 4/1). 

b) Načrtla jsem obdélník 1 x 1 a Marek správně určil počet cest. Další obdélník (1 x 2) si 

načrtl sám a zde našel tri cesty. Obdélníky 1 x 3 ... 1 x 5 si nenačrtával a cesty hledal 

ukazováním prstem na čtverečkovaném papíře. U obdélníku 1 x 6 už odpověděl ihned 

bez hledání. 

c) U typů 1 x 100, 1 x 1000 a 1 x 1758 pohotově odpověděl správně. Na to, jak to ví, 

odpověděl, že „se přičte jedna". 

d) Typy 2 x n jsem nemohla sledovat, protože si cesty počítal potichu a ani si obdélníky 

nekreslil (kromě 2 x 1 a 2 x 2, které jsem mu načrtla já). Říkal jen konečné počty cest: 

2 x 1 —• 2 

2 x 2 —• 3 

2 x 3 —»4 

2 x 4 —» 5 

2 x 5 —• 6 

Řekl, že je to stejné jako u předchozího typu 1 x n. 

Analýza 

b) Princip, že cesty narůstají o jednu, objevil u obdélníku 1 x 5, protože u dalšího 

obdélníku si už nejezdil prstem po papíře. Marek si dokázal představit obdélníky, ale 
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nedokázal si představit pohyb v nich, proto si pomáhal čtverečkovaným papírem a 

ukazováním si v něm. 

c) Zobecnění, které znamenalo, že počet cest je o jednu větší než n, objevil také, protože 

na počet cest 1 x 100 odpověděl správně. Řešení úlohy správně zobecnil tvrzením, že 

se vždy musí k počtu čtverečků přičíst jedna. 

d) Jelikož si obdélníky nekreslil, nemohl najít všechny cesty, proto si myslel, že počty 

cest fungují stejně jako u 1 x n. Zde se stejně jako u Davida mohl projevit transfer 

poznatku a strategie z jedné úlohy na druhou. 

4.2.3.2 Výpisky z protokolu experimentu a jejich analýza (úloha Mřížové úsečky) 

a) Co jsou mřížové úsečky, Marek pochopil velmi rychle. 

b) (Viz příloha č. 4/II.) 

3 x 1 - » Načrtl úhlopříčku obdélníku 1 x 

2 a prohlásil „žádná". 

2 x 2-+ Jako první našel úsečku 

červenou, jako druhou zelenou. To bylo 

vše - 2 úsečky. 

2 x 4 - > U tohoto typu našel jen 4 úsečky, a to 

červenou plnou, červenou čárkovanou, zelenou 

a zelenou čárkovanou. 

2 x 5 — » Našel jen 4 úsečky a to ve 

stejném pořadí jako u typu 2 x 4 . 
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3 x 3 —» Zde našel úsečky v následujícím 

pořadí: červená, modrá, zelená, fialová, 

žlutá a šedá. Takto našel 6 úseček. 

3x4—» Červená, zelená, modrá, fialová, 

červená čárkovaná, zelená čárkovaná, 

modrá čárkovaná, fialová čárkovaná. To 

bylo 8 úseček. 

4 x 5 — » Červená, čárkovaná červená, 

zelená, zelená čárkovaná, modrá, modrá 

čárkovaná, fialová, čárkovaná fialová, 

žlutá, žlutá čárkovaná. Našel jich celkově 

10. 

1x8—» Bez zaváhání řekl 0. 

l x l — » Ihned určil nula úseček. 

2 x 8 - » Úhlopříčky 2 x 2 zakreslil 

následovně: červená (plná, 

čárkovaná), zelená (plná, čárkovaná), 

modrá (plná, čárkovaná), fialová 

(plná, čárkovaná) ... a tímto 

způsobem pokračoval až do konce. 

Nalezl tak 14 úseček. 
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Analýza 

V prvním obdélníku 3 x 1 si vyzkoušel, že úsečka, kterou načrtl neprochází žádným 

vnitřním bodem. Tak si všiml toho, že žádná úsečka v tomto obdélníku nesplňuje 

podmínku úlohy. Tímto je potvrzeno, že pochopil zadání. 

Ve čtverci 2 x 2 našel dvě úhlopříčné úsečky, ale nezaznamenal žádnou vodorovnou 

nebo svislou. Je to způsobeno transferem postřehu z první úlohy (3 x 1), kde vyloučil 

úsečky rovnoběžné s linkami čtverečkovaného papíru. To se projevuje ve všech dalších 

úlohách, kde také nepočítá s vodorovnými nebo svislými úsečkami, ale je s úsečkami 

úhlopříčnými. 

Z úlohy 2 x 2 se přenáší „vzor kříže" i do dalšího typu obdélníku 2 x 4 . Zde nachází 

čtyři úsečky, které jsou úhlopříčkami čtverců 2 x 2 . Domnívám se, že další úsečky nehledá, 

protože obdélník je symetricky zaplněn. Z toho lze usuzovat, že Marek je silně vizuální 

typ, o čemž svědčí i jeho postup v první úloze (3x1) , kdy si musel úsečku zakreslit, aby 

zjistil, zda splňuje podmínky úlohy. 

V další úloze 2 x 5 již má vzor tak zafixovaný, že když najde úsečky úplně stejně a 

stejné jako v úloze 2 x 4 , nevadí mu prázdná pole. Nejspíš ho ani nenapadlo, že by se 

úsečky mohly křížit i jinde, než v jejím středu. 

V obdélníku 3 x 3 také nejprve najde úhlopříčku 2 x 2 a chce vytvořit „kříž" jako 

v předchozích úlohách. Tím objevuje úhlopříčku 3 x 3 . Tak má všechny typy úseček, které 

ve čtverci jsou, a proto jen doplňuje chybějící, aby zachoval symetrii. 

Smysl pro estetično využívá i v další úloze 3 x 4 , kde nejprve postupně kreslí úsečky 

jedním směrem a pak druhým. Tento systém vede k tomu, že objeví všechny úsečky typu, 

jež evidoval již v předchozích úlohách. 

Náročnost úlohy 4 x 5 způsobí, že i když se ze začátku snaží Marek dodržet určitý 

systém, po několika nalezených úsečkách hledá další nesystematicky a ani neobjeví 

všechny úsečky již nalezených typů (2 x 2). I přes tyto obtíže je pro něj dominantní 

symetričnost. 

Jednoduchý je pro něj obdélník 1 x 8 , protože již na začátku (3 x 1) si správně 

uvědomil, že v tomto obdélníku nem žádná úsečka vyhovující dané podmínce. 

Nabízí se srovnání úlohy 2 x 8 s úlohami podobnými (2 x 4, 2 x 5), protože je zde 

zcela odlišné řešení, než v již zmíněných úlohách,. V tomto obdélníku totiž systematicky 

vyhledává úsečky, které jsou úhlopříčkami čtverce 2 x 2 v jakési „rytmu". Zde našel 
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všechny úsečky tohoto typu, což je možné vysvětlit jeho zkušenostmi z úloh 3 x 3, 3 x 4 a 

4 x 5 , kde se nalezené úsečky protínají ve více bodech a i jinde než v jejich středu. 

Ve čtverci l x l ihned správně odpověděl, že zde není úsečka, která by odpovídala 

zadání. 

Komentář 

Z celé analýzy vyplývá, že Marek je silně vizuální typ. Znalost nejen tohoto typu 

vnímání je vždy výhodná pro učitele. Ten může využít této znalosti v individuálním 

přístupu k dítěti a respektovat ho i při řešení jiných úloh. Výuka by měla být koncipována 

tak, aby každé dítě mělo možnost využít toho, co je pro něj výhodné a přirozené, ale i 

naopak rozvíjet to, co není jeho doménou. 
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5 Analýza a porovnání úlohy Hledání počtu cest 
V této části mé diplomové práce bych ráda porovnala svůj postup řešení úlohy 

Hledání počtu cest s řešením studentky, která tuto úlohu řešila také ve své diplomové práci 

(Voděrková, 2005). 

Studentka nejdříve dostala k vyřešení tuto úlohu: 

Najdi nejkratší cesty z A do Z neprocházející bodem X (viz obr. 1). 

Z 

A 

Obr. 1 

Když začala hledat, ihned si všimla jakési „příbuznosti" cest. To byly cesty, které 

měly stejné počáteční kroky a odbočovaly na jedné horizontále nebo vertikále. Tvořila 

jakési tabulky 6 x 8 , kde si tyto příbuzné cesty znázorňovala. Vytvořila tak obdivuhodných 

58 tabulek a našla 259 cest z bodu A do bodu Z, které neprocházely bodem X. 

Snažila se najít jiný způsob objevení počtu všech cest než doposud. Uvědomila si, že 

6 x 8 obsahuje 62 mřížových bodů, které nazývá „kroky" (nezapočítávala bod A). Po 

odečtení bodu X, to bylo 61 „kroků" (mřížových bodů). Zjistila, že každá cesta se skládá 

ze 14 kroků (nyní již ve smyslu jednotky vymezující povolený pohyb po čtverečkové síti) 

nahoru nebo doprava. Napadlo ji, že kdyby znala počet všech cest v obdélníku 6 x 8 , 

stačilo by odečíst všechny cesty, které vedou do bodu X. Proto zjistila počet cest 

v obdélníku 3 x 4 . Cesty hledala vykreslováním všech cest (viz obr. 2). Objevila jich 31. 

(Ve skutečnosti jich je 35.) 
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