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Kdyz je cesta FeSenim
aneb

Tri dlohy v prostredi ¢tvereckovaného papiru

Prace obsahuje popis mého feseni tfi dloh: hledani po¢tu nejkratsich cest v mfiZzovém
obdélniku m x n, zkoumani vyskytu rovnoramennych mfiZovych trojihelnikd v prostfedi
CtvereCkovaného papiru a zjistovani poétu miizovych uselek s alespoii jednim mfiZovym
bodem a s krajnimi mfiZovymi body na obvodu obdélniku m x n. Reeni téchto tloh
doprovazi sebereflexe postupu mého feseni.

V dal3i &asti jsou analyzovany experimenty s Zaky 1. stupné zakladni koly. Ulohy
pro experimenty jsou podobné uloham, které jsem sama fesila.

Uloha o hledani po&tu cest byla feSena a nasledné popsana i v jiné diplomové praci.
Tento postup je analyzovan a porovnavan s mym feSenim v dal$i &asti této diplomové
prace.

Tato prace obsahuje i kapitolu o pozndvacim procesu, kterd je teoretickym
podkladem pro provedené analyzy.

V posledni kapitole jsou dlohy bud’ pfimo souvisejici s vySe uvedenymi ulohami,

nebo rozvijejici metakognitivni schopnosti potfebné k feseni uloh.
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When the way is the solution
or else

Three tasks within the frame of cross-section paper

My diploma thesis contains the solving description of three tasks: seeking after the
shortest ways in a grid rectangle m x n, exploring the location of grid isosceles triangles
within the frame of cross-section paper, and identifying the number of grid abscissas with
at least one grid point and with the marginal points on the rectangle perimeter m x n. The
task solving is accompanied by self-reflection method.

Experiments with primary school pupils are analyzed in the next part of the diploma
thesis. The experiments’ tasks are similar to the ones I solved.

Seeking after the shortest ways task was already solved and subsequently described
in another diploma thesis. This method is analyzed and compared with my own in the next
chapter.

The diploma thesis also contains a chapter about cognitive process, which is the
theoretical background for these analyses.

The tasks in the last chapter are either related to the previous mentioned tasks or they

develop meta-cognitive abilities necessary for task solving.
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Pokud nemizete vyresit néjaky problém, pak existuje snazsi

problém, ktery vyFesit muZete: najdéte ho.

George Polya
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1 Uvod

V tvodu své diplomové prace bych rada popsala svoji cestu matematikou, kterd mne
dovedla az sem. Mijj vztah k matematice byl vZdy kladny, skoro nikdy se nestalo, Ze bych
zni méla strach. Nebyl totiz diivod. Nikdo mi nikdy nefekl, Ze matematika je néco, co
bych neméla zvladat nebo se ji bat. Naopak. SpiSe se o matematice hovofilo jako o néfem

zabavném.

Abych fekla pravdu, od 1. do 4. ro€niku si $kolni matematiku moc nepamatuji, jen si
vzpominam, Ze kdyZ jsem se nau€ila pisemné délit, vymySlela jsem si lohy a vysledky
vypoditavala na mnoho desetinnych mist. Tam jsem si v§imla, Ze nékdy se €asti vysledku
opakuji. To mi pfislo vhod, kdyZz jsme pozd&ji probirali periodicka Cisla. Také si
vzpomindm, Ze mi otec jednou navrhl, abych si pro zabavu vytvofila tabulku, kde v prvnim
poli¢ku bude uloha 2 x 2, v dalsich 4 x 4, 16 x 16 atd. Byl to dobry napad, protoZe mi
rodi¢e nemuseli vymyslet tlohy. Také psani do tabulky mi prospélo, protoZe jsem se

snazila psat ¢iteln€, coZ pro mé byl a stéle je problém.

rrrrrr

muze. Jelikoz v této tfidé byly velké rozdily mezi détmi, jimZ matematika ,,$la* a ,,nesla“,
Casto jsem se nudila. Zacala jsem se pfipravovat na piijimaci zkouSky na viceleté
gymnazium. Védéla jsem, Ze v testech nebudou ,,normalni* ulohy, které jsme po€itali na

zakladni Skole, ale spiSe pujde o logické uvazovani. To m& samoziejmé bavilo mnohem

vic.

Na gymnézium mé pfijali a celych sedm let jsme méli na matematiku jednu
vyucujici. Pro ty, kterym matematika k srdci nepfirostla, to bylo asi hodné t&€zké, protoze
byla velmi ndro¢na. Bylo to v podstaté tak, Ze kdo mél u ni z matematiky trojku, jinde by
mél jedniCku. Jeji hodnoceni testl a pisemek bylo velice tvrdé, ale spravedlivé. Rozhodné
nehodnotila jen vysledky, ale prosla postup feSeni a hodnotila jeho spravnost, i kdyZ se zde
vyskytovaly (u m€ €asto) numerické chyby. Na vy3$im stupni gymnazia jsem méla kvuli
¢asté nemocnosti individudlni plan, takZe jsem ve Skole spiSe nebyla, neZ byla. Myslim, Ze

to pro mne bylo na jednu stranu uZite¢né, protoZe viechnu probiranou latku jsem se udila
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sama a musela jsem do ni proniknout. Nejvét3im problémem byla kombinatorika a

pravdépodobnost, coZ se dalo pfeZit v hodinach, ale ta prava hriiza pfisla pfed maturitou.

Maturovat z matematiky mi pfislo logické a hlavné nejjednodussi, protoZe na rozdil
napiiklad od d&jepisu zde neni tolik latky, ktera by se u¢ila nazpamét. V maturitnim
roéniku nas vechny pfiprava na ,,zkousku dospélosti“ doslova pohltila. My, co jsme
maturovali z matematiky, jsme méli snasi vyuCujici schizky, kde jsme si prochazeli
piiklady dloh k jednotlivym okruhim. Da se Fici, Ze jsme pocitali vidy a v3ude.
Samoziejmé, Ze kdyby nas to nebavilo, tak bychom to tak neproZivali. Mou jedinou
obavou byly dva maturitni okruhy, a to kombinatorika a pravdépodobnost. VSechny ty
permutace, variace atd. se mi pletly a nedokazala jsem urdit kdy co pouzit. V té dobé jsme
si i délali legraci, jaka je pravdépodobnost, Ze si tyto dvé oblasti u maturity vytdhnu. (Ten
pomér byl 2:30.) ,,Nemohlo to dopadnout jinak“, neZ Ze jsem si vytdhla tu obavanou
pravdépodobnost. Nastésti s ni byla ve dvojici i analytickd geometrie. I kdyZ jsem malem
omdlela, dokazala jsem vypoditat i dlohy s pravdépodobnosti a maturitu jsem usp&éSné

zvladla.

Po stfedni $kole jsem nastoupila na Stavebni fakultu CVUT, ale po jednom semestru
jsem si uvédomila, Z¢ to neni to pravé. K srdci mi tam nepfirostla hlavné stavebni
mechanika, kde se cely semestr pocitala ekvivalence a rovnovaha s €isly o velkém poctu
desetinnych mist. ACkoliv matematika byla velmi zajimava, sama nepfevazila nechut’ ke

»stavebnim® pfedmétiim.

Dalsi vysoka Skola méla byt néco Gplné rozdilného, coz spltiovalo ugitelstvi pro 1.
stupeti ZS. Samoziejmé, Ze jsem byla zvédava, ,,jaka“ tam ta matematika bude. Zpoéatku
jsem byla trochu zklamana, ale uvédomovala jsem si, Ze se mnou studuji i lidé, ktefi na
stfedni Skole neméli matematiku viibec. Postupné jsme fesili ulohy, které byly zajimavé a
spajovaly se s didaktikou matematiky. Hlavné didaktika matematiky a volitelna varianta -
didaktika s matematikou mé bavily. V hodindch mi vyuéujici zadavala ulohy navic, abych
méla co d€lat a také neméla nutkani prozrazovat vysledky ostatnim napfed. Také mi
nabidla, Ze bych mohla psat diplomovou praci na katedfe matematiky a didaktiky

matematiky, coZ mé velmi potésilo a samoziejmé jsem jeji nabidku pfijala.
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V mé diplomové praci bych chtéla ukazat, jak jsem feSila zadané ulohy v prostiedi
¢tvereCkovaného papiru. Chtéla bych popsat své postupy, co mi délalo potiZe, kdyZ jsem
nemohla postoupit dél, ale také jaké jsem méla pocity. Dalsi &asti budou experimenty,
které budou vychazet z mnou feSenych uloh. Chtéla bych analyzovat, jak si s nimi poradi
Zaci 1. stupné Z8. Chci zjistit, zda najdu paralely mezi mym a jejich feSenim. Nemély by
zde chybét ulohy rozvijejici schopnosti, které jsou potfebné pro feSeni danych uloh. JelikoZ
existuje diplomova prace, ve které je feSena jedna z tloh, které jsem fesila ja, rada bych ji
analyzovala a porovnala s mym postupem. V této praci neptijde o teoretickou stranku véci,

ale z teorie zafadim jen to podstatné, co sama vyuZiji.

10
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2 Deniky

2.1 Hledani poctu cest

7.4.2004

Mym dkolem bylo hledat cesty v prostfedi ¢tvereckovaného papiru. Jednd se o
Glohu ABRACADABRA (Polya, 1966). Nejprve ml byly zadany obdélniky (nékdy rovnéz
Ctverce, ale pro zjednoduseni budu vétSinou pouZivat oznaéeni obdélnik) rovnobézné
s linkami ctvereckovaného papiru, jejichZ jedna strana byla 1 a druha se proméfovala
od jedné do nekoneéna. Méla jsem zjistit obecny ndvod na vypocet poctu cest v téchto

obdélnicich. Pozdéji jsem méla zjistit vzorce pro obdélniky se stranou 2, 3, 4 ...!

A
Obr. 1

Hledala jsem pocet cest, kterymi Ize dojit z bodu A do bodu B. (Bod A je u kazdého
obdélniku vlevo dole, bod B vpravo nahofe (viz obr. 1).) Podminkou bylo, Ze cesta musi

byt nejkrat$i mozna, coz znamena4, Ze jsem se mohla pohybovat jen doprava a nahoru.

Obr. 2

Vyse uvedeny typ obdélnikd (viz obr. 2), jsem si oznagila 1 x n, kde 1 zna&i poget

Ctverci svisle a n proménlivy podet cest vodorovng. ne N,ne {1,2,3,...,0}

' Timto typem pisma jsou v celé praci psany poznamky z konzultaci.

11
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Jiz pfi kresleni obdélniki jsem si viimla, Ze poCet cest nariistd o jednu a je o 1 vetsi
neZ podet &tveretki. Ztohoto divodu jsem si ani cesty nemusela vykreslovat nebo
obtahovat. Pro obdélniky 1 x n mé& vychazely tyto poCty cest:

1 x1—2cesty
1x2—3
1x3—4
1x4—5

Ztoho: 1 xn—n+1 cest

Dal3i typ obdélniki byl 2 x n (viz obr. 3). Polet cest u 2 x 1 jsem vé&déla z ptedchozi
tlohy 1 x n, u typu 2 x 2 jsem si cesty vykreslila, ale u nasledujicich obdélniki jsem cesty
sdruZovala do skupin podle obdobnych vlastnosti, takZe jsem brzy nemusela jednotlivé
cesty vyhledavat. Sta¢ilo mi psat si jen pocty cest v jednotlivych skupinach.

Pocty cest byly nasledujici:

2x1—-3

2x2—>6

2x3—10

2x4—15

2%x5 21 Obr. 3

15.4.2004

V3imla jsem si, Ze poéty cest se postupné zvySuji o 3, 4, 5, 6 ... Dokazala jsem
vyjadfit pocet cest obdélniku pomoci predchazejiciho: 0, = 0,.; + n + 1. To v3ak nikam
nevedlo, aZ mne napadlo, Ze vysledky hledani pfipominaji figuralni &isla, a to &isla

trojuhelnikova. Potom 3lo znazomit poéty nalezenych cest takto (viz obr. 4):

atd.
Obr. 4

Pak jsem vyjadfovala postupné poéty cest pomoci &isel n:
2x1—>n+tn+1=2n+1=3
2x2—n+l+tn+n-1=3np=6

2x3—>4n-2

12
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To mi moc nepomohlo, ale uvédomila jsem si, Ze jde o posloupnost, kde kazdy €len
je souétem ¢leni aritmetické posloupnosti, kde prvni ¢len je 1 a kaZzdy dalsi je o 1 vét3i.
Posledni ¢&len je roven (n + 1). Ztoho vzorec pro vypofet cest v typu obdélniku
oznacenych 2 x n musi byt: poet &leni posloupnosti déleno dvéma krat (1. €len + posledni
¢len). Prvni ¢len je vZdy 1, posledni n + 1 a poéet ¢lent je roven n + 1.

. . n+l n+2
Tedy: zxn—>u+n+1l——=(n+1):

BohuZel jsem si nejprve nevsimla, Ze jsem si vzorce pro 2 x n vyjddFila s tim, Ze pocet
Clenit je pouze n. Vsimla jsem si toho pozdéji, kdyz jsem pocitala vzorec pro 3 x n a chtéla
Jsem ho vyuZit. Pro pFisté jsem si uvédomila, Ze je lepsi si vSe kontrolovat s éasovym

odstupem.’

2.9.2004 + 12.10.2004

Nyni jsem se zacala zabyvat obdélniky typu 3 x n (viz obr. 5).

Obr. 5

Zpocatku nebylo hledani viech cest sloZité, protoZe jsem pouZila predchozi vypodty,
ale s nartstajicim n bylo t&7ké odhalit viechny cesty. I zde se mi vytvarel systém v hledéni
cest, ale jelikoZ mi v tuto chvili $lo vice o vytvofeni vzorce pro 3 x n, systém jsem
dostategn€ nepropracovala. To je moznd skoda, protose z tohoto systému by se mi mohly

ukdzat urcité zdkonitosti, které by rychleji vedly k obecnému vzorci pro 3 x n.

? Kurzivou jsou psany osobni poznamky, pocity a sebereflexe.

13
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Nakonec jsem se dopocitala:
3Jx1—4
3x2—10
3x3—20
3x4—35

Nyni jsem hledala n&jaké zakonitosti v narGistu potu cest, ale ani rozdily mezi
cestami ani Zadna figurdlni &isla mi nepomohla. Proto jsem zkouSela jit jinou cestou.
Ptemyslela jsem, zda zaleZi na vzajemném postaveni &tveretkd. Myslela jsem si, Ze bych
vychazela z vypoétu ve &tverci 1 x 1, coZ je 2 a tento diléi vysledek bych pouzila v pozdéji

objeveném vzorci nejprve pro 3 x n, a pak obecng.

Pii tomto postaveni (viz obr. 6) existuji 3 , 7

cesty.

AvSak takto (viz obr. 7) je mozné projit 4

cesty.

|

Obr. 7

I kdyZ jde v obou piipadech o dva &tverce 1 x 1, ale v rlizném postaveni. Z tohoto
divodu jsem nemohla vychazet z cest v jednom &tvere&ku, jak jsem plivodng zamyslela.
Dal$i moZnost by mi mohly poskytnout miizové body (m. b.). Polozila jsem si
otdzku, zda a jak zalez{ na podtu miiXovych bodi v daném ttvaru. Napsala jsem si
nasledujici zavislosti:
1x1-4m.b. — 2 cesty
IS QbR Z toho: 1xn—->m—'b'
1x3-8m.b. — 4 2

14



Kdyz je cesta FeSenim aneb TF¥i dlohy v prostiedi &/ vere¢kovaného papiru

2x1-6m.b.—3
2x2-9m.b.— 6
2x3-12m.b.— 10
2x4-15m.b.— 15
2x5-18m.b.— 21

JelikoZ poéty mfiZovych bodd nardstaji konstantng, tak mi nepomohou. Jen bych n

ve vzorcich nahradila jinym vyrazem.

13.10.2004

Kvili problémtim s hleddnim vsech cest v typech 3 x n a 4 x n (na nichZ jsem
také zacdala pracovat) mi na konzultaci byla dana rada, jak zjistit skute€né pocty cest.

Slo o nasledujici ¢isla vepsana do ¢tvereckové sité (viz obr. 8):

1 6 21 56 |126 (252

1 4 15 B5 [70 |126

1 4 10 20 35 |56

1 2 3 4 5 6

| R | B | . |
Obr. & '

Cisla v mfiZovych bodech znamenaji potty cest, kterymi Ize dojit z levého dolniho
rohu do bodu, u n&jZ je &islo napséno. Z obrazku mi vyplynulo, Ze podet cest v urditém
bode je soutem cest v bodech, které jsou nejbliZsi niZsi.

Napf.2x3—-2x2+1x3—>6+4=10.

15
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I8 Y
2 | I
6 2156|126 252

4 15 B35 [70 126

4 10 R0 PB5 56

| e | ) | i | i | S

»
Obr. 9

Pro uéely vysvétleni jsem si mfiZku proloZila soustavou soufadnic (viz obr. 9), kde

vodorovna znadi poet n a svisla osa zna&i m.

Jinak fedeno, polet cest v kazdém obdélniku je sou€tem cest ve dvou obdélnicich,
znichZ jeden ma o jednu mensi vodorovnou soufadnici a druhy ma o jednu mensi

soufadnici svislou.

Snazila jsem se toho vyuzit pro obdélniky typu 3 x n, kde platilo:
3xn—>3x(n-1)+2xn.
To mi oviem moc nepomohlo, protoZe jsem nedokazala vypocitat 3 x (n — 1). Proto

Jsem se vrétila zpét k mensim obdélnikim: 2 xn —>2x(n—1)+1xn.

19.10.2004
Ted jsem si tyto vzorce zobecnila. Svislou soufadnici jsem si oznacila m:
mxn—mx(n-1)+(m-1)xn.
Vzorec jsem si ovéfila i prom = 1:

Ixn—1x(n-1)+0xn— (n-1)+ 1))+ 1 — n+ 1, takZe vzorec se osvédé&il.

Na obrazku mne zaujala fada a sloupec jedni¢ek, kterou jsem vyuzila pii predchozim
ovetovani. Bylo mi jasné, Ze kdyz se budu pohybovat pouze po vertikale nebo horizontale,
kamkoli se dostanu, vZdy to bude jen jednou jedinou cestou. Proto jsem si poloZila otazku,
zda bude fungovat milj zobecn&ny vzorec i na tuto situaci. Pak se m = 0 a n je libovolné

pfirozené &islo od jedné do nekoneéna.

16
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O0xn— 0x(m-1)+(0-1)x n, protoZze (0 — 1) v mnou uvazovaném prostoru
neexistuje, vypustila jsem ho. Timto zpisobem bych se postupnym rozkladanim dostala
kn=(mn-n+1),tedykn=1.Pak0xn=0x1=1x0. Protyp 1 x 0 jsem vzorec znala,
takze 1 x0 = n+ 1 — 0+ 1 = 1. Obecny vzorec platil.

20.10.2004

Uvédomila jsem si, Ze postupnym rozkladanim na men$i a mendi obdélniky, lze
kazdy utvar rozloZit na n&kolik utvard typu 1 x n, pro néz vzorec znam. To jsem si ovéfila
na typu 2 x n. Pak jsem se pustila do 3 x n. Rozkladala jsem a ihned bylo jasné, Ze €ast
rozklad se musi opakovat a &ast bude nova oproti o ¥fad men$imu utvaru. I kdyZ jsem se
snaZila zachytit ,pFiristky”, brzy jsem se zalala ztracet. Ztohoto divodu jsem
z vyjadfovani ve tvarech m x n pfesla na vyjadfovani pomoci n. I tak se mi ukazovaly nové
Casti rozklady, ale zadnou pravidelnost jsem v nich neobjevila.

Byla jsem z toho zoufalg a védéla jsem, Ze tudy cesta nevede, a tudiZ se budu muset

vydat jinudy.

21.10.2004

Dostala jsem radu, abych hledala pravidelnosti v cestach, které jsem uméla

vypocitat. Proto jsem si vypracovala tabulku (viz tab. 1).

23.10.2004

Ixn 2xn 3xn 4xn S5xn

nx1 (2 +1 |3 +1 |4 +1 |§ +1 |6
+ 1 +3 +6

nx2 |3 +3 |6 +4 |10 +5 |15 +6 |21
+ 1 + 4 + 10

nx3 |4 +6 (10 +10 |20 +15 |35 +21 |56
+1 +5 + 15

nx4 |5 +10 |15 +20 |35 +35 |70 +56 (112
+1 + 6 + 21

nx5 |6 +15 |21 +35 |56 +70 1126
+ 1

nx6 |7 28 84 210

Tab. 1
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Z tabulky (viz tab. 1) se ukazovaly zavislosti, které mi potvrzovaly pfedchozi zji§t€ni
o stitani pfedchozich utvari. Také to, Ze fada pfiristku ve sloupci 3 x n (zelené), je
posunutou fadou po&tu cest 2 x n. Stejné to bylo u viech obdélnikt (kurzivou), ¢imZ jsem
se dostala zpét k pravidlu ,,0 sou¢tu pfedchozich soufadnic*.

V této chvili mi $lo hlavné o vzorec pro 3 x n. Védéla jsem, Zze 3 xn—2x0+2x1
+2x2+2x3+...+2x n Vzpomnéla jsem si na trojuhelnikova ¢&isla. Slo vlastné o

soucet fady trojuhelnikovych &isel (viz obr. 10).

Obr. 10

Pak uZ jsem feSeni vid€la, ale nevim, jak jsem na né&j pfisla.

: (n+1Xn+2)n+3)
6

Ted’ §lo o to, jak vysvétlit déleni Sesti, ale i to bylo nasnadé: 6=1.2 . 3.

3xn

(n+D)(n+2)(n+3)(n+4)

Kviili kontrole jsem si vyjadfila vzorec pro 4 x n: 4xn—» B

(n+D)(n+2)(n+3)...(n+m)
1-2-3-...-m

Zkousky vychazely, takZe jsem chtéla tento vzorec je§té vice upravit, protoZe se mi

Nakonec uplné zobecnéni: mxn —>

nelibily te€ky, které nahrazovaly nekonedn& mnoho ¢&initeld. Nevim pfesné pro¢ jsem se
snaZila vyuZit vzorce pro soudet geometrické posloupnosti (ktera to nakonec nebyla), ale
asi proto, Ze celou dobu 3lo o posloupnosti. Nakonec jsem si uv&domila, Ze i kdyby to byla

geometricka posloupnost, tak mi vzorec pro soucet nebude k ni¢emu, protoZe jde o soudin.

Na konzultaci mi byla potvrzena spravnost konecného vzorce. Dozvédéla jsem
se, Ze jde o kombinatorické &islo a Ze pocty cest v jednotlivych bodech tvori Pascaltiv
trojuhelnik.

To mne mrzelo, protoZe kombinatorickd Cisla jsem znala a alespor: na faktoridl ve

Jmenovateli jsem si mohla rozpomenout.
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26.10.2005

Pri konzultaci jsem dostala za tikol dokazat spréavnost vzorce pro 3 x n.

Polet cest vobdélnicich 3 x »n je soudet trojihelnikovych ¢&isel od prvniho
trojuhelnikového ¢&isla k (n + 1). trojuhelnikovému &islu. Z obrazku s trojuhelnikovymi
Cisly (viz obr. 11) je vidét, Ze trojahelnikova ¢isla 1ze rozdélit na jakasi ,,patra®, ktera lze

s¢itat zvlast'.

+ o .
o oo T o0, %o’ +

Obr. 11

Napi. u 3 x 1 jde o soucet 1. a 2. trojuhelnikového &isla, v nichZ se patro s jednim
bodem vyskytuje dvakrat a patro se dvéma body jednou.
Tedy: 3x1—>2:1+1-2=4.
3 x 2 je souet prvnich tii trojuhelnikovych <&isel, ktery lze zapsat takto:
3x2—>1-342-2+3-1.

Proto 3 x nlze upravit takto: 3xn—1.(n+ 1)+2n+3 . (n-1 )+ ...+ (n+1).
29.10.2005

(m+1)n +2)n+3)
6 .

Tento tvar mi pfipomnél ditkaz matematickou indukci. Pro tento diikaz jsem si rovnost

, (+D@n+2) _(+D@n+2)n+3)
2 6 '

Musela jsem dokazat: (n+1)+2n+3(n-1)+...+(n+1)=

upravilanatvar: 1+3+6+...

| 8
n=1
2-3-4 2.3

Ces VI

6 2
Pro n =1 plati.

n=k

LEDK+2)  (k+1)k+2)(k +3)
2 6 i

1+3+6+...
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n=k+1
1+3+6+m_|_(k+1)2(k+2)_|_(k+2)2(k+3)_(k+1)(k-;2)(k+3)_|_(k+2)2(k+3) _
_(k+1)k+2)(k+3)+3(k+2)(k+3) _ (k+2)(k+3)(k+4)

: 6 6

Plati pro n= k+1.

Proto plati: 3xn= (n IH-"';:K” €3)

Tim, Ze jsem si ovéFila funkcnost vzorce pro 3 x n, predpoklddala jsem, Ze i obecny
vzorec m x n bude platit. Objeveni tohoto vzorce bylo cilem mého hleddni, a tak jsem prdci

na tomto problému ukoncila.

2.2 Hleddni rovnostrannych trojuhelniki

10.8.2004

Mym dals$im dkolem bylo hledéni rovnostrannych trojihelniki ve &tvereckové

siti. Pokud takové neexistuji, méla jsem hledat ty, které by se jim alespori bliZily.

Nejdtive jsem si chtéla ujasnit viechny vlastnosti rovnostrannych trojahelniki, které

by mi pomohly v hledani (viz obr. 1).

| : a=p=y=60°
.\__\.\:I 30.= 180°
a=b=c

Obr. 1

Nejvétsim problémem byly dhly. V bodové mfizi $lo jednoduSe vytvofit thly o
velikosti 180°, 90°, 45°, ale uhel o velikosti 60° nelze v mfiZi vytvotit. Méla jsem hlavng

pocit, Ze to nejde, ale diikaz mi zatim chybgl.
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Zacala jsem hledat trojuhelniky. Slo mi o trojuhelniky, jejichZ délka stran bude:
a=b=+x
c=+xtl.
To jsou rovnoramenné trojihelniky, jejichz druha mocnina jedné strany je o jednu

mensi/vétsi neZ druha mocnina délky jejich ramen. Pro usnadnéni budu délky v3ech stran

uvadét ve druhé mocniné.

Jako nejlepsi zplsob hledani mi pfipadalo vyuzit mfiZové trojuhelniky, které
vzniknou opsanim usecky kolem ur¢itého bodu. Délku use¢ky jsem udavala ve tvaru m x n,
kde m, n jsou délky stran obdélniku (nebo &tverce), jehoz délka thlopfi¢ky se rovna délce

mnou uZivané usecky.

1 x0

Obr. 2

1x0,2x0,3x0,...,mx 0 - vychazely jen pravouhlé trojuhelniky, jejichZ ahly
maji velikosti: 90°, 45° a 45° (viz obr. 2). Tyto uhly byly daleko od poZadavku 60-ti
stupiiovych uhli nebo se jim bliZicich, proto jsem se jimi vice nezabyvala.

——

Obr. 3

I1x1,2x1,... mx 1 - (viz obr. 3) tam byl nejbliZsi trojuhelnik z Gse¢ky 2 x 1. Jeho
strany se rovnaly: 4, 4, 5. To byl trojihelnik, jaky jsem hledala. V&t3i trojuhelniky se u

mému poZadavku vzdalovaly.
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1x2,2x2,3x2,...mx 2 - tam jsem Zidny vhodny rovnoramenny trojuhelnik

neobjevila.

U nékolika trojuhelniki, jejichZ jedna strana se dala vyjadfit m x 3 a m x 4, které
jsem zkoumala, jsem také nena$la zadny odpovidajici .
V tuto chvili jsem si stale je$t¢ nebyla uplné jistd argumenty, které by dokézaly, ze

nelze ve Etvere€kove siti najit uhel o velikosti 60°.
14.10.2004

Hledala jsem argumenty o neexistenci thlu 60° v miizZi. Kdyby Sel rozdélit uhel 180°
na tfi o velikosti 60°, ale protoZe trisekce hlu neni moZn4, nelze uhel 180" rozdélit na
tfetiny bez pouziti uthlomé&ru.

20.10.2004

Uvédomila jsem si, Ze i uhly v bodové miiZi podléhaji goniometrickym funkcim.
Jelikoz:

A
sin 60° = —,
2
1g60° =3,
3
cot g60° = l/—— !
3
nemuzZe thel o velikosti 60° existovat, protoZe V3 je Cislo, které nelze v bodové miizi
znazornit, protoZe neexistuji dvé pfirozena &isla, ktera by spliiovala: 3 = a* + b*.
21.10.2004

Na konzultaci jsme se dohodli na dalSim postupu hledani. Nejdfive budu zkoumat
rovnoramenné trojuhelniky, jejichz zakladna je rovnobéZna s linkami a jeji délka je
suda. DalSi skupina budou trojthelniky, jejichZ zakladna je také rovnobézna s linkami,

ale ma lichou délku. Posledni budou trojuhelniky, jejichz ani jedna strana neleZi
v lince.

23.10.2004 + 9.11.2004

Zkoumala jsem trojuhelniky se zakladnou v lince o sudé délce. Délku ramen jsem
urfovala pomoci Pythagorovy véty z vysky na zdkladnu a poloviny zdkladny. Zpo&atku
jsem zkoumala vSechny trojihelniky od nejkrat$ich ramen aZ k tomu, jehoZ délka ramen

pfesahla délku zakladny. Postupné jsem si uvédomila, Ze mi u kazdé délky zakladny piijde
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jen o dva trojubelniky. Prvni bude ten, jehoZz ramena budou krat$i nez zakladna a
nasledujici, ktery bude mit ramena del3i nez je délka zakladny. Po n€kolika pokusech jsem
dokazala odhadnout, jakou délku bude mit vyska u trojihelniki, které potfebuji. To mi
velmi urychlilo a zjednodusilo praci. Nasledujici tabulka (viz tab.l) ukazuje vysledky

mého zkoumani trojuhelniki se zakladnami 2, 4, 6, ... 100.

délka zakladny 4 6 10{ 12| 14, 16, 18| 20
druha mocnina nejbliziiho mensiho ramena 13| 34 89| 136| 193| 233| 306| 389

druha mocnina nejblizsiho vétsiho ramena 20] 45 106/ 157( 218| 260| 337| 424

druhd mocnina zdkladny| 4| 16| 36 100) 144| 196| 256| 324| 400

22| 24| 26| 28 32| 34| 36/ 38 40| 42 44| 46/ 48, 50
482| 544| 653| 772 985| 1130 1285 1385| 1556| 1737| 1928| 2050| 2257| 2474
521| 585| 698| 821 1040( 1189| 1348| 1450 1625| 1810| 2005| 2129| 2340| 2561
484| 576| 676 784 1024 1156 1296 1444| 1600} 1764| 1936| 2116| 2304| 2500

52) 54/ 56, 58 60| 62| 64, 66 68 70 72, 74 76 78
2701| 2845| 3088| 3341| 3501| 3770| 4049| 4338| 4520 4825| 5140| 5465| 5669| 6010
2792| 2938| 3185| 3442| 3604| 3877 4160| 4453| 4637| 4946| 5265| 5594| 5800| 6145
2704| 2916| 3136| 3364| 3600| 3844| 4096| 4356| 4624| 4900 5184| 5476| 5776| 6084

80, 82 84 86 88 90| 92| 94/ 96/ 98 100
6361| 6722| 6948| 7325| 7712| 7954| 8357, 8770 9193| 9457| 9896
6500| 6865| 7093| 7474| 7865| 8109| 8516, 8933| 9360, 9626| 10069

6400\ 6724| 7056| 7396| 7744| 8100| 8464| 8836| 9216| 9604) 10000
Tab. 1

Z techto trojuhelniki mému pozadavku vyhovovaly jen &ervend zvyrazn&né
trojuhelniky.

To neodpovidalo mému predpokladu. Myslela jsem, Ze &im vétsi trojithelniky budou,

bude jich &im ddl tim vic |, rovnostrannéj$ich“.

Abych vidé€la, jak naristaji délky stran trojihelnikd, vytvotila jsem si n&kolik grafi,

které mi mély pomoci (viz ptiloha &. 1)
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9.11.2004 + 30.11.2004

Z trojihelnik se sudou zakladnou v lince jsem piesla na ty, jejichz zdkladna ma

lichou délku. Tam vsak uZ neslo o trojihelniky rovnoramenné, ale o trojihelniky s kaZzdou

stranou jinak dlouhou. Sledovala jsem tak tfi strany. Chtéla jsem najit trojuhelnik, jehoz

druhé mocniny vsech stran se postupné budou lisit o jednu. Takovy jsem mezi trojihelniky

se zdkladnami 1, 3, ...53 nenasla Zadny. U n&kterych se druhé mocniny délek u dvou stran

o jednu lisily, ale tfeti strana se uz moc vzdalovala. Ve skute¢nosti tyto trojihelniky

(hlavné &im jsou ve&tsi), tak moc nerovnostranné nejsou, protoZe délku stran jsem

uvaZovala ve druhé mocning a po odmocnéni uz rozdily délek stran nebyly tak velké (viz

tab. 2).

délka zakladny| 3

11

13

15

17

19

druhd mocnina nejbliZ§i mensi delsi strany| 8

25

41| 74

117

149

208

2717

356

druhd mocnina nejbliZsi vétsi delsi strany| 13

34

52| 89

136

170

233

306

389

druha mocnina nejbliZ8i mensi kratsi strany| 5

20

45| 65

106

157

218

260

337

druha mocnina nejbliZ8i vétsi kratsi strany| 10

29

58| 80

125

180

245

289

370

druha mocnina zdkladny| 9

25

49| 81

121

169

225

289

361

21| 23| 25| 27| 29 31 33 35

37

39

41

43

45

47

445 505 610| 725| 801| 932| 1073| 1224

1322

1489

1666

1780

1973

2176

482| 544| 653| 772| 850, 985| 1130| 1285

1385

1556

1737

1853

2050

2257

424| 521| 585| 698 821| 954| 1040| 1189

1348

1517

1625

1810

2005

2129

461| 562| 628 745| 872| 1009| 1097, 1250

1413

1586

1696

1885

2084

2210

441\ 529, 625 729| 841 961| 1089| 1225

1369

1521

1681

1849

2025

2209

49, 51, 53
2389| 2525| 2754
2474| 2612| 2845
2340| 2561| 2792
2425| 2650| 2885
2401 2601| 2809
Tab. 2
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30.11.2004

Snazila jsem se zjistit, jestli jde obecné vyjadfit n&jaky vztah mezi stranami
rovnostranného trojuhelnika a vyskou, ktery by mi mohl pomoci v hledani. Nékolik vztahii

jsem objevila, ale Zddny mi nepomohl.

.u:l.h’..‘ _ anlllj., ] " \‘.ll'{...
,» (b \’
7l — -y
2)
Vet = \.fllh" o ligs \j'.u‘
BT+l b
VO +1 = + v
Va
Wor 1] =v?2 +2

4% = 4v* + b £1
3b2—4v2 £1=0

Tato kvadraticka rovnice sice moZna plati, ale v ni¢em mi nepomobhla.

Zacgala jsem hledat trojuhelniky, které by vyhovovaly mym kriteriim, podle délky
ramena. Rameno mélo délku uhlopftic¢ky Etverce, jehoz jedna strana ma délku 1 a druha se

postupné o jednu prodluzuje (viz tab. 3).

délka strany obdélniku| 1| 2| 3| 4 5 6/ 7

druha mocnina délky ramena| 2| 5| 10| 17| 26/ 37| 50
druhd mocnina délky zdkladny| 4| 4| 8| 18| 32| 50| 72
Tab. 3 Ty '

Tato cesta se mi v$ak nezddla schiidnd a byla velmi zdlouhavad, proto jsem se snazila
vyFeSit problém jinak,
1.12.2004

Polozila jsem si otazku:

»Jde poznat z dvojice respektive trojice €isel, zda ta &isla mohou tvofit délky stran
trojuhelniku v siti: vx,vx1,4/x+1?"

Strany trojihelniku musi spliiovat podminku:
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Jx + \-':‘-' ) xt I
2Wx+ 1)\/— X.
Tyto podminky plati vzdy, takZe se mi Zddné mozZnosti nevyloucily. Ani zkoumani

trojtihelnikd, které jsem jiZ objevila, k ni¢emu nevedlo.

Vtomto okamziku jsem svou prdci ukoncila, protoZe jsem vidéla, Ze Zddné
pravidelnosti ve vyskytu skoro rovnostrannych trojihelnikii neobjevim. Také jsem se zacala

vénovat dal$i illoze.

2.3 MFiZové usecky v obdélnicich

26.10.2005

Ve ctvercové siti hleddme takové mrizové UsecCky, jejichZz krajni body leZi na
obvodu obdéiniku a prochdzi alespori jednim vnitfnim mfizovym bodem. Usecka neni
soucasti obvodu.

Zacala jsem zkoumat obdélniky, jejichZz jedna strana je rovna jedné a ostatni
postupné o jednu naristaji (budu je znacit jako 1 x n). V prvni chvili jsem v t&chto
obdélnicich nena$la Zadné usecky, které by odpovidaly podminkam. Pfe$la jsem
k obdélnikum, jejichZ jedna strana méla délku dvé (2 x n) a tfi (3 x n), ale zapomnéla jsem
na dsec¢ky rovnob&zné s linkami sité. Vratila jsem se tedy k tém poétiim, které jsem nalezla
a snazila jsem se je opravit. Opravila jsem i obdélniky 1 x n, pogitala jsem i usecky
rovnobézné s linkami mfiZe. Nyni mi vychéazel podet tsedek: 1 x n — n — 1. (Pozdéji jsem
si uvédomila, Ze tyto usecky neprochdzi Zddnym vnitinim bodem.) Hledala jsem dal dsecky,
ale po chvili jsem si uvédomila, Ze jsem zapomnéla nékteré nerovnobé&zné zapotitat. (Stdle
Jsem vsak byla pFesvédéena o spravnosti vzorce I xn—n-—1.)

Vratila jsem se ke zkoumani typu 2 x n. Jako prvni jsem poéitala use¢ky vodorovné a
svislé, potom jsem pocitala tisecky, které jsou vlastné tthloptickami mensich obdélnika,
jejichZ obvodové strany jsou soudasti stran u hledaného obdélniku. Ty jsem si zapsala do
tabulky (viz tab. 1). (Tato tabulka obsahuje uZ opravené konecné vidaje, kde v dobé vzniku
byly S$patné uvedeny hodnoty pro 2 x 1).
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2xn |vodorovné |svisle | 2x2|2x4|2x6|2x8|2x10|...| 2x | soucet
2x1 0 0 0 0 0 0 0 0+0
2x2 1 1 1 0 0 0 0 2+1.2
2x3 1 2 2 0 0 0 0 3+2.2
2x4 1 3 3 1 0 0 0 4+4.2
2x5 1 4 4 2 0 0 0 5+6.2
2x6 1 5 5 3 1 0 0 6+9.2
2x7 1 6 6 4 2 0 0 7+12.2
2x8 1 7 7 5 3 1 0 8+16.2
2x9 1 8 8 6 4 2 0 9+20.2
2x10 1 9 9 7 5 3 1 10+25.2
Tab. 1

Z této tabulky (viz tab. 1) jsem vidé¢la, Ze pocet vodorovnych tsecek je u viech
obdélniki roven jedné. Samoziejmé kromé 2 x 1, kde je podet tsecek 0. Pocet svislych cest
je vZdy o jednu mensi neZ n, tedy (n — I). V tabulce jsem pocet dsecek, které byly
thlopfitkami obdélnikd, psala v poloviénim poétu, protoZe vSechny tsecky jsou v obou
smérech zleva doprava a zprava doleva. Proto ve sloupci soucet je pocet téchto

thlopfi¢nych Gseéek nasoben dvéma. Tento zpiisob jsem pouZila i v dalsich tabulkach.

27.10.2005

Pfisla jsem na nékolik vzorci, které vypadaly, Ze by mohly vést k vypoétu podtu
usecek v obdélnicich 2 x n. Problém byl v tom, Ze neplatily pro typ 2 x 1. N&které jsem

méla vytvofené zvlast' pro n liché a n sudé. Nasla jsem platny vzorec jen pro sudé n:

nY
2xn—)n+2( S

2)

Pfesla jsem na obdélniky s jednou stranou o délce 3, tedy typ 3 x n. I tam jsem
sledovala potty cest a zanesla je do tabulky (viz tab. 2) stejnym zptisobem jako v prvni
tabulce (viz tab. 1). Pfi hledani jsem si poloZila otazku, jak zjistim, Ze whloptitka
obdélniku prochdzi vnitfnim mfiZzovym bodem. Pfisla jsem na to, Ze kdybych si oznatila
délky stran obdélniku a x b, musi mit &isla a, b alespon jednoho spoledného délitele
(kromé& ¢isla 1). Pokud takovy délitel existuje, prochazi uhlopfi¢ka tohoto obdélniku

alespoti jednim vnitfnim m#iZovym bodem (napt. 3 x 3,3 x 12,5x 20 ...).
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N
3xn§§:;:\:°§§§ :P;\::;E soucet

"§"’“‘°""‘*NN Rl el el BN
3x1|0[{0|0[|0/0|0]O0O]|O 0(0(0|0 0+0
3x2|2|12(0(0]0(0]|0 0{0j0]|0 3+2.2
3x3|2{2(2(0[0(0(0]|O 110(0]0 4+3.2
3x4 |23 |2|2(0/0|0]0 2(0/0]0 5+6.2
3x51214(2(2]0(0]|0]0 310(0/0 6+7.2
3x6 |2|5(2|2/2/0/0/|0 411/0]0 7+11.2
3x7|2|6|2(2(2(0]0]0 5/12/0(0 8+13.2
3x8 2|7 (2|2(2]|2]|0]0 6/13/0(0 9+17.2
3x9]2(8|2(2(2]2|0/{0 714(1]0 10+20.2
3x101219|2(2(2(2]2]0 815210 11425.2
3x1112110(2]|2(2]2(2(0 916|130 12+28.2
IxI1212|1112|2(2|2]2(2 1071411 13+34.2

Tab. 2

Nove se mi zde objevily uhlopticky obdélnikd, jejichZ jedna strana byla rovna téem.
Vid¢la jsem uréité paralely v typu 2 x n a 3 x n. Na prvni pohled byl pocet vodorovnych
usedek roven 2 u viech kromé typu 3 x 1. Stejné tak podet svislych usedek byl roven n - 1.
Zkousela jsem zjistit vzorec pro tyto obdélniky. VyuZivala jsem v nich celou &ast &isla,

kriteria d¢litelnosti », ale nevedlo to k obecnému vzorci.

29.10.2005

Zjistila jsem podty usedek v obdélnicich 4 x n a znovu zapsala do tabulky (viz tab.
3). Ted’ uZ jsem vidéla, Ze n&které pravidelnosti se opakuji ve vSech velikostech a postupng
naristaji. Chtéla jsem si domnénky potvrdit, a proto jsem vytvofila tabulky pro 5 x n (viz

tab. 4), 6 x n (viz tab. 5) a 7 x n (viz tab. 6).
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’§ Nl e Mo Nl N A o
4dxn § § = ke ks I 2|z 3 HEE : soucet
S
4x110/0|0|0]|0 0|0 0/0]0 0+0
4x213(1|3(0]|0 0|0 1/0]0 4+4.2
4x313(2|2|0]0 2|0 2/10/0 5+6.2
4x4)13|3|2|3|0 2|0 3/1]0 6+11.2
4x513 (412210 210 41210 7+12.2
4x6|3|5|12121|3 212 51311 8+20.2
4x7|316|2|2]|2 212 6142 9+22.2
Tab. 3
)§ CEEE A N 7 | e LIt |e v
e HHEN RN HEEHE SRR EEE i
S
S5x1 |{0(0|0({0|0 00 0/0]0 0 0+0
Sx2 |4|1(4(0]0 0|0 2100 0 5+6.2
5x3|4[2]2]0]0 300 2[00 0 6+7.2 |
Sx4 |4(3|2|4]0 2|0 21210 0 7+12.2
S5x5 |4(4(12(21]0 210 21210 1 8+11.2
S5x6 {4(5|2|2|4 2|3 24 24-2 2 9+21.2
Tab. 4
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Z t&chto tabulek (viz tab. 1 aZ 6) jsem vid&la, Ze pocet svislych usecek je n — 1.
Pokud bych velikost obdélniku oznacila m x n, tak je pocet vodorovnych miiZovych tusecek
m— 1, kromé& typum x 1.

Pravidelnosti jsou také v poétech tsecek, které jsou thlopfickou mensich obdélniki
(viz zahlavi tabulek). Pro vét$i srozumitelnost budu tyto obdélniky nazyvat thlopfi¢né
obdélniky a znacit @ x b. Pokud ma obdélnik rozméry m x n a v zahlavi je usecka, ktera je
thlopfitkou obdélniku, jehoz a = m, podet UseCek naristd o jednu u kazdé délky
thlopfitky za nasledujicich okolnosti. Dokud je velikost & menSi neZ n zkoumaného
obdélniku, je polet wise¢ek nulovy. KdyZ je b dhlopti¢ného obdélniku rovna n, je podet
usecek jedna. Pokud n vzroste o jednu, vzroste o jednu i podet isedek. S timto nartistajicim
n se dojde k takové velikosti obdélniku, Ze se objevi nova usecka, jejiz dhlopfi¢ny obdélnik
ma b rovnu tomuto n, zaroven paraleln€ za¢ne nartistat o jednu poet téchto thlopficek.
Jinak fe€eno, kdyZ je obdélnik tak veliky, Ze se objevi poprvé thlopfitkova tsetka, jejiz
obdélnik ma a = m a b = n, je pocet t&chto seéek jedna. S nartistajicim n polet o jednu
narusta.

Pocet uhlopti¢nych usecek, jejichz a je men$i nez m, je roven dv€ma, kromé
obdélniku, jehoZ n = b. Pokud n = b, je polet usetek roven m — a + 1. Kdyz je n vétsi nez
b, je pocet usefek 2. Pocet uhlopfiénych useek se musi pro kone¢ny vysledek vynasobit
dvéma.

V tomto okamziku, bych uméla vypocitat pocet miiZovych usedek v jakémkoli
obdélniku tim, Ze bych si vypsala, jaké typy usetek tam budou. Dokazala jsem totiZ zjistit
pocet v3ech typl. Naptiklad obdélnik 10 x 9 — 9+ 8 + 82.2 =181 (viztab. 7), 11 x 12
132 (viz tab. 8).

Pfi tomto zpiisobu jsem si vypsala viechny obdélniky a x b, kde a, b maji alespoii
jednoho spole¢ného délitele (kromé 1), a < m, b < n. Také jsem si napsala podet
vodorovnych a svislych usedek. Vodorovn&: m — 1 a svisle: n — 1. Podty tiseéek a x b: m >
adn>b;axb— 2nebom>adn=b axb— m-a+ 1. Nakonec jsem sedetla podty

vodorovnych a svislych tsecek a poet iisedek v obdélnicich a x b krat 2.
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14.11.2005

Pfi realizaci experimentu jsem si uvédomila, Ze jsem u nékterych obdélniki pocitala
usecky, které neprochazely Zadnym vnitfnim mfiZovym bodem. Proto jsem prosla viechny
vysledky a hlavné tabulky a opravila chyby. Vysledek hledani byl pro mne celkem
pfiznivy, protoZe kromé obdélniki, jejichz alespoii jedna strana byla rovna 1, se chyba

nikde nepromitla. U obdélniki 1 x n nebo m x 1 byl podet tise¢ek nula misto jedna nebo m
-1.

28.12.2005

Hledala jsem vzorec pro 2 x n. Z tabulky jsem vidéla, Ze polty uhlopfiénych usedek
v kazdém obdélniku tvofi aritmetickou posloupnost s diferenci 2. Lisil se v3ak prvni &len
této posloupnosti. U sudych n byl roven 1, u lichych se rovnal 2. Proto jsem musela
vytvofit dva vzorce. Oba v§ak zacinaly stejnym souétem vodorovnych a svislych tisedek: 1
+ n—1. Ted jsem poéitala soucet useéek a x b.
2x2—...+2.()
2x4—>...+2.3+1)
2X6—...+2.(5+3+1)
2x8— ... +2.(7T+5+3+1)
2x10—>...+2.(9+7+5+3+1)
Zobecnit tento soucet §lo takto:
2xn— ... +2.(n-1+n-3+n-5+..+n—(n-1)).

Po secteni n a vytknuti —1 by se dala sedist posloupnost 1, 3, 5, 7... Proto bylo nutné
zjistit pocet n v kazdé fad¥. Polet n v kazdé fad¥ se rovnal n/2. Soudet posloupnosti se

rovnal pocet ¢lend déleno dvéma krat (prvni + posledni &len). Proto:

2xn—»...+2 ?: ’;(l Fn-1)|.

2
Po upravach je vzorec pro n délitelné 2: 2xn—>1+n-1+ 2(”71 .
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Pro vytvofeni vzorce pro liché »n jsem postupovala obdobné. (Zatim jsem nebrala
vpotaz2x 1.)
2x3—...+2.(2)
2x5—> ...+t2.(4+2)
2x7—..+2.(6+4+2)
2x9—>...+2.8+6+4+2)

Zobecnit tento soudet 3lo takto: 2 xn— ... +2.(n-1+n-3+n-5+..+n—-(n-2)).

Rozdil byl v poslednim ¢&lenu posloupnosti, ktery se rovnal (n — 2). Také pocet n a

n—1)

pocet Elent posloupnosti byl jiniy. Rovnal se n—1, :

Vzorec pro n nedélitelné dvéma je:

:-————("‘lg"“»J:1+n—1+2{¥}.

2xn->1+n-1+2

Postup pro vypocet usetek v obdélnicich typu 2 x » 1ze znazornit takto:

2xn
n+tl n=1
2xn—1+n-1... 2x1—0
n=2,4,6... n—-3,517...
2 2 _
+2(n—) o L )
4 e

30.12.2005

Nyni jsem hledala vzorec pro 3 x n. I tady byl spoleny zatatek tohoto vzorce jako

soucet svislych a vodorovnych usedek: 3 x n — 2 + n —1 + ... Pak jsem potitala podet
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uhlopfi€nych Gsedek 2 x b, kviili kterym jsem znovu rozdélila » na sudé a liché. Pro sudé n
byl podet téchto uselek soudet nékolika typd usefek, pficemz kazdy typ usetky byl

dvakrat. Podet typli usedek se rovnal n déleno dvéma. Proto soucet viech usecek typu 2 x

b, pro sudé n: 2xb—>2t2—’21 l

n-1 ‘

7

Pro n liché byl poget téchto tseéek stejny, jako pro (n— 1), tedy: 2xb —» 3' 2

Pokratovala jsem vzorcem, ktery by vyjadfil pocet use¢ek 3 x b.
3x2—>...4+0

3x3—->...+1
3x4—>...+2

3x5—> ...+3

3x6— ...+4+1
3x7T—...+5+2
3x8—...+6+3

3x9—> ...+7+4+1
3x10—>...+8+5+2
311> ...+9+6+3
3x12—...+10+7+4+1

Vidéla jsem, Ze jde o soudet posloupnosti s diferenci 3, ale liil se jeji prvni &len.
Z tohoto diivodu jsem vytvofila nejdfive vzorec pro n dé€litelné tfemi (3, 6, 9, 12...), kde
prvni ¢len byl 1. V tomto pfipadé $lo o nasledujici soudet:

3xb—>...+tn-2+n-5+n-8+...+tn-(n-1).

Musela jsem zjistit pocet n a sou€et posloupnosti -2 , -5,..., — (n—1).

2

3xb—>...+2(-n ”{”'*'1)] e _' ”(”‘”']_

3 6 6

Postoupila jsem k zjidtovani vzorce pro n, které po vydéleni tfemi dava zbytek 1 (4,

7, 10...). Postupovala jsem obdobné s tim, Ze posledni €len posloupnosti byl (1 - 2).

3xb >...+2( (n_l)n_(n_l)”’= +2"(n—1)n]
3 eud R oa g
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Ted uZz mi zbyvaly jen 5, 8, 11..., tedy n, které po vydéleni tfemi ma zbytek 2.
Soucet této posloupnosti s poslednim ¢lenem (n — 3) a poctu n je:

n— 2n (n=2)n) _ 2"'(n—2Xn+1)‘
- =42 S ]

3xb . +2(

Pivodné jsem si rozdélila n podle délitelnosti tiemi s jinym oznacenim. Cisla 4, 7,
10... jsem znacila jako 3/(n —1), znamenalo to, Ze pokud. se od.n odecte jedna, Ize toto Cislo
vydélit beze zbytku. Obdobné jsem znacila cisla 5, 8, 11... 3/(n — 2). Toto znaceni jsem
vyuZivala i ve vzorcich pro obdélniky 4 x n, 5 x n a 6 x n. Pfi konzultaci jsme se ale

dohodli, Ze toto znaleni, které mé pripadalo naprosto jednoznacné a logické, je
~nematematické" a zavadéjici. Proto jsem zacala skupiny Cisel znacit pomoci vyctu

prvkd nebo pomoci zbytkd, které zlstanou po vydéleni uréitym Eislem.

Vytvofila jsem postup, kterym by se postupovalo pfi hledani poétu udsegek
v obdélnicich typu 3 x n, podle délitelnosti n.

3xn
n#l n=1
3xn—2+n-1 2x1—0
n=24.6... n-3,5,7...
+2n +2(n-1)
n=3,6,9... n=4,7,10... n=5,8,11..
+2(n(n—iiJ +2((n—_1)n} Lo 7 2Xn+1)"
6 l (4] \ 6 /
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Pfistoupila jsem k hledani vzorce pro 4 x n. Soucet svislych a vodorovnych usecek
byl 3 + n — 1... Pfi hledani podtu usetek 2 x b jsem znovu rozdélila » na délitelné a
nedélitelné dvéma.
4xn—2xb
4x2—3
4x3—2 Soudet 2 x b je pro n délitelné dvéma je (n + 1), pro n liché je
4x4—>2+3 tento soucet (n— 1).
4x5—-2+2
4x6—>2+2+3
4x7—2+2+2

ProtoZe se piipo&itava nova dvojka v kazdém tietim obdélniku, bylo tfeba rozdélit n
pode délitelnosti tfemi.

4xn—>3xb

4x2—0 n=3,6,9...

pe sl Txh 228
4x4—>2 3
4x5—>2 n=4,7,10...
4%6—2+2 oy 2—1)
4x7—2+2 3
A% 8242 n=5,8,11...
4x9—2+2+2 3xb—)2@

4x10—-2+2+2

V typu 4 x b jde znovu o aritmetické posloupnosti, tentokrat s diferenci 4. Posledni

&len posloupnosti je (n — 1) nebo (n — 2), podle toho je-li n délitelné dvéma.

4xn—4xbh n=2,4,6...
‘-1.\.2 '1 ”:.
4xb—>2—
4x3—2 4
4x4—3+1
4x5—4+2 n=357...
4x6—>5+3+1 4)(h_¥7(r1—-1Xn+1)=Wa.r'.]
4x7—6+4+2 4 4
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Postup pro 4 x n je:
4xn
n#l n=1
4xn—3+n-1 4x1—0
n=24,6... n=3,3 1.
+2(n+1) +2(n-1)
n=36,9. n=4,7,10... n=35,8,11
+9 2n +2 2n-1) L9 2(n - 2)
3 3 3
n=2,4,6... n=3,517...
n' n' -1
+2— +2
4 4

Zkoumani 5 x n bylo podobné jako u menSich m. Svislé a vodorovné: 5xn—4+n-1..,
n=24,6...
2xb—2(n+2)

S5xn —»2xb

5x2—-4
5x3—2

Sx4—2+4
5x5—2+2

5x6—>2+2+4

n=3,5,7...
2xb—2(n-1)
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n=3,6,9...
S5xn—>3xb _l_22n+3
5x2—0 3
5x3 >3 n=4,7,9...
5x4—2 3xb_+22(n3—1)
5x5—2
5%6—2+3 n=5,8,11...
3xb%22—(’;2)
Sxn—-4xb n=246...
5x2—2 5xb—2n
5x3-52
5x4—-2+2 n=3,517...
5x5—2+2 5xb—2(n-1)
5x6—>2+2+2
n=5,10,15...
N
Ixb 22
S5xn—5xb 10
5 5 Bh=3l1 n=6,11,16...
Sx6—2 3xb—>2———(”‘11)g”‘2)
5x7—3
5% 84 n=7,12,17...
(n=2%n-1)
5x9—5 3xb—>2 1’(‘) /
5x10—>6+1
n=8,13,18...
3xb—>2{”'3’”

n=9,14,19...

o \n—4 Xr2+1)
= 10
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6xn—-5+n-1...

6xn—2xb
6x2—-5

6x3—>2
6x4—2+5
6x5—2+2
6x6—>2+2+5
6x7—>2+2+2
6x8—2+2+2+5
6Xx9—2+2+2+2

6x10>2+2+2+2+5

6xn—3xb
6x3—-4
6x4—>2
6x5—2
6x6—>2+4
6x7—2+2
6x8—2+2
6x9—-2+2+4
6x10—2+2+2

6xn—4xb
6x2—3

6x3—2
6x4—>2+3
6x5—2+2
6x6—2+2+3
6x7—>2+2+2
6x8—2+2+2+3
6x9—2+2+2+2

6x10—2+2+2+2+3

n=2,4,6...
2xb—2(n+3)

n=3,5,17..
2xb—-2n-1)

n=3,6,9...
3xb—>2(:§+2]

n=4,7,9...

' 3(:;: -1) "l

3 )

Ixbh—2

n-5,8,11...

( 2Un - J)J
\ 3

3xb—o 2

n=2,4,6...

4xb—>n+1

n=3,5,17..

4xb—n-1



KdyZ je cesta ieSenim

aneb

Tri dlohy v prostiedi ¢verefkovaného papiru

6xn—5xbh

6x5—-2
6x6—2
6x7—-2
6x8—2
6x9—2
6x10—-2+2
6x11—>52+2
6x12—-2+2
6x13—-2+2
6x14—->2+2
6x15—-2+2+2

6xn—-6xb
6x2—1
6x3—-2+1
6x4—-3+2+1
6x5— 4+3+2
6x6— 5+4+3+1
6Xx7—6+5+4+2

6x8—T7+6+5+3+1

6x9—+8+7+6+4+2+1

6x10—-9+8+7+5+3+2+1
6x11—-10+9+8+6+4+3+2
6x12—-11+10+9+7+5+4+3+1
6x13—-12+11+10+8+6+5+4+2

6x14—=13+12+114+9+7+6+5+3+1

n=35,10,15...

2n
S5xn—o2—
5

n=6,11,16...

2(n—1)

Sxn—>2=
5

n=17,12,17...
2n~2)
5

Sxn—>2

n=28§,13,18...
a 2(n-3)

Soon—>2———2

n=914,19...
2(n—4)

Sxn—2

Ln

2.1.2006

6x15—+14+13+12+10+8+7+6+4+2+1

6x16—15+14+13+11+9+8+7+5+3+2

2 + 1
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6x17—>16+15+14+12+10+9+8+6+4+3+2
6x18—17+16+15+13+11+10+9+7+5+4+3+1
6x19—18+17+16+14+12+11+10+8+6+5+4+2
6x20—19+18+17+15+13+12+11+9+7+6+5+3+1

6x21 >20+19+18+16+14+13+12+10+8+7+6+ 4+2+1
6x22—>21+20+19+17+15+14+13+11+9+8+7+5+3+2+1

6x23 >22+21+20+18+16+15+14+12+10+9+8+6+4+3+2

6x24 >523+22+21+19+17+16+15+13+11+10+9+7+5+4+3+1
6x25—>24+23+22+20+18+17+16+14+12+11+10+8+6+5+4+2
6x26—>25+24+23+21+19+18+17+15+13+12+11+9+7+6+5+3+1
6x27 >26+25+24+22+20+19+18+16+14+13+12+10+8+7+6+4+2+
+1

Abych zjistila, jak tyto fady funguji, zkoumala jsem rozdily mezi jednotlivymi ¢&leny,
abych ur¢ila diferenci. VE&déla jsem, Ze tyto fady budu obtiZné, protoZe 6 je délitelné jak
dvéma, tak tfemi.

6 x n ... rozdily mezi sousednimi ¢leny (¢leny fazeny sestupné)

6x3...1
6x4...1,1
6x5...1,1
6x6...1,1,2
6x7...1,1,2

6x8...1,1,2,2

6x9...1,1,2,2,1

6x10...1,1,2,2,1,1

6x11...1,1,2,2,1, 1
6x12...1,1,2,2,1,1,2
6x13...1,1,2,2,1,1,2
6x14...1,1,2,2,1,1,2,2
6xn...1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2 ...

Z téchto rozdili bylo jasné, Ze by se kazda fada musela rozdélit na 4 posloupnosti.
Diference 1., 5., 9. aZ (4k-3). €lenu je 6. Diference 2., 6. ...(4k-2). &lenu je také Sest.
Diference 3., 7. ... (4k-1). €lenu = 6. A diference 4., 8., ... (4k). &lenu je také 6.

44



KdyzZ je cesta FeSenim aneb T¥| dlohy v prostiedi ¢/ vereC¢kovaného papiru

Ted’ jsem musela zjistit, ktera n maji stejnou posloupnost useéek 6 x b. Hledala jsem
je pomoci rozdilii mezi Eleny. MéEli by k sobé patfit ty, jejichZ rozdily konéi stejn€ a stejné

jsou i posledni ¢leny.
7.1.2006

Z toho mi vychazelo, Ze k sob& patii 3, 9, 27..., protoZe ¢leny maji rozdily podle
pravidla 1-1-2-2-1-1-2-2...1-1-2-2-1 a ¢leny posloupnosti jsou ...6, 4, 2, 1 Tato n (3, 9,

]

27...) jsou mocniny ¢&isla 3. Poéet &lentl je —

Y

Dalsi skupinu tvoii n = 6, 12, 18, 24..., coZ jsou nasobky $esti. Rozdily vedlejSich
¢lent (fazeno od nejvétsiho k nejmensimu) jsou 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-1-1-2. Posledni

¢leny jsou ...5, 4, 3, 1. Poéet &lent je 4?"

Stejna posloupnost ¢lent je i u &isel 5, 11, 17, 23... Rozdily: 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-

1-1 a nejmensi ¢leny: ...6, 4, 3, 2 a pocet ¢lenti: M) ~1.

Stejnou posloupnost tvofi i &leny n =7, 13, 19... Cisla s rozdily 1-1-2-2-1-1-2-2...2-
(n l)

2-1-1-2 (stejng jako n/6). Nejmensi ¢leny ...6, 5, 4, 2 a jejich po&et je

Posloupnost s diferenci 6 tvofi i Cisla n = 4, 10, 16..., soubty usetek tvofi
posloupnost s rozdily mezi ¢leny 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-1-1 a nejmensi €Eleny jsou ...3, 2,

4(n + 2) )
5]

1. Pocet ¢lenti 1ze spocitat ze vztahu

Ted’ uZ zbyvalo jen n = 2, 8, 14, 20..., rozdily mezi podty tsedek tvoti posloupnost
s rozdily mezi &leny 1-1-2-2-1-1-2-2...2-2-1-1-2-2, nejmen3i podty useéek jsou ...6, 5, 3, 1
4(n-2)
+1

H

a poCty ¢leni jsem zjistila ze vztahu
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8.1.2006

Pro sjednoceni jsem pifepsala n podle délitelnosti spolu s vypoctem poctu
¢leni potem ¢Elend.

n=6,12,18... » ig—

n=7,13,19... » ﬂ@;—l)

-”‘H ff,]'

n=238,14... » +1

n=3,9,27...»ﬂ61-3—)+2
n=4,10, 16... >>£6"4—)+3

n=511,17...» i(—"("—s)+3 ,
)

Nyni by zbyvalo u kazdého druhu n (podle délitelnosti Sesti) vypoéitat soudty viech
¢yt posloupnosti, které tvoii pocty usecek 6 x b.

Na konzultaci mi bylo zakdzano dal pokracovat v hledani vzorcd pro rdzné
velikosti obdélnikd, co? mé docela mrzelo, protoZe jsem chtéla zalit zobecfiovat
postupy pro obdélniky m x n.

Vtéto tloze jsem klasifikovala isecky podle toho, jakého Ctverce/obdélniku jsou
uhlopFickou nebo zda jsou rovnobéZné ci svislé. Viastné jsem je délila podle jejich délky.
Mohla jsem je vSak délit i podle jinych kritérii — podle poctu vnitinich mfiZovych bods:
nebo podle toho, ve kterém bodu na obvodu zkoumaného obdélniku maji krajni body. (Slo

by pouze o polovinu obvodu — jedna strana vodorovna a jedna svisia).
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3 Teoreticky odkaz na analyzu

Pro analyzu mys$lenkovych procesii v experimentech a pfi feSeni ulohy (viz kap. 4-5)
vyuZivam teorie M. Hejného, jeZ je popsana v praci (Hejny, 2004). Z této prace vyuZivam

mysSlenky, které jsem zpracovala v nasledujici kapitole.

Poznavaci proces

Pokud jsou znalosti a informace, které Zak ziska, uloZeny jako izolovana fakta a
nejsou dostateéné strukturovana, nazyvaji se tyto znalosti formalni. V matematice jde
nej¢astéji o pamétn€ naucené algoritmy, vzorce, definice a fakta. Opakem je
konstruktivisticky pfistup, kdy se Zak poznatku dobere sam. V tomto pfistupu nejsou

nejdileZitéjsi jednotlivé poznatky, ale schopnosti a celkovy rozvoj intelektu.

Mechanizmus nabyvini matematického poznani

1. Hladina motivace.

2. Hladina izolovanych modelii. Ziskavani zkuSenosti s konkrétnimi pfipady. Kone¢né
poznani bude pevnéjsi, tim vice, ¢im vice bude t&chto modelu.

3. Zobecnéni. 1zolované modely na sebe za¢nou poukazovat, seskupovat se a organizovat,
¢imZ dojde kijejich strukturaci a hlubSimu vhledu do poznavaného. Tim ve v&domi
vznikne genericky model.

4. Hladina generickych modeli. Generické modely jsou jakymsi prototypem izolovanych
modeli a mohou zastupovat viechny jednotlivé izolované modely. Generickych
modelti se postupné objevi vice, proto je dilezité jejich usporadani.

5. Abstrakini zdvih — abstrakini pozndni. Soubor izolovanych a generickych modelii je
restrukturovan a novy vhled ma abstraktngj$i charakter, je? miZe byt provazen
symbolickym zaznamem reprezentujicim novou strukturu.

6. Hladina krystalizace. Nové poznani je propojeno s pfedchozimi védomostmi. Nejprve
na urovni modell, pozdé&ji na urovni abstraktniho poznani, coZ byva dlouhodoby

proces.
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Hladina automatizace je nacvik znamého a do poznavaciho procesu nepatii a nékdy
v tomto procesu mtiZe hrat negativni roli.
Ackoliv vy$e popsany pribéh poznavaciho procesu odpovida €asovému priibéhu,

nova zku$enost se vétSinou otiskuje do n¢kolika hladin najednou.

Izolované modely

Doba, kdy modely pfistiho poznatku postupné pfichazeji do védomi, 1ze rozdélit na
pét fazi.
1. Prvni model je zarodkem pfistiho poznani.
Dalsi izolované modely, které zatim stoji samostatné.
Shlukovani nékterych modeld, které jsou v né¢em ,,stejné*.

Hledani podstaty ,,stejného®. Izolované modely tvofi komunitu.

o P B

Obohacovani izolovanych modeld, ale ve védomi je jiZ model genericky nebo

poznatek.

Zobecnéni a genericky model

Genericky model je strukturovany princip, vytvofeny strukturou izolovanych modelt.
Tento model dava vhled do této komunity a je prototypem izolovanych modelii. Podstatou
generického modelu je vidét v konkrétnim modelu reprezentanta celé tfidy objektli. Proces
objevovani a objeveni generického modelu je zobecnénim. Jde o uzieni nové abstraktni
skute¢nosti.

Strategie gradace je strategie G¢innd v mnoha tlohach. Uloha se rozloZi na diléi
tlohy, které jsou vyfeSeny né€jakymi generickymi modely. Soubor téchto generickych

modelt niZi urovné se stava souborem izolovanych modelt pro ptivodni ulohu.

Abstrakce a abstraktni poznani

Genericky model na rozdil od abstraktniho poznani ma stejnou uroven abstrakce
jako modely izolované. Abstraktni poznani je opfeno o jazyk a symboliku. Pfechod

z roviny generickych modelt do roviny abstraktniho poznani se nazyva abstrakéni zdvih.

48



KdyZ je cesta FeSenim aneb TFi dlohy v prostiredi ¢/ vereckovaného papiru

4 Experiment

V této fazi diplomové prace, poté co jsem sama feSila Glohy (viz kap. 2), jsem chtéla
zjistit, jak by podobné ulohy fesili Zaci 1. stupné zakladni $koly. Proto jsem se zamyslela

nejen nad formulaci loh pro Zaky, ale i celym scénafem experimentu.

4.1 Sceénar

Hned od poéatku mi bylo jasné, Ze s Zaky vyzkou$im jednak tlohu o hledani poétu
cest a téZ tlohu o mfiZzovych usetkach v obdélnicich. Ulohu o trojuhelnicich jsem nechtla
zafadit do svych experimentl se Zaky, protoZe i pro mne byla pfili§ naro€na a pro zaky 1.
stupné aZ neuchopitelna. Pfi zamy$leni se o naro¢nosti viech mnou feSenych uloh jsem se

rozhodla, Ze experimenty povedu se Zaky 5. roniku.

Pfed vlastnim experimentem provedu klimaticky rozhovor na téma, co maji pravé za
pfedmét, ktery pfedmét Zaka bavi, pro¢ jsem navstivila jejich Skolu apod. Pfed prvnim
tkolem se 7ika zeptam, zda zna prostiedi CtvereCkovaného papiru, zda snim n&kdy

pracoval.

Prvni ulohu Hledani po¢tu cest jsem si pro u€ely experimentu pfipravila takto:

a) Pred Zika poloZim obdélnik typu 1 x 3 (viz obr. 1), vyzna¢im levy dolni a pravy horni
roh obdélniku jako vychozi a cilovy bod cestovani a feknu: Budeme cestovat po tomto
obdélniku tak, abych se dostala z tohoto rohu (ukaZu na levy dolni roh) do tohoto rohu
(ukdZzu na pravy horni roh). Je moZzné cestovat jen po vyznafenych &arach a jen
doprava a nahoru (K tomu nakreslim vedle obrazku Sipky oznaujici uvedené sméry).
Ukéazi jednu cestu: —f—-»> a vyzvu Zika, aby naSel dal$i. V pfipadé Zzakova
nepochopeni ,,projdu® dal3i cestu a takto budu pokracovat, dokud Zak neuchopi situaci

sam. Na zavér je Zak vyzvan, aby fekl, kolik cest bylo nalezeno.

CrEE |

Obr, |

b) Nabidnu obdélniky typu 1 x » (kde n postupné nariistiod 1: 1 x 1, 1x2,1x3,...)a
vyzvu Zéka, aby uréil polet cest pro kazdy obdélnik zvlast. Prvni obdélnik 1 x 1

49



KdyzZ je cesta FeSenim aneb TFi dlohy v prostFedi ¢ vere¢kovaného papiru

nakreslim sama, dal$i si zak vyznac¢i sam. Uloha bude pro Zika vyfeSena v momentg,
kdy nebude cesty hledat, ale pfi¢itat jedna k pfedchozimu po¢tu cest. KdyZ neuvidi
pravidlo naristu, poradim mu zapsani po¢ti cest do tabulky.

c¢) Dalgim tkolem pro Zika bude zjistit podet cest u obdélniku 1 x 100. U takto velkého
obdélniku jiz nepfedpokladim zjistovani poétu cest hledanim po jedné, ale
uvédoménim si, Ze v pfedchozim tkolu vZdy podet cest byl o jedna v&ti nez pocet
Stverekt v daném obdélniku. Obdobnym ukolem je zjistit poéet cest u obdélniku 1 x
1000 a 1 x 1758. Po Zikové odpovédi nasleduje vyzva, aby zdk vysvétlil jakym
zplisobem k tomu dospél.

d) Poslednim ukolem je najit podet cest u obdélniku typu2x1,2x2,2x3a2x4.
Predpokladand doba trvadni: 10 min.

Predpovéd:

Déti rychle pochopi zpilisob, jakym se po ¢tvereckové siti cestuje a jak se poéitaji
cesty. Pfedpokladam, Ze u typu 1 x n nebudou s hledanim podti cest problémy, protoze
tento typ je ,,pfehledny*. JelikoZ n bude naristat postupné, uvidi brzy, Ze pocet cest narlista
postupné o jednu a je o jednu vétsi, nez je pocet Ctvereckl. Na mou otazku ohledné poéth
cestu 1 x 100, 1 x 1000 a 1 x 1758 asi odpovi spravné nebo misto aby jednu pfidetli,
jednu ode&tou. U typu 2 x n zaénou problémy mozna uz u typu 2 x 2, ale asi ur¢ité u 2 x 3,

protoZe je zde téZké evidovat vSechny cesty, které uz byly ,,projity*.

Pro experiment jsem si ilohu MfiZzové usecky v obdélnicich pfipravila nasledovné:
a) Pied zaka polozim nékolik pfedkreslenych obdélnikti ve Etvercové siti 3 x 1,2 x 2,2 x
4,2x5,3x3,3x4,4x5,1x8,2x8,1x1).(vizobr. 2)

Obr. 2
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b)

Vysvétlim, Ze budeme zjifovat polty miiZovych usecek v téchto obdélnicich.
Nakreslim obdélnik 2 x 3 (viz obr. 3) a na ném vysvétlim, co mfiZzova useCka je: kde
musi byt jeji krajni body a Ze musi prochazet vnitinim mfizovym bodem. Jako ptiklad
pouZiji dvé miiZové usectky, jednu rovnobéZnou s mfiZi a druhou uhlopfi¢nou. Pokud

nepochopi, co je miizova tise¢ka, znazornim dal$i m¥iZové Gsecky.

Obr. 2

c)

d)

Nyni Zaka vybidnu, aby znatil v pfedloZenych obdélnicich viechny miiZové usetky a
zjistil jejich pocet v kazdém z nich. Pokud si Zak nebude jisty, zda nelezena tisecka je
nebo nem mfiZova, bude moci pouZit pravitko nebo si obrazek prekreslit.

Budu sledovat, které Gsetky a v jakém pofadi Zdk najde. Zajima mé&, jestli si d&ti
uvédomi, Ze pocet uhlopfi¢nych usetek z levého horniho miiZového bodu do dolniho
pravého mfiZového bodu je stejny jako polet usetek z pravého horniho miizového
bodu do levého dolniho miiZového bodu, a proto lze najit jen tise¢ky jednoho typu a
jejich pocet vynasobit dvéma. Budu téZ evidovat, zda zapominaji, Ze usetka musi

prochazet vnitinim bodem, a jak budou reagovat na typ 1 x 1.

Predpokladanad doba trvani: 10 min.

Predpovéd:

Cim vic bude v urtitém obdéIniku tisedek, tim vice jich bude chybét. Déti se mohou

zarazit u obdélniku 3 x 4, a to proto Ze budou zkoumat, jestli uhlopficka obdélniku 3 x 4 je

miiZova.

Zpusob evidence:

Magnetofonova nahravka + pisemné poznamky o zéapisech, které zak provede.
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4.2 Vypisky 7 protokolit experimentu a jejich analyza

Experiment jsem provedla se tfemi Zaky 5. roéniku na prvostupiiové zakladni $kole.
Experiment jsem provedla pfi jednom setkani, kdy jsem si déti postupné ,,pijcovala® ze
tfidy.

Na zakladé magnetofonovych nahravek a mych poznamek vznikly protokoly (viz

pfiloha €. 5) a z nich nasledné vypisky, které se staly podkladem pro analyzu.

4.2.1 Experiment David

Podle tfidni ucitelky je David schopny bystry Zak, se kterym se dobfe spolupracuje.

Vynika zejména v matematice.

Jméno: David

Vék: 11 let

Datum: 14.11.2005 (pondéli, prvni vyucovaci hodina)
Misto: odpocdinkovy koutek na chodbé $koly

Na zakladé klimatického rozhovoru jsem se dozvédéla, ze David pfisel ve Skole do

styku se &tveretkovanym papirem pouze jednou, a to v pfedmétu vytvarna vychova.
4.2.1.1 Vypisky z protokolu experimentu a jejich analyza (iloha Hleddni poétu cest)

a) Princip cestovani ihned pochopil (vysvétlen na typu 1 x 3). Thned ukazoval dalsi cesty
a viechny objevil (viz ptiloha ¢. 2/1).

b) Nakreslila jsem typ 1 x 1 a David spravné ur€il poCet cest. Postupné si sam nacrtaval
obdélniky a spravné uroval pocty cest. Po obdélniku 1 x 4 si omylem nakreslil
obdélnik 1 x 6 a spravné urcil pocet cest 7, ihned si to uvédomil a narysoval 1 x 5, kde
bez hledani urcil pocet cest 6. Zde uz poznal, Ze cesty nartstaji postupné o jednu. Polty
cest na typech 1 x n hledal rychle bez znaceni.

¢) Na otazku ,kolik cest by bylo v obdélniku 1 x 100 s malym vahanim odpovédél 101.
Jeho odpovéd’ jsem schvalilaau 1 x 1000 a 1 x 1758 jiz bez vahani odpoveédél spravné.
Ptala jsem se, jak je moZné, Ze mi dokaZe opovédét bez poéitani. Rekl, Ze je to vzdy o

jednu vétsi.
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d) Velmi rychle nasel cesty v typu 2 x » nasledujicim zpiisobem:
2x 1 — 3 8lo o cesty: 11—. —11, |—1, zde uved], Ze to stejné jako u pfedchoziho
ukolu 1 x 2.
2X2 = 4 11—, =11, foh, =11
2x3 = 5: 11, Hom, T, [, T
2X 4 6: s, s, ] o= f
11—

Analvza

b) Diky tomu, Ze se spletl a nakreslil si misto obdélniku 1 x 5 obdélnik 1 x 6, tedy byla
naru$ena posloupnost, coz upoutalo jeho pozornost a tim si pln€ uvédomil, Ze pocty
cest se postupné zvy3uji o jednu.

c¢) Tim, Ze byla spravna jeho odpovéd’ na poCet cest v obdélniku 1 x 100, potvrdil si svoji
domnénku, Ze pocet cest je o jednu vEtSi neZ pocet Ctvereckli. Pravdépodobné by jeho
reakce byly jiné, kdybych mu spravnost jeho odpovédi u 1 x 100 ihned nepotvrdila.
Zak by se musel znovu sam ujistit o spravnosti fe3eni tlohy, dokonce by mozna musel
tilohu fesit od zacatku, ¢imz by se upevnila jeho poznani o strategii pouzité pfi feSeni
této ulohy.

d) Jako prvni u obdélnikd 2 x n na3el vZdy cesty po obvodu, protoZe tyto cesty jsou jiz na

obrazku znalené a jako prvni upoutaji pozornost. U téchto cest, které jsou hranici
obrazku verbalizoval jen vidéné. V typu 2 x 2 jako prvni nalezl cesty mantinelové. U
dal$ich je jeden usek je tvofen kroky stejného typu, vnima zde jakousi ,,pfibuznost“
téchto cest s cestami mantinelovymi. Vidime, Ze ho zde nenapadlo ,,odbodovat* mimo
hranici obrazku. I v obdélniku 2 x 3 nalezl nejprve cesty mantinelové. Tteti cesta je ,,
pfibuzna“ jako cesty vtypu 2 x 2 (,,odbofovani“ na hranici obrazku). Tato cesta
zpuisobi vynofeni horni fady ¢tvereckii, coZ evokuje Zakovi pfedchozi ulohu (1 x n).
Proto zde naléza posledni dvé cesty a je spokojen, Ze pocet cest vzrostl o 1 jakou 1 x n.
TutéZ (viz 2 x 3) strategii pouziva i u typu 2 x 4, kde tak pocet cest znovu vzriista o 1.
Zde se vyskytuje béZny jev, ktery nazyvame transfer poznatku a strategie z jedné ulohy
na druhou. Zak diky Gspésnosti strategie u tlohy 1 x n vyuzil téze strategie pro ulohu

2 x n, aniz by si uv€domil nedostate¢nost této strategie. Jako nezkuseny experimentadtor
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Jsem nechtéla narusit pFipraveny experiment, ale dnes vidim, Ze jsem mohla reagovat

Jjinak. NapFiklad ukdzat jednu z cest, kterou nenalezl a tim vyprovokovat dalsi hledani.

4.2.1.2 Vypisky z protokolu experimentu a jejich analyza (iiloha MFZové usecky)

a) Vysvétlila jsem mu, jaké Gsecky bude hledat.
b) (Viz ptiloha €. 2/11.)

3 x 1 — 2 vodorovné tsecky.

2 x 2 — Cervena, zelena — celkem 2 usecky.(Usecky
¥aci zakreslovali tuzkou. Usetky jsem oznatila

barevné pro lep$i vysvétleni postupu Zaki.)

2 x 4 — Postupné nasel useCky: ervena, Carkovana o EnZ b /
dervena, zelend, €arkovana zelend, modra a modra S

3 F 4k \
&arkovana. Nakonec 1 vodorovna, ale kdyz mél fici Z L // N

kone&ny pocet spletl se a fekl 8 usecek.

2 x 5§ — Stejnym zplisobem jako u typu 2 x 4 naSel thlopfi€né useky 2 x 2, poté jednu

vodorovnou a 4 svislé, pocet usecek byl 13.

3 x 3 — Nejdtive nasel ¢ervenou, zelenou, modrou a
fialovou. Nyni fe$il problém, jestli jsou uhlopti¢né

usecky 3 x 3 opravdu mfizové. Nabidla jsem mu, at’ si — |

obrazek piekresli nebo pouzije pravitko. Obrazek si LN\ /

piekreslil, ale jelikoZ useCky nebyly nakresleny pfesné,

fekl, Ze se na strané nekfizi a dale snimi nepocital.
Nakonec zakreslil 2 vodorovné use¢ky (shora) a 2 usecky

svislé (zleva). Koneénym vysledkem v3ak bylo 6 usecek.
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3 x 4 — Nejprve se snazil zjistit, zda whlopfitka \

obdélniku 3 x 4 bude mfiZova, ale jelikoZ byla ,,kousek

vedle*, zatal hledat dalsi usetky. Zde uréil jako LA

miiZové uhlopficky 3 x 3, které predtim zavrhl:

dervena, zelena, modra a fialova. Nakonec 3 svislé

(zleva) a 2 vodorovné (shora). Jako konecny poclet

uvedl devét.
4 x 5 — Nejprve zakreslil 4 svislé usecky /’
(zleva), 3 vodorovné (shora). Pak zakreslil - _ ¥
W
dervenou, zelenou, modrou a fialovou. NL
Koneénym vysledkem bylo 11. - /

1 x 8 — Zde rychle uvedl 7 svislych tusecek.

2 x 8 — Nejprve 7 svislych tsecek, 1
vodorovna. Usetky zakreslil

nasledovné: c¢ervena (plna,

darkovana), zelena (plna, ¢arkovana),
modra (plna, d&arkovana), fialova
(plna, ¢arkovana) ... timto zpisobem
pokracoval aZz do konce. Takto jich

nalezl 14. Celkem uvedl 22 useéek.

1 x 1 — Bez vahani uvedl 0 usecek.

Analvza

V obdélniku 3 x 1 Zak jesté neuchopil celé zadani ulohy. Na podatku sice tika, Ze
viemu rozumi, ale podminek je tolik, Ze v3echny nedodrZuje. Proto v obdélniku 3 x 1
vyznatuje vodorovné uasecky. Sice jsou miiZové, ale neprochdzi Zadnym vnitinim

miizovym bodem. Tato uloha nema feSeni. AZ teprve u této analyzy si uv&domuji, jak
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naro¢nou prvni ulohu jsem zvolila. 74k nemé&l moZnost vyuzit viechny podminky (pro
usecky) formulované v zadani.

Dfivéjsi vyznaCeni dvou vodorovnych tsedek v obdélniku 3 x 1 podsouva i feSeni
ulohy v obdélniku 2 x 2, proto vyznauje téZ dv€ tsecky (dhlopfitné) uplné jiného typu
neZ v obdélniku 3 x 1.

Stejnym zpisobem fesi i Glohu v obdélniku 2 x 4. Nahlasi 6 usetek stejného typu
jako u obdélniku 2 x 2, ktery mu opét podsunul feSeni. Navic uvadi vodorovnou tse¢ku,
ktera se vynofuje diky prusefikim vyznatenych uhlopfi¢nych use€ek. Nevidi svislé usecky
ani uhlopfitky 2 x 4. uvadi chybny potet evidovanych tsetek — domnivam se, Ze
vodorovnou use€ku zapoéital dvakrat.

Oproti pfedchozimu feSeni (2 x 4) u tGlohy 2 x 5 navic zakresluje svislé tse¢ky
(viechny). I zde chybi uhlopfi¢ky 2 x 4. Navic uvadi spravny pocet vSech nalezenych
usecek. Je vidét, Ze &im déle pracuje s tlohou, nartista jeho vhled do ni.

Zcela jiny format utvaru — &tverec 3 x 3 — se stava naroénéjsi tlohou pro Zaka. Opét
z pfedchozi tlohy pfenasi vidéni uhlopficky 2 x 2, které nachazi vSechny. (To v tomto
formatu nebyl snadné.) U obdélniku 3 x 3 registruje tvar ¢tverce a to mu napovida, Ze zde
méla byt uhlopfi€ka 3 x 3. Tu naznacuje, ale neni si jisty. Jako experimentator jsem na ném
pozorovala ubytek energie zplsobeny feSenim a nejistotou, proto jsem ho vybidla
k piekresleni obrazku pro zvySeni prehlednosti. OvSem ani toto piekresleni nedodalo
Zakovi jistotu v feSeni, protoZe obé tiseCky kresli nepfesné. (Chybi mu stfed tse&ky jako
miiZovy bod, proto stfed vyznagené usefky sméfuje k nejbliz§imu mfiZovému bodu.) Tuto
tise€ku tak zamita. Dale spravné zaeviduje vodorovné a svislé use¢ky. Chybné uvadi podet
viech evidovanych priseek, coZ je zptisobeno vysilenim z celého feeni tlohy.

Jeho hledani v obdélniku 3 x 4 opét potvrzuje mySlenku, Ze ¢im déle David pracuje
s tlohou, zlep$uje se jeho vhled. Své feSeni zaCina zkoumanim uhlopfi¢ky 3 x 4 pomoci
pravitka, kterou zamita, protoZe u ni spravné zji$tuje, Ze nespliiuje podminku existence
vnitiniho bodu. Pravitko mu pomaha zjistit, Ze uhlopfitka 3 x 3 spliiuje viechny podminky.
Tyto tGhlopfi€ky nachazi vSechny. Svislé a vodorovné oznaCuje viechny. Je zajimavé, Ze
neeviduje Ghlopfitku 2 x 2. Domnivam se, Ze jsou podv€domé nahrazeny Ghlopfi¢kami 3 x
3. Davidiv ,,nadhled* nad ulohou zptsobi, Ze uvadi spravny poget nalezenych tisedek.

U obdélniku 4 x 5 David pouZiva stejnou strategii jako v predchozi tuloze
s obdélnikem 3 x 4. Jeho vhled mu umoZzni hledat skupiny usetek v jiném potadi.
(Uhloptitky 3 x 3 jsou opé&t nahrazeny uhlopfitkami 4 x 4 a thloptitky 3x 3 a2 x 2 jsou
vynechany.)
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Ulohu s obdélnikem 1 x 8 op&t vyfesil rychle (stejn jako na za&atku 3 x 1). Zakreslil
vechny svislé usecky uvnitf obdélniku, ale neuv€domil si podminku zadéni Glohy.

V ptedposledni Uloze 2 x 8 pouZiva stejnou strategii jako v uloze s obdélnikem 4 x 5.
Eviduje vSechny svislé, pak vodorovnou a pak systematicky vy€erpava viechny uhloptiéné
2 x 2. Znovu nevidi jiny typ usecek, neZ je dhlopficka ¢tverce, kterd pro n€j ma dominantni
vyznam.

Ulohu 1 x 1 vyfesil spravng.

Komentar

Jak jsem jiZ n€kolikrat v analyze naznacila, David si postupné vytvofil sviij vlastni
systém vyhleddvam usecek. To mu byl umozZnéno v rdmci experimentu. Pravdépodobng
v instruktivistickém pfistupu k vyuCovani by mu nebylo umoZnéno tento systém najit,
protoZe by se hned na za¢itku dozve€dé€l, Ze jeho feSeni neni spravné, tudiz by mu nebylo
umoznéno se rozvijet v matakognitivni dovednosti — vytvofit si systém. Zistava oviem
otazkou, jak Davida (konstruktivisticky) navést na objev opomenutych use¢ek. Jednou
z moZnosti je mu nabidnout kontrolu poctu svych cest pfes ur€ovani poétu jednotlivych

usedek z bodu na obvodu obdélniku.

4.2.2 Experiment Adéla
O Adéle mi t¥idni uitelka fekla, Ze patfi mezi primémé Zaky, ale Ze by pro
experiment mohla byt vhodna, protoZe je komunikativni a neni stydlivd. Matematika pry

neni Adélinou silnou strankou.

Jméno: Adéla

Vék: 11 let

Datum: 14.11.2005 (pondéli, prvni vyucovaci hodina)
Misto: odpodinkovy koutek na chodbé Skoly

Z klimatického rozhovoru vyplynulo, Ze prostfedi ¢tvere€kovaného papiru bude pro

tuto divku nové.
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4.2.2.1 Vypisky 7 protokolu experimentu a jejich analyza (iuloha Hledani poltu cest)

a) Vysvétleni cestovani bylo bez problémi a spravné uréila pocet cest v obdélniku 1 x 3
(viz ptiloha €. 3/1).

b) Nakreslila jsem ji ¢tverec 1 x 1 a Adéla spravné urcila dvé cesty. Pak si dle mého
pokynu (napf. ,,Co kdyby tam byly dva ¢tvereCky.“) nakreslila obdélnik 1 x 2 a spravné
nasla podty cest (3 cesty). Tak tomu bylo do obdélniku 1 x 4. V Zadném z obdélnik si
cesty neznazortiovala. Od obdélniku 1 x 5 cesty hledala z hlavy, nepotfebovala si
nakreslit ani obdélniky ani cesty, ale vZdy potfebovala Cas, aby vSechny cesty
spocitala. AZ u obdélniku 1 x 7 bez vahani ihned urcila pocet cest. 1 x 1 — 2 cesty, 1 x
253, 1x3—4,1x4—>5,1x5—56,1x6—>7alx7— 8cest.

c) KdyZ jsem se ptala na 1 x 100, nejisté odpovédéla 101. Poté, co jsem ii potvrdila
pfedchozi vysledek, s jistotou spravné odpovédéla na 1 x 1000 a 1 x 1758. Rekla mi, Ze
je to vZdy o 1 vic nez predtim.

d) Postupné jsem kreslila obdélniky 2 x 1,2 x 2,2 x 3 a 2 x 4. (Cesty po¢itala jen v hlavé
a fikala mi jen vysledky.) Urcila: 2 x 1 — 3, 2 x 2— 4 cesty, ale opravila se na 6.
Adéla si prstem naznaluje rizné cesty. Jelikoz jsem chtéla nahlédnout do jejiho
myslenkového procesu, vyzvala jsem ji, aby mi cesty u obdélniku 2 x 3 ukazovala.
Zatala prstem projiZzdét jednotlivé cesty, Cinila tak velmi rychle a vie doprovazela
slovy: ,tahle, tahle ...“. Nestacila jsem si cesty zaznamenat, ale kdyZ nakonec uvedla 7

cest, jsem si jista, Ze jich objevila vice.

Analyza

b) To, Ze cesty narlstaji o jednu, objevila u 1 x 7, protoZe nepotfebovala Zadny ¢as na
vyhledavani cest.. Domnivam se, Ze by si pravidlo v nariistu poétu cest mohla
uvédomit mnohem dfive, kdyby si cesty znazorfiovala nebo si alespoii psala poéty
nalezenych cest. Tak by si mohla zpétné zkontrolovat svoji domnénku o naristu cest.

¢) S tim, Ze pocet cest je o jednu ve€3i neZ pocet Ctvereckd, si byla jista, az kdyZ jsem ji
potvrdila spravnost jejiho pfedpokladu u 1 x 100. Poté uZ bez problémi zobecnila. I
zde plati, Ze by pribéh experimentu byl jiny, kdybych ji jeji odpovéd’ nepotvrdila (viz
experiment David).

d) U téchto obdélnikti dokdzala najit celkem velky pocet cest. ProtoZe je viechny hledala

bez nadrtu, lze Fici, Ze ma dobrou pfedstavivost. JelikoZ si cesty neznatila, nebyla si
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schopna vSechny zapamatovat, a tak nemohla urcit spravny pocet cest v jednotlivych

obdélnicich. Také si nemohla byt jista, Ze n€jakou cestu nezapocitala dvakrat.

Komentar

Moje potvrzeni spravnosti vysledku u 1 x 100 bylo pro Adélu ,berlickou” pro
ujisténi v jeji nejistoté. Edukativnéjsi by pro ni bylo, kdybych reagovala na jeji nejistotu
vyzvou napf. ,,Opravdu je to tak?“. Asi by to zpusobilo navrat k feSeni dlohy na
izolovanych modelech, ale pro Adélu by to bylo pfinosem.

Je otdzkou, jak postupovat v pfipadé Adély u jejiho feSeni tlohy 2 x n, aby uréila
spravné pocet cest, které byla schopna evidovat. Asi by bylo vhodné ji na zavér vyzvat,
aby u jednotlivych obdélniku 2 x 1 az 2 x 4 v3echny cesty nakreslila zvlast’.3.2.2.2.

Vypisky z protokolu experimentu a jejich analyza (iloha MtiZzové usecky)
4.2.2.2 Vypisky z protokolu experimentu a jejich analyza (iloha MFiZové lseéky)

a) Vysvétlila jsem Adéle, jaké usecky bude hledat.
b) (Viz ptiloha ¢. 3/11.)

3 x 1 — 2 vodorovné usecky.

2 x 2 — 1 vodorovna, 1 svisla, Cervena a zelena.
Celkem 4 Gsecky. ——q-—
2 x 4 — Uhlopfi¢né usedky 2 x 2: postupn& na$la ‘v /] I‘/\ /1
N\ ~ N
tise¢ky plna Cervena, ¢arkovana cervend, plna zelna, /\ .
SN \
zelena &arkovana, modra (plnd, éarkovana). Nakonec /. /. N

1 vodorovna a 3 svislé. To bylo 10 usecek.

2 x 5 — Stejnym zplsobem jako u pfedchoziho typu 2 x 4 zakreslila uhlopfitné usecky 2 x

2, poté jednu vodorovnou a 4 svislé, pocet viech tsecek byl 13.
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3 x 3 — Zde objevovala  usetky

v nasledujicim pofadi: 2 svislé, 2

vodorovné, Cervena a zelena. To bylo 6

usecek.
3 x 4 — Nejdfive si ukazala v§echny vodorovné a svislé (2 s . /
. ‘ .\;‘ e

+ 3). Uhloptiéné 1seCky:fervend, Cervenda ¢arcovand. bl ZEN

“ 4 a Y rd b /
zelend, ¢arkovana zelend, modrd, modra ¢arkovana, fialova. "/ A N /V\\
fialova &arkovand. To bylo 8 tsedek a u téch :zistalo, v EVd B

F o P

protoZe zapomnéla pfipocitat vodorovné a svislé.

4 x 5— Zacala uhloptickou obdélniku 4 x 5, ale
nebyla si jistd, proto jsem ji nabidla pravitko. Tak
tuto uhlopfi¢ku vyloutila. Pohybem pravitka si v8ak
vyzkousela, Ze hlopfi¢ka obdélniku 4 x 4 spliuje
podminky. Cervena, zelen, modra, fialova, Zluta,
Sed4, %eda carkovand, Cervena Carkovana, zelena
Sarkovana, modfe <&arkovana, fialova ¢arkovana,

Zluta ¢arkovana. Vyznadila jich celkem 12.
1 x 8 — Napoéitala 7 svislych usecek.

2 x 8 — Uhloptitky 2 x 2 kreslila [\

<D 1]

nasledovné: dervena (plna, .
/ b b “ \
&rkovand), zelnd (pln, &rkovand), / l/ I/M \ I I I

modra (plnd, Carkovand), fialova
(plna, ¢&arkovana) ... a timto
zpusobem pokralovala az do konce —
14 usetek. Pritetla 7 svislych usecek,
1 vodorovnou, coZ bylo nakonec 22

usecek.

1 x 1 — U tohoto &tverce nenasla Zadnou.
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Analyza

Kviili prvni naroéné uloze si Adéla neuvédomila, Ze Gsecky které nasla v obdélniku 3
x 1 neprochazi vnitfnim mfiZovym bodem.

Ve ¢&tverci 2 x 2 naSla v3echny usecky. Tyto useCky formovaly jeji vnimam
v obdélniku 2 x 4, protoze zde na$la vSechny vodorovné i svislé use€ky, ale také
thlopfi¢ky 2 x 2. To ji ovlivnilo tak, Ze uz neuvaZovala nad dal$imi moZnymi use€kami,
které by mohla v tomto obdélniku najit. Stejn€ to probéhlo i v obdélniku 2 x 5.

Se &tvercem 3 x 3 vyhledava tsecky stejn€ jako ve Etverci 2 x 2. Jen thlopticky 2 x
2 jsou zde nahrazeny thlopfitkami 3 x 3, proto zde chybi uhlopfi¢ky 2 x 2, které na rozdil
od nalezenych by nemély krajni body v rozich &tverce.

V obdélniku 3 x 4 zad¢ina hledat stejnym zpusobem jako v pfedchozi uloze
(Ghloptieky 3 x 3), ale pfidava i uhloptitky 2 x 2. Oba typy nachazi, protoZe se zde nejedna
o &tverec, ale obdélniky, ktery pomyslné rozklada na mensi ¢tverce.

Pomoci pravitka zjist'uje, Ze Ghlopficka 4 x 5 sice neprochazi vnitinimi mfiZovymi
body, ale Ghloptitka 4 x 4 podminky spliiuje. KdyZz nachazi vSechny tsecky, které jsou
tihloptitky &tvercl, vy&erpava ji to natolik, Ze zapomina na svislé a vodorovné usetky,
které v ostatnich ulohach eviduje.

I v obdélniku 1 x 8 se promita chyba z prvni ulohy a nachazi sedm svislych tsedek.

V dal$im obdélniku 2 x 8 pracuje stejnym zpiisobem jako v ostatnich obdélnicich 2 x
n a use¢ky hleda systematicky.

U posledniho &tverce 1 x 1 spravn€ nenaSla Zadnou usecku splitujici vSechny

podminky.

Komentir

Jelikoz Adéla u obdélniki typu 1 x n evidovala svislé use€ky, u kterych neplati
podminka ze zadani ulohy, zabyvam se mys$lenkou, jak ji navést, aby si chybu uv&domila.
Napad4a mne jedind moZnost. Vyzvat ji ke Klasifikaci usetek podle podtu vnitinich

miiZovych bodt a nasledné ji nechat zopakovat podminky.
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4.2.3 Experiment Marek

Marek patii k nejlepS§im Zakim ve t¥idé a jeho oblibeny pfedmét je matematika.

Jméno: Marek

Vék: 11 let

Datum: 14.11.2005 (pondéli, prvni vyuéovaci hodina)
Misto: odpoéinkovy koutek na chodbé Skoly

Ze se Marek se &tveretkovanym papirem v matematice nikdy nesetkal, vyplynulo

z klimatického rozhovoru.

4.2.3.1 Vypisky z protokolu experimentu a jejich analyza (viloha Hleddni poétu cest)

a) Vysvétleni principu pochopil na obdélniku 1 x 3 bez problémi (viz pfiloha &. 4/1).

b) Nacrtla jsem obdélnik 1 x 1 a Marek spravné urCil pocet cest. Dal3i obdélnik (1 x 2) si
nalrtl sim a zde naSel tfi cesty. Obdélniky 1 x 3 ... 1 x 5 si nenaCrtaval a cesty hledal
ukazovanim prstem na CtvereCkovaném papife. U obdélniku 1 x 6 uZ odpovédél ihned
bez hledani.

c) Utypd 1 x 100, 1 x 1000 a 1 x 1758 pohotové odpovéd€] spravné. Na to, jak to vi,
odpovédél, Ze ,.se pficte jedna®.

d) Typy 2 x n jsem nemohla sledovat, protoZe si cesty po€ital potichu a ani si obdélniky
nekreslil (kromé 2 x 1 a 2 x 2, které jsem mu naértla j4). Rikal jen kone&né pocty cest:

2x1 -2

2x2—3

2x3—4

2x4—5

2x5—6

Rekl, e je to stejné jako u predchoziho typu 1 x n.

Analyza

b) Princip, Ze cesty naristaji o jednu, objevil u obdélniku 1 x 5, protoZe u dal§iho

obdélniku si uZ nejezdil prstem po papife. Marek si dokazal ptedstavit obdélniky, ale
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nedokézal si ptedstavit pohyb v nich, proto si pomahal &tvereCkovanym papirem a
ukazovanim si v ném.

c) Zobecnéni, které znamenalo, Ze pocet cest je o jednu vétsi nez n, objevil také, protoze
na poet cest 1 x 100 odpovédél spravné. Redeni tilohy spravné zobecnil tvrzenim, Ze
se vZdy musi k poc¢tu étverecki pficist jedna.

d) Jelikoz si obdélniky nekreslil, nemohl najit vSechny cesty, proto si myslel, Ze podty
cest funguji stejné jako u 1 x n. Zde se stejn¢ jako u Davida mohl projevit transfer

poznatku a strategie z jedné tlohy na druhou.

4.2.3.2 Vypisky 7 protokolu experimentu a jejich analyza (iloha M¥iZové useéky)

a) Co jsou mtizové tsetky, Marek pochopil velmi rychle.
b) (Viz ptiloha &. 4/11.)
3 x 1 — Na¢rtl Ghlopfi¢ku obdélniku 1 x

2 a prohlasil ,,Zadna“.

2 x 2— Jako prvni naSel usetku
&ervenou, jako druhou zelenou. To bylo

vie — 2 tusecky.
2 x 4 — U tohoto typu naSel jen 4 tsecky, a to
&ervenou plnou, &ervenou Carkovanou, zelenou

a zelenou ¢arkovanou.

2 x 5 — Nasel jen 4 usetky a to ve

stejném pofadi jako u typu 2 x 4. ) ' Ny
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3 x 3 — Zde nael Gsecky v nasledujicim
pofadi: Cervena, modra, zelena, fialova,

Zluta a Seda. Takto nasel 6 usedek.

3 x 4 — Cervena, zelena, modra, fialova,
c¢ervena darkovana, zelena darkovana,
modra ¢arkovana, fialova éarkovana. To

bylo 8 usecek.

4 x 5 — Cervena, tarkovana Cervena,
zelena, zelena darkovana, modra, modra
darkovana, fialova, &arkovana fialova,
Zluta, Zluta ¢arkovana. Nasel jich celkove

10.

1 x 8 — Bez zavahani fekl 0.

2 x 8 — Uhlopfi¢ky 2 x 2 zakreslil
nasledovné: éervena (plna,
darkovana), zelena (plna, ¢arkovana),
modra (plna, carkovana), fialova
(plna, &arkovand) ... a timto
zpisobem pokracoval aZ do konce.

Nalezl tak 14 asecek.

1 x 1 — Thned uré¢il nula usecek.
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Analvza

V prvnim obdélniku 3 x 1 si vyzkouSel, Ze usecka, kterou nacrtl neprochéazi Zadnym
vnitinim bodem. Tak si v§iml toho, Ze Zadna usecka vtomto obdélniku nespliiuje
podminku ulohy. Timto je potvrzeno, Ze pochopil zadani.

Ve ¢&tverci 2 x 2 naSel dvé uhlopfiéné usecky, ale nezaznamenal Zadnou vodorovnou
nebo svislou. Je to zpisobeno transferem postiehu z prvni ulohy (3 x 1), kde vylouéil
use¢ky rovnob&Zné s linkami &tvereCkovaného papiru. To se projevuje ve viech dalsich
ulohach, kde také nepoditd s vodorovnymi nebo svislymi useckami, ale je s use¢kami
uhlopfiénymi.

Z tlohy 2 x 2 se pfenasi ,,vzor kiize* i do dalsiho typu obdélniku 2 x 4. Zde nachazi
Styfi Gsecky, které jsou thlopfitkami Ctverci 2 x 2. Domnivam se, Ze dalsi Gsecky nehleda,
protoZe obdélnik je symetricky zaplnén. Z toho lze usuzovat, Ze Marek je siln€ vizualni
typ, o &emz sv&d¢i i jeho postup v prvni uloze (3 x 1), kdy si musel secku zakreslit, aby
zjistil, zda spliiuje podminky ulohy.

V dalsi uloze 2 x 5 jiZ ma vzor tak zafixovany, Ze kdyZ najde usecky uplné stejné a
stejné jako v tloze 2 x 4, nevadi mu prazdna pole. Nejspi§ ho ani nenapadlo, Ze by se
tise¢ky mohly kfiZit i jinde, neZ v jejim stiedu.

V obdélniku 3 x 3 také nejprve najde uhlopfi¢ku 2 x 2 a chce vytvofit ,k¥iz* jako
v piedchozich tlohach. Tim objevuje Ghlopfi¢ku 3 x 3. Tak ma v8echny typy tGsedek, které
ve &tverci jsou, a proto jen dopliiuje chybéjici, aby zachoval symetrii.

Smysl pro esteti¢no vyuZiva i v dalsi Gloze 3 x 4, kde nejprve postupné kresli usecky
jednim smérem a pak druhym. Tento systém vede k tomu, Ze objevi vSechny tsecky typu,
jez evidoval jiZ v pfedchozich lohach.

Naro¢nost ulohy 4 x 5 zpiisobi, Ze i kdyZ se ze zaCatku snazi Marek dodrZet urgity
systém, po né€kolika nalezenych useckdch hleda dalSi nesystematicky a ani neobjevi
viechny use¢ky jiZz nalezenych typti (2 x 2). I pfes tyto obtiZze je pro néj dominantni
symetri¢nost.

Jednoduchy je pro né&j obdélnik 1 x 8, protoZe jiZ na zadatku (3 x 1) si spravné
uvédomil, Ze v tomto obdélniku nem Zadna usecka vyhovujici dané podmince.

Nabizi se srovnani ulohy 2 x 8 s tlohami podobnymi (2 x 4, 2 x 5), protoze je zde
zcela odli$né fedeni, neZ v jiZ zminénych ulohach,. V tomto obdélniku totiZ systematicky

vyhledava tusecky, které jsou uhloptickami &tverce 2 x 2 v jakési ,rytmu“, Zde nasel

65



KdyZ je cesta FeSenim aneb Tri dlohy v prostredi ¢/vereckovaného papiru

v$echny tsecky tohoto typu, coZ je moZné vysvétlit jeho zku$enostmi ztloh 3x 3,3 x4 a
4 x 5, kde se nalezené usecky protinaji ve vice bodech a i jinde neZ v jejich stfedu.
Ve é&tverci 1 x 1 ihned spravné odpovédél, Ze zde neni secka, ktera by odpovidala

zadani.

Komentar

Z celé analyzy vyplyva, Ze Marek je siln€ vizualni typ. Znalost nejen tohoto typu
vnimani je vZdy vyhodna pro ufitele. Ten miZe vyuZit této znalosti v individualnim
pfistupu k dit&ti a respektovat ho i pfi feSeni jinych Gloh. Vyuka by méla byt koncipovana
tak, aby kazdé dit¢ mélo moZnost vyuZit toho, co je pro n&j vyhodné a pfirozené, ale i

naopak rozvijet to, co neni jeho doménou.
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5 Analyza a porovnani ilohy Hled4ani poctu cest

V této &asti mé diplomové prace bych rada porovnala sviij postup feSeni ulohy
Hledani po¢tu cest s feSenim studentky, ktera tuto ulohu fesila také ve své diplomové praci

(Vodérkova, 2005).

Studentka nejdfive dostala k vyfeSeni tuto ulohu:

Najdi nejkratsi cesty z A do Z neprochazejici bodem X (viz obr. 1).

A
Obr. 1

KdyZ zacala hledat, ihned si vSimla jakési ,,pfibuznosti“ cest. To byly cesty, které
mély stejné pocate¢ni kroky a odboovaly na jedné horizontdle nebo vertikale. Tvotila
jakési tabulky 6 x 8, kde si tyto pfibuzné cesty znazorfiovala. Vytvofila tak obdivuhodnych
58 tabulek a nasla 259 cest z bodu A do bodu Z, které neprochazely bodem X.

SnaZila se najit jiny zplsob objeveni poctu vech cest neZ doposud. Uvédomila si, Ze
6 x 8 obsahuje 62 mfiZovych bodd, které nazyva ,kroky“ (nezapogitavala bod A). Po
odecteni bodu X, to bylo 61 ,krokii“ (mfizovych bodi). Zjistila, Ze kazda cesta se sklada
ze 14 kroki (nyni jiz ve smyslu jednotky vymezujici povoleny pohyb po &étvereckové siti)
nahoru nebo doprava. Napadlo ji, Ze kdyby znala pocet vech cest v obdélniku 6 x 8,
staCilo by odecist vSechny cesty, které vedou do bodu X. Proto zjistila podet cest
v obdélniku 3 x 4. Cesty hledala vykreslovanim vSech cest (viz obr. 2). Objevila jich 31.
(Ve skutecnosti jich je 35.)
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