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Abstrakt

Bakal&ska praceHistorie logiky jako inspirace pro vyavani matematikge snazi
néjakym zpisobem integrovat poznatky atildady z historie logiky do celku
matematiky, pedevsim s ohledem k v§owvani.

Uvodni exkurzni kapitola ilustruje vyvoj proceswmevani, zarove naznguje, jaké
postaveni v panteonweanich od¥tvi logika v té které dabzaujimala. Druha kapitola
se zabyva &kolika odliSnymi zfisoby formalizace logiky. Je tagdevSim Aristotdiv
konstrukt formalni logiky a na &g navazujici sylogistika. Ta je dale rozebirana
z hlediska vyvoje klasifikace platnosti sylogisnod memorovacich formulifes tizné
druhy diagramovych metod pro znazénwhsylogisni.

Nasleduji dva oddily, které sénuji piinosu George Boolea a Gottloba Frega. Je zde
castén¢ srovnavan jejich fistup k logice jako takové a ziiji se nejdlezitejSi
principy a akcenty, které jsou obsazeny v jejidbah.

Treti kapitola je ryze prakticka, &aa kratkym pehledem situaci, kdy je logika
implicitné obsaZena ve vyovani, aniz bychom si to nutruvédomovali. DalSi i
oddily se postupn zabyvaji sofismaty, pravdivostnimi tabulkami a deménem
autoreference. Jsou zde zgrip piiklady typovych uloh, které tuto problematiku
ilustruji, zarové jsou tyto ti oddily vnitrné spojeny s fedchazejicimi kapitolami, totiz
s Aristotelovou sylogistikou, Booleovou algebrowilky a Fregovym dilem, které

paradox autoreference radmpoznamenal.



Abstract

The bachelor thesislistory of logic as an inspiration for mathematieslucation
endeavors to integrate pieces of knowledge andmpbes taken from the history
of logic into the entire mathematics, especiallp imathematics education.

The introductory overview chapter illustrates tleelopment of the process of logical
inference, and simultaneously it indicates the tpmsiof logic in the pantheon of all
branches of science in the particular periodsistbly. The second chapter deals with
the different ways of formalizing logic. First Istiuss Aristotle’s construction of formal
logic as a system of syllogisms. That system islyaed from the point of view
of a classification of syllogisms and the prootledir validity, as well as from the point
of view of several medieval memorizing formulas athe@ different diagrammatic

methods for representation syllogism.

The next two chapters describe the contributiorGebrge Boole and Gottlob Frege.
In the text | try to compare their approaches @idand describe the most important
principles and accents, present in their works. e chapter is a purely practical
one; it starts with a short overview of the sitaasi, where logic is implicitly included
in mathematics education without our being awaré.dflext three short sub-chapters
deal with sophisms, tables of truth values andptenomenon of self-reference. There
are discussed several examples, which are relatéd$e three problems. Further, these
three sub-chapters are also related to passag#we isecond chapter, especially to
Aristotle’s syllogisms, to Boole’s project of anitfetization of logic and to Frege’s
work, which is also affected by the self-referepaeadoxes.



Uvod

Ktématu prace # privedly kurzy z historie matematiky a logiky, kteygem
absolvoval v letnim semestru 2009 pod vedenim jrdkvasze. Fednasky mi natolik
zaujaly, Ze jsem se rozhodl zvolit si jako téma Isakaldské prace historii logiky. Aby
prace pinesla novy pohled na tuto, vessnuz dobe prozkoumanou a v mnoha
publikacich popisovanou problematiku, pojednavam vg vztahu k vytiovani
matematiky.

Z&kladni otazka, na kterou chce tato prace ogidyzni: M4 historie logiky &aky
vyznam pro vydovani matematiky? Pokud ano, tak jaky? Na tytolot&e pokouSim
hledat odpo¥d” nejprve nefimo pomoci exkurzu do chronologie vyvoje logikyaké
na reékolika prikladech velkych &dci tohoto od¥tvi. Nasled# pak @Fimo pomoci
nékolika uloh, které ve své podstasouvisi s Bkterym problémemc¢i objevem
z historie logiky popisovanym wgdchozich kapitolach.



1 Shrnujici exkurz

do historie logiky jako celku

1.1 Aristoteles

Zaénéme kratkym chronologickym exkurzem do historie kygiPrvnim ucelenym
systémem Klasifikace lidského uvazovani a vkgadni byl Aristotelv konstrukt
formalni logiky, o kterém bude podrafjnpojednano v oddile 2.1.1. Jeho nespornou
vyhodou je pedevSim jasnost, iphlednost a systematickd jednoduchost, kterd ho
dodnes pedukuje jako prvni pojednani vegtsingé uvodnich kuri logiky. V mnoha
publikacich pojednavajicich o historii logikypyva uvadna pasa? z Kantoviritiky
cistého rozumuve které povazuje logiku po Aristotelovi z&du uzawenou a uplnou.
Byva mu vytykdno nejen to, Ze Aristaiel systém pecenil, ale i to, Ze svym dilem
zpasobil zpomaleni dalSiho vyvoje logiky jak@&decké discipliny. V. Kolman vsak
Kanta ¢astén¢ obhajuje, a to jednak jiz zminou jednoduchosti a systentatsti
Aristotelova systému, a zarave neexistenci alternativni adekvétnrozvinuté
a prehledné teorié.

Jisté v3ak je, Ze Aristofel pristup neni dokonaly. Jeho zasadni chybou, od které
pak odvijeji dalsi, je jehoifisné sepjeti sifrozenym jazykem, ze kterého minidd
odvozuje nafiklad vyznam slokazdya nejaky. To ho pak vede kipozenému vztahu
subsumpce ve kterém vsak oslabeny soud ztraci svou obepnanvdivost, poévadz
(tiSe) gedpoklada neprazdnost mnoziny suhjektia tomto zékladu pak stavi mnoh&
sofismata. Pokus usuzovat na pravdivost vifrelxirozeného jazykagtroskota nutre

na §fi a indefinitnosti jazykové praxe®

! Mraz 1988, s. 186; Berka 1959, s. 3; Sedivy 18880
% Kolman 2002, s. 3

% viz oddil 2.1.1 Zrod formalni logiky

* Kolman 2002, s. 6



1.2 Stoikové

DalSi anticky logicky systéem vytvili stoikové. Z&kladnim pojmem se zde stava
vyrok jejich systém tedy nazyvame antickou vyrokovogidou. Oproti Aristotelovi
jasre odliuji ,mezi slovy a jejich vyznamem, mezi ,ozeim‘ a ,0zn@vanym‘.“°
Vyrok tedy pedstavuje objektivni vyznam myslenky vy§adé v pirozeném jazyce.
Vyroky déli na jednoduché a sloZzené podle toho, zda obsahuagobsahuji logické
spojky. Jejich filosofie jako strikthdualisticka se promitla i do této oblasti, kdy ¢az
vyrok musi byt bd’ pravdivy, nebo nepravdivyertium non datur Jako spojky (také
vyrokotvorné castice) pouzivali negaci, implikaci, v@ovaci disjunkci, alternativu
a konjunkci. Kombinaci¢thto spojek ziskavalisudky coZ jsou soubory vyrdak které
obsahuji zpravidla dvpremisy a z nich plynouci z&v Usudky mohou byt pravdivé
(. z pravdivych premis vyplyva pravdivy z&y ¢i nepravdivé (tj. zasr neplyne
z premis nebo je alespgedna premisa nepravdiva).

Velky vyznam pipisovali tzv. Usudikm anapodeiktickym tj. nedokazatelnym,
v nichZ zaer vyplyva z premis na zékladejich struktury.“® Ty jsou pokladany
za vzdy platné a ostatni platné usudky Bdze redukovat; byvaji vyjadny ve forng
péti  jednoduchych schémfatKrom téchto schémat stoikové vytiib jests ctyfi
metalogicka pravidl%y ktera4 spolu s anapodeiktickymi Gsudky ivaceleny systém
teorie dedukceve kterém byli schopni analyzovat i strukturikterych sofismat
a antickych paradadx*°

Za zminku jist stoji i osobnost Klaudia Galéfaktery na stoicky logicky systém
navazal. Vypustil &které anapodeiktické Usudky, které povazoval zaodidelné
od zbylych. PedevSim vSak uUsudkovy systém roikS0 zcela novy typ vyposdi,
tzv. relachi soudy nag. ,Prvy ma dvakrat vice nez druhy, druhy ma dvakiée nez
tieti, tedy, prvy matyiikrat vice nezieti." Stoikoveé sice takové soudy také znali, ale

neuntli je do svého systému adit, povaZzovali je tedy za nespravné tsutfky.

®> Sedivy 1984, s. 91

® Sedivy 1984, s. 93

" viz Priloha 2: Stoicky systém teorie dedukce
8 viz Priloha 2: Stoicky systém teorie dedukce
% viz oddil 3.2.1

10 Sedivy 1984, s. 94

1 asi 129 — 200, shlasnyiimsky |éka

12 Berka 1959, s. 61 a 64; Sedivy 1984, s. 95



1.3 Stredowvk

Po upadku antické kultury a civilizaceibec gichazi obdobi $edowku, které
muzeme z hlediska vyvoje logiky rodd na ti etapy. Ta prvn{logika vetus)saha az
do 12. stoleti a je charakterizovandaegevsim studiem Aristotelovych shpis
Za hlavniho pedstavitele byva povaZzovan Petr Abéldrdruha etapdlogika nova)
pokryva 12 — 13. stoleti a je obdobim vlastnird prace. Je to fiepdevSim snaha
o0 syntaktickou i sémantickou analyziirpzeného jazyka, ale vyviji se i vyrokova
logika. Jednou z nejvyznargjich osobnosti tehdejsi doby byl Albert VelfikyObdobi
tieti (logika modernorum)saha pak az do konce 15. stoleti a snazi se dépeej
systematizovat poznatkyrgrchozi plodné etapy. Jakdefstavitele je mozno uvést
nag. Jana Duns Scdta

Obdobi 11. — 15. stoleti, tedy druh&etitetapa vyvoje sdowkeé logiky, secasow
piekryva s obdobim scholastiky a je charakterizovaoovojem vzdlanosti, ktery
souvisi se vznikem aroz&em univerzit. Vtomto obdobi &a logika slouZzit
piedevsim teologickym disputacim. Byla &asti studia na artistickych fakultach, kde
se sedm svobodnych émi cklilo na dva zakladni bloky: trivium twené logikou,
gramatikou a rétorikou a quadrivium, které obsalovaritmetiku, geometrii,
astronomii a nauku o hudbUZ z tohoto rozéleni jsou patrné konotace, jak byla logika
jako wda ve stedowku chapana. Tim, Ze byld&ifazena k obdim formalnim, se vice
posilovalo jeji sepjeti s jazykem a teorii argunaept Vytraci se vsak jeji vyznam pro
matematiku a firodni Wdy vibec.Ztraci se umysl popsat to, co je objektiwyjadieno
v piirozeném jazyce (Stoikové), ale logické zkoumanzamsiuje na jazyk samotri§,
Kromé jiz znamych vyrokotvornych konstant, jako je hagponaje, kvantifikatory
kazdy zadny néjaky a logické spojkya, nebq jestlize-pak zde ntizeme vysledovat
i nékteré pojmy nové, a to tzv. modalni funktonutny, mozny nahodily*’

Z&kladni oblasti vyvoje byla verstlowku vyrokova logika. SloZené vyroky byly
jasre definovany na zakladsvych pravdivostnich hodnot. S tim souvisi dobralasti

ohledré zanenitelnosti slozenych vyrak Stale petrvava diskuze (uz od dob antiky)

134si 1079 — 1142, francouzsky teolog a myslRelznavam, abycheil.

1% asi 1206 — 1280 ,&mecky teolog a filosof,&noval se i pirodnim wdam. Jednim z jeho Zélkyl také
Tomas Akvinsky. Byva nazyvatoctor universalis.

15 3si 1266 — 1308, skotsky teolog a filosof, nazyséator subtilis(disledny, pesny)

1® Jazykem vzéanych byla tehdy latina.

7 Sedivy 1984, s. 97n
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o smyslu implikace: zda ji pojimat striktfiormalre ¢i materiél, resp. zda je spravné,
aby z nepravdivého vyroku plynul jakykoli vyrok. Meu c¢ast stedowké vyrokové
logiky tvorila zawrova pravidla pro slozené vyroky. Znama jsodepevSimmodus

ponensamodus tollens

A= B A=B
A -B
modus ponens 5 modus tollens A

Zajimavé je napklad také pravidlo Jana Duns Scota o rozpornémkq’er[_'A.

V pavodnim textu je uvedendigladem:,Sokrates existuje a SOkrates neexistuje, tedy
v kout stoji hil.« 8
Vedle vyrokoveé logiky byla ve stdowk rozpracovana i logika predikatova. Stavi

piedevsim na Aristotel@sylogistice a podrol#i o ni bude pojednano v oddile 2.1.

1.4 Novowek

V obdobi renesance doSlo kvelkému rozvoji vSedfrognich ¥d wetrg
matematiky, ale logika — snad diky svémiirgzeni k formalnim &dam — zaZzivala
naopak Upadek. Nebyl zde jednotny proud, ktery lphlnvykazovat trend &Siho
rozvoje. Nektefi cheli zachovat dosavadnitigtup scholasticky, jiné skupiny volaly
po &isté aristotelovské nauce a jephi chtli zasit apins od za&atku jinak™®

Postupk je mozné zaznamenat v logice novou tendenci: snghsny a fesny zapis
logickych vypowdi. Jako vzor zde poslouzila aritmetika, kde je wdana prvni pohled
ziejmé, jasné a bezesporné. Prvni, kdo sdamil nekteré analogie logiky a aritmetiky,
byl ztejmé¢ G. W. Leibniz. Jeho cilem bylo vytiibumélé pismo, které bydrné, avSak
logicky spravi, zachycovalo firozenou stavbu &y. Jeho fascinace ,aritmetizaci*
logiky vSak nabrala Spatny $m kdyZz se snazil nahradit jednotliva slo¥eselnymi
hodnotami. Na jeho Usili pogj navazal George Boole, jehoZz propracovany koncept
bude blize popsan v oddile 2.3. | ten se ale siéke zaplétal do aritmeticko-logickych

analogii, az se jeho pismo postépredalilo skuténému jazyku a tak i problém,

*° citovano podle Sedivy 1984, s. 106
19 Sedivy 1984, s. 115

11



které nely byt jeho pomociesitelné. Na to poukazuje Gottlob Frege, jehoZz pogn
pismo a logicky systém bude hlavnitiegmitem zajmu v oddile 2.4.

12



2 Prehled formalizaci logiky

2.1 Sylogistika

2.1.1 Zrod formalni logiky

Aristoteles Zil ejm¢ mezi lety 384 — 322ipn. |., byl Zakem Platonovym a stal se
snad nejvyznan#sim filosofem antického obdobi. A protoZe filosaiépal jako ¥du
0 poznavani vseho, co jegiolozil tak zaklady mnoha dalSim disciplinam, mifmé
I nauce o spravném usuzovani, kterou nazyvamedagifeho spisy tykajici se tohoto
védniho od¥tvi se soubor& nazyvaji Organon tj. Nastroj a pati sem Kategorie
O vyjadrovani,Prvni a druhé analytikyTopikya Osofistickych dkazech

Zakladem formalni logiky jsou tzwsubjekt-predikatové soudyeboli oznamovaci
véty pricitajici dané vlastnosti danyntgunetam. Lidé je pouZivaji snad odjakZiva
a vychazeji z firozenych struktur evropskych jazykSubjektenje prednet, kterému je
dana vlastnostijpisovana gredikatemrozumime bd’ danou vlastnosti prisluSnost
do ukité tridy apod. NejjednoduSeji ieme rozdlit soudy na obecné @&st&ne,

nasledg pak na kladné a zaporné. diree giklad.

s— subjektp — predikat

Kladné __Zaporné
Obecné Kazdésjep. Zadnés nenip.
Casté&né Nekterés je p. Nekterés nenip.

Kvili zkraceni a zjednoduSeni zapisu se vzily zkrat&gp. oznéeni soud pismeny
A, E, I, O. Samohlasky A a | oz&wi soudy kladné (Kirmo = tvrdim), naopak
E a O gifazujeme soutm zapornym (Ngo = popiram). A a E zma soudy obecné,

| a O naopakast&né. Zkracenou tabulkuivieme tedy zapsat takto:

Kladné Zaporné
Obecné sap sep
Castené sip sop

Jis€ si uwdomujeme, Ze soudy A, E, I, O nejsou nezavislépiNej si vSimneme

vztahukontradikce Ten zndi, Ze dané soudy nemohou platit zatgwerdi pravy opak.

13



Tento vztah vidime v Uhldgfgkach tabulky, tj. mezsap a sop a dale mezsepa sip.
DalSim na prvni pohled zjevnym vztahemsgbsumpcekterou v tabulce vidime ve
vertikalnim sndru, tedy mezsapasip a mezisepa sop Subsumpce znamena zahrnuti
¢i vyplyvani, cast&éné soudy vyplyvaji z obecnych. Zbyva tedy ésnmorizontalni.
Vztah mezisapasepse nazyv&ontrarnostatika, Ze dané soudy sice nemohou byt oba
zarover pravdivé, ale mohou zaraveplatit jejich negaceSubkontrarnosthazyvame
vztahsip asop zde naopak mohou byt pravdivé oba soudy zdisovdoli vSak jejich
negace. Proighledné zobrazenédhto vztali se ve sedowku pouzival tzvlogicky

ctvereé®.

2.1.2 Idea sylogismu

To vSe Aristoteles popisuje ve svém spia@ni analytiky Nazn&uje zde i ideu
sylogismu jako korektniho Usudku. Ta je takovaz f@avdivosti dvou soud(premis)
muzeme pedpokladat pravdivost soudietiho (zawru). Musime vSak jeStupiesnit
konkrétni strukturu vSechrit soudi: prvni premisa musi vypovidat poam, druha
osam a za¥r musi obsahovat ap. Z pravidel kombinatoriky tedy vyplyva, Ze jsou

moznéctyii figury:

Il. [l. V.

*

*m

*i %

*

*

*

U)(DB._

p
*m
P

w| n T

m
m
P

m*p
m*s
S™p

p
m*s
S*p

Namisto * je mozné doplnit jednu ze samohlasek Al, . Ziskavame tim tedy
celkem 256 4x(4x4x4) moznych kombinaci. OvSem jéktemé z nich pedstavuji
platné sylogismy, tj. jen uékterych plati, Ze jsou li pravdivé premisy, je vazhavdivy
i zawr. Je zde tedy problém: jak rozliSit platné a nemasylogismy. NejefektivijSi
cestou by bylo najitdaky algoritmus, $edowk vSak tento problém wgsil jinak. Uz
od Petra Hisparfa je zndm souborifslabinych slov, kterd reprezentovala platné

sylogismyctyit jednotlivych figur. Ta byla pak studém predkladana k memorovani.

20 yiz Priloha 1: Stedowké mnemotechnické paroky
2 asi 1215 — 1277, profesor logiky vi#%, pozdjsi papez Jan XXI.
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l. figura
barbara, celarent, darii, ferio, barbari(*), cela(*)

II. figura
baroco, cesare, camestres, festino, cesarofhesimos(*)
[1l. figura
bocardo, disamis, datisi, darapti(*), ferisoragton(*)
IV. figura
bramalip(*), calemes, dimatis, fresison, fesapogalemos(*)

Jak pomohou tato slova sestavit sylogismus by b hyt Zejmé. Veznmime si
nagiklad sylogismus barbara. Musimédit, Ze paiti k prvni figue, a musime znat
postaveni predikatm v této figue (stedowk k tomu ot vynalezl ponicku, nazyvali
ji andilska kidylka??).

barbara
m*p map Kazdém je p.
s*m — sam — Kazdésjem.
S*p sap Kazdésje p.

Nékteré sylogismy jsou viastnen oslabenim jinych pomoci subsumpce,riidgd

barbari (oslabenim sylogismu barbara):

barbari
m*p map Kazdém je p.
s*m — sam — Kazdésjem.
______ s'p__ sip Nekterés je p.

Sylogismy ozn&ené (*) gedpokladaji neprazdnosékierych predikat. Bez tohoto
piedpokladu (naipv soudobé logice) mame tedy pouze 15 platnychgssiai (z 256!).
Krom¢ toho stedowka sylogistika, narozdil od Aristotelovy, kligirpouziva v nizsi
premise vypovd’ o jednotlivé ¥ci ¢i osolE. Tak také mohl vzniknout snad nejzngsi

sylogismus:

Lidé jsou smrtelni.
Sokrates jelovek.
Sokrates je smrtelny.

22 yiz Priloha 1: Stedowké mnemotechnické paroky
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U Aristotela v sylogismu nemohlo vystupovat jménedy singularni termin, ale
vzdy jen pojem, tedy termin obecny.

2.2 Diagramove metody znazam sylogisnmi

2.2.1 Eulerovy diagram$’

Zde ovSem sgedowkou sylogistiku opustime a budeme smavat efektivijSimu
zpisobu hledani platnych sylogisimtotiz tvorke algoritmu, ktery je jednozgaé urci.
Jednu z takovych paimek vytvdil i vycarsky matematik Leonhard Eutérvsechny
subjekty i predikaty chapal jako mnoziny a zakrealge pomoci krouzk Tabulka

zakladnich souidz Gavodu této kapitoly by tedy v jeho podani vygadakto:

Kladné Zaporné
Obecné sap sep

@p

Castené sip sop

Kiizek v diagramechiasténych soud znai hledanowast mnoziny. Pro zakresleni

sylogismu jsou paebné i krouzky, s, p, a m. Eulerova metoda je velmi dobra
a nazorna pro platné sylogismy, aléza byt nebezgma pro ty neplatné, jelikoz je
treba zkoumat vSechny mozné polohy ,mnozng, am. Jako piklad si tedy vez@me
sylogismus, ktery je zjewnplatny, nap. datisi (zakreslime postuprkrouzky podle
prvni a druhé premisy a uvidime, Ze i @§e platny):

m *_p map Kazdém je p.
m*s — | mis — Nekterémies.
______ s*p_ sip Nekterés je p.

*Bendova 1998, s. 27
241707 — 1783, Svycarsky matematik a fyzik, povahmejednoho z nefiich matematik 18. stoleti

16



2.2.2 Vennovy diagramy’

Dal$im zgisobem klasifikace sylogisinse stala metoda Johna VeffnaDproti
Eulerovym diagrarim je mér nazorna, avSak ma tiganost, Ze je algoritmicka, tj. ze
vzdy jednozn&né¢ rozhodne o platnosti sylogismu, a to bez nutnksislit vSechny
mozné kombinaceéi hledat protipiklady. Obrazek si v tomtorfpact nakreslime vzdy
stejré a Kizkem¢i nulou ozndime nutnou neprazdno&t naopak prazdnost darésti

diagramu. Ot tabulka zakladnichityt soudi:

Kladné Zaporné
Obecné sap sep

(2 (3

Casteéné  sip sop

Pro zobrazeni sylogismu jsou épnutné ti krouzky. Jako fklad si vezmime

sylogismus prvni figury celarent:

cdarent A
*p mep Zadném nenip.

m —  sam — Kazdésjem ‘v.

p sep Zadnés nenip. v

Opet postupi zakreslujeme podle premis do obrazku nulyii@ky a vidime, ze
diagram vystihuje i z&r. Pokud je jedna z premis obecna a drul#ste€na,
zakreslujeme nejprve obecnou.

Nyni si ukdZeme pouziti této metody na jeden zatagth sylogism. Vidime, Ze

v tomto diagramu iedpokladany zadr neplati.

> Bendova 1998, s. 37
261834 — 1923, anglicky matematik a filosof
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p*m pem Zadnép nenim. v .
m*s —  mes — Zadném nenis.
______ s*p__ sep Zadnés nenip. v

2.2.3 Logika hrou Lewise Carrolfa

Velice zajimavym zfisobem klasifikace sylogisirse jevi zfisob Lewise Carrolf,
autora Alenky v#iSi divi, ktery pgredstavil v kniZzceLogika hrou Navazal na ideu
Vennovych diagraiin ale roz&il je o negativni rozrr predikafi, tedy mnozZiny
objekti, které jsoune-p ne-s piipadré ne-m Stale pouzivame zdeni nulou ¢i

kiizkem. Nejprve &olik jednoduchych soud

Kazdésje p. Nekterésje p.
S ne-s S ne-s
p p X
ne-p 0 ne-p
Nekteréne-sje p. Zadnéne-snenine-p
S ne-s S ne-s
p X Y
ne-p ne-p 0

Carrollova projekce nam i nazhge izné dalSi moznosti formulace téhoz soudu.
Prvni tabulku bychom mohli téZ zapsat: Zagménine-p Zadnéne-pnenis. Podobg
bychom mohli pepsat i dalSi soudy. Pro vyBmtani sylogism potrebujeme ot

rozsfit tabulku“ o dalSi roznir:

" carroll 1972, s. 26n; Bendova 1998, s. 55
281832 — 1898, anglicky spisovatel a matematik
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S ne-s
ne-m
P, S, ne-m p, ne-s, ne-m
P m
P, s, m p, ne-s, m
ne-p, s, m ne-p, ne-s, m
ne-p

ne-p, s, ne-m

ne-p, ne-s, ne-m

Nyni konkrétr, nag. sylogismus darii:

s ne-s
darii ne-m
m*p map Kazdém jep. D
s*m —  sim — Nekterés je m. x | M
______ s*p_ sip Nekteres je p. 0l o
ne-p

Opet zainAme obecnou premisou a zakreslime nuly do sppdioviny malého

¢tverce. Podlé druhé premisy chceme zakreslitek do levé poloviny menSikitverce.

Vidime, Ze levy spodni roh musi byt podle prvninpisyy prazdny, zbyva tedy jeho leva

hornictvrtina. A vidime, ze Kzek skuténé vystihuje i za¥recny soud.

e

Nasledujici pipad je o Bco slozigjSi, predpokladame vém totiz neprazdnost jedné

Z mnozin, konkrétés:

Kazdép jem.
Zadnés nenim. —
Nekterés nenip.

S ne-s
ne-m
p 0 0
0 m
0
ne-p
y

Skut&né vidime, Zze po zakresleni premis nam zbyva prazémy spodni roh

vétsiho ¢tverce, o 8Bmz vypovida i z&¥. OvSem z premis neplyne jstzda tato
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.mnozina“ obsahuje &aké objekty, musime je tedy dodefinovat @Enze je y)
a predpokladat neprazdnost

Nakonec je&t jeden piklad neplatného sylogismu a jeho odhaleni pomoci

Carrollovy metody:

s ne-s
ne-m
Kazdép je m. p| O mO
Nekterés je m. — «
Né&kterés je p. ~
ne-p

Prvni premisu zakreslime bez probfénale nevime, kam umistitiigek z druhé

premisy. Sylogismus je tedy neplatny.
2.3 Booleova algebra

2.3.1 George Boole

George Boole se narodil v roce 1815 v anglickéncdlnu. Jeho matka pracovala
jako sluzka, otec byl Sevcem. Jeho obchod vEai§ pevzkvétal, jednou z‘gin mohla
byt i jehocaso¥ narana zaliba v matematice a konstrukci optickyéfsipoji. George
byl nejstarSim zétyt déti. Rodite se mu snazili poskytnout nejlepsi mozné&ilém, ale
moc prostedki k tomu nenli.

George uz v posing mladém ¥ku projevil vyrazny talent v oblasti cizich jazyk
Z WtSi casti samostudiem se ndlu latinsky a fecky, pozdji jeSt némecky
a francouzsky. Krothtoho sdilel s otcem zajem o matematiku. Jeho whudiohuzel
nepokr&ovalo na akademické urovni, aledkvkrachu otcova obchodu od svych 16 let
pracoval jako asistentéitele v Doncasteru. Jeho z4jem o jazyky trval &éyme toho
se z@al systematicky &novat matematice. UZ & troky pozdji si v rodném Lincolnu
zalozil vlastni Skolug¢imz ziskal ¥tSi nezavislost &as k vlastnimu studiu. V té déb

cetl predev&im prace S. F. LacroffeJ. L. Lagrang® a P. S. Laplad® velky vliv na

291765 — 1843, francouzsky matematik, jeho &&jm dilem je knihdiferencialni a integralni péet
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n& méla i korespondence s matematiky jeho generacenjakyl nag. D. Gregory?,
piedevsim pak A. De Morgah

V roce 1844 napsalanekOn a general method of analysisie popisoval aplikaci
algebraickych metod n#geSeni diferencialnich rovnic. Za tentldnek dostal ocemi
Kralovské spolénosti, ¢imz zaaly jeho Uspchy na poli matematiky. V roce 1848 se
stal profesorem matematiky na Queen’s CollegekéirsCorcu a toto misto zastaval az
do své smrti vroce 1864. JehctZdjnim dilem jeAn Investigation of the Laws
of Thought*

2.3.2 Vychodiska Booleovy algebry

Boole si vSiml analogii mezi zakladnimi logickympagkami a aritmetickymi
operacemi nasobeni &itani. Ke gitani giradil spojkunebq k nasobeni pak spojla
Zavedl roviZz pojem univerzalni fida, tj. takova tida, kter4 zahrnuje vSechny
myslitelné objekty, a z®d ji jedni¢ckou, nulou naopak zkd t/idu prazdnou Tyto
znaky roviz zastavaji funkci neutralniho prvku pro vysSe zinén operace, 0 pro
s¢itani, 1 pro nasobeni. Jak jiz napovidaji pojmyersalni, resp. prazdnédy, Boole
chapal vSechny predikaty jaktidy prvki. Aristoteliv soud,Kazdé S je P“bychom
tedy mohli geformulovat na,Pro vSechny prvky/dy S plati, Ze jsou zaravervky
tFidy P, resp.,T rida S je podidou t#idy P." Od tohoto pojeti se ro¢n odviji jeho
zapis negace. Objekty, které nejgdytedy jsoune-P), Ize zapsat jako dopik tiidy
P do univerzalniifdy, tedy (1P).

2.3.3 Zakladni pravidla

DalSi analogie, kterd vychazi z pojeti predikfko tid, je mezi aritmetickymi
operacemi &tanim a nasobenim a mezi operacemi mnoZzinovyminkiére
sjednocenim a pnikem. Na zaklagltoho je mozné sougazdé S je P“preformulovat

na,Pr znik mnozinftid S a P je prawS.“

301736 — 1813, italsko-francouzsky matematik, zabgegiedevsim analyzou

311749 — 1827, francouzsky matematik, fyzik, astrormpolitik, rovigZ se zabyval analyzou
321813 — 1864, anglicky matematik, totesu editocCambridge Mathematical Journal
%1806 — 1871, anglicky matematik, p&jdpravil nedostatky Booleova logického systému
% O'Connor, RobertsoiBeorge Booleonline]
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V dusledku zmignych analogii operaci, pojmuniverzalni a prazdné&ity a také
definice negace jako dafdu mnoZiny je teba zavést nasleduijici pravidfa:

S+(1-9)=1
S[(L-9)=0
Si1=S
S+1=1
SI0=0
S+0=S

OO WN PR

Jak je moZzno na prvni pohled vid pravidla aritmetiky jsou poruSena ve druhém
actvrtémradku. Booleova algebra nebyla vtomto smysluéjeitela dokonald, ale
k pochopeni nam poiie vySe zmi#gna analogie operactisani a nasobeni s operacemi
sjednoceni a fniku. Tak se ositluje to, co se &e na prvnim a druhéniadku:
Sjednocenim mnoziny s jejim dagem ziskavame univerzalniidu. Naopak pmik
mnoziny ajejiho dopku je nut® prazdny. Takto bychom mohli pokkavat pro
vSechna dalSi pravidla,cetné radku ¢. 4, kde sjednocujeme danokidu se tidou
univerzalni. Vysledek je jistspravny, i kdyZ aritmetickym nardk neodpovida.

NeZ si zavedeme pravidla preéitani a nasobeni dvou a vice mnozin, je nutné se
zminit o tzv. Booleov¥ identit. Ta ukazuje, jak bude vypadat soujedné a téze

mnoZiny>®
S[B=S*=S

Platnost této formule je &p ziejma, pokud si misto nasobeniegstavime
mnozinovou operaci pnik. Podobny vztah, jehoZz platnost je vyplyva zrape

sjednoceni, plati i pra:gani:

S+S=S

Souhrng se tyto vztahy ¢kdy nazyvajizakony opakovanNyni tedy lze uvést dalSi

pravidla, kter blize charakterizuji Booleovy omeraitani a nasoberi:

% Bendovéa 1998, s. 50; K. Bendova pouZiva o malsoélznaeni: univerzalniiidu znai V a pro
negaci P, resp. dopik ttidy P, pouziva znak p namisto rde$éjSiho a nazorgsiho (1-P).

% Boole 1958, s. 31

3" Bendova 1998, s. 50; vyjma pravého sloupce: pogviéni vlastnosti
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la S+P=P+S komutativita gitani

b SIP=PIS komutativita ndsobeni
2a (S+P)+M =S+(P+M) asociativita &itani

2b (SIM)IP=SI(MI[P) asociativita nasobeni
3a S[(P+M)=S[P+SIM3® distributivita ndsobeni

3b S+(PIM)=(S+P)[(S+M) distributivita €ftani

Pokud opt sledujeme analogii aritmetiky a Booleovy algebjgdiny problém
nastava v pravidle 3b, které zavadi distributigtitani vzhledem k nasobeni. Pokusme

se dokéazat pko
Nejprve si roznasobime pravou stranu rovnosti 3b.

(S+P){S+M)=S*+(SP)+(SIM) +(PM)

Nyni mizeme S* podle Booleovy identity nahradiB Tim ziskame na obou
stranach¢leny S+(P[M ), na pravé strannam ale po roznasobeni geJirebyvaji
¢leny (SIP) +(S[M). Predstavme si tedy misto operaci nasoberitars mnozinové
operace pmiku a sjednoceni a vysledek jefegny. ZjednoduSen ieceno,
pokud mnozinuS sjednotime s jejim pnikem s jakoukoli jinou mnoZinou, ziskame

opét mnozinuS. Formalr:

(S* =S) asodasre (S+(S[P)=S) asowdasre (S+(SIM)=5)
S? +(S[P)+(SIM)+(PM) =S+(P[M)

Nyni uz tedy nizeme pomoci Booleovy algebry jé&srapsattyti zakladni soudy:

Kladné Zaporné
Obecné sap sep
Kazdé S je P. Zadné S neni P.
SIP=S SIP=0
Castené sip sop
Nekteré S je P. Nekteré S neni P.
SIPZ0 S[@A-P)#0

¥ vzhledem k oboustranné distributiikitani a nasobeni se dle mého nazoru ztraci evitgtetdnost
nasobeni fed gitanim, proto bych tento vyraz oproti originalu thobzavorkami:
SI(P+M)=(SIP)+(SIM).
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| zde je mozné vypozorovat vztahy logickéttaerce, resp.tizné moznosti zapisu
téhoz soudu. Tak je tedyigim¢ rovnocenné, pokud zapiSem&[P=S ¢i
S[(@-P)=0. Druha sekvence je pak pravym opakem sosmjy vidime zde fiklad
kontradikce. Druhy kontradikticky vztah megep a sip vidime @imo v tabulce bez
nutnosti dalSiho i@pisu. o Bco slozZigjSi je znazornit vztahy subsumpceaggevsim
mezi soudysep asop Vztah SIP = 0 miZzeme pepsat jakoS[(1-P)# 0¢&i jako
@L-9S)[P #0, oboje za pedpokladu neprazdnosiia P. Soudsopje tedy v soudisep

obsaZeny, ale je protému oslaben. Subsumpce meapasip je Zejma.

2.3.4 BooleovoreSeni sylogistin

Booleova algebra je jist schopnaeSit mnohem sloiSi aplikace, avSak
v navaznosti nafpdchozi kapitolu a Kili snaze o nazornost se nyni omezmeét ora
oblast sylogistiky. Jak se zapisuji jednotlivé spyel Zrejmé z vySe uvedené tabulky.
Pokud si tedy zapiSeme ®premisy i zagr pomoci formuli Booleovy algebry, stauz

vhodnou aplikaci pravidel 1 -6 ala—3b na prgniskazat z&r. Uvedme dva
piiklady:

ferio
mep Zadném nenip. MI[P=0
sim —  Nckterésjem. —  SIM#0
sop N¢kterés nenip. SIL-P)#£0

Chceme tedy dokazat, 2 (1-P)# Zp‘edpokladi M [P=0 a SIM # 0.

Uprava vyrazu pouzité pravidlo
Si@-P)=S[@-P)1 3
=SIA-P)[(M +(@-M)) 1

=(SI1-P)IM)+(S[1-P)[L1-M))  3a
=(SIM[(1-P)+(SIL-P)[1-M))  1b
=(SIM)+(SIM [(1-P)) #0 1a, (*)

(*) Zde jsme pouZili rovnost(S[QA-P)[(L-M))=SIM vychéazejici z toho, Ze
formuli M [P =0 je mozné pepsat jakoM [(1-P) =M .Druhy pedpoklad tvrdi, Ze
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SIM # 0, coZz samo o sabstai, aby byl za¥r dokazan, bez ohledu na smipranik

tiid S M, (L- P).*

darii

m*p Kazdémjep. MIP=M

s*m — | Nekterésjem. — | SIM#0
______ s*p_ Nekterés je p. SIP#£0

Uprava vyrazu pouzité pravidlo
SIP=SI[PI[1 3

=S[P[(M +(1-M)) 1
=(SIPIM)+(SIP[1-M)) 3a
=(SIM[P)+(S[A-M)[P) 2b
=(SIM)+(S[@A-M)IP)£0 (**)

(**) V této Upraw jsme nejprve vyuzili fedpoklad prvni, tedM [P =M nésleds

hned druhy, ktery neprazdnoSiM zaji¥uje neprazdnost celeho vysledku.

2.3.5 Vyuziti Booleovy algebry

Na Booleovu koncepci aritmetizace logiky navazalgd W. S. Jevoit$ piehodnotil
zpisob zapisovani negace. Namisto Booleovy formuléceX zayed! zapisx,

vyznam negace jako dajdu dané ttidy do ¥idy univerzalni #istal zachovan. Otégl

tim cestu pro fijeti dvou De Morganovych zakén

Xy =x+y x+y=xy

Témito a dalSimi Upravami byly odbourény aritmeticledlostatky a v jistém smyslu
se nechdici, Zze se z Booleovy algebry stala booleovskanigai dnes velké vyuziti,
nagiklad v elektrotechnice se hd@jivyuzivaji tzv. logickécleny. Jsou to elektronické
prvky standardé s rekolika vstupy a jednim vystupem, které pracuji gdwma
hodnotami nagti, nag. 5V a0V, které reprezentuji logickou jedku a nulu.
Z logickych ¢lent se stavi logické obvody, které jsou pak vekmsto vyuZzivany
v mnoha odvtvich vypaietni techniky, kybernetikyi energetiky.

% Bendova 1998, s. 52
401835 — 1882, anglicky ekonom a logik

25



2.4 Moderni logika

2.4.1 Gottlob Frege

Gottlob Frege se narodil vroce 1848 ameckém Wismaru. Jeho otec Karl
Alexander Frege zde vedl vyssi &iv8kolu, sepsal také modernéelnici rimecké
gramatiky. Po jeho smrti v roce 1866epzalatizeni Skoly jeho Zena, Auguste Frege.
Gottlob po maturit z fectiny, francouzstiny, latiny a matematiky odeSeluraverzitu
v Jerg, kterd& se mu poz{l stala celoZivotnim fsobis¢ém. Béhem studia v Jeén
navstvoval predevsim kurzy fyziky, chemie a matematiky se & mim na geometrii,
krome toho i rekteré gednasky z filosofie.

Po ¢tyrech semestrechfgsouva své studium na univerzitu v Gotingen, jejiz
matematické oddeni proslulo takovymi &dci, jakymi byli C.F.Gaué
G. L. Dirichlef? ¢ B. Riemarf’, a promuje zde v roce 1873. UZ rok nato se hallit
a vraci se zt do Jeny, kam byl na dopaeni svého fitele Ernsta AbbeHd prijat jako
soukromy docent. To vS8ak znamenalo, £8mu platu dostaval od studénkteri se
Gcastnili jeho pednédSek. Frege se nikdy nestd@dnym profesorem, V. Kolman
vypocitavd, Zze za 68 semestikteré dohromady stravil v Jgnsi vydlal asi tolik, co
nekteif z jeho koleg za semestry dva.

Jeho prvnim vyznamnym dilem bBegriffsschrift VySel roku 1879 aijnesl mu
prvni zklamani v jeho &decké karige. Frege zde zavadi na prvni pohl&zkopadnou
symboliku logického usuzovani a do gdemi SirSi véejnosti se publikace nedostala.
E. Abbe o ni napsalZa Srastny autorsky debut (proto) tuto publikd prvotinu svého
kolegy nemohu povaZovatjldadre cist ji bude malokdo a jeSmér bude &ch, kdo ji
pochopi a oceni.*® Abbe zde nar&Zi mimo jiné na to, Ze rozvijejiceroe\&tvim byla
tehdy spiSe matematickd analyza a pro Fregovu akekleu drahu by bylo v tomto
smyslu vyhodijSi, kdyby se drzel tohoto hlavniho proudu. Fregeéasledujicich

semestrech v Jémtviral i kurzBegriffsschriff jeho navatvnost vSak byla minimalni.

411777 — 1855, ¥mecky matematik a fyzik, zabyval seefevsim geometrii a analyzou
421805 — 1959, ¥mecky matematik, zabyval se analyzou, tetigél a statistikou

431826 — 1866, ¥mecky matematik, zaslouZil se o rozvoj analyzyfardncialni geometrie
441840 — 1905, ¥mecky fyzik a astronom, zaslouZil se o velky vyepjickych gistroji

“5 Kolman 2002, s. 35 — 37, O'Connor, Robertgaiedrich Ludwig Gottlob Freggonline]
“% citovano podle Kolman 2002, s. 38
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Snad veden snahou vyhnout se nepochopeni #jatgpkteré nasledovalo vydani
Begriffsschriff piSe Frege své druhé dibie Grundlagen der Arithmetilstylem spiSe
popularg naknym a bez pouziti symbolismu. Kniha byla publikoaanroce 1884,
avSak ani toto dilo — aZz nackolik pievazre zapornych recenzi — ohlas kobeg
matematik nevzbudilo. VSechen tento nedsp pomalu ale jist formoval Fregovu
povahu. A uz dive introvertni a ve &Si spolénosti ¢asto nestyj, staval se postupem
¢asu litkym i v kontaktu s&mi, kdo se k jeho pracim vyjéalali.

Prvni dil Fregova hlavniho dilaGrundgesetze der ArithmetikySel roku 1893.
Frege v 8m podrob® rozpracovava gy systém aritmetiky, ktery gal v Grundlagen
Do 90. let se také datuje Fregova korespondenceRe@neri a R. Dedekindeff,
jejichz uznani jetasténé i podkladem k jeho jmenovantestnym profesorem®. Tato
funkce vsSak byla titularni, bez zakotveni na k&tedl pristupu do senatu fakulty.
Zajistila mu alespid dozZivotni penzi.

Tésns pied vydanim druhého dilBrundgesetzesak isel zlom. B. Russel, ktery
pracoval na sveém dileThe Principles of Mathematicsobjevil v prvnim dile
Grundgesetzapor. Slo o problém autoreference ve Fregefinici mnoziny mnoZzin.
Pro Frega to byla velk& rana, uvazoval, ztlaeec druhy dil publikovat, nakonec Emu
pouze pipojil struény doslov:,V édeckému spisovateli se sotvaizm pihodit neco
nepijemrejSiho, nez Ze se mu po dokeni prace zhrouti jeden ze zaklastavby. Do
této situace mne dostal dopis pana Bertranda Rlassel chvili, kdy se tisk tohoto
svazku chylil ke konci.?°

Zneuznany Frege se stéle vice uzaviral do sebéj&antakt s ¥deckou véejnosti
omezil jen na okasnou korespondenci, na své plany tykajici se képic zaloZeni
matematiky rezignuje. Teprve po odchodu do penze® 1918 pisSe jeStii vyznamné
clanky, Der Gedanke (MySlenka), Die Verneinung (Negace) d&edankengefiige
(Spojeni mysSlenek). Gottlob Frege umira v roce 19250 odkazistal v jeho rodném
Némecku dlouho nepovSimnutgékoli v ostatni Evrop jeho dilo jiz naSlocast&nou
oporu Vv osobnostech B. Russella a G. Peanaii kia jeho pevratné mysSlenky

upozornili ve svych dilech.

471858 — 1932, italsky matematik, logik a filosafden ze zakladatemoderni logiky

81831 — 1916, ¥mecky matematik, proslul hlagv oborech algebry a teotisel

491872 — 1970, anglicky matematik, filosof, logikpisovatel, mj. nositel Nobelovy ceny za literaturu
* Frege 1903, s. 253; citovano podle Kolman 20023s.
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2.4.2 VVychodiska Fregovy logiky

Frege se ve svém spidgegriffsschrift snazi vytvaeit takové pismo, ve kterém
bychom byli schopni zcela objektign neovliiovani ntim vrgjSim, vést linii
matematického itkazu. J. Peregrin se domniva, Ze préento pordrné nevysoky cil,
resp. Uzké pole zajmu, byly tim spravnym stimulero o, aby konéné vzniklo
relevantni pismo, které mmiuje firozeny jazyk. V protikladu k cilené a &smé snaze
Frego¥ Peregrin uvadi Leibnizz utopicky univerzalisticky konceptcalculus
philosophicusjakousi ,abecedu lidskych myslenek®, ktera by ngmmoci analyzy slov
a pismen umoznila posoudit viechno ostdtn.

Fregova snaha souvisi bezptedtt stim, jak wbec chapal logiku:
~.Charakteristicky rys meého pojeti logiky nejprverggmim tim, Ze na vrchol kladu
obsah slova ,pravda’, a pak tim, Ze za nim nechaWdad nasledovat mysSlenku jako
to, uceho pravdivost #bec pichazi v ivahu. Nevychazim tedy od poprneskladam
Z nich myslenky nebo soudy, nybrz zisk&ésti mysSlenky jejim rozpadnutim. Timto se
odliSuje moje pojmové pismo od podobnych vyitk@ibnizovych a jeho nasledoviaik
pres moje moZné nesstry zvolené pojmenovani® Konkrétré na adresu Booleovu
uvadi:,Boole predpokladal logicky dokonalé pojmy jakeéedem danégimz si uSetl
tu nejobtizeEjSi cast logické prace a mohl tak z danyckegpoklad vyvozovat sve
diisledky mechanickymi vygtg.« 3

Zacnéme tedy terminenpravda Pro Frega fedstavuje pravda normativni primitiv,
coz doklada regresnim argumenteddybychom chili rici: ,pravdiva je pedstava,
jestlize se shoduje se skiresti‘, nic bychom tim neziskali, n&pbabychom to mohli
pouzit, museli bychom v kazdém danéipgué rozhodnout, zda secjaka pedstava
shoduje se skutmosti; jinymi slovy: zda je pravda, Ze se onadstava shoduje se
skutenosti. Definované by tedy musel@gchazet sebe sama

Druhym terminem, ktery je pro Frega&Zdjni, je mySlenka ,AniZz bych tim chil

podat definici, nazyvam mysSlenkodco, u ceho miZze pravdivost d#bec pichazet

*L peregrinCo je to (Fregovska) logika[nline]

%2 Frege 1983, s. 273; citovano podle Kolman 20093sV tomto oddile se nevyhybam del$im citacim.
Zdéa se mi pijatelngjSi a vac¢i autorovi uctijSi citovat v klEovych mistech original nez ho nemotérn
parafrazovat.

>3 Frege 1983, s. 39; citovano podle Kolman 20093s.

> Frege 1983, s. 140; citovano podle Kolman 20039s.
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v Gvahu. Nepravdivé tedy ¢itdm k myslence zrovna tak jako pravdiv®.Dale tvrdi,
Ze jedna a tdz mySlenka jeddpravdiva nebo nepravdivégrtium non datura neniize
svou pravdivostni hodnotu sama o &atenit. Pro gipady, kdy se nam zda, Zze dana
véta v jednu chvili plati a v jinou chvili nikoli, édi Frege pojemevlastni ¥ty. To je
takova, ktera obsahuje indexické vyrazy; je-li hapyslovena v fitomném c¢ase, je
doba jejiho vzniku determinujicim Udajem pro jejayalivostni hodnotu. Souhréne
tedy moZznotici, Ze mySlenkou nazyva Frege souditelny obsaladmny situgné

nezavislou wtou.

2.4.3 Symbolika

Takovou myslenku pak ztiavodorovnym pruhem obsahua vyjaduje tim jen

,okolnost, Ze...“ aniZ by byla tato okolnost tvrzen.
—A
Z toho vyplyva, Ze kromh pruhu obsahu je nutné pouZzit dalSi znak pro tvrsiia,

Frege zvolil svislypruh soudu Symbol

F——n~A

tedy pedstavuje jednoziaé pfirazeni pravdivostni hodnoty myslenée Cela tato
Fregova konvence se zdala bykierym jeho sotasnikim pongrné zbytna, symbol
tvrzeni girovnavali co do dleZitosti nap. k ¢islu wty. Frege se vSak hajiKdybychom
pri prezentaci tsudku v mém pojmoveém pismu vynechpa@mis pruhy soudu, chtb
by reco podstatného. A je daly Ze je toto podstatné viditélziglesreno v rjakém
symbolu, a ne jen dodat®® pochopeno na zakladnevyslovené konvence; né&bo
konvence, podle niz bylo byt rco dodaténe pochopeno, upadne lehce v zapemn
zvI4s# tehdy, je-li nevyslovena® To jen potvrzuje jeho z&m nenechat v oblasti
usuzovani Zadny prostor subjektéid jakémukoli fredpochopeni.

Pro lepSi uchopeni tvrdiciho symbolu poslouzi katestni triviality, totiz ze
Lvrzeni vty jakozto jeji vysloveni s pravdivostnim narokeneljvivalentni tvrzeni, Ze

je pravdiva.“®® Tedy:

% Frege 1918/1919, s. 61; citovano podle Kolman 28084
% Frege 1879, § 2.

" Frege 1976, s. 127; citovano podle Kolman 20021s.

%% Kolman 2002, s. 72
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(F—— (A je pravdiva) = ——A

V dusledku regresniho argumentu normativniho primitippavdy plati také
ekvivalence mezi tvrzenim pravdivosti daného sowaduimto soudem samotnym.

Formalre:

(. |7 A*“ je pravdivy soull= |7 A

Zajimavym zfisobem se Frege dostava k negadi. iykladu terminu tvrdici sily
pric¢ita tuto vlastnost i tzv. &nym (zji¥ovacim) otazkam, tedy takovym, na které je
mozno odpowdét ano ¢i ne Odpovd ano fikad totéz, co tvrdici &a z otazky
vytvoiena. A skrze odp@d’ ne se dostavame k pigni. ,Proti kazdé mySlence stoji
mysSlenka ji protikladna, takze zavrzeni jedné zma@amenani druhé. Souzeni je volba
mezi d¢ma protikladnymi myslenkami. Uznani jedné z nidawazZeni druhé je jeden a
tentyZcin. Pro zavrzeni tedy nepebujeme Zadny specialni symbol, pro /jeop bez
tvrdici sily vdak ano.*® Frediv symbol pro protikladnou myslenku k

— A
ziskame gdanim svisléhgruhu pogeni ¢imz ma byt vyjatena okolnost, ze obsah

neplati:

— A
Zretelrgji to vyjadiime rovnosti:

— (nenipravda, z8) =—T1—A

Moderni variantou Fregova symbolu pepi je negatof—A ).

2.4.4Vyrokova logika

Po uvedeni v8ech Fregovych symbgko jeden soud se nyni dostavame k dvoijici
soudi. V Begriffsschrift ¢teme: ,Znamenaji-li A a B souditelné obsahy, mame zde
nésledujicictyi mozZnosti:

(1) Aje potvrzen & je potvrzen.
(2) Aje potvrzen 8 je pogen.
(3) Aje pogen aB je potvrzen.
(4)  Aje pogen aB je pogen.“®°

% Frege 1983, s. 214; citovano podle Kolman 20027s.
% Frege 1879, § 5; vlastntgklad
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Zde Frege zavadi 8y symbol pro materialni kondicional. Dva vodorovpéuhy
obsahu spojuje svislym, tzgodminkovym pruhem
A
— B

Co pesrt tedy tento symbol znamend? K pochopeni nam dgemnasledujici
aryvek: ,Jestlize rika jedno ze dvou zoeni totéz, co znamena i druhé, zatimco toto
druhé neobsahuje cely smysl prvniho, nazyvam vyztamého jednodusSi neZli
prvniho, nebo ma méa obsahu. Uplatnime-li toto énitko, vidime, Ze nejjednodussi
mozny vztah dvou souditelnych ohs#te ziskat pofenim jednoho zétyr pripadi (viz
prehled vySe), nelbgopeni dvou z nictiika vice nez paeni jediného a poeni #i
jest vice; shoduje se s potvrzendtartého. Z booleovskych symbaieodpovida zadny
tomuto pozadavku nejvysSi jednoduchosti vyznamyBgaleiv logicky sodin AIB
znamena jakoZzto potvrzeni prvnih@padu popeni ¥ zbylych, a je tedy velmi obsazny.
(...) Chceme-li se vyvarovat piéwvedeného nedostatku, musime zavést vlastni
vyjadieni pro popeni jednoho zétyr vySe vyislenych pipadi. (...) Vybral jsem sieti
pripad ,ne A a B jako ten, jeho? p@mi ziska vlastni symbol®*

Nyni je uz Zejmeé, co Frefv materialni kondicional znamena. V moderni notaci
bychom ho zapsali jak® — A piicemz symbol ,~ “ nazyvame subjunktorem a cely
vztah je co do pravdivostnich hodnot obdobou dnafplikace: je nepravdivy pouze
prone AaB. Frege doklada, ze pomoci tohoto symbolu a sgghtolu pro pofeni je

schopen zapsat Bodie logicky sowet i sowin. Konkrétre:

A
| 5 booleovsky AL B, moderni notaciA L B
A . ]
booleovsky A+ B, moderni notaciAL B
—— B

Frege dale ukazuje, Ze pomoci negatoru a subjunk®orschopen vytiit nejen

vSechny formule Booleovy, ale jakékoli schéma euiinymi pravdivostnimi vstupy

®1 Frege 1983, s. 55n; citovano podle Kolman 20029s.
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a vystupy, tady Ze jeho vyrokovy ¢l je s&mito dwma symboly kompletni. Zavadi
pojem logicky platného Usudkuto je takovy, ktery je — nezavisle na pravdivosti
vstupnich soull — vZzdy pravdivy. Takové schéma také nazyvaaetologii Jeho

uzaweny systém vyrokové logiky obsahuje Sest axiom forns tautologif?

(1)I a (31) I a (41) I — a
——b —|—|—a L a
a
(2 I a (8 I a (28) { | b
C d T —a
b b
C a
a b b
b d
C

a pouze jedno usudkové pravidiopdus ponens

| A,
— B

V. Kolman podotyka, Ze jde aibec prvni kompletni axiomatizaci tautologickych
schémat vyrokoveé logiky. ixaz korektnosti svého kalkulu Frege expli¢itneuvedl,
stai ovSem ukazat, Ze uvedené axiomy jsou skutéautologickymi schématy a dale
Ze ta schémata, kterd vzniknou aplikaci pravidladus ponenga axiomy, Si rov¢
zachovaji charakter tautologie. Na Fregdwonceptu vyrokové logiky dale pracoval
J. kukasiewic?, ktery objevil zavislost mezi Fregovymi axiomy,rk@étrs ukazal, ze
axiom (8) je odvoditelné z (1) a (2), a Zze Ize (48)) a (41) nahradit jedinym axiomem

novym, a to

®2 Frege 1879, §14 — 18islovano podle originalu
631878 — 1956, polsky matematik a filosof, zabywahsalytickou filosofii a matematickou logikou
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®) |

I
——

99 9 O

Tim tedy z (1), (2), a (L) vznikd nezavisly axiom&y systém, ktery — dopémy
o modus ponens predstavuje kompletni kalkul, jehoZ Uplnost tukaseavidokazal.
A protoze je tukasiewidw axiom ve Frego¥ kalkulu odvoditelny, fenasi se itkaz

jeho Uplnosti i na systém Friag®*

2.4.5 Kvantifikace

Dalsim velkym Fregovym ifnosem bylo zavedeni kvantifikace. Uvodem k této
problematice jefeba uvést jasné rodeni meziprednetema pojmem Toto rozaéleni,
resp. jeho explicitni neuvedeni, igobilo nedostatky Aristotelova systému, jak byly
zmirény v avodni exkurzni kapitole. Vyjdeme-li nyni amsformace fregovskésty
(mysSlenky) do subjekt-predikatové formy Aristotejpvmiazeme jasé odliSit i
zakladni moznosti pro soud ,Kaz&ge P."

1. Spadani: V tomtoifipact Soznauje predmet, zatimcoP predstavuje pojem. Jen

o mélo odliSnou formulaci iZeme Snazvat jménenviastnima P jménem
funk’nim ,Kopula je zde vyrazem funkcionalni aplikace funk&e na
predmet S.« %°
2. ldentita: Zde kopulge slouZi k vyjadeni rovnosti. Byva uvatha nap. véta:
SJit7enka je Véernice," v niz se jedna o rovnost (identitu) dvaiegmnst.

3. Podazeni: V pipadt podrazeni se jedna o dva pojmy, z nichZ jeden jeéarmh
druhému. Zmisnou subjekt predikatovou formu bychom tak mohli naalt
nagt. vétou: ,Spada-li néco pod pojem S, spada to i pod pojem .

Nasleduje Uryvek, ve kterém Frege tzddiuje a zavadi € symbol pro
kvantifikaci. ,Uvazme nyni pipad, kdy je obsah obecného kladného satédti soudu

4 Kolman 2002, s. 86n
8 Kolman 2002, s. 107
% Kolman 2002, s. 107
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sloZzeného, /eba jako podminka soudu hypotetického; mgpstlize je kazda druha

odmocnina zd ¢tvrtou odmocninou m, musi bym rovno16. Vyraz

©) m=16
x*=m
x> =4

této te neodpovida, a je dokonce nepravdivy,deibje také pruh soudu na levém
konci nejvyssiho vodorovného pruhu vynechan, mebaon a x mohou byt dosazena
cisla, kterad obsah dini nepravdivym. Takto neKd) pravdivy pro vSechny hodnoty pro
X am, coz by bylo fedsazenim pruhu soudu tvrzenetaV,jestlize je kazda druh&
odmocnina zé ¢tvrtou odmocninou m, musi bytm rovno 16 7ika vSak #co jiného.
Jeji obsah by mohl byt také vyjéa takto: jestlize, aje x cokoli, plati ¥ta, Ze musi
byt x* = m tehdy, kdyje »* = 4 pak jem = 16‘ | Vidime tedy: obecnost vyjéeha

pomocix se nesmi tykat celKt), nybrZz je omezena na

x*=m
x* =4

Toto oznduji tak, Ze pruh obsahu opaifi jamkou, do niz vkladameémecké

pismeno, kterym je také nahrazen vyskyt

~&r——a‘=m

a’=4

Takto omezuji obor obecnosti vyj@dé @meckym pismenem na obsah, do jehoz

pruhu byla umigha jamka (8 11 Begriffsschrift). N&S (pravdivy) dotak ziskava
nasleduijici vyraz®’

m =16
|_\aj_ a*=m
a’=4

Tento Fregv symbol a jeho moderni igpis ,0“ nazyvame obecnym
kvantifikatorema rémecké pismeno zdegastavuje tzvvazanou pro@nnou Frege si
dohre uwdomoval, Ze tato jeho notaceepstihla vSe, co bylo ipd ni, etns

propracovaneho kalkulu Booleova.

%" Frege 1983, s. 20n, citovano podle Kolman 20021 %n
34



Pokud zkombinujeme obecny kvantifikator s pruherpieoi, mizeme velmi dote

zapsat zaporné soudy a odliSit mezi obecnyass&nym:

a 4 _ a 4 _

T —a =m T a=m
— a’=4 —— a’=14
Prvni sentenci fiteme pecist jako,ne pro vSechnaa plati...”, a gedstavuje tedy

caste&ny zaporny soud, druhé schéma je mozno interpretpva kazdéa neni pravda,
Ze..." ¢ pomoci typicky ¢ceského zdvojeného zaporypro zadné a neplati...”
a ziskdvame tak soud obecny zaporny.

Ze ¢tyt soudi logickéhoctverce nam nyni zbyva popsat uz jg@steény kladny soud.
Zatimco moderni logika proéhma druhy, tzvexisterni kvantifikator, C“, Frege tuto
situaci dimysIné popisuje pomoci obecného kvantifikatoru a dvouacégotiz Zze,neni

pravda, Ze pro Zadreé neplati...“ Symbolicky:

a _ 4

T a*=m

L a2-4

Pro uplnost jeieba zminit, Ze odkolik let pozdji nezavisle na Fregem popsal teorii

kvantifikace také americky matematik Ch. S. Péftce

2.4.6 Shrnuti

Fregovo logické zkoumani jde saniené mnohem dal, ale neni ukolem této prace
celé jeho dilo zmapovat. Mym z&rem bylo jen ukazat nejtkZit¢jSi principy a nové
mysSlenky, které tento velkyédec matematické logicetipesl. A& za svého Zivota
zneuznan, dnes byva nazyvan Novym Aristotelem dadakelem moderni logiky.
PrestoZe je jeho dilo poznamenano paradoxem auterefer ke kterému ho dohnala
snaha o maximalni univerzalnogerpame z jeho mysSlenek dodnes. Ostamincny

paradox obsahovaly snad vSechny publikace tohotkiemi aZz do jeho objeveni

681839 — 1914, americky matematik, logik a filosof, zakladatel pragmatismu
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B. Russellem. Tato chyba byla péjicdopravena a jeho dilofppséano do linearni notace
Peanovy, ktera séasem prosadila v celé oblasti matematiky a nalaadpojmoveé
pismo Fregovo. Nakonec jen kratky citat z jehoustalosti,cast dopisu adoptivnimu

synovi Alfrédovi:

.Mily Alfréde!
Neopovrhuj mnou napsanymi rukopisy. | kdyz vSedbnplato neni, pece je zlato
v nich. \&Fim, Ze mnohé z toho bude jednoucc@mnohem vice nez dnes. Dohlédni na
to, aby se nic netratilo.
V lasce tij otec.
Je to velky kus mne samotného, ktery ti v tom ofika?’

% Frege 1983, XXXIV; citovano podle Kolman 200258.
36



3 Vyuziti historie logiky

ve vywovani matematiky

3.1 Aniz si ukdomujeme

Kdykoli vyucujeme matematiku a konec kdnc ostatni pedmety, wime vlasts,
aniz bychom si to wdomovali, i zaklady logiky.Jiz v predsSkolnim &ku se di
setkava se skutmosti, Ze #co je a @co neni pravda. Setkava se tedy s pravdivymi
a nepravdivymi vyroky. Také kvantifikatokazdy vSechny alespa@ jeden alespa
jeden nea podobe se velicecasto v #Znéreci ditete vyskytuji. Steghtak se v Bzné
komunikaci s détem vyskytuje konjunkce, alternativa, implikécekvivalence. (Budes-
li zlobit, pak se nepdeS koupat. Do divadlaigdeme jen tehdy, budes$-li hodny.
atd.)« "°

Pri feSeni dloh typl] < 7 se Z&ci setkavajivg/rokovou formoukterou musi dle
svych znalosti doplnit tak, aby byla pravdiva. Keotoho je teba upesnit, zda maji
najit pra¥ jedno, alespid dvé ¢i dokonce vSechni&seni a podotin

Pokud #Aistaneme u tohoto typu Uloh, pak nésklpd 5 <[] < 9 seznamuje
s konjunkci, hledame totiEslo, které je ¥tSi nez gt a zarové mensSi nez dedt. Pokud
bychom chili v tloh&ch pro zékladni Skolu najitiklad disjunkce, dote nam poslouzi
slovni dlohy typu,VSichni zaci 4.A hraji fotbal nebo volejbal. Dvac provozuji oba
sporty...” Implikaci a ekvivalenci rizeme objevit ve &ach o dlitelnosti. Ekvivalenci
piedstavuje ¥ta , Cislo je dlitelné t'emi pra¢ tehdy, kdyz je jeho ciferny s@i
délitelny tFemi.” Pro vyjadeni Wty ve tvaru implikace rizeme napp omezit pravidlo
tak, aby op&na implikace neplatila;,Jestlize macislo jako posledni cifru nulu, pak je
delitelné peti.”

Podobri implicitné se v matematice, alegipejmenSim na stejné arovni i v dalSich
piednttech, uplatuje teorie mnozin, ktera je zditeho pohledu row¥ sowasti logiky.
Za&ci se di srovnavat pojmy, Zazovat je do danychit, hledat nathzena a padzena

slova, tvdit synonyma a podokin

"0 Folk, Ausbergerova 1996, s. 2
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Tolik jen rekolik priklada, abychom si udomili, Ze logika je implicitd obsazena
v kazdé ¥dé a tedy i v kazdém Skolnimrgdmetu. Pro matematiku na zakladni Skole je
charakteristické, Ze Zaci umi pojmy z oblasti lggikntuitivné pouzivat, protoZze
odvozuji jejich platnost zippozeného jazyka, zatimco odbérpe charakterizovat se

nawi az pozdiji.

3.2 Motivacni priklady

V této casti prace se chci zaiit na praktické piklady, které dokladaji stalou
aktualnost popisovanych obdodii osobnosti z historie logiky. V prvriasti to bude
problematika sofismat jako nekorektnich Usiudk druhécasti giklady, které lzeeSit
pomoci booleovskych funkci a pravdivostnich tabuléleti ¢ast se pak &nuje
piikladim, v nichZz ®gjakym zpisobem figuruje fenomén autoreference, ktery

poznamenal i dilo Fregovo.

3.2.1 Sofismata

Sofisma je nespravny logicky Usudek. 8pé v tom, Ze tazatgetzcem zdanli¥
spravnych argumeatdonuti tdzaného souhlasit &fm, co evident& neni pravda,
piipadré v jeho odpowdich ukazuje spor. Pouzivali jeéecti wcitelé moudrosti,
tzv. sofisté, aby tak demonstrovali svou silu l&@giargumentace a ziskavali si tak Zaky,
ktefi jim pak platili za vydovani. Pro ty bylo ugni argumentace lakavé zejménailkv
vystupovani fi verejnych soudech v demokratickyckestskych statech.

Aristoteles sofistickou praxi kritizuje a ukladn® rozebira ve svém spise
O sofistickych dkazech Na pikladech jednotlivych sofismat ukazuje, céeq® je
V rozporu se spravnou argumentaci a jakyfisapem tedy na otazky sofisbdpovidat.
Aristoteles vypoitava celkem Sest #pohi, na jejichz zaklagl sofisté svou argumentaci
stavi. Jsou to stejnojmennost, dvojgmast, spojeni, rozdeni, pizvuk ve vyslovnosti
a tvar slovniho vyjaieni.*

K prvnimu typu chybné argumentace, tedy stejnojrostin je mozno uvéstiiklad
,Zlo je dobro; neba@ dobro je to, co byt musi, zlo vSak musi byt taé€jnojmenny je

zde vyrazmusi byt ktery se wectiné uziva ve dvou vyznamech, jednak &gnpéirodni

"L Aristoteles 1978, s. 26n
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nutnost (zde ve spojeni s pojmem zla), jednak zmdnmaravni povinnost (v tomto
vyznamu se zde poji s dobrem).

Problém dvojznénosti ilustruje sofismaRika-li nekdo, Ze je to a toijka také, ze je
tim atim? Jestlize ano, pakékdo, kdyzrekne, Ze kadmen jejka o sold, Ze je
kamenem.“Toto sofisma je zaloZeno na zé&my padi, viectiné mezi nominativem
a akuzativem, ¢eStit dochdzi k analogické z&m mezi nominativem
a instrumentalem. ikladem dvojznénosti je i ta ,Nepratele nechej mne
napadnout.“Zde se dvojznmost projevuje neditosti a snadnou zamnosti subjektu
a objektu dje; neni ¥ejmé, zda maji néptelé napadnout mne nebo ja je.

Jako dalSi druh sofistickych argumentaci uvadi tAtides spojeni. Tento problém
reprezentuji ¥ty jako ,NepiSici mize psat.”¢i ,Sedici mize jit.“ Zdanliw se zde
spojuji nesldgitelné dje, ve skuténosti vSak slovesmoci zpisobuje, Ze druhy vyraz
(psat, jit) je v obouifpadech popisem dovednosti, zatimco vyraz prvmigiei, sedici)
popisuje aktualnéinnost.

Mezi argumenty stavici na raddni pati nag. ,P ¢t jsou d¥ a t7, tedy @t je sudé
a liché.” Takovych ¥t by bylo jis€ mozné sestavit mnoho, Aristoteles tedy uptaje
na nespravny Zysob dleni vyrazi a wt, kterym se ztracigvodni vyznam.

Aristotelovy piklady nespravné argumentace vyuZzitim émsn prizvuku by po
piekladu docestiny ztratily smysl, ale takovych vyiaze v kazdém jazyce dostatek.
K. Berka, ktery je autorem poznamkoveho aparateskému pekladu Aristotelova
spisu, v této souvislosti uvadi peme trivialni priklad , Ty JSI Sedry c¢lovek” oproti
Ty jsi STEDRY clovek.”

Jako Sesty Zjsob chybné argumentace je uveden tvar slovnihodkgd. Ten je
vyuzivan, ,kdykoli se to, co neni totoZné, vyjae vied stejnym zpisobem.“’?
Konkrétre se niize jednat o nerozliSovani muzského a Zenskéhojtkwalkvantity,
¢inného a trpného rodu a podebn

Tim jsme tedy v§erpali vi¢et chybnych zfisobi argumentace, které se videméns
zakladaji na slovni interpretaci. VSechny tytdsapby je mozné je§tumocnit napiklad
rychlosti kladenych otazek, rgskakovanim od jedné éei ke druhé, fpadré
podrécovanim emoci a afekt

Aristoteles déle vyp#itava rekolik druhi argument, které maji zaklad mimo slovni

vyjadieni. Casto se pouzivaji tzv.ilazy ze znaku,Chce-li se dokazat, ze jeckdo

2 Aristoteles 1978, s. 28
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cizoloznik, vezme se na pomoc to, co s nim byyargpde je strojivy, nebo ze je ho
vidéet v noci se potloukat po ulici. Nez to je mozné nomych, aniz jim nalezi ona
prisuzovana vlastnost.”®

DalSi zpisob sofistické argumentace vyuzZiva toho, Ze dastotikaji néco jiného,
nez si mysli,Napriklad rikaji, Ze se ma ragl Zit v chudob spravedli¢ nez haneb#

v bohatstvi, feji si v8ak opak toho.”* Na z&klad tohoto rozporu je pak sofista dalsi
argumentaci dovede k tomu, Zedbmusi tento rozporfiznat, nebo své stanovisko
zmenit.

JesSt jiny zpasob redstavuje kladeni otazek, naznneexistuje spravna odpal.
Typickym prikladem je otazkaP restal jsi bit svého otce?Anqg, tedy jsi ho bil;ne
tedy ho stéle bijeS. Obdobné je to s otazidda se konat to, co je proggné,ci to, co
je spravedlivé?“Proti jedné i druhé odpedi Ize najit geswdcujici argumenty, které
odpovidajiciho donuti zénit své stanovisko.

Tolik jen kratky gehled rkterych Aristotelovych pogthi. Dnes se mé za to, Ze
jeho kritika sofist nebyla zcela nestranna, avSak odhlédneme-Ili ddriikého ramce,
podal vtomto dile posmné dikladny rozbor vSech moZznych askali, kterym se

nevyhneme, chceme-li dokazowatyvracet pravdivost tvrzeni fijpozeném jazyce.

3.2.2 Pravdivostni tabulky

Pravdivostni tabulky nam mohou pomoci v mnoha (dbhékteré pedstavuji
néjakym zpisobem aplikaci vyrokové logiky. Typickymiipadem jsou ulohy, kdy je
nam gedkladanaada vyroki, o nichz vime, Zedkteré mohou byt nepravdivé, nevime
vSak které. Kontextavse jednd nap o vypowdi obyvatel ti vesnic, z nichZ jeden
mluvi vzdy pravdu, druhy vzdy IZze d&eti stida pravdivé a nepravdivé odpa.
Takové ulohy nam iedkladaji nap malarsti autéi G. Bizam a J. Herczeg nebo
americky matematik R. Smullyan.

Uvedme dva piklady z knihy Zaujimava logikamad’arskych autar. Nejprve

popiSme situaci, ktera kontextowychazi z pedchazejicich udloh. fT obce, které

3 Aristoteles 1978, s. 30
" Aristoteles 1978, s. 46
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determinuji vSechny odpeésli svych obyvatel, auto nazvali Pravdovice, Klamarov
a Stidavd®, vSechnyii vesnice leZi na bajném ostéoVambolo.

PoZarnicky problém’®
Na ostro¢ Tambolo na ha&ské stanici si sluzbu konajici straznik préasetl
zajimavy roméan, kdyz vtom ho vyrusil telefon.
.Hned [ijedte, v nasi vesnici vypukl pozar!" ozvalo se v telad.
- ,0dkud jste?" pta se straznik.
.Ze Stidavé," odpovida hlas.
Co uctla strdznik na hasské stanici?

Odpowd’ je: PoloZi sluchatko a klidrpokratuje vecteni.

A nyni zpisob, kterym jsme se ktéto odgov dostali. Autdi v tomto gipact
uvadsji reSeni bez pouziti pravdivostni tabulkytejm¢ proto, Ze uUloha je velmi
jednoducha. Odp@d’ se samazjme odviji od toho, z jaké vesnice volajici skingje.

K vyhodnoceni nam poslouZi dva vyroky, ktée&l: V1 ,V nasi vesnici vypukl pozar.”
Vo ,Jsem ze Sidavé.” Vétu ,Hned prijedte!” nepovazujeme za vyrok, nabj nelze
pritadit pravdivostni hodnotu.

Méame tedy i moZnosti: Je-li volajici z Pravdovic, musely byt b1 i V, pravdivé,
V, ovSem zcela jigt pravdivy neni. Je-li volajici z Klaméarova, coz lgpowdi
pripousely, neni pravdivy ani jeden jeho vyrok, a tedy kqgeobci Zadny pozar
nevypukl. A koneénég, je-li volajici ze Stidavé, musel by byt jeden z jeho vyiiok
pravdivy a druhy nepravdivy. A jelikoZ v tomtdipac je V. evident®& pravdivy, musi
byt V1 nepravdivy, tedy ani ve Stlavé Zadny pozar nevznikl.

Pokusime se vzhledem k néasledujici stj&ituloze otejmit i tento giklad pomoci
pravdivostni tabulky. Ya V., zn&i naSe vyroky, P, K, S zthobyvatele fisluSnych
obci. Kombinace nul a jediek pod i a V., zn&i pravdivost ¢i nepravdivost
jednotlivych vyroKi, nuly a jedniky v odpovidajicichfadcich pod pismeny P, K,
S zn&i, zda by takovou kombinaci pravdivych a nepravdivyyroki V; a V., mohl

pronést obyvatel dané obce.

> Nazvy jsowasténs pacestné, ve slovenskénrekladu K. Rovana jsou to Pravdovce, Klamarovo a
Striedava.
"6 Bizam, Herczeg 1975, s. 96; viastiéklad
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Z této tabulky jsouiejmé vSechny vztahy, které jsme vySe popsabanbm textu,
tabulka je vSakiehledrji zobrazuje. Tuto vyhodu oceniméegdevsim @i vétSim patu

vyroki.

Ve vycvikovém tabae,’”
ktery jsme nedavno navstivili, jsme se potkaliteeni sportovkygmi. ProtoZze nechli
uvést sva jména, budeme je &ihah, B, C. Védéli jsme, Ze jedna zavodi Z&8H, druha
za DukKlu, teti za Inter. Cidi jsme je pozadat o rozhovor, alévdata, ktera rédla
ziejme Zertovnou néladu, prohlasila, Ze mohou davat§stené informace, a to jen co
se tyka barvy jejich klulh Souhlasili jsme, protoZze jsmesdéli, Ze barvyCH jsou
modréa a bila, Duklg¢ervena a bila, Intertervena a modra.

- (1) A:Jedna z bareB je modra.

- (2 B: Jedna z bare@ je bila.

- 3 C: Jedna z barek je modra.

- (4) A:Jednaz bare€ je modra

- (5 B: Ani jedna z bared nenicervena.

- (6) C: Jedna z bard¥ je bila.

Tyto informace nasipvedly do rozpak. Naststi Sel zrovna okolo trenériakl nam:
.Davejte si dobry pozor. dnto dévéatim se tak zalibily fibéhy z ostrova Tambolo, Ze
se rozhodli, Ze jedna bude vzdy jako z Pravdowighé z Klamarova adti ze Stidave.
A samozejm¢ podle toho hovB.” NeZ jsme se vSak gfifi zeptat, kterd z divek je
z které obce, trenér odhl. Nezbylo nam, nez se obratit na chichotajici&gata a ta
pokratovala:

- (7)  A:Cdotal Ihala vicekrat neB.

- (8) B: Dotel’ byla vice nez polovina naSich odgdv pravdiva.

- (9 C: Dotel’ byla vice nez polovina naSich odgdy nepravdiva.

" Bizam, Herczeg 1975, s. 102; vlastiéidad
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(...) Je mozné na zaklag@namych informaci zjistit, do kterych kluliév¢ata paii?

| ktomuto UOkolu uvagfi autai slovni reSeni, ale to je uz skut® velmi
nepehledné. Jako druhy épob pak uvagi feSeni tabulkou. V kazdéntipadct bude
rozumné pepsat si odpasdi (1) — (9) strdnéji a prehledrji:

- (1) A:BnenizDukly.

- (2 B: C neni z Interu.

- 3 C:Aneni z Dukly.

- (4)  A:Cneniz Dukly.

- (50 B:AjezCH.

- (6) C:B neni z Interu.

- (7))  A: Zatim kIC) > KI(B).

- (8) B: Z odpo¥di (1) — (7) jsou alespio4 pravdivé.

- (9 C: Z odpo¥di (1) — (8) jsou nejvic 3 pravdivé.

V tabulce vytvéime radek pro kazdou moznou kombingtenstvi v klubech divek
A, B, C. Téch je celkem Sest. Pro tyto kombinace pak zapi§eamcky a nuly pod
jednotliva tvrzeni (1) — (9) v zavislosti na jejietktualni pravdivosti a sledujeme, ve
kterém fadku odpowdi dévcat vykazuji typické charakteristiky obyvatel ost@ov

Tambolo.

A B C
W@ G @ & 6 0 6 O

| | Dukla| CH | Inter
Il | Dukla | Inter | CH
| CH | Dukla| Inter
IV |CH | Inter | Dukla
V | Inter | Dukla| CH
VI |Inter |CH | Dukla

R o k| o Rk,
R R R O Rk o
Rl R R R o O
ol r| O k| ,r| .
o| o »r| r| o ©
R Rk o rl o k.
o| o »r| O r| ©
S A=Y S S )
o| o] o o] of

Vidime, Ze z tohoto hlediska je smysluplny pouzedtiek, nebt pouze zde jedna
z divek mluvi vzdy pravdu, druha vzdy lZe #ett pravidel@ stida pravdivé a
nepravdivé odpaidi. A je tady z Dukly,B z Interu aC je zCH. Co se tyk& ostrova

Tambolo,A je z PravdovicB ze Stidavé aC je z Klamarova.
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3.2.3 Autoreference

Fenomén autoreference, tedy problematika Wrelpovidajicich o své vlastni
pravdivostni hodneét je jiz velmi starobyla. Jednim z nejznggich paradok, které
autoreference vyuzivaji, je tzv. paradoxith@8yva uvadn nag. ve tvaru,Tato veta je
nepravdiva.” Predpokladejme, Ze se jedna o pravdivy vyrok, tedyezpravda to, co
tvrdi. Tvrdi vSak, Ze tatosta je nepravdiva, tedy je nepravdiva a dostavanie sporu
s predpokladem. K analogickému sporu bychom dbspokud bychom fedpokladali,
Ze je nepravdiva. Hovome zde o miSeni dvou jazykovych Urovni, jazykaedapazyka.
Proto (kwvili bezespornosti & a definic) se #tam, které se tohoto miSeni dopejist
negifazuje zadna pravdivostni hodnota, resp. nema sjimyspravdivostni hodnotu
piifazovat, tyto ¥ty nemaji Zadnou vypovidaci hodnotu.

Paradox autoreference poznametiatiu ¥deckych dl, krom¢ jiz zmintného
Fregova systémuGrundgesetzenéla obdobny problém ndpi naivni teorie mnozin
G. Cantor&. Nyni se vSak na tento fenomén podivame spisentego amerického
matematika R. Smullyana, jehoz knihaipdnym nazvem,Jak se jmenuje tahle
knizka?“ ndm na toto témaipdklada mnoho vtipnych a zajimavych, avSak ne vzdy
jednoduchych uloh a variaci.

Porciiny skiinky

V knize je soubor uloh, kdy si divka Porcie vybibenicha podle jehotdtipu. Ma
vzdy rekolik skiinék s napisy na vikach a do jedné z nich da svou lgiada. Ukolem
Zenicha je zjistit, ve které zet$hek se Porciina podobizna skryva.

Méla nag. ti skiifiky s &#mito napisy: ZLATA: Podobizna neni ve $brné skisice.
STRIBRNA: Podobizna neni v této Skce. OLOVENA: Podobizna je v této sitice.
Napadnikovi je&t poradila, Ze alespojeden z napis je pravdivy a alesppjeden je
nepravdivy. Slo tedy ap ,jen“ o kombinaci pravdivych a nepravdivych vioa tyto
tlohy jsou pordrné snadnaesitelné tvahodi pravdivostni tabulkou. (V tomtoripads
byla podobizna ve zlaté skce.)

Posledni z Porciinych zkouSek je vSak kvalitatiadliSn4. Tentokrat mame pouze
dvé skiinky a v jedné z nich je podobizna. N&igkach jsou tyto napisy:

781845 — 1918, ¥mecky matematik a logik, zabyval skegevsim teorii mnozin
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ZLATA STRIBRNA

Praw jeden
Zde podobizna Z chto dvou
neni. népidi je pravdivy.

.Napadnik uvaZoval takhle: Pokud vyrok nailstné skisice je pravdivy, pak
prave jeden z vyrok je pravdivy. To znamenda, Ze vyrok na zlatédsisk musi byt
nepravdivy. Na druhé stranpredpokladejme, Ze vyrok naribtné sKisice neni
pravdivy, Pak neni pravda, Ze by p#geden z obou vyrakbyl pravdivy, to znamena,
Ze vyroky jsou hii oba pravdivé, nebo oba nepravdivé. Nemohou byt praadivé
(predpokladame fece, Ze druhy je nepravdivy), atak jsou oba nepvaév TakZe
i vyrok na zlaté sinice je nepravdivy. Tedy bez ohledu na to, je-li kyma stibrné
skince pravdivy nebo nepravdivy, vyrok na zlat&i/gle je nepravdivy. Takze
podobizna musi byt ve zlatéigice.

A tak napadnik wtoslavi vyhrkl: ,Podobizna je ve zlaté &kce!* a odklopil viko.
Jaky byl jeho ulek, kdyz zlatagka byla prazdna! Napadnik dista zkopril a vyhrkl,
Ze ho Porcie podvedla. K poduid bych se nesnizila,’ rozesmala se Porcie
a pohrday otevela stibrnou skiiiku a nastojte, podobizna byla v nff

A kde vlaste uclal ndpadnik chybu? Chybny byl ufedpoklad, Ze kazdy z nafis
je bud’ pravdivy, nebo nepravdivy. Vyrok na zlatétigke tuto dichotomii zjeuh
splhiuje; tim, Ze Porcie dala podobiznu zrovna didbeté skinky, je mu girazena
hodnotapravda A nyni se niZzeme pokusit zkoumat pravdivost ndpisu ndbsté
skiince. Redpokladejme, Ze je pravdivy. Pak je pravda, Ze/gpjaden z vyrok je
pravdivy, avSak vime, Ze pravdivy je uz vyrok natel skince, vznika tedy spor.
Obdobré, budeme-li pedpoklddat, Ze napis natibrné skince je nepravdivy,
zZjiStujeme, Zze skutmé je pra¥ jeden z napisnepravdivy, coz ovSsem napis nélané

skiince tvrdi, dostavame se tedy ke stejnému sporu.

" Smullyan 1986, s. 61n
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Powésit, nebo utopit?®

V téhle oblibené hadance kdosi spachatimloktery se trestd smrti. Smi vyslovit
jeden vyrok. KdyZ bude pravdivy, kat ho utopi; kdyZde nepravdivy, kat ho pési.
Jaky vyrok by nil vyslovit, aby vyvazl?

| tato otdzka #ejme vola po odpowdi, ktera je vnitné spornd, a tudiz nebude mozné
ji jednozn&n¢ prifadit pravdivostni hodnotu. Autor nantepklada odposd’: ,Budu
obeSen.” A skuteng, kdybychom pedpokladali, Ze je tatoéta pravdiva, mil by byt
dotyny utopen,¢imz se vSak pravdivost odp@li popira. Steji tak budeme-li
piedpokladat nepravdivost odpall, ¢eka dot¢gného opratka, coz ale pravdivostni
hodnotu ¥ty opst prevraci.

8 Smullyan 1986, s. 193
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Zawer

Ve své bakal&ke praci se snazim ukazat, Z&kiady z historie logiky maji vyznam
pro vywovani i v dnesSni dab Pomoci exkurzu do chronologie vyvoje logiky jdme
dohie vidkt, jak se proces usuzovani postéipmejen zpesioval, ale i formalizoval
a menila se pouzivana notace. N#ikladech ¥i velkych gedstavitel této dy je pak
jasre patrny rozdilny osobniffstup k logice jako takové a z toho plynouci z&ni
jejich zkoumani. Pro Aristotela byloakzité, aby byly funkni vazby logického
¢tverce, mozn& trochu na ukor vyuZitelnosti jeho depiu pro pesné vyjatbvani
Vv ptirozeném jazyce. Boole se snazil logiku natolikblizit algetfe, aby usuzovani
maximalré zprihlednil a zautomatizoval. Frege svym pojmovym pismeoufal
zpresnit girozeny jazyk natolik, aby z procesu usuzovani aceliminoval ,lidsky
faktor*.

Jak je vidt, vSechnyit piistupy rjakym zpisobem souvisi sifpozenym jazykem.
Vztah logiky a jazyka je ovSem téma, které neni méoghrnout v jednom odstavci, aniz
bychom se dopustili zjednoduSeni a tim ifesposti. Byl by to vSak zajimavy &ty
bod pro pipadné pokréovani této prace.

Kvantitativre je jadro prace ve druhé kapitoleepledu historickych formalizaci
logiky, avSak i tout@asti prochazi linie praktické didakticka. MiZzeme ji vypozorovat
v me¢nicim se pistupu ke klasifikaci pravdivosti sylogismod memorovani formuli
pies soubor pravidel k univerzalnimu algoritmu. R&vstedowké mnemotechnické
pomicky predstavuji pispivek k didaktick&asti této prace.

Z didaktického hlediska shledavam zajimavym takikt,f@ée zatimco Vennovy
diagramy se {) vyuc¢ovani matematiky pouZzivaji pammé casto, dalSi diagramoveé
metody (Euler, Carroll) se ve Skol&t§inou nevyskytuji. Zajimavym rozéhim ¢i
pokratovanim této prace by mohl byt prakticky vyzkum vigethosti ¢i srovnatelnosti
téchto gistupy ve Skolach.

Podobr zajimavy by mohl byt vyzkurieSitelskych strategii Zaktiznych ¥kovych
kategorii v pipact logickych dloh #iznych typi, jak jsou nastiény v prikladovych
Castech 3.2.2 a 3.2.3,fipadré pozorovani konfrontace odliSnycteSeni v pipact
tymové spoluprace.

Co se tyka oddil 2.3.1 a 2.4.1, tedy Zivotopisnyalasti, nepovazuji je jen za
LVyplin®, jak by se snad mohlo zdat. Historie matematitgra kron¢ biografii wdci

zahrnuje igenezi jednotlivych oé&éwvi, je velice zajimavou s@asti matematiky.
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Mt s

osobnostechéi objevech by mohlo Z&kn pomoci integrovat jejich matematické

znalosti do celku jejich historicko-kulturninaéghledu.
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Priloha 1: Stedowké mnemotechnické paioky

Logicky ¢tverec:

Kazdé sje p. | Kontrirnost . Zadné s neni p.
sap sep
s s
u kontradikce u
b b
§ s
u u
m m
P p
¢ c
¢ e
v il
Nékteré R) ]CP < subkontrdrnost > Nékteré Ky nenip
Szp Sop

Andélska kidylka:

Vytvoreno podle: Bendova 1998, s. 11 a 17
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Priloha 2: Stoicky system teorie dedukce

P&t anapodeiktickych tUsudk

X=Y X=Y (XLY) XLY XLY
X Y' X X X'
Y X' Y' Y' Y

Ctyti metalogicka thémata:

Jestlize(PCQ)= R, pak(PCR)=Q'.
Jestlize(PCQ)= R a(RCQ)=T,pak(PCQ)=T.
Jestlize(S= P )a[(P1Q) = R|, pak (SCQ) = R.
JestlizeP= R, Q= R, pak(PCLQ) = R.

Vytvoieno podle: Sedivy 1984, s. 93n
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