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Abstrakt: V této praci jsou nejdiive popsany klasické testy dobré shody - Pear-
sontiv x? test a test zaloZeny na vérohodnostnim poméru. Modernéjsi metodou
testovani je rodina statistik zaloZenych na mocninnych divergencich, ktera je zo-
becnénim klasickych statistik. Dalsim zobecnénim je rodina disparitnich statistik,
ktera kromé rodiny mocninnych divergenci obsahuje také rodiny BWHD a BWCS.
Dokaze se, ze vsechny tyto testové statistiky maji asymptoticky rozdéleni x2.
V programu R se pro jednotlivé testy spocte jejich presna hladina a presna sila.
Daéle se odvodi obecné momenty testovych statistik a jejich konvergence k mo-
mentim y? rozdéleni. Na zékladé téchto porovnani se pak ukaZe, jaké testové
statistiky jsou vhodné pro testovani dobré shody.
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Uvod

Testy v multinomickém rozdéleni (neboli testy dobré shody) se pouzivaji k ovére-
ni, zda ma nahodna veli¢ina urcité predem dané rozdéleni, nebo k ovéfeni ne-
zavislosti v kontingencnich tabulkach. Testy dobré shody jsou zalozeny na tom,
ze se z ndhodné veli¢iny majici multinomické rozdéleni vypocita statistika, ktera
mé asymptoticky rozdéleni x2. Po dlouhou dobu se pouzivala pouze Pearsonova
x? statistika predstavena roku 1900 v ¢lanku [9] a statistika zaloZend na véro-
hodnostnim poméru. Pozdéji ale statistik, které se daji pouzit k testovani dobré
shody, pribylo.

V roce 1984 Cressie a Read predstavili v ¢lanku [3] rodinu testovych statistik
zalozenou na mocninnych divergencich I*, kde A € R je parametr. Tato tiida
testovych statistik zobeciiuje jak Pearsonovu y? statistiku (A = 1) a statistiku
zaloZenou na vérohodnostnim poméru (A = 0), tak i dalsi méné pouzivané statis-
tiky jako Freeman-Tukeyovu statistiku (A = —%), Neymanovu modifikovanou y?
statistiku (A = —2) a statistiku zaloZenou na modifikovaném poméru vérohod-
nosti (A = —1). Cressie a Read jednotlivé statistiky porovnali a zjistili, Ze nejlepsi
vlastnosti mé statistika A = %

Dalsi zobecnéni statistik navrhli roku 1994 Basu a Sarkar v ¢lanku [2]. Jedna
se o tzv. disparitni testové statistiky. Tato tfida obsahuje rodinu mocninnych
divergenci a rodiny BWHD a BWCS, které ptedstavil Lindsay v rukopise [7].
Tyto rodiny Basu a Sarkar podrobnéji zkoumali podobnym zptisobem jako Cressie
a Read rodinu mocninnych divergenci.

V této praci nejdiive pfiblizime multinomické rozdéleni (viz ¢ast|1.1)) a zaklad-
ni princip test dobré shody (viz ¢ast . Déle popiseme jednotlivé statistiky
a dokazeme, Ze vSechny asymptoticky konverguji k x? rozdéleni (viz kapitola [2)).
Nakonec se pokusime uréit, jaké testové statistiky jsou nejvhodnéjsi (viz kapitola
na zakladé téchto kritérii:

1. Rozdil mezi hladinou testu pouZitou pfi testovani pomoci x? rozdéleni (které
je pouze asymptotické) a skute¢nou hladinou testu vypocitanou ze vSech
moznych kombinaci vektori Cetnosti (viz ¢ast |3.1)).

2. Pfesn4 sila testu (pravdépodobnost, Ze nenastane chyba druhého druhu) pii
presné hladiné testu (viz ¢ést |3.2)).

3. Rychlost konvergence obecnych momentt statistik k momenttim y? rozdéle-

ni (viz ¢ast [3.3).

Ptesnou hladinu testi a silu testd pocitame pomoci programu R. Ten ovSem
obsahuje pouze funkci pro vypocet Pearsonova testu, a tak je tfeba funkci pro
vypocet obecnéjsich statistik naprogramovat (viz dodatek .



1. Zakladni poznatky

1.1 Multinomické rozdéleni

Multinomické rozdéleni M(n,ps,...,px) je rozdéleni ndhodného vektoru X =
(X1,..., X)), ktery nabyva hodnot (x1,...,2x) s pravdépodobnosti
n! - -
pro
r,=0,1,....,n(i=1,...,k); T+ -+ a1 =1,

kde
O<pi<l(i=1,...,k); P44 pe=1.

Véta 1.1 (o marginalnim rozdéleni). Necht X ~ M(n,p1,...,px) a{i1,... i} C
{1,2...,k}. Pak margindlni rozdéleni veli¢in X;,, ..., X;, je

P<Xz :ZEil,...,XZ‘T :xz,) (12)
n! . . e,
— iy oy, i 1_ e e . Ty x’br_
xll'ﬁzr‘(n—xll . —:UZ'T)!pZI plr ( p’Ll pl'r)
Diikaz. Pocitdme pravdépodobnost, ze X;, = z;,,..., X, = x;,., zbylé veliiny
zahrneme do jediné t¥idy. Jde tedy o P(X;, = x4y, ..., X, = x5, n—X;, ... — X, =
n—xy...—x;), coZ je opét multinomické rozdéleni. Speciilné, jednorozmérné
marginalni rozdéleni je binomické. O]

Véta 1.2 (o stfedni hodnoté a varianéni matici). Necht X ~ M(n,p1,...,px).
Pak

EX = (npb B anpk)/ (13)
npl(l - pl) —npip2 -+ —NP1Pk
—npap1 np2(l —p2) -+ —npap
varX = . 2 . 2) . o (1.4)
—Nprp1 —npip2 npr(1 — py)

Oznacime-li 0;; prvky matice varX, pak

Oii = npi(1—pi) prol<i=j<k,
Y —npip; prol <i#j<k.

Diikaz. Protoze X; ~ Bi(n,p;), plati EX; = np; a varX; = oy = np;(1 — p;) pro
1 < i < k. Zbyva vypocitat cov(X;, X;) = o;; pro 1 < i # j < k. Zavedme
nahodné veli¢iny &; tak, ze

€= 1, kdyz v h-tém vybéru nastala i-ta4 moznost,
"1 0 jinak.



Plati E¢,; = pi a X = Y 1 &ni- Pro b # m jsou &, a &,,; nezéavislé. Pro i # j
plati

cov(X;, Xj) = COV(Z&M‘, Z fmj> =Y > cov(énir &mj)

h=1 m=1

= Zcov Ehir Enj) = <E(5hi§hg’) - thz’EShj>

h=1
Z ( (&niknj) Pz'pj> = —npp;.
Vzdy aspoii jedna z veli¢in &; a &; je rovna 0, tedy > p_; E(&ni&ns) = 0. ]

Maximalné vérohodny odhad parametru p

Odvozujeme maximalné vérohodny odhad parametrti v multinomickém rozdéle-
ni M(n,p1,...,pr). Necht vechna z; jsou kladné ¢isla. Definujme vektor z =
(z1,...,2,)" vztahem

oo (M M ne e nme Y

g e e ey g e e ey

e 3 3 2 - i
- g > >
vV Vv Vv
T ) Ty
Déle vypocitame aritmeticky primeér z a geometricky prameér zg ze slozek z1, . .., z,.

Plati
1 npy npy "k
-1 i—1 "k
_ KL/(npl) (npa) (npk>$k
Za = —_ — R
I To Tl

Z nerovnosti zZg < Z plyne

)

' (%)“k <1,
Tk
GG
n ‘\n

Proto hodnoty p; = %, i = 1. ..k, maximalizuji funkci P(X; = 21,..., X} = 24).

IN

1 Lk
by - Py



1.2 Princip testu dobré shody
Postup pfi testu dobré shody lze popsat v nékolika krocich:

1. Mé&jme ndhodnou veli¢inu Z (mize byt diskrétni i spojitd). Obor hodnot
veliciny Z rozdélime na k riiznych ¢asti (neboli t¥id). Cim vice ti{d zvoli-
me, tim presnéjsi test bude, musime ale zachovat urcité miniméalni ¢etnosti
v kazdé tiideé.

2. Pro kazdou tiidu se stanovi pravdépodobnost p;, Ze veli¢ina Z nabyde
hodnoty z i-té tiidy. Predpoklddame, ze p; > 0 pro ¢ = 1,..., k. Prav-
dépodobnosti p; vsak mohou zaviset na néjakém nezndmém parametru
a = (ay,...,a,), kde m < k — 1. Pak je tfeba vypocitat odhad a pa-
rametru a a déle pocitat s pravdépodobnostmi p;(a).

3. Provede se n pokust a spocte se vektor X = (X1,..., X})’, kde X; je pocet
pokusti, kdy velicina Z nabyla hodnoty z i-té tridy. Velicina X ma tedy
multinomické rozdéleni M(n, py, ..., px) a plati Zle X; =n.

4. Veliciny X; se nazyvaji empirické cetnosti a e; = np; se nazyvaji oceka-
vané (teoretické) Cetnosti. Ozna¢me e = (e, ..., ex) . Spoc¢itame statistiku
S(X,e), kterd ma asymptoticky rozdéleni x?. Pokud jsou vSechny p; zné-
mé, pocet stupiiti volnosti y? rozdéleni je k — 1. Pokud p = (p1,...,pr)
zavisi na parametru @ = (ay, . .., ay,)", pofet stupnu volnosti je k —m — 1.
Hodnotu statistiky S porovname s kritickou hodnotou x? rozdéleni na dané
hladiné vyznamnosti.

Test pomoci y? je pouze asymptoticky, a proto pfi malém rozsahu vybéru
n muze byt znacné nepfesny. Diive se uvadélo, ze musi platit e; > 5 pro i =
1,...,k. V posledni dobé€ se v pfipadé znamych parametri p; pouziva Yarnoldovo
kritérium, podle kterého staci, aby platilo

e; >bq prot=1,...,kprik >3,

kde ¢ je podil trid, pro néz plati e; < 5.
Statistikdm S(X, e) se vénuje nésledujici kapitola.



2. Testove statistiky

2.1 Pearsonova statistika

Pearson v ¢lanku [9] definoval statistiku
k 2
2 (Xi —ei)
= ~ 2.1
X ;1 p— (2.1)

pomoci které lze testovat hypotézu H, ze skutecné hodnoty cetnosti v multino-

mickém rozdéleni jsou rovny e, ..., e (tedy skuteéné hodnoty pravdépodobnosti

jsou rovny py, ..., px). Dale ukéazal, Ze tato statistika ma asymptoticky rozdéleni
2

X~

Véta 2.1. Necht X = (Xy,...,X) ~M(n,py,...,pp). Pak statistika x* md p¥i
n — oo asymptoticky rozdéleni x3_,.
Diikaz. Oznatme EX = p a varX =V = (0y;). Zavedme nahodné veli¢iny &,
tak, ze
£ = 1,  kdyz v h-tém vybéru nastala i-t4 moznost,
10 jinak.
Pak plati
Sh = (ghla < aghk)l ~ M(laph s apk)a

Eéh = 1 = (pl, . ,pk)/.
Oznacime-li 0 - prvky matice varEh = V! pak

1 _ fpi(l=p;) prol<i=j<k,

9\ —pipj prol <i#j<k.

Tedy 0y = noj; a V.= nV'. Zavedme nédhodny vektor Y = X — p = (X; —
npy,..., Xy —npg). Plati X =>"" &, a proto

1 1
—Y = (X w)
Podle véty mé vektor \/Lﬁ S (& — p') pro n — oo asymptoticky rozdéleni
N(0, V'), ndhodny vektor Y m4 tedy rozdéleni N(0,nV') = N(0, V). Déle je
tfeba zjistit hodnost matice V. Oznacme u = (\/p1,...,/Pr)’, @ = I — ut/,

D = diag{.\/np1, ... /npx}. Protoze u'u = 1, je matice Q idempotentni. Protoze
V = D@D a D je regularni, plati

h(V)=h(DQD) =h(Q) =Tr(Q) = TrI — Tr(uu') = k — 1.

Zvolme V~ = diag{nipl, ...,——} = D72 a ovéfime, zda je pseudoinverzni. Plati

’ npg
VV~V =DQDD’DQD =DQ’D =DQD =V.

Matice V'~ je tedy skutecné pseudoinverzni matice k V. Podle véty dostava-

me, 72e Y'V-Y = Z % m4 asymptoticky rozdéleni x? o h(V) =k — 1

stupnich volnosti. O

Pearsonova statistika byva nékdy oznacovana X? misto y? pro snadnéjsi zapis
na pocitaci.



2.2 Vérohodnostni pomér

Test vérohodnostnim pomérem odvodime nasledujicim zptisobem. Protoze n —
oo, mizeme predpokladat, ze vSechna X; jsou kladné. Necht @ = (p1,...,pp_1)"
Maximélng vérohodny odhad 0 je 6,, = (P, Dr—1)  kdep; = £ i =1,...  k—
1. Budeme testovat hypotézu Hy : p; = p, i = 1,...,k, kde p{ jsou kladn4 ¢isla
splnujici Zlep? = 1. Polozme pp = %* =1 —p; — -+ — pr_1. Oznacme L(0)
logaritmickou vérohodnosti funkci. Pak

k
n!
L(eo) = ll’l m =+ ZXZ hlp,?,

~ n' y X,L
L(6,) = In PR + ZX 1n?

2<L(én) )_QZth _22)(111—.

Test vérohodnostnim pomérem je tedy zalozen na testové statistice
k X,
G*=2) X;In—. 2.2
20 .

Véta 2.2. Necht X = (X1,..., Xi) ~M(n,p1,...,pr). Pak statistika G* md p¥i
n — oo asymptoticky rozdéleni xi_,.

Dikaz. Podle vity [A.3mé statistika 2(L(0,) = L(8y)) = 2321, Xiln % =
za platnosti Hy asymptoticky rozdéleni x7_;. O

2.3 Mocninné divergence

Cressie a Read navrhli v ¢lanku [3] rodinu testovych statistik zaloZenych na moc-
ninnych divergencich, ktera je zobecnénim Pearsonovy statistiky i statistiky za-
loZzené na vérohodnostnim poméru. Rodina statistik zaloZzenych na mocninnych
divergencich je definovana jako

anZﬁ; ((f_fq) (2.3)

kde —0o < A < o0. Pro hodnoty A = —1 a A = 0 se 2n/”* definuji jako limity
predchoziho vyrazu. Dale uvedeme nékteré vyznamné hodnoty A a jim prislusné
statistiky.

Pearsonova y? statistika

Pearsonova y? statistika je rovna statistice z rodiny mocninnych divergenci s pa-
rametrem A = 1. Dosazenim do vzorce (2.3)) dostaneme

k k k &
2nl' = ZX(? - 1) — ZW — Z Xi(X;— ei) Z ei(X;— e;)
i=1 v ? i .

i=1 =1



=1

Vérohodnostni pomér

Statistika zalozend na vérohodnostnim pomeéru je rovna statistice z rodiny moc-
ninnych divergenci s parametrem A = 0. Dosazenim do vzorce ({2.3) dostaneme

SLx((E) ) (@)
lim 2nI* = lim 2 =23 X, lim %
A—0 A—0 A — A—0 A
k k
) Xﬂim((—) 1n—)—2§ X, In 2 = 2.
Y A—0 €; €; i1 €;

Cressie-Readova statistika

Cressie-Readova statistika je statistika z rodiny mocninnych divergenci s para-
metrem \ = % Cressie a Read navrhli tuto statistiku v ¢lanku [3] a ukézali, ze
pfi malych Cetnostech ma nejlepsi vlastnosti. Statistika je dana vzorcem

Freeman-Tukeyova statistika

Freeman-Tukeyova statistika je rovna statistice z rodiny mocninnych divergenci
s parametrem A = —3. Freeman a Tukey navrhli tuto statistiku v ¢lanku [4].
Dosazenim do vzorce ([2.3) dostaneme

k X, 1 k
onl% = —SZX(<6—> g 1> — 83 (% - V)
i=1 v i=1
k k
:4Z(Xi—2\/m+6i):4z =717

i=1 =1
Neymanova modifikovana y? statistika

Neymanova modifikovana y? statistika je rovna statistice z rodiny mocninnych
divergenci s parametrem A\ = —2. Neyman navrhl tuto statistiku v ¢lanku [§].
Dosazenim do vzorce ([2.3) dostaneme

k k k
X;\ 2 ez — X? 62—X2 X;
2 [72 == X@ <_7,> —1 = ;: L E— -
" Z ( €; ) - X el Xi ZX
-y



Modifikovany vérohodnostni pomér

Statistika zalozend na modifikovaném vérohodnostnim poméru je rovna statisti-
ce z rodiny mocninnych divergenci s parametrem A = —1. Gokhale a Kullback
navrhli tuto statistiku v ¢lanku [5]. Dosazenim do vzorce (2.3]) dostaneme

hm onl* = — lim 2
A——1 A——1 A+1

= —QZX lgrj <(—i)>\ln)§—;> :22€iln% = GM?>.

(2 -
-2y

A+1

€; A

Je tfeba poznamenat, ze pro hodnoty A\ < —1 v pfipadé, ze néjakad slozka
vektoru empirickych éetnosti je nulova, statistika 2nI* nabyva hodnoty oo a hy-
potéza se tedy vzdy zamita. Podobné pro hodnotu A = —1 se mtize ve statistice
2nl—! objevit vyraz 01n(0), ktery je definovan jako 0. Pro tyto situace je lepsi
pouzivat hodnoty A > —1. Dale dokazeme, Ze statistiky 2n/* maji asymptotic-
ky rozdéleni x2. Nejdiive vsak dokdZeme pomocnou vétu, kterou pak vyuzijeme
v diikazu asymptotického rozdéleni statistik 2n/*.

Véta 2.3. Velicina ﬁ(i - 1) je Op(1) proi=1,...,k.

Diikaz. Veli¢ina Y,, je Op(1), pokud posloupnost Y7, Y3, ... je omezend v pravdé-
podobnosti, tedy

Ve>0 IM >0 IN>0 Van>N: P([Y,|>M)<e (2.4)
V nasem piipadsé je Y, = /n (% — 1). Dostavame

X; n /X; 2
P(va| = - 1] M):/ dP < [ (S -1)ap
v € g M-ty Eials M?

= —]\42var(—Z — 1) = e —(np¢)2npi(1 _pi)
11 _pz
M2 Di

Pravdépodobnost P(|Y,| > M) je mensi nez ¢ pro M > lppl tvrzeni ( .
tedy plati a véta je dokazana.

Véta 2.4. Necht X = (X1,...,X3) ~ M(n,py,...,pr). Pak statistika 2nI* md
prin — oo asymptoticky rozdéleni xi_.

Dikaz. Je-li A # 0 a XA # —1, pak

np it SR () 1) - (S - S0)
(

.
I

k
1 =1
k

s (e () ) = s (e (X)) - 3oe)

=1 =1

Ea

Ne)



Uzitim Taylorova vzorce (1+ )" = 14+rz+5r(r—1)a? + gr(r—1)(r—2)a® +---
dostaneme

k
X, —e 1 X; —e;\?
I = A1+ o+ Z(A 1/\< i )
n ;e{ + . +2( +1) -
X;

+Op(( Zei >>—1}

Je-li A =0, pak

F X F e X;—e
; A E n 2 — E . i e
/1\13%]271[ =2 2 X;In . 2 2 el<1—|— >ln (1—1— " >

Uzitim Taylorova vzorce In(1 4+ z) = x — %xz + %x?’ — - - - dostaneme

k

X —e; X —e: 1/X: —e:\2 X —e:\3
lim 2 IAIQ . 1 i i i z__( i 'L> 19 ( i z)
)\IE)I%) " 12;6|: + €; :||: €; 2 €; + P( €;

k
Xi—e€ L X;—e\? Xi—e;\?
=23 e[ T (R oe (R ))].
1 €; 2 €; €;

Je-li A = —1, pak

. X, . X, —e;
hm 2nI>‘—QZe,1n :—2Zeiln—l:—226iln<l+ Z).
€ .
i=1 =1
Uzitim Taylorova vzorce In(1 + ) = x — 32* + 32° — - - - dostaneme

k
Xi—e 1/X;—e\2 X —ep\3
1. 2 [)\:_2 ; 7 z__( 7 z> O < [ 2> )

Dale mame

Podle véty [2.4] plati

2610;)(( _‘3@) ) - gnpiop (n(ﬁXe_6>3> = Op(n%).

Pro vsechny \ tedy dostavame

k )2 )
It =" @ + Op(n~2).

i=1 i

To znamend, 7e asymptotické rozdéleni 2nl? je za Hy stejné jako rozdéleni sta-
tistiky x?, tedy x7_;. O

10



2.4 Disparita

Basu a Sarkar navrhli v ¢lanku [2] rodinu disparitnich testovych statistik, ktera je
zobecnénim statistik zalozenych na mocninnych divergencich. Rodina disparitnich
statistik je definovana jako

2npe = QZG(e—f - 1>ei, (2.5)
i=1 ¢

kde G je ryze konvexni, 3x diferencovatelnd na [—1,00), G(0) = 0, G"(0) = 1,
G"(0) konecna a G” spojita v 0. Dale uvedeme jednotlivé t¥idy disparitnich
testovych statistik generované funkcemi G.

Mocninné divergence

Trida statistik zalozena na mocninnych divergencich je generovana funkci

(5 + 1))\+1 -1

kde — A .
/\()\+1) , e o0 <AL

G(5) =

Pro hodnoty A = —1 a A = 0 se funkce G(4) definuji jako limity ptfedchoziho
vyrazu. Pro A = —1 plati

G(8) = —In(5 + 1)

a pro A = 0 plati
G(0) =(0+1)In(0 +1).

Derivace funkce G jsou

6+ 1A

GO)=——" GO=0+D", G"@O)=A-DE+D""

Prod € (—1,00) plati G"(0) > 0 a funkce G je tedy ryze konvexni. T¥ida testovych
statistik ma tvar

k 1_'_1>>\+1_1 9 k XZ A1 k
2””0:2; AN+ 1) ei:)\()\+1)(z (e) Z@)

i=1 g i=1

S (5 ) (R0 -5 )

=1

_ ﬁi){((f—y - 1) = onI™,
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Obrazek 2.1: Graf funkce G, ktera generuje testy zalozené na mocninnych diver-
gencich.

Funkce G generujici mocninné divergence
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Blended weight Hellinger distance

Trida statistik zaloZenad na Blended weight Hellinger distance (dale jen BWHD)
je generovana funkci

1 ) 2
G() = = , kde0<a<1.
(9) 2<a\/5+1+1—a> er=as

Derivace funkce G jsou

6(VIF1(ad +20) +2(1 = a)(6 + 1))
200+ 1)(aV/d+ 141 —a)3
GO = 200 — (@ —1)262 = a?(6 +2) — 2(a —1)25 — 1
(6 +1)2(aV/S+1+1—a)
+(042 — )V +1(0% + 86 + 8)
40+ 12/ +1+1—a)*
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Proé € (—1, 00) plati G”(4) > 0 a funkce G je tedy ryze konvexni. Tfida testovych
statistik méa tvar

EAS A 2 € —* 2
e e KR MG )
Z 1+1+1-« ; Veig, /X 41—

k

= (m/_i( (I ila)\/_)Q — o9nBWHD,,

=1

Obrazek 2.2: Graf funkce G, ktera generuje testy zalozené na BWHD.

Funkce G generujici BWHD

10

G(delta)

Blended weight chi-square

TFida statistik zaloZenad na Blended weight chi-square (déle jen BWCS) je gene-

rované funkeci 52
1
Go)==-———, kdeO<a<l1.
(9) 2a0 4+ 1’ ev=a=
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Derivace funkce G jsou

e 15(ad + 2) e 1 nesy 3o

Prod € (—1,00) plati G"(0) > 0 a funkce G je tedy ryze konvexni. T¥ida testovych
statistik ma tvar

Obréazek 2.3: Graf funkce G, kterd generuje testy zalozené na BWCS.

Funkce G generujici BWCS

10

G(delta)

delta

Lindsay predstavil rodiny BWHD a BWCS v rukopise [7], i kdyZ je nepouzil
pro testovani dobré shody, ale pro ucely odhadu. Basu a Sarkar v ¢lanku [2]
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zkoumali vlastnosti statistik zalozenych na BWHD a BWCS. Statistiky BW H D,
a BWCS, jsou rovny Pearsonové y? statistice a statistiky BWHD, a BWCS,
jsou rovny Neymanové modifikované x? statistice. V pfipadé, Ze n&jaka slozka
vektoru empirickych Cetnosti je nulova, statistika BW HD; = BW(CS; nabyva
hodnoty oo a hypotéza se tedy vzdy zamita. Déle dokazeme, Ze statistiky 2npgq
maji asymptoticky rozdéleni x2.

Véta 2.5. Necht X = (X3,..., Xx) ~ M(n,p1,...,px). Pak statistika 2npg md
prin — oo asymptoticky rozdéleni x2_,.

Diikaz. 7 Taylorova rozvoje dostaneme

€;
I~ (Xi—e\®
+§;€¢< e - ) G"(&),

kde &; lezi mezi 0 a % — 1. Dale mame
7

e
i=1 v

2npg = Zi e;G(0) + 2 Zn:eiXi — eiG/(O) n Xn: ei(Xi — ei>2G”(0)
1=1 i=1

Podle véty [2.4] plati

k

Zeiop((X’; 61’)%’“(@)) - gnpiop (n—3<\/ﬁX" - 6i)3) = Op(n2),

e.
i=1 %

protoze & = Op(1) a tedy i G"(&;) = Op(1). Dostavame

k
Xi — ei)? 1
2npe = Z% + Op(n™2).

i=1 ¢

To znamena, ze asymptotické rozdéleni 2npq je za Hy stejné jako rozdéleni sta-
tistiky x?, tedy x7_,. O
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2.5 Prehled statistik

Tabulka 2.1: Rodiny testovych statistik

Mocninné divergence

A
G = o 2nﬂ:ﬁ2&<(§j> —1> 00 <\ < 00

Blended weight Hellinger distance test family

6= 4(mmts) mBWHD. =% (diityz)  0<es!
Blended weight chi-square test family
G=17 MBWCS, =3 el 0<a<l
Tabulka 2.2: Testové statistiky
Pearsonova y? statistika
G =182 X* = 2nl' = 20BWHDy = 2nBWCSy = 3 Xeei-
Vérohodnostni pomér
G=0@+1)In(E+1) G*=2n"=23 X;In
Cressie-Readova statistika
G=5(0+1i-1) 2l =2V XX —el)e;
Freeman-Tukeyova statistika
G=4- 7= 7% =212 =43 (VX — &)?
Neymanova modifikovand x? statistika
=it NM? =2nI~* = 2nBWHD; = 2nBWCS; = ¥ e

Modifikovany vérohodnostni pomér

G=—-In(0+1) GM? =2nl"' =23 ¢;In£-
2 2

__ 81 ) . X, —e;
G =% (tm) MBWHD, =815 (5% )

Ctverec Hellingerovy vzdalenosti

2
B 5 _ Xi—e;
G_2<\/ﬁ+1> 2nBWHD, _2Z<\/Yi+\/€7)
. 2 Xi—e; 2
G=3i% 2mBWCS, =33, Gz
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3. Porovnani testu

3.1 Presna hladina testu

Pouzivame-li k testovani hypotézy limitni rozdéleni statistiky, je tieba si uvédo-
mit, ze skutecna hladina vyznamnosti testu se muze lisit. Zvlasté pro maly rozsah
vybéru miiZze byt aproximace y? rozdélenim velmi nepfesna. Pro malé velikosti
n (rozsah vybéru) a k (pocet slozek vektoru cetnosti) lze spocitat pfesnou hla-
dinu testu ap. Uvazujeme platnost hypotézy Hj. Nejdiive se vypoc¢tou vsechny
mozné kombinace ¢etnosti (pro dané n a k). U kazdé kombinace se provede test
pomoci asymptotického rozdéleni x?, ktery ukdze, zda se hypotéza H, zamitne
nebo nezamitne. Dale se se¢tou multinomické pravdépodobnosti dané hypotézou
Hj téch vektori cetnosti, které povedou k zamitnuti Hy. Tim ziskame presnou
pravdépodobnost chyby prvniho druhu (zamitnuti Hy za platnosti Hy). V nésle-
dujicich tabulkach je vypoctena presna hladina testu, pokud testujeme hypotézu
na hladiné oy = 0.05 pomoci asymptotického rozdéleni x? v modelu

Hozpi:%proizl,... k,
(3.1)
Hy:p; # % pro aspon jedno j.

Tabulka 3.1: PYesn4 hladina test@ 2nI* pii testovani pomoci asymptotického
rozdéleni y? na hladiné op = 0.05 v modelu ({3.1])

k=4 k=5 k=6
A n=5 n=20 n=60| n=5 n=20| n=5
-5.0 | 0.76563 0.34959 0.19743 | 0.96160 0.43924 | 1.00000
-2.5 | 0.76563 0.16757 0.10670 | 0.96160 0.32781 | 1.00000
-2.0 | 0.76563 0.12250 0.08487 | 0.96160 0.32634 | 1.00000
-1.5 | 0.76563 0.11234 0.07215 | 0.96160 0.17227 | 1.00000
-1.0 | 0.76563 0.11234 0.06532 | 0.96160 0.10499 | 1.00000
-0.7 | 0.76563 0.11234 0.06183 | 0.57760 0.09997 | 0.90741
-0.5 | 0.17969 0.07822 0.05884 | 0.28960 0.08825 | 0.44444
-0.3 | 0.17969 0.07925 0.05469 | 0.09760 0.08825 | 0.05864
0.0 | 0.06250 0.05277 0.05204 | 0.03360 0.07729 | 0.05864
0.3 | 0.06250 0.04914 0.05089 | 0.03360 0.05741 | 0.02006
0.5 | 0.06250 0.04914 0.05236 | 0.03360 0.04976 | 0.02006
0.7 | 0.06250 0.04769 0.04941 | 0.03360 0.04540 | 0.02006
1.0 | 0.06250 0.04152 0.04872 | 0.03360 0.05053 | 0.02006
1.5 | 0.06250 0.04999 0.04893 | 0.03360 0.05137 | 0.05864
2.0 1 0.06250 0.06844 0.05186 | 0.09760 0.06342 | 0.21296
2.5 1 0.06250 0.06777 0.05623 | 0.28960 0.07645 | 0.21296
5.0 | 0.41406 0.16890 0.09734 | 0.28960 0.20122 | 0.44444
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Numerické vysledky ukazuji, Ze u rodiny testovych statistik 2nI* je pro velké
hodnoty |A| pfesnéd pravdépodobnost chyby prvniho druhu daleko vyssi nez poza-
dovana hladina ay = 0.05. Vypoctené presné hladiny jsou nejblize pozadované
hladiné ay = 0.05 pro A € [0,1.5]. Ze znadmych statistik si nejlépe vedou Pear-
sonova statistika (A = 1) a Cressie-Readova statistika (A = 2/3). Vérohodnosti
pomér (A = 0) je také dobrou statistikou, ovSem lezi na hranici pfijatelnosti. Sta-

tistiky se zapornym parametrem A jako Freeman-Tukeyova statistika (A = —0.5),
Neymanova modifikovand x? statistika (A = —2) a modifikovany vérohodnostni
pomér (A = —1) uz jsou nevhodné.

Tabulka 3.2: Presna hladina testd BW H D,, pti testovani pomoci asymptotického
rozdéleni x? na hladiné cy = 0.05 v modelu (3.1))

k=4

k=5 k=6

(07

n=>5

n =20

n = 60

n=>5

n =20

n=>5

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.06250
0.06250
0.06250
0.06250
0.17969
0.17969
0.76563
0.76563
0.76563
0.76563
0.76563

0.04152
0.04914
0.04914
0.05277
0.06328
0.07822
0.11234
0.11234
0.11234
0.12250
0.12250

0.04872
0.04941
0.05107
0.05089
0.05330
0.05884
0.06382
0.06442
0.07013
0.07312
0.08487

0.03360
0.03360
0.03360
0.09760
0.09760
0.28960
0.57760
0.96160
0.96160
0.96160
0.96160

0.05053
0.04624
0.05700
0.08344
0.08825
0.08825
0.10499
0.11817
0.16348
0.19497
0.32634

0.02006
0.02006
0.02006
0.05864
0.05864
0.44444
0.90741
0.90741
1.00000
1.00000
1.00000

U rodiny testovych statistik 2n BW H D,, je pro « blizici se k 1 presné pravde-
podobnost chyby prvniho druhu daleko vyssi nez pozadovana hladina ag = 0.05.
Vypoctené presné hladiny jsou nejblize pozadované hladiné ay = 0.05 pro a €
[0,0.2].
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Tabulka 3.3: Presnd hladina testi BWC'S,, pii testovani pomoci asymptotického

rozdéleni x? na hladiné oy = 0.05 v modelu (3.1])

k=4 k=5 k=6
« n=5 mn=20 n=60| n=5 n=20| n=95
0.0 | 0.06250 0.04152 0.04872 | 0.03360 0.05053 | 0.02006
0.1 [ 0.00391 0.04370 0.04831 | 0.03360 0.04321 | 0.02006
0.2 | 0.00391 0.04914 0.04765 | 0.00160 0.03955 | 0.00077
0.3 | 0.00391 0.04914 0.05089 | 0.00160 0.04312 | 0.00077
0.4 | 0.00391 0.05174 0.05151 | 0.00160 0.05613 | 0.00077
0.5 | 0.06250 0.06225 0.05420 | 0.03360 0.07490 | 0.00077
0.6 | 0.17969 0.07822 0.05893 | 0.09760 0.08752 | 0.05864
0.7 | 0.17969 0.11234 0.06442 | 0.09760 0.10499 | 0.05864
0.8 [ 0.17969 0.11234 0.06625 | 0.57760 0.11817 | 0.44444
0.9 | 0.76563 0.11234 0.07312 | 0.96160 0.18398 | 0.90741
1.0 | 0.76563 0.12250 0.08487 | 0.96160 0.32634 | 1.00000

Obdobné u rodiny testovych statistik 2n BWC'S,, je pro « blizici se k 1 pfesna
pravdépodobnost chyby prvniho druhu daleko vyssi nez pozadovana hladina ay =
0.05. Vypoctené presné hladiny jsou nejblize pozadované hladiné oy = 0.05 pro
a € 10,0.4].

Je tfeba dodat, ze ani pokud bychom pfi testovani pouzivali presné rozdéleni
statistik misto asymptotického rozdéleni x?, skuteénd hladina by nebyla pfesné
0.05. To je zptsobeno tim, ze multinomické rozdéleni je diskrétni a skutecna
hladina testii je tedy o trochu nizsi.

3.2 Sila testu

Dilezitym kritériem pro porovnani testi je jejich sila, tzn. pravdépodobnost,
ze nenastane chyba druhého druhu. Postupujeme podobné jako Cressie a Read
v ¢lanku [3]. Pro konkrétni rozsah vybéru n, pocet slozek vektoru cetnosti k,
nulovou hypotézu H, a alternativni hypotézu H; lze vypocitat pfesnou hodnotu
sily testu na presné hladiné ag. Postup je podobny jako v ptipadé vypoctu piesné
hladiny testt v pfedchazejici ¢asti. Uvazujeme platnost alternativni hypotézy H;.
Nejdrive se vypoctou vSechny mozné kombinace cetnosti, které povedou k zamit-
nuti nulové hypotézy H,. Dale se sectou jejich multinomické pravdépodobnosti
dané alternativni hypotézou H;. Ta je v nasem pfipadé jednoducha a ma tedy
jednoznacné urceny pravdépodobnosti p;. Zaméfime se na model

Hozpi:%proz':l,... k,

EREY;

1k_’; proi=1,... k—1, (3.2)
Hy:p =

1—:5 pro i1 =k,
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kde —1 < § < 1. Nulova hypotéza H, je zde symetrickd a alternativni hypotéza
H, je tvofena vektorem pravdépodobnosti, kde k-ta pravdépodobnost je zménéna
0 % oproti hypotéze H, a ostatni pravdépodobnosti jsou rovnomérné prizptisobe-
ny tak, aby jejich soucet byl 1. Protoze rozdéleni testovych statistik je diskrét-
ni, musime pouzit zndhodnéné testy, aby hladina testu byla pfesné oy = 0.05.
Konstrukce znahodnénych testti probiha nasledovné. Nejdrive spoc¢teme nejvyssi
hodnotu statistiky S, pro kterou hypotézu H, pii normalnim testu nezamitame.
Tuto hodnotu oznac¢ime sy. Definujme funkci ¢ pfedpisem

Y(s) = P(zamitnuti Hy pokud statistika S nabyvéa hodnoty s).

Pro normalni test ma funkce 1 tvar
1 ro s > s
¥(s) = {0 Ero 5 2 sg?
Zatimco pro znahodnény test méa funkce v tvar
1 pro s > sy,
Y(s)=q po  Pros=so,
0  pros < s,
kde py vypocCteme z rovnice

oy = P(S > S(]) —l—ng(S = 80).

Hladina znadhodnéného testu je tedy presné «q. Nasleduji tabulky vypocitanych
sil pro rodiny testovych statistik 2n1*, 2nBW HD,, a 2nBW CS,,.

Tabulka 3.4: Piesn4 sila zndhodnénych testti zalozenych na 2n/* v modelu ,
kde k =4 a n = 20 pfi pfesné hladiné ay = 0.05

A]do=15 6=05 6=-05 6=-0.9
-5.0 | 0.63157 0.12284 0.17660  0.74340
-2.5 1 0.63157 0.12284 0.17660  0.74340
-2.0 | 0.65004 0.12313 0.17660  0.74336
-1.5 | 0.70173 0.12535 0.17658  0.74282
-1.0 | 0.79598 0.13841 0.17522  0.73418
-0.7 1 0.79726  0.13922 0.17493  0.73239
-0.5 1 0.80092 0.14117 0.17391  0.72632
-0.3 | 0.85253 0.15375 0.16955  0.71083
0.0 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.3 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.5 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.7 | 0.86465 0.15768 0.16271  0.63632
1.0 | 0.87453 0.16293 0.15057  0.51500
1.5 | 0.88554 0.16817 0.13734  0.38440
2.0 | 0.89618 0.17254 0.12697  0.32905
2.5 1 0.89817 0.17331 0.12222  0.27800
5.0 | 0.90246 0.17434 0.11510  0.24221
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Obréazek 3.1: Graf sily testii zaloZenych na 2nI* v modelu (3.2), kde k& = 4
a n = 20 pfi presné hladiné oy = 0.05

Sila testu zaloZzenych na mocninnych divergencich

e
i
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N o delta=1.5
o + delta=-0.9
e
e | | | | |
4 -2 0 2 4

parametr lambda

Vysledky tabulky ukazuji, Ze u rodiny testovych statistik 2n/* pro § > 0
sila testu roste s rostoucim parametrem A a pro < 0 sila testu klesa s rostoucim
parametrem \. Z obrazku |3.1]je vidét, Ze pro velké |\| zustava sila test p¥iblizné
na stejné hodnoté.

Tabulka 3.5: Pfesna sila zndhodnénych testt zalozenych na 2n BW H D,, v modelu
(3.2), kde k = 4 a n = 20 pii pfesné hladiné oy = 0.05

a |0=15 6=05 6=-05 0=-09
0.0 | 0.87453 0.16293  0.15057  0.51500
0.1 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.2 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.3 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70488
0.4 | 0.85253 0.15375 0.16955  0.71083
0.5 | 0.80092 0.14117 0.17391  0.72632
0.6 | 0.79598 0.13841 0.17522  0.73418
0.7 1 0.73528 0.12907 0.17638  0.74103
0.8 [ 0.70173 0.12535 0.17658  0.74282
0.9 | 0.65004 0.12313 0.17660  0.74336
1.0 | 0.65004 0.12313 0.17660  0.74336
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Obrazek 3.2: Graf sily testt zalozenych na 2n BW HD,, v modelu (3.2)), kde k = 4
a n = 20 pfi pfesné hladiné ay = 0.05

Sila testu zaloZzenych na BWHD

o _
—
© ©00000000000000¢p00 o0
S 0000000 O0O
e 000000000 OOG®®O 000000
®© 060 06000000 00 000 0000
2 © o e oooo0o0
(%) y | .
] © .
e}
g <
5 o
~ o delta=1.5
o + delta=-0.9
S _|
e | | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

parametr alfa

Tabulka 3.6: Presné sila znahodnénych testd zalozenych na 2n BWC'S,, v modelu
(3.2), kde k = 4 a n = 20 pii presné hladiné oy = 0.05

a |d=15 6=05 6=-05 06=-09
0.0 | 0.87453 0.16293  0.15057  0.51500
0.1 | 0.86465 0.15768 0.16271  0.63632
0.2 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.3 | 0.86401 0.15665 0.16779  0.70448
0.4 | 0.85256 0.15402 0.16854  0.70499
0.5 | 0.85256 0.15402 0.16854  0.70499
0.6 | 0.80092 0.14117 0.17391  0.72632
0.7 1 0.79598 0.13841 0.17522  0.73418
0.8 [ 0.73528 0.12907 0.17638  0.74103
0.9 | 0.70173 0.12535 0.17658  0.74282
1.0 | 0.65004 0.12313 0.17660  0.74336
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Obrazek 3.3: Graf sily testl zaloZenych na 2nBWC'S,, v modelu (3.2)), kde k = 4
a n = 20 pfi pfesné hladiné ay = 0.05

Sila testu zalozenych na BWCS
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Vysledky tabulek [3.5] a [3.6 ukazuji, Ze u rodin testovych statistik 2n BW H D,,
a 2nBWCS, pro 6 > 0 sila testu klesa s rostoucim parametrem « a pro 6 < 0
sila testu roste s rostoucim parametrem «. Protoze parametr o je omezeny, sila

testu je maximalni s parametrem o« = 0 pro § > 0 a s parametrem o = 1 pro
0 <0.

3.3 Momenty testi

Jednim ze zptisobi, jak zjistit rychlost konvergence statistik k x? rozdéleni, je
porovnani obecnych momenti veliciny Z ~ xi_,

EZ =k,
EZ% = k(k +2)

; (3.3)
EZ? = k(k+2)(k+4)

s momenty disparitnich statistik. Postupujeme podobné jako Cressie a Read
v ¢lanku [3]. Z Taylorova rozvoje a z véty dostaneme

k

Xi—nl-Q 1 b Xi—ni?’
2npe = ZM_‘_gG(g)(O)ZM

i=1 npi i—1 (np;)?

k
1 (X; — np:)* _3
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Odvodime prvni obecny moment s vyuzitim centralnich moment@ binomického
rozdéleni, které jsou popsany ve vété[A.4] Dostavame

k k
E(2npc)' = Z e+ §G<3>(0) > TR

12
k k 1
=Y (1 -p)+ 3690 Y~ (2 -3+ )
i=1 i=1 v
1 i 1
+12G<4>(0)Z(—< 6pi+12—7E+—?)+ <3pl—6+3—1>>

+Op(n"2).

Oznac¢me S = Zle ]%. Plati vztah S > k2. To dok4dZeme nésledujicim zpisobem.

Oznacme p aritmeticky primér a py harmonicky primeér hodnot p;. Z nerovnosti
Zy < Z plyne

1
SF LS
Zi:l;,- i=1
k
B2y L
— Pi

Piipad S = k? nastava pii symetrické nulové hypotéze (p; = %, i=1...k). Prvni
tfi obecné momenty maji tvar

E2npg)' =k —1
+% (%[G(3)(0)](2 — 3k +S) + i[G(‘”(O)](l ~2+5))

+O0p(n?),

E(2np6)? = (K — 1)(k+1)
+%(2 Y %[G(3)(0)](1O — 13k — 6k + kS + 8S)

+LEOOPA - ok - 342 - 55)
_%[le)(o)](ii — 5k — 2k* + kS + 35))
—i—OP(nf%),

E2npg)® = (k—1)(k+1)(k +3)
1
+—(26 — 24k — 21K — 3K° + 195 + 3kS
n
+[GB(0))(70 — 81k — 64k> — 9K® + 655 + 18kS + k25)
+[GB(0)]2(20 — 26k — 21k* — 3k> + 255 + 5kS)
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+2[G<3>(0)](15 — 22k — 15k% — 2% 4+ 155 + 8kS + k23)>
).

‘|—Op(n_
Momenty E(2npg)* a E(2npg)?® jsou prevzaty z ¢lanku Cressie a Read [3]. Do-
sazenim derivaci funkce G v bodé 0 ziskame jednotlivé momenty pro mocninné
divergence, BWHD a BWCS. Cleny, které nezaviseji na n, odpovidaji obecnym
momenttim x?_, rozdéleni. Ozna¢me U; vyraz z Taylorova rozvoje i-tého momen-
tu, ktery je nasoben % Obecné momenty lze tedy pro ¢ = 1,2, 3 zapsat jako

N

: 1
E(2npc)' = EZ' + ~ Ui+ Op(n~?),

kde EZ' jsou obecné momenty x? , rozdéleni. Momenty disparitnich statistik
budou konvergovat k momenttim y? , rozdéleni nejrychleji, kdyz eliminujeme
vyraz U; a zlstane pouze O p(n_g). Nésleduji tabulky korenti rovnice U; = 0 pro
i=1,2,3 adand k pti S = k%

Tabulka 3.7: Kofeny rovnice U; = 0 v rozvoji p; = E(2nI*)? pti S = k?

i o s
N N .
2 2000 1.000|0.475 2.525|0.320 2.680
3 | 1.333 1.000 | 0.500 1.600 | 0.350 1.559
4 | 1111 1.000 | 0.521 1.353 | 0.377 1.307
5 |1.000 1.000 |0.538 1.240 | 0.400 1.200
10 | 0.815 1.000 | 0.587 1.076 | 0.478 1.057
20 | 0.737 1.000 | 0.623 1.023 | 0.549 1.016
30 | 0.713 1.000 | 0.637 1.011 | 0.581 1.008
40 | 0.701 1.000 | 0.644 1.007 | 0.600 1.004
50 | 0.694 1.000 | 0.649 1.004 | 0.611 1.003
100 | 0.680 1.000 | 0.658 1.001 | 0.637 1.001
200 | 0.673 1.000 | 0.662 1.000 | 0.652 1.000
300 |0.671 1.000 | 0.664 1.000 | 0.657 1.000
400 | 0.670 1.000 | 0.664 1.000 | 0.659 1.000
500 | 0.669 1.000 | 0.665 1.000 | 0.661 1.000
1000 | 0.668 1.000 | 0.666 1.000 | 0.664 1.000
0 2 1 2 1 2 1

Momenty statistik zalozenych na mocninnych divergencich tedy konverguji
nejrychleji k momenttim y? rozdéleni pro A € [0.32,2.68]. Pii poc¢tu slozek vektoru
Cetnosti k — oo konverguji nejrychleji pro A = 1 (Pearsonova statistika) a A = %
(Cressie-Readova statistika).
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Tabulka 3.8: Kofeny rovnice U; = 0 v rozvoji u; = E(2n BWHD,,)" pii S = k?

/

/

H1 Ha H3

k aq Qs a1 o aq %)

2 1-0.333 0.000 | 0.175 -0.508 | 0.227 -0.560

3 |-0.111 0.000 | 0.167 -0.200 | 0.217 -0.186

4 1-0.037 0.000 | 0.160 -0.118 | 0.208 -0.067

5 0.000 0.000 | 0.154 -0.080 | 0.200 -0.019
10 | 0.062 0.000 | 0.138 -0.025 | 0.174 -0.005
20 | 0.088 0.000 | 0.126 -0.008 | 0.150 -0.003
30 | 0.096 0.000 | 0.121 -0.004 | 0.140 -0.001
40 | 0.100 0.000 | 0.119 -0.002 | 0.133 -0.001
50 | 0.102 0.000 | 0.117 -0.001 | 0.130 -0.001
100 | 0.107 0.000 | 0.114 -0.000 | 0.121 -0.000
200 | 0.109 0.000 | 0.113 -0.000 | 0.116 -0.000
300 | 0.110 0.000 | 0.112 -0.000 | 0.114 -0.000
400 | 0.110 0.000 | 0.112 -0.000 | 0.114 -0.000
500 | 0.110 0.000 | 0.112 -0.000 | 0.113 -0.000
1000 | 0.111 0.000 | 0.111 -0.000 | 0.112 -0.000
00 % 0 % 0 % 0

Momenty statistik zalozenych na BWHD tedy konverguji nejrychleji k momen-
ttm x? rozdéleni pro « € [0, 0.23]. P¥i poctu slozek vektoru ¢etnosti k& — oo kon-
verguji nejrychleji pro v = 0 (Pearsonova statistika) a a = . V tabulce [3.8] jsou
nekteré koteny zaporné. Protoze ale ve statistikach zalozenych na 2nBW HD,,
musi byt parametr a vétsi nebo roven 0, nejblizsi piipustnd hodnota je tedy 0.

26



Tabulka 3.9: Kofeny rovnice U; = 0 v rozvoji p; = E(2nBWCS,)" pii S = k?

/

/

/

H1 Ha H3

k aq Q9 aq o y g

2 10.000 0.000|0.258 -0.258 | 0.309 -0.309
3 1.667 0.000 | 0.293 -0.088 | 0.333 -0.952
4 10.222 0.000 | 0.308 -0.047 | 0.342 -0.049
5 10.250 0.000 | 0.316 -0.030 | 0.346 -0.304
10 | 0.296 0.000 | 0.328 -0.008 | 0.348 -0.007
20 | 0.316 0.000 | 0.332 -0.002 | 0.344 -0.002
30 |0.322 0.000 | 0.333 -0.001 | 0.342 -0.001
40 1 0.325 0.000 | 0.333 -0.001 | 0.340 -0.000
50 | 0.327 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.339 -0.000
100 | 0.330 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.336 -0.000
200 | 0.332 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.335 -0.000
300 | 0.332 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.334 -0.000
400 | 0.332 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.334 -0.000
500 | 0.333 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.334 -0.000
1000 | 0.333 0.000 | 0.333 -0.000 | 0.334 -0.000
00 % 0 % 0 % 0

Momenty statistik zalozenych na BWCS tedy konverguji nejrychleji k mo-
ment@im x? rozdéleni pro a € [0,0.35]. P¥i poc¢tu slozek vektoru Getnosti k& — oo
konverguji nejrychleji pro v = 0 (Pearsonova statistika) a o = 3. V tabulce
jsou nékteré kofeny zaporné. Protoze ale ve statistikach zalozenych na 2n BWC'S,,
musi byt parametr a vétsi nebo roven 0, nejblizsi piipustnd hodnota je tedy 0.

Tyto vysledky nam piinaseji kromé Pearsonovy statistiky i dalsi statistiky
2n[§, 2nBWHD$ a 2nBWCS%, které maji také velmi dobré vlastnosti a jsou
vhodné pro testovani pomoci asymptotického rozdéleni y2.
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Z.avér

Dokézali jsme, Ze t¥ida disparitnich statistik (ktera obsahuje vSechny ostatni zna-
mé statistiky) ma za platnosti nulové hypotézy Hy asymptoticky x? rozdélend.
Dale jsme tyto statistiky porovnali a zjistili, které jsou nejvhodnéjsi k testovani
dobré shody proti obecné alternative.

Piesn4 hladina testu se bliZi zadané hladiné (pii aproximaci rozdélenim y?)
u mocninnych divergenci nejvice pro A € [0,1.5], u BWHD pro a € [0,0.2]
a u BWCS pro a € [0,0.4]. Momenty testovych statistik konverguji nejrych-
leji u mocninnych divergenci pro A € [0.32,2.68], u BWHD pro o € [0,0.23]
a u BWCS pro a € [0,0.35]. Tato pozorovani vyuzijeme pii hodnoceni jednotli-
vych statistik.

Nejdrive zhodnotime ,nejstarsi“ znamé statistiky, a to Pearsonovu statistiku
a statistiku zalozenou na vérohodnostnim poméru. Piesna hladina téchto testt
je pomérné blizka k zadané hladiné pii aproximaci y? rozdélenim, ovSem nékteréd
dalsi statistiky si vedou o néco 1épe. Obecné momenty Pearsonvy statistiky pfi
poctu slozek vektoru Getnosti & — oo konverguji nejrychleji (spolu se 3 dalsimi
statistikami) k momenttim x? rozdéleni. Pearsonova statistika je nejrozsifend;jsi
a nevede si Spatné v nasem pozorovani, ale lze doporucit lepsi statistiky:.

Freeman-Tukeyova statistika (2n/ ’%), Neymanova modifikovana x? statistika
(2n1—?) a statistika zalozen4 na modifikovaném vérohodnostnim poméru (2n7-')
jsou velmi nevhodné (jako vSechny statistiky z rodiny mocninnych divergenci se
zapornym parametrem A). Jejich pfesnd hladina testu neni piili§ blizkd zadané
hlading pifi aproximaci rozdé&lenim x? a sila testu je vysokd pouze pro uréité
alternativy.

Proti obecné alternativé jsou podle naseho pozorovani nejvhodnéjsi statistiky
onl3 3, 2nBWH D1 a 2nBWC’S L. Jejich presnd hladina se blizi nejvice ze vSech
statlstlk k zadané hladme pri aproxuna(:l rozdélenim 2, sila testu je pomérné vy-
soké (i kdyZ proti specifické alternativé miize byt vyssi u jinych statistik) a obecné
momenty téchto statistik pfi poc¢tu slozek vektoru ¢etnosti k& — oo konverguji nej-
rychleji (spolu s Pearsonovou statistikou) k momentim x? rozdélend.
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A. Pouzité véty

Véta A.1 (Vicerozmérna Lévy-Lindebergova centralni limitni véta). Pro nezd-
vislé stejné rozdeélené k-rozmérné ndhodné vektory X,,n € N a || X;]| € Ly plati

1 n
—< YX, - nEX1> 5 Ni(0,varX,)
n
=1

v distribuci pro n — oo.

Diikaz. Viz Lachout [6], str. 105. O

Véta A.2. Necht X ~ Ni(p, V), kde h(V)) = m > 1. Pak ndhodna veli¢ina
Y = (X — p)'V (X — u) md rozdéleni x?%, pri libovolné volbé pseudoinverzni
matice V.

Diikaz. Viz Andél [1], str. 68. O

Véta A.3. Necht jsou splnény ndsledujici predpoklady.

1. Necht Q C R, je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy neprdzdnjy
otevreny interval w, Ze skutecnd hodnota parametru 6y patri do w.

2. Necht X = (Xyq,...,X,), kde X; jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veliciny s hustotou f(x, @) vzhledem k néjaké o-konecné mire .

3. Necht M = {z : f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.
4. Necht 6,,05 € Q. Pak f(x,01) = f(x,02) [u] plati prdvé tehdy, je-li 0, = 6.

5. Necht{f(z,0),0 € Q} je requldrni systém hustot s Fisherovou mirou infor-

mace J(0).
6. Derivace 21 (@0) existuje pro skoro vsechna x, pro vSechna @ € w a pro
: 96,00,00, je p » P p
vsechna v, 7,k =1,...,m.
7. Pro vsechna @ € w a pro vSechna v,j =1,...,m plati

/ £ (. 8)dp(x) = 0.

8. Pro vsechna i,j. k =1,...,m existuji funkce M;;,(x) > 0 tak, Ze
EgOMijk(X) < 0

9 In f(x,0)
06,00,00,

pro vsechna 0 € w a skoro vsechna x € M.

< M;jk(x)

29



9. Matice J(0) je spojitda v bodé Oy.
Pak md LR(6y) = 2<L(én) — L(00)> asymptoticky rozdéleni x2,.

Diikaz. Viz Andél [1], str. 177.

Véta A.4. Necht X ~ Bi(n,p). Pak jeji centrdlni momenty jsou

E(X —EX)? = np(1 —p),
E(X —EX)® = np(2p* — 3p+ 1),
E(X — EX)* = np(—6p® + 12p* — Tp+ 1) + n?p*(3p* — 6p + 3).

Dikaz. Dokaze se pfimym vypoctem.
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B. Funkce v programu R

V zékladni verzi programu R je pro vypocet testi dobré shody pouze funkce

chisq.test, coz je Pearsoniiv test. Zde je uveden zdrojovy kod funkce gof . test,

ktera testuje data pomoci statistik zalozenych na mocninnych divergencich, BWHD
a BWCS. Vypocty presné hladiny testi (¢ast [3.1)) a sily testi (¢ast byly pro-

vedeny pomoci funkce gof . power.

gof.test <- function(X,E,fg="PowDiv",par=1,tpval="a",simrep=2000)
# funkce pro vypolet testu dobré shody

# vstupni parametry

# X - vektor empirickjch Cetnosti

# E - vektor teoretickych Cetnosti

# fg - typ testu, pripustné hodnoty jsou "PowDiv", "BWHD"

# a "BWCS"

# par - dopliiujici parametr, pro "PowDiv" miZe byt libovolné
# ¢islo, pro "BWHD" a "BWCS" &islo z intervalu (0,1)

# tpval - zpisob vypoltu p-hodnoty, pIipustné hodnoty jsou

# "a" (asymptotickd p-hodnota politand z chi kvadrat rozdé&leni),
# "e" (pfesnd p-hodnota, pouze pro malé vektory Cetnosti),
# "s" (simulovanad p-hodnota politand metodou Monte Carlo)

# simrep - poCet opakovani pri vypoltu simulované p-hodnoty
# vystupni parametry

# stat - testova statistika

# df - pocet stupiii volnosti

# pval - p-hodnota testu

{

name <- gof.name(fg,par);
if (tpval=="e") {
name <- paste(name,"with exact p-value",sep=" ");
}
if (tpval=="s") {
name <- paste(name,"with simulated p-value (based on",
simrep, "replicates)",sep=" ");
}
stat <- gof.stat(X,E,fg,par);
df <- length(X)-1;
pval <- gof.pval(X,E,fg,par,tpval,simrep);
names (stat) <- "stat";
names (df) <- "df";
dname <- deparse(substitute(X));
structure(list(statistic=stat,parameter=df,p.value=pval,
method=name,data.name=dname,observed=X,expected=E),
class="htest");
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gof .name <- function(fg,par)

# vstupni parametry
# fg - typ testu, pripustné hodnoty jsou "PowDiv", "BWHD"

# a "BWCS"
# par - dopliiujici parametr, pro "PowDiv" mlZe byt libovolné
# ¢islo, pro "BWHD" a "BWCS" &islo z intervalu (0,1)
# vystupni parametry
# methname - nazev statistiky
{
if (((fg=="PowDiv")&&(par==1)) | | ((fg=="BWHD") && (par==0) )
| | ((£g=="BWCS")&& (par==0))) {
methname <- "Pearson chi-square test";
}
else if ((fg=="PowDiv")&&(par==0)) {
methname <- "Likelihood ratio test";
}
else if ((fg=="PowDiv")&&(par==2/3)) {
methname <- "Cressie—-Read test";
}
else if ((fg=="PowDiv")&&(par==-1/2)) {
methname <- "Freeman-Tukey test";
}
else if ((fg=="PowDiv")&&(par==-1)) {
methname <- "Discriminant information test";
+
else if (((fg=="PowDiv")&&(par==-2)) || ((fg=="BWHD")&&(par==1))
| | ((£g=="BWCS")&& (par==1))) {
methname <- "Neyman modified chi-square test";
}
else if (fg=="PowDiv") {
methname <- paste("Power divergence test (lambda=", par,")",
sep="");
}
else if (fg=="BWHD") {
methname <- paste("Blended weight Hellinger distance test (",
"alpha=",par,")",sep="")
}
else if (fg=="BWCS") {
methname <- paste("Blended weight chi-square test (",
"alpha=",par,")",sep="")
b
return(methname)
}
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gof.stat <- function(X,E,fg,par,dig=NULL)
# funkce pro vjpoclet testové statistiky

# vstupni parametry

# X - vektor empirickych Cetnosti
# E - vektor teoretickych Cetnosti
# fg - typ testu, pripustné hodnoty jsou "PowDiv", "BWHD"
# a "BWCS"
# par - dopliiujici parametr, pro "PowDiv" miZe byt libovolné
# ¢islo, pro "BWHD" a "BWCS" &islo z intervalu (0,1)
# dig - poCet desetinnych mist pfi zaokrouhlovani,
# NULL pokud nema& zaokrouhlovat
# vystupni parametry
# stat - testova statistika
{
if (fg=="PowDiv") {
if (par==0) { stat <- na.omit(2*Xxlog(X/E)) }
else if (par==-1) { stat <-2xExlog(E/X) }
else { stat <- (2*Ex((X/E)~(par+1)-1))/(par*(par+1)) }
+
else if (fg=="BWHD") {
stat <- ((X-E)~2)/((par*sqrt(X)+(1-par)*sqrt(E))"2)
+
else if (fg=="BWCS") {
stat <- ((X-E)~2)/(par*X+(1l-par)*E)
b
stat <- sum(stat)
if (is.null(dig)==FALSE) { stat <- round(stat,dig) }
return(stat)
}

gof.pval <- function(X=NULL,E,fg,par,tpval,simrep=2000,stat=NULL,
stonly=FALSE,dig=NULL)

# funkce pro vypolet p-hodnoty testu

vstupni parametry
X - vektor empirickjch Cetnosti
E - vektor teoretickjch Cetnosti
fg - typ testu, pripustné hodnoty jsou "PowDiv", "BWHD"
a "BWCS"
par - dopliiujici parametr, pro "PowDiv" mZe byt libovolné
¢islo, pro "BWHD" a "BWCS" &islo z intervalu (0,1)

H OH O H OH OH OH H
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H OH O H OH OH OH OH O H OH OH HH

tpval - zpisob vypoltu p-hodnoty, pfipustné hodnoty jsou
"a" (asymptoticka p-hodnota politanad z chi kvadrat rozdé&leni),
"e" (pfesnd p-hodnota, pouze pro malé vektory Cetnosti),
"s" (simulovand p-hodnota politand metodou Monte Carlo)
simrep - polet opakovani p¥i vjpoltu simulované p-hodnoty
stat - statistika, volitelné, jinak se vypocitad z X
stonly - TRUE pokud mé& misto p-hodnoty vypocitat
pouze pravdépodobnost statistiky
dig - pocCet desetinnych mist pfi zaokrouhlovani,
NULL pokud nemd zaokrouhlovat

vystupni parametry

pvalue - p-hodnota testu

pouziva funkci rmultz2 z baliku combinat

digst <- 10;
k <- length(E);
n <- sum(E);
P <- E/n;
if(is.null(stat)) { stat <- gof.stat(X,E,fg,par,dig=digst); }
if (tpval=="a") {
pvalue <- 1-pchisq(stat,k-1);
}
else if (tpval=="e") {
mat <- matAll(n,k);
if (stonly==FALSE) {
mat <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=E,
fg=fg,par=par,dig=digst)>=stat,],ncol=k);
} else {
mat <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=E,
fg=fg,par=par,dig=digst)==stat,],ncol=k);
}
pvalue <- sum(apply(mat,MARGIN=1,FUN=dmultinom,prob=P))
}
else if (tpval=="s") {
mat <- t(rmultz2(n,P,simrep));
matrow <- nrow(mat);
if (stonly==FALSE) {
mat <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=E,
fg=fg,par=par,dig=digst)>=stat,],ncol=k);
} else {
mat <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=E,
fg=fg,par=par,dig=digst)==stat,],ncol=k);
}
pvalue <- nrow(mat)/matrow;
}
if(is.null(dig)==FALSE) { pvalue <- round(pvalue,dig) }
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return(pvalue) ;

gof .power <- function(n,PO,P1,size,fg,par,tpval="e",rand=FALSE,
dig=NULL)

# funkce pro vypolet pravdé&podobosti zamitnuti hypotézy PO
# =za platnosti P1, pouze pro malé vektory Cetnosti

# vstupni parametry
# n - soucet hodnot vektoru Cetnosti
# PO - vektor pravdépodobnosti nulové hypotézy
# P1 - vektor pravdépodobnosti alternativni hypotézy
# size — p¥esna hladina testu
# fg - typ testu, pripustné hodnoty jsou "PowDiv", "BWHD"
# a "BWCS"
# par - dopliiujici parametr, pro "PowDiv" miZe byt libovolné
# ¢islo, pro "BWHD" a "BWCS" &islo z intervalu (0,1)
# tpval - zplisob vypoltu p-hodnoty, pIipustné hodnoty jsou
# "a" (asymptotickd p-hodnota politand z chi kvadrat rozdé&leni),
# "e" (pfesnd p-hodnota, pouze pro malé vektory Cetnosti),
# "s" (simulovand p-hodnota politanad metodou Monte Carlo)
# rand - TRUE pokud m& pouZzit zndhodnénjy test
# dig - pocCet desetinnych mist pfi zaokrouhlovani,
# NULL pokud nemd zaokrouhlovat
# vystupni parametry
# power - sila testu
{
digst <- 10;
k <- length(PO);
EO <- PO*n;

mat <- matAll(n,k);
maxStat <- max(apply(matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,
FUN=gof .pval,E=E0,fg=fg,par=par, tpval=tpval)>=size,],
ncol=k) ,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=E0,fg=fg,par=par,
dig=digst));
matl <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=EO,
fg=fg,par=par,dig=digst)>maxStat,],ncol=k);
mat2 <- matrix(mat[apply(mat,MARGIN=1,FUN=gof.stat,E=EO0,
fg=fg,par=par,dig=digst)==maxStat,],ncol=k);
if (rand) {
pran <- (size-gof.pval(E=EO,fg=fg,par=par,tpval=tpval,
stat=maxStat))/gof .pval (E=EO,fg=fg,par=par,tpval=tpval,
stat=maxStat,stonly=TRUE)+1;
} else {
pran <- 0O;
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}

power <- (sum(apply(matl,MARGIN=1,FUN=dmultinom,prob=P1))
+pran*xsum(apply (mat2,MARGIN=1,FUN=dmultinom,prob=P1)));
if (is.null(dig)==FALSE) { power <- round(power,dig); }
return(power) ;

matAll <- function(n,k)

# funkce pro vipolet matice vSech moZnjych kombinaci
# vektoru Cetnosti

# vstupni parametry

# n - souCet hodnot vektoru Cetnosti
# k - velikost vektoru Cetnosti
# vystupni parametry
# mat - matice moZnosti
{
egh <- O:n;
egB <- list(egh);
egC <- egB;

for(i in 1:(k-1)) { egC <- c(egC,egB); }
mat <- as.matrix(expand.grid(egC));

mat <- mat[rowSums(mat)==n,];

mat <- matrix(mat,ncol=k);

return(mat) ;
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