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Praha 2011
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e-mail vedoućıho: zeleny@karlin.mff.cuni.cz
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Úvod

Název bakalářské práce napov́ıdá, že hlavńım tématem je Banach-Tarského pa-
radox. Banach-Tarského paradox se v práci ovšem objevuje až v jej́ım závěru;
stěžejńı část práce je věnována paradoxńım rozklad̊um množin, grup a pologrup.
Určitý odklon od hlavńıho tématu je zp̊usoben již existuj́ıćı bakalářskou praćı
Banach-Tarského paradox, jej́ımž autorem je Antońın Holub (viz [3]), která byla
obhájena v roce 2010.

Banach-Tarského paradox ř́ıká, že můžeme vźıt libovolně velkou kouli, rozložit
ji na konečný počet část́ı a z nich poskládat koule dvě o stejném poloměru, jaký
měla p̊uvodńı koule. Jde o tvrzeńı, které odporuje běžné zkušenosti z reálného
světa.

Důkaz Banach-Tarského paradoxu navazuje na paradox Hausdorff̊uv, který
ukazuje, že je možné až na spočetnou množinu paradoxně rozložit sféru. Tedy
z kousk̊u źıskaných t́ımto rozkladem můžeme źıskat stejné sféry dvě. Stefanu Ba-
nachovi a Alfredu Tarskému tedy stačilo už

”
jen“ dokázat, že paradoxńı rozklad

sféry je možné provést, aniž bychom museli vynechat jistou spočetnou množinu.
V práci je dále ukázáno, jaké paradoxy mohou zp̊usobovat volné grupy a

pologrupy. Na tuto problematiku navazuje např. Sierpińského-Mazurkiewicz̊uv
paradox, který pojednává o existenci neprázdné paradoxńı podmnožiny R2.

Ačkoliv paradoxy zaj́ımaly matematiky odjakživa, popsaná problematika pa-
radoxńıch rozklad̊u se objevuje až ve 20. stolet́ı. Jedná se tedy o část matematiky
relativně mladou.
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Kapitola 1

Paradoxńı grupy a rozklady

Hlavńım tématem bakalářské práce je Banach-Tarského paradox. Jedná se o bi-
zarńı duplikaci koule v R3, která je provedena prostřednictv́ım transformaćı,
které zachovávaj́ı vzdálenosti. Jde o posunut́ı a rotace.

Konkrétně řečeno, Banach-Tarského paradox popisuje, že je možné jednotko-
vou kouli v R3 rozebrat na konečně mnoho část́ı, které

”
přeskládáme“ prostřednic-

tv́ım rotaćı a translaćı tak, že źıskáme kouli o dvojnásobném poloměru.
Pro vysvětleńı problematiky Banach-Tarského paradoxu je třeba formálně de-

finovat zmı́něnou duplikaci množiny; vhodný zp̊usob je pracovat s akcemi grupy.
Následuj́ıćı dva odstavce proto definuj́ı akci grupy na množině a paradoxńı

množinu.

Definice 1.1. Necht’ G je grupa a X je neprázdná množina. Akćı grupy G na
množině X rozumı́me operaci · : G×X → X takovou, že pro všechna g, h ∈ G
a pro všechna x ∈ X plat́ı:

g · (h · x) = (gh) · x,
1 · x = x,

kde 1 je jednotkový prvek G.

Dále budeme pro zjednodušeńı psát gx, resp. Gx, mı́sto g · x, resp. G · x.

Definice 1.2. Necht’ je dána akce grupy G na množině X. Předpokládejme,
že E ⊆ X. Řekneme, že E je G-paradoxńı, jestliže existuj́ı m,n ∈ N, po dvou
disjunktńı množiny A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ⊂ E a g1, . . . , gn, h1, . . . , hm ∈ G
takové, že E =

⋃n
i=1 giAi =

⋃m
j=1 hjBj.
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1.1 Volné neabelovské grupy a pologrupy

Jakákoliv grupa definuje akci na sobě prostřednictv́ım násobeńı zleva, to zna-
mená pro g, h ∈ G definujme g · h = g × h, kde × znač́ı operaci násobeńı na
grupě G. Vhodným př́ıkladem G-paradoxńı množiny je volná grupa G se dvěma
generátory s akćı na sobě prostřednictv́ım násobeńı zleva.

Definice 1.3. Je-li M podmnožina pologrupy S, potom S je volná pologrupa
s volnou báźı M , jestliže pro každou pologrupuH a pro každou funkci f : M → H
existuje právě jeden homomorfismus φ : S → H rozšǐruj́ıćı f .

Potom volnou pologrupou rozumı́me pologrupu, která má alespoň jednu vol-
nou bázi.

Definice 1.4. Je-li M podmnožina grupy G, potom G je volná grupa s volnou
báźı M , jestliže pro každou grupu H a pro každou funkci f : M → H existuje
právě jeden homomorfismus φ : G→ H rozšǐruj́ıćı f .

Potom volnou grupou rozumı́me grupu, která má alespoň jednu volnou bázi.

Necht’ X = {σ|σ ∈ X} a Y = {µ|µ ∈ Y } jsou nějaké neprázdné disjunktńı
množiny takové, že existuje bijekce X na Y , která každému prvku σ ∈ X jed-
noznačně přǐrad́ı prvek µ ∈ Y . Ten označ́ıme σ−1. Tedy X = {σ|σ ∈ X} a

Y = {σ−1|σ ∈ X}. Označme X̃ = X ∪ Y .

Prvky množiny X̃ budeme nazývat ṕısmena, pod pojmem slovo budeme ro-
zumět konečnou posloupnost ṕısmen, včetně prázdné posloupnosti. Tu budeme
nazývat prázdný řetězec a označovat 1. Potom můžeme definovat množinu W̃
tak, že W̃ = {σ1 . . . σn|σi ∈ X̃, i = 1, . . . , n, n ∈ N ∪ {0}}.

Necht’ σ1, . . . , σk, µ1, . . . , µl ∈ X̃, k, l ∈ N ∪ {0}. Potom σ1 . . . σk a µ1 . . . µl
jsou slova. Definujme asociativńı binárńı operaci skládáńı slov tak, že výsledkem
složeńı slov σ1 . . . σk a µ1 . . . µl je slovo σ1 . . . σkµ1 . . . µl. Tuto operaci budeme
nazývat spojeńı. Jednotkový prvek k binárńı operaci spojeńı je prázdný řetězec.

W̃ spolu s prázdným řetězcem a s asociativńı binárńı operaćı spojeńı tvoř́ı
pologrupu, kterou budeme dále označovat W̃ .

Dvojici prvk̊u σσ−1 nazveme sdružený pár; sdruženým párem je i dvojice
σ−1σ. Pokud ve slově již neexistuj́ı žádná dvě ṕısmena, která stoj́ı vedle sebe a
tvoř́ı sdružený pár, potom se jedná o slovo redukované. Abychom vytvořili z nere-
dukovaného slova slovo redukované, postupně odeb́ıráme ze slova sdružené páry.
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Protože slova maj́ı vždy konečný počet ṕısmen, proces odeb́ıráńı sdružených
pár̊u muśı být také konečný. Při tvorbě redukovaných slov nezálež́ı na pořad́ı
odeb́ıráńı sdružených pár̊u. Tato skutečnost plyne z [4, Věta 11.1].

Z popsaného postupu vyplývá, že redukované slovo je bud’ slovo prázdné,
nebo σk11 σ

k2
2 . . . σkll , kde σi ∈ X, ki ∈ {1,−1}, i ∈ {1, . . . , l} a žádná dvě σkii σ

ki+1

i+1 ,
i ∈ {1, . . . , l − 1}, netvoř́ı sdružený pár.

Mějme slovo w = σk11 σ
k2
2 . . . σknn . Podslovem slova w je bud’ prázdný řetězec

nebo slovo ve tvaru v = σkii . . . σ
kj
j , 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Inverzńım slovem ke slovu

w rozumı́me slovo w−1 = σ−knn . . . σ−k22 σ−k11 . Dvojici ww−1, resp. w−1w budeme
nazývat sdružená slova.

Délka slova σk11 σ
k2
2 . . . σknn je n, délka prázdného slova je 0.

Definujme ještě operaci spojeńı pro redukovaná slova. Pokud spojeńım slov
vznikne ve výsledném slově sdružený pár, je ze slova odebrán. Budou-li potom
stát vedle sebe daľśı dvě ṕısmena, která tvoř́ı sdružený pár, opět jsou ze slova
odebrána, dokud se nejedná o slovo redukované. Tento proces je opět konečný.

Necht’ w a u jsou redukovaná slova. Existuje-li podslovo v slova w tak, že
w = w′v, a současně v−1 je podslovo slova u takové, že u = v−1u′′, potom
w′u′′ je redukované slovo, pokud v je nejdeľśı možné podslovo s požadovanými
vlastnostmi. Tedy po odebráńı sdružených slov má redukované slovo př́ıslušné
ke slovu wu tvar w′u′′.

Nyńı můžeme definovat grupu W s binárńı asociativńı operaćı spojeńı pro
redukovaná slova, inverzńı operaćı −1 a jednotkovým prvkem 1. Nosičem grupy
W je množina všech redukovaných slov obsažených v množině W̃ .

Jakékoliv dvě (volné) báze dané grupy maj́ı stejnou mohutnost. Tu označujeme
jako stupeň volné grupy. Důkaz je možné naj́ıt v [4, Věta 11.4].

Tvrzeńı 1.1. Volné grupy stejného stupně jsou izomorfńı.

D̊ukaz. Označme F volnou grupu s báźı M a G volnou grupu s báźı N , dále necht’

f : M → N je bijekce. Protože se jedná o volnou grupu, tak lze f a f−1 rozš́ı̌rit
na homomorfismy h : F → G a h̃ : G → F . Potom zobrazeńı h̃h : F → F ,
resp. hh̃ : G → G lze restringovat na množiny M , resp. N , na kterých se se
jedná o identitu. Jelikož se jedná o volnou grupu, rozš́ı̌reńı na homomorfismus je
jednoznačně určené. Proto muśı platit hh̃ = idG a h̃h = idF a grupy F a G jsou
izomorfńı.

Nav́ıc zřejmě plat́ı, že jakákoliv grupa, která je izomorfńı volné grupě, je také
volná.
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Věta 1.2. Volná grupa F stupně 2 je F-paradoxńı, jestlǐze uvažujeme akci grupy
F na sobě pomoćı násobeńı zleva.

D̊ukaz. Předpokládejme, že σ, τ jsou volné generátory grupy F . Pro ρ ∈ {σ±1,
τ±1} definujme W (ρ) jako množinu takových prvk̊u (neboli redukovaných slov)
F , které zač́ınaj́ı vlevo ṕısmenem ρ a jsou složeny z ṕısmen σ, σ−1, τ , τ−1. Potom
F můžeme zapsat jako sjednoceńı

{1} ∪W (σ) ∪W (σ−1) ∪W (τ) ∪W (τ−1)

po dvou disjunktńıch množin. Nav́ıc plat́ı

F = W (σ) ∪ σW (σ−1) (1.1)

a
F = W (τ) ∪ τW (τ−1), (1.2)

protože slova v F mohou zač́ınat bud’ na σ, ta jsou obsažena v množině W (σ),
nebo na znak r̊uzný od σ, která jsou v množině σW (σ−1); přidáme-li totiž před
slova zač́ınaj́ıćı na σ−1 ṕısmeno σ, vznikne sdružený pár, který je ze slova od-
straněn, aby se stále jednalo o slovo redukované.

Potom pro h ∈ F\W (σ) plat́ı

σ−1h ∈ W (σ−1),

h = σ(σ−1h) ∈ σW (σ−1).

Nyńı položme A1 = W (σ), A2 = W (σ−1), B1 = W (τ), B2 = W (τ−1) a
g1 = 1, g2 = σ, h1 = 1 a h2 = τ . Podle (1.1) a (1.2) dostáváme

F = g1A1 ∪ g2A2

a
F = h1B1 ∪ h2B2,

tedy F je F -paradoxńı.

5



1.2 Libovolné bijekce

Pojem nekonečna vede ke zdánlivě paradoxńım konstrukćım; často se jedná o
operace, které změńı

”
velikost“ objektu, ačkoliv podle běžného lidského vńımáńı

by velikost měly zachovávat. Známým př́ıkladem této skutečnosti je Galileovo
pozorováńı, které ř́ıká, že množina celých kladných č́ısel může být vzájemně
jednoznačně přǐrazena množině druhých mocnin těchto č́ısel. Množina druhých
mocnin celých kladných č́ısel je vlastńı podmnožinou množiny celých kladných
č́ısel; přesto jsou mohutnosti těchto množin stejné.

Moderńı verźı Galileova pozorováńı je následuj́ıćı věta, která popisuje, jak je
jakákoliv nekonečná množina paradoxńı vzhledem ke grupě všech permutaćı na
této množině.

Věta 1.3. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(1) existuje bijekce X na X × {0, 1};

(2) X je paradoxńı vzhledem ke grupě S(X), což je grupa všech permutaćı na
X (bijekce X na X);

(3) X je nekonečná, nebo prázdná.

D̊ukaz. (2)⇒ (1): X je paradoxńı, tedy existuj́ı disjunktńı množiny A1, . . . , Am,
B1, . . . , Bn ⊂ X a g1, . . . , gm, h1, . . . , hn ∈ S(X) takové, že

X =
m⋃
i=1

giAi =
n⋃
j=1

hjBj.

Označme
A′1 = A1,

A′i = g−1i (giAi \
i−1⋃
k=1

gkAk), i = 2, . . . ,m,

B′1 = B1,

B′j = h−1j (hjBj \
j−1⋃
k=1

hkBk), j = 2, . . . , n,

a definujme
g′i = gi|A′i , i = 1, . . . ,m.
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Stejně definujme h′j, j = 1, . . . , n jako

h′j = hj|B′j , j = 1, . . . , n.

Zobrazeńı f z
⋃m
i=1A

′
i ∪
⋃n
j=1B

′
j do X × {0, 1} definujeme tak, že:

f |A′1 = g′1 × {0},
...

f |A′m = g′m × {0},
f |B′1 = h′1 × {1},

...

f |B′n = h′n × {1}.
Definice je korektńı, protože množiny A′1, . . . , A

′
m, B′1, . . . , B

′
n jsou po dvou

disjunktńı.
Definičńım oborem tohoto zobrazeńı je podmnožina X a oborem hodnot

je X × {0, 1}, protože
⋃m
i=1(g

′
i × {0})A′i = X × {0} a

⋃n
j=1(h

′
j × {1})B′j =

X × {1}. Zobrazeńı g′1, . . . , g
′
m, h

′
1, . . . , h

′
n jsou prostá na př́ıslušných množinách

A′1, . . . , A
′
m, B′1, . . . , B

′
n. Nav́ıc z konstrukce těchto množin plyne, že vezmeme-li

bod x ∈ A′i a bod y ∈ A′j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, i 6= j, potom jejich obrazy
muśı být r̊uzné; stejně tak pro body z množin B′i a B′j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,
i 6= j. Máme-li bod x ∈ A′i a y ∈ B′j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, tak obrazy opět
muśı být r̊uzné, protože dostáváme g′i(x)× {0} a h′j(y)× {1}. Tedy zobrazeńı f
je prosté.

Existuje inverzńı zobrazeńı k f , které prostě zobraźı X×{0, 1} do X. Potom
můžeme využ́ıt Cantor-Bernsteinovu větu, která ř́ıká, že existuje-li prosté zob-
razeńı množiny A do B a prosté zobrazeńı množiny B do A, pak existuje také
bijekce mezi těmito dvěma množinami (d̊ukaz je možné nalézt v [1, Kapitola I,
Věta 5.48]). Z toho plyne, že existuje bijekce X na X × {0, 1}.

(1) ⇒ (2): Existuje bijekce X na X × {0, 1}, označme ji Φ. Potom existuje
i inverzńı zobrazeńı Φ−1, Φ−1 : X × {0, 1} → X. Označme A = Φ−1(X × {0}),
B = Φ−1(X × {1}), A,B jsou podmnožiny X a plat́ı A ∪ B = X a A ∩ B = ∅.
Také muśı platit Φ(A) = X × {0}, Φ(B) = X × {1}.

Nyńı ještě označme

A1 = Φ−1(A× {0}),
A2 = A \ A1,
B1 = Φ−1(B × {1}),
B2 = B \B1.
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Necht’ π : X×{0, 1} → X je projekce, tzn. pro všechna x ∈ X plat́ı π(x, 0) =
x, resp. π(x, 1) = x.

Definujme následuj́ıćı zobrazeńı:

g1|A1 = π ◦ Φ|A1 ,

g2|A2 = π ◦ Φ|A2 ,

h1|B1 = π ◦ Φ|B1 ,

h2|B2 = π ◦ Φ|B2 .

Zobrazeńı g1, g2, h1, h2 dodefinujeme na celém X pomoćı bijekce mezi B∪A2

a B, resp. B ∪ A1 a B, resp. A ∪ B2 a A, resp. A ∪ B1 a A. Ukážeme, že
bijekce ψ : B ∪ A2 → B existuje. Vı́me, že plat́ı Φ−1(X × {1}) = B, kde Φ−1 je
prosté zobrazeńı. Vezmeme-li v úvahu jen podmnožinu (B∪A2)×{1}, dostáváme
Φ−1((B∪A2)×{1}) ⊂ B. Potom plat́ı, že B∪A2 je subvalentńı B, a triviálně také
B je subvalentńı B ∪A2, protože jde o vlastńı podmnožinu. Muśı tedy existovat
bijekce ψ : B∪A2 → B podle Cantor-Bernsteinovy věty (viz [1, Kapitola I, Věta
5.48]). Potom g1 definujeme jako:

g1|A1 = π ◦ Φ|A1 ,

g1|B∪A2 = ψ.

Zobrazeńı g2, h1 a h2 dodefinujeme obdobně.
Potom plat́ı

g1A1 ∪ g2A2 = A ∪B = X

a
h1B1 ∪ h2B2 = A ∪B = X.

Z toho plyne, že X je paradoxńı.
(1) ⇒ (3): Tvrzeńı je zřejmé.
(3) ⇒ (1): Jde o d̊usledek axiomu výběru, viz [1, Kapitola I, Př́ıklady 7.15].
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1.3 Spočetně paradoxńı množiny

V Definici 1.2 jsme definovali paradoxńı množinu s využit́ım konečně mnoha
disjunktńıch podmnožin. Nyńı zavedeme pojem, který se týká spočetně mnoha
podmnožin.

Definice 1.5. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X. Předpokládej-
me, že E ⊆ X. Řekneme, že E je spočetně G-paradoxńı, jestliže existuj́ı po dvou
disjunktńı množiny A1, A2, . . . , B1, B2, . . . podmnožiny E a gi, hj ∈ G, i, j ∈ N
takové, že plat́ı E =

⋃∞
i=1 giAi =

⋃∞
j=1 hjBj.

Pro následuj́ıćı větu je třeba zavést značeńı. Necht’ S1 označuje jednotkovou
kružnici v R2 a SO2 grupu rotaćı na kružnici.

Věta 1.4. S1 je spočetně SO2-paradoxńı.

D̊ukaz. Necht’ M je výběrová množina z tř́ıd ekvivalence relace na S1; ekviva-
lence je dána následuj́ıćım zp̊usobem: dva body jsou ekvivalentńı, můžeme-li
jeden zobrazit na druhý prostřednictv́ım rotace okolo počátku o úhel rovný ra-
cionálńımu násobku 2π. Racionálńı č́ısla jsou spočetná, tedy tyto rotace mohou
být oč́ıslovány přirozenými č́ısly - {ρi|i ∈ N}. Necht’ Mi = ρi(M). Potom plat́ı, že
{ρi(M)|i ∈ N} = S1, tedy {Mi|i ∈ N} je rozklad S1. Protože každé dvě množiny
Mi lze převést prostřednictv́ım rotaćı jednu na druhou, tak {Mi|i sudé} mohou
být zobrazeny tak, aby pokryly celé S1. Totéž plat́ı o {Mi|i liché}, takže množina
S1 je spočetně paradoxńı.

Důsledek 1.5. Označuje-li G grupu translaćı modulo 1 na intervalu [0, 1), potom
[0, 1) je spočetně G-paradoxńı.

D̊ukaz. Vezmeme bijekci, která matici(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
reprezentuj́ıćı rotaci o úhel θ ∈ [0, 2π) přǐrad́ı θ

2π
∈ [0, 1).
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Skládáńı rotaćı provád́ıme prostřednictv́ım součinu matic, které rotace repre-
zentuj́ı, kdežto při skládáńı translaćı se využ́ıvá součtu. Mějme dvě rotace o úhly
θ, ω reprezentované maticemi (

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
a (

cosω − sinω
sinω cosω

)
.

Násobeńım matic zřejmě dostaneme

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
·
(

cosω − sinω
sinω cosω

)
=

(
cos(θ + ω) − sin(θ + ω)
sin(θ + ω) cos(θ + ω)

)
,

což je popsanou bijekćı převedeno na (θ+ω)mod2π
2π

, tedy tato bijekce indukuje izo-
morfismus SO2 na G.

Odtud a z Věty 1.4 již snadno plyne tvrzeńı d̊usledku.

Sierpińského-Mazurkiewicz̊uv paradox ř́ıká, že v R2 existuje neprázdná para-
doxńı podmnožina vzhledem ke grupě izometríı. Toto tvrzeńı je d̊usledkem Vět
1.6 a 1.7.

Pro potřeby Věty 1.6 je třeba vźıt v úvahu následuj́ıćı poznámku. Necht’

X je neprázdná množina a G je grupa, jej́ımiž prvky jsou bijekce z X do X.
Mějme σ1, . . . , σn ∈ G, n ∈ N. Na slovo w = σk11 σ

k2
2 . . . σknn , kde ki ∈ {1,−1},

i = 1, . . . , n, je nyńı možné nahĺıžet ze dvou r̊uzných úhl̊u pohledu. Za prvé je
w posloupnost ṕısmen σk11 , σ

k2
2 , . . . , σ

kn
n . Za druhé, pokud se na σkii , i = 1, . . . , n,

d́ıváme jako na zobrazeńı, tak potom i na slovo w lze pohĺıžet jako na zobrazeńı
definované předpisem w = σk11 ◦ σk22 ◦ . . . ◦ σknn .

Věta 1.6. Necht’ G2 je grupa izometríı v rovině. Potom existuj́ı izometrie τ a ρ
∈ G2 takové, že pologrupa S generovaná τ a ρ splňuje:

(i) jestlǐze w1, resp. w2 ∈ S je redukované slovo sestávaj́ıćı z ṕısmen τ a ρ
zač́ınaj́ıćı na τ , resp. ρ, tak w1(0) 6= w2(0), kde 0 je počátek v R2;

(ii) S je volná pologrupa.
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D̊ukaz. (i) Pro zjednodušeńı d̊ukazu ztotožńıme R2 s komplexńı rovinou. Zvol-
me θ tak, že u = eiθ je transcendentńı komplexńı č́ıslo. Existuje pouze spočetně
mnoho algebraických (tzn. netranscendentńıch komplexńıch) č́ısel na jednot-
kovém kruhu, takže takové θ existuje. Netranscendentńı komplexńı č́ısla jsou
kořeny polynomů s racionálńımi koeficienty. Racionálńıch č́ısel je spočetně mnoho
a každý polynom má konečně mnoho kořen̊u. Z toho plyne, že algebraických
č́ısel je také spočetně mnoho, protože se jedná o spočetné sjednoceńı spočetných
množin.

Necht’ τ označuje translaci τ(z) = z + 1 a necht’ ρ znač́ı rotaci ρ(z) = uz.
Potřebujeme dokázat, že τ a ρ splňuj́ı podmı́nku w1(0) 6= w2(0).

Mějme w1, resp. w2 ∈ S slova zač́ınaj́ıćı na τ , resp. ρ, taková, že plat́ı w1(0) =
w2(0). Ovšem w1 a w2 jsou r̊uzná slova. Předpokládejme, že w1 = τ j1ρj2 ...τ jm

a w2 = ρk1τ k2 ...τ kl , kde τ k = τ . . . τ︸ ︷︷ ︸
k×

, ρk = ρ . . . ρ︸ ︷︷ ︸
k×

, m, l ≥ 1 a j1, ..., jm, k1, ..., kl

∈ N. Vı́me, že ρ(0) = 0, tedy předpokládáme, že obě slova konč́ı na mocninu τ .
Potom

w1(0) = j1 + j3u
j2 + j5u

j2+j4 + ...+ jmu
j2+j4+...+jm−1 ,

w2(0) = k2u
k1 + k4u

k1+k3 + ...+ klu
k1+k3+...+kl−1 .

Jestliže w1(0) = w2(0), tak tyto výrazy můžeme odeč́ıst a źıskáme nekon-
stantńı polynom s celoč́ıselnými koeficienty, jehož kořenem je eiθ. To je ve sporu
s volbou θ.

(ii) Nyńı chceme ukázat, že z podmı́nky v (i) plyne, že pologrupa je volná.
Mějme zobrazeńı f : M → H, kde M = {τ, ρ} a H je libovolná pologrupa.

Chceme ukázat, že f lze jednoznačně rozš́ı̌rit na homomorfismus φ : S → H.
Necht’ w ∈ S, tedy w je ve tvaru τ k1ρk2 . . . τ km−1ρkm , k1, . . . km ∈ N∪{0}, m ∈

N. Definujme zobrazeńı φ : S → H tak, že φ|M = f , to znamená φ(τ) = f(τ),
φ(ρ) = f(ρ). Potom φ(w) = (φ(τ))k1(φ(ρ))k2 . . . (φ(τ))km−1(φ(ρ))km . Aby bylo
zobrazeńı definováno korektně, je třeba ukázat, že vyjádřeńı w je jednoznačné.

Předpokládejme, že
w1 = τ k1ρk2 . . . τ km−1ρkm

a
w2 = τ l1ρl2 . . . τ ln−1ρln ,

m, n ∈ N, k1, km, l1, ln ∈ N ∪ {0}, k2, . . . , km−1, l2, . . . , ln−1 ∈ N, jsou r̊uzná
vyjádřeńı slova w. Nejprve budeme předpokládat, že jedno slovo je iniciálńı část́ı
druhého, tedy lze psát w2 = w1w

′ nebo w1 = w2w
′. Potom w′ je identita, ale

nejedná se o prázdný řetězec. Budeme se věnovat variantě w1 = w2w
′, tedy
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w′ = τ kjρkj+1 . . . τ km−1ρkm , nebo w′ = ρkjτ kj+1 . . . τ km−1ρkm . V př́ıpadě, že w′ =
τ kj . . . ρkm , plat́ı w′ρ(0) = ρ(0), což je spor s předpokladem, protože slovo w′ρ
zač́ıná na τ . Pokud w′ = ρkj . . . ρkm , tak w′τ(0) = τ(0), což je také spor.

V př́ıpadě, že se nejedná o iniciálńı část, rozlǐsujeme několik daľśıch př́ıpad̊u.
Pokud k1 = 0 a l1 6= 0, tak w1 = ρk2 . . . τ km−1ρkm a w2 = τ l1ρl2 . . . τ ln−1ρln .
Vid́ıme, že w1 zač́ıná na ρ a w2 na τ . Potom ale muśı platit w1(0) 6= w2(0), což
je spor.

Př́ıpad, kdy l1 = 0 a k1 6= 0 lze přivést ke sporu obdobně.
Nyńı mějme k1 6= 0, l1 6= 0, nebo k1 = 0, l1 = 0. Necht’ j je prvńı přirozené

č́ıslo takové, že lj 6= kj. Potom zřejmě

τ k1ρk2 . . . τ kj−1 = τ l1ρl2 . . . τ lj−1

nebo
τ k1ρk2 . . . ρkj−1 = τ l1ρl2 . . . ρlj−1 .

Budeme se věnovat variantě, kdy τ k1ρk2 . . . τ kj−1 = τ l1ρl2 . . . τ lj−1 . Označme

w′1 = ρkjτ kj+1 . . . ρkm

a
w′2 = ρljτ lj+1 . . . ρln ,

tedy plat́ı

w1 = τ k1ρk2 . . . τ kj−1w′1

a
w2 = τ l1ρl2 . . . τ lj−1w′2.

Předpokládejme, že kj > lj. Pak lze psát

w′1 = ρljρkj−ljτ kj+1 . . . τ km−1ρkm

a
w′2 = ρljτ lj+1 . . . τ ln−1ρln .

Položme
w′′1 = ρkj−ljτ kj+1 . . . τ km−1ρkm

a
w′′2 = τ lj+1 . . . τ ln−1ρln ,
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tedy máme w′1 = ρljw′′1 a w′2 = ρljw′′2 . Stejně jako v předchoźım př́ıpadě dostáváme
spor, protože w′′1 zač́ıná na ρ a w′′2 na τ .

Zbývá ukázat jednoznačnost rozš́ı̌reńı na homomorfismus. Necht’ máme φ :
S → H, φ|M = f , a ψ : S → H, ψ|M = f . Předpokládejme, že existuje w =
τ k1ρk2 . . . τ km−1ρkm tak, že φ(w) 6= ψ(w). Muśı tedy platit

(φ(τ))k1(φ(ρ))k2 . . . (φ(τ))km−1(φ(ρ))km 6= (ψ(τ))k1(ψ(ρ))k2 . . . (ψ(τ))km−1(ψ(ρ))km ,

a tedy

(f(τ))k1(f(ρ))k2 . . . (f(τ))km−1(f(ρ))km 6= (f(τ))k1(f(ρ))k2 . . . (f(τ))km−1(f(ρ))km ,

což je spor.
Homomorfismus je určený jednoznačně a S je volná pologrupa.

Věta 1.7. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X. Necht’ existuje
nějaké x ∈ X a necht’ G obsahuje τ , ρ takové, že pro jakákoliv dvě slova w1, w2

složená z τ , ρ, z nichž jedno zač́ıná na τ a druhé na ρ, plat́ı w1(x) 6= w2(x).
Potom existuje neprázdná G-paradoxńı podmnožina X.

D̊ukaz. Necht’ S je podpologrupa grupy G generovaná τ , ρ a E je S-orbita x,
tj. E = Sx = {gx|g ∈ S}. Potom τ(E) ⊆ E, ρ(E) ⊆ E. Podle předpokladu
τu1(x) 6= ρu2(x) pro jakákoliv u1, u2 ∈ S. Plat́ı τ(E) ∩ ρ(E) = ∅.

Zřejmě τ−1(τE) = E a ρ−1(ρE) = E, tedy E je paradoxńı.

Jak již bylo řečeno, Věta 1.6 a Věta 1.7 dokazuj́ı Sierpiński-Mazurkiewicz̊uv
paradox, tedy že v R2 existuje neprázdná paradoxńı podmnožina vzhledem ke
grupě izometríı. Z Věty 1.6 plyne, že je-li G2 grupa izometríı v rovině a S je jej́ı
volná podpologrupa, potom G2 obsahuje τ a ρ takové, že pro jakákoliv dvě slova
w1, w2 složená z τ , ρ, z nichž jedno zač́ıná na τ a druhé na ρ, plat́ı w1(0) 6= w2(0),
0 ∈ R2. T́ım jsou splněny podmı́nky Věty 1.7 a tedy existuje neprázdná G2-
paradoxńı podmnožina R2.

Zmı́něné konstrukce byly základem pro geometrické paradoxy. Ačkoliv ve
Větách 1.6 a 1.7 se pracuje s pojmem pologrupy, častěji je třeba uvažovat grupu.
Analogíı Věty 1.7 je skutečnost, že paradoxńı dekompozici grupy lze převést na
akci grupy bez netriviálńıch pevných bod̊u; to znamená, je-li grupa paradoxńı
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a je dána jej́ı akce na množině X bez netriviálńıch pevných bod̊u, potom je i
množina X paradoxńı.

Definice 1.6. Necht’ G je grupa a X množina. Pak akce grupy G na množině
X je bez netriviálńıch pevných bod̊u, pokud pro všechna g ∈ G plat́ı: je-li g 6= 1,
pak gx 6= x pro všechna x ∈ X.

Tvrzeńı 1.8. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X bez ne-
triviálńıch pevných bod̊u. Necht’ G je G-paradoxńı vzhledem k akci na sobě pro-
střednictv́ım násobeńı zleva. Potom X je G-paradoxńı.

D̊ukaz. Necht’ G je grupa, Ai, Bj ⊆ G, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, jsou po dvou
disjunktńı množiny, gi, hj ∈ G a G =

⋃n
i=1 giAi =

⋃m
j=1 hjBj. Pomoćı axiomu

výběru nalezneme množinu M tak, že obsahuje jeden prvek z každé G-orbity v X.
Potom {gM |g ∈ G} je rozklad X. Pro všechna i, j, i 6= j, totiž plat́ı, že množiny
giM a gjM jsou disjunktńı, což plyne z neexistence netriviálńıch pevných bod̊u
akce grupy G. Pokud by totiž giM ∩ gjM 6= ∅, pak existuje x ∈ giM ∩ gjM ,
tedy můžeme psát x = gim = gjm

′. Potom plat́ı m = g−1i gjm
′, takže m a m′

muśı ležet ve stejné orbitě. Tedy m = m′, protože množina M obsahuje z každé
G-orbity právě jeden prvek.

Pak g−1i gjm = g−1i x = g−1i gim = m, tedy g−1i gj = 1. Z toho plyne, že gi = gj,
což je spor s naš́ım předpokladem.

Nyńı označme

A∗i =
⋃
{gM |g ∈ Ai},

B∗j =
⋃
{gM |g ∈ Bj}.

Potom {A∗i |i ∈ {1, . . . , n}} ∪ {B∗j |j ∈ {1, . . . ,m}} je po dvou disjunktńı systém
podmnožin X, protože {Ai|i ∈ {1, . . . , n}} ∪ {Bj|j ∈ {1, . . . ,m}} je po dvou
disjunktńı systém a akce grupy G na množině X je bez netriviálńıch pevných
bod̊u. Jelikož plat́ı G =

⋃n
i=1 giAi, G =

⋃m
j=1 hjBj, pak plat́ı i X =

⋃n
i=1 giA

∗
i ,

X =
⋃m
j=1 hjB

∗
j , tedy X je G-paradoxńı.
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Kapitola 2

Duplikace sféry

2.1 Ekvirozložitelnost

Pro potřeby následuj́ıćı věty je třeba definovat nezávislou množinu.

Definice 2.1. Necht’ G je grupa a S je podmnožina G. Potom S je nezávislá,
jestliže se jedná o volnou množinu generátor̊u generuj́ıćı nějakou podgrupu H
grupy G.

Věta 2.1. Existuj́ı dvě nezávislé rotace Φ a ρ okolo os procházej́ıćıch počátkem
v R3 takové, že generuj́ı volnou podgrupu stupně 2 grupy SO3.

D̊ukaz. Necht’ Φ je rotace okolo osy z proti směru hodinových ručiček a ρ je
rotace okolo osy x také proti směru hodinových ručiček, obě o úhel arccos 1

3
.

Přesněji:

Φ =

 1
3
−2
√
2

3
0

2
√
2

3
1
3

0
0 0 1

 ,

Φ−1 =

 1
3

2
√
2

3
0

−2
√
2

3
1
3

0
0 0 1


a

ρ =

 1 0 0

0 1
3
−2
√
2

3

0 2
√
2

3
1
3

 ,
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ρ−1 =

 1 0 0

0 1
3

2
√
2

3

0 −2
√
2

3
1
3

 .

Ukážeme, že neexistuje netriviálńı redukované slovo složené z Φ±1 a ρ±1 ta-
kové, jehož odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı dává identitu.

Protože plat́ı

ρ±1(1, 0, 0) =

 1 0 0

0 1
3

∓2
√
2

3

0 ±2
√
2

3
1
3

 1
0
0

 = (1, 0, 0) ,

omeźıme se na př́ıpady, kdy slova konč́ı na Φ±1. Předpokládáme-li totiž, že w je
slovo ve tvaru w′ρ±1, potom nutně w(1, 0, 0) = w′(1, 0, 0).

Necht’ tedy w je slovo konč́ıćı na Φ±1 a pro spor předpokládejme, že jeho
odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı dává identitu. Chceme ukázat, že pro všechna taková

slova plat́ı w(1, 0, 0) = (a,b
√
2,c)

3k
, kde a, b, c ∈ Z a b neńı dělitelné třemi. To

dokážeme indukćı podle délky slova w.
Necht’ délka slova w je jedna. Potom plat́ı w = Φ±1 a dostáváme

w(1, 0, 0) =

 1
3

∓2
√
2

3
0

±2
√
2

3
1
3

0
0 0 1

 1
0
0

 =

(
1

3
,
±2
√

2

3
, 0

)
.

Dále necht’ w = Φ±1w′ nebo w = ρ±1w′, kde w′(1, 0, 0) = (a′,b′
√
2,c′)

3k−1 , a′, b′,
c′ ∈ Z a b′ neńı dělitelné třemi. Potom plat́ı:

w(1, 0, 0) = Φ±1w′(1, 0, 0) = Φ±1

 a′

b′
√

2
c′

 1

3k−1
=

=

 1
3

∓2
√
2

3
0

±2
√
2

3
1
3

0
0 0 1

 a′

b′
√

2
c′

 1

3k−1
=

1

3k−1

(
a′

3
∓ 4b′

3
,±2
√

2a′

3
+
b′
√

2

3
, c′

)
=

=

(
a′ ∓ 4b′

3k
,
±2
√

2a′ + b′
√

2

3k
,
c′

3k−1

)
=

(a, b
√

2, c)

3k
.

Odtud máme
a = a′ ∓ 4b′,
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b = ±2a′ + b′,

c = 3c′.

Pokud w = ρ±1w′, analogickým postupem dostáváme

a = 3a′,

b = b′ ∓ 2c′,

c = c′ ± 4b′,

a, b, c ∈ Z.
Zbývá dokázat, že b nemůže být dělitelné třemi. Necht’ v je libovolné re-

dukované slovo, může se jednat i o identitu. Potřebujeme ukázat, že v žádném
z př́ıpad̊u Φ±1Φ±1v(1, 0, 0), Φ±1ρ±1v(1, 0, 0), ρ±1Φ±1v(1, 0, 0), Φ∓1ρ±1v(1, 0, 0),
ρ∓1Φ±1v(1, 0, 0) a ρ±1ρ±1v(1, 0, 0) nemůže být b dělitelné třemi.

Jak jsme vysvětlili výše, předpokládáme, že slova konč́ı na Φ±1. Vı́me, že pro

w = Φ±1 máme w(1, 0, 0) = (1,±2
√
2,0)

3
, a současně, že pro všechna redukovaná

slova w složená z Φ±1 a ρ±1 plat́ı w(1, 0, 0) = (a,b
√
2,c)

3k
. Dále budeme pracovat

právě s trojicemi (a, b, c).
Předpokládejme, že délka slova w je n > 1. Podle indukčńıho předpokladu

plat́ı, že pro slova délky n− 1 neńı b dělitelné třemi.
Z př́ıpad̊u vyjmenovaných výše se budeme věnovat variantám Φρv(1, 0, 0),

ΦΦv(1, 0, 0) a ρρv(1, 0, 0).
(1) Necht’ w = Φρv. Potom označme (a′′, b′′, c′′) trojici odpov́ıdaj́ıćı v(1, 0, 0),

(a′, b′, c′) trojici odpov́ıdaj́ıćı ρv(1, 0, 0) a (a, b, c) trojici odpov́ıdaj́ıćı Φρv(1, 0, 0).
Ze vztah̊u uvedených v předchoźı části plyne a′ = 3a′′ a b = 2a′ + b′. Odtud
dostáváme b = 6a′′ + b′ a pokud b′ neńı dělitelné třemi, tak ani b neńı dělitelné
třemi.

(2) Necht’ w = ΦΦv. Zaved’me obdobné značeńı jako v předchoźı části, tedy
(a′′, b′′, c′′) odpov́ıdá v(1, 0, 0), (a′, b′, c′) odpov́ıdá Φv(1, 0, 0) a (a, b, c) odpov́ıdá
ΦΦv(1, 0, 0). Potom plat́ı a′ = a′′ − 4b′′, b′ = 2a′′ + b′′ a b = 2a′ + b′ = 2(a′′ −
4b′′)+b′ = 2a′′−8b′′+b′ = 2a′′−8b′′+b′+b′′−b′′ = 2a′′ + b′′︸ ︷︷ ︸

b′

+b′−9b′′ = 2b′−9b′′.

Opět plat́ı, že pokud b′ neńı dělitelné třemi, tak ani b neńı dělitelné třemi.
(3) Necht’ w = ρρv. Opět necht’ se trojice (a′′, b′′, c′′) vztahuje k v(1, 0, 0),

trojice (a′, b′, c′) k ρv(1, 0, 0) a trojice (a, b, c) k ρρv(1, 0, 0). Potom plat́ı b′ =
b′′−2c′′, c′ = c′′+4b′′ a odtud b = b′−2c′ = b′−2(c′′+4b′′) = b′−2c′′−8b′′−b′′+b′′ =
b′−9b′′+b′′ − 2c′′︸ ︷︷ ︸

b′

= 2b′−9b′′. Pokud b′ neńı dělitelné třemi, pak ani b neńı dělitelné

třemi.
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Ostatńı př́ıpady je možné provést analogicky. V př́ıpadě inverźı se na př́ısluš-
ných mı́stech změńı znaménka.

Věta 2.2 (Hausdorff̊uv paradox). Existuje spočetná množina D ⊂ S2 taková,
že S2 \D je SO3-paradoxńı.

D̊ukaz. Necht’ SO3 je grupa rotaćı na sféře S2. Rotace Φ a ρ, kde

Φ =

 1
3
−2
√
2

3
0

2
√
2

3
1
3

0
0 0 1


a

ρ =

 1 0 0

0 1
3
−2
√
2

3

0 2
√
2

3
1
3

 ,

generuj́ı podle předchoźı věty volnou grupu H stupně 2. Jej́ı akce na S2 má
netriviálńı pevné body, nebot’ každá netriviálńı rotace má právě dva pevné
body. Protože H je spočetná, máme spočetně mnoho netriviálńıch pevných bod̊u.
Takto źıskanou množinu netriviálńıch pevných bod̊u označme C. Položme D =
{h(C)|h ∈ H}. Množina D je spočetná, nebot’ C a H jsou spočetné.

Akce grupy H na S2 \D je dobře definovaná a nemá netriviálńı pevné body.
Množina S2 \ D je H-paradoxńı podle Věty 1.2 a Tvrzeńı 1.8, a tedy i SO3-
paradoxńı.

Definice 2.2. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X. Necht’ A,
B ⊆ X. Řekneme, že A a B jsou G-ekvirozložitelné, jestliže A a B mohou být
rozděleny na stejný (konečný) počet část́ı A1, . . . , An a B1, . . . , Bn, pro které
plat́ı

A =
n⋃
i=1

Ai,

B =
n⋃
i=1

Bi,

kde Ai ∩ Aj = ∅ = Bi ∩ Bj, i < j ≤ n, a existuj́ı g1, . . . , gn ∈ G takové, že pro
každé i ≤ n plat́ı giAi = Bi.
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Skutečnost, že množiny A a B jsou G-ekvirozložitelné, budeme značit A ∼G
B.

V následuj́ıćıch větách budeme použ́ıvat označeńı � ve smyslu ekvirozložitel-
nosti. Tedy A � B znamená, že A je G-ekvirozložitelné s podmnožinou množiny
B.

Věta 2.3 (Banach-Schröder-Bernsteinova). Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce
na množině X. Necht’ A, B ⊆ X. Jestlǐze A � B a B � A, potom A ∼G B.

D̊ukaz. Relace ∼G splňuje následuj́ıćı dvě podmı́nky:
(1) Jestliže A ∼G B, potom existuje bijekce g : A→ B taková, že pro všechny

množiny C ⊆ A plat́ı C ∼G g(C);

Protože plat́ı A ∼G B, tak existuj́ı A1, . . . , An ⊂ A, B1, . . . , Bn ⊂ B takové,
že A =

⋃n
i=1Ai, B =

⋃n
i=1Bi, kde Ai ∩ Aj = ∅ = Bi ∩ Bj, i < j ≤ n, a existuj́ı

g1, . . . , gn ∈ G takové, že pro každé i ≤ n plat́ı giAi = Bi. Necht’ g : X → X je
zobrazeńı takové, pro které plat́ı g(x) = gix, pokud x ∈ Ai, i = 1, . . . , n.

Nyńı ukážeme, že takto definované zobrazeńı je bijekce.
Mějme x, y ∈ A. Potom pokud plat́ı g(x) = g(y), tak existuje nějaký prvek

gi ∈ G, i ∈ {1, . . . , n}, takový, že gix = giy. Prvky x i y muśı být z množiny
Ai, protože pokud by x ∈ Ai a y ∈ Aj, i 6= j, tak gix ∈ Bi a gjy ∈ Bj, ale
Bi ∩Bj = ∅, tedy nemůže platit gix = gjy. Odtud máme, že i = j.

Jelikož gi ∈ G, tak existuje inverzńı prvek g−1i a muśı platit g−1i gix = g−1i giy
a odtud x = y. Zobrazeńı g je tedy prosté.

Vı́me, že plat́ı giAi = Bi, i = 1, . . . , n,
⋃n
i=1Ai = A,

⋃n
i=1Bi = B. Tedy lze

psát g(Ai) = Bi pro i = 1, . . . , n a g(A) = B, což znamená, že zobrazeńı g je na.
T́ım jsme dokázali, že g je bijekce.
Necht’ C ⊂ A. Potom plat́ı, že C =

⋃n
j=1A

′
j, kde A′j ⊂ Aj, j = 1, . . . , n.

Odtud plyne, že g(C) ⊂ B, a tedy C ∼G g(C).

(2) Jestliže pro A1, A2 ⊆ A a B1, B2 ⊆ B plat́ı A1 ∩ A2 = ∅ = B1 ∩ B2 a
současně plat́ı A1 ∼G B1 a A2 ∼G B2, potom A1 ∪ A2 ∼G B1 ∪B2.

A1 ∼G B1 znamená, že existuje m1 ∈ N takové, že A1 =
⋃m1

i=1A1,i, B1 =⋃m1

i=1B1,i a zároveň existuj́ı h1,1, . . . , h1,m1 ∈ G takové, že h1,iA1,i = B1,i. Analo-
gicky pro A2 ∼G B2 existuje m2 ∈ N takové, že A2 =

⋃m2

i=1A2,i, B2 =
⋃m2

i=1B2,i

a zároveň existuj́ı h2,1, . . . , h2,m2 ∈ G takové, že h2,iA2,i = B2,i. Nav́ıc plat́ı, že
A1,i, i = 1, . . . ,m1, jsou po dvou disjunktńı, stejně tak A2,i, i = 1, . . . ,m2, B1,i,
i = 1, . . . ,m1, a B2,i, i = 1, . . . ,m2. Protože A1∩A2 = ∅ = B1∩B2, jsou po dvou
disjunktńı i A1,1, . . . , A1,m1 , A2,1, . . . , A2,m2 , resp. B1,1, . . . , B1,m1 , B2,1, . . . , B2,m2 .
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Máme

A1 ∪ A2 =

m1⋃
i=1

A1,i ∪
m2⋃
i=1

A2,i,

B1 ∪B2 =

m1⋃
i=1

B1,i ∪
m2⋃
i=1

B2,i,

B1,i = h1,iA1,i, i = 1, . . . ,m1,

B2,i = h2,iA2,i, i = 1, . . . ,m2.

Tedy A1 ∪ A2 ∼G B1 ∪B2.

Necht’ f : A→ B1 a g : A1 → B jsou bijekce takové, že pro všechny množiny
C ⊆ A plat́ı C ∼G f(C) a pro všechny množiny D ⊆ A1 plat́ı D ∼G g(D).
Definujme C0 = A \A1 a dále indukćı Cn+1 = g−1 ◦ f(Cn). Necht’ C =

⋃∞
n=0Cn.

Můžeme psát:

g(
∞⋃
n=0

Cn+1) = g(
∞⋃
n=0

g−1 ◦ f(Cn)),

∞⋃
n=0

g(Cn+1) =
∞⋃
n=0

g ◦ g−1 ◦ f(Cn),

∞⋃
n=0

g(Cn+1) =
∞⋃
n=0

f(Cn).

Potom plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

f(C) = f(
∞⋃
n=0

Cn) =
∞⋃
n=0

f(Cn) =
∞⋃
n=0

g(Cn+1) = g(
∞⋃
n=0

Cn+1) = g(C \ C0).

Když x ∈ A \ C, tak to znamená, že x ∈ A1. Potom z předchoźıho plyne, že
g(x) 6∈ f(C), tedy g(x) ∈ B \ f(C). To znamená, že g(A \ C) ⊆ B \ f(C).

Opačnou inkluzi dokážeme následovně. Necht’ y ∈ B \ f(C). To znamená, že
y ∈ B \g(C \C0). Protože B = g(A1), dostáváme y ∈ g(A1)\g(C \C0) = g(A1 \
(C \C0)) = g(A \C). Posledńı rovnost plyne z rovnosti A = A1 ∪C0. Tedy plat́ı
B\f(C) ⊆ g(A\C) a odtud g(A\C) = B\f(C) a A\C ∼G B\f(C). Protože plat́ı
C ∼G f(C), potom podle podmı́nky (2) máme (A\C)∪C ∼G (B\f(C))∪f(C),
tedy A ∼G B.
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Banach-Schröder-Bernsteinova věta zásadně zjednodušuje ověřeńı ekvirozlo-
žitelnosti. Předpokládejme, že E ⊂ X je G-paradoxńı, necht’ A, B jsou disjunktńı
podmnožiny E takové, že plat́ı A ∼G E ∼G B. Potom plat́ı E ∼G B ⊆ E \A ⊆
E. Tedy z Banach-Schröder-Bernsteinovy věty vyplývá, že E \ A ∼G E.

Tento fakt dokazuje následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 2.4. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X. Množina
E ⊂ X je G-paradoxńı právě tehdy, když existuj́ı disjunktńı množiny A, B ⊆ E
takové, že A ∼G E ∼G B.

Pozorováńı 2.5. Necht’ G je grupa a je dána jej́ı akce na množině X. Necht’ E
a E ′ jsou G-ekvirozložitelné podmnožiny X. Jestlǐze E je G-paradoxńı, potom i
E ′ je G-paradoxńı.

2.2 Banach-Tarského paradox

V předchoźı části práce bylo ukázáno, že volné grupy stupně dva zp̊usobuj́ı pa-
radoxy, jestliže je dána jejich akce na nějaké množině bez netriviálńıch pevných
bod̊u. Neméně d̊uležité jsou situace, kdy je množina obsahuj́ıćı pevné body
ekvirozložitelná s množinou bez těchto pevných bod̊u. Tato skutečnost vede
k Banach-Tarského paradoxu.

Věta 2.6. Je-li D spočetná podmnožina S2, potom S2 a S2 \ D jsou SO3-
ekvirozložitelné.

D̊ukaz. Necht’ ρ je rotace sféry S2 taková, že množiny D, ρ(D), ρ2(D), . . .
jsou po dvou disjunktńı. Ukážeme, že taková rotace existuje. Necht’ l je př́ımka
procházej́ıćı počátkem, disjunktńı s množinou D. Dále necht’ A je množina úhl̊u
θ takových, že pro každé θ ∈ A existuje nějaké n ∈ N a P ∈ D takové, že
bude-li ρ̃ rotace kolem l o úhel nθ (vždy ve stejném smyslu rotace), tak ρ̃(P )
nálež́ı opět do množiny D. Protože množina D je spočetná a rotace ρ̃ může být
o θ, 2θ, 3θ, . . ., tedy jedná se opět o spočetně mnoho variant, tak muśı existovat
úhel ϕ, který nelež́ı v A. Necht’ ρ je rotace okolo př́ımky l o úhel ϕ. Potom
ρn(D) ∩ D = ∅ pro n > 0, z čehož plyne, že za podmı́nky 0 ≤ m < n plat́ı

ρn−m(D) ∩ D = ∅, tedy ρn(D) ∩ ρm(D) = ∅. Označme D̃ =
⋃∞
n=0 ρ

n(D). Po-

tom lze psát S2 = D̃ ∪ (S2 \ D̃) ∼SO3 ρ(D̃) ∪ (S2 \ D̃) = S2 \ D, tedy plat́ı
S2 ∼SO3 S

2 \D.
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Věta 2.7 (Banach-Tarského). (i) Sféra S2 je SO3-paradoxńı, stejně tak je pa-
radoxńı jakákoliv sféra se středem v počátku.

(ii) Jsou-li A a B omezené podmnožiny R3 s neprázdnými vnitřky, potom A a
B jsou ekvirozložitelné.

D̊ukaz. (i) Hausdorff̊uv paradox uvád́ı, že existuje spočetná množina D ⊂ S2

taková, že S2 \D je SO3-paradoxńı. Využijeme-li tvrzeńı Věty 2.6, dostáváme,
že S2 je SO3-paradoxńı. Protože Hausdorff̊uv paradox ani Věta 2.6 nezáviśı na
poloměru sféry, jsou paradoxńı sféry jakéhokoliv poloměru.

(ii) Důkaz této varianty Banach-Tarského paradoxu je uveden v [5, Věta 3.11]
a také v bakalářské práci [3, Věta 2], proto zde nebude podrobně rozepisován.

V d̊ukazu se využ́ıvá skutečnosti, že pokud ρ a ϕ jsou dvě rotace,

ρ =

 0 1 0
1 0 0
0 0 −1


a

ϕ =

 1 0 0

0 −1
2

√
3
2

0 −
√
3
2
−1

2

 ,

tak potom existuje rozklad (V1, V2, V3, P ) sféry S2 takový, že P je spočetná
množina a plat́ı

V3 = ϕ(V2) = ϕ2(V1),

V1 = ρ(V2 ∪ V3).

Konkrétńı použit́ı tohoto faktu můžeme nalézt v již zmı́něných publikaćıch.
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