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smiSenou formulaci jsou uvedeny vysledky o existenci a jednoznacnosti feSeni. Dale se
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with zero density of a charge by using finite element method. The construction of a dual

method comes from Brezzi, Fortin (1991). At the begining the problem of an intensity

of the magnetic field is formulated in classic sens by using scalar potential. After that
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1. Formulace ulohy pomoci skalarniho potencialu

Magnetické pole permanentniho magnetu s nulovou hustotou naboje je popsano
Maxwellovymi rovnicemi tvaru

div B =0, ot H=0 na Q,

kde B je magneticka indukce a H je intenzita magnetického pole ve vakuu,
definovand vztahem
B= H o(i:l + M ),

kde M, je permeabilita vakuaa M je magnetizace.
Predpokladejme, Ze

QcRY oblast se spojitou hranici,

McMcQ,
]\_;[(x) =MeR", VxeM,
M(x)=0, VxeQ\M.

Zavedeme-li nyni skalarni potencidl ¢ , ktery spliiuje

F[ = _ﬁ (P ’
pak systém odpovida Laplaceové rovnici
Ap=0 na Q |,

a navic plati
op 0P YA
on'?  on i "

Obr. 1. Schéma vypoctové oblasti

Doplnime-li rovnici o vhodnou okrajovou podminku, pak za piedpokladu

peC*(Q)NC'(Q) nam klasicka teorie parcidlnich diferencialnich rovnic davé
existenci a jednoznacnost feseni. To jsou ale velmi silné pozadavky. Zavedeme tedy tzv.
slabou formulaci, ktera neklade takové naroky na regularitu ¢ .



2. Zavedeni slabé formulace

Uvazujme tedy rovnici

Au=f na Q (1)
s okrajovou podminkou

u=0naoQ .(Q2)

Celou rovnici pfenasobime funkci vEC; () , poté zintegrujeme pres oblast Q a
pouzijeme Greenovu vétu. Dostaneme

J)IVu-Vvdx=£fvdx, Vvel;(Q). (3)

Je snadné ukazat, ze pokud u ftesi (1),(2) v klasickém smyslu, pak spliuje (3) a
naopak spliiuje-li u (3) a je dostatecné hladka, pak tesi (1),(2) v klasickém smyslu. (3)
je tedy zobecnénim klasické formulace. Nabizi se ovSem otazka, jak je to s existenci a
jednoznacnosti u splitujiciho (3).

3. Existence a jednoznac¢nost

Zavedeme nejprve znaceni

L’(Q)= [u méfitelna | f|u|2 dx <+oo}
Q

1/2
||u||LZ(_Q) = (f |u|2 dx) .
Q

O LZ(Q) vime, Ze S normou ||“||Lz( o) tvofi Hilbertiiv prostor.
Dale definujme

H"(Q)=|u| D*ueL*(Q), V|x|<m| ,
kde
o
Dau:%’ |O(|:(Xl+"'+0(n )
Ox,'0x,'

n

Na tomto prostoru Ize definovat seminormu

ubo= X 10U

lod|=m

lull o= 2 lulio .

k<m

a normu

Tyto prostory spolu se svymi normami opét tvoii Hilbertovy prostory.

Pokud QeC" , oznatme I =0Q , pak existuje spojity linedrni operator
y:H'(Q)-L*(I') , 26 yu=stopaunal , pro kazdou u hladkou. Lze tedy
operator stopy roz§ffit na celé H'(Q) jako yu VueH'(Q) (budeme znait



ulr ).
O tomto operatoru lze ukazat nasledujici souvislost prostort

y(H'(Q)=H"(T) .
Nyni uz mé dobry smysl zavedeni prostoru
Hy(Q)=|u|ueH'(Q), ul;=0] |
anechtje I' = DUN & DNN = & , pak definujme
Hyp(Q)=u|u€H(Q), ul,=0]

Vrat'me se zpé€t k otazce existence fesSeni

fVu-Vv dx:ffv dx, VveH,(Q). (4)

Véta 1 (Lax-Milgramova)
Bud’ X redlny Hilbertitv prostor se skaldrnim soucinem (., .),, a normou

Iy = (...)%. Bud’' B : XXX —R bilinedrni formana X , kterd je X — eliptickd

aomezend , pak pro kazdy F€ X " existuje pravé jedno u€ X , Ze
B(u,v)=(F,v) YVveX

Polozime-li

B(u,v)= fVu-Vvdx, u,veH (Q) a

_ 2
(F,v)= i fvdx, feL(Q) , sta¢i ovéfit predpoklady Lax-Milgramovy véty, a

dostavame jak existenci, tak jednoznagnost feSeni (4) na prostoru H (). Je-li navic
B(u,v) symetricka a definujeme funkcional & : H'(Q)— R predpisem

d(u) = %B(u,u)—<F,u> ,

pak plati:
Tvrzeni 1
Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni :
(1) B(u,v)=(F,v) YVveX
(2) ®(u) <P(u+h) VheX
Reseni (4) je tedy ekvivalentn& popsano jako

inf %iVu-Vudx—gfu dx - (5)

u€H | (Q)

Aproximaci této Ulohy hledejme tedy jako feSeni podobné ulohy na konecné
dimenzionalnim podprostoru Hy(Q) . Nebot zistavaji splnény predpoklady Lax-
Milgramovy véty, je zaru¢na existence a jednoznacnost feSeni a uloha tedy vede k feSeni
soustavy linearnich rovnic.

Jesté se podivejme na smiSenou okrajovou podminku



Au= f na Q,
ulp =0,

ou
on

(6)
Iv=8&

(Pokud D = @ pak je nutné volit g aby ! gds=0 )

Oznaéme H "*(I') dudlni prostor k H"*(I') a volme geH "*(I') , pak tloze
(6) odpovida minimaliza¢ni formulace

inf %!J;Vu-Vudx—_gfvdx—J;gudS (7)

uEH[])‘D(_Q)

4. Smisena formulace

Idea:
Pro danou konvexni funkci f(v) definovanou na prostoru V zavedeme funkci
77 (v") naprostoru ¥’ jako

%

S0 =suplv v, = f(v)

vEV

Pak Ize f(v) ur&itpomoci f'(v') jako

f(V) = §UP<V*,V>V/XV—f*(V*)

ver

Aplikujme tuto konstrukei na (5) a dostneme

inf  sup —%“cﬂz dx—ffv dx+f?1-?v dx (8)
Q Q Q

VEH,(Q) Ge(L*(Q))

To odpovida tloze pro sedlovy bod (u, p) charakterizovany rovnicemi

[pgax—[§-Vude=o, Vge(LX(Q)),
¢ ©)

Q&——n
<

Vv dx = ffv dx, YvEH,(Q),
Q

které miizeme chépat jako

p
divp—f =
Definujme dale prostor

H(div,Q)=|3|de(L}(Q)}, divgel’(Q)| ,
ktery spolu s normou
”_é”?{(div;(z) = ||6||3Q + ||diVé||(2>;Q



tvoti Hilbertiiv prostor.
Uvazujme formulaci (8), pfenasobme -1 (sup pfejde na inf a naopak), dale na Clen

g ¢V dx aplikujme formuli “Per partes po slozkéch”
[GVvax=—[divgvdc+ [vgnds, VgeH(div;Q),
Q Q r
polozme f =0 auvazujme v =g, na D | dostaneme nasledujici formulaci

inf  sup %“Zﬂz dx+fvdiv?]’ dx—fglfj-ﬁ ds  (11)
Q o D

geH (div; Q)yve ()
coz odpovida nalezeni sedlového bodu (u, p) fesiciho

[PGdx+ [udiviax = [g,grids, VgeH(div,Q),
Q 0 D (]2)
fdivf)v dx =0, Vvel’(Q),

Q

kde uel*(Q) a Vu=pe(Ll(Q)} ( 2ucH'(Q) ).
Tuto formulaci nazyvame smiSena formulace.

A proc¢ zavadét smisenou formulaci?
@ jsme zavedli pouze jako pomocnou funkci a to, co nds ve skuteCnosti zajima, je
H , ktera je dana jako H = —grad¢ . Budeme-li aproximaci H, pocitat jako
H,=—gradp, , kde @, je aproximaci feSeni primarni formulace, dopustime se
mnohem vétsi chyby, nez kdyZ budeme aproximovat smiSenou formulaci.

Navic budeme pracovat s aproximacemi prostord L*(Q) a H(div,Q) , kde
nebudeme muset fesit spojitost derivaci mezi jednotlivymi prvky, jak by tomu bylo u
prostoru H*(Q) .

5. Existence a jednoznac¢nost pro smisenou formulaci

Necht V7 je Hilbertav prostor s normou |||, a skalarnim sou¢inem (.,.), . M&me
spojitou bilinearni formuna VXV | jez spliuje

ja (e, v)| < lal| fllly [V,
Této bilinearni formé odpovida spojity linearni operator 4 : V' — V' |, definovany jako

(Au,v),. ., =alu,v), Yu,ver.

Dale necht O je Hilbertiv prostor s normou |, a skalanim sou¢inem (.,.), a
necht b(v,q) spojita bilinearni formana ¥ X Q spliujici



b (v, g)l <|Bll IV, llally.
pak mizeme definovat linearni operdtor B : V —» Q' a B': 0 —» V' jako
(BV, @) o= (V. B' @) =b(v,q), Vvery, VqeQ.

Necht feV’' , geQ’' jsoudané funkce, pak tedy hleddme u€V,peQ spliujici

a(u,v)+b(v,p)=(f.v),., Vver,

13
blu.q) =(g.q)y,, Yqe0, 1
coz lze také psat jako

Au+B'u = f na V/,
Bu=g na Q.

Nejdiive zformulujeme tvrzeni o existenci a jednozna¢nosti pro funkci u , které je
piimym duasledkem Lax-Milgramovy véty
Tvrzeni 2:

Necht g€lm Banecht a(.,.) jebilinedrni formaV —eliptickd na Ker B,

pak existuje prave jednou€V reseni

a(u,vy) ={f.ve)yr, VvsEKerB,
a
Bu=g¢.

a vétu, jez nam bude dostate¢n¢ silnym ndstrojem k feSeni nasi ulohy.
Véta 2:

Necht al(.,.) je spojita bilinedrni formana VXV ,anecht b(.,.) je spojita bilinedrni

formana V XQ. Predpoklddejme , Ze obraz operdtoru Buréenym B(.,.) je uzavieny

v O, tedy Ze existujek, > 0, Ze

Supb(v,q)

ey ||V = k0||q||Q/KerB"

,
Jeslize jenavica(.,.)invertibilni na Ker B, tedy Zeexistuje «, > 0, Ze

alu, v
inf  sup M = Ko,
u,EKer Bv,€Ker B ||u0||V||v0||V
) a(”o,"o)
inf  sup ——F—— = «&,,

weker BueKers [|tholly [ Volly
pak existuje (u, p)ieseni vlohy (13) prolibovolnou f €V'a g€Im B. Funkce u je
urcena jednoznacné a p je jednoznacné urcenana Q/Ker B'. Navic plati

1 1(,, lal
< = - a=i
el < LAl 4| 1+ el
(el lallf, | llal
< — =i =i =i
Il < 3 1+ |11+ 1+ el

Aplikujme vysledky o abstraktni formulaci (13) na nasi ulohu (12). Jako prostor V
volme  H(div;Q) a QO odpovidd prostoru L*(£2) . Operitoru B odpovida
operator divergence z H(div;,Q) na L*(Q) a bilinedrni form& a(p,q) vyraz

10



J; Pgdx 7 definice normy na prostoru H (div; Q) plyne, ze a(.,.) spliuje

predpoklady véty 2 a dostdvame tedy existenci a jednoznacnost feSeni tlohy (12).

6. Existence a jednoznac¢nost diskretizace ulohy

V dalsi kapitole se budeme zabyvat otdzkou, jak je to s existenci a jednoznacnosti feSeni
v kone¢né dimenzionalnich podprostorech prostort V' a Q .

Necht’ tedy 7, je koneéné dimenzionalni podprostor prostoru ¥ a @, je konetné
dimenzionélni podprostor prostoru Q , pak hledame dvojici (4. p,) z V,XQ, ,
ktera spliuje

a(uh7vh)+b(vh’ph) = <f’vh>V><V Vv,eV,,

14
b(“thh):<g:Qh>QXQ Vq,€0, (14)

a navic nas zajimaji odhady lu—u,l, a ||p—ph||Q .
Stejnd jako v piedchozi kapitole miuZeme =zavést operatory A,:V,—V) a
B,:V,— 0, .Navic pro geQ' definujme

Z,(g)= {Vhe Vilb(v,.q,) =1 2.9, vthQh}

Pokud g =0 ,pak ziejm¢ Z,(0)=KerB, .
Déle si jesté popiSeme mnozinu

Ker B), = [‘]hthw(Vh:‘]h) =0, Vv,e Vh]

A jsme pfipraveni zformulovat tvrzeni, které je ptimym disledkem véty 2 a které ndm
poskytne dostate¢nou odpoveéd’ na otazku existence a jednoznacénosti.
Tvrzeni 3:

Necht Z,(g) # B a necht existujex, > 0 , Ze

. a(u,,v,)
inf sup ———— =
u,€Ker B, v,€Ker B, ||uh||V ||vh||V
Pak existuje alespor jedno (u,, p,) FeSeni uilohy (14). Navicu, jeurceno jednoznacné

&y

na V,a p, jeurcéno jednoznacné na Q,/Ker B;
A jak je to s odhady chyb, ndm fekne nasledujici véta.

11



Véta 3:
Necht (u, p) € V X Q jeresSeni ulohy (13) anecht (u,, p,) €V, X Q, jereseni
ulohy (14). Necht ddle plati
. b (vh ’ qh)
inf sup
9, € Vi€V, ||Vh||V||qh||Q/KerB'
anecht existuje xx, > 0,ze

>ky>0

2
, Vv, €KerB,.

a(voy, von) Z || vi,
Pak plati nasledujici odhad :
lu=w,lly +| p=Pillper » = €[ Inf [lu=v,ll,+ inf [[p—q,llp ).
v, €V, q,€0,
kde c je konstanta zavislana ||a||, |||, k,, &, anezavisla na h.
Jinymi slovy nam tato véta tika, ze pokud je podprostor dostatecné “husty”, pak chyba,
které se dopustime, je dostate¢ne mala.

7. Triangulace oblasti

Triangulace oblasti 2 je klicovym krokem pro metodu kone¢nych prvkd.
Piedpokladejme, Ze Q2 je mnohostén. Necht tedy Q = U”"_, K, ,kde K, budouv
nasi aplikaci pro jednoduchost trojuhelniky. (Omezime se tedy pouze na
dvoudimenzionalni piipad). Tento rozklad budeme znacit 7, , kde indexem A
budeme rozumét nejveétsi diametr prvka rozkladu.
Dale si ozna¢me

e;,=0K,NJK,

b

spole¢nou stranu mezi prvky K, a K; a

i 4

£,=Ve,Ul', =UdK

kde I', je mnozina hrani¢nich stran.

Poznamka 1:

Aby bylo mozné hovofit o triangulaci, je tfeba o 7, predpokladat nasledujici
vlastnosti:

- K,.€T, je uzaviend, souvisla, s neprazdnym vnitikem a s lipschicovsky spojitou
hranici.

_ Q=UK..

T,
- K.NK, =8, Vi#j
- Vi#j K,NK,= 8 | nebo maji spole¢nou stranu/sténu. [J

Na triangulaci oblasti 2 také zavedeme nové prostory funkci

X(Q)=|v|vel’(Q), vixeH' k), Vi|=[1H'(K,).
S normou

12



Mo = 2 IV« .
Y(Q)=1313€(L2(Q))", §lc€H (div;K,), Vi|= ] H(div;K,),

S normou

191 ) = 22 1l x -

Dale Ize ukazat, Ze plati

H(l),D(Q) =

vivex(Q), Y [vgi ds=0, quHO’N(div;Q)],
T,

r

Hyy(div; Q)=

§13ev(Q), X [ v ds =0, VveHa,Dm)},

r T,

kde 7, znac¢ivné&jsinormaluk I, =0K, .

8. Konecny prvek

Koneénym prvkem rozumime uspoiadanou trojici (K, Py, X ) , kde

- K €T, jeprvek triangulace;

- Py je koneéné dimenzionalni prostor redlnych funkci definovanych na K ;

- 2% , unisolventni mnozina stupfid volnosti = mnozina linedrnich forem
{l,’]]gl‘gdimPK definovanychna Py . 2 nazveme unisolventni, pokud jsou linearni
formy linearnd nezavislé, tedy pokud znalost /,(p) pro viechna i jednoznaéné
definuje p ;

Konecny prvek popsany stupni volnosti, kterymi jsou hodnoty v bodech, nazyvame
Lagrangeovsky. Takové prvky jsou vhodné pro aproximaci H'(Q) , ovem pro
aproximaci prostoru H>(Q) je tieba zahrnout do stupiii volnosti i derivace v
ptislusnych bodech. Tyto prvky nazyvame Hermitovske.

Unisolventnost 2 implikuje, Ze existuji p; € Py takové, ze
1(p)=6,, i, j=1,.,dimP,,

atedy pro p € Py plati
dimP
p=2 Lipp, -

i=1

Funkce p; nazyvame bazové funkce kone¢ného prvku.

13



9. Referenéni prvek

DalSim z klicovych bodl je zavedeni referen¢niho prvku, které podstatné zjednodusi

praci s jednotlivymi prvky K, .

Necht tedy K cR" , oK hranice a 7 vnéj§i jednotkovd normadla. Uvazujme
F:R" - R" hladké (alespoii tiidy C' ), pak definuime K = F(K) . K

nazyvame referenéni prvek. Predpokladejme navic, ze DF(X) , je invertibilni pro

libovolny % a F jeinvertibinina K .Pak

DF'(x) = (DF(%))".

DiileZitou tiidou zobrazeni jsou zobrazeni afinni, tedy kdyz F (X)=x,+ BX . Potom
DF (%)= B ,kde B je konstantni matice. Definujme

DF (%)&|..
1DF, = sup| sup 25 ) Bl
%€k | geRr” |§|IR”
normu v L”(K) funkce % — |[DF(X)|| , maticovou normu DF (%) . Stejné tak
mame,
. DF ' (x)E|..
IDF™'||.. = sup supg
XEK | EeR" |§|IR"
OznaCme

a pro 1edk

Nyni uvazujme »(X) funkci definovanou na K , pak funkci v(x) na K
definujme jako

aznaéme v =® (V) . Potom plati nasledujici vztahy

gradv = (DF ") (grad®) o F' = &((DF ") (grad ),

K

[o(@)dv=[vsdx,
K

[l
<>
<
QU
0>

A

[ (%) ds

Q
>

Z ¢ehoz plyne

14



Lemma 1:
Zobrazeni ® jeizomorfizmus L*(K) na L*(K)a H'(K) na H'(K), splitujici ,

1/2
|V|0K = (supJ ) |0,i<’
112
| |01<—(1an( ) |V|01<
12 _ R
|V|1,K = (Sl}pJ(x)) |DF 1||oo |V|1,i<:

A . AN \—1/2
9]¢ < (u;fJ(x)) IDF|,, V] k-

Pro aproximace prostoru H (div; Q) budeme muset zavést novou transformaci, nebot’
vySe zminénd nemusi zachovavat normalové slozky.

Necht tedy DF (%) je Jakobiho matice transformace F (%) , pak pro §e(L*(K))"
definujme zobrazeni

1

73) (£), x=F(X)

0

¥ (§)(x) = DF (%)

Pakpro v=®(9) a §=¥(§) plati

. 1 . =
divg = —divg,
ivg =—divg
f?q'-gradv dx = fc}-gradﬁ dx,
K K

[vdivg ax = ffzdiv?] d%,

K
[ giva fq;ao 8.
0K ok

A miizeme zformulovat lemma.

Lemma 2:
Zobrazeni ¥ jeizomorfizmus H (div ; K) na H(div;K) a H(div ; K) na H"(div,; K).
Navic plati

1/2

|Q|0K—(1an )) IDF L1l i

e 1/2 — -
|Q|0K—(SUPJ( )) IDFI,1gl, «

. AN\ 172 e
|divgl, x < (1r}fJ(x)) |divgl, ;.

. R AN\ 172 . -
div gl < (Sl}pJ(x)) |div gl -

X, i
Obr. 2. Afinni prvek
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10. Aproximace prostorti

Méjme danu triangulaci oblasti Q , pak jako aproximaci prostoru H'((2) budeme
hledat n¢jaky kone¢né dimenzionalni podprostor spojitych funkei. Jako vhodna volba se
nabizi prostor po c¢astech polynomidlnich funkci nebo funkci polynomim podobnych
(funkci vzniklych z polynomti vhodnou transformaci soufadnic).

Necht’ je dan prvek K€T, | e, znadi stranu (i = 1, 2, 3 ), pak na ném definujme
prostor polynomti P,(K) stupné <k . Dimenze P,(K) je rovna

Hk+1)(k+2) pro n=2 .

Dale budeme potiebovat prostor polynomialnich funkci na jednotlivych stranach prvku.
Definujme

R(OK) = | pEL*(0K), d|.EPle,), Ve,
T.(0K)=|¢ | bR, (0K)NC (0K ).

Funkce z R.(0K) jsou polynomy stupné <k na jednotlivych stranch, oviem

nemusi byt spojit¢é ve vrcholech. Pro trojihelnikové prvky je dimenze prostort
R,(0K) a T,(0K) 3(k+1) a 3k .

Ponékud sloZitéjsi situace nastane pii aproximaci prostoru H (div, Q) . Uvedeme dvé
konstrukce aproximace tohoto prostoru. Opét se omezime pouze na piipad n =2 .
Nejdiive zavedeme prostor

BDM (K) = (P,(K)).

Dimenze prostoru BDM (K) je rovna (k+1)(k+2) . Pro §€BDM  (K) je

divgeP, (K) a g7 na 0K lezi v prostoru R,(0K) . Abychom mohli
pomoci BDM ,(K) zkonstruovat aproximaci prostoru H (div,; ) , je nezbytné, aby
g1 byla spojia na sousednich prvcich.

Tvrzeni 4:
Pro k=1 a proge BDM | nasledujici vztahy implikuji g = 0.

f g-7iip,ds=0, Vp,€ER(IK),
oK
le'gradpkfl dx=0, V p,_€P(K),
K
Ja-@,dx=0, VYGe|g.e(P,) | divd, =0, §,il,,=0| =,
K
Prvni dvé podminky jsouekvivalentni stim, Ze g€ ®, . Lzetedy psdt
[ divg divg dx = —[§-graddivg dx + [ g-ndivg do.
K K oK

Abychom k definici stupiiti volnosti na prostoru BDM ; mohli uZit pfedchozi tvrzenti,
je tieba linearni nezavislosti prvnich dvou, o ¢emz nam povi nasledujici lemma.
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Lemma 3:
Necht geR, (0K )a f€P, (K )takové, ze

[ ggids +[gerad f dx =0, VGeBDM (K),
0K K

pakg =0 a f jekonstantni funkce.
Pro dvoudimenzionalni ptipad lze prostor @, charakterizovat nasledujicim zptisobem.

Lemma 4:
Pro n =2 plati

b, = [(l;k | b = Cﬁrl(prkfz); pkfzepkfz(K)]:
kdeb, € B,(K) je'bubble function'na K.

Poznamka 2:
'Bubble function' je funkce definovana na K , jez ma na hranici 0K nulové hodnoty.

B, (K)=P,(K)NH|K) . [

Nyni se podivame na druhou konstrukci aproximace prostoru H (div, Q) . Zavedeme
prostor
RT,(K)=(P,(K))"+ X P,(K)

Opét se omezime pouze na dvoudimenzionalni pfipad. Dimenze prostoru RT,(K) je
rovna (k+1)(k+3) .Zformulujme n&ktera zdkladni tvrzeni o tomto prostoru.

Tvrzeni S:
Necht GeRT, (K ), pak plati

divgeP, (K),
qnl,,€R,(0K).
Navic operdator divergence je surjektivni z RT (K ) na P, (K).

Tvrzeni 6:

Prok =0 a pro g €RT, nasledujici vztahy implikuji g = 0.
[ g7p,ds=0, VpeR(K),

0K

[Gpide=0, V pie(P_ (K)).
K

Déle definujme prostor

RT)(K)=|geRT(K)|divg =0 ,
pak RT;(K)< (P, (K))"
Priklady prostori:

RT je trojdimenzionalni prostor polynomialnich funkci tvaru
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RT, = q,(x,y)=a+cx,
q,(x,y)=b+cy.

BDM | je sestidimenzionalni prostor polynomialnich funkei tvaru
BDM , = q,(x,y)=a+bx+cy,
qg,(x,y)=d +ex+ fy.

A RT, je osmidimenzionalni prostor polynomialnich funkci tvaru
RT. = ¢ilx,y)=a+bx+cy +rx’ + sxy,
1
g (x,y)=d+ex+ fy+ry+ s

Je ziejmé, ze RT,< BDM < RT, . Pfesngji
RT,= (g€ BDM,| G-, € R(0K)| a BDM,=|g€RT,| divg € P,}

RT, BDM |

Obr. 3. Stupné volnosti jednotlivych prvkl

11. Interpolaéni operator a odhady chyb

Necht § je funkce z H(div;K) , pak pro prostory, které jsme popsali vyse, lze
definovat interpola¢ni operator pxq , ktery je definovany na funckich jen o néco malo
hladsichnez H(div,K) .

Pro s> 2 definujme prostor
w(K) = [ge(L'(K))' | divge L'(K)] .

na kterém jiz lze interpola¢ni operator pxq charakterizovat nasledujicimi vztahy.
(Stale pro n = 2 , a trojahelnikové prvky)

(i) BDM ((K) = (P((K))", (k=1).
px: W(K)— BDM ,(K) je popsan

[ (G—pcq)7ip,ds=0, ¥ p,ER(OK),
(_é_qu)'gr_é'dpk—l dx =0, Vpk—lepk—l(K)’

(_q_PKq)'Cﬁrl(prk—z) dx =0, ¥V p_,€P,(K), (k=2).

N'—;Nb;;’
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(ii) RT(K) = (P (K)f@X P, (K), (k= 0).
px: W(K)— RT,(K) je popsan
| @—pi9)7ip,ds=0, Vp,eR(0K),

0K

JG=pyd)pi dx =0, ¥ p; &P (K),(k=1).

K

Dale budeme obecné znaéit M (K) libovolnou aproximaci prostor H (div,K) a
M (K) znagi takovy prostor, ze (P,(K))"S M (K) ,ale (P,,,(K))'¢M,(K)
Ozna¢me navic

D,(K) := div(M, (K))

>

a zformulujme né&kolik tvrzeni o chovani chyb v H (div, K) .

Tvrzeni 7:
Necht K je afinni prvek a p . jeinterpolacni operator W(K) — M (K ).Pak existuje
konstanta c zavisla pouzena k ana tvaru K takova,zeprol <m <k+1lapros =0
nebo 1 a prolibovolnou g€(H" (K))" plati

m—s

||q_pk_q>||s,KSChK |é|m,K'

Tvrzeni 8:
Necht' K jeafinni prvek a p je interpolacni operdtor W(K) — M (K ). Necht navic

1, je L’— projekcena D, (K), pak pro kazdou GeW (K ) plati
div(pgq) = ridivg.
a
Tvrzeni 9:
Necht' K jeafinni prvek a p je interpolacni operdtor W(K) — M (K).Pak existuje
konstanta ¢ zavisla pouze na k anatvaru K takova, Ze pro 1 < m < ¢ (k)
a prolibovolnou ge(H"(K))" plati

||dlv(a_pka)||3K = Ch’;éldiV_q’Ln‘K,
kde ¢ (k) =k proBDM, a ¢, (k)=k+1 proRT,.

A tyto vysledky pieneseme na konstrukci aproximace celého H (div,; Q) . Zfejmé lze
spravnou volbou stupiii volnosti dosahnout spojitosti §-7 na spoleénych stranach a
tedy poskladat novy prostor

M, (Q,T,) =(GgeH (div;Q), §l,eM,(K)).
a stejné tak
L°(D,,T,) = [veL*(Q), v|xED,(K)].

Je ztejmé, Ze pro afinni prvky mame
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divM,(Q,T,) cL’(D,,T,.

MiuiZeme také definovat globalni interpolacni operator I1, z

W= H(div,Q)n(L°(Q))" (s>2pevné) do M, (Q;T,) jako
<Hh_q>)1< = pK<_q”K)‘
Navic definujeme-li P, projekcina L°(D,,T,) méame

div

w5 LH(Q)
lm, lp,

div

M (Q,T,) - LO(Dk’Th)

5

tedy
divM,(Q,T,) =L°%D,,T,).
A z tvrzeni 7 a 9 dostavame odhady pro interpolacni operator 11, .
Tvrzeni 10:
Necht'T,, jetriangulace (2 a necht' I1, je jako vyse, pak existuje konstanta c

nezavislana h, ze
||§_thl||o,9 = Chm|zl|m,(z’

prol <m < k+1. Navic
[div (G =11, )l o < ch’[div], o,

kde s <k proBDM ,a s < k+1 proRT,.

12. Aplikace teoretickych vysledkii

Vrat'me se zpé€t na zacatek k nasi tloze.

Au=0 na Q,
u=g, na D,
gféldu-h'Zgz na N,

kde 2 je omezena oblast v IR" s  lipschicovsky  spojitou
I'=NUD=0Q .Zicjmé tedy existuje o« =0 takové, ze

(G.4)=«a|gls, VGeR".

Reseni tedy odpovida variacnimu problému
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inf %f gr_éldv-gr_édv dx — f g,v ds (15)
Q N

VGHL,‘ »(Q)

kde H;’D(Q) ={v|veH' (Q), v|[,=g]. Pro tuto primarni  formulaci jsme
existenci a jednoznac¢nost feSeni jiz zkoumali. Pfejdéme nyni ke smiSené formulaci a
pro zacatek predpokladejme, ze g, =0 |, pak

inf sup
g€, (div, Q) vel*(Q)

[Ggdx+ [ (divg)vde+ [ g,G7 ds, (16)
Q Q D

N | —

kde H,,(div;Q)={G|g€H (div;Q), g7y, =0}. Polozme

a(p,q)= ] pqd,

Q
b(v,q)= fvdiv?j dx,
Q
pak (16) Ize psat jako
a(p.g)+b(q.u)=(g,.:7), VgeH, (div;Q),
b(p,v)=0, Vvel’(Q), (17)

kde  hledame (u,p)€Q XV (Q=L*(Q), V =H,,(div;Q)). Operitor B je
operator divergencez ¥ na Q .Nyni se podivejme na pfipad &, #0 . Uvazujme

‘n=g, na N,

A1)

pak (17) transformujeme na tlohu, kde hleddme 7 =g + j, pro Po€H,,(div; Q)

a(p,q)+b(q.u)
b(p.v)

a ,
—b(G,v), Yvel’(Q), (18)

Tedy pro feSeni ulohy s g, # 0 sta¢i zménit pravou stranu soustavy.
Nebot' jsme si jiz ukazali, jak aproximovat prostor H (div,; () , miZzeme zavést
diskrétni formulaci. Necht’ tedy naptiklad

V,= {qh | i11€RTk(Q: Th)’ Gyl = 0}
pak
0,= {Vh ‘ Vh|K€Pk(K)}'

Hledame feseni (7,.u,) €V, X Q, diskrétniho problému
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f D, q, dx + fuhdivq"h dx = f g,q, 7 ds — _f (}:h-q"h dx , Yqevr,
Q Q D Q
(19)
v
Q

Ldiv p, dx = —[v,div§, dx, Vv,€0,.
Q

O této uloze I1ze dokazat, ze ma jednoznacné urcené feseni, pro které plati nasledujici
odhady

1B=Pill, = ¢ inf 15=ally

g€V

lu=wully < ¢ [inf lu=vlly + inf [[p=q)l,).

V€0, €V,

A uzitim tvrzeni 10 dostavame

Tvrzeni 11:
Necht M, (Q,T,) je prostor definovany v predchozi kapitolea L°(D,, T),)
odpovidajici prostor. Necht (p,u)Feseni (18) anecht
(P, u,) EM (Q,T,)x L°(D,,T,)esi (19) , pak mame odhad

12— Billo.o < e 2'[|l; 0
pros < k+1. Navic plati ,

lu=w,llo.0 < (Il pll,+ull)
pros < kna prostorech BDM a pros < k+1na prostorech RT.

13. Trasformace soustavy vzniklé diskretizaci

Otazkou zistava jak toto feSeni vypod&itat. Uvazujme opét £, =0 a volme
nejjednodusii moznou aproximaci, tedy uzijeme prvky RT,(K)

RT,K)={(a+bx,, c+bx,);a,b,ceER} < (P,(K)),
dale ozna¢me

~
m

M°=(q|g€(L*(Q)) §IcERT (K), VKET,],
M=M°NH,,(div,Q)=(geRT(Q2,T,), §7#=0 na NJ.

Piislusnym prostorem [° je potom P, ,tedy po &astech konstantni funkce. Hledame
tedy (7, ,u,) € M x L° feleni systému

Nyni si pfedstavime postup, kterym Ize tento systém vyfeSit. V této konstrukci ndm
postaci bazové funkce prostoru M° , coz ndm velmi zjednodusi situaci. Zavedeme
prostor

A= L"),

tedy prostor funkci M, konstantnich na kazdé strané triangulace 7, . Pro libovolnou
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funkci X€L*(D) polozme

Ay p=1lu, | 1,EA, f )ds =0, Yeee, ND.

Dale jesté zavedeme znadeni, pro §,€M’ a M,EA |

c(uy,. q,) Z _rﬂhCIh ndo.

K 6K

Ptimo z definice prostoru M plyne nasledujici lemma.
Lemma 5:

Necht G, € M°, pak plati
(c(u,,q,)=0, VueA,,) = (g,€M).
Necht nyni (J,.u,) je fesenim (20), definujme linearni zobrazeni
¢:q, = ( By ) + (u,,divg,), — (g.G,7),
kde (X, W), Z f X de  prg viechny 7,EM ziejmé plati, ze ¢(F,)=0 .
Navic existuje P\OhE/\O, p , které splituje
b (G1) = cAa, §1). YV GEM’.

Toto Ay, je ur€eno jednozna¢ng. Definujme A, €A, ,, tak, ze A, =g, na g \D |
pak

(Brr@n) + (wy,divg,), = c(Ay.qG)), VG,eM’.
Vysledky celé této konstrukce 1ze shrnout do véty.

Véta 4:
Necht (p,, u,) jereSeni systému (20) a necht' A, je jako vyse,

pak (B, u,,A,) € M°x L° X A, p je jednoznacné urcenéreseni systému

(P @) + (. div G,), = c(A,. G,). V@EMO’
(v,,divp,), =0, Vv,eL’,
c(ky, By) =0, YV,

Protoze prostory [° a M° jsou na sousednich prvcich nespojité, lze volit zcela

piirozené bazové funkce nenulové vzdy jen na jednom prvku K~ . V odpovidajicim
systému linearnich rovnic
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21)

(@R IS
QO
CHGNO!
>~ Qv
Il
QA Q

se matice A stane blokoveé diagonalni (kazdy blok je matice n X n , kde
n=dimM (K) )ajetedy vhodné P nakazdém prvku vyjadiit jako

P=A"(G-BU-C'A) ,

U\—[-B4'G

A 0
Ovsem nyni matice BA™'B' je blokové diagonalni (tentokrat n = dimD(K) )atedy
i U vyjaditime jako

pricemz zbyde soustava
—BA'B' —-B4'C
—CA™'B" —cA'C'

U=(BA'B)'|-BA'C'A + BA'G] ,
a zbyde
LA=R ,

kde
L=CA"'B(BA'B')'B4A'C' —c4™'C",

R=CA'B(BA'B)'BA'G.

Jesté si fekneme, jak sestrojit soustavu linearnich rovnic (21). Nebot prostory M° a
L° , jak uz jsme fekli, nejsou spojit¢ na sousednich prvcich, je zcela pfirozené
sestavit soustavu (21) po jednotlivych prvcich. Navic ke kazdému K €T, existuje
F takové, ze K =F (k) . Protoze ptedpokladame praci s afinnimi prvky, F je
tvaru X, + BX | kde B je konstantni matice. Se znalosti DF =B a J =|detB|
se mizeme omezit na vypocet na referenénim prvku. Necht’

pix,y)=a; +cpx,

Pir—= ak,bk,CKEIR,
pa(x,y)=bg+cy,
u, =u(x,y)=sg, s: €R,
A, =Alx,y)=1t,, t,€R.

Jako bazi M° volme funkce

-

qg'=(1,0), ¢ =(01), ¢ =(x,y),

ajakobazi [° funkci v =1. Tedy

[ Pegaxc+ [u divgde= [ 2,37 ds, i=4q.4 ¢
K K ok

[vdivg, ax=o.

k
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Tim dostaneme pro kazdy prvek 4 rovnice a zbyvaji rovnice odpovidajici
C(Uh: ﬁh) =0, VU/1EA0,D-

Funkce prostoru A, , (v naSem piipad& funkce konstantni na e € €, ) jsou oviem

nenulové pro dva sousedni prvky. Jinymi slovy do jedné rovnice vstupuji vzdy dva

sousedici prvky (pokud se nejedna o piipad e € 0L ). Doplnime tedy rovnice

implikujici spojitost na kazdé strané € €, . Jako bazi prostoru A, , volme funkce
H,=1 na e a0 jinak.

> fﬁepK-ﬁKdSZO, Vecg,.
KET,,, e
0KNexd

Tim dostavame kompletni systém, ktery jsme schopni vyieSit. VySe uvedenym
zpusobem trasformjeme na soustavu tvaru LA =R , a tu jiz vyfeSime vhodnou
itera¢ni metodou.
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