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Kapitola 1

Uvod

Co jsou to cyklotomické polynomy, jak definujeme cyklotomické téleso a pri-
mitivni odmocniny z jedné, jakym zptisobem lze cyklotomické polynomy
spocitat a co vime o jejich vlastnostech, to jsou jen nékteré otazky, na néz
odpovédét je smyslem této prace. Proc se témito zalezitostmi zabyvat a jak
k problematice pristupovat?

1.1 Motivace

Cyklotomické polynomy mezi fadou matematickych pojmu jisté nezaujmou
pouze pozoruhodnym nazvem. Tyto poutavé tikazy nad konecnjymi télesy
pravem budi zvédavost. My se na né nyni podivame zblizka. Priblizime de-
finice, dilezité terminy a nastinime hlavni rysy teorie cyklotomickych poly-
nomu a cyklotomickych téles v matematickych vétach, ale predevsim v po-
uc¢nych prikladech a cvicenich, jez tvori jadro této prace.

Definice, vypocty nebo ukazovani na zajimavé vlastnosti cyklotomickych
polynomti spolu propojuji nékteré poznatky z teorie ¢isel a nauky o konec-
nych télesech. Je tedy pfirozené divat se na danou problematiku z nékolika
riznych thli a pokouset se v diikazech nékterych cviceni uplatnit vicero rtz-
nych postupt. V této souvislosti nelze nezminit Mobiovu inverzni formuli,
jiz jsme si pro tuto prilezitost vypujcili z kombinatoriky. Uvidime, zZe nam
vétsinou velice usnadni pocitani.

Navic, vénovat pozornost cyklotomickym polynomtm a primitivnim od-
mocnindm z jedné se velice vyplati, nebot tyto poznatky mtzeme déle uplat-
nit v jinych oborech. Studenti pfislusnych zaméreni s nimi napiiklad prisli do
styku v kurzech pokryvajicich témata jako rychla Fourierova transformace



nebo cyklické kédy.

Na zaveér jesté jeden diivod proc se poustét do pocitani prikladd a ovéro-
vani vztahli mezi rtiznymi typy cyklotomickych polynomt. Zadani ptrikladi
jsou prevzata ze skript Mgr. Libora Barta, Ph.D. a Doc. RNDr. Jitiho
Tamy, DrSc ”Kone¢nd télesa” (viz Literatura). Autofi do budoucna pocitaji
s jejich rozsitenim a vydanim. Tato planovana verze bude obsahovat vyfte-
Sené cviceni, coz budoucim ¢tenaitim usnadni pochopeni vykladu. Néktera
z téchto reseni mohou byt prevzata z této prace.

1.2 Cil

Nyni se podivejme konkrétné na obsah této prace. Jak jiz bylo zminéno vyse,
hlavnim cilem je vytesit vybrané cviceni dle [2]. Mezi nimi jsou piiklady jak
pocetni, tak teoretické, ve kterych se vétsinou zkoumaji vztahy mezi n-tymi
cyklotomickymi polynomy pro rtizna n.

Prirozené za¢neme seznamenim s potiebnou teorii. Nejvice prostoru veé-
nujeme partiim, které byly volné pfevzaty z [2] nebo z [1]. Pfesnéji Feceno,
pokud bude pouzito doslovné znéni vét, tvrzeni a definic, bude vzdy uvedeno
odkud pochézi. V pripadé, ze bude vylozen diikaz, bude psan dle predlohy
v [2], ovSem preformulovén.

Zadani prikladi se shoduji se cvicenimi v [2]. Ukézeme si, jak spocitat
n-ty cyklotomicky polynom vyuzitim rozkladu polynomu 2" — 1. Tento poly-
nom hraje klicovou roli v teorii cyklotomickych polynomi a cyklotomickych
téles vibec, nebot jeho kofeny jsou ziejmé n-té odmocniny z jedné a n-té
cyklotomické téleso neni nic jiného nez rozkladové rozsiteni néjakého télesa
K dané pravé polynomem z" — 1 z K[z]. Dale se podivdme na primitivni
n-té odmocniny z jedné, budeme zkoumat vlastnosti n-tych cyklotomickych
polynomti jako je rozlozitelnost nebo nerozlozitelnost nad kone¢nym télesem,
vysetiime jejich koeficienty nebo spocitame nékteré hodnoty v zajimavych
bodech pro rizna n. Na zavér dokdzeme nékolik dalsich vlastnosti cykloto-
mickych polynomfi.

Zde jsme si tedy zhruba vymezili pole ptisobnosti a osvétlili hlavni mys-
lenku této prace. Nasleduje jiz formalni text, jenz nam poskytne potiebnou
teoretickou pripravu.



Kapitola 2

Teorile

2.1 Konecéna télesa

Abychom se mohli vénovat studiu cyklotomickych polynomi, je nezbytné de-
finovat n-té cyklotomické téleso. Pripomeneme nejprve nékolik potiebnych
pojmu a tvrzeni a zavedeme konecna télesa.

Definice. Uvazujme libovolné téleso T.
e T" znac¢i mnozinu vSech invertibilnich prvka z T.

e RAad prvku a z T* se znaci ord(a) a je definovan jako nejmensi pfirozené
¢islo d takové, ze a® = 1 v T*.

Za povsimnuti stoji jednoduchy a uzitecny fakt, ktery budeme pouzivat,
a sice: pokud pro a € T* je a' = 1 v T* pro n&jaké [, plati ord(a) | [. Déle
je dobré si uvédomit, ze v libovolném télese jsou invertibilni vsechny prvky
kromé nulového prvku, tedy plati T* = T ~ {0}.

Nasledujici vétu vyuzijeme pii popisu struktury konecnych téles.

Véta 2.1.1. ([4/, Torz. 2.6) Kazda konecnd multiplikationi podgrupa komu-
tativniho telesa je cyklickd.

Nejcast€ji budeme pocitat v konecnych télesech. Podivejme se tedy po-
drobnéji na jejich charakterizaci.
Nejprve ukazeme, jak vypada mocnéni prvki v télese charakteristiky p.



Lemma 2.1.2. ([2], Lemma 2.5.) Necht F je téleso charakteristiky p > 0.
Pak pro libovolné a,b € F a libovolné prirozené cislo k > 0 plati

(a—l—b)pk =a”" + V.

Déle se hodi pfipomenout, jak vypada rozkladové rozsiteni télesa, tj. roz-
siteni, ve kterém se néjaky dany polynom rozklada na linearni ¢initele. Pfed
tim zminime jednu pomocnou definici.

Definice. ([2], Kap. 2) Necht F je téleso, K < F a «ay,...,a, € F.
Nejmensi podtéleso télesa F (vzhledem k inkluzi), které obsahuje K a prvky
aq, ..., 0y, znacime K(aq, ..., ).

Definice. ([2], Kap. 2) Necht K je téleso, f(z) € K[z]. Rozsifeni E télesa
K nazyvame rozkladové rozsireni télesa K uréené polynomem f(x), pokud

e K<E,

e Polynom f(z) € E[z] se v E rozkladd na soucin linearnich ¢initeld,
neboli f(z) =1l.-(x—01)...(x —0,,),kde 0, ...0,, € E al. je vedouci
koeficient polynomu f a

e K(0,...0,,) = E (minimalita).

Bud nyni F konecné téleso s ¢ prvky. Multiplikativni grupa obsazena
v télese F, tj. grupa invertibilnich prvka (F*, -, 1), ma ¢ — 1 prvka a podle
Véty 2.1.1 je cyklicka. Z Lagrangeovy véty musi fad kazdého prvku grupy
F* délit ¢ — 1, a tedy pro vSechna a € F je a?! = 1, neboli a? = a (coZ pro
a = 0 zfejmé plati).

7 minulého odstavce pro kazdé a € F mame a? —a = 0. Z tohoto divodu
jsou vSechna a € F kofeny polynomu z¢ — z, a proto (z —a) | (z? — a). Pro
riznd a jsou ale polynomy (x — a) po dvou nesoudélné, a tedy

[[z-a)| @ —2).

acF
Stupen obou polynomu je zfejmeé ¢ a vedouci ¢len je v obou pripadech x?.
Diky tomu a z vyse uvedeného dostavame nasledujici vétu.



Véta 2.1.3. ([2], Kap. 2) Necht F je konecné téleso s q prvky. Potom plati
ndsledugici rovnost polynomi z Flx]:

xq—x:H(x—a).

a€eF

Déle pripomeneme velice dilezitou vétu popisujici podobu a vlastnosti
konec¢nych téles.

Véta 2.1.4. ([2], Kap. 2) (O ezistenci a jednoznacnosti konecnijch téles).
KaZdé konecné téleso md p™ prvku, kde p je prvocislo a n je prirozené cislo.
Pro kazdé prvocislo p a prirozené cislo n existuje téleso s ¢ = p" pruky.
Libovolnd dvé télesa s p™ proky jsou izomorfni (a jsou izomorfni rozkla-
dovému rozsitent télesa Z, urceného polynomem x¢ — x € Zyx]).

Definice. ([2], Kap. 2) T¢leso s g prvky znacime F,.

Podivejme se nyni na situaci, kdy ¢ je prvocislo. Potom je Z, téleso a Z*,
cyklickd grupa fadu ¢ — 1. V tom pripadé z charakterizace cyklickych grup
dostavame Z*,(-) ~ Z,—1(+).

7 Veéty 2.1.4 jsou kazda dvé télesa se shodnym poctem prvkid izomorfni.
Pro g prvocislo tedy plati, ze F, ~ Z,, protoZze obé tato télesa maji ¢ prvki.
Dohromady z predchozich ivah vyplyne nasledujici dtsledek.

Dusledek 2.1.5. Necht F, je téleso, kde q je prvocislo. Potom plati

F*y () = Zga(+)

a* =k,

kde a je libovolny generdtor grupy F*,.

Tento izomorfismus vyuzijeme ve cvi¢enich. Postup pfedvedeme na vypo-
¢tu primitivnich n-tych odmocnin z jedné poté, co tento pojem definujeme.

Definice. Bud T libovolné téleso. Rekneme, ze prvek ¢ z T je primitivni
n-t4 odmocnina z 1, pokud ord(§) =n v T*.



Pokud je ord(§) = n, plati jisté také ord(£*) = n pro NSD(s,n) = 1.
Pro dané n tedy existuje ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin z jedné, kde ¢
je Eulerova funkce.

Priklad 1. Urcete primitivni ¢tvrté odmocniny z jedné v télese F7.

ReSeni. Mame n = 4, ¢ = 17. Podle Disledku 2.1.5 je multiplikativni
grupa F*y; fadu 16, a tedy vSechny invertibilni prvky télesa Fi; maji fad
1,2,4,8 nebo 16. Nejprve nalezneme generator F*y;, tj. takové a, pro které
plati ord(a) = 16 v F*1;. Zkusme polozit a = 3. Musime ovéfit, Zze a nema
fad nizsi nez 16, tzn. ord(a) # 1,2,4,8. Staci ukazat, ze 3% # 1 (mod 17),
neboli Ze ¥ad trojky neni délitelny osmi: 38 = 3*-3% = (—4)° = —1 (mod 17).
Tedy trojka je primitivni prvek modulo 17.

Prvek fadu ¢tyfi v grupé Zie(+) je napiiklad ¢tyika. Z Dusledku 2.1.5
plyne, Ze hledany prvek fadu ¢tyti je 3* = —4 (mod 17). Protoze p(4) = 2,
existuje jesté jeden takovy prvek, a to (—4)® = 4 (mod 17), nebot NSD(3,4) =
1. Celkem tedy v té€lese F7 existuji dvé primitivni ¢tvrté odmocniny z jedné,
a jsou to prvky 4 a —4.

K primitivnim n-tym odmocninam z jedné se jesté pozdéji vratime, az bu-
deme definovat n-té cyklotomické téleso, a uvedeme tento pojem do dalsich
souvislosti.

Poznamka. Jesté se pro uplnost zminime o koneénych télesech F, pro ¢ =
p", tj. o télesech s poctem prvki rovnych mocniné prvocisla. Konstrukce
takovych konec¢nych téles se provadi pomoci ireducibilniho polynomu stupné
n ze Zy|x] a piislusného rozkladového rozsifeni télesa Z,.

Napriklad téleso Fo7; = Fas je rozkladovym rozsifenim télesa Zgz urcené
ireducibilnim polynomem z? + 2z + 1 € Z3[z].

Nakonec uvedeme tvrzeni o vlastnosti Eulerovy funkce, které pozdéji vy-

uzijeme.

Tvrzeni 2.1.6. ([4], Kap. 2.5) Pro kazdén > 1 jen =3}, »(d).
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2.2 n-té cyklotomické téleso a n-ty cykloto-
micky polynom

Jak jiz bylo nastinéno v tvodu, bude pro néas nyni dilezity polynom z™ — 1.

Mimo jiné se ted podivame na to, kde a jak se tento polynom rozklada.
Koreny polynomu z™ — 1 jsou ziejmé n-té odmocniny z jedné. Kde tyto

koreny lezi? Tato otazka vede k definici n-tého cyklotomického télesa.

Definice. ([2], Kap. 4) Bud K libovolné téleso.

e Symbolem K™ ozna¢me rozkladové rozsiteni télesa K uréené polyno-
mem 2" — 1 z K[z]. Toto rozkladové rozsifeni nazveme n-té cykloto-
mické téleso nad K.

e Mnozina vech n-tych odmocnin z jedné, tj. kofent 2™ — 1 v K™,
se zna¢i EM™,

Uvazujme nyni n > 0 a K téleso charakteristiky p, kde p { n. Podivejme
se na derivaci polynomu 2" — 1 € Kz]: (z"—1)' = (n mod p)z"~'. Ale p{ n,
a tedy n Z 0 ( mod p) a jediny kofen (2" — 1)’ je nula. Z toho dostavame,
7e NSD(2" — 1, (2™ — 1)) = 1, a proto kofeny 2" — 1 jsou v K™ jednoduché
a navzajem ruzné (je jich pravé n) a plati:

at—1= H (x —&).

£eEM)

Pro p | n, kde n = p'm, ptm, plati 2" — 1 = (2™ — 1)pl. Tato rovnost
nam dava, ze kofeny polynomu 2" —1, lezi v E(™ a nasobnost kazdého z nich
je pl, a KM = KM (2], Véta 4.1.).

V souvislosti s definici n-tého cyklotomického télesa mutzeme fici, Ze &,
libovoln& primitivni n-td4 odmocnina z jedné nad télesem K charakteris-
tiky p, p 1 n, je generdtor EM™. To znamena, ze EM™ = {1,£,€2, ... &1}
Vsechny generatory E(™ neboli primitivni n-té odmocniny z 1 jsou tvaru
{&°, NSD(s,n) =1}, jejich pocet je p(n).

Kazda n-t4 odmocnina z 1 je zaroven i primitivni d-t4 odmocnina z 1
pro né&jaké d | n. Pokud je £ primitivni n-t4 odmocnina z jedné, maji vSechny
primitivni d-té odmocniny z jedné, kde d | n, tvar {ﬁ%n : NSD(k,d) = 1}.
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Poté, co jsme si definovali n-té cyklotomické téleso a ujasnili si vztahy
mezi n-tymi a primitivnimi n-tymi odmocninami z jedné, navazeme s defi-
nici n-tého cyklotomického polynomu.

Definice. ([2], Kap. 4) Necht K je téleso charakteristiky p, p { n. Potom

polynom
Qul) = 11 (z— )

¢ je primitivni V1 v K®)

se nazyva n-ty cyklotomicky polynom nad K.

Pokud tedy zname vSechny primitivni n-té odmocniny z jedné v rozkla-
dovém rozsiteni K™ néjakého télesa K, miizeme n-ty cyklotomicky polynom
spocitat primo z definice. Tento postup ovSsem neni nejpfihodnéjsi a casem
vztahu vyplyvajici z ivah o primitivnich odmocninach z jedné. Pro &, libo-
volnou primitivni n-tou odmocninu z jedné, totiz plati([2], Kap. 4):

Qu(x)= [ @=-¢),
NSDS(SS;L;L:I

a stupen polynomu @, (z) je zfejmé p(n).
Podivejme se, jak by se pomoci definice pocitaly n-té cyklotomické po-
lynomy v néjakém konkrétnim piipadeé.

Priklad 2. Zvolme téleso Fj5. Spocitejte prvni, druhy a ¢tvrty cyklotomicky
polynom z Fj[x].

Reseni. Rad grupy F*5 je podle Dtisledku 2.1.5 roven ¢tyfem, a tedy v Fs
existuji prvni, druhé i ¢tvrté primitivni odmocniny z jedné.

Primitivni prvni odmocnina z 1 je evidentné jednicka a primitivni druhé
odmocnina z 1 je —1 =4 (mod 5).

Nyni spoc¢teme primitivni ¢tvrté odmocniny z 1. Primitivni prvek mo-
dulo 5, tj. prvek faddu 4, je dvojka, nebot 22 = 4 = —1 (mod 5). Tedy
primitivni ¢tvrté odmocniny z jedné v Fj jsou prvky 2 a 23 = 3 (mod 5),
protoze NSD(3,4) = 1. Nakonec dostavame:

12



Qir)=r—1=2+4
Qo(z) =z +1
Qur)=(x—-2)(z—3)=2>-br+6=2>+1

V dalsim prikladu si ukadzeme, jak vypadaji pojmy, jez jsme zavedli v této
sekci v pripadé, ze si za K zvolime téleso racionalnich c¢isel.

Priiklad 3. Rozeberte situaci, pokud K = Q a n = 8.

Reseni. V tomto piipadé bude n-té cyklotomické téleso podtélesem télesa
komplexnich ¢isel. VSechny osmé odmocniny z 1 budou tvaru P e
pro k € {1,2,...,8}. Vidime, Ze osmé odmocniny z 1 jsou vrcholy pravidel-
ného osmithelniku vepsaného do jednotkové kruznice. Toto plati pro vsechna

n.

A jak vypadaji primitivni osmé odmocniny z 17 Jedna primitivni osma
odmocnina z 1 je ziejmé prvek e, nebot (e%)s = =1a (e%i)4 =
e™ = —1. Proto vSechny primitivni osmé odmocniny z 1 maji tvar (e%)s,
kde NSD(s,8) = 1.

Pro zajimavost se jeét(:eripodivejme na primitivni ¢tvrté odmocniny z 1.

Jsou to pravé ez =iae 2 = —i. Snadno se tedy d4 spoéitat étvrty cyklo-
tomicky polynom:

Qa(z) = (x —i)(z +i) =2” + L.

Vratme se jesté k polynomu z™ — 1. Nyni si ukdzeme, jak se také da
rozlozit, a dostaneme tak dalsi zptisob pocitani cyklotomickych polynomu.

Véta 2.2.1. ([2], Véta 4.2.) Necht K je téleso charakteristiky p,p tn > 0.
Potom plati

o 2" —1=][],, Q)

o koeficienty Q" (x) lezi v prvotélese télesa K. Je-lip = 0, pak koeficienty
Qn(z) jsou celd cisla.

13



vvvvvv

fakt, ze kazda n-t4 odmocnina z jedné je zaroven primitivni d-t4 odmocnina
z jedné pro né&jaké d | n. Této vlastnosti vyuzijeme pfi rozkladu polynomu
2™ — 1 na linearni cinitele:

"t —1= H (x—S)zH H (x —v) :HQd(x).
& je Vi d|n v je primitivni {iﬁ dn

Podivejme se nyni koeficienty @, (z). Pfedné pfipomenme, ze prvotéleso
télesa K je definovano jako nejmensi podtéleso K. Dale pouzijeme indukci
podle n. V pfipadé n = 1 mame Q1(z) = x—1 a koeficienty —1, 1 jisté nélezi
do prvotélesa.

Ptredpokladejme, Ze véta plati pro vsechna d < n a prejdéme k n-tému
cyklotomickému polynomu. Ze vztahu ovéfeného v predchozim odstavci do-
staneme rovnost

_oa" =1
B H;!; Qd(m).

Citatel mé zjevné koeficienty v prvotélese a podle indukéniho predpo-
kladu i jmenovatel. Oznac¢me toto prvotéleso P. Pii déleni dvou polynomu
s koeficienty v P budou koeficienty vysledného polynomu jisté lezet tamtéz.
To plyne z podoby mezivysledkti v pribéhu algoritmu pro déleni polynomi
se zbytkem - jsou to opét polynomy s koeficienty v P.

Nakonec se podivejme na p = 0. Koeficienty Q1(z) = x—1 jsou evidentné
celociselné. Opét uvazujme, ze Q4(r) ma celociselné koeficienty pro kazdé
d < n. Ze vztahu

@n ()

B " —1
B ngl Qd(l’)

a z indukéniho predpokladu dostavame, Ze polynom @, (x) mé také celo-
¢iselné koeficienty, nebot je vysledkem déleni monického celociselného po-
lynomu monickym celoéiselnym polynomem (a tedy vSechny mezivysledky
jsou celo¢iselné polynomy). O

Qn ()

Pravé dokézanou vétu predvedeme na prikladu.

Piiklad 4. Podivejme se, jak vypada @,(x), kde p je prvodislo.
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Reseni. Jists deg(Q,(z)) = ¢(p) = p — 1. Piedchozi véta dava vztah
2P — 1= Q1(x)Q,(x), piicemz z definice mame @Q;(x) =z — 1. Tedy

Qp(z) = R R

Vv

klada n-ty cyklotomicky polynom na ireducibilni ¢initele.
K pochopeni diikazu je tfeba pripomenout, co je to algebraicky prvek
a jeho minimalni polynom.

Definice. ([2], Kap. 3) Necht F < E jsou télesa. Prvek o € E nazyvame
algebraicky nad F, pokud je kofenem néjakého nenulového polynomu nad F.

Definice. ([2], Kap. 3) Necht F < E jsou télesa a « je algebraicky prvek
nad F. Nenulovy monicky polynom m(z) € F[z] nejmensiho stupné takovy,
ze m(x) = 0, nazyvame minimdlni polynom prvku « nad F.

Minimélni polynom je ireducibilni a déli vSechny polynomy f(z) € F|x]
takové, ze f(a) = 0. Naopak, ireducibilni polynom f(z) € F[z] je (po vy-
délenim vedoucim koeficientem, aby byl monicky) minimalnim polynomem
libovolného svého kofene.

Véta 2.2.2. ([2/, Véta 4.3.) Bud K = F téleso a NSD(q,n) = 1. Necht
d je nejmensi kladné p¥irozené ¢islo takové, Ze ¢* =1 (mod n). Potom

(i) K™ =F

q

(ii) Polynom Q,(z) se rozkladd na soucin raznych monickych iredu-

d
cibilnich polynoma téhoZ stupné d.

Diikaz. (i) Necht ¢ je primitivni n-t4 odmocnina z jedné, a tedy K™ = K(¢)
(nejmensi téleso obsahujici K a £ obsahuje nutné i mnozinu vSech n-tych od-
mocnin z jedné generovanou prvkem §). Chceme ukazat, ze § lezi v F 4, ale
nelezi v #4dném jeho vlastnim podtélese. Potom totiz F .« = K(¢&) = K™.
Jak na to?

Téleso F 4 obsahuje prvek § pravé tehdy, kdyz fqtl = 1, jinymi slovy
n | ¢® — 1, protoze ¢ je fadu n. Ekvivalentné ¢* = 1 (mod n). Nejmensi
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kladné prirozené ¢islo splnujici tuto kongruenci je d, a tedy dostavame, co
jsme chtéli.

(77) Bud f(z) libovolny monicky ireducibilni faktor @, (z) a £ néjaky
kofen Q,(z) v K™, Tedy ¢ je primitivni n-t4 odmocnina z jedné a f(x)
minimalni polynom & nad F, (£ € F« je algebraicky prvek nad F).

Uvédomme si, ze téleso K (&) tvoii vektorovy prostor nad télesem K.
Jeho dimenze je rovna d dle (i), ale také stupni minimalniho polynomu &.

Protoze n-ty cyklotomicky polynom ma pouze jednoduché kotfeny a jeho

n
stupen je ¢(n), rozklada se Q,(z) na soudin #(n) ruznych monickych ire-

ducibilnich polynomt stupné d.
O

2.3 Mobiova inverzni formule

Uvedeme variantu M&biovy inverzni formule pro grupu psanou multiplika-
tivné, protoze tento pripad budeme potrebovat ve cvicenich. Zacneme s de-
finici Mobiovy funkce.

Definice. ([2], Kap. 5) Mdbiova funkce je zobrazeni u : N — {—1,0,1}
definované predpisem

1 pokud n =1
u(n) = ¢ (=1)" pokud n je soucin k riznych prvocisel
0 pokud p? | n pro ng&jaké prvoéislo p

Nasledujici pomocné lemma pojednava o vlastnosti Mobiovy funkce a vy-
uzijeme jej v dikazu Mébiovy inverzni formule.

Lemma 2.3.1. (/2], Lemma 5.1.) Pro libovolné pfirozené cislo n plati
| 1 pokudn=1
%:,u(d) N { 0 pokudn >1

Véta 2.3.2. ([2], Véta 5.2.) (Mébiova inverzni formule) Necht G = (G, )

je multiplikativni grupa a H,h : N — G zobrazeni. Potom

H(n) = H h(d) pro vsechnan € N
d|
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pravé tehdy, kdyz

n\ #(d) n .
= H H <E> = H H(d)“(d) pro vdechnan € N.
dn dln
Diikaz. Zacneme implikaci =. Je videét, ze [ ], H(d)" w(i) = [T4n H (%) ),

i n
d
Déle upravujeme (s uzitim predpokladu H(n) =[], h(d)):

w(d)
d

[ ()" =IT{ I | ~TI{] [Trer) -

= [ n(e)*2 "D = h(n).

c|n

V posledni rovnosti vyuzivime Lemma 2.3.1 (suma v exponentu je rovna
jedné pouze v ptipadé, kdy ¢ = n, jindy je nulova).

Opac¢nou implikaci dokazeme podobné. Predpokladejme, ze
[ Ly, H(@)" (i) = [T H (% )ia #d) = h(n). Potom dostdvame:

o \

[Tr@ =TT {T]&#Ee"® | =TT | ] & ("

dln dn cld dln g
=11 H H(c = [ a2 = H®n).
c|n cln
V poslednim kroku jsme opét pouzili Lemma 2.3.1. O]

2.4 Berlekampuv algoritmus

Berlekampuv algoritmus slouzi k nalezeni ireducibilnich faktori bezétverco-
vého polynomu. Budeme ho pouzivat v kapitole s piiklady, a proto ho nyni
strucné popiseme.

Definice. ([2], Kap. 6) Necht F je téleso. Polynom f(z) € F[z]| nazyvame
bezctvercovy, pokud f neni délitelny druhou mocninou néjakého nekonstant-
niho polynomu.
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Plati, Ze polynom f(z) je bezctvercovy, pokud NSD(f(x), f'(z)) = 1.
Tento fakt uvadime bez dikazu.
K popisu Berlekampova algoritmu je tfeba znat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.4.1. (2], Tvrz. 6.2.) Necht f(x) € F[z]| je monicky bezctvercovy
polynom. Necht h(x) € F[x] je polynom takovy, Ze hi(x) = h(z) (mod f(z)).

Pak
f(x) = [ NSD(f (), h(z) — a).

acFy

Nebudeme dokazovat, ze Berlekampiiv algoritmus skutecné funguje. Uve-
deme pouze postup, jakym bychom rozlozili monicky bezc¢tvercovy polynom
f € F,[z] stupné n (]3], Alg. 26).

Pti popisovani algoritmu ztotoznime polynom ag + a1z + . .. a,x" s vek-
torem (ag, ai, . .., a,).

1. S := matice se sloupci 2° mod f,2? mod f,..., 2" % mod f
2. spocCteme bazi hy = 1, hs, ..., h,, prostoru feseni soustavy rovnic
(S—=DHh=0

3. polozime i := 2, M := f
4. dokud | M |< m, opakujeme:

e nahradime kazdé g € M netrividlnimi faktory z rozkladu
g = Haqu NSD(Q? hz - a)
o j:=¢+1

5. vysledkem je mnozina ireducibilnich faktorta M.
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Kapitola 3
Cviceni

V této kapitole vyFesime tlohy a cviceni zadané v [2], které se tykaji zejména
vypoctu primitivnich n-tych odmocnin z jedné, n-tych cyklotomickych po-
lynomt a dikazi jejich vlastnosti pro riizna n.

3.1 Primitivni n-ta odmocnina z jedné

Predvedeme si vypocet n-tych odmocnin z jedné.
Priiklad 5. Najdéte primitivni devaté odmocniny z jedné v télese Fig.

Reseni. Bud o primitivni devaté odmocnina z jedné v Fig. Z Dtisledku 2.1.5
plyne, ze fad grupy F*19 je 18. Dostavame, ze vSechny primitivni devaté od-
mocniny z jedné jsou tvaru o, (k, 18) = 1, tj. jde o viechny prvky fadu devét
\% F*lg.

Naleznéme nejprve generator F*j9 a nasledné prvek a. Pro a genera-
tor F*19 plati ord(a) = 18. Tedy pii hledani takového a staci ovéfit, ze jeho
fad v F*19 neni délitelny dvéma ani deviti. Polozme a = 2, potom

22 =4 (mod 19),2° = —1 (mod 19),

tudiz 2 je primitivni prvek modulo 19. Dvojka je prvek fadu devét v Zig(+)
a s pouzitim Diisledku 2.1.5 nakonec dostdvame a = 2% = 4.
Vsech primitivnich devéatych odmocnin z jedné je ¢(9) = 6 a jsou to tedy
prvky
4, 45 = -2 47=6, 4" = -3, 413 =9, 41" =5,
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3.2 n-ty cyklotomicky polynom nad télesem

Nyni se mimo jiné podivame na rozklad cyklotomickych polynomi a vlast-
nosti jejich koeficientti. Také vysetiime piipad, kdy n je prvocislo.

Priklad 6. Spocitejte Q15(xz) nad Q.

ReSeni. Z Véty 2.2.1 plyne pro Q:5(x) nasledujici vztah:

P —1
Qi5(x) = .
o) @)
Méame @ (x) = z — 1, dale ur¢ime
3 —1 9 5 —1
Qs(x) o et a Qs(x) po
Tedy po dosazeni
1.15 -1 1‘15 -1
Qi5(z) = 5 = (2 5
=1 (224+2x+1)(x®>—-1)

(x—=1)(z22+z+1)- p—

x5 —1

2T+ ab+ad—a?2 -2 -1

=8 -+ -t -+ 1.

Nésledujici ptiklad ukazuje, jak vypadaji koeficienty n-tého cyklotomic-
kého polynomu nad télesem charakteristiky p t n.

Priklad 7. Bud @, (x) n-ty cyklotomicky polynom nad Q a R,,(x) n-ty cyk-
lotomicky polynom nad télesem charakteristiky p t n. Dokazte, ze koeficienty
R, () jsou stejné jako koeficienty @, (z) modulo p.

ResSeni. Provedeme diikaz indukei podle n. Pro n = 1 mame nad libovol-
nym télesem Q(z) = x — 1. Uvazujme nyni, Ze pro vSechna d | n,d < n
predpoklad plati, tj. Zze koeficienty R,(x) jsou stejné jako koeficienty Qq(x)
modulo p.
Z Véty 2.2.1 plyne
Ro(z) = =2 —L
) [T an Ra(z)

d<n
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Koeficienty v citateli jsou ziejmé vzdy 1 a —1. Soucin cyklotomickych
polynomt ve jmenovateli ma také pozadovanou vlastnost, pouzijeme totiz
indukéni predpoklad na jednotlivé soucinitele:

I Ra(z) = [[(Qa(z) (mod p)) = [ [] Qu(x) | (mod p).

dn dn
d<n d<n d<n

Nakonec, podil dvou polynomti nad télesem charakteristiky p s koefici-
enty stejnymi, jako bychom pocitali v télese racionalnich ¢isel modulo p,
ma také dokazovanou vlastnost. Divod je ten, ze pfi déleni polynomu poly-
nomem nezalezi na tom, zda pocitdme modulo p kazdy mezivysledek nebo
jestli vSechny mezivysledky pocitdme v Q[z] a az u vysledného polynomu
prepocitam koeficienty modulo p.

V dalsi tloze si vyzkousime rozklad polynomu na ireducibilni ¢initele po-
moci Berlekampova algoritmu. Pouzijeme také vysledek Ptikladu 6.

Piiklad 8. Rozlozte polynom Q15(x) € F3 [z] na ireducibilni ¢initele.

Reseni. Z Piikladu 6 mame, 7e Q5(7) = 2% + 27 +2° + 2* + 2 + o + 1.
NSD(2,15) = 1 a nejmensi kladné piirozené ¢islo d takové, ze 2¢ =
1 (mod 15), je ¢tytka. Véta 2.2.2 Fiké, Ze se polynom ()15(x) rozklada na sou-
¢in @ = 2 riznych monickych ireducibilnich polynomt téhoz stupné c¢tyfi.
K nalezeni téchto dvou polynomil vyuzijeme Berlekamptiv algoritmus:
Oznaéme f(z) =28 + 27 + 25 + 2* + 23 + 2z + 1. NSD(f(2), f'(z)) = 1,
a proto je f bezctvercovy. Nejdiive spocitdme matici S:

[

'

[=>]

Tttt P41

0. 2 mod f(z) = 2" + 2?
2. 2?mod f(z) = 2 + ' mod f(z) =
T+t 42+ 27 + 1

8
Q
(oW
~
SN SN N N N N N N
vvvvi\_/\_/\_/
I

I
B R B B 8 B B 8 =
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Tedy

N eBaoleoBaoNol S
= el ool =]
SO OoOoO R OO oo
_ o O O O O o
O OO O o
[N eNeNel S =N

H O R == O R R
R, O R, R kO R

0000

Nyni aplikujeme Gaussovu eliminaci na matici S — I:

000O01T1TCO071
0100100060 01001000
011000171 00101011
g _ - 00011001 fOO0O011001
001 0O0O0O0T1 00001010
000O01O0O0GO0 000O0O0OT1T1T71
000100171 000O0O0OO0OT1PO0
000O01O0T1O0

Béze feseni je napiiklad (1,0,0,0,0,0,0,0),(0,0,1,1,0,1,0,1) s pfislus-
nymi polynomy hy(x) =1, ho(x) = 2% + 2° + 2° + 7. Déle

NSD(f (), ha(x) — 0) =

=NSD(z®*+ 2" +2° +at + 2 + 2+ 1, 2"+ 2° + 2% + 2?) =
=zt 4+ 2%+ 1,

NSD(f (), ha(z) — 1) =

=NSD(z®* + 2" +2° +at + 2+ + L'+ 2% + 28 22 - 1) =
=zt +r+1

Vysledny rozklad polynomu f(z) = Q15(z) je 2®+a"+a’+at+23+ax+1 =
(2 + 22+ 1) (z* + 2+ 1).

Priklad 9. Necht K je libovolné téleso a n > 1. Dokazte, Ze polynom
2" 4 2" 2 + .+ 1 je rozloZitelny, kdykoliv n je slozené.

Reseni. Ozna¢me p charakteristiku télesa K. Pro p = 0 nebo p { n polozme
n =ab, 1 < a < b < n. Ze vzorce pro soucCet geometrické rady mame
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mab71+xab72_’_.”+1:$ —1‘

Dostavame o
2 —1=]]Qulx) = Qi(x)... Qu(z) ... Qu(2) ... Qu(2),
dlab
a tedy

w7 a2 41 =[] Qa(x)

d|ab
d>1

je netrivialni rozklad daného polynomu.

V piipadé p | n existuje kladné ptirozené ¢islo [ takové, ze n = pl. V télese
charakteristiky p > 0 podle Lemma 2.1.2 plati 2" —1 = (')’ —1 = (2! — 1),
a tedy dostavame nasledujici rozklad:

" -1 (2t — 1) (z —1)P" B
r—1 (x —1)° B
= (@ 2+ D (@ -1

2 "l 41 =

V dalsi dvojici prikladii se podivame na podminky ireducibility n-tych
cyklotomickych polynomii pro n je prvocislo nad télesy s prvociselnym po-
¢tem prvki.

Piiklad 10. Najdéte nejmensi prvocislo p takové, ze 2?2 4+ 221 4+ ... + 1
je ireducibilni nad F,,.

ResSeni. Plati 22 + 22 + ... +1 = ’”;3_1 = @23(z), nebot 23 je prvodislo.

-1
23
Podle Véty 2.2.2 se polynom Q3(x) € Z,[x] rozklad4 na soudin 2(23)

d
22
i riiznych monickych ireducibilnich polynomi, pfi¢emz d je nejmensi kladné

pfirozené ¢islo spliujici p? = 1 mod 23. Jinymi slovy, hledané p je primitivni
prvek modulo 23, nebot potom pro polynom (23(x) nebude v Z,(x) existo-
vat netrivialni rozklad.
Dle Disledku 2.1.5 maji prvky grupy Z*o3 fad délici 22, tzn. 2, 11 nebo 22.
PoloZzme p = 2. Mame

22 =4 (mod 23),2" = (2°)* . 2=322.2=92.2=81-2=12.2=
=24 =1 (mod 23),
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tim padem 11 je fad dvojky v Z*,3 a volba p = 2 nevyhovuje. Podobné
narazime na problém u p = 3, nebot

3 =(3%)’.32=27.9=4%.9=64-9=-5-9= —45=1 (mod 23).
Nyni se podivame na piipad p = 5. Plati 5> = 25 = 2 (mod 23) a
51 =(52)".5=2".5=32.5=9.5=45= —1 (mod 23),

tedy 5'! je fadu dva v Z*3 a pétka je hledany generator. Mame d = ord(5) =
22 a odpovéd zni p = 5.

Piiklad 11. Najdéte nejmensich deset prvoéisel p, pro néz je a?~1 + 2P=2 4
...+ 1 ireducibilni nad Fs.

Reseni. V piipadé p = 2 je polynom x + 1 € Fy[z] ireducibilni. Proto ndm
dvojka vyhovuje.
P —

1
T = Qp(x). Hledame
x J—
tedy nejmensich devét lichych prvocisel p takovych, ze Q,(x) je ireducibilni
nad FQ.
3 3 _ 3 cowp)
Opét pouzijeme Vétu 2.2.2: Q,(x) se v télese Fy rozklada na =

p—1

Pro p liché prvoéislo plati 2P~ 1 4-2P~24. . +1 =

netrivialnich faktor®, pricemz d je nejmensi kladné prirozené cislo

takové, ze 22 = 1 (mod p). Pro dtikaz ireducibility tedy hleddme p takové,
aby d = ord(2) = p — 1, neboli aby prvek 2 generoval Z*,.

Vizdy ovéfime, zda-li fad dvojky v Z*, neni roven néjakému [, kde [ |
p— 1,1 < p—1. Potom by zfejmé p nevyhovovalo.

e p=23:2=-1 (mod 3) /
e p=>522=4= -1 (mod 5) /

e p="7:22=1 (mod 7), a tedy p = 7 nevyhovuje

p=11:22=4 (mod 11),2° =32 = —1 (mod 11) /

p=13:2*=16 =3 (mod 13),2° =64 = —1 (mod 13) /

p=17:22= (29% = (=1)> =1 (mod 17), a tedy p = 17 nevyhovuje

p=19:22=4 (mod 19),2° =64 =7 (mod 19),22=26.23=7.8=
56 = —1 (mod 19) /
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p=23:22=4 (mod 23),2'' =1 (mod 23) (dle Ptikladu 10), a tedy
p = 23 nevyhovuje

p=29: 2 = 6 (mod 29),21 = (24)>. 922 = 162 - 16 - 4 = 64 - 256 =
6-(—5)=-30=—1 (mod 29) /

e p=231:25=32=1 (mod 31), a tedy p = 31 nevyhovuje
p=37:212=(25)%22 = (—5)*4 = 25.4 = 100 = —11 (mod 37),2' =
912.96 = _11.64= —11-(—10) = 110 = —1 (mod 37) /

p=41:220 = (25 =324 = (—=9)* = (—9)*- (-9)* =812 = (—1)* =
1 (mod 41), a tedy p = 41 nevyhovuje

p=43:20 = 64 = 21 (mod 43),2 = (26)>. 22 =212. 4 = 44] -4 =
11-4=44=1 (mod 43), a tedy p = 43 nevyhovuje

p=47: 2% = (26)° .25 = 172. 17 (—15) = 289 - (—255) = 7 - 27 =
189 =1 (mod 47), a tedy p = 47 nevyhovuje

p =53 2% = 16 (mod 53),2% = (26)* .22 = (112> 4 = 152 - 4 =
225-4=13-4=—1 (mod 53) /

p=>59:22 =4 (mod 59),2% = (26)*.25 =5%.32 =625-32=35-32 =
1120 = —1 (mod 59) /

Tedy vysledkem jsou nasledujici prvocisla:

2,3,5,11,13,19,29, 37,53, 59.

3.3 Vlastnosti cyklotomickych polynomu

Nyni dokdzeme né€kolik vlastnosti cyklotomickych polynomi. V nékterych
pripadech si ukazeme dva typy dikazi: s vyuzitim definice a dle M&biovy
inverzni formule. Budeme vzdy pracovat nad takovym télesem, aby cykloto-
mické polynomy byly definovany.

Priklad 12. Necht p je prvodislo a p { m. Dokazte, ze potom Q,(z) =
Qm(mp)
Qu(a)
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Reseni. Chceme dokézat, Ze Q) (2)Qum(7) = Qu(2P). Zvolme pevnd néja-
kou primitivni "¥/1 a ozna¢me ji a. Ziejmé 3 = of bude primitivni /1.
7 definice n-tého cyklotomického polynomu plati pro levou a pravou stranu
vyse zminéné rovnosti nasledujici vztahy:

Qmp(x)Qm(x) = H (1’ - O‘k) H (ZB - ﬁk)a

k<mp k<m
NSD(k,mp)=1 NSD(k,m)=1
Qua’) = [I @ -8Y.
k<m
NSD(k,m)=1

Nyni upravime @,,(2?). Poviimnéme si, Ze polynom x* — 3% ma pouze jed-
noduché koteny, jelikoz NSD((zF — 3%), (2P — 3*)") = NSD( (2P — 3%), paP~1!) =
1.

Pro ¢ libovolny kofen 2 — 3% je &P = 3% a plati £&™P = gFm = ofmp = 1,
Proto kazdé takové ¢ je mp-t4 odmocnina z 1. Ale vSechny mp-té odmocniny

z 1 maji tvar of, 1 =0,1,2,.... Stadi tedy uréit, pro kterd [ je o' kofenem
xP — 3*.
Jinymi slovy chceme, aby a” = % = aP* a proto musi platit pl =

pk (mod mp). Tato kongruence je splnéna pravé tehdy, kdyz [ = k (mod m).
7 téchto uvah vyplyva

Qu(a) = ]I I[[ @-a)

k<m I<mp
NSD(k,m)=1 =k (mod m)

Oba polynomy Q) (2)Qm(x) a @, (2P) jsou soudinem navzajem riznych
linearnich faktort. Kofeny polynomu @y, (z)Qm(z) jsou pravé {al,l € A},
kde

A= {r :NSD(r,mp) = 1,7 <mp} U {pr : NSD(r,m) =1, < m}.
Kofeny polynomu @,,(z?) jsou pravé {o/ 1 eB }, kde
B={l:1<mp,l =k (mod m),NSD(k,m)=1}.

Nyni staci ukazat, ze A = B, a dikaz je hotov.

Od zacatku predpokladame, ze prvocislo p nedéli m. Proto je mnozina
A ziejmé rovna mnoziné {r : NSD(r,m) = 1,7 < mp}. Mnozina B obsahuje
takova [, ze | = k (mod m) a NSD(k, m) = 1. Podle Eukleidova algoritmu je
NSD(k,m) = NSD(k mod m,m) = NSD(I mod m,m) = NSD(l,m), tedy
i NSD(l,m)=1a B = A.

26



Reseni. Nyni si dokazovany vztah upravime s pouzitim Mobiovy inverzni
formule.

Nejprve vyjadiime @,,(z). Nad télesem charakteristiky p,p t m podle
Véty 2.2.1 plati

™ —1= HQd(ZL’)

dlm

Nyni pouzijeme Vétu 2.3.2. Uvazujme funkce H(m) = 2™ — 1 a h(m) =
Qm(z). Potom dostaneme vztah

(1) Qu@) = [[@¥ - 1.

dim

Podobné ze stejné véty plyne:

2 Quile) = [ =1y,

d|lmp

Podivejme se na délitele sou¢inu mp. Protoze p 1 m, maji délitelé mp
tvar {k : k| m} nebo {kp : k | m}. Rovnost (2) tedy lze pfepsat nasledovné:

(3) Qmp(l') = H % d)H N(kp

dlm klm

Nyni si povSimnéme, co z definice Mébiovy funkce plyne pro exponent
w(kp): plati totiz, ze u(kp) = (—1)“*!, pokud k se rovné soucinu ¢ rtznych
prvodisel riznych od p (ale tato podminka v nasem pfipadé vzdy plati, nebot
ptm), a u(kp) = 0, pokud existuje prvoéislo a tak, Ze a? | k. Z téchto tvah
snadno plyne, Ze u(kp) = —pu(k), a tedy

@ J[E% - e <[ - 1)@,

klm dlm

Nyni s vyuzitim (1), (2), (3) a (4) dostaneme

[Lgpn (278 = 1) m
d
Hd\m(x d = 1)#(d) d|

m

— H ((z7) ¢ — 1)MD = Q,, (),

Qrp(2)Qm () =

m
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a dokazovana rovnost plati.

Priklad 13. Necht p je prvocislo a p | m. Dokazte, Ze potom Q,(z) =
Qum (xP).

Reseni. Tento vztah dokaZeme podobné jako piedchozi pifklad. Opét bud
a néjaka pevné zvolend primitivni "¥/1 a 3 = o primitivni /1. Potom

Qmp(m) = H (.’I? — CYk).

kE<mp
NSD(k,mp)=1

Dle této rovnosti maji kofeny Q,,,(x) tvar {al S A}, kde
A= {r :NSD(r,mp) = 1,r < mp}.

Polynom @,,(2?) se rozklada takto:

Qua”) =[] @ -8,
k<m
NSD(k,m)=1
kde podobné jako v predchozim cviceni jsou vSechny kofeny jednoduché.
Z minulého piikladu vime, Ze kofeny polynomu Q,,(z?) jsou pravé
{o/ e B}, kde

B ={r:r <mp,NSD(r,m) = 1}.

Nyni jiz staci overit, ze A = B a dikaz bude hotov.
Protoze p je prvoéislo délici m, je NSD(r,m) = 1 ekvivalentni
NSD(r, mp) = 1. Je to z toho divodu, Ze pro nejvétsi spolecny délitel ¢isel ¢ a
d, kde ¢ = p1®---p,°,d = ¢, - - - ¢, jsou piislugné prvociselné rozklady,
plati
NSD(e, d) = H pRinteits),

XU, 157S

Pi=4a;

Prvociselné rozklady c¢isel m a mp se lisi pouze v exponentu prvocisla p.
Ale protoze ziejmé NSD(p, r) = 1, nebude mit p diky vysSe uvedenému vztahu
v zadném z obou pfipadi na nejvétsi spolecny délitel vliv. Tedy NSD(r,m) =
NSD(r,mp) = 1, a diky tomu A = B.
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Reseni. Vyuzijeme vztah (2) z minulého piikladu. Co lze fici o délitelich
souéinu mp? Nejprve pro ty, ktefi jsou délitelni p?, plati

6 J[@" -1 =1

d|mp
p?|d
Je tomu tak proto, Ze exponent kazdého soucinitele je roven nule: p(d) =
w(pc) = 0 z definice Mobiovy funkce. Zbyvajici délitelé mp jsou tvaru bud
{k:k|m&ptk} anebo {kp:k|m & ptk}, pficmz vyuZijeme trik jako
v pfedchozim dikazu, tj. Ze pu(kp) = —p(k). Dostaneme

mp ulk Hd‘fg (a7 — 1y
©) Qu) =[@* -OT[@" -)=0 = 2

Ptk Ptk ptd

Nyni se podivame na polynom @,,(z?). Pomoci (1) z minulého piikladu
vidime, Ze Qm (2¥) =[] 4, ("¢ — 1)M? . Jak vhodné rozepsat tuto rovnost?
Provedeme podobné tvahy jako vyse. Mezi déliteli m se mohou vyskytovat
nasobky p a nasobky p?. Tedy

Quia”) = [[ @ = 1@ [[ @% - O[] @¥ -1

Nyni staci porovnat rovnosti (6) a (7).

S vyuzitim predeslého piikladu dokézeme nasledujici uziteény vztah,
ktery se bude pozdéji hodit v dalsich cvicenich.

Priklad 14. Necht p je prvocislo a k, m jsou libovolna piirozena ¢isla. Do-
kazte, ze potom @« (x) = Qmp(a:pkfl).

Reseni. Budeme postupovat indukci podle k. Pro k = 1 se leva i prava
strana rovnaji. Pfedpokladejme, Ze plati Q-1 (z) = Qup(2z? 7). Je vztah
splnén i pro krok k?
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Uvazujme m' = mp*~!, ziejmé p | m’. S pouzitim P¥ikladu 13 a induké-
niho predpokladu mame

Qupt (2) = Qu(#) = Qu(2”) = Quugp-+(2”) = Qupl(2)" ) = Q™).

Nyni si ukdZeme, ¢emu se rovnaji polynomy Q,(—z) a Q,(z™1).

Piiklad 15. Necht n > 3 je liché. Dokazte, ze Qa,(x) = Qn(—x).
Reseni. Zvolime postup indukei. Pro n = 1 plati:
Qil—2) = —2 — 1= —(z+1) = ~Qs(x)

Pro n = 3 mame z P¥ikladu 6 spocteno Q3(z) = 2% + x + 1. Cemu se
rovnd Qg(x)? Z Véty 2.2.1 plyne:

28 —1 20 —1
Qsl) = Q1 (2)Q2(2)Qs(x)  (x—D(@+ D@2 +z+1)
20 —1 20 —1
- (22 =1)(22+ 2+ 1) Tt tad—x—1
=2’ —z+1.

Tedy Qs(—2) = 2° — 2+ 1 = Qs().
Predpoklddejme, Ze pro vSechna d | n, kde n je liché, plati Q4(—x) =
(Q24(x). Podivejme se, ze potom vztah platiipro n. Nejprve si vyjadiime Qo (2):

Qon (1) = -1 B (" —1)(2" 4+ 1) B
e [T a2 Qa() B Qn(@) [T a1 Qa(2)Qaa() B
1 _ 2. "+ 1 _ "+ 1
"2 CY M Qulo) T, Quie)

tj. staci nam dokazat, ze
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S vyuzitim indukéniho pfedpokladu, Véty 2.2.1 a rovnosti Qi(—x) =
—Q2(x)) se presvédéime, Ze je tomu skuteéné tak:
Q (—l‘) _ (_1)n(xn B 1) _ _(:L,n + 1)
" Qi(=2)[[ an Qu(—z) —Q2(x)[] e Q2a(x)
1<d<n 1<d<n
(@ +1) 2" 41
I, Quila) T, @ue)

a to je presné ta rovnost, kterou jsme chtéli.

Piiklad 16. Dokaite, Ze pro n > 2 plati Q,(z~1)z¥™ = Q,(x), kde p(n)
je Eulerova funkce.

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze je definovano (1) = 1, a tedy

Ql(JC*l)SUSO(l) =Qia e =" -z =1-2=-Qi(x)

Opét vyuzijeme indukci. Pro n = 2 rovnost plati, nebot Qq(z~1)z¥®?
(7' + Dz =142 =Qs(z).

Piedpokladejme tedy, Ze pro viechna d | n,d < n plati Qg(z~!)x?@ =
Qa(x). Stadi tedy s vyuzitim indukéniho pfedpokladu ovérit, zda-li vztah
plati i pro n. Z Véty 2.2.1 s vyuzitim rovnosti Q;(z7 ')z = —Qq(x) dosté-
vame:

a" —1 (@) —1)(=2")
Ol = M Q) ~ Q) T g Qula D@

_ (7 1)" -1 _ —a" _

Q@I an Qa(z™t) I apn ¥
@) -1 " _

gy Qala™) 2 g =0
= Q) Q.

T d<n

V poslednim kroku jsme pouzili Tvrzeni 2.1.6.
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3.4 Vybrané hodnoty cyklotomickych poly-
nomu

Podivejme se, ¢emu se rovna hodnota n-tého cyklotomického polynomu v bo-
dech —1,0 a 1 v zavislosti na n. Pfi fesSeni vyuzijeme vysledky z predchozi
sekce.

Priklad 17. Ukazte, ze pro n > 2 plati Q,(0) = 1.

Reseni. Piiklad vyfesime indukci podle n. Mame Q;(0) = —1 a Q»(0) =1,
a tedy pro n = 2 rovnost plati.
Predpokladejme, Ze dany vztah plati i pro vSechna d | n,d < n.

1
Z Véty 2.2.1 plyne: Q,(z) v . S vyuzitim indukéniho pred-

L, Qulo)
pokladu a rovnosti @1(0) = —1 tedy po dosazeni nuly dostavame
0-1 -1
Q.(0) = = =1.

(=1)- H;g; Qa(0)  (=1)-1---1
Priklad 18. DokaZte:

0 pokud n=1
Q.(1) =< p pokud n je mocnina prvocisla p
1 pokud n méa dva rizné prvociselné délitele

Reseni. Postupné rozebereme jednotlivé piipady. Pro n = 1 mame Q;(z) =
r—1,atedy @1(1)=1—-1=0.

V ptipadé, ze n = p°® pro néjaké e prirozené ¢islo a p prvocislo, si nejprve
vyjadiime, ¢emu se rovna Qpe(x). Z Véty 2.2.1 plyne vztah

2" —1=Q1(7)  Qplr)++ Qper(2) - Qe (2)-

Podivejme se, Ze také plati

e—1

Qu@) - Qple) -+ Qpor(a) =a? " — L.

Kombinaci predchozich dvou rovnosti ziskame 27 — 1 = (27 — 1)Qpe (),

a tedy

P _ 1 o _
Qpe(x>:h:x(p_l)l’ 1_+_..._|_$:D 1_}_1'
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V tomto vyjadfeni mame celkem p s¢itancti. Po dosazeni jednicky nevyjde

nic jiného nez
Qpe(l)=1+---+1=p.

Nakonec zbyva situace, kdy n mé dva rtizné prvociselné délitele. Necht
n = p1°t -+ pp je prvociselny rozklad cisla n. Budeme postupovat indukeci
podle k, kde k > 2.

Pro k = 2 mame n = p;** - po°>. Polynom @), e1.p,e2 () si upravime
s pouzitim vysledkd Pfikladu 14 a Pfikladu 12 (pfedpoklady jsou splnény):

- Ql’lel((xpzerl)m) _ @pi1 (xPZEQ) .
Qmel (xmerl) Qmel (xpfrl)

Tedy po dosazeni jednicky a vyuziti predeslého vztahu pro n mocninu
prvocisla dostaneme

1
Qplelpf? ($) = Qplelpz (meEQ )

_ Qpe1 (119262) _ Qprer (1) _n
Qplel (1p25271) Qplel(l) Y41

Qplelpf? (1) =L

Predpokladejme nyni, ze plati Qp,e1. p,_,e-1(1) = 1. Implikuje tato rov-
nost Qpe1.pex (1) = 17 Podivejme se, ze ano. Pro prehlednost ozna¢me
m = p1“...pr_1°t. Nejprve pouzijeme k tipravam Priklad 14 a Priklad 12
(predpoklady jsou ziejmé splnény):

_ Qu(™™)
Quu(am ™)

Nyni staci dosadit jednicku a pouzit indukéni predpoklad:

Onr (1) = 2 ™) Q)

Qmpkek (CL’) = Qmpk (xpk%il)

1
~ = =—-=1.
Qm (1pke’f ) Qm (1) 1

Reseni. Jesté predvedeme jednodussi zptisob jak dokézat, ze Q,(1) = 1,
pokud n ma dva rizné prvociselné délitele. Uvazujme opét n = p;* - - - pp*
prvociselny rozklad cisla n. Piipad n = p;“'p2® jsme ovérili v minulém
feseni. Nyni dokadzeme vztah pro libovolné k > 2 za predpokladu, ze pro
v8echna d | n,1 < d < n plati:

Qu(1) = p pokud d je mocnina prvocisla p
A pokud d ma dva rtzné prvociselné délitele
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Z Véty 2.2.1 plyne

fL’n — 1 n—1 ERRIRNNS .
Qn(z) = T o 0a@) = (""" + +1)

1<d<n 1<d<n

Dosadime x = 1 a vyuzijeme indukéni predpoklad:

1 n
2w)=n— = —=1.
Q ( ) plel .. .pkek n
Priiklad 19. Dokazte:
0 pokud n =2
Qn(—1) = —2 pokudn=1
" ) p pokud n je dvojndsobek mocniny prvocisla p
1 jinak

Reseni. Pron = 1 an = 2 staéi jednoduse dosadit do rovnosti Q;(z) = z—1
a Q2(x) = x + 1. Dostaneme

Q2(—-1) =-1+1=0,
Qu(-1)=—-1-1=-2.

Déle vyresime piipad, kdy n = 2p° pro p prvocislo a e prirozené ¢islo.
Nejprve se podivejme na p = 2. Budeme postupovat indukci podle e. Pro
e = 1 mame z Piikladu 2, Ze Qa9(x) = Q4(x) = 22 + 1, a tedy Qu(—1) =
1+1=2.

Predpokladejme, ze (QQg.9e-1(—1) = Q2c(—1) = 2. Plati potom, ze
Qo.0¢(—1) = Qqe1(—1) = 27 2| 2¢, a tedy lze pouzit Piiklad 13: Qg.¢(x) =
(Q2¢(7?), a po dosazeni

Q22¢(—1) = Qe ((—1)%) = Q2c(1) = 2,

kde jsme v posledni tpravé pouzili vztah pro n mocninu prvocisla z Pri-
kladu 18.
Pro p liché pouzijeme Piiklad 15, nebot p® > 3 je opét liché ¢islo:

Qape(—1) = Qpe(=(=1)) = Qpe(1) = p,

kde jsme opét vyuzili vztah z Piikladu 18 pro n mocninu prvocisla.
Podivejme se na posledni ptfipad, tzn. na jakékoli jiné n, nez jsme dosud
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diskutovali. Rozlisime dvé mozZnosti:

(1) n=p1® -+ - pp, kde py,...,pg jsou lichd prvodisla,
(2) n=2°p** - -, kde p1,...,px jsou lichd prvocisla a nastane pravée
jedna z téchto variant: bud (e =1 & k > 2) nebo (e > 1 & k > 1).

(1) Za¢néme s piipadem, kdy n je liché. Budeme postupovat indukci
podle k.
Pro k = 1 plati z Pitkladu 18 Qe () = 1+ 27 + --- + 2= DP"" Vidime,
ze ve vysledku mame p s¢itanci: k jednicce pricitame dalsich p — 1 s¢itanci
(sudy pocet), kde je u z v exponentu st¥idavé liché a sudé ¢islo. Cili po do-
sazeni —1 se poslednich p — 1 ¢lenti navzajem odecte a zbyde ()pe(—1) = 1.

Ozna¢me m = p1** ... pr_1°*. Plyne z pfedpokladu Q,,(—1) = 1 rov-
nost Qup, e (—1) =17

Nejprve si upravime Qe (z). Pouzijeme Pfiklad 14 a Ptiklad 12 (pfed-
poklady budou splnény):

e—1

Qm (wpkek)
Qun (am77)
Po dosazeni —1 a vyuziti indukéniho predpokladu dostaneme
Qu(CY ) Quy 1
Qm (=1)P)  Qu(=1) 1

(2) Nakonec nam zbyly posledni dva piipady. Nejprve se podivame na e =
1 ak > 2. Opét se ndm bude hodit Priklad 15 a Priklad 18.

QQ'Plel“'pkek(_l) = Qplel-"mek(l) =1

Déle vyfesime variantu e > 1 a k£ > 1 indukci podle k.
Pro k = 1 plyne z Piikladu 14 toto: Qgep,er () = Qaper (22 ). Jeliko?
2¢71 je sudé ¢islo, mame po dosazeni —1 s vyuzitim vysledku z P¥ikladu 18:

Qaeprer (—1) = Qopea (1) = 1.

Oznacme r = 2°p;°' - - - pp_1-1 a predpokladejme, ze dokazované tvrzeni
plati pro k —1, tj. ze Q,(—1) = 1. Ukazme, Ze potom plati i Qe (—1) = 1.
Nakonec i v tomto piipadé pouzijeme Ptiklad 14 a Priklad 12:

QT‘ (xpkek)
GRETEN)

Qupyer (T) = Qump, <:vp’“ek*1) =

Qmpkek(_l) =1.

1

Qr‘pkek (l’) = Qrpk (xpk%_ ) =
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Nyni staci pouze dosadit za x prvek —1 a s vyuzitim indukéniho pred-
pokladu konec¢né dostavame

Q((=1"") Q-1 1
Q ((=1»*7) (=1 1

Reseni. V predchozim feeni jsme predvedli piipady, kdy n = 1,n = 2 an je
dvojnasobek mocniny prvocisla p. Nyni ukdzeme jednodussi feseni posledni
moznosti, kterd zahrnuje vSechny jiné podoby n. Jak jsme si rozebrali vyse,
jde o body (1) a (2) z pfedchoziho FeSeni.

(1) : Mame n > 1 liché, n = p1* - - - px®. V pFedchozim FeSeni jsme ovérili
ptipad k = 1. Vyuzijeme feSeni Pfikladu 18 a napiSeme si Q,(z) takto:

Qrpper (=1) =

o
IT an Qa(z)

1<d<n

Qu(z) = (2" 4z +1)-

Predpokladejme, Ze pro d | n,1 < d < n plati Q4(—1) = 1. Staci uz jen
dosadit * = —1. Dostaneme

Q) = (" 4 (D) 1Qd(_1) =1 =1

1<d<n

V piipadé (2) je n vidy sudé. Pokud e = 1 a k > 2, je dikaz, ve kterém
vyuzivame Piiklad 15, jednoduchy (byl jiz ptedveden vyse). Variantu e > 1
a k =1 jsme také jiz ukazali v predchozim feSeni. Pfedpokladejme tedy, ze
e>1k>1aprovsechnad|n,2<d<nje

Qu(—1) = p pokud d je dvojnésobek mocniny prvocisla p
d ~ 11 jinak

Chceme ukézat, Ze potom i Q,,(—1) = 1. S vyuzitim Véty 2.2.1 muzeme
fici, Ze plati

o —1 " —1
@) Gy @) G D VL Q)
n—l_xn—2 ...—(1;2 T — . =
= (@ ¥ ) DL Qo)
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Nyni sta¢i dosadit © = —1 a s vyuzitim indukéniho predpokladu dosta-
vame

Qu(—1) = (=1 =+ () =) s =
— (-n) L Ty
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