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fujeme se predevsim na ireducibilni polynomy, jejich vlastnosti a metody kon-
strukce. Nejprve zavadime pojmy jako rad polynomu, primitivni polynom, troj-
¢len ¢i cyklotomicky polynom a uvadime je do souvislosti s ireducibilnimi poly-
téchto objektt. Dale vyuzivame Mobiovu inverzni formuli a jeji disledky, coz
nam napiiklad umozni odhadnout pocet ireducibilnich polynomi. Nakonec se za-
byvame konstrukeci ireducibilnich polynomii pomoci faktorizace i jinych metod a
také ukazujeme, jak je mozno sestrojit primitivni polynomy. Tyto metody de-
monstrujeme na cvi¢enich. Podavame také prehled publikovanych algoritmit pro
konstrukci ireducibilnich polynomii.
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First, we introduce terms like order of a polynomial, primitive polynomial, trino-
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addition to the presented basic theorems we proof exercises that describe more
complex behaviour of these terms. Next, we use M6bius inversion formula and its
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Nékolik slov ivodem

Tato prace se, jak uz sam néazev napovida, zabyva ireducibilnimi polynomy nad
koneénymi télesy. Vychdzi z knihy [1], pfedev§im jeji tieti kapitoly, odkud je
prevzata vétsina teorie. Véty a tvrzeni uvadime bez dikazu, pro jejich mozné
dohledani je vzdy v zévorce uvedeno ¢islo odpovidajiciho tvrzeni v [1], pfipadné
nékolika tvrzeni jejichz spojenim nase véta vznikla. Nasim cilem je ukazat nékteré
vlastnosti polynomt nad konecnymi télesy. Prezentujeme pojmy jako fad poly-
nomu, primitivni polynom, trojclen ¢i cyklotomicky polynom a ukazujeme jejich
souvislost s ireducibilnimi polynomy. Kromé definic a vét prevzatych z [1] obsa-
huje tato prace cviceni z téze knihy. Jsou dvojiho druhu, nékterd jsou pocetni,
teorii. Diikazy a feSeni téchto cviceni tvofi vyznamnou cast nasi prace. Ke konci
se pak dostavame k tématu konstrukce ireducibilnich polynomt nad konecnymi
télesy, uvadime nékteré metody a jejich pouziti demonstrujeme na cvicenich. Pro-
toze vyklad teorie konec¢nych téles by zabral pfilis mista a neni rozhodné cilem
této prace, predpokladame u ¢tenare znalost alespon na trovni zakladniho kurzu
algebry. Tedy ocekavame, ze zna definici télesa, vi, pro jaka ¢ existuji g-prvkova
télesa, ze konecna télesa se stejnym poctem prvki jsou izomorfni, daji se repre-
zentovat pomoci polynomi a podobné.

V nasledujici kapitole zavedeme pojem fadu polynomu, ukadzeme si, jak je
mozno ho spocitat a jaké mé vlastnosti. Déale zavedeme cyklotomické polynomy
a ukazeme jejich vztah s fadem. Poté definujeme primitivni polynomy a uve-
deme je do souvislosti s pfedchozimi dvéma pojmy. Také se vénujeme Mobiove
inverzni formuli, pomoci niz odvodime nékteré zajimavé vzorce, které nam umozni
odhadnout pocet ireducibilnich polynomt daného stupné, sestrojit cyklotomické
polynomy atd. Na zavér kapitoly se zabyvame trojcleny a jejich nerozlozitelnosti.
Tteti kapitola je vénovana konstrukci ireducibilnich polynomt. Nejprve ukazeme
metodu zalozenou na faktorizaci cyklotomickych polynomii, poté vyslovime dvé
véty, které nam umozni konstruovat ireducibilni polynomy z ireducibilnich poly-
nomu nizsiho stupné. Dale ukazeme, jak zkonstruovat miniméalni polynom daného
prvku. Zavér je vénovan prehledu nékterych algoritmi pro konstrukei ireducibil-
nich polynomi a jejich slozitosti.



Kapitola 2

Teoreticky zaklad

2.1 Rad polynomu a cyklotomické polynomy

Dilezitym pojmem pfi zkouméani polynomt nad konecnymi télesy je fad poly-
nomu.

1. Definice. Bud f nenulovy polynom nad FF,. Pokud f(0) # 0, definujeme fad
polynomu f jako nejmensi k ptirozené, Ze f(z) déli *—1. V opacném ptipadé plati
f(z) = 2lg(x), kde | € N,g € F,[x],g(0) # 0. Pak fa4d polynomu f definujeme
jako tad g. Rad f znacime ord(f).

2. Poznamka. [LN 3.1] Pfedchozi definice je korektni, protoze pro kazdy poly-
nom f € F,[x], f(0) # 0 stupné m > 1 plati, Ze existuje prirozené ¢islo k < ¢ —1,
pro néz f(z) deli % — 1.

Na nékolika nasledujicich strankach uvedeme zakladni vlastnosti fadu poly-
nomu a také ukazeme, jak je mozné rad polynomu spocitat. Nejprve je dobré si
uveédomit elementarni vlastnost fadu polynomu, ktera pfipomina iad prvku.

3. Lemma. [LN 3.6] Pro pfirozené cislo k a polynom f € F,[z], f(0) # 0 plati:
f déli % — 1, pravé kdyz ord(f) deli k.

Daéle si vSimneme, jaky vyznam ma fad pro ireducibilni polynomy.

4. Tvrzeni. [LN 3.3] R4d ireducibilniho polynomu f stupné m nad télesem F,,
ktery spliuje f(0) # 0, je roven fadu jeho libovolného kofene v grupé F;..

5. Dusledek. [LN 3.4] R4d ireducibilniho polynomu f stupné m nad télesem F,,
deli g™ — 1.

Pro reducibilni polynomy toto tvrzeni ani jeho dusledek nemusi platit, ale fad
reducibilniho polynomu dokazeme spocitat z fadl jeho ireducibilnich faktort. To
nam ukazi nasledujici tvrzeni.

6. Tvrzeni. [LN 3.9] Pokud f € F,[x] je sou¢inem po dvou nesoudélnych poly-
nomii nad F, pak rad f je roven nejmensimu spolecnému nasobku jejich radia.



7. Tvrzeni. [LN 3.8] Oznac¢me p charakteristiku télesa IF,. Necht g je ireducibilni
polynom nad F,, ¥adu k spliiujici g(0) # 0 a bud f = g™, m € N. Pak ord(f) = kp',
kde | € NU {0} je nejmensi takové, Ze p' > m.

7 téchto dvou tvrzeni bezprostfedné vyplyva nasledujici véta pro urceni radu
polynomu.

8. Véta. [LN 3.11] Oznac¢me p charakteristiku télesa F,. Bud f polynom kladného
stupné nad F, spliujici f(0) # 0. Bud f = agy™ --- g, a € Fyomq,...,m, € N
rozklad f na souéin monickych ireducibilnich polynomi. Pak ord(f) = kp!, kde k
je rovno nejmensimu spole¢nému nasobku ¢isel ord(gy), ..., ord(g,) al € NU{0}
je nejmensi takové, Ze p' > max (mq,...,my,).

S pomoci téchto tvrzeni vyfesime a dokdzeme nékolik cviceni, ktera ilustruji
popsané metody, pripadné popisuji dalsi vlastnosti radu. Nejprve ukazeme pouziti
Véty 8.

Urcete fad polynomu (z* + x + 1)°(2® + x + 1) nad Fs.

Reseni: Oznaéme g(x) = (22 + x + 1),h(x) = (2 + = + 1). Snadno se ovéi,
ze g, h jsou ireducibilni polynomy nad Fy. Z Dusledku 5 plyne, Ze ord(g(x)) déli
22—1 = 3. Je evidentni, Ze ord(g(z)) > 3, tudiz ord(g(x)) = 3. Obdobné ord(h(z))
deli 2° — 1 = 7 a ord(h(x)) > 1, takze ord(h(z)) = 7. Z Véty 8 dostévdame
ord(f) = kp', kde k = 21,p = 2,1 = 3. Tedy ord(f) = 21 -8 = 168.

Déle se zaméfime na jiné moznosti jak urcit fad polynomu, jedna se o spe-
cialni pripady, kdy vsSechny kofeny polynomu jsou jednoduché nebo je polynom
ireducibilni a podobné.

Bud f € F,[z] polynom stupné m > 1 spliujici f(0) # 0 a pfedpokla-
dejme, ze kofeny ay, ..., ,, polynomu f v rozkladovém nadtélese polynomu
f nad I, jsou vSechny jednoduché. Dokazte, ze ord(f) je roven nejmensimu
prirozenému cislu e takovému, Ze af = 1 pro vsechna 1 < ¢ < m.

Diikaz: Necht I je rozkladové nadtéleso polynomu f nad F,. Pak v F[z]| plati
flz) =a(z—ay) - (x—ay,). Oznaéme f;(z) = x—ay, hi(z) = 2% —1,i=1,...,m,
kde e; je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze ;" = 1. Polynomy f; jsou ireducibilni,
stupné 1. Protoze h;(o;) = 0, fi(a;) = 0, plati f; | hy. Ziejmé, pokud f;(z) | 2% —1
pro n&jaké k piirozené, pak af — 1 = 0, odkud plyne k > e;. Tedy ord(f;) = e;.
Dle Tvrzeni 6 je ord(f) roven nejmensimu spolecnému nasobku ¢isel ¢;, kterym je
zfejmé ¢islo e. Toto plati pokud f bereme jako polynom v F[z|. OvSem, protoze
¢ —1 € F,[z], déli f polynom x° —1inad F,. Z toho plyne ord(f) = e.

7 ptedchoziho cviceni vyplyva Tvrzeni 4, protoze kotfeny ireducibilnich poly-
nomi jsou jednoduché a maji stejny fad. V nasledujicich cvicenich se vyskytuji
cyklotomické polynomy, proto uvedeme jejich definici a nékteré zékladni vlast-
nosti.

9. Definice. Bud F téleso charakteristiky p a necht n je prirozené éislo, p 1 n.
Pak definujeme n-ty cyklotomicky polynom jako

Qu(z) = [ [(= - ),

3
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kde néasobeni probiha pres vSechny primitivni n-té odmocniny z jedné. Tento
souc¢in probihd v rozkladovém nadtélese F uré¢eném polynomem x" — 1, v némz
existuji primitivni n-té odmocniny z jedné.

10. Poznamka. Je ziejmé, ze (), je mozno ekvivalentné definovat jako

Qu(x)= [ @-¢)
NSDS(?}L)ZI

kde ¢ je libovolné primitivni n-t4 odmocnina z jedné.

11. Véta. [LN 2.45,2.47] (Vlastnosti cyklotomickych polynomti) Bud F téleso
charakteristiky p a necht n je pfirozené ¢islo, p 1 n. Potom plati:

(1) 2" =1 = [y Qa(z);

(2) koeficienty Q,(x) lezi v prvotélese télesa F. Pokud je p = 0, pak jsou koefi-
cienty Q,(z) celd cisla;

(3) pokud F = F,, kde ¢ = p* pro néjaké k pfirozené, potom se polynom Q,
rozklada na soucin p(n)/d riznych monickych ireducibilnich polynomii nad
[F, jejichz stupen je d. Pritom ¢ je Eulerova funkce a d je multiplikativni
rad g modulo n, tj. nejmensi prirozené cislo s takové, ze ¢° =1 mod n.

Nyni mizeme dokazat dvé tvrzeni o fadu tykajici se cyklotomickych poly-
nomil.

m Dokazte, ze ord(Q).) = e pro vSechna e, pro néz je cyklotomicky polynom
Q. € F,[z] definovan.

Diikaz: Dle definice je Q. = (x — &1) -+ (2 — &u(¢)), kde &1, ..., Ep(e) jsOu vSechny
primitivni e-té odmocniny z jedné. Koreny (). jsou jednoduché, a tedy muzeme
pouzit cviceni 3.5. Z néj vyplyva, ze ord(Q.) = e.

Necht f je ireducibilni polynom nad F, spliiujici f(0) # 0. Pro e € N
nesoudélné s q dokazte, ze ord(f) = e, pravé kdyz f déli cyklotomicky
polynom (@)..

Diikaz: Necht ord(f) = e. Dle Véty 11 je

¢ —1= HQd(x).

dle

Taktéz dle Véty 11 se kazdy z cyklotomickych polynomu )y rozklada v soucin
riznych monickych ireducibilnich polynomt. Mtzeme tedy psat

°—1= gd1,1<x) ©Gdy ke (.I’) o 'gdlvkl<x)’

kde ireducibilni polynomy gq, j,7 = 1, ..., k; tvori rozklad polynomu @4,. Protoze
je f ireducibilni a déli z¢ — 1, je f = agq, ; pro né&jaka i,j a a € F,. Tedy f | Qu,-
Z toho, 7e Qg | % — 1 a ord(f) = e, plyne d; = e.

Necht naopak f déli Q.. Pak f = ag, kde a € F, a g je néjaky monicky
ireducibilni polynom z rozkladu Q.. Pak f spliiuje podminky cviceni 3.5 a jeho
kofeny jsou primitivni e-té odmocniny z jedné, z ¢ehoz dostavame ord(f) = e.

Pomoci téchto tvrzeni miZzeme odvodit dalsi vlastnosti radu.



Bud' F, konec¢né téleso charakteristiky p a bud f € F,[x] polynom kladného
stupné splnujici f(0) # 0. Dokazte, ze ord(f(z)) = p-ord(f(x)).

Diikaz: Oznaéme e = ord(f(z)) a k = ord(f(z?)). Pak f(x) déli z¢ — 1, tedy
z¢ — 1 = f(z)g(x) pro n&jaky polynom g € F [z]. Zjevné zP* — 1 = f(aP)g(a?), a
tedy dle Lemmatu 3 k déli pe; pro spor predpokladejme k < pe. Bud K rozkladové
nadtéleso polynomu f nad F,. Pak f(z) = a(z — a1)® - -+ (x — ay,)’™, kde a je
vedouci koeficient f, aq, ..., a,, € K jsou kofeny f. Protoze i K méa charakteristiku
p, je zobrazeni ¢ : a — oF (tzv. Frobenitv) automorfismus K. Pak i zobrazeni
¢! je automorfismus K, tudiz

f@?) = a(a” — 1) - (a7 = )" = alz — @7 (@)™ - (2 — @7 (o))

ProtoZe f(xP) déli x* — 1, musi mit 2% — 1 alesponi jeden vicendsobny kofen.
Ovsem pro k, které neni délitelné p, ma z¥ — 1 jen jednoduché kofeny, protoze
polynom z* — 1 a jeho formalni derivace kxz*~! nemaji zadné spole¢né koieny.
Nutné tedy & = pl, pro néjaké [ € N, < e. Vime, Ze existuje nekonstantni
polynom h € F,[z] takovy, Ze ' — 1 = f(aP)h(x). Pokud si uvédomime, jak se
provadi déleni polynomi, snadno nahlédneme, Ze plati h(x) = h(zP) pro vhodny
polynom h € F,[z]. Tedy 2?' — 1 = f(aP)h(aP), z &eho plyne z' — 1 = f(x)h(z).
Z této rovnosti dostavame ord(f(z)) <[ < e, coz je spor.

Bud f ireducibilni polynom v F[z] spliujici f(0) # 0 a ord(f) = e a bud'r
prvocislo, které nedéli q. Dokazte: (i) pokud r déli e, pak kazdy ireducibilni
faktor polynomu f(z") v F,[z] ma fad er; (ii) pokud r nedéli e, pak jeden
ireducibilni faktor polynomu f(z") v F,[z] ma fad e a ostatni faktory maji
rad er.

Diikaz: Ozna¢me m stupen polynomu f a p charakteristiku télesa IF,. Pak dle
Disledku 5 plati e | ¢™ — 1, z ¢ehoZ plyne, Ze ¢isla e a ¢ jsou nesoudélna. Tedy
z cviceni 3.7 dostavame f | Q.. Tudiz v rozkladovém nadtélese K polynomu f
plati f(z) = a(x — &) - (x — &), kde a € Fy a &, ..., &, jsou primitivni e-té
odmocniny z jedné. Pak f(a") = a(z" — &) - (2" —&,). Protoze i K mé charak-
teristiku p a ¢isla r, p jsou nesoudélna, maji polynomy (z" — &;) jen jednoduché
kofeny pro i = 1,...,m. Tedy zjevné miizeme psat (v rozkladovém nadtélese
f@")
f@) =alz—&a) - (x=&p) (@ = &na) o (@ = &),

(i) V pfipadé r | e staci dokazat, ze prvky &; ; jsou primitivni re-té odmocniny
z jedné. Pak totiz kazdy ireducibilni faktor f(z") déli Q., a tedy (dle cviceni
3.7) mé tad re. Vime &5 = (¢7,)¢ = & = 1. Bud k fdd prvku &;; a pro
spor predpokladejme k < re. Pak nutné k | re. Mame t¥i moznosti. (a)
k| ek <e Pak & = ()" = ()" = 17 = 1, coi je spor, protoze &
je primitivni e-t4 odmocnina z jedné. (b) kK = e = rl pro néjaké [ < e,
ponévadz r | e. Pak & = (&) = & = & = 1, coZ je opét spor. (c)

k=rl',l'| e,l' <e. Pak & = ¢ =1 a opét dostaneme spor. Tedy k = re

a jsme hotovi.



(ii) Necht r { e. Oznaéme M mnozinu vSech primitivnich e-tych odmocnin
z jedné a definujme na M zobrazeni ¢ pfedpisem (&) = £". Pak je urcité
¢ zobrazeni z M do M. Ukazme, Ze je prosté. Necht & = &. Protoze r, e
jsou nesoudélnd, existuje s takové, ze sr = 1 mod e. Pak & = & = & =
(&) = (&) = & = & = &. Tudiz mame, Ze ¢ je prosté, a tedy, protoze
M je konecnd, je surjektivni. Proto pro kazdé i,1 < i < m existuje prave
jedno j, ze & ; je primitivni e-t4 odmocnina z jedné, oznacme & = & ; .
Pro j' # j ma &, j fad re, coz se ukaze obdobné jako v piipadech (a) a (c)
z bodu (i). Bud ¢'(z) = (x = &) - - (x — £,,) a ozna¢me h ireducibilni faktor
f(z") v F,lz], ktery mé za kofen &; Dle Tvrzeni 4 je ord(h) = e. Tedy dle
cvifeni 3.7 h | Q.. Z Véty 11 plyne, ze deg(h) = deg(f) = m. A z Tvrzeni
4 dostavame, Ze vSechny kofeny h maji fad e. Tudiz plati h(z) = bg'(x),
kde b € F,. Tedy pravé jeden ireducibilni faktor polynomu f(z") mé fad e
a ostatni maji rad re.

3.11| Odvodte z cviceni 3.10, ze, pokud f € F,[z]| je polynom kladného stupné spl-
q
nujici  f(0) # 0 a r je prvocislo, které nedéli q, pak plati
ord(f(a")) = r-ord(f ().

Diikaz: 7 dikazu cviceni 3.10 vime, ze koreny polynomu f jsou jednoduché, tedy
f(@") = g1(x) - - - gn(x), kde g; jsou ireducibilni takové, ze g; # g; pro ¢ # j. Pak
dle Tvrzeni 6 je fad f(z") roven nejmensimu spole¢nému nasobku fadi polynomu
g1, - - -, gn, ktery je podle cviceni 3.10 roven r-ord(f(x)).

2.2 Primitivni polynomy
Dalsim dtlezitym pojmem, kterym se budeme zabyvat, je primitivni polynom.

12. Definice. Polynom stupné m z [F,[z] nazveme primitivnim polynomem nad
F,, pokud je minimalnim polynomem nad F, primitivniho prvku télesa Fym.

Nasledujici véta uvadi do souvislosti pojem primitivniho polynomu a fad po-
lynomu. Vime, Ze polynom nad F, stupné m mé fadd mensi nebo roven ¢™ — 1.
Pro primitivni polynomy plati rovnost.

13. Véta. [LN 3.16] Polynom f € F,[x] stupné m je primitivni nad F,, pravé
kdyz f je monicky, f(0) # 0 a ord(f) = ¢™ — 1.

Nasledujici cviceni ukazuji nekolik zékladnich vlatnosti primitivnich polynomi
a ukazuji, jak ovérit, zda je zadany polynom primitivni.

Ukazte, ze x% + x® + 2% 4+ x + 1 je primitivni polynom nad F,.

Diikaz: Ozna¢me zadany polynom f(x). Zjevné je f monicky a f(0) # 0. Dle
Véty 13 staci ukdzat, ze ord(f) = 26 — 1 = 63. ProtoZe ireducibilni polynomy
r+1, 2242+ 1,22+ + 1,23+ 2%+ 1 nedéli f, je f ireducibilni. Z Disledku 5
plyne ord(f) | 63. Rad polynomu je urcité vétsi nebo roven jeho stupni a pro
polynomy z” — 1,29 — 1, 22! — 1 snadno ovéifme, Ze je f nedéli. Tedy ord(f) = 63
a f je primitivni.
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Bud f € F,[x] monicky stupné m > 1. Dokazte, ze f je primitivni nad
F,, pravé kdyz f je ireducibilni faktor nad F, cyklotomického polynomu
Qa4 € F,[z], kde d = ¢ — 1.

Diikaz: Necht f je primitivni nad F,. Pak dle Véty 13 je f monicky, f(0) # 0 a

ord(f) = ¢q™ —1=d. Tedy f(x) | 2% — 1. Z Véty 11 vime, Ze

gzl —1= HQe(x)

eld

Protoze f je ireducibilni, je f ireducibilni faktor nékterého z polynomu Q.. Bud
to Q. Vime, e k | d. Pokud k < d, pak f(z) | ¥ — 1, protoze

o =1 =] Q).

Ik

Tedy jsme dosli ke sporu, tudiz f je ireducibilni faktor Q) .

Bud naopak f ireducibilni faktor Q4. Necht je o kofen f. Pak je v primitivni
(¢™ — 1)-t4 odmocnina z jedné, tedy « je primitivni prvek télesa F,m. Polynom
f je monicky a ireducibilni, tudiz je minimalnim polynomem prvku «, a tedy se
jedné o primitivni polynom.

Urcete pocet primitivnich polynomii stupné m nad F,,.

Reseni: 7 cvideni 3.19 plyne, Ze staci uréit pocet ireducibilnich faktort polynomu
R4, kde d = ¢™ — 1. Oznac¢me ho k. Protoze ¢isla ¢, d jsou nesoudé€lna, plati dle
Véty 11 k = o(d)/m = p(¢™ — 1)/m.

2.3 Moébiova inverzni formule a jeji dasledky

Déle se budeme zaobirat Mobiovou inverzni formuli, coz je uziteény nastroj pro
urceni poctu ireducibilnich polynomi, sestrojovani cyklotomickych polynomi a
podobné.

14. Definice. Mobiova funkce je zobrazeni N — {—1,0, 1} definované pfedpisem

1 pokud n=1
u(n) =< (=1)* pokud n je soucinem k rtiznych prvocisel
0 pokud n je délitelné ¢tvercem néjakého prvocisla

15. Véta. [LN 3.24] (Méobiova inverzni formule) Bud G = (G, +) komutativni
grupa a h, H : N — G zobrazeni. Pak

H(n) = Z h(d) pro vSechna n € N,
dn

pravé kdyz

h(n) = Zp (%) H(d) = Zu(d)H <g> pro vsechna n € N.

dn din
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16. Poznamka. [LN 3.24] Pro multiplikativné zapsanou grupu G ziejmé dosta-
vame:
H(n) = H h(d) pro vSechna n € N,
dln

praveé kdyz

n (d)
h(n) = HH(d)“(E) = H H (g)u pro vSechna n € N.
din dln

Abychom mohli z Mébiovy inverzni formule odvodit nékteré vzorce tykajici
se ireducibilnich polynomt, potirebujeme nasledujici lemma.

17. Lemma. [LN 3.20] Pro kazdé konecné téleso F, a prirozené ¢islo n plati, Ze
polynom x9" — x je roven soucinu vsech monickych ireducibilnich polynomi nad
Fy, jejichz stupen déli n.

Ozna¢me N,(n) pocet monickych ireducibilnich polynomt v F,[z] stupné n.
Porovnanim stupni polynomt v Lemmatu 17 dostavame

q" = Zd - No(d).

din

Pouzitim Mébiovy inverzni formule pro grupu celych éisel a funkce H(n) = ¢",

h(n) = n - Ny(n) dostaneme

n-Ny(n) = p(d)qi,

din
z ¢ehoz plyne nasledujici tvrzeni.

18. Tvrzeni. [LN 3.25] Bud N,(n) jako vyse. Pak plati
1 n
W = 3 gt

Obdobnym zpiisobem odvodime z Lemmatu 17 i toto tvrzeni.

19. Tvrzeni. [LN 3.29] Oznac¢me I(q, n; ) soucin vSech monickych ireducibilnich
polynomu v IF [z stupné n. Pak plati

I(g,n;z) = H (qu — z)ﬂ(ﬁ) :

dn

Mébiovu inverzni formuli mizeme pouzit i na vztah z ¢asti (1) Véty 11 a
odvodime tak tvrzeni pro vypocet cyklotomickych polynom.

20. Tvrzeni. [LN 3.27| Pro téleso F charakteristiky p a pFirozené ¢islo n takové,
Ze p 1 n, plati

Qn(z) = H (xd — 1)“(%) .

din

12



Existuje i jiny zpisob jak vyjadfit I(q,n;z) pomoci cyklotomickych poly-
nomd.

21. Tvrzeni. [LN 3.31] Pron > 1 plati

tg50) = TT 0wt

kde m je délitel ¢" — 1 takovy, ze n je multiplikativni fad ¢ modulo m.

S pomoci téchto tvrzeni mizeme dokazat vztah mezi poctem monickych ire-
ducibilnich polynomt a primitivnich polynomt.

Pokud m € N neni prvoéislo, dokazte, ze ne kazdy monicky ireducibilni
polynom nad F, stupné m je primitivnim polynomem nad [F,.

Diikaz: Zjevné pro m = 1 je polynom f(z) = x monicky ireducibilni, ale neni
primitivni, protoze 0 neni primitivnim prvkem F,.

Omezme se tedy na pripad m > 1. Pak m = mymsy, kde m; > 1,ms > 1 jsou
dvé, ne nutné rizna, prirozena cisla. Pak plati

(q" = 1) = (¢ = 1) (qmDme 4 glm2me g g2 4 1)

z ¢ehoz plyne, Ze (¢™ — 1) neni prvoéislo. Bud I(q, m;x) jako v Tvrzeni 21. Pak
plati

kde soucin probiha pfes vSechna kladna k takova, ze k| ¢™ — 1 a m je multipli-
kativni fad ¢ modulo k, tj. m je nejmensi prirozené ¢islo, pro které plati ¢ =1
mod k.

Dle cviceni 3.19 vime, ze primitivni polynomy stupné m jsou prave ireducibilni
faktory polynomu @, kde n = ¢™ — 1. Protoze n | ¢ — 1 a m je multiplikativni
fad ¢ modulo n, dostavame

[((me HQk

kde k je jako vySe a navic k # n. Aby mohl byt kazdy monicky ireducibilni
polynom stupné m primitivni, muselo by platit I(q,m;z) = Q,(z). Nam tedy
staci ukazat, Ze existuje K < n,K | n takové, Zze m je multiplikativni fad ¢
modulo K.

Pii dikazu budeme postupovat sporem. Oznac¢me k nejvétsi vlastni délitel
¢isla n. Ten existuje, protoze n je slozené. Predpokladejme, Ze existuje s < m,
které je multiplikativnim fadem ¢ modulo k. Plati tedy ¢° — 1 = tk pro néjaké
t € N. Protoze zfejmé ¢™ = 1 mod k, musi s délit m. Ponévadz s | m, mame
(¢ —1) ] (¢ —1). Tudiz n = (¢™ — 1) = a(¢® — 1) pro n&jaké a € N. Pak
dostdvame n = atk. Zjevné a > 1, nebot (¢° — 1) < n, a také tk > k. Tedy tk
je vlastni délitel a z maximality k plyne t = 1 a ¢°® — 1 = k. Oznacme [ = m/s.
Plati kk' = n, kde k' je nejmensi vlastni délitel ¢isla n. Z toho plyne rovnost

n m—1 qls—l _
K =—= = (" 1),
P q—l =1 (" + .+t +1)

Protoze [ > 1, mame k' > ¢°* + 1 > ¢°* — 1 = k. OvSem to je spor a jsme hotovi.
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Pokud m je prvocislo, dokazte, ze vSechny monické ireducibilni polynomy
nad [F, stupné m jsou primitivni nad F,, pravé kdyz ¢ = 2 a 2™ — 1 je
prvocislo.

Diikaz: Pokud ¢ = 2 a 2™ — 1 je prvocislo, je dle cviceni 3.20 pocet primitivnich
polynomi nad F, stupné m roven p(¢™ — 1)/m = (¢™ — 2)/m = (¢™ — q)/m.
Pocet monickych ireducibilnich polynomt stupné m je podle Tvrzeni 18

% > uld)g
dlm

Tedy kazdy monicky ireducibilni polynom stupné m je primitivni.

Pokud naopak ¢ # 2, nastévaji dvé moznosti. (i) ¢ je liché. Pak ¢™ — 1 je sudé
a riizné od dvou, tedy neni prvodislo. (i) ¢ = 2%,k > 1. Potom ¢™ — 1 = 2¥ — 1,
coz neni prvocislo (je délitelné napi. 28 —1). Staci tedy dokazat, ze, pokud ¢™ — 1
neni prvocislo, pak ne kazdy monicky ireducibilni polynom stupné m je primitivni.
K tomu nam staci ukazat, ze existuje K < n, K | n takové, ze m je multiplikativni
rad ¢ modulo K. To udélame stejn€ jako v dikazu cviceni 3.21.

af3

m

= %(q —q).

7 Tvrzeni 18 odvodime odhady pro pocet monickych ireducibilnich polynomi
daného stupné. Zjevné plati

1 n—

Tedy umime dokazat, ze pro kazdé konecné téleso a pro kazdé n prirozené existuje
monicky ireducibilni polynom stupné n. OvSem pro N,(n) lze odvodit i pFesnéjsi
odhady, jak si ukdzeme v nasledujicich dvou cvicenich.

Ny(n) =

S|

Dokazte, ze Ny(n) < (1/n)(q"™ — q), pFi¢emz rovnost nastava, pravé kdyz je
n prvocislo.

Diikaz: Tvrzeni 18 fika

Nyfn) = 37 (g’
d

Pron = 1 dostavame N,(n) = ¢, zatimco na pravé strané nerovnosti nam vyjde 0.
Nerovnost ¢ < 0 samoziejmé neplati, tudiz tvrzeni neplati pro n = 1. Dokazme,
ze plati pro n > 2. Pokud je n prvodislo, plati N,(n) = (1/n)(¢" — q).

Necht n neni prvoéislo. Pokud je n mocnina prvodcisla, tj. n = p¥, k > 2, pak
Ny(n) = (1/n) (¢" — ¢"/?)) < (1/n)(¢" —q). Bud tedy n = p{* - - - p% prvociselny
rozklad n, kde m > 2, p1,...,p, jsou navzajem rizna prvocisla, pro néz plati
p1 < p2<...<pm. Oznaéme r = n/p;. Potom r je zjevné nejvétsi vlastni délitel
n, a tudiz

1 2y 1 n —
Nq(n)S—(q”—q’"+qT‘1+---+q—qP2)=—<q”—qp2+q q—cf).
n n qg—1

Ted uZ jen staci si uvédomit, ze ¢" — ¢/?2 < ¢" —qa (¢ —q)/(¢—1) —¢ <0 a
dostavame N,(n) < (1/n)(¢™ — q).
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Dokazte, ze

Ny(n) > %qn — 71(%_1) (g2 —1).

Diikaz: Stejné jako v predchozim ptikladu pouzijeme Tvrzeni 18. Mame
1 n
M) = 5 S ()

Nejprve vyfesme piipad n = 1. Pak N,(n) = ¢ a nerovnost zfejmé plati. Bud
n > 2. Ozna¢me p nejmensi prvocislo, které déli n. Ziejmé p > 2. Déale bud
r =n/p. Pak

1 _ 1 9 —q
Nyn) > “("—¢ —¢ = —q)==(q" -
) 2 —(d"—d" —q q) n(q q_1>
1 q 1 q n
— g - T_l >_TL_— —]_ .
nq n(q—l)(q )2 nq n(qg—1) ( ’ )

Na néasledujicim piikladu ukazeme vypocet cyklotomickych polynomi pomoci
Tvrzeni 20.

Spocitejte cyklotomické polynomy ()12 a Q3¢ s vyuzitim explicitniho vzorce
z Tvrzeni 20.

Reseni: Tvrzeni 20 fika, Ze pro téleso K charakteristiky p a n € N nesoudélné s p
plati

Qule) = [’ — 1.

din
Tedy 2 12 6
(@@= -1)  (@°+1) B
Q12 = (x4—1)(x6—1) = (x2+1) =zt -2 +1
a

Qs = (22 - D@* - 1)@ -1)@* 1) (@+H@®+1) _
30 (z—1)(2f — )20 —1)(=® —1) (23 +1)(a + 1)

= B4 -t -+l

2.4 Trojcleny

V této casti se budeme zabyvat trojcleny a jejich ireducibilitou. Zatimco normalné
se troj¢lenem rozumi libovolny polynom skladajici se ze t¥i monomii, nase definice
je ponékud specificka.

22. Definice. Pro tcely této kapitoly rozumime trojc¢lenem polynom skladajici
se ze t¥1 monomil, pficemz jednim z nich je konstantni clen.

Nyni se zaméfme na nerozlozitelnost nékterych trojclenii.

23. Tvrzeni. [LN 3.78] Bud a € F, a ozna¢me p charakteristiku F,. Pak je
trojélen xP — x — a ireducibilni v F,[z], pravé kdyz nema v F, Zadny kofen.
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Nez zformulujeme diisledek tohoto tvrzeni musime zavést pojem stopy poly-
nomu.

24. Definice. Pro a € F = Fym a K = F, definujeme stopu Trp,x (o) prvku o
nad K predpisem Trp /(o) = a+af+---+ 4" ", Pokud je K prvotéleso télesa
F, pak se Trp/ k(o) nazyva absolutni stopa prvku « a znaci se Trp(a).

25. Dusledek. [LN 3.79] Budte a, p jako v Tvrzeni 23. Pak je trojclen 2P —x —a
ireducibilni v Fy[z], pravé kdyz Trp, (a) # 0.

Nyni mtizeme dokézat nekolik cviceni, kterd se tykaji ireducibility trojcleni.

Pro nenulovy prvek b prvotélesa ), dokazte, ze trojclen ¥ — x — b je iredu-
cibilni v Fyn[x], pravé kdyz n neni délitelné p.

Diikaz: Dle Diisledku 25 je zadany polynom ireducibilni, pravé kdyz Trg , (b) # 0.
Dle definice je Trr, (b) = b+ 0P + --- + b" . Protoze b € F,, je b = b, a tedy
i " = b pro libovolné k prirozené. Tudiz Trg,.(b) = n - b, kde vyrazem n - b
rozumime soucet n prvki b. Zfejmé plati, ze n-b = 0 (chapano v F,), pravé kdyz
p | n-b (chapéno v Z). Ponévadz b # 0, je NSDy(p,b) = 1, z ¢ehoz plyne, ze
p | n-b, pravé kdyz p | n, ¢imz je tvrzeni dokazano.

Dokazte, ze kazdy polynom tvaru x9 — ax — b € F,[z], kde a # 1, m4 kofen
v IF,.

Diikaz: Hleddme feSeni rovnice ¢ — ax — b =0 v F,. Mame
2?7 —ar —b=xz(29 —a) 0.

Bud o =b/(1 — a) € F,. Protoze a # 1, vyraz ma smysl, a z nenulovosti b plyne
a # 0. Dosazenim « do polynomu dostaneme
b b

=l _ ) p= —a)—b=b—b=
l—a(a a)—b l—a(l a)—b=b—-0b=0.

Prvni rovnost plati, ponévadz pro kazdy nenulovy prvek § € F, je g1 = 1.

26. Poznamka. Oznacme polynom z predchoziho cviceni f. Pro a # 1 ma f
kofen v F,, tudiZ neni ireducibilni v F,[z]. Pro b =0 je f(z) = z(z7! — a), tedy
ani v tomto piipadé neni f ireducibilni v F,[z]. Necht a = 1,b # 0. Pak pro kazdé
a € [F, dostavame

fla)=al—a—-b=a—a—-b=—-b#0.

Polynom f nemd v [F, kofen, tudiz mtize byt ireducibilni, ale nemusi. Jeho neroz-
lozitelnost je nutné ovérit néjakym jinym zptisobem.
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Kapitola 3

Konstrukce ireducibilnich
polynomu

3.1 Ireducibilni polynomy

Nyni obratime pozornost ke konstrukei ireducibilnich polynomi. Jednou z moz-
nych metod je vyuziti cyklotomickych polynomi. Uvédomime si, Ze nasledujici
cviceni je trivialnim dtsledkem Véty 11.

Dokazte, ze cyklotomicky polynom @, kde NSD(n,q) = 1, je ireducibilni
nad F,, pravé kdyz multiplikativni f4d ¢ modulo n je p(n).

Pomoci této vlastnosti dokazeme reducibilitu polynomu Q5.

Dokazte, ze ()15 je reducibilni nad libovolnym konecnym télesem, nad nimz
je definovan.

Diikaz: Dle cviceni 3.36 staci ukazat, ze multiplikativni fadd ¢ modulo 15 je mensi
nez p(15), pro libovolné ¢ nesoudélné s 15. Plati ¢(15) = 8. Dokazme, Ze pro ¢
nesoudélné s 15 je ¢* = 1 mod 15. Ovsem ¢* = (q“’(?’))2 a protoze NSD(q, 3) = 1,
Eulerova véta dava ¢* = 1 mod 3. Obdobné ¢* = ¢¥, a tedy ¢* = 1 mod 5. Pak
plati ¢* = 1 mod 15 a jsme hotovi.

Nasledujici cviceni poskytuje navod jak konstruovat ireducibilni polynomy.

Pokud e > 2, NSD(e, q) = 1 am je multiplikativni fad ¢ modulo e, dokazte,
Ze soucin vSech monickych ireducibilnich polynomii v F[x] stupné m a fadu
e je roven cyklotomickému polynomu (). nad IF,.

Diikaz: 7. Véty 11 vime, ze Q). se rozklada na souc¢in monickych ireducibilnich po-
lynomt stupné m. Protoze ziejmé nula neni primitivni e-tou odmocninou z jedné,
plati, Ze nula neni kofenem zadného z téchto polynomu. Pak ale z cvic¢eni 3.7 do-
stavame, Ze fad téchto polynomi je e. Necht naopak f je monicky ireducibilni
polynom stupné m a fadu e. Protoze e > 1 je f(0) # 0 a z cviceni 3.7 plyne, Ze
f déli Q., tedy je jeho monickym ireducibilnim faktorem:.

V pripadé, kdy chceme zkonstruovat ireducibilni polynom stupné m nad té-
lesem [F,, ndm staci najit pfirozené cislo e > 2 takové, ze m je multiplikativni
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fad ¢ modulo e, a hledané polynomy dostaneme faktorizaci polynomu )., ktery
sestrojime podle Tvrzeni 20. Takto vzniklé polynomy jsou monické, ireducibilni
a maji rad e. Specialné pro e zvolené jako ¢ — 1 dostaneme primitivni polynomy
nad F, stupné m.

Jin4d metoda konstrukce ireducibilnich polynomi je zaloZena na néasledujicich
dvou vétach.

27. Véta. [LN 3.35] Necht fi(x), fo(x),..., fn(x) jsou vSechny riizné monické
ireducibilni polynomy v F,[z] stupné m a fddu e a bud t > 2 prirozené ¢islo,
jehoz prvociselné faktory déli e, ale ne (¢™ — 1)/e. Predpokladejme také, ze
¢™ = 1 mod 4, pokud t = 0 mod 4. Pak fi(z"), f2(2"),..., fx(a") jsou vSechny
riizné monické ireducibilni polynomy v F [x] stupné mt a fadu et.

28. Véta. [LN 3.37] Necht fi(z), fa(x),..., fn(z) jsou vSechny rizné monické
ireducibilni polynomy v F,[x] lichého stupné m a fddu e. Bud ¢ = 2%u — 1,
t =2 —1, kdea,b > 2 aw awv jsou licha a vSechny prvociselné faktory ¢isla t déli
e, ale ne (¢™ —1)/e. Bud' k mensi z ¢isel a a b. Potom se kazdy z polynomi f;(z")
rozkladé na soucin 2*~! monickych ireducibilnich polynomi g;;(x) v F,[x] stupné
mt2'=%. Tyto polynomy g;;(xz), kterych je 2""'N, jsou vSechny riizné monické
ireducibilni polynomy v F,[x] stupné mt2'~* a iddu et.

Pouziti téchto vét ukazeme na nasledujicich ptikladech.

Najdéte vsechny ireducibilni polynomy v Fs[z] stupné 6 a fadu 21 a potom
vSechny ireducibilni polynomy v Fy[x] stupné 294 a fadu 1029.

Reseni: Dle cvideni 3.7 jsou ireducibilni polynomy v Fy[z] stupné 6 a fadu 21
ireducibilnimi faktory cyklotomického polynomu Qo1 (x). Z Tvrzeni 20 mame
(' =)z —1) aM4+2"+1

Qale) = (3 =1)(z"—-1) 22+a2+1
= P+ + 2+t P+ L

Tento polynom rozlozime na soucin dvou ireducibilnich polynomi stupné 6. Vyjde
o2t 4 bt a1 = (2 at ) (28 2t 2t D).

Pro ziskani polynomi stupné 294 a radu 1029 pouzijeme Vétu 27, kde m = 6,
e=21,t =49 = 7% Plati, Ze 7 d&li 21 a 7 nedéli (2°—1)/21 = 3, tedy predpoklady
véty jsou splnény. Protoze mt = 294, et = 1029 dostavame, ze vsechny ireducu-
bilni polynomy v Fy[z] stupné 294 a fadu 1029 jsou 229 4 1% 4 298 4+ 219 4 1 a
2294 4 0245 | 196 L 98 4 q

Najdéte vsechny monické ireducibilni polynomy v Fs[x] stupné 3 a fddu 26
a potom vSechny monické ireducibilni polynomy v Fs[z] stupné 6 a fadu
104.

Reseni: Podobné jako v minulém cviceni nalezneme hledané polynomy faktorizaci
cyklotomického polynomu Qs6(z). Pouzitim Tvrzeni 20 a jednoduchymi tipravami
dostaneme Qq6(z) = #1? — 2! + 210 — 2%+ 2 — 2T+ — P+t -3+ 22—+ L
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Tento polynom se nad F3 rozklada v soucin ¢tyt ireducibilnich polynomi stupné
t¥i. Konkrétné Qqop(r) = (23 —z+ 1) (23 + 2% — 2+ 1) (23 — 22 + 1) (23 —2® + 2 + 1).

Pro ziskani polynomi stupné 6 a radu 104 pouzijeme Vétu 28, kde m = 3,
e=26a=b=2u=uv=1t=4= 2%k = 2 Protoze 2 déli 26 a nedéeli
(3% —1)/26 = 1, jsou predpoklady véty splnény a hledané polynomy stupné 6
dostaneme rozkladem polynomti 22 — 2%+ 1,22 + 28 —2* +1, 212 — 28 + 1,212 —
2% 4+ 2% + 1. Tedy jsou to polynomy ¢ + 2% — 2% — 23 — 1, 2% — 2° — 2% 4 23 —
Lab+a? —at+ a3+ —ax—1, 28— -2t — 234+ 2?4+ — 1,284+ 23+ 22 — 2 —
Lal -3+ 4o —1,204+2% -2~ +22—2x— 1,25 -2 — a2t + 23+ 22 + 2 - 1.

Vétu 27 1ze pouzit ke konstrukci ireducibilnich polynomi urcitého stupné po-
mérné jednoduchym zptisobem naptiklad takto. Kdyz chceme zkonstruovat iredu-
cibilni polynom stupné k nad télesem [F,, najdeme si n¢jaky rozklad ¢isla k = ti.
Pokud ireducibilni faktory ¢ déli ¢/ — 1, sta¢i ndm najit primitivni polynom f
stupné [ a hledanym polynomem je f(z!). To plati, protoze fad f je ¢' — 1, a tedy
podminky Véty 27 jsou splnény. Specialné pro ptipad t = 0 mod 4 musime ovéfit
platnost podminky ¢! = 1 mod 4. Sta¢i ndm tedy sestrojit primitivni polynom
stupné [. K tomu mtzeme pouzit faktorizaci cyklotomického polynomu, jak bylo
vysvétleno vyse, nebo jinou metodu, kterou zminime pozdéji.

Samoziejmé, nékdy je tato metoda vyhodnd a nékdy je jeji pfinos maly.
Zjevné, pokud chceme sestrojit ireducibilni polynom prvociselného stupné, tak
nam nepomitze. [ v nékterych jinych ptripadech je jeji uzitek neprilis velky, dosah-
neme tfeba pouze toho, Ze t je rovno dvéma, tedy hledame primitivni polynom
polovi¢niho stupné. V piipadé télesa F5 a k = 49, pak také neni mozno tuto me-
todu pouzit. Naopak pro téleso F3 a k = 160 ndm staci najit primitivni polynom
stupné 4. Plati totiz 160 = 4 - 40, 40 dé&li 3* — 1 = 80, a 3* = 1 mod 4. Na-
jdeme tedy primitivni polynom z* +x + 2 a z néj vytvorime ireducibilni polynom
2100 4 740 4 2,

Uvedme vétu, jez popisuje, jak se chovaji ireducibilni polynomy nad rozsife-
nimi téles.

29. Véta. [LN 3.46] Bud f ireducibilni polynom nad F, stupné n. Pro libovolné
k pfirozené plati, ze f se nad I rozklada na soucin d ireducibilnich polynomii
stejného stupné n/d, kde d = NSD(n, k).

30. Dusledek. [LN 3.47] Ireducibilni polynom nad F, stupné n je ireducibilni i
nad Fx, pravé kdyz n a k jsou nesoudélna.

3.2 Minimalni a primitivni polynomy

Nyni se zaméiime na hledani minimélnich polynomi prvki télesa. Bud 6 takovy
prvek télesa Fym, Ze {1,0,...,0™ '} tvoii bazi F,m nad F,. Pokud chceme najit
minimélni polynom f prvku 3 € F = nad F,, vyjadifime mocniny 1, 3, 32,..., 6™
pomoci této baze. Tedy

m—1

ﬁiZZbi]ﬂj pro 0 < i <m.

Jj=0
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Necht f(x) = apa™ + -+ + a1z + ay. Pak z podminky f(5) = 0 dostavame

Zaibij:O pro0<j3<m-—1.
i=0

Maéame tedy homogenni soustavu m lineadrnich rovnic o m + 1 neznémych. Bud
A = (a;;) matice typu m x (m + 1) takovd, ze a;; = bj1,41. Zjevné se jedna o
matici jejiz i-ty sloupec je tvoien zapisem ("' v dané bazi. TaktéZ je ziejmé,
ze jde o matici nasi soustavy. Ozna¢me h hodnost matice A. Pak prostor feseni
dané soustavy mé dimenzi d = m + 1 — h. Protoze 1 < h < m, plati 1 < d < m.
Mizeme tedy polozit a,, = @pm-1 = -+ = Am_gi2 = 0 & ay_gr1 = 1. Ostatni
koeficienty polynomu dopocitame ze soustavy.

[lustrujme tuto metodu na nasledujicim cviceni.

Bud 0 € Fgy koien ireducibilniho polynomu z% + z + 1 v Fy[z]. Najdéte
minimalni polynom prvku 3 = 1+ 6% + 6% nad F,.

Reseni: Napi$me si nejprve mocniny 3 vyjadiené v bazi 1,0, 602, ...,60°. Mame
# =1
51 - 1 + 02 + 93
g = 0 + 6
B o= 1+0+0>+0°
54 _ 63
B> = 1446 +6° +6°
B = 0 + 6 + 6%,

Matice A je tedy dana

1101010 1101010
0011011 0101001
0101001 0101110
0101110l 7]lo0o11011]|"
0010001 0010001
00000O0T10 00000T10
1101010 1101010
0101001 0101001
0000O0T1T1:1 0011011
“loo1 101 1] ]o0o01010
00010710 0000T1T11
00000T10 00000O0T10

Hodnost matice je h=6ad=6+1—6 = 1. Zvolme tedy ag = 1 a dopoctéme
ostatni koeficienty. Vyjde a5 = 0,a4 = 1,a3 = 0,a2 = 1,a; = 1, a9 = 1. Minimalni
polynom (3 nad Fy je tedy x® + 2% + 22 + z + 1.

Jind metoda hledani minimélnich polynomt je zaloZzena na nésledujici véte.
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31. Vé&ta. [LN 3.33] Bud o € Fym. Necht g je minimalni polynom prvku o nad

F,, ktery ma stupen d. Pak kofeny g jsou prvky o, a4,..., ol ' a ¢ je minimaln{
polynom vSech téchto prvki nad F,.

Z Véty 31 plyne, ze pro nalezeni minimalniho polynomu f prvku § € Fym
nad [F, staci spocitat mocniny 3, 39, ... ,ﬁqdfl, kde d je nejmensi prirozené cislo
takové, ze 7" = 3. Potom f(z) = (z — B)(z — ) -~ (x — 54°).

Nakonec si fekneme néco o konstrukei primitivnich polynomi. Jednou z moz-
nosti je faktorizace vhodného cyklotomického polynomu, jak vyplyva ze cviceni
3.42. Druhym zptsobem je nalezeni primitivniho prvku vhodného télesa a kon-
strukce jeho minimalniho polynomu. Piesnéji, pokud chceme sestrojit primitivni
polynom stupné m nad F,, najdeme primitivni prvek télesa Fym a sestrojime jeho
minimélni polynom nékterou z uvedenych metod. Prvek F,» je primitivni, pravée
kdyz mé v grupé F}. fad ¢™ — 1. Necht je ¢™ — 1 = k; - - - k; rozklad na soucin
po dvou nesoudélnych pfirozenych ¢isel. Pro kazdé 1 < ¢ < [ nalezneme prvek
a; € Fym fadu k;. Poté o = oy -~y md tad ¢™ — 1. Tudiz je o primitivni pr-
vek a sestrojenim jeho minimalniho polynomu dostaneme pozadovany primitivni
polynom.

3.3 Algoritmy pro konstrukci ireducibilnich po-
lynom

Na zavér si feknéme néco o publikovanych algoritmech pro konstrukei ireducibil-
nich polynomi nad kone¢nymi télesy. V soucasnosti neni znam zadny determinis-
ticky polynomidlni algoritmus pro sestrojeni ireducibilniho polynomu stupné n
nad télesem IF,. Polynomidlnim algoritmem se zde rozumi algoritmus jehoz pocet
operaci je omezen polynomem v n a log q. Existuji tedy dva pristupy, nékteré
prace se zabyvaji nalezenim rychlého deterministického algoritmu, ostatni se nao-
pak zaméiuji na nalezeni co nejrychlejsiho pravdépodobnostniho algoritmu, ktery
muze vyuzivat ndhodnych biti. Napiiklad v [2] ukazali autofi existenci determi-
nistického polynomialniho algoritmu pro nalezeni ireducibilniho polynomu daného
stupné nad F, za pfedpokladu platnosti rozsifené Riemannovy hypotézy. V [3]
predstavil Victor Shoup nekolik deterministickych algoritmii pro télesa IF),. Jeden
z nich napiiklad prevadi problém konstrukce ireducibilniho polynomu na pro-
blém faktorizace polynomt, k ¢emuz vyuziva cyklotomické polynomy. Nasledna
faktorizace se poté provede vylepsenym Berlekampovym algoritmem. Celkové al-
goritmus pottebuje O(p*/?+n3+¢ + (log p)?n***) operaci v FF,,. Jak Shoup zmituje,
v praxi se Casto pouzivaji télesa, kde p je malé, a tudiz i algoritmus se slozitosti
p'/2, tedy exponencialni v log p, neni §patny.

Jedna z moznych nedeterministickych metod je néasledujici. Vezmeme néjaky
nahodny monicky polynom daného stupné a otestujeme, zdali je ireducibilni. Po-
kud je, tak jsme hotovi, jinak postup zopakujeme. Z cviceni 3.26 a 3.27 vyplyva, ze
nahodny monicky polynom stupné n je ireducibilni s pravdépodobnosti priblizné
1/n. Dulezitou ¢asti takovéhoto postupu je ovéfovani nerozlozitelnosti polynomu.
Zasadni tedy je mit efektivni test ireducibility. Piiklady takovychto testi je mozné
nalézt napiiklad v [4]. Tato prace pojednava i o algoritmu pro nalezeni ireduci-
bilntho polynomu, ktery pracuje se slozitosti O((n?logn + nlogq) - logn loglogn)
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operaci v F,. V [5] autofi zmitiuji, Ze vSechny znamé algoritmy vyuzivajici pr-
vociselné testy maji slozitost alespon kvadratickou v n a zda se byt slozité toto
zlepsit. Oni sami ukazuji postup zalozeny na izogenii eliptickych kiivek. Jejich
algoritmus mé slozitost n'*t°() . (log ¢)°*°("). V tomto zapisu piedstavuje o(1) u
n funkci, jez konverguje k nule pro n jdouci do nekonecéna, a obdobné o(1) u log ¢
je funkce konvergujici k nule pro ¢ jdouci do nekonecna.
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