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Uvod

Poprvé se student setkd s pojmem Brownuv pohyb pii hodinach fyziky na za-
kladni skole, kde se dozvi, ze Brownuv pohyb je nahodny pohyb mikrosko-
pickych ¢éastic v kapalném nebo plynném médiu. Tento jev byl popsan v roce
1827 skotskym botanikem Robertem Brownem, ktery pozoroval chovani py-
lovych zrnek ve vodeé. Zjistil, ze tyto ¢astice vykonavaji neusporadany pohyb.
Aby vylouc¢il moznost, ze pohyb je projevem pripadného zivota, opakoval ex-
periment s ¢asticemi prachu. Modely zalozené na Brownové pohybu se dnes
uplatiiuji ve fyzice, ekonomii (vyvoj cen akcii na burze) nebo modelovani
dynamickych systému.

Matematizaci Brownova pohybu se zabyval americky matematik Nor-
bert Wiener, proto se také Brownovu pohybu ¢asto fikd Wieneruv proces.
Dalsim z vyznamnych matematiku, kteri se zabyvali Brownovym pohybem,
byl Paul Lévy. Ve svych studiich vlastnosti Brownova pohybu zavedl po-
jem lokalni cas, o kterém pojednava tato prace. Lokalni ¢as ma slouzit jako
charakteristika Brownova pohybu, kterd v urc¢itém smyslu tikd, kolik ¢asu
travi Brownuv pohyb na dané hladiné. Tuto vagni poznamku ponechame
¢tenari k rozmysleni, az bude hloubat nad samotnou definici lokalniho ¢asu
Brownova pohybu.

V ramci této prace nejdiive zadefinujeme Brownuv pohyb, popiseme jeho
vlastnosti a dokdzeme jeho existenci. Navic zjistime, ze Brownuv pohyb
je limitou specialné zkonstruovanych zjemnujicich se ndhodnych prochéazek.
V druhé kapitole zadefinujeme lokélni ¢as Brownova pohybu a zkonstruujeme
nékolik jeho aproximaci. Ve tieti kapitole provedeme simulace téchto aproxi-
maci s pouzitim software Mathematica. Jednotlivé simulace se 1isi odlisnym
pristupem k lokdlnimu casu. Je tedy tézké rozhodnout, které jsou lepsi.
Na zaveér uvadime prehled prezentovanych simulaci, zdrojovy kod je obsazen
na prilozeném CD.



Kapitola 1

O Brownové pohybu

1.1 Browniuv pohyb a jeho vlastnosti

V této kapitole ¢erpdme predevsim z knihy [1]. Necht (€, A, P) je pravdépo-
dobnostni prostor. Nahodnd velicina X ma normalni rozdéleni s parametry
pe€Rao?>0,jelijeji hustota rovna

)2
f(x)—\/%exp{—%}, —00 < < 00.

Pritom piseme X ~ N(u,0?) a plati EX = p a varX = o2

Definice 1.1. Ndhodny proces {B(t) : t > 0} nazveme Brownidv pohyb s
pocatkem v x € R, jestliZe plati ndsledujici:

e B(0) =z, x € R,

e ndhodny proces {B(t) : t > 0} md nezdvislé prirustky, tj. pro vsechny
casy 0 < t1 < ty < --- < t, gsou prirustky B(t,) — B(t,—1),
B(t,—1) — B(tn_2), ..., B(ta) — B(t1) nezavislé ndhodné veliciny,

e pro vSechna t > 0 a h > 0 maji prirustky B(t + h) — B(t) normdini
rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a rozptylem h (tzv. ¢asovd ho-
mogenita,),

e proces {B(t),t > 0} md spojité trajektorie skoro jiste.

Rekneme, Ze {B(t) : t > 0} je standardni Browniv pohyb, jestlize x = 0.



V nésledujicich dvou vétach demonstrujeme, Ze existuji transformace
Brownova pohybu, které zachovavaji jeho rozdéleni. Dukaz téchto vét lze
nalézt v knize [1].

Lemma 1.2 (Scaling invariance). Necht {B(t) : t > 0} je standardni
Browniiv pohyb a necht a > 0. Definujme ndhodné veliciny

1
X(t) = ~B(a*), t>0.
a

Pak nahodny proces {X(t) : t > 0} je také Brownuv pohyb.

Diikaz. Ovéfime podminky z definice 1.1 pro ndhodny proces { X (¢) : t > 0}.
7 definice ndhodné veliciny X vyplyva nezavislost prirustku a spojitost tra-
jektorii ndhodného procesu {X (t) : t > 0}. Zbyva ovéfit, ze pro kazdé s > 0
at > splati X(t) — X(s) ~ N(0,t — s). Pocitejme

E[X () — X ()] = ~ E[B(a%) — B(a®s)] = 0

a

var[X (t) — X (s)] = % cov[B(a*t) — B(a*s)] = %(aQt —a’s) =t —s.

Vsechny podminky jsou tedy splnény a nahodny proces {X(¢) : ¢ > 0} je
Brownuv pohyb. O

Véta 1.3 (Casova inverze). Necht {B(t) : t > 0} je standardni Browniiv
pohyb. PoloZme

/0 prot =10
X(t) = { tB (1) prot>0.

Pak nahodny proces {X (t) : t > 0} je standardni Brownuv pohyb.

Zabyvejme se nyni diferencovatelnosti Brownova pohybu. Definujme horni
a dolni derivaci zprava funkce f : R — R v bodé t € R

D* f(t) = limsup flt+h) - f(t),
hl0 h

Flt+h) — £t

D.f(t) = hrlrllﬁ]nf

>

Nejdiive dokazeme, ze pro néjaké pevné ¢ > 0 plati, ze Brownuv pohyb
v case t neni diferencovatelny skoro jisté. V dikazu vyuzijeme ptedchozi
vétu o Casové inverzi a nasledujici tvrzeni. Znéni a dukaz nasledujicich vét
1ze nalézt v knize [1].



Tvrzeni 1.4. Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb. Pak plati skoro jisté
B(n) B(n)

I _ i inf _
12& solip \/ﬁ +00 a 17{1_1> gol \/ﬁ 00

Véta 1.5. Necht {B(t) : t > 0} je standardni Browniv pohyb. Zvolme t > 0.

Pak Browniv pohyb v case t nent diferencovatelny skoro jisté. Navic plati

D*B(t) = +00 a D,(t) = —oc.

Diikaz. Necht {X(t) : t > 0} je ndhodny proces definovany ve vété 1.3. Na-

hodny proces { X (t) : t > 0} je tedy standardni Brownuv pohyb. Z tvrzeni 1.4

vyplyva

X (1) —-X(0 nX (1 B
D*X(0) > limsup M > lim sup (”) = lim sup (n)
n—00 n n—00 \/ﬁ n—00 \/ﬁ
Podobné dostaneme D, X (0) = —oo. Nahodné funkce X (-) tedy neni dife-
rencovatelna v nule skoro jisté, z ¢ehoz po snadné tvaze plyne, ze ndhodné
funkce B(-) v case t > 0 neni diferencovatelna skoro jisté. O

Vsimnéme si, ze z predchozi véty nevyplyva, ze skoro jisté plati, ze
Brownuv pohyb neni diferencovatelny v ¢ > 0. Poradi kvantifikatoru skoro
jisté a pro vSechna t nemuzeme obecné ménit. Nasledujici véta je ovSem
silnéjsi a ukazuje, ze zde tuto ,vyménu“ lze provést. Dukaz lze najit v knize [1].

Véta 1.6. Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb. Pak skoro jisté plati, Ze
Brownuv pohyb neni diferencovatelny vt > 0. Navic pro kaZdé t > 0 plati
D*B(t) = 400 nebo D,B(t) = —oo skoro jiste.

Poznamka 1.7. Predchozi véta rikd, Ze trajektorie Brownova pohybu jsou
nediferencovatelné skoro jisté (ackoli jsou spojité skoro jisté). Z toho se dd
usoudit, Ze chovdani trajektorii Brownova pohybu je velmi nereguldarni. Proto
se prave lokdlni cas ukdzal vhodnym ndstrojem k popisu setrvani Brownova
pohybu na dané hladiné.

1.2 Existence Brownova pohybu

V této ¢asti dokazeme, ze existuje nahodny proces, ktery splnuje podminky
uvedené v definici Brownova pohybu. Takovy nahodny proces nalezneme
pomoci tzv. Lévyho konstrukce.

Nejdiive si pripomeneme néktera tvrzeni a lemmata, kterd potfebujeme
k diukazu Wienerovy véty. Jejich znéni a dukazy lze nalézt v knize [1].
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Definice 1.8. Redlny ndhodny vektor X = (X1, Xo, ..., X, )T nazveme
Gaussuv ndhodny vektor, jestlize existuje matice A redlnijch cisel typu
n X m a n-rozmérny redlny vektor b takovy, Ze X = AY + b, kde Y je
n-rozmeérny redlny nahodny vektor, jehoz slozky Y1,Ys, ... Y, jsou nezdvislé
nahodné veliciny a Y; ~ N(0,1) proi=1,...,n.

Tvrzeni 1.9. Necht {X,, : n € N} je posloupnost Gaussovijch ndhodnijch

vektori a necht existuje ndhodny vektor X takovy, Ze lim X, = X. JestliZe
n—oo

existugi limity b = lim EX,, a C = lim var(X,,), pak X je Gaussuv ndhodnyj

n—oo n—oo
vektor s vektorem strednich hodnot b a variancni matici C.

Lemma 1.10. Necht X, a X5 jsou nezdvislé ndhodné veliciny s normdlnim
rozdélenim s nulovou stredni hodnotou a rozptylem o* > 0. Pak X; + X5 a
X1 — Xy jsou nezduvislé nahodné veliciny s normdlnim rozdélenim s nulovou
stredni hodnotou a rozptylem 202.

Lemma 1.11. Necht X je ndhodnd veli¢ina a X ~ N(0,1). Pak pro kazdé
x>0 plati

P(X >z2) <

SR

1 { :172}
exp{ —— .
V2 P 2

Diikaz. Necht X ~ N(0,1) a vezméme x > 0 pevné. Pak

Lemma 1.12 (Cantelliho lemma). Necht A,, n € N, je posloupnost jevi
takovd, ze Y P(A,) < co. Pak P(limsup A,,) = 0.
n=1

n—oo
Néasledujici véta pojednava o existenci Brownova pohybu. Konstrukce
pii dukazu této véty je poucna, protoze se jedna o konstrukéni dukaz nikoli
jen existen¢ni. Zduraznéme, ze stac¢i zkonstruovat standardni Brownuv po-
hyb {B(t) : t > 0}, protoze {X(t) : t > 0}, kde X (t) = B(t) + z, t > 0, je
Brownuv pohyb s pocdtkem v x.



Véta 1.13 (Wienerova véta). Brownuv pohyb ezistuge.

Dikaz. Nejdiive se budeme zabyvat konstrukei standardniho Brownova po-
hybu na intervalu [0,1]. Pro obecné t > 0 pak snadno muzeme pouzit
lemma 1.2 ¢i nezavislost prirustku a zopakovanim néasledujici konstrukce
na intervalech [n,n+1], n € N, s po¢atky v B(n) ziskdme rozsiteni Brownova
pohybu na interval [0, 00).

Definujme mnoziny

k

Poznamenejme, ze se jedna o tzv. diadické déleni. Polozme D = |J D,.

n=0
Necht (£2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, na kterém je definovén systém
nezavislych ndhodnych velicin {Z; : t € D} takovy, ze Z; ~ N(0,1), t € D.
Pro kazdé n € Ny definujme ndhodné veliciny B(d), d € D,,. Prifadme
B(0) =0 a B(1) = Z;. Pro n € N chceme definovat ndhodné veliciny B(d),
d € D, takto:

1. Pro vSechna r,s,t € D,, r < s < t, nahodna velicina B(t) — B(s)
je nezavisld s ndhodnou veli¢inou B(s) — B(r) a plati B(t) — B(s) ~
N(0,t — s), respektive B(s) — B(r) ~ N(0,s — r).

2. Néhodné vektory (B(d) : d € D,,) a (Z; : t € D\ D,,) jsou nezavislé.

Tuto konstrukei jsme jiz provedli pro n = 0, Dy = {0,1}. Pokracujme in-
dukci. Predpoklddejme, ze méame ndhodné veliciny B(d), d € D,_;. Pro
d € D, \ D,,_; definujme ndhodné veliciny

B(d—-2")+B(d+2™") Zq
2 + 2(n+1)/2°

B(d) =

Vsimnéme si, ze prvni séitanec ve vzorci je linedrni interpolaci hodnot B(-)
v sousednich bodech z D,,_;. Proto B(d), d € D,, je nezavisld se systémem
ndhodnych velicin (Z; : t € D\ D,) a tedy druhd vlastnost z definice
ndhodnych velicin B(d), d € D,, je splnéna.

Protoze ndhodnd veli¢ina §(B(d+2"")—B(d—2"")), d € D,\Dy_1, zévisi
pouzena (Z; : t € D,_1), je navic ndhodnd veli¢ina 1 (B(d+2"")—B(d—2""))

nezavisla s nahodnou veli¢inou 2(7&% pro kazdé d € D, \ D,,_1.
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Z lemma 1.10 vime, ze jejich soucet je

B(d+2") — B(d—2") Z4
2 + 2(n+1)/2

= B(d)—B(d—-2™") (1.1)
a jejich rozdil

B(d+2™) — B(d—2™") Z,
2 T 9mt1)/2

= B(d+2) - B@d).  (12)

Vyrazy (1.1) a (1.2) jsou nezavislé ndhodné velic¢iny s normalnim rozdélenim
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 27".

Zbyva ukazat, ze viechny piirustky B(d)—B(d—27"),d € D, \ {0}, jsou
nezavislé. K tomu staci zjistit, ze jsou tyto piirustky po dvou nezavislé. Uz
jsme ukdzali, ze ndhodné veliciny B(d) — B(d —2™™) a B(d +27") — B(d),
d € D, \ D,_1, jsou nezavislé. Zbyva prozkoumat nezavislost prirustku
B(d)—B(d—2")a B(d+2™")— B(d) prod € D,_;.

Volme tedy d € D,,_; pevné. Nalezneme minimalni j € Ny takové, ze
d € Djald—2"d C [d—277,d], respektive [d,d+27"] C [d,d+27].
Z indukéntho predpokladu plyne nezdvislost pifrustkt B(d) — B(d —277) a
B(d + 277) — B(d). Piirustky nad intervaly délky 27" jsou zkonstruovény
z nezavislych prirustku B(d) — B(d — 277) (respektive B(d + 277) — B(d))
s pouzitim nahodnych velicin (Z; : ¢t € D,,) (viz (1.1) a (1.2)), tudiz jsou
nédhodné veliciny B(d) — B(d —2™") a B(d + 27") — B(d) nezavislé. Tim
jsme dokazali prvni vlastnost v definici ndhodnych veli¢in B(d) a indukéni
krok je dokoncen.

Definujme nahodnou funkci F':

Zy prot=1
Fo(t) =< 0  prot=0 (1.3)
tZy pro0<t<1

a pro kazdé n € N a kazdé i = 0,1,...,2" ' — 1 polozme

o-(nt1)/2 7, prot € D, \ D,
0 prot € D,_1
Fn(t) B ( - 22 ) (n 1)/ Z{ 2*(n71)} pro t € (2nz—17 27‘2—21)
( t) 2(n_1)/2Z{(2i+1)2*”} prot € (2;1, ;ﬂ)
(1.4)
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Posledni dva tadky ve vzorci (1.4) 1ze slovné vyjadrit tak, ze je funkce linedrni
mezi dvéma po sobé jdoucimi body z D,,. Funkce F,, n € Ny, jsou spojité
na [0, 1]. Pro kazdé n € Ny a d € D,, plati:

=D _Fild) =} Fi(d). (1.5)

Vzorec (1.5) dokdzeme indukci. Ziejmé vztah plati pro n = 0. Predpokla-
dejme, ze vztah plati pro n — 1. Vezméme d € D,, \ D,,_; pevné. Protoze
pro kazdé 0 < i < n—1 je funkce F; linedrni na [d — 27", d 4 27"], dostavame

n—1 n—l —n —n
ZF@ :Z +F(d+2 ") _B(d-2"")+B(d+2™")
2
=0 1=
Zq

z ¢ehoz plyne (1.5).
7 definice Z; a z lemma 1.11 vyplyva, ze pro kazdé ¢ > 0 a n € Ny plati

P (|Z4) > cv/n) =2 P (Zy > ¢y/n) < 2—=

——eX — .
C\/_ n /27 P 2
Pron > dostavame nerovnost

nc

P (|1Z4] > ev/n) < exp{—;}.

Zvolme ng > % Soucet nasledujicich pravdépodobnosti

Y P(IdeD,: [Zo = cvn) <Y Y P(|Z4] = cv/n)
n=0 n=0 deD,,

— Z P (|Z4 > ev/n) + i > P(1Zd = ev/n)

n=0 deD, n=ng d€Dp,

S

2

2"—i—1 +Z 2" + exp{—%}

n=ng

konverguje pro ¢ > /2log2. Zafixujme takové c. Z lemma 1.12 vyplyva, ze
existuje ndhodné piirozené ¢islo N (skoro jisté konecné) takové, ze pro kazdé
n > N a kazdé d € D, plati | Z,4| < ¢y/n. Tudiz pro kazdé n > N:

1Pl < 27"%ev/n.

12



Nasli jsme tedy horni hranici pro F,,. Polozime-li B(t) = Y >, F,(t), pak
B(t) skoro jisté stejnomérné konverguje na intervalu [0, 1]. Tato limita je
zFejmé spojitd a oznacime ji {B(t) : t € [0,1]}.

Zbyva jesté dokazat jeden bod z definice Brownova pohybu, ktery tika,
ze pro vsechna t > 0 a h > 0 plati B(t + h) — B(t) ~ N(0, h). To je ovSem
primym dusledkem vlastnosti B(-) na husté mnoziné D C [0, 1] a spojitosti
trajektorii. Vezméme 0 < t; < t5 < -+ < t, < 1, n € N, nalezneme
posloupnosti (t1 x)52 1, (tok)elys - - -5 (tnk)ie, € D takové, ze pro kazdé k € N
plati t1, < toy < --- < t,k a pro kazdé i = 1,2,...,n je ilglotzk = t;.

Ze spojitosti B vyplyva, ze pro kazdé 1 <i<n —1:
B(tis1) — B(t;) = Hm B(tit1k) — B(tig)-
Pro kazdé 1 <i¢ <n — 1 plati

lin B [B(ti1,) — Bltin)] = 0

aprokazdé 1 <i<n—1,1<j5<n—1 plati

lim cov [B(ti—l-l,k) — B(tz, k), B(tj+17k) — B(tj,k)]

kToo

= ]1€1Tr§10 Vg—jyvar [B(tiin) — B(tix)] = %#fglo Ty (tivi e — tik)

= Liimjy(tin — 1)

Z tvrzeni 1.9 vyplyva, ze pro kazdé 1 < ¢ < n maji piirustky B(t;11) — B(t;)
normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a varianci ¢;,1 — ;.

Uz jsme sestrojili spojity proces B : [0,1] — R se stejnym marginalnim
rozdélenim jako ma Browntuv pohyb. Vezméme posloupnost By, By, Bs, . ..
nezdvislych ndhodnych veli¢in s hodnotami v C[0,1] s timto rozdélenim a
pro vSechna ¢t > 0 definujme

Lt] -1
B(t) = By(t—[t))+ Y Bi(1). (1.6)

i=0
Hodnoty B;(1) ze vzorce (1.6) jsou zndzornény na obrazku 1.1, pficemz
kladné hodnoty B;(1) jsou obarveny zelené a zaporné hodnoty B;(1) ¢ervené.
Z definice (1.6) jsme tedy ziskali ndhodnou funkci B : [0,00) — R, ktera

spliiuje pozadavky definice Brownova pohybu.
O
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Obrazek 1.1: Graf zobrazuje Brownuv pohyb B(t) zavisly na case t.

1.3 Nahodné prochazky v R

Zde uvedeme definici symetrické ndhodné prochézky, kterou budeme pouzi-
vat v nasledujici kapitole. Vychdzime z prace [2] a z ¢lanku [3].

Definice 1.14. Necht (92, A, P) je pravdépodobnostni prostor, na kterém
je definovand posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodngjch velicin
{X,, n € N} takovd, z2e P (X,, =1) = P (X,, = —1) = § pron € N. Polozme
So=00als, = Z;L:1 X;, n € N. Pak ndhodnou posloupnost {S,,n € N}

nazyvame symetrickd nahodnd prochdzka.

1.3.1 Metoda Twist & Shrink

Nyni provedeme konstrukci posloupnosti symetrickych nahodnych prochézek
metodou Twist & Shrink a zformulujeme vétu, ktera tika, ze takova posloup-
nost stejnomérné konverguje k Brownovu pohybu skoro jisté.

Definujme nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny X,,(k), pro které
plati P (X, (k) =1) = P (X,,(k) = —1) = 3 pro kazd¢ k € N, m € Ny. N4-
hodné veliciny X, (k) lze sefadit do nekonecné matice X = [X,,.(k)]"_g,_1,
pricemz z m-tého radku zkonstruujeme m-tou aproximaci Brownova pohybu.
Necht pro kazdé m € Ny je S,,(k), k € N, symetrickd ndhodna prochédzka,
kterd vznikla z ndhodnych velicin X, (k) tak, ze Sn(k) = S0 Xn(k)
pro kazdé m € Nj.

Dalsim krokem této metody je tzv. twistovani, kterym vytvorime posloup-
nost symetrickych nahodnych prochazek (S,,(k))2°_, z posloupnosti ndhod-
nych prochdzek (S, (k))>_,, k € N. Nejdiive polozime Sy(n) = Sy(n) pro

m=0>
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kazdé n € N a S,,(0) = 0 pro kazdé m € N a déle zkonstruujeme nghodnou
prochizku S,, (k) pro m € N, k € N, rekurentné.

Definujme posloupnost ndhodnych procesu (7T,,+1(k) : k € N) tak, ze
plati 7,,,41(0) = 0 a pro k € Ny je

Tnir(k+1) = min{n > Ty i1 (k) : [Smia(n) = Smpr (Tma (k)] = 2. (1.7)

Vzorec (1.7) interpretujeme tak, ze Tp,41(k + 1) je minimélni ¢as vetsi
nez T,,41(k) takovy, ze vzdalenost hladin ndhodné prochazky S,,.1 v case
Tons1(k) a v case Tp,1(k + 1) je rovna dvéma. Ndhodné ¢asy T,,.1(k) jsou
znazornény na obrazku 1.2, pravy graf.

Pro j =0,1,2,... apro k € N takovd, ze T,,11(j) < k < Tyi1(§ + 1)
polozme

5 Xerl(k) je‘h Sm+1~ (Terl(j + 1)) - Sm+1 (Terl(j)) =
K () = —2X,(j + 1),
—Xmy1(k) jinak
(1.8)

a definujme Sy, 11 (k) = Spi1(k — 1) + X,np1 (k). Postup tohoto algoritmu je
znézornén na obrazku 1.3 a nahodné prochézky S,,(16) a S,,_1(16), ze kte-
rych jsme pii konstrukei vychézeli, jsou znazornény na obrazku 1.2.

Lze ukazat, ze pro kazdé m € Ny jsou ndhodné veliciny X, (1), X;n(2), . . .
nezavislé a stejné rozdélené a plati

p (X'm(k) - 1) —p (Xm(k;) - —1> - % keN.

Tedy pro kazdé m € Ny je S,,(k), k € N, ndhodna prochézka.
Z konstrukce (1.8) vyplyvé néasledujici vztah mezi ndhodnymi prochéz-
kami S, a S;,p1 prom € Ny a k € N:

Sm+1 (Tm-i-l (k)) =

M-

[S’m_i,-l (Tr1(3)) = St (Tnsa(j — 1))

j=1

2X,(5) = 2S5 (k). (1.9)

M-

1

J

Ze vzorce (1.9) vyplyvd, ze ke konstrukei na obrdzku 1.3 ndm staci znat
nahodnou prochazku S,,(k), k = 1,2, 3, 4, kterd je zvyraznéna na obrazku 1.2
(levy graf) tlustou carou.
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Obrézek 1.2: Levy graf zobrazuje ndhodnou prochéazku S,,(16) a pravy graf
zobrazuje ndhodnou prochézku S,,.1(16).

Hladina Hladina
4 4
2 oL

Obrazek 1.3: Na prvnich tfech grafech (zleva doprava) je zobrazen postup
konstrukce ndhodné prochézky Sy,11(16) z ndhodné prochazky S,,.1(16). Na
poslednim grafu (pravy dolni) je modrou ¢arou oznacena ndhodné prochazka
Sm+1(16) a zelenou ¢arou nahodna prochazka 5’m+1(16). Cervené body na
v8ech grafech znazornuji ndhodné casy T,,.1(k) pro k =0,1,2,3,4.
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Posledni ¢asti metody Twist & Shrink je konstrukce posloupnosti nahod-
nych procesu (B,(t))>_, prot > 0. Pro m € Ny a pro k € N definujme

By, <22im> = Q%S*m(k). (1.10)

Ze vzorcu (1.9) a (1.10) vyplyva vztah mezi dvojicemi nahodnych procesu
Bn(+) a Bpy1(+) prom € Ny, k € N:

Tm+1(k> 1 & 1 = k
B ( SamtD) ) = gl Smy1(k) = 2—mSm(k) = B, Som |-
Na intervalech (22%, %) dodefinujeme B,,(+) linedrné.

Vznikd otézka, jak rychld je konvergence posloupnosti ndahodnych proce-
su zkonstruovanych metodou Twist & Shrink k Brownovu pohybu. Odpovéd
na tuto otdzku nam dé néasledujici véta, jejiz dukaz je uveden v ¢lanku [3].
Véta 1.15. Necht (B, (t))5_y, t > 0, je posloupnost linedrné interpolo-
vangch ndhodnych prochdzek, kterd vznikla metodou Twist & Shrink. Necht
{B(t),t > 0} je standardni Browniv pohyb. Pak plati

(i) Bn(-) N B(-) stejnomérné vzhledem k t € [0, 00),

(i) VC >3 VK >0 3Ime(C,K) Vm >my(C,K) plati

. om\ 1—-C
P Orgag)l((lB(t) B ()] > T <6(K27™) .

Cilem nasi prace je simulovat lokdlni ¢as hlavné pomoci aproximace
Brownova pohybu nikoli zkouméani rychlosti konvergence této aproximace
k Brownovu pohybu.
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Kapitola 2

Lokalni casy Brownova pohybu

2.1 Zakladni vlastnosti lokalniho ¢asu

V této kapitole se budeme zabyvat méfenim casu, ktery Brownuv pohyb
stravil na dané hladiné. K tomu zavedeme nahodnou veli¢inu tzv. lokalni cas
Brownova pohybu. Nejprve lokalni ¢as definujeme klasickou definici Paula
Lévyho, kterou lze nalézt v [3] a [5].

Definice 2.1. Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb, oznacme \ Lebesgue-
ovu miru. Ndhodnou velicinu L(t,x), t > 0, x € R, nazveme lokdlni éas
Brownova pohybu v ¢ase t na hladiné x, jestlize plati

1
L(t,x):lig]12—€)\{s€[O,t]:x—5<B(s)<x—|—€}. (2.1)

Poznamka 2.2. V predchozi definici lze misto rovnosti (2.1) ekvivalentné
psat
1
L(t,x)zliﬁ)l—)\{se[(),t]:m<B(s)<x+s}. (2.2)
el0 €

Obrazek 2.1 ukazuje, jak je mozné chapat definici 2.1. Oranzové je zvy-
raznéna mnozina ve vzorci (2.1) vlevo, respektive (2.2) vpravo.

Moderni definice lokalniho ¢asu Brownova pohybu vychazi z Tanakovy
formule. Ke znéni Tanakovy formule je nutné znat definici Itoova integralu.
Jeho definici a vlastnosti lze nalézt v knize [6]. Znéni a dikaz Tanakovy
formule je obsazen v knize [1] a v préci [2].
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Obrazek 2.1: Demonstrace definice 2.1, nalevo viz vzorec (2.1), napravo viz
vzorec (2.2).

Definice 2.3. Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb na pravdépodobnost-
nim prostoru (Q, A, P). Bud f(t,w) : [0,00) x Q@ — R funkce, pro kterou
plati

(i) (t,w) — f(t,w) je (B x A)-méfitelnd, pricemz B znaci borelovskou
o-algebru na [0, 00),

(ii) f(t,w) je Fi-adaptovand, kde F; je o-algebra generovand ndhodngmi
velicinami B(s), 0 < s < 't,
b

(iii) E [f(f(t,w))th

a

< 0.

Pak Itévv integrdl z funkce f od ¢asu a > 0 do ¢asu b > a definujeme

b, (t,w)dB(t),

b
n—00
a

b
/ f(t,w)dB(t) = lim

kde (®,,),", je posloupnost jednoduchych funkci, kterd splruge

b

lim E /(f(t,w) — D, (t,w))dt| = 0.

n—0o0
a

Véta 2.4 (Tanakova formule). Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb.
Potom pro vsechna x € R at > 0 plati ndsledujici rovnosti skoro jisté:
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(i) (B(t) —x)" — (B(0) —z)" = IL(t,x) + j 1z00) (B(s)) dB(s),

N[+

(i) (B(t) —z)” — (B(0) —z)” = zL(t,z) — j 1(—ooq) (B(s)) dB(s),

(iii) |B(t) — x| — |B(0) — x| = L(t,x) + bfsign(B(s) —x)dB(s),

|zt |z| =

kde Sigﬂ(l’) = 1[$>0] - 1[a:§0}7 (JJ)+ =5 a (.T})_ = T3

Definice 2.5. Necht {B(t) : t > 0} je Browniv pohyb. Ndhodnou velicinu
L(t,z), t >0, x € R, nazveme lokdlni ¢as Brownova pohybu v ¢ase t
na hladiné x, pokud plati

t

L(t,z) =|B(t) — x| — |B(0) — x| — /Sign(B(s) — x)dB(s). (2.3)

Nésledujici véta pojednava o existenci a spojitosti lokalniho ¢asu Browno-
va pohybu. Dukaz lze nalézt v préci [2].

Véta 2.6. Necht {B(t) : t > 0} je Brownuv pohyb. Pak pro kazdé x € R
existuje nezdporny ndhodny proces { L(t,x) : t > 0}, ktery spliuge (2.3) skoro
jgisté. Navic ndhodnd funkce L(t,x) je spojitd pro kazdét >0 a x € R.

Omezme se nyni na L(t,0), ¢ > 0. Mohlo by nés zajimat, jaké hodnoty
L(t,0) 1ze ocekavat. Cheeme naptiklad spocitat stfedni hodnotu ¢i rozptyl.
Nésledujici véta nam k tomu pomuze, dukaz nalezneme napiiklad v ¢lan-
ku [7].

Véta 2.7. Necht L(-,-) je lokdlni ¢as Brownova pohybu. Pak pro kazdét > 0,
h>0au>0 plati

PL(t + h,0) — L(t,0) > u] =

[e.9]

e S e S (R O T
= — ex Il ara——— ex —_— v. .
with) TP 2+ h) P\ o

w vy/t/(h(t+h))
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Priklad 2.8. Pocitejme stredni hodnotu a rozptyl lokdlniho ¢asu Brownova
pohybu v ¢ase jedna na hladiné nula. Volbou t = 0 a h = 1 ve vzorci (2.4)
dostavame

P00 >0 - 2 fen {2} [oo {2 s

u 0
= - —— ¢ dw.
\/;/eXp{ 2}”

Z toho vyplyvd, Ze vzorce pro distribucni funkci F'(u) a hustotu f(u), u > 0,
lokdlniho ¢asu Brownova pohybu v case jedna na hladiné nula jsou

Foy =12 fon {2V
=y 2o {1,

Stredni hodnota lokdlniho ¢asu Brownova pohybu v case jedna na hladiné
nula je rovna

S BT
_ \/;o,s.

Spocitejme rozptyl lokdlniho c¢asu Brownova pohybu v case jedna na hla-
dine nula. PouZitim metody per partes dostdvdime

E[L(1,0)° = \/g]oqﬁ exp {—“;} du
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Tedy rozptyl lokdlniho c¢asu Brownova pohybu v c¢ase jedna na hladiné nula
se rovnd

2
var [L(1,0)] =1—— =0, 36.
T

2.2 Aproximace lokalniho ¢asu

2.2.1 Excursion representation

V této ¢ésti vychdzime z [4] a [5]. Protoze jsme nenasli vhodny ¢esky nazev
pro tuto aproximaci, pouzivame anglicky termin ezcursion representation.
Necht {B(t) : t > 0} je Brownuv pohyb. Oznatme B* = {s > 0: B(s) = z}
mnozinu casu, ve kterych Brownuv pohyb progel hladinou z € R. Definujme
disjunktni oteviené intervaly Z; pro k € N, x € R

[0,00) \ B® = Uzw

Proe > 0,t >0 a x € R definujme

:Zl[zkcw

Z§‘>€]’
k=1
Se(t,r) = Z [|Z/f| 1[z;c[0,t],|z,§]ge] )
k=1

kde symbol | - | znaci délku intervalu. Ndhodny proces N (¢, x) je tedy roven
poctu podintervali Z} do casu t, jejichz délka je vétsi nez . Nahodny proces
S.(t, x) je souc¢tem délek intervalu ZF v intervalu [0, t], jejichz délka je mensi
nebo rovna €.

Proe >0,t> 0 a x € R oznatme

LW (t, ) \/sj\/' t,x) (2.5)
LO(t x) = \/2:5 S.(t,x). (2.6)

Néasledujici véta tikd, ze aproximace lokdlniho ¢asu Brownova pohybu
dané vzorci (2.5) a (2.6) konverguji skoro jisté k lokalnimu ¢asu Brownova
pohybu. Dikaz lze najit v ¢lanku [5].
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Véta 2.9. Pro kazdé v € R at > 0 splnuje lokdlni ¢as Brownova pohybu
L(t, x) ndsledujici limity skoro jisté

L(t,x) = lig)l LW (t, ), (2.7)
L(t,z) = li{gl LA (t,x). (2.8)

2.2.2 Downcrossing representation

V této casti se opét zamérime na lokédlni ¢as Brownova pohybu na hladiné
nula. Nésledujici teorie je obsazena v knize [1].

Necht {B(t) : t > 0} je Brownuv pohyb. Zvolme a,b € R, a < b. Polozme
7o = 0 a pro 7 € N rekurzivné definujme

o; =inf{t > 1,1 : B(t) = b},

7; =inf{t > 0; : B(t) = a}.

Ndhodna velicina o;, j € N, vyjadiuje cas nasledujici po case 7;_1, kdy
poprvé Brownuv pohyb vstoupi do hladiny b. Ndhodna velicina 7;, j € N,
vyjadiuje ¢as nasledujici po ¢ase o;_1, kdy poprvé Brownuv pohyb vstoupi
do hladiny a. Na obrdzku 2.2 jsou ndhodné casy o; a 7; zvyraznény.

B(t)

06}

0.4

b
BT P i

r

-0.2

—04f

Obrézek 2.2: Realizace Brownova pohybu s vyznacenymi ¢asy o; a 7; pro
a=—-0,15ab=0,15.

Pro kazdé t > 0 definujme D(a,b,t) = max{j € N:7; <t}, coz je pocet
preskokit Brownova pohybu intervalu [a, b] do ¢asu t > 0.
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Véta 2.10. Necht (ay);~,, (by)re, jsou posloupnosti redlnych ¢isel takové,
zea, 10,b,10 aa, <b, pro kazdé n € N. Pak pro kazdé t > 0 plati skoro
Jisté nasledujici limita
L(t,0) = lim 2 (b, — ay,) D(ay, by, t).
n—oo

Dukaz predchozi véty lze nalézt v knize [1]. Tato véta ndm déva aproxi-
maci lokalniho ¢asu Brownova pohybu na nulové hladiné, kterou nazyvame
anglicky downcrossing representation. Cesky ekvivalent by mohl znit repre-
zentace pomoci poctu preskoku.

2.2.3 Lokalni cas zjemnujici se nahodné prochazky

V kapitole 1.3.1 jsme zkonstruovali posloupnost ndhodnych procesu pomoci
metody Twist & Shrink a ukazali jsme, ze konverguje skoro jisté k Brownovu
pohybu. Nyni se zaméfime na konstrukci lokalniho ¢asu pomoci nahodné
prochdzky. Budeme vychazet z clanku [3] a z préce [2].

Definujme lokélni ¢as nghodné prochizky S, (k), m € Ny, vytvorené
metodou Twist & Shrink na hladiné x € Z v ¢ase k € Ny takto

lm(k,x):#{j e No: j <k, 8p(5) :1:}.

Lokéln{ ¢as ndhodného procesu B,,, m € Ny, v case t € {k272™ : k € Ny}
na hladiné x € {j27™ : j € Z} definujeme

L (t,x) = 27", (t2°™,22™), (2.9)

coz je piirozené vzhledem na vzorec (1.10).

Lokalni ¢as L,,, m € Ny, jsme zatim definovali pouze ve dvoudimen-
zionalni siti bodu (QQLW, %), kde ¢ € Ny, j € Z. Postup, jak vhodné do-
definovat L,,(t, r) mimo uvedenou sit, je popsan v [2] a [3]. Konstrukce je
prirozend, avSsak pomérné technicky narocna.

Nésledujici véta tikd, ze lokédlni ¢as L, (t,z), t > 0, x € R, konverguje
skoro jisté k lokalnimu ¢asu Brownova pohybu. Véta rovnéz popisuje, jak
rychld tato konvergence je. Dukaz této véty lze nalézt v ¢lanku [3].

Véta 2.11. Necht (B (t)),o_o, t > 0, je posloupnost ndhodnych procesi,
kterd vznikla metodou Twist & Shrink a necht Ly, (t, x) je lokdlni ¢as ndhod-
ného procesu B,,(t), m € Ny. Pak

24



(1) pro libovolné K > 0 plati
Lo (t,2) ==L L(t,x) stejnomérné vzhledem k (t,z) € [0, K] x R.
m—r0o0

(1)) VC >1 VK >0 3Imy(C,K)eN Vm >my(C, K) plati

P| sup |L(t,x) — Ly(t,z)] > 79CKY* (log, K)*/* m?12-m/2
(t,x)€[0,K| xR

15
ST_gc

kde K, = max{l, K} alog, K = max{1,log K}.

(K22m) 1-C ’
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Kapitola 3

Simulace lokalnich ¢asu

V této kapitole se zabyvame aproximacemi lokdlniho ¢asu Brownova pohybu
z kapitoly 2.2. Programovali jsme je v prostedi [8]. Zdrojovy kdd je obsazen
na prilozeném CD.

Vygenerovali jsme nahodné prochdzky S,, (22m=Y), m =1,...,7. Z nich
jsme zkonstruovali aproximaci Brownova pohybu {Bg(t) : ¢ € [0, 1]} pomoci
metody Twist & Shrink, kterd je popsana v kapitole 1.3.1. Zde jsme se
opét omerzili na lokalni ¢as Brownova pohybu na hladiné nula. Vytvorend
aproximace Brownova pohybu je zobrazena na obrazku 3.1. Tuto realizaci
Brownova pohybu postupné pouzijeme pro vSechny diskutované aproximace.

B(t)
041
02¢

-02f
—04f
—06F

-0.8¢

Obréazek 3.1: Graf zobrazuje aproximaci Brownova pohybu.
Lokalni cas zjemnujici se nahodné prochazky

Konstrukei lokdlniho ¢asu zjemnéné ndhodné prochézky Bg(1) jsme popsali
v kapitole 2.2.3. Véta 2.11 nam tikd, ze lokdlni cas zjemnujici se ndhodné
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prochazky konverguje k lokalnimu ¢asu Brownova pohybu skoro jisté. Vysled-
na simulace je zobrazena na obrazku 3.2, vlevo.
Tanakova formule

V definici 2.5 jsme integral na pravé strané (2.3) odhadli pomoci realiza-
ce Bg(1). Vysledek je zobrazen na obrazku 3.2, vpravo. Lokélni ¢as pro ruzné
hladiny jsme vykreslili do obrazku (3.3), ndhodny proces Bg(1) je oranzové
Zvyraznén.

L(t,x) L{tx)

0.8 0.8+ F(J

j - —

04r 04r |

0.2- 0.2+ j

0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Obrazek 3.2: Levy graf zobrazuje lokalni cas ndhodného procesu Bg(1), pravy
graf graf zobrazuje lokalni ¢as z Tanakovy definice.

Obrazek 3.3: Lokalni ¢as s pouzitim aproximace z Tanakovy formule.
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Lévyho definice

Lévyho definici, jez je uvedena v definici 2.1, budeme déale oznacovat jako
Lévyho definice 1. V poznamce 2.2 je napsana ekvivalentni definice, kterou
budeme oznacovat jako Lévyho definice 2. V simulaci jsme volili ¢ = ﬁ.
Obé realizace jsou zobrazeny na obrazku 3.4.

L(t,x) L(t,x)
08F 08
e
06} ]j 06
04+ (J—/ 0.4
0.2+ J 02t
[ L L L L I} t L L L L I} t
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 3.4: Levy graf je sestrojen z Lévyho definice 1, pravy graf z Lévyho
definice 2.

Excursion representation

V kapitole 2.2.1 jsme zkonstruovali aproximace lokalniho ¢asu Brownova
pohybu £§1)(t,x) a Eg)(t,x), t > 0, z € R. Podle véty 2.9 tyto veli¢iny

konverguji k lokdlnimu casu Brownova pohybu pro ¢ jdouci do nuly. Zde

jsme simulovaly Eél)(l, 0) a 59(1, 0) pro e = 2% = ﬁ. Vysledné realizace

jsou zobrazeny na obrazku 3.5.

L(t,x) L(t,x)

o8} 08l

06 j 06 j
04+ 04r
0.2 j_/j 02}

0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Obrazek 3.5: Levy graf zobrazuje aproximaci lokalniho casu ﬁgl/)2048(1,0),

pravy graf zobrazuje £§2/)2048(1, 0).
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Downcrossing Representation

V kapitole 2.2.2 jsme definovali ndhodnou veli¢inu D(a, b, t), a,b € R, t > 0.

Véta 2.10 zajistuje konvergenci skoro jisté 2(b, — a,,)D(ay, by, t) k lokdlnimu

¢asu Brownova pohybu L(¢,0) pro a, T 0 a b, | 0, a, < b,. V nasich
1 1

simulacich jsme volili @ = —155 a b = 155- Na obrazku 3.6 je zobrazena

aproximace lokalniho ¢asu 2(b — a)D(a, b, 1).
L(tx)

081

061

o.zrf—l—l
‘ ‘ ‘ ‘ -

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Obrazek 3.6: Graf zobrazuje aproximaci lokalniho ¢asu pomoci metody
Downcrossing representation.

Shrnuti

Vsechny aproximace lokélniho ¢asu jsou vykresleny v obrazku 3.7. Lok&alni
cas Tanakovy formule a Lévyho definice 2 vychazi velmi podobné. Také graf
lokalniho ¢asu zjemnujici se nahodné prochazky a Lévyho definice 1 jsou
podobné, coz ndm vychdzi i pii ruznych realizacich Bg(1).

L(t,0)
L okalni cas Brownova pohybu
— Levyhodefinice 1
08¢ Levyhodefinice 2
066 j " — Excursion Representation 1
— Excursion Representation 2
J — . o
04y i —  Zjemnujici se nahodna prochazka
02l Tanakova definice
’ — Downcrossing Representation
L L L L I t
0.2 04 0.6 0.8 10

Obrézek 3.7: Ruzné simulace lokalniho ¢asu.
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Pripomenme, ze z piikladu 2.8 vime, ze stiedni hodnota lokalniho ¢asu
Brownova pohybu v ¢ase jedna na hladiné nula je E[L(1,0)] = 0,8 a jeho
rozptyl je var[L(1,0)] = 0,36. Na obrazku 3.7 se hodnoty aproximaci lokal-
niho ¢asu v ¢ase jedna na hladiné nula opravdu pohybuji okolo hodnoty 0, 8.

Polozime-li si otdzku, ktera z danych aproximaci lokalniho ¢asu Brownova
pohybu je nejlepsi, narazime na nékolik problému. Zaprvé je to volba pa-
rametru v jednotlivych aproximacich. Zadruhé je to vypocetni slozitost.
V neposledni fadé narazime na to, ze pracujeme s nahodnymi procesy, tudiz
pro odlisné trajektorie aproximaci Brownova pohybu dostavame odlisné od-
hady lokalniho casu. K prvnimu, tedy k volbé parametru, jsme pristupovali
empiricky. Uvedené volby parametru jsou vysledkem opakovani simulaci a
7, programatorského hlediska vsak preferujeme Tanakovu definici, protoze
kéd pro tuto simulaci je o mnoho kratsi nez u jinych simulaci.
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