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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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Úvod

Poprvé se student setká s pojmem Brown̊uv pohyb při hodinách fyziky na zá-
kladńı škole, kde se dozv́ı, že Brown̊uv pohyb je náhodný pohyb mikrosko-
pických částic v kapalném nebo plynném médiu. Tento jev byl popsán v roce
1827 skotským botanikem Robertem Brownem, který pozoroval chováńı py-
lových zrnek ve vodě. Zjistil, že tyto částice vykonávaj́ı neuspořádaný pohyb.
Aby vyloučil možnost, že pohyb je projevem př́ıpadného života, opakoval ex-
periment s částicemi prachu. Modely založené na Brownově pohybu se dnes
uplatňuj́ı ve fyzice, ekonomii (vývoj cen akcíı na burze) nebo modelováńı
dynamických systémů.

Matematizaćı Brownova pohybu se zabýval americký matematik Nor-
bert Wiener, proto se také Brownovu pohybu často ř́ıká Wiener̊uv proces.
Daľśım z významných matematik̊u, kteř́ı se zabývali Brownovým pohybem,
byl Paul Lévy. Ve svých studíıch vlastnost́ı Brownova pohybu zavedl po-
jem lokálńı čas, o kterém pojednává tato práce. Lokálńı čas má sloužit jako
charakteristika Brownova pohybu, která v určitém smyslu ř́ıká, kolik času
tráv́ı Brown̊uv pohyb na dané hladině. Tuto vágńı poznámku ponecháme
čtenáři k rozmyšleńı, až bude hloubat nad samotnou definićı lokálńıho času
Brownova pohybu.

V rámci této práce nejdř́ıve zadefinujeme Brown̊uv pohyb, poṕı̌seme jeho
vlastnosti a dokážeme jeho existenci. Nav́ıc zjist́ıme, že Brown̊uv pohyb
je limitou speciálně zkonstruovaných zjemňuj́ıćıch se náhodných procházek.
V druhé kapitole zadefinujeme lokálńı čas Brownova pohybu a zkonstruujeme
několik jeho aproximaćı. Ve třet́ı kapitole provedeme simulace těchto aproxi-
maćı s použit́ım software Mathematica. Jednotlivé simulace se lǐśı odlǐsným
př́ıstupem k lokálńımu času. Je tedy těžké rozhodnout, které jsou lepš́ı.
Na závěr uvád́ıme přehled prezentovaných simulaćı, zdrojový kód je obsažen
na přiloženém CD.
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Kapitola 1

O Brownově pohybu

1.1 Brown̊uv pohyb a jeho vlastnosti

V této kapitole čerpáme předevš́ım z knihy [1]. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpo-
dobnostńı prostor. Náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry
µ ∈ R a σ2 > 0, je-li jej́ı hustota rovna

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, −∞ < x <∞.

Přitom ṕı̌seme X ∼ N(µ, σ2) a plat́ı EX = µ a varX = σ2.

Definice 1.1. Náhodný proces {B(t) : t ≥ 0} nazveme Brown̊uv pohyb s
počátkem v x ∈ R, jestlǐze plat́ı následuj́ıćı:

• B(0) = x, x ∈ R,

• náhodný proces {B(t) : t ≥ 0} má nezávislé př́ır̊ustky, tj. pro všechny
časy 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn jsou př́ır̊ustky B(tn)−B(tn−1),
B(tn−1)−B(tn−2), . . . , B(t2)−B(t1) nezávislé náhodné veličiny,

• pro všechna t ≥ 0 a h > 0 maj́ı př́ır̊ustky B(t + h) − B(t) normálńı
rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem h (tzv. časová ho-
mogenita),

• proces {B(t), t ≥ 0} má spojité trajektorie skoro jistě.

Řekneme, že {B(t) : t ≥ 0} je standardńı Brown̊uv pohyb, jestlǐze x = 0.
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V následuj́ıćıch dvou větách demonstrujeme, že existuj́ı transformace
Brownova pohybu, které zachovávaj́ı jeho rozděleńı. Důkaz těchto vět lze
nalézt v knize [1].

Lemma 1.2 (Scaling invariance). Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je standardńı
Brown̊uv pohyb a necht’ a > 0. Definujme náhodné veličiny

X(t) =
1

a
B(a2t), t ≥ 0.

Pak náhodný proces {X(t) : t ≥ 0} je také Brown̊uv pohyb.

D̊ukaz. Ověř́ıme podmı́nky z definice 1.1 pro náhodný proces {X(t) : t ≥ 0}.
Z definice náhodné veličiny X vyplývá nezávislost př́ır̊ustk̊u a spojitost tra-
jektoríı náhodného procesu {X(t) : t ≥ 0}. Zbývá ověřit, že pro každé s ≥ 0
a t > s plat́ı X(t)−X(s) ∼ N(0, t− s). Poč́ıtejme

E[X(t)−X(s)] =
1

a
E[B(a2t)−B(a2s)] = 0

var[X(t)−X(s)] =
1

a2
cov[B(a2t)−B(a2s)] =

1

a2
(a2t− a2s) = t− s.

Všechny podmı́nky jsou tedy splněny a náhodný proces {X(t) : t ≥ 0} je
Brown̊uv pohyb.

Věta 1.3 (Časová inverze). Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je standardńı Brown̊uv
pohyb. Položme

X(t) =

{
0 pro t = 0
tB
(
1
t

)
pro t > 0.

Pak náhodný proces {X(t) : t ≥ 0} je standardńı Brown̊uv pohyb.

Zabývejme se nyńı diferencovatelnost́ı Brownova pohybu. Definujme horńı
a dolńı derivaci zprava funkce f : R→ R v bodě t ∈ R

D∗f(t) = lim sup
h↓0

f(t+ h)− f(t)

h
,

D∗f(t) = lim inf
h↓0

f(t+ h)− f(t)

h
.

Nejdř́ıve dokážeme, že pro nějaké pevné t ≥ 0 plat́ı, že Brown̊uv pohyb
v čase t neńı diferencovatelný skoro jistě. V d̊ukazu využijeme předchoźı
větu o časové inverzi a následuj́ıćı tvrzeńı. Zněńı a d̊ukaz následuj́ıćıch vět
lze nalézt v knize [1].
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Tvrzeńı 1.4. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Pak plat́ı skoro jistě

lim sup
n→∞

B(n)√
n

= +∞ a lim inf
n→∞

B(n)√
n

= −∞.

Věta 1.5. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je standardńı Brown̊uv pohyb. Zvolme t ≥ 0.
Pak Brown̊uv pohyb v čase t neńı diferencovatelný skoro jistě. Nav́ıc plat́ı
D∗B(t) = +∞ a D∗(t) = −∞.

D̊ukaz. Necht’ {X(t) : t ≥ 0} je náhodný proces definovaný ve větě 1.3. Ná-
hodný proces {X(t) : t ≥ 0} je tedy standardńı Brown̊uv pohyb. Z tvrzeńı 1.4
vyplývá

D∗X(0) ≥ lim sup
n→∞

X
(
1
n

)
−X(0)
1
n

≥ lim sup
n→∞

nX
(
1
n

)
√
n

= lim sup
n→∞

B(n)√
n

= +∞.

Podobně dostaneme D∗X(0) = −∞. Náhodná funkce X(·) tedy neńı dife-
rencovatelná v nule skoro jistě, z čehož po snadné úvaze plyne, že náhodná
funkce B(·) v čase t ≥ 0 neńı diferencovatelná skoro jistě.

Všimněme si, že z předchoźı věty nevyplývá, že skoro jistě plat́ı, že
Brown̊uv pohyb neńı diferencovatelný v t ≥ 0. Pořad́ı kvantifikátor̊u skoro
jistě a pro všechna t nemůžeme obecně měnit. Následuj́ıćı věta je ovšem
silněǰśı a ukazuje, že zde tuto

”
výměnu“ lze provést. Důkaz lze naj́ıt v knize [1].

Věta 1.6. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Pak skoro jistě plat́ı, že
Brown̊uv pohyb neńı diferencovatelný v t ≥ 0. Nav́ıc pro každé t ≥ 0 plat́ı
D∗B(t) = +∞ nebo D∗B(t) = −∞ skoro jistě.

Poznámka 1.7. Předchoźı věta ř́ıká, že trajektorie Brownova pohybu jsou
nediferencovatelné skoro jistě (ačkoli jsou spojité skoro jistě). Z toho se dá
usoudit, že chováńı trajektoríı Brownova pohybu je velmi neregulárńı. Proto
se právě lokálńı čas ukázal vhodným nástrojem k popisu setrváńı Brownova
pohybu na dané hladině.

1.2 Existence Brownova pohybu

V této části dokážeme, že existuje náhodný proces, který splňuje podmı́nky
uvedené v definici Brownova pohybu. Takový náhodný proces nalezneme
pomoćı tzv. Lévyho konstrukce.

Nejdř́ıve si připomeneme některá tvrzeńı a lemmata, která potřebujeme
k d̊ukazu Wienerovy věty. Jejich zněńı a d̊ukazy lze nalézt v knize [1].
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Definice 1.8. Reálný náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xn )T nazveme
Gauss̊uv náhodný vektor, jestlǐze existuje matice A reálných č́ısel typu
n × m a n-rozměrný reálný vektor b takový, že X = AY + b, kde Y je
n-rozměrný reálný náhodný vektor, jehož složky Y1, Y2, . . . , Yn jsou nezávislé
náhodné veličiny a Yi ∼ N(0, 1) pro i = 1, . . . , n.

Tvrzeńı 1.9. Necht’ {Xn : n ∈ N} je posloupnost Gaussových náhodných
vektor̊u a necht’ existuje náhodný vektor X takový, že lim

n→∞
Xn = X. Jestlǐze

existuj́ı limity b = lim
n→∞

EXn a C = lim
n→∞

var(Xn), pak X je Gauss̊uv náhodný

vektor s vektorem středńıch hodnot b a variančńı matićı C.

Lemma 1.10. Necht’ X1 a X2 jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım
rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a rozptylem σ2 > 0. Pak X1 + X2 a
X1 −X2 jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım s nulovou
středńı hodnotou a rozptylem 2σ2.

Lemma 1.11. Necht’ X je náhodná veličina a X ∼ N(0, 1). Pak pro každé
x > 0 plat́ı

P(X > x) ≤ 1

x

1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
.

D̊ukaz. Necht’ X ∼ N(0, 1) a vezměme x > 0 pevné. Pak

P(X > x) =
1√
2π

∞∫
x

exp

{
−u

2

2

}
du ≤ 1√

2π

∞∫
x

u

x
exp

{
−u

2

2

}
du

=
1

x

1√
2π

[
− exp

{
−u

2

2

}]∞
x

=
1

x

1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
.

Lemma 1.12 (Cantelliho lemma). Necht’ An, n ∈ N, je posloupnost jev̊u

taková, že
∞∑
n=1

P(An) <∞. Pak P(lim sup
n→∞

An) = 0.

Následuj́ıćı věta pojednává o existenci Brownova pohybu. Konstrukce
při d̊ukazu této věty je poučná, protože se jedná o konstrukčńı d̊ukaz nikoli
jen existenčńı. Zd̊urazněme, že stač́ı zkonstruovat standardńı Brown̊uv po-
hyb {B(t) : t ≥ 0}, protože {X(t) : t ≥ 0}, kde X(t) = B(t) + x, t ≥ 0, je
Brown̊uv pohyb s počátkem v x.
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Věta 1.13 (Wienerova věta). Brown̊uv pohyb existuje.

D̊ukaz. Nejdř́ıve se budeme zabývat konstrukćı standardńıho Brownova po-
hybu na intervalu [0, 1]. Pro obecné t ≥ 0 pak snadno můžeme použ́ıt
lemma 1.2 či nezávislost př́ır̊ustk̊u a zopakováńım následuj́ıćı konstrukce
na intervalech [n, n+1], n ∈ N, s počátky v B(n) źıskáme rozš́ı̌reńı Brownova
pohybu na interval [0,∞).

Definujme množiny

Dn =

{
k

2n
: 0 ≤ k ≤ 2n

}
, n ∈ N0.

Poznamenejme, že se jedná o tzv. diadické děleńı. Položme D =
∞⋃
n=0

Dn.

Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, na kterém je definován systém
nezávislých náhodných veličin {Zt : t ∈ D} takový, že Zt ∼ N(0, 1), t ∈ D.
Pro každé n ∈ N0 definujme náhodné veličiny B(d), d ∈ Dn. Přǐrad’me
B(0) = 0 a B(1) = Z1. Pro n ∈ N chceme definovat náhodné veličiny B(d),
d ∈ Dn, takto:

1. Pro všechna r, s, t ∈ Dn, r < s < t, náhodná veličina B(t) − B(s)
je nezávislá s náhodnou veličinou B(s) − B(r) a plat́ı B(t) − B(s) ∼
N(0, t− s), respektive B(s)−B(r) ∼ N(0, s− r).

2. Náhodné vektory (B(d) : d ∈ Dn) a (Zt : t ∈ D \ Dn) jsou nezávislé.

Tuto konstrukci jsme již provedli pro n = 0, D0 = {0, 1}. Pokračujme in-
dukćı. Předpokládejme, že máme náhodné veličiny B(d), d ∈ Dn−1. Pro
d ∈ Dn \ Dn−1 definujme náhodné veličiny

B(d) =
B(d− 2−n) +B(d+ 2−n)

2
+

Zd
2(n+1)/2

.

Všimněme si, že prvńı sč́ıtanec ve vzorci je lineárńı interpolaćı hodnot B(·)
v sousedńıch bodech z Dn−1. Proto B(d), d ∈ Dn, je nezávislá se systémem
náhodných veličin (Zt : t ∈ D \ Dn) a tedy druhá vlastnost z definice
náhodných veličin B(d), d ∈ Dn, je splněna.

Protože náhodná veličina 1
2
(B(d+2−n)−B(d−2−n)), d ∈ Dn\Dn−1, záviśı

pouze na (Zt : t ∈ Dn−1), je nav́ıc náhodná veličina 1
2
(B(d+2−n)−B(d−2−n))

nezávislá s náhodnou veličinou Zd

2(n+1)/2 pro každé d ∈ Dn \ Dn−1.
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Z lemma 1.10 v́ıme, že jejich součet je

B(d+ 2−n)−B(d− 2−n)

2
+

Zd
2(n+1)/2

= B(d)−B(d− 2−n) (1.1)

a jejich rozd́ıl

B(d+ 2−n)−B(d− 2−n)

2
− Zd

2(n+1)/2
= B(d+ 2−n)−B(d). (1.2)

Výrazy (1.1) a (1.2) jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım
s nulovou středńı hodnotou a rozptylem 2−n.

Zbývá ukázat, že všechny př́ır̊ustky B(d)−B(d−2−n), d ∈ Dn \ {0}, jsou
nezávislé. K tomu stač́ı zjistit, že jsou tyto př́ır̊ustky po dvou nezávislé. Už
jsme ukázali, že náhodné veličiny B(d)−B(d− 2−n) a B(d+ 2−n)−B(d),
d ∈ Dn \ Dn−1, jsou nezávislé. Zbývá prozkoumat nezávislost př́ır̊ustk̊u
B(d)−B(d− 2−n) a B(d+ 2−n)−B(d) pro d ∈ Dn−1.

Volme tedy d ∈ Dn−1 pevné. Nalezneme minimálńı j ∈ N0 takové, že
d ∈ Dj a [d− 2−n, d] ⊂ [d− 2−j, d], respektive [d, d+ 2−n] ⊂ [d, d+ 2−j].
Z indukčńıho předpokladu plyne nezávislost př́ır̊ustk̊u B(d)−B(d− 2−j) a
B(d + 2−j) − B(d). Př́ır̊ustky nad intervaly délky 2−n jsou zkonstruovány
z nezávislých př́ır̊ustk̊u B(d) − B(d − 2−j) (respektive B(d + 2−j) − B(d))
s použit́ım náhodných veličin (Zt : t ∈ Dn) (viz (1.1) a (1.2)), tud́ıž jsou
náhodné veličiny B(d) − B(d − 2−n) a B(d + 2−n) − B(d) nezávislé. T́ım
jsme dokázali prvńı vlastnost v definici náhodných veličin B(d) a indukčńı
krok je dokončen.

Definujme náhodnou funkci F :

F0(t) =


Z1 pro t = 1
0 pro t = 0
tZ1 pro 0 < t < 1

(1.3)

a pro každé n ∈ N a každé i = 0, 1, . . . , 2n−1 − 1 položme

Fn(t) =


2−(n+1)/2Zt pro t ∈ Dn \ Dn−1
0 pro t ∈ Dn−1(
t− i2−(n−1)

)
2(n−1)/2Z{i2−(n−1)} pro t ∈

(
i

2n−1 ,
2i+1
2n

)(
(i+ 1)2−(n−1) − t

)
2(n−1)/2Z{(2i+1)2−n} pro t ∈

(
2i+1
2n
, i+1
2n−1

)
(1.4)
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Posledńı dva řádky ve vzorci (1.4) lze slovně vyjádřit tak, že je funkce lineárńı
mezi dvěma po sobě jdoućımi body z Dn. Funkce Fn, n ∈ N0, jsou spojité
na [0, 1]. Pro každé n ∈ N0 a d ∈ Dn plat́ı:

B(d) =
n∑
i=0

Fi(d) =
∞∑
i=0

Fi(d). (1.5)

Vzorec (1.5) dokážeme indukćı. Zřejmě vztah plat́ı pro n = 0. Předpoklá-
dejme, že vztah plat́ı pro n − 1. Vezměme d ∈ Dn \ Dn−1 pevné. Protože
pro každé 0 ≤ i ≤ n−1 je funkce Fi lineárńı na [d− 2−n, d+ 2−n], dostáváme

n−1∑
i=0

Fi(d) =
n−1∑
i=0

Fi(d− 2−n) + Fi(d+ 2−n)

2
=
B(d− 2−n) +B(d+ 2−n)

2

= B(d)− Zd
2(n+1)/2

= B(d)− Fn(d),

z čehož plyne (1.5).
Z definice Zd a z lemma 1.11 vyplývá, že pro každé c > 0 a n ∈ N0 plat́ı

P
(
|Zd| ≥ c

√
n
)

= 2 P
(
Zd ≥ c

√
n
)
≤ 2

1

c
√
n

1√
2π

exp

{
−nc

2

2

}
.

Pro n ≥ 2
cπ

dostáváme nerovnost

P
(
|Zd| ≥ c

√
n
)
≤ exp

{
−nc

2

2

}
.

Zvolme n0 ≥ 2
cπ

. Součet následuj́ıćıch pravděpodobnost́ı

∞∑
n=0

P
(
∃ d ∈ Dn : |Zd| ≥ c

√
n
)
≤

∞∑
n=0

∑
d∈Dn

P
(
|Zd| ≥ c

√
n
)

=

n0−1∑
n=0

∑
d∈Dn

P
(
|Zd| ≥ c

√
n
)

+
∞∑

n=n0

∑
d∈Dn

P
(
|Zd| ≥ c

√
n
)

≤
n0−1∑
n=0

(2n + 1) +
∞∑

n=n0

(2n + 1) exp

{
−nc

2

2

}
konverguje pro c >

√
2 log 2. Zafixujme takové c. Z lemma 1.12 vyplývá, že

existuje náhodné přirozené č́ıslo N (skoro jistě konečné) takové, že pro každé
n ≥ N a každé d ∈ Dn plat́ı |Zd| < c

√
n. Tud́ıž pro každé n ≥ N :

‖Fn‖∞ < 2−n/2c
√
n.
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Našli jsme tedy horńı hranici pro Fn. Polož́ıme-li B(t) =
∑∞

n=0 Fn(t), pak
B(t) skoro jistě stejnoměrně konverguje na intervalu [0, 1]. Tato limita je
zřejmě spojitá a označ́ıme ji {B(t) : t ∈ [0, 1]}.

Zbývá ještě dokázat jeden bod z definice Brownova pohybu, který ř́ıká,
že pro všechna t ≥ 0 a h > 0 plat́ı B(t + h) − B(t) ∼ N(0, h). To je ovšem
př́ımým d̊usledkem vlastnost́ı B(·) na husté množině D ⊂ [0, 1] a spojitosti
trajektoríı. Vezměme 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ 1, n ∈ N, nalezneme
posloupnosti (t1,k)

∞
k=1, (t2,k)

∞
k=1, . . . , (tn,k)

∞
k=1 ∈ D takové, že pro každé k ∈ N

plat́ı t1,k ≤ t2,k ≤ · · · ≤ tn,k a pro každé i = 1, 2, . . . , n je lim
k↑∞

ti,k = ti.

Ze spojitosti B vyplývá, že pro každé 1 ≤ i ≤ n− 1 :

B(ti+1)−B(ti) = lim
k↑∞

B(ti+1,k)−B(ti,k).

Pro každé 1 ≤ i ≤ n− 1 plat́ı

lim
k↑∞

E [B(ti+1,k)−B(ti,k)] = 0

a pro každé 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n− 1 plat́ı

lim
k↑∞

cov [B(ti+1,k)−B(ti, k), B(tj+1,k)−B(tj,k)]

= lim
k↑∞

1{i=j}var [B(ti+1,k)−B(ti,k)] = lim
k↑∞

1{i=j}(ti+1,k − ti,k)

= 1{i=j}(ti+1 − ti).

Z tvrzeńı 1.9 vyplývá, že pro každé 1 ≤ i ≤ n maj́ı př́ır̊ustky B(ti+1)−B(ti)
normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a varianćı ti+1 − ti.

Už jsme sestrojili spojitý proces B : [0, 1] → R se stejným marginálńım
rozděleńım jako má Brown̊uv pohyb. Vezměme posloupnost B0, B1, B2, . . .
nezávislých náhodných veličin s hodnotami v C [0, 1] s t́ımto rozděleńım a
pro všechna t ≥ 0 definujme

B(t) = Bbtc(t− btc) +

btc−1∑
i=0

Bi(1). (1.6)

Hodnoty Bi(1) ze vzorce (1.6) jsou znázorněny na obrázku 1.1, přičemž
kladné hodnoty Bi(1) jsou obarveny zeleně a záporné hodnoty Bi(1) červeně.
Z definice (1.6) jsme tedy źıskali náhodnou funkci B : [0,∞) → R, která
splňuje požadavky definice Brownova pohybu.

13



B0H1L

B1 H1L
B2H1L

B3H1L

B4H1L

1 2 3 4 5
t

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

BHtL

Obrázek 1.1: Graf zobrazuje Brown̊uv pohyb B(t) závislý na čase t.

1.3 Náhodné procházky v R
Zde uvedeme definici symetrické náhodné procházky, kterou budeme použ́ı-
vat v následuj́ıćı kapitole. Vycháźıme z práce [2] a z článku [3].

Definice 1.14. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, na kterém
je definovaná posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
{Xn, n ∈ N} taková, že P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1

2
pro n ∈ N. Položme

S0 = 0 a Sn =
∑n

j=1Xj, n ∈ N. Pak náhodnou posloupnost {Sn, n ∈ N}
nazýváme symetrická náhodná procházka.

1.3.1 Metoda Twist & Shrink

Nyńı provedeme konstrukci posloupnosti symetrických náhodných procházek
metodou Twist & Shrink a zformulujeme větu, která ř́ıká, že taková posloup-
nost stejnoměrně konverguje k Brownovu pohybu skoro jistě.

Definujme nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny Xm(k), pro které
plat́ı P (Xm(k) = 1) = P (Xm(k) = −1) = 1

2
pro každé k ∈ N, m ∈ N0. Ná-

hodné veličiny Xm(k) lze seřadit do nekonečné matice X = [Xm(k)]∞m=0,k=1,
přičemž z m-tého řádku zkonstruujeme m-tou aproximaci Brownova pohybu.
Necht’ pro každé m ∈ N0 je Sm(k), k ∈ N, symetrická náhodná procházka,
která vznikla z náhodných veličin Xm(k) tak, že Sm(k) =

∑k
j=1Xm(k)

pro každé m ∈ N0.
Daľśım krokem této metody je tzv. twistováńı, kterým vytvoř́ıme posloup-

nost symetrických náhodných procházek (S̃m(k))∞m=0 z posloupnosti náhod-
ných procházek (Sm(k))∞m=0, k ∈ N. Nejdř́ıve polož́ıme S̃0(n) = S0(n) pro
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každé n ∈ N a S̃m(0) = 0 pro každé m ∈ N a dále zkonstruujeme náhodnou
procházku S̃m(k) pro m ∈ N, k ∈ N, rekurentně.

Definujme posloupnost náhodných proces̊u (Tm+1(k) : k ∈ N) tak, že
plat́ı Tm+1(0) = 0 a pro k ∈ N0 je

Tm+1(k+1) = min {n > Tm+1(k) : |Sm+1(n)− Sm+1 (Tm+1(k))| = 2} . (1.7)

Vzorec (1.7) interpretujeme tak, že Tm+1(k + 1) je minimálńı čas větš́ı
než Tm+1(k) takový, že vzdálenost hladin náhodné procházky Sm+1 v čase
Tm+1(k) a v čase Tm+1(k + 1) je rovna dvěma. Náhodné časy Tm+1(k) jsou
znázorněny na obrázku 1.2, pravý graf.

Pro j = 0, 1, 2, . . . a pro k ∈ N taková, že Tm+1(j) < k ≤ Tm+1(j + 1)
položme

X̃m+1(k) =


Xm+1(k) je-li Sm+1 (Tm+1(j + 1))− Sm+1 (Tm+1(j)) =

= 2X̃m(j + 1),
−Xm+1(k) jinak

(1.8)
a definujme S̃m+1(k) = S̃m+1(k − 1) + X̃m+1(k). Postup tohoto algoritmu je
znázorněn na obrázku 1.3 a náhodné procházky S̃m(16) a Sm−1(16), ze kte-
rých jsme při konstrukci vycházeli, jsou znázorněny na obrázku 1.2.

Lze ukázat, že pro každé m ∈ N0 jsou náhodné veličiny X̃m(1), X̃m(2), . . .
nezávislé a stejně rozdělené a plat́ı

P
(
X̃m(k) = 1

)
= P

(
X̃m(k) = −1

)
=

1

2
, k ∈ N.

Tedy pro každé m ∈ N0 je S̃m(k), k ∈ N, náhodná procházka.
Z konstrukce (1.8) vyplývá následuj́ıćı vztah mezi náhodnými procház-

kami S̃m a S̃m+1 pro m ∈ N0 a k ∈ N:

S̃m+1 (Tm+1(k)) =
k∑
j=1

[
S̃m+1 (Tm+1(j))− S̃m+1 (Tm+1(j − 1))

]
=

k∑
j=1

2X̃m(j) = 2S̃m(k). (1.9)

Ze vzorce (1.9) vyplývá, že ke konstrukci na obrázku 1.3 nám stač́ı znát
náhodnou procházku S̃m(k), k = 1, 2, 3, 4, která je zvýrazněna na obrázku 1.2
(levý graf) tlustou čarou.
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Obrázek 1.2: Levý graf zobrazuje náhodnou procházku S̃m(16) a pravý graf
zobrazuje náhodnou procházku Sm+1(16).
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Obrázek 1.3: Na prvńıch třech grafech (zleva doprava) je zobrazen postup
konstrukce náhodné procházky S̃m+1(16) z náhodné procházky Sm+1(16). Na
posledńım grafu (pravý dolńı) je modrou čarou označena náhodná procházka
Sm+1(16) a zelenou čarou náhodná procházka S̃m+1(16). Červené body na
všech grafech znázorňuj́ı náhodné časy Tm+1(k) pro k = 0, 1, 2, 3, 4.
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Posledńı část́ı metody Twist & Shrink je konstrukce posloupnosti náhod-
ných proces̊u (Bm(t))∞m=0 pro t ≥ 0. Pro m ∈ N0 a pro k ∈ N definujme

Bm

(
k

22m

)
=

1

2m
S̃m(k). (1.10)

Ze vzorc̊u (1.9) a (1.10) vyplývá vztah mezi dvojicemi náhodných proces̊u
Bm(·) a Bm+1(·) pro m ∈ N0, k ∈ N:

Bm+1

(
Tm+1(k)

22(m+1)

)
=

1

2m+1
S̃m+1(k) =

1

2m
S̃m(k) = Bm

(
k

22m

)
.

Na intervalech
(

k
22m

, k−1
22m

)
dodefinujeme Bm(·) lineárně.

Vzniká otázka, jak rychlá je konvergence posloupnosti náhodných proce-
s̊u zkonstruovaných metodou Twist & Shrink k Brownovu pohybu. Odpověd’

na tuto otázku nám dá následuj́ıćı věta, jej́ıž d̊ukaz je uveden v článku [3].

Věta 1.15. Necht’ (Bm(t))∞m=0, t ≥ 0, je posloupnost lineárně interpolo-
vaných náhodných procházek, která vznikla metodou Twist & Shrink. Necht’

{B(t), t ≥ 0} je standardńı Brown̊uv pohyb. Pak plat́ı

(i) Bm(·) s.j.−→ B(·) stejnoměrně vzhledem k t ∈ [0,∞),

(ii) ∀C ≥ 3
2
∀K > 0 ∃m0(C,K) ∀m ≥ m0(C,K) plat́ı

P

[
max
0≤t≤K

|B(t)−Bm(t)| ≥ m

2m/2

]
≤ 6

(
K22m

)1−C
.

Ćılem naš́ı práce je simulovat lokálńı čas hlavně pomoćı aproximace
Brownova pohybu nikoli zkoumáńı rychlosti konvergence této aproximace
k Brownovu pohybu.
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Kapitola 2

Lokálńı časy Brownova pohybu

2.1 Základńı vlastnosti lokálńıho času

V této kapitole se budeme zabývat měřeńım času, který Brown̊uv pohyb
strávil na dané hladině. K tomu zavedeme náhodnou veličinu tzv. lokálńı čas
Brownova pohybu. Nejprve lokálńı čas definujeme klasickou definićı Paula
Lévyho, kterou lze nalézt v [3] a [5].

Definice 2.1. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb, označme λ Lebesgue-
ovu mı́ru. Náhodnou veličinu L(t, x), t ≥ 0, x ∈ R, nazveme lokálńı čas
Brownova pohybu v čase t na hladině x, jestlǐze plat́ı

L(t, x) = lim
ε↓0

1

2ε
λ {s ∈ [0, t] : x− ε < B(s) < x+ ε} . (2.1)

Poznámka 2.2. V předchoźı definici lze mı́sto rovnosti (2.1) ekvivalentně
psát

L(t, x) = lim
ε↓0

1

ε
λ {s ∈ [0, t] : x < B(s) < x+ ε} . (2.2)

Obrázek 2.1 ukazuje, jak je možné chápat definici 2.1. Oranžově je zvý-
razněna množina ve vzorci (2.1) vlevo, respektive (2.2) vpravo.

Moderńı definice lokálńıho času Brownova pohybu vycháźı z Tanakovy
formule. Ke zněńı Tanakovy formule je nutné znát definici Itôova integrálu.
Jeho definici a vlastnosti lze nalézt v knize [6]. Zněńı a d̊ukaz Tanakovy
formule je obsažen v knize [1] a v práci [2].
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Obrázek 2.1: Demonstrace definice 2.1, nalevo viz vzorec (2.1), napravo viz
vzorec (2.2).

Definice 2.3. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb na pravděpodobnost-
ńım prostoru (Ω,A,P). Bud’ f(t, ω) : [0,∞) × Ω → R funkce, pro kterou
plat́ı

(i) (t, ω) 7→ f(t, ω) je (B × A)-měřitelná, přičemž B znač́ı borelovskou
σ-algebru na [0,∞),

(ii) f(t, ω) je Ft-adaptovaná, kde Ft je σ-algebra generovaná náhodnými
veličinami B(s), 0 ≤ s ≤ t,

(iii) E

[
b∫
a

(f(t, ω))2dt

]
<∞.

Pak Itô̊uv integrál z funkce f od času a > 0 do času b > a definujeme

b∫
a

f(t, ω)dB(t) = lim
n→∞

b∫
a

Φn(t, ω)dB(t),

kde (Φn)∞n=1 je posloupnost jednoduchých funkćı, která splňuje

lim
n→∞

E

 b∫
a

(f(t, ω)− Φn(t, ω))2 dt

 = 0.

Věta 2.4 (Tanakova formule). Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb.
Potom pro všechna x ∈ R a t ≥ 0 plat́ı následuj́ıćı rovnosti skoro jistě:
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(i) (B(t)− x)+ − (B(0)− x)+ = 1
2
L(t, x) +

t∫
0

1(x,∞) (B(s)) dB(s),

(ii) (B(t)− x)− − (B(0)− x)− = 1
2
L(t, x)−

t∫
0

1(−∞,x] (B(s)) dB(s),

(iii) |B(t)− x| − |B(0)− x| = L(t, x) +
t∫
0

sign(B(s)− x)dB(s),

kde sign(x) = 1[x>0] − 1[x≤0], (x)+ = |x|+x
2

a (x)− = |x|−x
2

.

Definice 2.5. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Náhodnou veličinu
L(t, x), t ≥ 0, x ∈ R, nazveme lokálńı čas Brownova pohybu v čase t
na hladině x, pokud plat́ı

L(t, x) = |B(t)− x| − |B(0)− x| −
t∫

0

sign(B(s)− x)dB(s). (2.3)

Následuj́ıćı věta pojednává o existenci a spojitosti lokálńıho času Browno-
va pohybu. Důkaz lze nalézt v práci [2].

Věta 2.6. Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Pak pro každé x ∈ R
existuje nezáporný náhodný proces {L(t, x) : t ≥ 0}, který splňuje (2.3) skoro
jistě. Nav́ıc náhodná funkce L(t, x) je spojitá pro každé t ≥ 0 a x ∈ R.

Omezme se nyńı na L(t, 0), t ≥ 0. Mohlo by nás zaj́ımat, jaké hodnoty
L(t, 0) lze očekávat. Chceme např́ıklad spoč́ıtat středńı hodnotu či rozptyl.
Následuj́ıćı věta nám k tomu pomůže, d̊ukaz nalezneme např́ıklad v člán-
ku [7].

Věta 2.7. Necht’ L(·, ·) je lokálńı čas Brownova pohybu. Pak pro každé t ≥ 0,
h > 0 a u ≥ 0 plat́ı

P [L(t+ h, 0)− L(t, 0) > u] =

=
2

π
√
t+ h

∞∫
u

exp

{
− v2

2(t+ h)

} ∞∫
v
√
t/(h(t+h))

exp

{
−y

2

2

}
dy dv. (2.4)
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Př́ıklad 2.8. Poč́ıtejme středńı hodnotu a rozptyl lokálńıho času Brownova
pohybu v čase jedna na hladině nula. Volbou t = 0 a h = 1 ve vzorci (2.4)
dostáváme

P [L(1, 0) > u] =
2

π

∞∫
u

exp

{
−v

2

2

} ∞∫
0

exp

{
−y

2

2

}
dy dv

=

√
2

π

∞∫
u

exp

{
−v

2

2

}
dv.

Z toho vyplývá, že vzorce pro distribučńı funkci F (u) a hustotu f(u), u ≥ 0,
lokálńıho času Brownova pohybu v čase jedna na hladině nula jsou

F (u) = 1−
√

2

π

∞∫
u

exp

{
−v

2

2

}
dv,

f(u) =

√
2

π
exp

{
−u

2

2

}
.

Středńı hodnota lokálńıho času Brownova pohybu v čase jedna na hladině
nula je rovna

E [L(1, 0)] =

√
2

π

∞∫
0

u exp

{
−u

2

2

}
du =

√
2

π

[
− exp

{
−u

2

2

}]∞
0

=

√
2

π
=̇ 0, 8.

Spoč́ıtejme rozptyl lokálńıho času Brownova pohybu v čase jedna na hla-
dině nula. Použit́ım metody per partes dostáváme

E [L(1, 0)]2 =

√
2

π

∞∫
0

u2 exp

{
−u

2

2

}
du

=

√
2

π

[−u exp

{
−u

2

2

}]∞
0

+

∞∫
0

exp

{
−u

2

2

}
du


=

√
2

π

√
π

2
= 1.
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Tedy rozptyl lokálńıho času Brownova pohybu v čase jedna na hladině nula
se rovná

var [L(1, 0)] = 1− 2

π
=̇ 0, 36.

2.2 Aproximace lokálńıho času

2.2.1 Excursion representation

V této části vycháźıme z [4] a [5]. Protože jsme nenašli vhodný český název
pro tuto aproximaci, použ́ıváme anglický termı́n excursion representation.
Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Označme Bx = {s ≥ 0 : B(s) = x}
množinu čas̊u, ve kterých Brown̊uv pohyb prošel hladinou x ∈ R. Definujme
disjunktńı otevřené intervaly Zxk pro k ∈ N, x ∈ R

[0,∞) \ Bx =
∞⋃
k=1

Zxk .

Pro ε > 0, t ≥ 0 a x ∈ R definujme

Nε(t, x) =
∞∑
k=1

1[Zx
k ⊂ [0,t], |Zx

k |>ε ],

Sε(t, x) =
∞∑
k=1

[
|Zxk |1[Zx

k ⊂ [0,t], |Zx
k |≤ ε ]

]
,

kde symbol | · | znač́ı délku intervalu. Náhodný proces Nε(t, x) je tedy roven
počtu podinterval̊u Zxk do času t, jejichž délka je větš́ı než ε. Náhodný proces
Sε(t, x) je součtem délek interval̊u Zxk v intervalu [0, t], jejichž délka je menš́ı
nebo rovna ε.

Pro ε > 0, t ≥ 0 a x ∈ R označme

L(1)
ε (t, x) =

√
πε

2
Nε(t, x), (2.5)

L(2)
ε (t, x) =

√
π

2ε
Sε(t, x). (2.6)

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že aproximace lokálńıho času Brownova pohybu
dané vzorci (2.5) a (2.6) konverguj́ı skoro jistě k lokálńımu času Brownova
pohybu. Důkaz lze naj́ıt v článku [5].
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Věta 2.9. Pro každé x ∈ R a t ≥ 0 splňuje lokálńı čas Brownova pohybu
L(t, x) následuj́ıćı limity skoro jistě

L(t, x) = lim
ε↓0
L(1)
ε (t, x), (2.7)

L(t, x) = lim
ε↓0
L(2)
ε (t, x). (2.8)

2.2.2 Downcrossing representation

V této části se opět zaměř́ıme na lokálńı čas Brownova pohybu na hladině
nula. Následuj́ıćı teorie je obsažena v knize [1].

Necht’ {B(t) : t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb. Zvolme a, b ∈ R, a < b. Položme
τ0 = 0 a pro j ∈ N rekurzivně definujme

σj = inf {t > τj−1 : B(t) = b} ,

τj = inf {t > σj : B(t) = a} .
Náhodná veličina σj, j ∈ N, vyjadřuje čas následuj́ıćı po čase τj−1, kdy
poprvé Brown̊uv pohyb vstouṕı do hladiny b. Náhodná veličina τj, j ∈ N,
vyjadřuje čas následuj́ıćı po čase σj−1, kdy poprvé Brown̊uv pohyb vstouṕı
do hladiny a. Na obrázku 2.2 jsou náhodné časy σj a τj zvýrazněny.

Τ0 Τ1 Τ2

Σ1 Σ2 Σ3
0.2 0.4 0.6 0.8

t

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

BHtL

Obrázek 2.2: Realizace Brownova pohybu s vyznačenými časy σj a τj pro
a = −0, 15 a b = 0, 15.

Pro každé t > 0 definujme D(a, b, t) = max {j ∈ N : τj ≤ t}, což je počet
přeskok̊u Brownova pohybu intervalu [a, b] do času t > 0.
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Věta 2.10. Necht’ (an)∞n=1, (bn)∞n=1 jsou posloupnosti reálných č́ısel takové,
že an ↑ 0, bn ↓ 0 a an < bn pro každé n ∈ N. Pak pro každé t > 0 plat́ı skoro
jistě následuj́ıćı limita

L(t, 0) = lim
n→∞

2 (bn − an)D(an, bn, t).

Důkaz předchoźı věty lze nalézt v knize [1]. Tato věta nám dává aproxi-
maci lokálńıho času Brownova pohybu na nulové hladině, kterou nazýváme
anglicky downcrossing representation. Český ekvivalent by mohl zńıt repre-
zentace pomoćı počtu přeskok̊u.

2.2.3 Lokálńı čas zjemňuj́ıćı se náhodné procházky

V kapitole 1.3.1 jsme zkonstruovali posloupnost náhodných proces̊u pomoćı
metody Twist & Shrink a ukázali jsme, že konverguje skoro jistě k Brownovu
pohybu. Nyńı se zaměř́ıme na konstrukci lokálńıho času pomoćı náhodné
procházky. Budeme vycházet z článku [3] a z práce [2].

Definujme lokálńı čas náhodné procházky S̃m(k), m ∈ N0, vytvořené
metodou Twist & Shrink na hladině x ∈ Z v čase k ∈ N0 takto

lm(k, x) = #
{
j ∈ N0 : j < k, S̃m(j) = x

}
.

Lokálńı čas náhodného procesu Bm, m ∈ N0, v čase t ∈ {k2−2m : k ∈ N0}
na hladině x ∈ {j2−m : j ∈ Z} definujeme

Lm(t, x) = 2−mlm
(
t22m, x2m

)
, (2.9)

což je přirozené vzhledem na vzorec (1.10).
Lokálńı čas Lm, m ∈ N0, jsme zat́ım definovali pouze ve dvoudimen-

zionálńı śıti bod̊u
(

i
22m

, j
2m

)
, kde i ∈ N0, j ∈ Z. Postup, jak vhodně do-

definovat Lm(t, x) mimo uvedenou śıt’, je popsán v [2] a [3]. Konstrukce je
přirozená, avšak poměrně technicky náročná.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že lokálńı čas Lm(t, x), t ≥ 0, x ∈ R, konverguje
skoro jistě k lokálńımu času Brownova pohybu. Věta rovněž popisuje, jak
rychlá tato konvergence je. Důkaz této věty lze nalézt v článku [3].

Věta 2.11. Necht’ (Bm(t))∞m=0, t ≥ 0, je posloupnost náhodných proces̊u,
která vznikla metodou Twist & Shrink a necht’ Lm(t, x) je lokálńı čas náhod-
ného procesu Bm(t), m ∈ N0. Pak
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(i) pro libovolné K > 0 plat́ı

Lm(t, x)
s.j.−−−→

m→∞
L(t, x) stejnoměrně vzhledem k (t, x) ∈ [0, K]× R.

(ii) ∀C > 1 ∀K > 0 ∃m0(C,K) ∈ N ∀m ≥ m0(C,K) plat́ı

P

[
sup

(t,x)∈[0,K]×R
|L(t, x)− Lm(t, x)| ≥ 79CK1/4

∗ (log∗K)3/4m3/42−m/2

]

≤ 15

1− 41−C

(
K22m

)1−C
,

kde K∗ = max{1, K} a log∗K = max{1, logK}.
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Kapitola 3

Simulace lokálńıch čas̊u

V této kapitole se zabýváme aproximacemi lokálńıho času Brownova pohybu
z kapitoly 2.2. Programovali jsme je v prostřed́ı [8]. Zdrojový kód je obsažen
na přiloženém CD.

Vygenerovali jsme náhodné procházky Sm
(
22(m−1)), m = 1, . . . , 7. Z nich

jsme zkonstruovali aproximaci Brownova pohybu {B6(t) : t ∈ [0, 1]} pomoćı
metody Twist & Shrink, která je popsána v kapitole 1.3.1. Zde jsme se
opět omezili na lokálńı čas Brownova pohybu na hladině nula. Vytvořená
aproximace Brownova pohybu je zobrazena na obrázku 3.1. Tuto realizaci
Brownova pohybu postupně použijeme pro všechny diskutované aproximace.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

BHtL

Obrázek 3.1: Graf zobrazuje aproximaci Brownova pohybu.

Lokálńı čas zjemňuj́ıćı se náhodné procházky

Konstrukci lokálńıho času zjemněné náhodné procházky B6(1) jsme popsali
v kapitole 2.2.3. Věta 2.11 nám ř́ıká, že lokálńı čas zjemňuj́ıćı se náhodné
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procházky konverguje k lokálńımu času Brownova pohybu skoro jistě. Výsled-
ná simulace je zobrazena na obrázku 3.2, vlevo.

Tanakova formule

V definici 2.5 jsme integrál na pravé straně (2.3) odhadli pomoćı realiza-
ce B6(1). Výsledek je zobrazen na obrázku 3.2, vpravo. Lokálńı čas pro r̊uzné
hladiny jsme vykreslili do obrázku (3.3), náhodný proces B6(1) je oranžově
zvýrazněn.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

LHt,xL

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

LHt,xL

Obrázek 3.2: Levý graf zobrazuje lokálńı čas náhodného procesuB6(1), pravý
graf graf zobrazuje lokálńı čas z Tanakovy definice.

Obrázek 3.3: Lokálńı čas s použit́ım aproximace z Tanakovy formule.
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Lévyho definice

Lévyho definici, jež je uvedena v definici 2.1, budeme dále označovat jako
Lévyho definice 1. V poznámce 2.2 je napsána ekvivalentńı definice, kterou
budeme označovat jako Lévyho definice 2. V simulaci jsme volili ε = 1

100
.

Obě realizace jsou zobrazeny na obrázku 3.4.
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Obrázek 3.4: Levý graf je sestrojen z Lévyho definice 1, pravý graf z Lévyho
definice 2.

Excursion representation

V kapitole 2.2.1 jsme zkonstruovali aproximace lokálńıho času Brownova
pohybu L(1)

ε (t, x) a L(2)
ε (t, x), t ≥ 0, x ∈ R. Podle věty 2.9 tyto veličiny

konverguj́ı k lokálńımu času Brownova pohybu pro ε jdoućı do nuly. Zde
jsme simulovaly L(1)

ε (1, 0) a L(2)
ε (1, 0) pro ε = 2

216
= 1

2048
. Výsledné realizace

jsou zobrazeny na obrázku 3.5.
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Obrázek 3.5: Levý graf zobrazuje aproximaci lokálńıho času L(1)
1/2048(1, 0),

pravý graf zobrazuje L(2)
1/2048(1, 0).

28



Downcrossing Representation

V kapitole 2.2.2 jsme definovali náhodnou veličinu D(a, b, t), a, b ∈ R, t ≥ 0.
Věta 2.10 zajǐst’uje konvergenci skoro jistě 2(bn−an)D(an, bn, t) k lokálńımu
času Brownova pohybu L(t, 0) pro an ↑ 0 a bn ↓ 0, an < bn. V našich
simulaćıch jsme volili a = − 1

100
a b = 1

100
. Na obrázku 3.6 je zobrazena

aproximace lokálńıho času 2(b− a)D(a, b, 1).
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Obrázek 3.6: Graf zobrazuje aproximaci lokálńıho času pomoćı metody
Downcrossing representation.

Shrnut́ı

Všechny aproximace lokálńıho času jsou vykresleny v obrázku 3.7. Lokálńı
čas Tanakovy formule a Lévyho definice 2 vycháźı velmi podobně. Také graf
lokálńıho času zjemňuj́ıćı se náhodné procházky a Lévyho definice 1 jsou
podobné, což nám vycháźı i při r̊uzných realizaćıch B6(1).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

LHt,0L

Downcrossing Representation

Tanakova definice

Zjemnujici se nahodna prochazka

Excursion Representation 2

Excursion Representation 1

Levyho definice 2

Levyho definice 1

Lokalni cas Brownova pohybu

Obrázek 3.7: Různé simulace lokálńıho času.
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Připomeňme, že z př́ıkladu 2.8 v́ıme, že středńı hodnota lokálńıho času
Brownova pohybu v čase jedna na hladině nula je E[L(1, 0)] =̇ 0, 8 a jeho
rozptyl je var[L(1, 0)] =̇ 0, 36. Na obrázku 3.7 se hodnoty aproximaćı lokál-
ńıho času v čase jedna na hladině nula opravdu pohybuj́ı okolo hodnoty 0, 8.

Polož́ıme-li si otázku, která z daných aproximaćı lokálńıho času Brownova
pohybu je nejlepš́ı, naraźıme na několik problémů. Zaprvé je to volba pa-
rametr̊u v jednotlivých aproximaćıch. Zadruhé je to výpočetńı složitost.
V neposledńı řadě naráž́ıme na to, že pracujeme s náhodnými procesy, tud́ıž
pro odlǐsné trajektorie aproximaćı Brownova pohybu dostáváme odlǐsné od-
hady lokálńıho času. K prvńımu, tedy k volbě parametr̊u, jsme přistupovali
empiricky. Uvedené volby parametr̊u jsou výsledkem opakováńı simulaćı a
jejich lazeńım. Ohledně výpočetńı složitosti nenacháźıme vážněǰśıch rozd́ıl̊u.
Z programátorského hlediska však preferujeme Tanakovu definici, protože
kód pro tuto simulaci je o mnoho kratš́ı než u jiných simulaćı.
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