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Kapitola 1

Uvod

Jak napovidd nazev, budeme se v této praci zabyvat nahodnymi elementy,
které nabyvaji hodnot na mnoziné (uzavienych) podmnozin daného pro-
storu. Nahodnou veli¢inu muzeme chapat jako jednobodovou nadhodnou mno-
zinu, a proto je prirozené cekat, ze teorie nahodnych mnozin bude rozsitenim
teorie pravdépodobnosti. Teorie ndhodnych mnozin neni jenom abstraktni
teorii — ma aplikace napiiklad ve statistice nebo stochastické geometrii a
jinych oblastech, kde hodnoty néjakého procesu jsou mnoziny.

V této praci definujeme zékladni pojmy teorie ndhodnych mnozin a uve-
deme nékteré jejich vlastnosti. Hned v nasledujici kapitole definujeme pojem
nahodné uzaviené mnoziny a jejiho kapacitniho funkcionalu. Na konci ka-
pitoly uvedeme Choquetovu vétu. V kapitole 3 se budeme zabyvat pojmy
mefitelnosti multifunkei a jejich selekci, rozsitime definice ndhodné mnoziny
na lokalné nekompaktni prostory. V kapitole 4 definujeme integrovatelnost
multifunkci a Aumannovu stfedni hodnotu ndhodné mnoziny, uvedeme jeji
vlastnosti. Posledni kapitola 5 obsahuje priklady, které demonstruji nékteré
aspekty a aplikace teorie ndhodnych mnozin.



Kapitola 2

Nahodné mnoziny a kapacitni
funkcionaly

2.1 Uzavrené ndhodné mnoziny

Na zacatku této kapitoly uvedeme pouzité znaceni prostoru. V této praci se
budeme zabyvat vlastnostmi ruznych zobrazeni. Definiénim oborem téchto
zobrazeni bude pravdépodobnostni prostor (€2, §, P) a jejich hodnoty budou
lezet v prostoru [E nebo v prostoru podmnozin E. Ozna¢me F, G, K mnoziny
vSech uzavienych, otevienych a kompaktnich podmnozin prostoru E.

Definice 2.1 (Ndhodna uzavieni mnozina)

Necht (2,3, P) je pravdépodobnostni prostor, E je lokdlné kompaktni
Hausdorffuv topologicky prostor se spoéetnou bazi (LCHS-prostor). Zobra-
zeni X : Q0 — F nazyvdme nahodnou uzavrenou mnozinou na E, pokud pro
kazdou kompaktni mnoZinu K C E plati:

X (K)={we2: X(wNK=#D} g (2.1)
Funkci X~ (K) budeme nazyvat X-vzor mnoziny K.

Definice 2.1 vlastné iikda, ze zobrazeni X musi byt méfitelné, jakozto
zobrazeni do (F,*B(F)), kde B(F) je o-algebra generovana Fx = {F € F :
FNK #0}; K € K (tzv. Effrosova g-algebra). Déle se budeme zabyvat
skoro jisté neprazdnymi ndhodnymi mnozinami.

Podivame se nyni na nékolik jednoduchych piikladu nahodnych uzavienych
mnozin.



Priklady 2.2 (Ndhodné uzaviené mnoziny)

1.

Je-li & ndhodnd veli¢ina s hodnotami v E, pak ndhodny bod X = {£}
je nahodnd uzavrend mnoZina.

Je-li & redlnd ndhodnd velicina, potom X = (—o0, ] je ndhodnd uzavie-
nd mnozina. Skutecné, {X N K # 0} = {{ > inf K} je méritelngm
jevem pro kazZdou kompaktni mnoZinu K € K.

Necht &1, &, &5 jsou ndhodné veliciny v IR™. Potom trojuhelnik s vrcholy
v {&}, {&}, {&) je ndhodnd uzaviend mnoZina. Méritelnost tohoto
trojuhelniku lze dokdzat primo, nebo lze pouzit turzeni Veéty 3.12, kterou
brzy dokdzeme.

. Necht & je ndhodnd velicina v R™, n je nezdpornd ndhodnd velicina.

Potom koule se stredem v {£} a o poloméru n je ndhodnd uzaviend
mnozina.

Necht (, je redlny stochasticky proces na E se spojitymi trajektoriem.
Potom jeho droviiovd mnozina Ly = {x : (, > t} je ndhodnd uzaviend
mnozina. Staci si uwvédomit, Ze pro libovolnou kompaktni mnoZinu
K €K je {XNK #0} = {sup,exe G > 1}.

S pomoci ndhodnych mnozin také muzeme generovat ndhodné velic¢iny.

Piiklady 2.3 (Ndhodné veli¢iny, uréené ndhodnymi mnozinami)

1. Je-li E Banachuv prostor a X ndhodnd uzaviend mnozina na E, je

norma mnoziny X, definovana jako || X || = sup{||z||; z € X}, nahodnou
veli¢inou nabjvajict hodnot na [0, 00]. Opravdu, jev {X > t} znamend,
zZe X ma neprdzdny prunik s dopliikem uzaviené sféry o polomérut a
se stredem v nule.

Pro kazdé x € E je hodnota indikdtoru (ndhodné) mnoziny X v bodé
x, tj. Xx(x), ndhodnou veli¢inou.
To plyne ihned z definice, nebot {x} € K.



2.2 Kapacitni funkcionaly

V teorii pravdépodobnosti odpovida dané redlné nahodné veliciné néjaka
distribu¢ni funkce, kterd je zcela jednoznac¢né urcena jejim rozdélenim, ale
také jednoznacné definuje rozdéleni nahodné veliciny. Pokusime se definovat
podobnou funkci i pro ndhoné uzaviené mnoziny a ovérit, zda tato funkce
bude s ndhodnou mnozinou v jednoznacném vztahu.

Definice 2.4 (Kapacitni funkciondly)
Funkcional Tx : KK — [0,1] dany vzorcem:

Tx(K)=P{XNK=#0}, VKekK (2.2)
nazyvame kapacitnim funkciondlem ndhodné uzavrené mnoziny X.
Uvedeme nékolik prikladu takovych funkciondlu.
Priklady 2.5 (Kapacitni funkciondly ndhodnych mnozin)

1. Pro ndhodny bod X = {£} je kapacitni funkciondl pravdépodobnostnim
rozdelenim ndhodné veliciny &.
Skutecneé, Tx (K) = P{¢ € K} = P¢(K).

2. Necht &, & jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. Pak X =
{&1,&} md kapacitni funkciondl Tx(K) =1 — (1 — P{& € K})2

3. Necht pro néjakou ndhodnou velicinu & je X = (—o00,&| ndhodnd
uzaviend mnozina. Pak jeji kapacitni funkciondl je: Tx (K) =
=P{{>inf K}.

4. Necht X = {x : (, > t}, kde (, je redlny stochasticky proces se spo-
jgitymi tragektoriemi. Potom Tx(K) = P{sup,cx ¢z > t}.

Podivame se nyni na vlastnosti kapacitnich funkcionalu.

Véta 2.6 (Elementarni vlastnosti kapacitnich funkcionali)
Necht X je ndhodnd uzaviend mnozina na E, T(K) je jeji kapacitni
funkciondl. Pak plati:

T® =0 (2.3)
VK e K: T(K)el01] (2.4)
VK, \ K : T(K,) \, T(K) (2.5)



Poznamka 2.7

Pokud neklesajici zobrazeni z prostoru K kompaktnich mnozin LCHS-
prostoru E do R md vlastnost (2.5), ikdme, Ze je zhora polospojité. To, Ze
T je monotonni (ve smyslu mnoZinové inkluze) je snadno vidét:

Je-li Kl C KQ . T(Kl) S T(KQ)

T splnuje dokonce mnohem silnéejsi podminku monotonie: je uplné alter-
nujici. Tento a nékolik dalsich pojmu definujeme.

Definice 2.8 (Diference)
Indukci definugme diferenci n-tého Tdadu funkciondlu T definovaného na
KC nasledovné:

A, T(K) = T(K) - T(K UK)), (2.6)

1

Ak -

A T(K)=Ak, - A T(K)— Ak, - A, T(KUK,) (2.7)

1 1

Definice 2.9 (Uplna alternace)
Reknéme, Ze redlny funkciondl definovany na IC je iplné alternujici, po-
kud

ANk, A, T(K) <0, pro Vn>1VK Ky,....K, € K. (2.8)

1
Pro kapacitni funkcional 7" muzeme zapsat vzorecek pro jeho prvni dife-
renci jako pravdépodobnost urcitého jevu, tedy:

A, T(K)=P{XNK #£0} - P{XN(KUK,) £ 0} =

=-P{XNK;, #0,XNK =0}

Nyni podobné snadno dostaneme vztah n-té diference a rozdéleni nahodné
uzaviené mnoziny:

ANg -

n

A, T(K)=-P{X € F§ _x } (2.9)

1 1yeeey

kde

Froin ={FEFFNK=0,FNEK; #0,i=1,..,n}.

.....



Tedy kapacitni funkciondl méa vSechny diference nekladné a je proto tplné
alternujici.

Vlastnosti kapacitnich funkcionali jsou v jistém smyslu podobné vlast-
nostem distribuénich funkei — (2.5) je analogii spojitosti zprava u distribu¢nich
funkci a iplnd alternace zobecniuje koncepci monotoénie. Tedy bychom mohli
ocekavat, ze kapacitni funkciondly budou také aditivni. Ale protipiiklad 5.3
na strané 26 ukazuje, ze tomu tak neni — kapacitni funkcionaly jsou pouze
subaditivni, tj. plati:

T(KiUK,) <T(K;)+T(Ks)

pro kazdé dvé kompaktni mnoziny K, Ks. Subaditivita je snadnym dusled-
kem 1plné alternace — staéi polozit n =2 a K = ().

Zbyva zjistit, zda funkcional s takovymi vlastnostmi odpovida nasemu
hlavnimu pozadavku — byti v jednoznacném vztahu s néjakou ndhodnou
mnozinou.

2.3 Choquetova véta

V predchozi ¢asti jsme zjistili, ze kapacitni funkcional T'x ma ¢tyti zakladni
vlastnosti — nabyva nuly na prazdné mnoziné, nabyvé hodnot z [0,1] na K, je
uplné alternujici a je zhora polospojity. Otazkou je, zda vSechny funkcionaly
s témito vlastnostmi jsou kapacitnimi funkcionaly néjakych nahodnych mno-
zin? Rozdéleni ndhodné mnoziny je definovano na o-algebie B(F), mohli
bychom ocekavat, ze 1ze jednoznacné urcit rozdéleni jenom s pomoci jeho
hodnot na kompaktnich mnozindch, nebot B(F) je generovdna mnozinami
Fi, K € K.

Véta 2.10 (Choquetova véta)

Necht E je LCHS-prostor. Funkciondl T : K — [0, 1] takovy, ze T(0) = 0,
je kapacitnim funkciondlem néjaké uzaviené nahodné mnoziny v E pravé
tehdy, kdyz je uplné alternujici a zhora polospojity. Tato ndhodnd mnoZina
je urcena jednoznacneé.

Dva ruzné dukazy této fundamentélni véty uvadi Ilya Molchanov ( [6],
13-18).
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Disledky 2.11
Necht E je LCHS-prostor.

1. Kapacitni funkciondl T'x ndhodné uzavrené mnoZiny X je pravdépodob-
nostni mirou pravé tehdy, kdyz X je nahodny bod, tj. je jednobodovou
mnozinou skoro jisteé.

2. Ndhodna uzavrend mnozZina je deterministicka tehdy a jen tehdy, kdyz
T'x nabyvd pouze hodnot 0 a 1 na K.

11



Kapitola 3

Meéritelnost a selekce

3.1 Meéritelnost

V této kapitole definujeme ndhodné uzaviené mnoziny na metrickych

prostorech, které obecné nemusi byt lokalné kompaktni.

Definice 3.1 (Multifunkce)

Necht (2,5, P) je pravdépodobnostni prostor, E je separabilni metricks
prostor. Skoro jisté neprdzdné zobrazeni X z pravdépodobnostniho prostoru
(2, §, P) nabyvagici hodnot na mnoziné vsech podmnozin E nazgvdme obec-
nou multifunkci. Obecnou multifuncki, jejiz hodnoty jsou uzavrené, nazjvime

multifunkci.

Definice 3.2 (Méritelnost)
Reknéme, Ze (obecnd) multifukce X je
borelovsky méritelnd, pokud

X (B)={w: X(w)NB#£0}eF

pro kaZdou borelovskou mnoZinu B;
silné meritelnd, pokud

X (F)={w: X(w)NF#0}eF

pro kazZdou uzavrenou mnozinu F € F;
slabé menritelnda, pokud

X (G)={w: X(w)NG#0}eF

pro kaZdou otevrenou mnozZinu G € G.

12
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Uvédomme si, ze pokud E je lokalné kompaktni, pak slabé méritelnymi
funkcemi jsou pravé skoro jisté neprazdné nahodné uzaviené mmnoziny ve
smyslu definice 2.1.

Véta 3.3

Necht E je lokdlné kompaktni separabilng metricky prostor a necht
X : (Q,5,P) = F je multifunkce. Potom X je ndhodnd uzaviend mnoZina
prave tehdy, kdyz je slabé méritelnd.

Dikaz

Slaba méfitelnost ndhodné uzaviené mnoziny se dokaze snadno. Ke kazdé
oteviené mnoziné G totiz najdeme takovou rostouci posloupnost kompaktu
K, ktera konverguje k G. Proto plati

X (@) ={xXn{JK. #0} = {Xn K, #0} €3,

a X je méritelna multifunkce.

Necht X je slabé méfitelnd multifunkce a necht H je kompaktni metricky
prostor takovy, ze [E je jeho husty podprostor. Definujeme na H multifunkci
X(w) := clog X (w). Neni tézké se presvedcit, ze X je definovana korektné:
staci si uveédomit, ze kazdd (slabé) meéritelnd multifunkce na podprostoru
metrického prostoru je také (slabé) méfitelnd obecnd multifukce a ze uzaver
hodnot slabé méfitelné obecné multifunkce definuje slabé méfitelnou mul-
tifunkci. Tedy X je slabé métitelnad multifunkce. Ukazeme, ze X je métitelné.

Vzhledem ke kompaktnosti prostoru H, hodnoty X jsou jen kompaktni
mnoziny. Zvolme F € JF(H) libovolné a definujme rostouci posloupnost
uzavienych mnozin H, := {h € H;dist(h,F) > 1/n},n € N. Sjednoceni
mnozin H, je rovno dopliku mnoziny F'. Ukdzeme méfitelnost X-vzoru F
s pomoci méftitelnosti X~ (H¢):

X (F)={XNnF=0}=

={X c Py ={X c|JH.}c ="

= (UX c )= (X na; =0p = (JX(#H)) €3,

n

13



kde v rovnosti (*) jsme vyuzili kompaktnosti hodnot X. Tedy X je méritelna.

Zbyva ukazat, ze X-vzory kompakti jsou méritelné. Pro kazdou
K € K(E) mame:

X (K)={w; X(w)NK #£0} =
—{w; X(W)NENK #0} =

—{w; X(w)NK #£0} =X (K) €3.

Tedy X je ndhodné uzaviend mnozina.

Definice 3.4 (Nahodn& uzaviend mnozina)
Ndhodnou uzavrenou mnozinu na separabilnim metrickém prostoru defi-
nujeme jako slabé méritelnou multifunkci.

Véta 3.5 (O méritelnosti)
Necht (E, p) je separabilni metricky prostor, X : (Q,F,P) — E je multi-
fukce. Uvazujme tvrzeni:

1. X je borelovsky méritelnd;
X je meritelnd,
X je slabe meritelnd,

Vzddlenost dist(y, X (w)) je ndhodnou veli¢inou pro kazdé y € E;

Graf X patri do souc¢inové o-algebry § a B(E), tj.

Graf(X) ={(w,2) e A xE:z € X(w)} € F x B(E). (3.4)

Tato turzent jsou v ndsledugicim vztahu: (1)=(2)=(3)<(4)=(5). Pokud E
je Polsky prostor a (Q,F,P) je iplny, jsou vsechna tvrzeni ekvivalentns.

Pripomenme, Ze Polsky prostor je uplny separabilni metricky prostor a
Ze pravdépodobnostni prostor je uplny, pokud pravdépodobnostni mira P je
uplnd. Vzddlenost mnoziny A a bodu a v metrickém prostoru s metrikou p
oznacme p(a, A) := dist,(a, A) = infyea p(a, ).

14



Dukaz

(1)=(2)
(2)=()

Meétitelnost borelovsky méfitelné multifunkce je ziejma.

Necht multifunkce X je méfitelnd. Oznacme Q(A) prunik mnoziny A
a husté spocetné mnoziny Q. Potom libovolnou otevienou mnozinu
G € G lze vyjadrit jako spocetné sjednoceni uzavienych kouli: G =
Useoe) B(#, €), kde €, = p(z, G%)/2. Ted uz je vidét, ze X (G) je
meéritelna:

{(Xn | Bre)#0}= | {XnB(z,&) #0} €3

zeQ(G) z€Q(G)

Meétitelnost vzdélenosti multifunkce X od bodu y je ekvivalentni méfti-
telnosti mnoziny {w;p(y, X(w)) < €} pro kazdé € € (0,00). Tuto
mnozinu muzeme vyjadiit s pomoci X~ takto:

X" (U(z,€) = {w; X(w)NU(z,€) # 0} = {w; ply, X (w)) < e}.
Meéritelnost této mnoziny pro kazdé kladné e a pro kazdy bod x je
ekvivalent{ slabé méritelnosti X. Skutecné, v separabilnim prostoru je
oteviend mnozina spocetnym sjednocenim e-okoli bodu mnoziny Q a

proto métitelnost X-vzoru kazdého z téchto okoli implikuje métitelnost
X-vzoru oteviené mnoziny.

Definujme posloupnost nahodnych mnozin X,, nasledovneé:
Xp(w) ={z €E;3y € Q: p(z,y) <1/n,p(y, X(w)) <1/n}.
Vidime, ze X (w) = NpenXn(w). Také Graf(X) = Muen(Graf(X,)),

takze staci dokazat métitelnost Graf(X,,). Mame:

Graf(Xa) = | J{w € Qi p(y, X)) < /n}x{x € E; pla.y) < 1/n} =

yeQ

= | X (U(y,1/n)) x (U(y.1/n)) € § x B(E).

yeQ

Necht E je tiplny separabilni metricky prostor, a necht pravdépodob-
nostni mira P je iplna. Pro libovolnou borelovskou mnozinu B méame:

X (B)={we 4 X(w)NB #0} =no{Graf(X)N (2 x B)}.

Dle véty o projekci (viz ( [1])) a z tiplnosti miry P projekce mgq
§ x B(E)-mefitelné mnoziny je F-méfitelna. O

15



3.2 Selekce

V metrickém prostoru (nendhodnd) uzaviend mnozina je plné charakte-
rizovand jejimi body; pokud je prostor separabilni, pak muzeme vybrat
spocetné mnoho bodu, jednoznacné urcujicich danou mnozinu. V této kapi-
tole ukazeme, ze za urcitych predpokladu lze analogicky popsat i ndhodnou
uzavienou mnozinu s pomoci nahodnych bodu — seleked.

Definice 3.6 (Selekce)
Ndhodnou velicinu & nazyvame meritelnou selekei multifunkce X, pokud
£(w) € X(w) skoro vsude na Q. MnozZinu vsech selekci X budeme znacit

S(X).

Je ziejmé, ze pro kazdé w muzeme vybrat néjaky element &(w) € X(w).
Ale takto definovana funkce nemusi byt méritelnd. Velmi dulezité je, ze pro
meéritelnou multifunkei v Polském prostoru existuje jeji métitelna selekce.

Véta 3.7 (O selekcich)
Necht E je dplny separabilni metrickiy prostor. Je-li X slabé méritelné
zobrazeni z (Q,F,P) do F, které je neprdzdné s pravdépodobnosti jedna,

pak S(X) # 0.

Tato véta, dokdzand v ([4]), je fundamentalni pro teorii ndhodnych mnozin.
S jeji pomoci C.J.Himmelberg ([3]) dokazal i existenci husté spocetné mnoziny
meértitelnych selekei — Castaingové reprezentace ndhodné mnoziny.

Definice 3.8 (Castaingova reprezentace)
Posloupnost méritelnijch selekci {&,} nazgvame Castaingovou reprezen-
taci méritelné multifunkce X, pokud X = clo{&,,n > 1}.

Véta 3.9 (O reprezentaci)
Necht E je iplny separabilni metricky prostor. Pak multifunkce je slabé
méritelnd prdvé tehdy, kdyz existuje jeji Castaingova reprezentace.

Tato véta tika, ze mnozina métitelnych selekci jednoznaéné definuje na-
hodnou uzavienou mnozinu a tedy i jeji rozdéleni. Tedy rozdéleni mnoziny je
urceno rozdélenim selekci. Ale neni pravda, ze dvé stejné rozdélené nahodné
uzaviené mnoziny definuji stejnou mnozinu rozdéleni selekci: na strané 26 je
uveden protipiiklad (piiklad 5.5).
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Dale s pomoci Castaingové reprezentace dokazeme méritelnost nékterych
operaci. Kromé operaci uvedenych ve vété 3.12 a citovanych z ([6]), v po-
sledni kapitole v piikladech dokazeme méftitelnost dalsich mnozin, napiiklad
mnoziny fesSeni jisté optimalizac¢ni ulohy.

Definice 3.10 (Hausdorffova metrika)
Necht (E, p) je metricky prostor. Pro kazdé dvé neprdzdné mnoZiny A, B
je Hausdorffova metrika definovdna jako

pri(A, B) = maz( sup plx, B),sup p(A, ) ).
€A yeEB
Definice 3.11 (Horni a dolni limity)

Necht {A,} je posloupnost podmnozin E. Potom definujeme dolni li-
mitu této posloupnosti LimInf(A,) jako mnoZinu limit posloupnosti bodi
x, € A,. Podobné definujeme horni limitu LimSup(A,) jako mnozZinu hro-
madngch bodu takovych posloupnosti.

Vsimnéme si, ze pravé definované pojmy se lisi od klasickych hornich a
dolnich limit (lim inf, lim sup) posloupnosti mnozin: liminf(A,) je mnozina
bodu, obsazenych v kazdé mnoziné A,,n > ny a limsup(A4,) — mnozina
bodu, obsazenych v kazdé mnoziné néjaké vybrané podposloupnosti A,, .
Snadno nahlédneme, ze pro kazdou posloupnost mnozin {4, } plati vztahy:
liminf(A,) C LimInf(A,), limsup(A4,,) C LimSup(A,).

Déle budeme také pouzivat mnozinové operace jako uzavér (clo), kon-
vexni obal (conv), Minkovského soucet a nasobeni (A @ B, AB). Definice a
vlastnosti téchto operdtoru jsou popsany napiiklad v ([5]).

Véta 3.12 (Méfitelnost operaci)

Necht (2, F, P) je iplny pravdépodobnostni prostor, & je tiplnyj a separa-
bilni metricky prostor a X, X1, Xa,... , Y jsou uzavrené ndhodné mnoziny.
Potom nasledujici funkce jsou také nahodné mnoziny:

(1) clo(conv(X)), tj. uzdveér konvexniho obalu X ;
(2) aX, kde o je ndhodnd velic¢ina;
(3) clo(X), clo(int(X)), X, tj. uzdvéry dopliku a vnitiku, hranice X ;

(4) XUY, XNY;
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(5) clo(X®Y), kde XY ={(zx+y) €eE;z € X,y € Y},
(6) pu(X,Y) (tj. Hausdorffova vzddlenost X a Y') je ndhodnd velicina,

pokud X a'Y jsou omezené;
(7) ClO(Unzlxn); ﬂnzlxn;

(8) LimSup(X,) a LimInf(X,).

Dukaz

(1) Bez ijmy na obecnosti predpokldaddme X # () skoro jisté. Uvazujme
{&,,n > 1} Castaingovu reprezentaci X. Tedy mnozina konvexnich
kombinaci s racionalnimi koeficienty prvka z {,,n > 1} je husta v
clo(conv(X)), tj. je jeji Castaingovou reprezentaci.

(2) Podobné, mnozina {a&,,n > 1} je Castaingovou reprezentaci aX.

(3) clo(int(X)) = clo((clo(X))%) a 0X = X N clo(XY), a tedy staci
dokazat méfitelnost clo(X) a dokdzat tvrzeni (4).

Necht je ddna G' € G. Najdeme rostouci posloupnost uzavienych mnozin
F,, konvergujici k G. Plati

{clo(X) NG #0} = ({G € X} = (Muza[Fa € X)),

takze staci ukdzat, ze jev {F' C X} je méfitelny pro kazdou uzavienou
mnozinu F. Separabilita nam umoznuje vybrat posloupnost bodu
{Zn,n > 1} hustou v F', a tedy {F C X} = Ny>1{z, € X} € F.

(4) Je to speciélni piipad (7).

(5) Necht {&,,n > 1}, {0,,, m > 1} jsou Castaingové reprezentace X a Y.
Potom {&, + 0,,,m > 1,n > 1} je reprezentaci clo(X @ Y).

(6) Hausdorffovu vzdalenost X a Y lze také vyjadiit s pomoci spocetné
mnoha reprezentaci, odkud bude zfejma jeji méritelnost:

pH(Xa Y) = pH({fnan > 1}7 {em’m > 1})
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(7) Pro libovolnou G € G mame

{clo(Upz1 X)) NG # 0} = | {X. NG #0} €3,

n>1

tj. clo(Up>1X,,) je méfitelnd. Pro prunik N,>1 X, uzijeme ekvivalenci ve
vété o méritelnosti a ukdzeme métitelnost prislusného grafu vzhledem
k § x B(E):
Graf(Ny>1X,) = ﬂ Graf(X,).
n>1
(8) Uvédomme si, ze X¢ = {x; p(x, X) < e} je ndhodnou mnozinou:

Graf(X*) = {(w,z); p(z, X (w)) < €}

je méritelny, nebot vzdalenost je (F x B(E), B(R))-métitelna.

Zapiseme LimInf a LimSup nésledovneé:

LimInf, - (X,) = m clo( U ﬂ Xi/k)»

k>1 m>1n>m

LimSupp_00(X,) = ﬂ clo( U Xn).

m2>1 n>m

Nyni uz jejich méftitelnost okamzité plyne ze (7).

O

Je tfeba poznamenat, Ze s pomoci téchto operaci 1ze konstruovat dosti
velkou tfidu métitelnych multifunkci z ndhodnych bodu a deterministickych
mnozin. Takové konstrukce budeme ¢asto pouzivat v prikladech v posledni
kapitole.
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Kapitola 4

Stredni hodnota

Prostor vSech uzavienych mnozin neni lineérni, a proto nelze definovat stiedni
hodnotu nahodné uzaviené mnoziny uplné analogicky, jako u nahodnych
veli¢in. Uvazujme napiiklad realnou nahodnou mnozinu, nabyvajici s pravdeé-
podobnosti 1/2 hodnot {0,1} a [0,1]. Nebo takovou ndhodnou mnozinu,
kterd je kompaktni s pravdépodobnosti 1/2. Opravdu, nenf trividlni takovym
zobrazenim priradit néjakou mnozinu tak, aby méla néjaké rozumné vlast-
nosti, které od stfedni hodnoty ocekavame. V zavislosti na nasich pozadavcich
muzeme definovat takovou mnozinu nékolika zpusoby. V této praci uvedeme
pouze jeden z nich — definujeme stiedni hodnotu s pomoci strednich hod-
not selekci dané ndhodné mnoziny, tj. definujeme tak zvanou Aumannovu
stfedni hodnotu.

Déale budeme predpokladat, ze prostor E je Banachuv a ze zkoumané
nahodné mnoziny jsou skoro jisté neprazdné. Dukazy vét z této kapitoly lze
najit v ( [6], 2.1, 145-160).

4.1 Integrovatelné selekce

Pii definovani méfitelnych selekei a zkoumani jejich vlastnosti jsme ne-
potiebovali linearnost prostoru E. I kdyz v rdmci této prace uvedeme tvr-
zeni a definice jenom pro linearni prostory, lze je snadno zobecnit; k tomu
potfebujeme v podstaté jenom zavést Bochnerovu stfedni hodnotu pro na-
hodné veli¢iny (viz ( [6], 414-415) nebo ( [2], IIL, 2)).
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Necht je dan pravdépodobnostni prostor (£2,F, P). Pro p € [1, 00| ozna-
¢me L = LP(2,E) mnozinu vSech ndhodnych veli¢in s hodnotami v E a
kone¢nou LP-normou

1€ll, = Ell€]”, p € [1,00),
€]l = Eesssupueal(w), p = oo,
kde esssupyenf(w) je supremum v podstate, tj. infaco.p(4)=0} SUDye(o 4) (§(W)).
Definice 4.1 (p-integrovatelné selekce)
Necht X je ndhodnd uzaviend mnoZina na E, p € [1,00]. Definujeme

SP(X) jako mnozZinu vSech p-integrovatelnych selekci dané nahodné mnoziny
X, t.

SP(X) = S(X) NLP.

Je-li selekce 1-integrovatelna, budeme jednoduse rikat, ze je to integrova-
telna selekce. Nésledujici véta uvadi zéakladni vlastnosti p-integrovatelnych
selekei.

Véta 4.2
Necht X, Y jsou ndhodné uzaviené mnoZiny na E. Potom pro kazdé
p € [1,00] plati:

1. 8P(X) je uzavrenou podmnozinou LP;

2. pokud SP(X) # 0, pak existuje posloupnost {&,,n > 1} C SP(X) ta-
kovd, zZe X = clo{&,,n > 1};

Druhé tvrzeni této véty zarucuje existenci Castaingové reprezentace mul-
tifunkce s pomoci p-integrovatelnych selekci pokud vime, ze alespon jedna ta-
kova selekce existuje. Z toho plyne, ze jsou-li mnoziny p-integrovatelnych se-
lekci dvou ndhodnych uzavienych mnozin stejné a neprazdné, pak se ndhodné
mnoziny rovnaji s pravdépodobnosti jedna.

Dalsi dveé véty ukazuji vztah mezi p-integrovatelnymi selekcemi a funk-
cemi ndhodnych mnozin.

Véta 4.3
Necht X1, Xy jsou ndhodné uzaviené mnoziny, X = clo(X; ® Xs), p €
[1,00). Pokud SP(X1) a SP(X3) jsou neprdzdné, pak

SP(X) = clo(SP(X1) & SP(Xs)).
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Véta 4.4
Pokud pro ndhodnou mnozinu X a dané p € [1,00) existuje asponi jedna
p-integrovatelnd selekce, tj. pokud SP(X) # 0, pak

SP(clo(conv(X))) = clo(conv(SP(X))).
Navic, SP(X) je konvexni (v LP) prave, kdyz X je konvexni skoro jisté.

Nésledujici véta nam dava nutnou a postacujici podminku pro existenci
p-integrovatelnych selekci pro danou ndhodnou mnozinu.

Véta 4.5
Necht je ddino p € [1,00] a ndhodnd mnoZina X. Potom SP(X) # )
prave, kdyz realnd ndhodnd velicina dand vzddlenosti X od nuly

o = pl(0,X) = inf{|je];z € X}

je p-integrovatelnd, tj. o € LP(€, R).
4.2 Aumannova stiredni hodnota

Nez definujeme samotnou stfedni hodnotu, zavedeme si jesté dva po-
mocné pojmy.

Definice 4.6 (Integrovatelnost ndhodnych mnozin)
Rekneme, e ndhodnd uzaviend mnozina X je integrovatelné omezend,
pokud jeji norma
| X} = sup{||z|;z € X}

ma konecénou stredni hodnotu.

Rekneme, Ze je integrovatelnd, pokud md alespori jednu integrovatelnou
selekei, tj. S'(X) # 0.

Jak jsme ukézali v prikladu 1 na strané 7, je || X|| skutetné ndhodnou
veli¢inou. Je ziejmé, ze kazd4 integrovatelné omezend ndhodnd mnozina je
také integrovatelna. Dokonce kazda jeji selekce je integrovatelna.

Definice 4.7 (Aumannova stiedni hodnota)
Aumannova stredni hodnota nahodné uzaviené mnoziny je uzdvérem mno-
Ziny strednich hodnot jejich integrovatelnych selekct, tj.

EX = clo{E¢; ¢ € SY(X)}.
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Definice 4.8 (Aumannuv integral)
Aumannovym integrdalem ndhodné mnoziny X je mnoZina stiednich hod-
not jejich integrovatelnych selekci, 1.

E/X = {E¢ ¢ e S'(X)})

Pojmy Aumannova integrédlu a Aumannové stiedni hodnoty jsou si dost
podobné, avsak Aumannuv integral neni nutné uzavieny. Priklad uzaviené
nahodné mnoziny s neuzavienym Aumannovym integralem uvedeme pozdéji.
Nekteré podminky, implikujici uzavienost Aumannova integralu, jsou po-
psany ve Véte 4.12.

Priklad 4.9 (Stfedni hodnota deterministické ndhodné mnoziny)
Necht X definovdnd na (2, F,P) je rovna {0,1} skoro jisté. Kazdd se-
lekce €4 muzZe byt definovdna, jako charakteristickd funkce néjaké méritelné
podmmnoziny A C €:
fa(w) = xa(w).

Stredni hodnota &4 je rovna pravdépodobnosti jevu A. Tedy
EX = clo{P(A); A € §}.

Vidime, ze narozdil od stfedni hodnoty ndhodné velic¢iny v teorii pravdé-
podobnosti, stfedni hodnota uzaviené nahodné mnoziny neni jednoznacné
urcena jejim rozdélenim: ma vyznam i pravdépodobnostni prostor (2, §, P),
na kterém je nahodna mnozina definovana. Ptiklad dvou stejné rozdélenych
mnozin s ruznymi Aumannovymi stfednimi hodnotami je uveden na strané
27 (ptiklad 5.6).

Podstatné je, zda dany pravdépodobnostni prostor obsahuje atomy, ¢i
nikoliv. Nasledujici véta uvadi podminky pro to, aby Aumannova stiedni
hodnota realné ndhodné mnoziny byla konvexni.

Véta 4.10 (Konvexifikace v R™)

Necht E = R" a pravdépodobnostni prostor (2, F,P) neobsahuje atomy.
Pokud X je integrovatelné omezend, pak EX a E; X jsou konverni, E; X =
E;conv(X) a EX = Econv(X).
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Véta 4.11 (Vlastnosti Aumannovy stiedni hodnoty)
Necht E je Banachiiv prostor a X aY jsou integrovatelné ndhodné mnoziny.
Potom

1. pg(EX EY) < Epy(X,Y), kde py je Hausdorffova metrika;
2. Eclo(conv(X @ Y)) = clo(conv(EX @ EY));
3. Eclo(conv(X)) = clo(conv(EX)).

Pokud (2, §,P) neobsahuje atomy, pak Eclo(conv(X)) = EX.

Véta 4.12 (Uzavienost Aumannova integralu)

Necht E je Banachiv prostor, X je integrovatelné omezend ndhodnd
mnozina. Potom E; X je uzavrend, pokud je splnéna aspon jedna z ndsledu-
jicich podminek:

1. E md konecénou dimenzi;
2. E je reflexioni (tj. E** =E) a X je konvexni skoro jisté.
Pokud (2, §,P) neobsahuje atomy, pak Eclo(conv(X)) = EX.

Véta 4.13

Necht dudlni prostor k E je separabilni. Pokud X je integrovatelnd a md
Aumannovu stiedni hodnotu {x} pro néjaky bod x € E, pak X je skoro jisté
jednobodovd mnoZina.
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Kapitola 5
Priklady

V této kapitole uvedeme nékolik piikladu, které by ilustrovali pouziti
teorie probrané v predchozich kapitolach, a tak ji vhodné doplnovali.

Piiklad 5.1 (Aplikace véty o méfitelnosti operaci)

Na zacatku proni kapitoly jsme si v prikladu 3 na strané 7 jako priklad
ndhodné uzaviené mnozZiny uvedli trojuhelnik, jehoz wvrcholy jsou mdhodné
body. Nyni k tomu, abychom si uvédomili, Ze tato mnoZina je skutecné meri-
telnd, staci pouzit Vétu 3.12. Skutecne, takovy trojuhelnik je pouze kon-
vexnim obalem tri ndhodnych bodu, a tedy je uzavrenou ndhodnou mnozinou.

Podobné mizeme kouli z prikladu 4 vyjddrit jako {{} @ nB, kde £ a n
jsou nahodné veliciny definované v prikladu a B je jednotkovd koule, kterou
chapame jako deterministickou ndhodnou mnozZinu. Tedy podle Véty 3.12 je
to ndhodnd uzavrend mnozina.

Piiklad 5.2 (Diference)
Uvedeme nékolik jednoduchyjch prikladu diferenci vyssiho rddu.
Necht {£} je ndhodny bod s rozdélenim P. Potom
ANk, A, T(K)=P{{e Kin...NnK,NK}.
Pro X ={x;(, > 0}, kde C je spojitd funkce, mdame:
—Ng, A, T(K)=P{sup(, <0,sup > 0,i=1,...,n}.

zeK "EGK,L'
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Piiklad 5.3 (Neaditivita kapacitnich funkcionali)

Pri zkoumdni vlastnosti kapacitnich funkciondliu na stranée 10 jsme tur-
dili, Ze kapacitni funkciondl neni aditivni, ale je pouze subaditivni. Uvedeme
st protipriklad.

V R"™ necht X = B,(£) je (ndhodnd) sféra o poloméru r se stredem,
danym ndahodnou velicinou &, K1, Ky jsou dvé disjunktni kompaktni mnoziny.
Potom Tx(K) = P{dist(&, K) < r}, coz neni mira, nebot pokud vzddlenost
mnozin Ky a Ky je mensi nez r, pak Tx (K1 U K3) # Tx (K1) + Tx(Ks).

Priklad 5.4

Necht U je ndhodnd velicind s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1], a necht
F : R — [0,1] je zhora polospojitd funkce, tj. takovd, Ze pro Yy € [0,1]
mnozina {x € R; F(x) > y} je uzaviend. DokaZeme, Ze

X(w) :={z e R;F(z) 2 U(w)}
je ndhodnd uzavrrend mnozina a najdeme jeji kapacitni funkciondl.
VK e KR): X (K)={w;X(w)NK #0}=

={wi{zr eR; F(z) > Uw)}NK # 0} =
={w;U(w) <sup(F(K))} € 5,

nebot U je méritelnd. Kapacitni funkciondl ndhodné mnoziny X je

= P{w; U(w) < sup(F(K))}] = sup(F(K)).

Piiklad 5.5 (Rozdéleni selekci stejné rozdélenych mnozin)

Z véty o reprezentaci 3.9 (strana 16) vime, Ze ndhodnou mnoZinu (neboli
slabé meéritelnou multifunkci) lze vyjadrit s pomoci Castaingové reprezentace,
). jako uzdaver spocetné mmnoha selekci. UkdZeme, Ze dvé stejné rozdélené
nahodné uzaviené mnoziny muzou mit ruzné mnoziny rozdéleni sviyjch se-
lekct.
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Necht Q = [0,1] s Borelovskou c-algebrou a Lebesqueovou mirou \ je
pravdépodobnostni prostor, na némz jsou definovdny dvé redlné uzavrené
ndhodné mnoziny X a Y. Necht X (w) = {~w,w}, Y(w) = {—s(w), s(w)},
kde s(w) = 2w, prow € [0,1/2) a s(w) = 2w — 1, pro w € [1/2,1]. Vidime,
ze X a'Y jsou stejné rozdélené, ale selekce Y

n(w) = s(w)xjo,1/2) (W) — s(w)xp/2,1(w)
md rozdélend, které nemd Zadnd selekce X.

Piiklad 5.6 (Stfedni hodnota stejné rozdélenych mnozin)

Jako i mnozZina selekci (v prikladé 5.5), stredni hodnota neni urcéena
pouze rozdélenim uzavrené nahodné mmnozZiny. Predstavme si dva pravde-
podobnostni prostory — jednobodovy 01 = {0} s trividlnd o-algebrou a Qs =
[0,1] s borelovskou o-algebrou. PoloZme ndhodné mnoziny Xy a Xs, defino-
vané na prislusniych pravdépodobnostnich prostorech, deterministicky rovné
mnoziné {0,1}. Proni mnoZina md Aumannovu stiedni hodnotu EX, =
{0,1}, zatimco stredni hodnota druhé mnoZiny vyplni cely interval a bude
se shodovat se stredni hodnotou svého konverniho obalu (Véta 4.10): EXy =
[0, 1].

Priklad 5.7 (Neuzavieny Aumannuv integral)

Necht E je nereflexivni (tj. B** # E) separabilni Banachiv prostor. V
tomto prostoru existuji uzavrené konvexni mmnoziny Fy a Fy, které mnelze
oddélit nadrovinou (jejich vzddlenost je nulovd). Necht se X s pravdépo-
dobnostmi 1/2 rovnd Fy a —Fy, = {—x;x € Fy}. Potom

E/ X = {(v1 — 22)/2; 71 € F1, 79 € Fy}.

Fy a Fy jsou disjunktni, takze E; X neobsahuje nulu. Ale p(Fy, Fy) = 0, takze
nula je v uzavéru clo(E;X).

Piiklad 5.8 (Redukovani stfedni hodnota a posunuti)
V tomto prikladu si ukdZeme, Ze posunuti ndhodné mnoZiny ovliviiuje
tvar jeji stredni hodnoty.

Rikime, ze EX! je redukovand stiedni hodnota ndhodné mnoziny X, po-
kud je to stiedni hodnota mnoziny X* definované na (Q,Fx,P) a stejné
rozdélené s X; §x je minimalni o-algebra, vici niz je X méritelnou multi-

funkct.
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Necht E je redlnd primka, X je determimistickd ndhodnd uzaviend mno-
zina rovnd {0,1}, € je redlnd ndhodnd veli¢ina s rovnomérngm rozdélenim
na [—1,1]. Definujeme Y = X + £. Potom redukovdna stiedni hodnota je
EX* = {0,1} a EY* = [0,1] # EX* + E£. Divodem je v podstaté to, Ze
pridani nahodného bodu & meni strukturu o-algebry generované ndhodnou
mnozZinou.

Priklad 5.9
Necht X je ndhodnd uzaviend mnoZina na RY, kterd md Aumannovu
stiedni hodnotu {a} € RL. Dokazeme, Ze kapacitni funkciondl Tx je mira.

Dudlni prostor k R? je separabilni, EX je jednobodovd. Proto z véty 4.13
plyne, ze X je skoro jisté jednobodovd mnozina. Prostor R? je lokdlné kom-
paktni a tedy plati Choquetova véeta 2.10, z niz plyne, Ze kapacitni funkciondl
Tx je urcen jednoznacné a je to mira. Navic vime, Ze tato mira ma stredni
hodnotu v bodé a.

Priklad 5.10 (Graf ndhodného procesu)

Jednim z prirozenych ndpadi toho, co by mohlo byt ndhodnou uzavrenou
mnozinou je graf nahodného procesu. Na prikladu Brownova mostu ovéerime,
zda opravdu jde o ndhodnou mnoZinu.

Pripomeneme, Ze Browniuv most {By,t € [0,1]} je definovdn jako By =
W, — tWy, kde {W,t € [0,1]} je Wieneriv proces (Browniv pohyb).

Nejprve ovérime meéritelnost. Pro danou kompaktni mnozZinu K € K
oznacme K jeji prunik s primkou {(t,z);x € R}. Zrejmé K; je B(R)-
meritelnd. Potom jev z definice ndhodné mnoziny je

XNE#0)=JBie K] = |J B €K,

teT teTNQ

kde v posledni rovnosti jsme vyuZili spojitosti trajektorie Brownova mostu.
Meritelnost posledniho jevu plyne z méritelnosti procesu.

Priiklad 5.11

Najdeme stredni hodnotu trojihelniku X z prikladu 5.1 za predpokladu,
ze jeho vrcholy {&1}, {&2}, {&s} jsou nezdvislé se stejnym rozdélenim
N( ( 8 ) , ( (1) (1) ) > na R?. Uz jsme dokdzali, Ze X je ndhodnd mnoZina.
Ze symetrie normalniho rozdéleni kolem nuly je zrejmé, Ze pokud stredni
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hodnota existuje, pak je to nula nebo koule se stredem v nule. V prikladu
5.13 jsme dokdzali, Ze existuje selekce & € S(X) takovd, Ze |&|| = ||X]|| =
sup(||ull; ¢ € S(X)) skoro jisté. Selekce & je integrovatelnd a md nejvétsi
normu. Tedy norma Aumannovy stredni hodnoty X je rovna stredni hodnoté
normy selekce &. Tedy

EX = B({0}, E[¢]l) = B({0}, Emax{|[&]], [[&I], [I]]3)-

Posledni vijraz uZ umime spocitat, nebot ||&|| maji stejné rozdélend, jako
norma jednorozmérné normalni nahodné veliciny. Po kratkém vypoctu do-
staneme

E max{||& |, [|&]], &)} = (2/7)3?/3,

a tedy
EX = B({0}, (2/7)%?/3).

Priklad 5.12

Vyresime jesté jeden priklad. Cheeme v (R?, peurt) Zkonstruovat nahodnou
mnoZinu, kterd by s pravdépodobnosti p € [0,1] byla jednotkovou kould, s
pravdépodobnosti (1 —p) — étvercem s délkou strany 2, aby jeji stied mél nor-
mované (po slozkach nekorelované) normdlni rozdéleni v roviné (resp. rov-
nomérné rozdéleny uhel a exponencidlné rozdélenou normu). Navic chceme
najit Aumannovu stredni hodnotu této mnoziny.

Méjme pravdépodobnostni prostor (2, §, P), ktery neobsahuje atomy. De-

finujeme v R? ndhodné veliciny & ~ N( ( 8 ) , ( (1) (1) ) ) an ~ Alt(p).
Definujeme ddle dvé deterministické uzaviené nahodné mnoziny: jednotko-
vou kouli B = B(0,1) a ¢tverec C = C(0,1), kde C(0,7) je kruznice o po-
lomeéru r v supremové metrice. Nyni miuzZeme definovat nahodnou mnozinu
X:

X=¢a (nB) @ ((1—n)C)

Véta 3.12 zarucuge, Ze definice je korektni a Ze X je opravdu nahodnd mnozina.
Pro hledant stredni hodnoty pouzijeme Vétu 4.11: muzZeme to udélat, ne-
bot R? je Banachiv a ndhodné mnoziny {&}, nB, (1—n)C jsou integrovatelné
(pro & to lze snadno spocitat; druhd a treti mnoZina maji omezenou normau,).
Dostaneme:
EX =E[¢® (nB) & ((1-n)C)] =

= E[clo(conv(£(nB)&((1-1)C)))] = clo(conv(EEGE(nB)SE((1—n1)C))) =
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= clo(conv([0,0] & B(0,p) & C(0, (1 —p)))) = [B(0, p) & C(0, (1 — p))].

Vyslednda mmnoZina je konvexnim obalem mnoziny bodu, lezicich ,mezi“ jed-
notkovou kruznici a obvodem ctverce C, pricemZz ¢im vétsi je hodnota p, tim
bliz ke kruznici se tyto body machdzeji. Docela jednoduse muzeme hranici
mnoziny X popsat v poldrnich souradnicich:

0X = (o, (1 — p) min{| tan(a)|, | cot(c)|} + p).

Pro druhou verzi prikladu (kde & je ddna whlem s rovnomérnym rozdélenim
a vzddlenosti s exponencidlnim rozdélenim) bude vijpocet zcela analogickiy:
staci st uwvedomit, Ze takto definovand & mad také nulovou stredni hodnotu.

Piiklad 5.13 (Zobecnéni ortogondlni regrese)

Z praxe je zndm pojem ortogondlni regrese, neboli ilohy o proloZend primky
tak, aby soucet ctvercu vzdalenosti dangjch (ndhodnych) bodu od ni byl mini-
malni. 'V tomto prikladu zobecnime tuto ulohu na minimalizaci vzdalenosti
(ndhodnych) mnozin od ndhodné uzaviené mnoziny. UkaZeme, Ze existuji-
li ,geometrickd® reseni pro skoro kaZdou realizaci, pak existuje i méritelné
resent ulohy. V pripadé, Ze optimalni reseni neexistuje, ukdZeme existenci
Skoro optimdalnich“ reseni. DokdZeme, Ze mnoZiny vsech optimdlnich a skoro
optimalnich Tesent jsou uzavrené nahodné mnoziny. UkaZeme existenci reSent,
maximalizugicich honoty dalsich funkct.

Definujme vzddlenost dvou mnozin Fy a Fy v metrickém prostoru (X, p)
jako distx (Fy, Fy) := inf{p(z,y);x € F1,y € Fp}.

Necht E,© jsou lokdlné kompaktni 1iplné separabilni metrické prostory.
Necht M : (©,0(0),Py) — E je ndhodnd uzaviend mnozina na pravdépodob-
nostnim prostoru, indukovaném ndhodnou velicinou 0 : (2,5,P) — O, a
necht Z; : (,§,P) — E,i = 1,..., N jsou ndhodné uzaviené mnoZiny.
Uvédomme si, Ze M(0(.)) : (2, §,P) — E je taky ndhodnd uzaviend mnoZina.

Prow € Q, y € © oznacme S(w,y) = S0 (distg(Z;(w), M(y)))?. Necht
navic pro kazdé pevné w € Q funkce S(w,-) je spojitd.

Ulohou je optimalné (ve smyslu minimalizace souctu ctverciu vzddlenosti

Zi(w) od M(0(w))) definovat nahodny bod 0 nebo, pokud optimdlni Teseni
neexistuje (nenabyvd se minimum), najit pro dané ¢ > 0 takové Tesent, aby
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soucet ctvercu vzdalenosti byl mazimalné o € vétsi, neZ infimum.

Napriklad v R™ mohou byt Z; ndhodné body a M(0y,0) = 0y @ ¢e(B), kde
0y je ndhodny bod, 0 je m-rozmérny ndhodnyj vektor na [0,27]"V ¢y(.) je
funkce otocent o uhel 0 a B je uzavrend deterministickd mnozina. V pripadé,
zZe B je primka, jde o ulohu ortogondlni regrese.

(1) Nejprve predpokladejme existenci ,,geometrickych® resent, tj. neprazdnost
mnozin A(w) = argminS(w,-) C © pro skoro viechnaw € Q. UkdZeme,
zZe A je uzavrend ndhodnd mnoZina.

Uzavrenost jednotlivych A(w) je zrejmd ze spojitosti funkce S(w,-).
Ovérme meéritelnost: zvolme kompakini mnozinu K € KC(O).

AT(K) ={w; Aw)NK # 0} = {w;ryréiélS(w,y) = géilr(lS(w,x)}.

Pro kazdou ndhodnou uzavienou mnozinu v R jeji infimum (suprémum)
je ndhodnd velicina: skutecné, je-li Cast(X) — Castaingova reprezen-
tace X, pak pro kazdé x € R je

{winf X(w) <z} = ] {wiéw) <z}

¢eCast(X)

S pomoci tohoto turzeni a véty o méritelnosti operaci ukdZeme, Ze
minge i S(w, ) je ndhodnd velicina:

diStE(Ei(w), M(l’)) -

—  inf inf  dist =
reclilst(s) zeCals?(M(m)) ists(r(w), 2(w))

—nrf U e 2@} -

reCast(Z) zeCast(M(z))

= inf clo{ U U {pu(r(w),z(w))}};

reCast(Z) zeCast(M(x))

N

S(w,x) =Y (diste(Z;(w), M(x)))*

i=1
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(2)

min S(w, r) =) inf{S(w,z(w)); x(w) € Cast(K)} =

zeK

= inf clof U {S(w,z(w))}},

z€Cast(K)

kde v rovnosti (x) jsme vyuzili spojitosti S(w,-). Zcela analogicky lze
dokdzat, Ze mingee S(w,y) je ndhodnd velicina.

Potom ale

A™(K) = (min S(w,y) — min S(w,z))"*(0) € F,

(K) = (min S(w, y) —min S(w, 2))~(0) € §

to jest A je méritelnd. Podle véty o reprezentaci (3.9) ezistuje Casta-
ingova reprezentace mnoziny A, a tedy existuji meritelné funkce
0:(Q,F,P) — O, minimalizugici soucet ¢tvercu vzdalenosti nahodnijch
mnozin Z; a M(-), dokonce mnozina takovijch resent je hustd v A.

Funkce S(w,-) vsdk nemusi nabyvat minima na ©. Napriklad je-li
©=NE=R, M) =01, N=1aZ = 0 skoro jisté, pak
S(w,z) > 0 = m(w). V takovém pripadé mizeme hledat ,dostatecné
dobré“ resent.

Definugme m(w) := inf co{S(w,y)}. Zvolme e > 0 a budeme se zabyvat
mnozinou takovych teseni 6, ze S(w,0(w)) < m(w) + €. Definujme
mnozinu

B(w) :={x € 0;S(w,z) < m(w) +¢}.

Ukdzeme, Ze B je uzaviend ndhodnd mnozina. Pro Yw € § je B(w)
uzavrend, nebot S(w,-) je zdola polospojitd. Ovérme méritelnost:

VK €K(©): B (K)={w;S(w, ) {(~oo,m(w) +e]} N K #0} =
= {w; éél}f{ S(w, k) <m(w) +e} =

— {king(s(w’ k) —m(w) < e} €7,
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nebot, jak jsme jiz dokdzali, infrcx S(w, k) a m(w) jsou ndhodné veli¢iny.
Zbyvd dokdzat, Ze B je neprdzdnd:

B#0) & YwlreO: Sw,z) <mw)+te & mw)> ig(gS(w,y),
y

coz plati podle definice m(w).

V obou probranyjch pripadech iloha obecné md vice reseni. Ze vsech moz-
nijch tesent, tj. ze vsech selekci ndhodné mnoziny A(w), resp. B(w), muZeme
hledat "nejlepsi”, tj. maximalizujici hodnotu spojité funkce F': © — R.

Dikaz existence eSeni bude probihat velmi podobné.
Je-li C(w) (ndhodnd uzaviend) mnozZina optimdlnich teseni ulohy regrese,
pak dokazeme, Ze sup{F (C)} = sup clo{U¢ccasic)F(§)} je ndhodnd velicina,
dokdzeme, ze D(w) := F~!([sup{F(C)}—¢, 00]) je ndhodnd uzaviend mnozina.
Dokazeme, Ze C'ND je neprdazdnd nahodnd uzavrend mnozina a tedy existuje
jeji Castaingova reprezentace. Hledand reseni jsou pravé selekce mnoziny

cnND.

Analogicky muzZeme poZadovat optimdalitu Teseni podle dalsich kriterii.
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