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1 Úvod 5
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množin. Definujeme v ńı takové pojmy, jako kapacitńı fukcionál, selekce,
měřitelná a integrovatelná multifunkce, Castaingova reprezentace a Auman-
nova středńı hodnota náhodné uzavřené množiny. Uvedeme Choquetovu
větu o vztahu kapacitńıch funkcionál̊u a náhodných množin, Himmelbergovu
větu o měřitelnosti, věty o vlastnostech selekćı a středńı hodnoty. Teorii do-
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Kapitola 1

Úvod

Jak napov́ıdá název, budeme se v této práci zabývat náhodnými elementy,
které nabývaj́ı hodnot na množině (uzavřených) podmnožin daného pro-
storu. Náhodnou veličinu můžeme chápat jako jednobodovou náhodnou mno-
žinu, a proto je přirozené čekat, že teorie náhodných množin bude rozš́ı̌reńım
teorie pravděpodobnosti. Teorie náhodných množin neńı jenom abstraktńı
teoríı – má aplikace např́ıklad ve statistice nebo stochastické geometrii a
jiných oblastech, kde hodnoty nějakého procesu jsou množiny.

V této práci definujeme základńı pojmy teorie náhodných množin a uve-
deme některé jejich vlastnosti. Hned v následuj́ıćı kapitole definujeme pojem
náhodné uzavřené množiny a jej́ıho kapacitńıho funkcionálu. Na konci ka-
pitoly uvedeme Choquetovu větu. V kapitole 3 se budeme zabývat pojmy
meřitelnosti multifunkćı a jej́ıch selekćı, rozš́ı̌ŕıme definice náhodné množiny
na lokálně nekompaktńı prostory. V kapitole 4 definujeme integrovatelnost
multifunkćı a Aumannovu středńı hodnotu náhodné množiny, uvedeme jej́ı
vlastnosti. Posledńı kapitola 5 obsahuje př́ıklady, které demonstruj́ı některé
aspekty a aplikace teorie náhodných množin.
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Kapitola 2

Náhodné množiny a kapacitńı
funkcionály

2.1 Uzavřené náhodné množiny

Na začátku této kapitoly uvedeme použité značeńı prostor̊u. V této práci se
budeme zabývat vlastnostmi r̊uzných zobrazeńı. Definičńım oborem těchto
zobrazeńı bude pravděpodobnostńı prostor (Ω,F,P) a jej́ıch hodnoty budou
ležet v prostoru E nebo v prostoru podmnožin E. Označme F , G, K množiny
všech uzavřených, otevřených a kompaktńıch podmnožin prostoru E.

Definice 2.1 (Náhodná uzavřená množina)
Necht’ (Ω,F,P) je pravděpodobnostńı prostor, E je lokálně kompaktńı

Hausdorff̊uv topologický prostor se spočetnou bázi (LCHS-prostor). Zobra-
zeńı X : Ω→ F nazýváme náhodnou uzavřenou množinou na E, pokud pro
každou kompaktńı množinu K ⊂ E plat́ı:

X−(K) := {ω ∈ Ω : X(ω) ∩K 6= ∅} ∈ F. (2.1)

Funkci X−(K) budeme nazývat X-vzor množiny K.

Definice 2.1 vlastně ř́ıká, že zobrazeńı X muśı být měřitelné, jakožto
zobrazeńı do (F ,B(F)), kde B(F) je σ-algebra generována FK = {F ∈ F :
F ∩ K 6= ∅}; K ∈ K (tzv. Effrosova σ-algebra). Dále se budeme zabývat
skoro jistě neprázdnými náhodnými množinami.

Pod́ıváme se nyńı na několik jednoduchých př́ıkladu náhodných uzavřených
množin.

6



Př́ıklady 2.2 (Náhodné uzavřené množiny)

1. Je-li ξ náhodná veličina s hodnotami v E, pak náhodný bod X = {ξ}
je náhodná uzavřená množina.

2. Je-li ξ reálná náhodná veličina, potom X = (−∞, ξ] je náhodná uzavře-
ná množina. Skutečně, {X ∩ K 6= ∅} = {ξ ≥ inf K} je měřitelným
jevem pro každou kompaktńı množinu K ∈ K.

3. Necht’ ξ1, ξ2, ξ3 jsou náhodné veličiny v Rn. Potom trojúhelńık s vrcholy
v {ξ1}, {ξ2}, {ξ3} je náhodná uzavřená množina. Měřitelnost tohoto
trojúhelńıku lze dokázat př́ımo, nebo lze použ́ıt tvrzeńı Věty 3.12, kterou
brzy dokážeme.

4. Necht’ ξ je náhodná veličina v Rn, η je nezáporná náhodná veličina.
Potom koule se středem v {ξ} a o poloměru η je náhodná uzavřená
množina.

5. Necht’ ζx je reálný stochastický proces na E se spojitými trajektoriemi.
Potom jeho úrovňová množina Lt = {x : ζx ≥ t} je náhodná uzavřená
množina. Stač́ı si uvědomit, že pro libovolnou kompaktńı množinu
K ∈ K je {X ∩K 6= ∅} = {supx∈K ζx ≥ t}.

S pomoćı náhodných množin také můžeme generovat náhodné veličiny.

Př́ıklady 2.3 (Náhodné veličiny, určené náhodnými množinami)

1. Je-li E Banach̊uv prostor a X náhodná uzavřená množina na E, je
norma množiny X, definována jako ‖X‖ = sup{‖x‖;x ∈ X}, náhodnou
veličinou nabývaj́ıćı hodnot na [0,∞]. Opravdu, jev {X > t} znamená,
že X má neprázdný pr̊unik s doplňkem uzavřené sféry o poloměru t a
se středem v nule.

2. Pro každé x ∈ E je hodnota indikátor̊u (náhodné) množiny X v bodě
x, tj. χX(x), náhodnou veličinou.
To plyne ihned z definice, nebot’ {x} ∈ K.
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2.2 Kapacitńı funkcionály

V teorii pravděpodobnosti odpov́ıdá dané reálné náhodné veličině nějaká
distribučńı funkce, která je zcela jednoznačně určena jej́ım rozděleńım, ale
také jednoznačně definuje rozděleńı náhodné veličiny. Pokuśıme se definovat
podobnou funkci i pro náhoné uzavřené množiny a ověřit, zda tato funkce
bude s náhodnou množinou v jednoznačném vztahu.

Definice 2.4 (Kapacitńı funkcionály)
Funkcionál TX : K → [0, 1] daný vzorcem:

TX(K) = P{X ∩K 6= ∅}, ∀K ∈ K (2.2)

nazýváme kapacitńım funkcionálem náhodné uzavřené množiny X.

Uvedeme několik př́ıklad̊u takových funkcionálu.

Př́ıklady 2.5 (Kapacitńı funkcionály náhodných množin)

1. Pro náhodný bod X = {ξ} je kapacitńı funkcionál pravděpodobnostńım
rozděleńım náhodné veličiny ξ.
Skutečně, TX(K) = P{ξ ∈ K} = Pξ(K).

2. Necht’ ξ1, ξ2 jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. Pak X =
{ξ1, ξ2} má kapacitńı funkcionál TX(K) = 1− (1−P{ξ1 ∈ K})2.

3. Necht’ pro nějakou náhodnou veličinu ξ je X = (−∞, ξ] náhodná
uzavřená množina. Pak jej́ı kapacitńı funkcionál je: TX(K) =
= P{ξ > inf K}.

4. Necht’ X = {x : ζx ≥ t}, kde ζx je reálný stochastický proces se spo-
jitými trajektoriemi. Potom TX(K) = P{supx∈K ζx ≥ t}.

Pod́ıváme se nyńı na vlastnosti kapacitńıch funkcionál̊u.

Věta 2.6 (Elementarńı vlastnosti kapacitńıch funkcionál̊u)
Necht’ X je náhodná uzavřená množina na E, T (K) je jej́ı kapacitńı

funkcionál. Pak plat́ı:
T (∅) = 0 (2.3)

∀K ∈ K : T (K) ∈ [0, 1] (2.4)

∀Kn ↘ K : T (Kn)↘ T (K) (2.5)
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Poznámka 2.7
Pokud neklesaj́ıćı zobrazeńı z prostoru K kompaktńıch množin LCHS-

prostoru E do R má vlastnost (2.5), ř́ıkáme, že je zhora polospojité. To, že
T je monotónńı (ve smyslu množinové inkluze) je snadno vidět:

Je-li K1 ⊂ K2 : T (K1) ≤ T (K2).

T splňuje dokonce mnohem silněǰśı podmı́nku monotónie: je úplně alter-
nuj́ıćı. Tento a několik daľśıch pojm̊u definujeme.

Definice 2.8 (Diference)
Indukćı definujme diferenci n-tého řádu funkcionálu T definovaného na

K následovně:

4K1T (K) = T (K)− T (K ∪K1), (2.6)

4Kn · · ·4K1T (K) = 4Kn−1 · · ·4K1T (K)−4Kn−1 · · ·4K1T (K∪Kn) (2.7)

Definice 2.9 (Úplná alternace)
Řekněme, že reálný funkcionál definovaný na K je úplně alternuj́ıćı, po-

kud
4Kn · · ·4K1T (K) ≤ 0, pro ∀n ≥ 1,∀K,K1, ...,Kn ∈ K. (2.8)

Pro kapacitńı funkcionál T můžeme zapsat vzoreček pro jeho prvńı dife-
renci jako pravděpodobnost určitého jev̊u, tedy:

4K1T (K) = P{X ∩K 6= ∅} −P{X ∩ (K ∪K1) 6= ∅} =

= −P{X ∩K1 6= ∅, X ∩K = ∅}.

Nyńı podobně snadno dostaneme vztah n-té diference a rozděleńı náhodné
uzavřené množiny:

4Kn · · ·4K1T (K) = −P{X ∈ FKK1,...,Kn
}, (2.9)

kde

FKK1,...,Kn
= {F ∈ F ;F ∩K = ∅, F ∩Ki 6= ∅, i = 1, ..., n}.
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Tedy kapacitńı funkcionál má všechny diference nekladné a je proto úplně
alternuj́ıćı.

Vlastnosti kapacitńıch funkcionál̊u jsou v jistém smyslu podobné vlast-
nostem distribučńıch funkćı – (2.5) je analogíı spojitosti zprava u distribučńıch
funkćı a úplná alternace zobecňuje koncepci monotónie. Tedy bychom mohli
očekávat, že kapacitńı funkcionály budou také aditivńı. Ale protipř́ıklad 5.3
na straně 26 ukazuje, že tomu tak neńı – kapacitńı funkcionály jsou pouze
subaditivńı, tj. plat́ı:

T (K1 ∪K2) ≤ T (K1) + T (K2)

pro každé dvě kompaktńı množiny K1, K2. Subaditivita je snadným d̊usled-
kem úplné alternace – stač́ı položit n = 2 a K = ∅.

Zbývá zjistit, zda funkcionál s takovými vlastnostmi odpov́ıdá našemu
hlavńımu požadavku – byti v jednoznačném vztahu s nějakou náhodnou
množinou.

2.3 Choquetova věta

V předchoźı části jsme zjistili, že kapacitńı funkcionál TX má čtyři základńı
vlastnosti – nabývá nuly na prázdné množině, nabývá hodnot z [0,1] na K, je
úplně alternuj́ıćı a je zhora polospojitý. Otázkou je, zda všechny funkcionály
s těmito vlastnostmi jsou kapacitńımi funkcionály nějakých náhodných mno-
žin? Rozděleńı náhodné množiny je definováno na σ-algebře B(F), mohli
bychom očekávat, že lze jednoznačně určit rozděleńı jenom s pomoćı jeho
hodnot na kompaktńıch množinách, nebot’ B(F) je generována množinami
FK , K ∈ K.

Věta 2.10 (Choquetova věta)
Necht’ E je LCHS-prostor. Funkcionál T : K → [0, 1] takový, že T (∅) = 0,

je kapacitńım funkcionálem nějaké uzavřené náhodné množiny v E právě
tehdy, když je úplně alternuj́ıćı a zhora polospojitý. Tato náhodná množina
je určena jednoznačně.

Dva r̊uzné d̊ukazy této fundamentálńı věty uvád́ı Ilya Molchanov ( [6],
13-18).
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Důsledky 2.11
Necht’ E je LCHS-prostor.

1. Kapacitńı funkcionál TX náhodné uzavřené množiny X je pravděpodob-
nostńı mı́rou právě tehdy, když X je náhodný bod, tj. je jednobodovou
množinou skoro jistě.

2. Náhodná uzavřená množina je deterministická tehdy a jen tehdy, když
TX nabývá pouze hodnot 0 a 1 na K.
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Kapitola 3

Měritelnost a selekce

3.1 Měřitelnost

V této kapitole definujeme náhodné uzavřené množiny na metrických
prostorech, které obecně nemuśı být lokálně kompaktńı.

Definice 3.1 (Multifunkce)
Necht’ (Ω,F,P) je pravděpodobnostńı prostor, E je separabilńı metrický

prostor. Skoro jistě neprázdné zobrazeńı X z pravděpodobnostńıho prostoru
(Ω,F,P) nabývaj́ıćı hodnot na množině všech podmnožin E nazýváme obec-
nou multifunkćı. Obecnou multifuncḱı, jej́ı̌z hodnoty jsou uzavřené, nazýváme
multifunkćı.

Definice 3.2 (Měřitelnost)
Řekněme, že (obecná) multifukce X je

borelovsky měřitelná, pokud

X−(B) = {ω : X(ω) ∩B 6= ∅} ∈ F (3.1)

pro každou borelovskou množinu B;
silně měřitelná, pokud

X−(F ) = {ω : X(ω) ∩ F 6= ∅} ∈ F (3.2)

pro každou uzavřenou množinu F ∈ F ;
slabě měřitelná, pokud

X−(G) = {ω : X(ω) ∩G 6= ∅} ∈ F (3.3)

pro každou otevřenou množinu G ∈ G.
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Uvědomme si, že pokud E je lokálně kompaktńı, pak slabě měřitelnými
funkcemi jsou právě skoro jistě neprazdné náhodné uzavřené množiny ve
smyslu definice 2.1.

Věta 3.3
Necht’ E je lokálně kompaktńı separabilńı metrický prostor a necht’

X : (Ω,F,P) → F je multifunkce. Potom X je náhodná uzavřená množina
právě tehdy, když je slabě měřitelná.

Důkaz
Slabá měřitelnost náhodné uzavřené množiny se dokaže snadno. Ke každé

otevřené množině G totiž najdeme takovou rostoućı posloupnost kompakt̊u
Kn, která konverguje k G. Proto plat́ı

X−(G) = {X ∩
⋃
n

Kn 6= ∅} =
⋃
n

{X ∩Kn 6= ∅} ∈ F,

a X je měřitelná multifunkce.

Necht’ X je slabě měřitelná multifunkce a necht’ H je kompaktńı metrický
prostor takový, že E je jeho hustý podprostor. Definujeme na H multifunkci
X̃(ω) := cloHX(ω). Neńı těžké se přesvědčit, že X̃ je definována korektně:
stač́ı si uvědomit, že každá (slabě) měřitelná multifunkce na podprostoru
metrického prostoru je také (slabě) měřitelná obecná multifukce a že uzávěr
hodnot slabě měřitelné obecné multifunkce definuje slabě měřitelnou mul-
tifunkćı. Tedy X̃ je slabě měřitelná multifunkce. Ukážeme, že X̃ je měřitelná.

Vzhledem ke kompaktnosti prostoru H, hodnoty X̃ jsou jen kompaktńı
množiny. Zvolme F ∈ F(H) libovolně a definujme rostoućı posloupnost
uzavřených množin Hn := {h ∈ H; dist(h, F ) ≥ 1/n}, n ∈ N. Sjednoceńı

množin Hn je rovno doplňku množiny F . Ukážeme měřitelnost X̃-vzoru F
s pomoćı měřitelnosti X̃−(Hc

n):

X̃−(F ) = {X̃ ∩ F = ∅}c =

= {X̃ ⊂ F c}c = {X̃ ⊂
⋃
n

Hn}c =(∗)

= (
⋃
n

{X̃ ⊂ Hn})c = (
⋃
n

{X̃ ∩Hc
n = ∅})c = (

⋃
n

(X̃−(Hc
n))c)c ∈ F,
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kde v rovnosti (∗) jsme využili kompaktnosti hodnot X̃. Tedy X̃ je měřitelná.

Zbývá ukazat, že X-vzory kompakt̊u jsou měřitelné. Pro každou
K ∈ K(E) máme:

X−(K) = {ω;X(ω) ∩K 6= ∅} =

= {ω; X̃(ω) ∩ E ∩K 6= ∅} =

= {ω; X̃(ω) ∩K 6= ∅} = X̃−(K) ∈ F.

Tedy X je náhodná uzavřená množina.

�

Definice 3.4 (Náhodná uzavřená množina)
Náhodnou uzavřenou množinu na separabilńım metrickém prostoru defi-

nujeme jako slabě měřitelnou multifunkci.

Věta 3.5 (O měřitelnosti)
Necht’ (E, ρ) je separabilńı metrický prostor, X : (Ω,F,P)→ E je multi-

fukce. Uvažujme tvrzeńı:

1. X je borelovsky měřitelná;

2. X je měřitelná;

3. X je slabě měřitelná;

4. Vzdálenost dist(y,X(ω)) je náhodnou veličinou pro každé y ∈ E;

5. Graf X patř́ı do součinové σ-algebry F a B(E), tj.

Graf(X) = {(ω, x) ∈ Ω× E : x ∈ X(ω)} ∈ F×B(E). (3.4)

Tato tvrzeńı jsou v následuj́ıćım vztahu: (1)⇒(2)⇒(3)⇔(4)⇒(5). Pokud E
je Polský prostor a (Ω,F,P) je úplný, jsou všechna tvrzeńı ekvivalentńı.

Připomeňme, že Polský prostor je úplný separabilńı metrický prostor a
že pravděpodobnostńı prostor je úplný, pokud pravděpodobnostńı mı́ra P je
úplná. Vzdálenost množiny A a bodu a v metrickém prostoru s metrikou ρ
označme ρ(a,A) := distρ(a,A) = infx∈A ρ(a, x).
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Důkaz

(1)⇒(2) Měřitelnost borelovsky měřitelné multifunkce je zřejmá.

(2)⇒(3) Necht’ multifunkce X je měřitelná. Označme Q(A) pr̊unik množiny A
a husté spočetné množiny Q. Potom libovolnou otevřenou množinu
G ∈ G lze vyjádřit jako spočetné sjednoceńı uzavřených kouĺı: G =⋃
x∈Q(G) B(x, εx), kde εx = ρ(x,Gc)/2. Ted’ už je vidět, že X−(G) je

měřitelná:

{X ∩
⋃

x∈Q(G)

B(x, εx) 6= ∅} =
⋃

x∈Q(G)

{X ∩B(x, εx) 6= ∅} ∈ F.

(3)⇔(4) Měřitelnost vzdálenosti multifunkce X od bodu y je ekvivalentńı měři-
telnosti množiny {ω; ρ(y,X(ω)) < ε} pro každé ε ∈ (0,∞). Tuto
množinu můžeme vyjádřit s pomoćı X− takto:

X−(U(x, ε)) = {ω;X(ω) ∩ U(x, ε) 6= ∅} = {ω; ρ(y,X(ω)) < ε}.
Měřitelnost této množiny pro každé kladné ε a pro každý bod x je
ekvivalent́ı slabé měřitelnosti X. Skutečně, v separabilńım prostoru je
otevřená množina spočetným sjednoceńım ε-okoĺı bod̊u množiny Q a
proto měřitelnost X-vzoru každého z těchto okoĺı implikuje měřitelnost
X-vzoru otevřené množiny.

(3)⇒(5) Definujme posloupnost náhodných množin Xn nasledovně:

Xn(ω) = {x ∈ E;∃y ∈ Q : ρ(x, y) < 1/n, ρ(y,X(ω)) < 1/n}.
Vid́ıme, že X(ω) = ∩n∈NXn(ω). Také Graf(X) = ∩n∈N(Graf(Xn)),
takže stač́ı dokazat měřitelnost Graf(Xn). Máme:

Graf(Xn) =
⋃
y∈Q

{ω ∈ Ω; ρ(y,X(ω)) < 1/n}×{x ∈ E; ρ(x, y) < 1/n} =

=
⋃
y∈Q

X−(U(y, 1/n))× (U(y, 1/n)) ∈ F×B(E).

(5)⇒(1) Necht’ E je úplný separabilńı metrický prostor, a necht’ pravděpodob-
nostńı mı́ra P je úplná. Pro libovolnou borelovskou množinu B máme:

X−(B) = {ω ∈ Ω;X(ω) ∩B 6= ∅} = πΩ{Graf(X) ∩ (Ω×B)}.

Dle věty o projekci (viz ( [1])) a z úplnosti mı́ry P projekce πΩ

F×B(E)-měřitelné množiny je F-měřitelná. �
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3.2 Selekce

V metrickém prostoru (nenáhodná) uzavřená množina je plně charakte-
rizovaná jej́ımi body; pokud je prostor separabilńı, pak můžeme vybrat
spočetně mnoho bod̊u, jednoznačně určuj́ıćıch danou množinu. V této kapi-
tole ukážeme, že za určitých předpoklad̊u lze analogicky popsát i náhodnou
uzavřenou množinu s pomoćı náhodných bod̊u – selekćı.

Definice 3.6 (Selekce)
Náhodnou veličinu ξ nazýváme měřitelnou selekćı multifunkce X, pokud

ξ(ω) ∈ X(ω) skoro všude na Ω. Množinu všech selekćı X budeme značit
S(X).

Je zřejmé, že pro každé ω můžeme vybrat nějaký element ξ(ω) ∈ X(ω).
Ale takto definovaná funkce nemuśı být měřitelná. Velmi d̊uležité je, že pro
měřitelnou multifunkci v Polském prostoru existuje jej́ı měřitelná selekce.

Věta 3.7 (O selekćıch)
Necht’ E je úplný separabilńı metrický prostor. Je-li X slabě měřitelné

zobrazeńı z (Ω,F,P) do F , které je neprázdné s pravděpodobnost́ı jedna,
pak S(X) 6= ∅.

Tato věta, dokázaná v ([4]), je fundamentálńı pro teorii náhodných množin.
S jej́ı pomoćı C.J.Himmelberg ([3]) dokazal i existenci husté spočetné množiny
měřitelných selekćı – Castaingové reprezentace náhodné množiny.

Definice 3.8 (Castaingova reprezentace)
Posloupnost měřitelných selekćı {ξn} nazýváme Castaingovou reprezen-

taćı měřitelné multifunkce X, pokud X = clo{ξn, n ≥ 1}.

Věta 3.9 (O reprezentaci)
Necht’ E je úplný separabilńı metrický prostor. Pak multifunkce je slabě

měřitelná právě tehdy, když existuje jej́ı Castaingova reprezentace.

Tato věta ř́ıká, že množina měřitelných selekćı jednoznačně definuje ná-
hodnou uzavřenou množinu a tedy i jej́ı rozděleńı. Tedy rozděleńı množiny je
určeno rozděleńım selekćı. Ale neńı pravda, že dvě stejně rozdělené náhodné
uzavřené množiny definuj́ı stejnou množinu rozděleńı selekćı: na straně 26 je
uveden protipř́ıklad (př́ıklad 5.5).
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Dále s pomoćı Castaingové reprezentace dokažeme měřitelnost některých
operaćı. Kromě operaćı uvedených ve větě 3.12 a citovaných z ([6]), v po-
sledńı kapitole v př́ıkladech dokažeme měřitelnost daľśıch množin, např́ıklad
množiny řešeńı jisté optimálizačńı ulohy.

Definice 3.10 (Hausdorffova metrika)
Necht’ (E, ρ) je metrický prostor. Pro každé dvě neprázdné množiny A,B

je Hausdorffova metrika definována jako

ρH(A,B) = max
(

sup
x∈A

ρ(x,B), sup
y∈B

ρ(A, y)
)
.

Definice 3.11 (Horńı a dolńı limity)
Necht’ {An} je posloupnost podmnožin E. Potom definujeme dolńı li-

mitu této posloupnosti LimInf(An) jako množinu limit posloupnost́ı bod̊u
xn ∈ An. Podobně definujeme horńı limitu LimSup(An) jako množinu hro-
madných bod̊u takových posloupnost́ı.

Všimněme si, že právě definované pojmy se lǐśı od klasických horńıch a
dolńıch limit (lim inf, lim sup) posloupnosti množin: lim inf(An) je množina
bod̊u, obsazených v každé množině An, n ≥ n0 a lim sup(An) – množina
bod̊u, obsazených v každé množině nějaké vybrané podposloupnosti Ank

.
Snadno nahlédneme, že pro každou posloupnost množin {An} plat́ı vztahy:
lim inf(An) ⊂ LimInf(An), lim sup(An) ⊂ LimSup(An).

Dále budeme také použ́ıvat množinové operace jako uzávěr (clo), kon-
vexńı obal (conv), Minkovského součet a násobeńı (A⊕ B,AB). Definice a
vlastnosti těchto operátor̊u jsou popsany např́ıklad v ([5]).

Věta 3.12 (Měřitelnost operaćı)
Necht’ (Ω,F,P) je úplný pravděpodobnostńı prostor, E je úplný a separa-

bilńı metrický prostor a X, X1, X2,... , Y jsou uzavřené náhodné množiny.
Potom následuj́ıćı funkce jsou také náhodné množiny:

(1) clo(conv(X)), tj. uzávěr konvexńıho obalu X ;

(2) αX, kde α je náhodná veličina;

(3) clo(XC), clo(int(X)), ∂X, tj. uzávěry doplňku a vnitřku, hranice X;

(4) X ∪ Y , X ∩ Y ;
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(5) clo(X ⊕ Y ), kde X ⊕ Y = {(x+ y) ∈ E;x ∈ X, y ∈ Y };

(6) ρH(X, Y ) (tj. Hausdorffova vzdálenost X a Y ) je náhodná veličina,
pokud X a Y jsou omezené;

(7) clo(∪n≥1Xn), ∩n≥1Xn;

(8) LimSup(Xn) a LimInf(Xn).

Důkaz

(1) Bez újmy na obecnosti předpokládáme X 6= ∅ skoro jistě. Uvažujme
{ξn, n ≥ 1} Castaingovu reprezentaci X. Tedy množina konvexńıch
kombinaćı s racionálńımi koeficienty prvk̊u z {ξn, n ≥ 1} je hustá v
clo(conv(X)), tj. je jej́ı Castaingovou reprezentaćı.

(2) Podobně, množina {αξn, n ≥ 1} je Castaingovou reprezentaćı αX.

(3) clo(int(X)) = clo((clo(XC))C) a ∂X = X ∩ clo(XC), a tedy stač́ı
dokázat měřitelnost clo(XC) a dokázat tvrzeńı (4).

Necht’ je dánaG ∈ G. Najdeme rostoućı posloupnost uzavřených množin
Fn konverguj́ıćı k G. Plat́ı

{clo(XC) ∩G 6= ∅} = ({G ⊂ X})C = (∩n≥1[Fn ⊂ X])C ,

takže stač́ı ukázat, že jev {F ⊂ X} je měřitelný pro každou uzavřenou
množinu F . Separabilita nám umožňuje vybrat posloupnost bod̊u
{xn, n ≥ 1} hustou v F , a tedy {F ⊂ X} = ∩n≥1{xn ∈ X} ∈ F.

(4) Je to speciálńı př́ıpad (7).

(5) Necht’ {ξn, n ≥ 1}, {θm,m ≥ 1} jsou Castaingové reprezentace X a Y .
Potom {ξn + θm,m ≥ 1, n ≥ 1} je reprezentaćı clo(X ⊕ Y ).

(6) Hausdorffovu vzdálenost X a Y lze také vyjádřit s pomoćı spočetně
mnoha reprezentaćı, odkud bude zřejmá jej́ı měřitelnost:

ρH(X, Y ) = ρH({ξn, n ≥ 1}, {θm,m ≥ 1}).
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(7) Pro libovolnou G ∈ G máme

{clo(∪n≥1Xn) ∩G 6= ∅} =
⋃
n≥1

{Xn ∩G 6= ∅} ∈ F,

tj. clo(∪n≥1Xn) je měřitelná. Pro pr̊unik ∩n≥1Xn užijeme ekvivalenci ve
větě o měřitelnosti a ukážeme měřitelnost př́ıslušného grafu vzhledem
k F×B(E):

Graf(∩n≥1Xn) =
⋂
n≥1

Graf(Xn).

(8) Uvědomme si, že Xε = {x; ρ(x,X) ≤ ε} je náhodnou množinou:

Graf(Xε) = {(ω, x); ρ(x,X(ω)) ≤ ε}

je měřitelný, nebot’ vzdálenost je (F×B(E),B(R))-měřitelná.

Zaṕı̌seme LimInf a LimSup následovně:

LimInfn→∞(Xn) =
⋂
k≥1

clo(
⋃
m≥1

⋂
n≥m

X1/k
n ),

LimSupn→∞(Xn) =
⋂
m≥1

clo(
⋃
n≥m

Xn).

Nyńı už jejich měřitelnost okamžitě plyne ze (7).

�

Je třeba poznamenat, že s pomoćı těchto operaćı lze konstruovat dosti
velkou tř́ıdu měřitelných multifunkćı z náhodných bod̊u a deterministických
množin. Takové konstrukce budeme částo použ́ıvat v př́ıkladech v posledńı
kapitole.
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Kapitola 4

Středńı hodnota

Prostor všech uzavřených množin neńı lineárńı, a proto nelze definovat středńı
hodnotu náhodné uzavřené množiny úplně analogicky, jako u náhodných
veličin. Uvažujme např́ıklad reálnou náhodnou množinu, nabývaj́ıćı s pravdě-
podobnost́ı 1/2 hodnot {0, 1} a [0, 1]. Nebo takovou náhodnou množinu,
která je kompaktńı s pravděpodobnost́ı 1/2. Opravdu, neńı triviálńı takovým
zobrazeńım přǐradit nějakou množinu tak, aby měla nějaké rozumné vlast-
nosti, které od středńı hodnoty očekáváme. V závislosti na našich požadavćıch
můžeme definovat takovou množinu několika zp̊usoby. V této práci uvedeme
pouze jeden z nich – definujeme středńı hodnotu s pomoćı stredńıch hod-
not selekćı dané náhodné množiny, tj. definujeme tak zvanou Aumannovu
středńı hodnotu.

Dále budeme předpokládat, že prostor E je Banach̊uv a že zkoumané
náhodné množiny jsou skoro jistě neprázdné. Důkazy vět z této kapitoly lze
naj́ıt v ( [6], 2.1, 145-160).

4.1 Integrovatelné selekce

Při definováńı měřitelných selekćı a zkoumáńı jejich vlastnost́ı jsme ne-
potřebovali lineárnost prostoru E. I když v rámci této práce uvedeme tvr-
zeńı a definice jenom pro lineárńı prostory, lze je snadno zobecnit; k tomu
potřebujeme v podstatě jenom zavést Bochnerovu středńı hodnotu pro ná-
hodné veličiny (viz ( [6], 414-415) nebo ( [2], III, 2)).
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Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,F,P). Pro p ∈ [1,∞] ozna-
čme Lp = Lp(Ω,E) množinu všech náhodných veličin s hodnotami v E a
konečnou Lp-normou

‖ξ‖p = E‖ξ‖p, p ∈ [1,∞),

‖ξ‖p = Eesssupω∈Ωξ(ω), p =∞,
kde esssupω∈Ωξ(ω) je supremum v podstatě, tj. inf{A⊂Ω;P(A)=0} supω∈(Ω\A)(ξ(ω)).

Definice 4.1 (p-integrovatelné selekce)
Necht’ X je náhodná uzavřená množina na E, p ∈ [1,∞]. Definujeme

Sp(X) jako množinu všech p-integrovatelných selekćı dané náhodné množiny
X, tj.

Sp(X) = S(X) ∩ Lp.

Je-li selekce 1-integrovatelná, budeme jednoduše ř́ıkat, že je to integrova-
telná selekce. Následuj́ıćı věta uvád́ı základńı vlastnosti p-integrovatelných
selekćı.

Věta 4.2
Necht’ X, Y jsou náhodné uzavřené množiny na E. Potom pro každé

p ∈ [1,∞] plat́ı:

1. Sp(X) je uzavřenou podmnožinou Lp;

2. pokud Sp(X) 6= ∅, pak existuje posloupnost {ξn, n ≥ 1} ⊂ Sp(X) ta-
ková, že X = clo{ξn, n ≥ 1};

Druhé tvrzeńı této věty zaručuje existenci Castaingové reprezentace mul-
tifunkce s pomoćı p-integrovatelných selekćı pokud v́ıme, že alespoň jedna ta-
ková selekce existuje. Z toho plyne, že jsou-li množiny p-integrovatelných se-
lekćı dvou náhodných uzavřených množin stejné a neprázdné, pak se náhodné
množiny rovnaj́ı s pravděpodobnost́ı jedna.

Daľśı dvě věty ukazuj́ı vztah mezi p-integrovatelnými selekcemi a funk-
cemi náhodných množin.

Věta 4.3
Necht’ X1, X2 jsou náhodné uzavřené množiny, X = clo(X1 ⊕X2), p ∈

[1,∞). Pokud Sp(X1) a Sp(X2) jsou neprázdné, pak

Sp(X) = clo(Sp(X1)⊕ Sp(X2)).
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Věta 4.4
Pokud pro náhodnou množinu X a dané p ∈ [1,∞) existuje aspoň jedna

p-integrovatelná selekce, tj. pokud Sp(X) 6= ∅, pak

Sp(clo(conv(X))) = clo(conv(Sp(X))).

Nav́ıc, Sp(X) je konvexńı (v Lp) pravě, když X je konvexńı skoro jistě.

Následuj́ıćı věta nám dává nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci
p-integrovatelných selekćı pro danou náhodnou množinu.

Věta 4.5
Necht’ je dáno p ∈ [1,∞] a náhodná množina X. Potom Sp(X) 6= ∅

právě, když reálná náhodná veličina daná vzdálenost́ı X od nuly

α = ρ(0, X) = inf{‖x‖;x ∈ X}

je p-integrovatelná, tj. α ∈ Lp(Ω,R).

4.2 Aumannova středńı hodnota

Než definujeme samotnou středńı hodnotu, zavedeme si ještě dva po-
mocné pojmy.

Definice 4.6 (Integrovatelnost náhodných množin)
Řekneme, že náhodná uzavřená množina X je integrovatelně omezená,

pokud jej́ı norma
‖X‖ = sup{‖x‖;x ∈ X}

má konečnou středńı hodnotu.
Řekneme, že je integrovatelná, pokud má alespoň jednu integrovatelnou

selekci, tj. S1(X) 6= ∅.

Jak jsme ukázali v př́ıkladu 1 na straně 7, je ‖X‖ skutečně náhodnou
veličinou. Je zřejmé, že každá integrovatelně omezená náhodná množina je
také integrovatelná. Dokonce každá jej́ı selekce je integrovatelná.

Definice 4.7 (Aumannova středńı hodnota)
Aumannova středńı hodnota náhodné uzavřené množiny je uzávěrem mno-

žiny středńıch hodnot jej́ıch integrovatelných selekćı, tj.

EX = clo{Eξ; ξ ∈ S1(X)}.
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Definice 4.8 (Aumann̊uv integrál)
Aumannovým integrálem náhodné množiny X je množina středńıch hod-

not jej́ıch integrovatelných selekćı, tj.

EIX = {Eξ; ξ ∈ S1(X)}.

Pojmy Aumannova integrálu a Aumannové středńı hodnoty jsou si dost
podobné, avšak Aumann̊uv integrál neńı nutně uzavřený. Př́ıklad uzavřené
náhodné množiny s neuzavřeným Aumannovým integrálem uvedeme později.
Některé podmı́nky, implikuj́ıćı uzavřenost Aumannova integrálu, jsou po-
psány ve Větě 4.12.

Př́ıklad 4.9 (Středńı hodnota deterministické náhodné množiny)
Necht’ X definováná na (Ω,F,P) je rovna {0, 1} skoro jistě. Každá se-

lekce ξA m̊uže být definována, jako charakteristická funkce nějaké měřitelné
podmnožiny A ⊂ Ω:

ξA(ω) = χA(ω).

Středńı hodnota ξA je rovna pravděpodobnosti jevu A. Tedy

EX = clo{P(A);A ∈ F}.

Vid́ıme, že narozd́ıl od středńı hodnoty náhodné veličiny v teorii pravdě-
podobnosti, středńı hodnota uzavřené náhodné množiny neńı jednoznačně
určena jej́ım rozděleńım: má význam i pravděpodobnostńı prostor (Ω,F,P),
na kterém je náhodná množina definována. Př́ıklad dvou stejně rozdělených
množin s r̊uznými Aumannovými středńımi hodnotami je uveden na straně
27 (př́ıklad 5.6).

Podstatné je, zda daný pravděpodobnostńı prostor obsahuje atomy, či
nikoliv. Následuj́ıćı věta uvád́ı podmı́nky pro to, aby Aumannova středńı
hodnota reálné náhodné množiny byla konvexńı.

Věta 4.10 (Konvexifikace v Rn)
Necht’ E = Rn a pravděpodobnostńı prostor (Ω,F,P) neobsahuje atomy.

Pokud X je integrovatelně omezená, pak EX a EIX jsou konvexńı, EIX =
EIconv(X) a EX = Econv(X).
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Věta 4.11 (Vlastnosti Aumannovy středńı hodnoty)
Necht’ E je Banach̊uv prostor a X a Y jsou integrovatelné náhodné množiny.

Potom

1. ρH(EX,EY ) ≤ EρH(X, Y ), kde ρH je Hausdorffova metrika;

2. Eclo(conv(X ⊕ Y )) = clo(conv(EX ⊕ EY ));

3. Eclo(conv(X)) = clo(conv(EX)).

Pokud (Ω,F,P) neobsahuje atomy, pak Eclo(conv(X)) = EX.

Věta 4.12 (Uzavřenost Aumannova integrálu)
Necht’ E je Banach̊uv prostor, X je integrovatelně omezená náhodná

množina. Potom EIX je uzavřená, pokud je splněna aspoň jedna z následu-
j́ıćıch podmı́nek:

1. E má konečnou dimenzi;

2. E je reflexivńı (tj. E∗∗ = E) a X je konvexńı skoro jistě.

Pokud (Ω,F,P) neobsahuje atomy, pak Eclo(conv(X)) = EX.

Věta 4.13
Necht’ duálńı prostor k E je separabilńı. Pokud X je integrovatelná a má

Aumannovu středńı hodnotu {x} pro nějaký bod x ∈ E, pak X je skoro jistě
jednobodová množina.
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Kapitola 5

Př́ıklady

V této kapitole uvedeme několik př́ıklad̊u, které by ilustrovali použit́ı
teorie probrané v předchoźıch kapitolách, a tak ji vhodně doplňovali.

Př́ıklad 5.1 (Aplikace věty o měřitelnosti operaćı)

Na začátku prvńı kapitoly jsme si v př́ıkladu 3 na straně 7 jako př́ıklad
náhodné uzavřené množiny uvedli trojúhelńık, jehož vrcholy jsou náhodné
body. Nyńı k tomu, abychom si uvědomili, že tato množina je skutečně měři-
telná, stač́ı použ́ıt Větu 3.12. Skutečně, takový trojúhelńık je pouze kon-
vexńım obalem tř́ı náhodných bod̊u, a tedy je uzavřenou náhodnou množinou.

Podobně m̊užeme kouli z př́ıkladu 4 vyjádřit jako {ξ} ⊕ ηB, kde ξ a η
jsou náhodné veličiny definované v př́ıkladu a B je jednotková koule, kterou
chapáme jako deterministickou náhodnou množinu. Tedy podle Věty 3.12 je
to náhodná uzavřená množina.

Př́ıklad 5.2 (Diference)

Uvedeme několik jednoduchých př́ıklad̊u diferenćı vyšš́ıho řádu.
Necht’ {ξ} je náhodný bod s rozděleńım P. Potom

−4Kn · · ·4K1T (K) = P{ξ ∈ K1 ∩ . . . ∩Kn ∩Kc}.

Pro X = {x; ζx ≥ 0}, kde ζ je spojitá funkce, máme:

−4Kn · · ·4K1T (K) = P{sup
x∈K

ζx < 0, sup
x∈Ki

ζx ≥ 0, i = 1, . . . , n}.
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Př́ıklad 5.3 (Neaditivita kapacitńıch funkcionál̊u)

Při zkoumáńı vlastnost́ı kapacitńıch funkcionál̊u na straně 10 jsme tvr-
dili, že kapacitńı funkcionál neńı aditivńı, ale je pouze subaditivńı. Uvedeme
si protipř́ıklad.

V Rn necht’ X = Br(ξ) je (náhodná) sféra o poloměru r se středem,
daným náhodnou veličinou ξ, K1, K2 jsou dvě disjunktńı kompaktńı množiny.
Potom TX(K) = P{dist(ξ,K) ≤ r}, což neńı mı́ra, nebot’ pokud vzdálenost
množin K1 a K2 je menš́ı než r, pak TX(K1 ∪K2) 6= TX(K1) + TX(K2).

Př́ıklad 5.4

Necht’ U je náhodná veličiná s rovnoměrným rozděleńım na [0, 1], a necht’

F : R → [0, 1] je zhora polospojitá funkce, tj. taková, že pro ∀y ∈ [0, 1]
množina {x ∈ R;F (x) ≥ y} je uzavřená. Dokažeme, že

X(ω) := {x ∈ R;F (x) ≥ U(ω)}

je náhodná uzavřená množina a najdeme jej́ı kapacitńı funkcionál.

∀K ∈ K(R) : X−(K) = {ω; X(ω) ∩K 6= ∅} =

= {ω; {x ∈ R;F (x) ≥ U(ω)} ∩K 6= ∅} =

= {ω;U(ω) < sup(F (K))} ∈ F,

nebot’ U je měřitelná. Kapacitńı funkcionál náhodné množiny X je

TX(K) = P[X−(K)] =

= P[{ω;U(ω) < sup(F (K))}] = sup(F (K)).

Př́ıklad 5.5 (Rozděleńı selekćı stejně rozdělených množin)
Z věty o reprezentaci 3.9 (strana 16) v́ıme, že náhodnou množinu (neboli

slabě měřitelnou multifunkci) lze vyjádřit s pomoćı Castaingové reprezentace,
tj. jako uzávěr spočetně mnoha selekćı. Ukážeme, že dvě stejně rozdělené
náhodné uzavřené množiny m̊užou mı́t r̊uzné množiny rozděleńı svých se-
lekćı.
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Necht’ Ω = [0, 1] s Borelovskou σ-algebrou a Lebesgueovou mı́rou λ je
pravděpodobnostńı prostor, na němž jsou definovány dvě reálné uzavřené
náhodné množiny X a Y . Necht’ X(ω) = {−ω, ω}, Y (ω) = {−s(ω), s(ω)},
kde s(ω) = 2ω, pro ω ∈ [0, 1/2) a s(ω) = 2ω − 1, pro ω ∈ [1/2, 1]. Vid́ıme,
že X a Y jsou stejně rozdělené, ale selekce Y

η(ω) = s(ω)χ[0,1/2)(ω)− s(ω)χ[1/2,1](ω)

má rozděleńı, které nemá žadná selekce X.

Př́ıklad 5.6 (Středńı hodnota stejně rozdělených množin)
Jako i množina selekćı (v př́ıkladě 5.5), středńı hodnota neńı určena

pouze rozděleńım uzavřené náhodné množiny. Představme si dva pravdě-
podobnostńı prostory – jednobodový Ω1 = {0} s triviálńı σ-algebrou a Ω2 =
[0, 1] s borelovskou σ-algebrou. Položme náhodné množiny X1 a X2, defino-
vané na př́ıslušných pravděpodobnostńıch prostorech, deterministicky rovné
množině {0, 1}. Prvńı množina má Aumannovu středńı hodnotu EX1 =
{0, 1}, zat́ımco středńı hodnota druhé množiny vyplńı celý interval a bude
se shodovat se středńı hodnotou svého konvexńıho obalu (Věta 4.10): EX2 =
[0, 1].

Př́ıklad 5.7 (Neuzavřený Aumann̊uv integrál)
Necht’ E je nereflexivńı (tj. E∗∗ 6= E) separabilńı Banach̊uv prostor. V

tomto prostoru existuj́ı uzavřené konvexńı množiny F1 a F2, které nelze
oddělit nadrovinou (jejich vzdálenost je nulová). Necht’ se X s pravděpo-
dobnostmi 1/2 rovná F1 a −F2 = {−x;x ∈ F2}. Potom

EIX = {(x1 − x2)/2;x1 ∈ F1, x2 ∈ F2}.

F1 a F2 jsou disjunktńı, takže EIX neobsahuje nulu. Ale ρ(F1, F2) = 0, takže
nula je v uzávěru clo(EIX).

Př́ıklad 5.8 (Redukovaná středńı hodnota a posunut́ı)
V tomto př́ıkladu si ukážeme, že posunut́ı náhodné množiny ovlivňuje

tvar jej́ı středńı hodnoty.

Řı́káme, že EX] je redukovaná středńı hodnota náhodné množiny X, po-
kud je to středńı hodnota množiny X] definované na (Ω,FX ,P) a stejně
rozdělené s X; FX je minimálńı σ-algebra, v̊uči ńı̌z je X měřitelnou multi-
funkćı.
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Necht’ E je reálná př́ımka, X je determimistická náhodná uzavřená mno-
žina rovná {0, 1}, ξ je reálná náhodná veličina s rovnoměrným rozděleńım
na [−1, 1]. Definujeme Y = X + ξ. Potom redukována středńı hodnota je
EX] = {0, 1} a EY ] = [0, 1] 6= EX] + Eξ. D̊uvodem je v podstatě to, že
přidáńı náhodného bodu ξ měńı strukturu σ-algebry generované náhodnou
množinou.

Př́ıklad 5.9
Necht’ X je náhodná uzavřená množina na Rd, která má Aumannovu

středńı hodnotu {a} ∈ Rd. Dokažeme, že kapacitńı funkcionál TX je mı́ra.

Duálńı prostor k Rd je separabilńı, EX je jednobodová. Proto z věty 4.13
plyne, že X je skoro jistě jednobodová množina. Prostor Rd je lokálně kom-
paktńı a tedy plat́ı Choquetova věta 2.10, z ńı̌z plyne, že kapacitńı funkcionál
TX je určen jednoznačně a je to mı́ra. Nav́ıc v́ıme, že tato mı́ra má středńı
hodnotu v bodě a.

Př́ıklad 5.10 (Graf náhodného procesu)
Jedńım z přirozených nápad̊u toho, co by mohlo být náhodnou uzavřenou

množinou je graf náhodného procesu. Na př́ıkladu Brownova mostu ověř́ıme,
zda opravdu jde o náhodnou množinu.

Připomeneme, že Brown̊uv most {Bt, t ∈ [0, 1]} je definován jako Bt =
Wt − tW1, kde {Wt, t ∈ [0, 1]} je Wiener̊uv proces (Brown̊uv pohyb).

Nejprve ověř́ıme měřitelnost. Pro danou kompaktńı množinu K ∈ K
označme Kt jej́ı pr̊unik s př́ımkou {(t, x);x ∈ R}. Zřejmě Kt je B(R)-
měřitelná. Potom jev z definice náhodné množiny je

[X ∩K 6= ∅] =
⋃
t∈T

[Bt ∈ Kt] =
⋃

t∈T∩Q

[Bt ∈ Kt],

kde v posledńı rovnosti jsme využili spojitosti trajektorie Brownova mostu.
Měřitelnost posledńıho jevu plyne z měřitelnosti procesu.

Př́ıklad 5.11
Najdeme středńı hodnotu trojúhelńıku X z př́ıkladu 5.1 za předpokladu,

že jeho vrcholy {ξ1}, {ξ2}, {ξ3} jsou nezávislé se stejným rozděleńım

N
(( 0

0

)
,

(
1 0
0 1

))
na R2. Už jsme dokázali, že X je náhodná množina.

Ze symetrie normalńıho rozděleńı kolem nuly je zřejmé, že pokud středńı
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hodnota existuje, pak je to nula nebo koule se středem v nule. V př́ıkladu
5.13 jsme dokázali, že existuje selekce ξ ∈ S(X) taková, že ‖ξ‖ = ‖X‖ =
sup(‖µ‖;µ ∈ S(X)) skoro jistě. Selekce ξ je integrovatelná a má nejvěťśı
normu. Tedy norma Aumannovy středńı hodnoty X je rovna středńı hodnotě
normy selekce ξ. Tedy

EX = B({0},E‖ξ‖) = B({0},E max{‖ξ1‖, ‖ξ2‖, ‖ξ3‖}).

Posledńı výraz už umı́me spoč́ıtat, nebot’ ‖ξi‖ maj́ı stejné rozděleńı, jako
norma jednorozměrné normalńı náhodné veličiny. Po kratkém výpočtu do-
staneme

E max{‖ξ1‖, ‖ξ2‖, ‖ξ3‖} = (2/π)3/2/3,

a tedy
EX = B({0}, (2/π)3/2/3).

Př́ıklad 5.12
Vyřeš́ıme ještě jeden př́ıklad. Chceme v (R2, ρeukl) zkonstruovat náhodnou

množinu, která by s pravděpodobnost́ı p ∈ [0, 1] byla jednotkovou kouĺı, s
pravděpodobnost́ı (1−p) – čtvercem s délkou strany 2, aby jej́ı střed měl nor-
mované (po složkách nekorelované) normálńı rozděleńı v rovině (resp. rov-
noměrně rozdělený úhel a exponenciálně rozdělenou normu). Nav́ıc chceme
naj́ıt Aumannovu středńı hodnotu této množiny.

Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,F,P), který neobsahuje atomy. De-

finujeme v R2 náhodné veličiny ξ ∼ N
(( 0

0

)
,

(
1 0
0 1

))
a η ∼ Alt(p).

Definujeme dále dvě deterministické uzavřené náhodné množiny: jednotko-
vou kouli B = B(0, 1) a čtverec C = C(0, 1), kde C(0, r) je kružnice o po-
loměru r v supremové metrice. Nyńı m̊užeme definovat náhodnou množinu
X:

X = ξ ⊕ (ηB)⊕ ((1− η)C)

Věta 3.12 zaručuje, že definice je korektńı a že X je opravdu náhodná množina.
Pro hledańı středńı hodnoty použijeme Větu 4.11: m̊užeme to udělat, ne-

bot’ R2 je Banach̊uv a náhodné množiny {ξ}, ηB, (1−η)C jsou integrovatelné
(pro ξ to lze snadno spoč́ıtat; druhá a třet́ı množina maj́ı omezenou normu).
Dostaneme:

EX = E[ξ ⊕ (ηB)⊕ ((1− η)C)] =

= E[clo(conv(ξ⊕(ηB)⊕((1−η)C)))] = clo(conv(Eξ⊕E(ηB)⊕E((1−η)C))) =
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= clo(conv([0, 0]⊕B(0, p)⊕C(0, (1− p)))) = [B(0, p)⊕C(0, (1− p))].

Výsledná množina je konvexńım obalem množiny bod̊u, lež́ıćıch
”

mezi“ jed-
notkovou kružnici a obvodem čtverce C, přičemž č́ım věťśı je hodnota p, t́ım
bĺı̌z ke kružnici se tyto body nacházej́ı. Docela jednoduše m̊užeme hranici
množiny X popsat v polárńıch souřadnićıch:

∂X = (α, (1− p) min{| tan(α)|, | cot(α)|}+ p).

Pro druhou verzi př́ıkladu (kde ξ je dána úhlem s rovnoměrným rozděleńım
a vzdálenost́ı s exponenciálńım rozděleńım) bude výpočet zcela analogický:
stač́ı si uvědomit, že takto definovaná ξ má také nulovou středńı hodnotu.

Př́ıklad 5.13 (Zobecněńı ortogonálńı regrese)
Z praxe je znám pojem ortogonálńı regrese, neboli úlohy o proložeńı př́ımky

tak, aby součet čtverc̊u vzdalenost́ı daných (náhodných) bod̊u od ńı byl mini-
malńı. V tomto př́ıkladu zobecńıme tuto úlohu na minimalizaci vzdálenost́ı
(náhodných) množin od náhodné uzavřené množiny. Ukažeme, že existuj́ı-
li

”
geometrická“ řešeńı pro skoro každou realizaci, pak existuje i měřitelné

řešeńı úlohy. V př́ıpadě, že optimálńı řešeńı neexistuje, ukážeme existenci

”
skoro optimálńıch“ řešeńı. Dokážeme, že množiny všech optimálńıch a skoro

optimálńıch řešeńı jsou uzavřené náhodné množiny. Ukažeme existenci řešeńı,
maximalizujićıch honoty daľśıch funkćı.

Definujme vzdálenost dvou množin F1 a F2 v metrickém prostoru (X, ρ)
jako distX(F1, F2) := inf{ρ(x, y);x ∈ F1, y ∈ F2}.

Necht’ E,Θ jsou lokálně kompaktńı úplné separabilńı metrické prostory.
Necht’ M : (Θ, σ(θ),Pθ)→ E je náhodná uzavřená množina na pravděpodob-
nostńım prostoru, indukovaném náhodnou veličinou θ : (Ω,F,P) → Θ, a
necht’ Ξi : (Ω,F,P) → E, i = 1, . . . , N jsou náhodné uzavřené množiny.
Uvědomme si, že M(θ(.)) : (Ω,F,P)→ E je taky náhodná uzavřená množina.

Pro ω ∈ Ω, y ∈ Θ označme S(ω, y) :=
∑N

i=1(distE(Ξi(ω),M(y)))2. Necht’

nav́ıc pro každé pevné ω ∈ Ω funkce S(ω, ·) je spojitá.

Úlohou je optimálně (ve smyslu minimalizace součtu čtverc̊u vzdálenost́ı
Ξi(ω) od M(θ(ω))) definovat náhodný bod θ nebo, pokud optimálńı řešeńı
neexistuje (nenabývá se minimum), naj́ıt pro dané ε > 0 takové řešeńı, aby
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součet čtverc̊u vzdálenost́ı byl maximalně o ε věťśı, než infimum.

Např́ıklad v Rm mohou být Ξi náhodné body a M(θ0, θ) = θ0⊕φθ(B), kde
θ0 je náhodný bod, θ je m-rozměrný náhodný vektor na [0, 2π](m−1), φθ(.) je
funkce otočeńı o úhel θ a B je uzavřená deterministická množina. V př́ıpadě,
že B je př́ımka, jde o úlohu ortogonálńı regrese.

(1) Nejprve předpokládejme existenci
”

geometrických“ řešeńı, tj. neprázdnost
množin A(ω) := argminS(ω, ·) ⊂ Θ pro skoro všechna ω ∈ Ω. Ukážeme,
že A je uzavřená náhodná množina.

Uzavřenost jednotlivých A(ω) je zřejmá ze spojitosti funkce S(ω, ·).
Ověřme měřitelnost: zvolme kompaktńı množinu K ∈ K(Θ).

A−(K) = {ω;A(ω) ∩K 6= ∅} = {ω; min
y∈Θ

S(ω, y) = min
x∈K

S(ω, x)}.

Pro každou náhodnou uzavřenou množinu v R jej́ı infimum (suprémum)
je náhodná veličina: skutečně, je-li Cast(X) – Castaingova reprezen-
tace X, pak pro každé x ∈ R je

{ω; inf X(ω) < x} =
⋃

ξ∈Cast(X)

{ω; ξ(ω) < x}.

S pomoćı tohoto tvrzeńı a věty o měřitelnosti operaćı ukážeme, že
minx∈K S(ω, x) je náhodná veličina:

distE(Ξi(ω),M(x)) =

= inf
r∈Cast(Ξ)

inf
z∈Cast(M(x))

distE(r(ω), z(ω)) =

= inf{
⋃

r∈Cast(Ξ)

⋃
z∈Cast(M(x))

{ρ(r(ω), z(ω))}} =

= inf clo{
⋃

r∈Cast(Ξ)

⋃
z∈Cast(M(x))

{ρH(r(ω), z(ω))}};

S(ω, x) =
N∑
i=1

(distE(Ξi(ω),M(x)))2;
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min
x∈K

S(ω, x) =(∗) inf{S(ω, x(ω));x(ω) ∈ Cast(K)} =

= inf clo{
⋃

x∈Cast(K)

{S(ω, x(ω))}},

kde v rovnosti (∗) jsme využili spojitosti S(ω, ·). Zcela analogicky lze
dokázat, že miny∈Θ S(ω, y) je náhodná veličina.

Potom ale

A−(K) = (min
y∈Θ

S(ω, y)−min
x∈K

S(ω, x))−1(0) ∈ F,

to jest A je měřitelná. Podle věty o reprezentaci (3.9) existuje Casta-
ingova reprezentace množiny A, a tedy existuj́ı měřitelné funkce
θ : (Ω,F,P)→ Θ, minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdalenost́ı náhodných
množin Ξi a M(·), dokonce množina takových řešeńı je hustá v A.

(2) Funkce S(ω, ·) všák nemuśı nabývat minima na Θ. Např́ıklad je-li
Θ = N, E = R, M(θ) = θ−1, N = 1 a Ξ1 = 0 skoro jistě, pak
S(ω, x) > 0 = m(ω). V takovém př́ıpadě m̊užeme hledat

”
dostatecně

dobré“ řešeńı.

Definujme m(ω) := infy∈Θ{S(ω, y)}. Zvolme ε > 0 a budeme se zabývat
množinou takových řešeńı θ, že S(ω, θ(ω)) ≤ m(ω) + ε. Definujme
množinu

B(ω) := {x ∈ Θ;S(ω, x) ≤ m(ω) + ε}.

Ukážeme, že B je uzavřená náhodná množina. Pro ∀ω ∈ Ω je B(ω)
uzavřená, nebot’ S(ω, ·) je zdola polospojitá. Ověřme měřitelnost:

∀K ∈ K(Θ) : B−(K) = {ω;S(ω, ·)−1{(−∞,m(ω) + ε]} ∩K 6= ∅} =

= {ω; inf
k∈K

S(ω, k) < m(ω) + ε} =

= { inf
k∈K

S(ω, k)−m(ω) < ε} ∈ F,
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nebot’, jak jsme jǐz dokázali, infk∈K S(ω, k) a m(ω) jsou náhodné veličiny.
Zbývá dokázat, že B je neprázdná:

B 6= ∅ ⇔ ∀ω∃x ∈ Θ : S(ω, x) ≤ m(ω)+ε ⇔ m(ω) ≥ inf
y∈Θ

S(ω, y),

což plat́ı podle definice m(ω).

V obou probraných př́ıpadech úloha obecně má v́ıce řešeńı. Ze všech mož-
ných řešeńı, tj. ze všech selekćı náhodné množiny A(ω), resp. B(ω), m̊užeme
hledat ”nejlepš́ı”, tj. maximalizuj́ıćı hodnotu spojité funkce F : Θ→ R.

D̊ukaz existence řešeńı bude prob́ıhat velmi podobně.
Je-li C(ω) (náhodná uzavřená) množina optimálńıch řešeńı úlohy regrese,
pak dokážeme, že sup{F (C)} = sup clo{∪ξ∈Cast(C)F (ξ)} je náhodná veličina,
dokážeme, že D(ω) := F−1([sup{F (C)}−ε,∞]) je náhodná uzavřená množina.
Dokažeme, že C∩D je neprázdná náhodná uzavřená množina a tedy existuje
jej́ı Castaingova reprezentace. Hledaná řešeńı jsou právě selekce množiny
C ∩D.

Analogicky m̊užeme požadovat optimálitu řešeńı podle daľśıch kriteríı.
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