
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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3 Výpočet energie monoexcitovaných stav̊u helia 11
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Vedoućı bakalářské práce: doc. Mgr. Jaroslav Zamastil, Ph.D.
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Kapitola 1

Úvod

Problematický člen interakce dvou elektron̊u, úměrný 1/|r1 − r2|, vystupuje v
každém hamiltoniánu, popisuj́ıćım v́ıcelektronový atom. Právě d́ıky tomuto členu
odolal atom helia všem pokus̊um o nalezeńı analytického tvaru vlnové funkce,
která by popisovala stacionárńı stavy.

Přesto bychom rádi vysvětlili rentgenová spektra atomu helia, tak jak se to
povedlo pro atom vod́ıku. Prvńı pokus učinil C. Eckart v článku [1]. Zavedl tzv.
st́ıńıćı konstanty a jejich optimalizaćı ve variačńı metodě se mu podařilo vysvětlit
energie nejnižš́ıch stav̊u dané spektrálńı série. V současné době se už́ıvá tzv.
metoda explicitně korelovaných funkćı, jež je popsána v [2]. Použit́ı explicitně
korelovaných funkćı poskytne velice dobré výsledky, problémem však je náročnost
této metody - tedy nemožnost rozš́ı̌reńı na atomy s větš́ım počtem elektron̊u.
Daľśım omezeńım této metody je obt́ıžnost popisu vysoce excitovaných stav̊u.

V této práci navazujeme na nápad z [1] použ́ıt st́ıńıćı konstantu, tj. představu,
že náboj jádra je částečně odst́ıněn vlivem vnitřńıho elektronu (elektron s nižš́ım
hlavńım kvantovým č́ıslem). V kapitole 2 jsou shrnuty základńı poznatky z poru-
chové teorie a kvantové mechaniky potřebné v této práci. V kapitole 3 je použita
tato metoda na monoexcitované stavy. Nakonec, v kapitole 4, jsou diskutovány
spočtené výsledky.
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Kapitola 2

Základńı poznatky kvantové
mechaniky

Při studiu stacionárńıch stav̊u nerelativistických systémů kvantové mechaniky,
vycháźıme z bezčasové Schrödingerovy rovnice

Ĥ|Ψ〉 = E|Ψ〉. (2.1)

kde Ĥ je hamiltonián, který plně definuje problém. Jeho vlastńı vektory |Ψ〉, resp.
vlastńı č́ısla E popisuj́ı stavy systému, resp. jeho energii.

Před započet́ım vlastńı práce se nejprve seznámı́me se základńımi metodami
a vyřešenými podproblémy našeho tématu.

2.1 Jednoelektronový atom

2.1.1 Atomové jednotky

Hamiltonián atomu s jedńım elektronem a nábojem jádra Ze má v těžǐst’ové
soustavě v jednotkách SI tvar

Ĥ = − h̄2

2mr

∇2 − Ze2

4πε0r
, (2.2)

kde r = |r̂| a mr = memj/(me +mj) je redukovaná hmotnost soustavy elektronu
o hmotnosti me a jádra o hmotnosti mj. Z praktických d̊uvod̊u se v kvantové
mechanice použ́ıvaj́ı tzv. přirozené jednotky h̄ = c = ε0 = 1. Použijeme-li
nav́ıc bezrozměrnou konstantu jemné struktury

α =
e2

4πε0h̄c
≈ 1

137, 036
, (2.3)

můžeme hamiltonián (2.2) přepsat do tvaru

Ĥ = − ∇
2

2mr

− Zα

r
. (2.4)
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Pro daľśı zjednodušeńı je vhodné přej́ıt k bezrozměrným (tzv. atomovým) jed-
notkám, tj. provést transformaci r → λrA(

− ∇
2

2mr

− Zα

r

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉(

−∇
2
A

2λ2
− Zmrα

λrA

)
|Ψ〉 = mrE|Ψ〉(

−∇
2
A

2
− Zmrαλ

rA

)
|Ψ〉 = λ2mrE|Ψ〉. (2.5)

Zvoĺıme-li zat́ım neurčenou konstantu λ tak, aby Zmrαλ = 1, pak z (2.5) dosta-
neme (

−∇
2
A

2
− 1

rA

)
|Ψ〉 = EA|Ψ〉, (2.6)

kde pro bezrozměrnou energii v atomových jednotkách plat́ı EA = E/(mrZ
2α2).

Protože budeme v daľśım textu použ́ıvat předevš́ım atomové jednotky, vypust́ıme
index A.

2.1.2 Řešeńı jednoelektronového atomu

Zp̊usob̊u, jak nalézt řešeńı atomu vod́ıkového typu je několik. Bud’ můžeme rovnici
(2.6) napsat v souřadnicové reprezentaci a řešit diferenciálńı rovnici (tento př́ıstup
viz[3]), nebo můžeme řešeńı naj́ıt užit́ım komutačńıch relaćı Runge-Lenzova vek-
toru (viz [4],[5]).

V obou př́ıpadech dostaneme vlastńı stavy hamiltoniánu |Ψ〉 = |n, l,m〉|s〉.
Hamiltonián nep̊usob́ı na spinovou část řešeńı |s〉, takže jej́ı stav je nezávislý. Pro
prostorovou část |n, l,m〉 plat́ı

Ĥ|n, l,m〉 = − 1

2n2
|n, l,m〉,

L̂2|n, l,m〉 = l(l + 1)|n, l,m〉,
L̂3|n, l,m〉 = m|n, l,m〉,

kde n ∈ {1, 2, . . . }, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1} am ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l}. V souřadnicové
reprezentaci dostaváme

〈r|n, l,m〉 = Rnl(r)Ylm(ϑ, ϕ), (2.7)

kde Rnl(r) je normovaná radiálńı část vlnové funkce, kterou lze pomoćı zo-
becněných Laguerrových polynomů Lks(x) zapsat ve tvaru

Rnl(r) =

√
(n− l − 1)!

(n+ l)!

(
2

n

)(
2r

n

)l
L2l+1
n−l−1

(
2r

n

)
e−r/n, (2.8)

a Yml(ϑ, ϕ) je sférická funkce, kterou lze pomoćı přidružených Legendreových
polynomů P k

s (x) zapsat ve tvaru

Ylm(ϑ, ϕ) = (−1)m

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
Pm
l (cosϑ)eimϕ. (2.9)

7



2.2 Poruchová teorie

Poruchová teorie se použ́ıvá, pokud neznáme analytické řešeńı nějakého systému,
ale můžeme si př́ıslušný hamiltonián rozdělit na části

Ĥ = Ĥ0 + λ1Ĥ1 + λ2Ĥ2 + λ1λ2Ĥ3, (2.10)

tj. na neporušený hamiltonián Ĥ0, který je analyticky řešitelný

Ĥ0|Ψ(0)〉 = E(0)|Ψ(0)〉. (2.11)

a na tzv. poruchy Ĥ1, Ĥ2 a Ĥ3, které jsou malé ve srovnáńı s Ĥ0. Konstanta λi
označuje parametr (řád poruchy), podle kterého rozv́ıj́ıme.

Obecně plat́ı, že poruchový rozvoj konverguje t́ım rychleji, č́ım je porucha
menš́ı.

Protože předpokládáme, že poruchy jsou malé, můžeme skutečnou vlnovou
funkci |Ψ〉 (źıskanou řešeńım bezčasové Schrödingerovy rovnice pro hamiltonián
Ĥ) hledat ve tvaru, který se od neporušené vlnové funkce |Ψ(0)〉 lǐśı jen o malé
př́ıspěvky v řádu poruch

|Ψ〉 = |Ψ(0)〉+λ1|Ψ(1)
10 〉+λ2|Ψ(1)

01 〉+λ21|Ψ
(2)
20 〉+λ1λ2|Ψ(2)

11 〉+λ22|Ψ
(2)
02 〉+ . . . . (2.12)

Stejný předpklad uděláme pro energie E př́ıslušnou k vlnové funkci |Ψ〉

E = E(0) + λ1E
(1)
10 + λ2E

(1)
01 + λ21E

(2)
20 + λ1λ2E

(2)
11 + λ22E

(2)
02 + . . . (2.13)

Použili jsme značeńı, kde vždy u mocnin λn1λ
m
2 stoj́ı |Ψ(n+m)

nm 〉 nebo E
(n+m)
nm .

Dosazeńım (2.10), (2.12) a (2.13) do bezčasové Schrödingerovy rovnice (2.1)

(
Ĥ0 + λ1Ĥ1 + λ2Ĥ2 + λ1λ2Ĥ3

)(
|Ψ(0)〉+ λ1|Ψ(1)

10 〉+ λ2|Ψ(1)
01 〉+ . . .

)
=

=
(
E(0) + λ1E

(1)
10 + λ2E

(1)
01 + . . .

)(
|Ψ(0)〉+ λ1|Ψ(1)

10 〉+ λ2|Ψ(1)
01 〉+ . . .

)
(2.14)

porovnáńım obou stran dostaneme vztahy pro výpočet všech člen̊u rozvoje (2.12)
a (2.13). Pro nultý řád dostaneme př́ımo (2.11).

2.2.1 Vztahy pro výpočet E(1)

U prvńıho řádu λ1 źıskáme(
Ĥ0 − E(0)

)
|Ψ(1)

10 〉 = −
(
Ĥ1 − E(1)

10

)
|Ψ(0)〉 (2.15)

Nyńı použijeme tzv. “intermediate normalization” (volnost v rozvoji vlnové
funkce) a jednotlivé členy rozvoje vybereme navzájem ortogonálńı

〈Ψ(n+m)
nm |Ψ(k+l)

kl 〉 = δnkδml. (2.16)

Přenásob́ıme-li tedy výraz (2.15) zleva bra-vektorem |Ψ(0)〉, dostaneme výraz pro
určeńı korekce k energii prvńıho řádu u λ1
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E
(1)
10 = 〈Ψ(0)|Ĥ1|Ψ(0)〉. (2.17)

,
Stejným postupem bychom došli i ke korekci k energii prvńıho řádu u λ2

E
(1)
01 = 〈Ψ(0)|Ĥ2|Ψ(0)〉. (2.18)

.

2.2.2 Vztahy pro výpočet E(2)

Obdobně se postupuje pro druhý řád. Nejprve z porovnáńı př́ıslušných výraz̊u u
λ21 v rovnici (2.14) dostaneme(

Ĥ0 − E0

)
|Ψ(2)

20 〉 = −
(
Ĥ1 − E1

)
|Ψ(1)

10 〉+ E
(2)
20 |Ψ(0)〉. (2.19)

Opět stač́ı přenásobit bra-vektorem 〈Ψ(0)|. Stejně postupujeme i pro daľśı moc-
niny λ1λ2 a λ22:

E
(2)
20 = 〈Ψ(0)|Ĥ1|Ψ(1)

10 〉, (2.20)

E
(2)
02 = 〈Ψ(0)|Ĥ2|Ψ(1)

01 〉, (2.21)

E
(2)
11 = 〈Ψ(0)|Ĥ3|Ψ(0)〉+ 〈Ψ(0)|Ĥ1|Ψ(1)

01 〉+ 〈Ψ(0)|Ĥ2|Ψ(1)
10 〉. (2.22)

Ve vztaźıch výše neznáme vlnové funkce |Ψ(1)
10 〉 a |Ψ(1)

10 〉, tedy opravy k vlnové

funkci stoj́ıćı u λ1

(
|Ψ(1)

10 〉
)

a u λ2

(
|Ψ(1)

10 〉
)

. Konkrétně |Ψ(1)
10 〉 vystupuje ve vztahu

(2.15), odkud ji můžeme vyjádřit

|Ψ(1)
10 〉 = − 1

Ĥ0 − E(0)

(
Ĥ1 − E(1)

10

)
|Ψ(0)〉. (2.23)

Stejně by se postupovalo pro |Ψ(1)
01 〉. Pro výpočet korekćı k energii druhého

řádu tedy dostáváme

E
(2)
20 = 〈Ψ(0)|Ĥ1

1

Ĥ0 − E(0)

(
Ĥ1 − E(1)

10

)
|Ψ(0)〉, (2.24)

E
(2)
02 = 〈Ψ(0)|Ĥ2

1

Ĥ0 − E(0)

(
Ĥ2 − E(1)

01

)
|Ψ(0)〉 (2.25)

a

E
(2)
11 = 〈Ψ(0)|Ĥ3|Ψ(0)〉+ 〈Ψ(0)|Ĥ1

1

Ĥ0 − E(0)

(
Ĥ2 − E(1)

01

)
|Ψ(0)〉+

+〈Ψ(0)|Ĥ2
1

Ĥ0 − E(0)

(
Ĥ1 − E(1)

10

)
|Ψ(0)〉 (2.26)

Tyto výrazy se daj́ı spoč́ıtat jednoduše, pokud použijeme úplné spektrum
neporušeného Hamiltoniánu (za předpokladu, že toto spektrum je diskrétńı)

Ĥ0Ψ
(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n (2.27)
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kde index n označuje tzv. referenčńı stav.
Z volby ”intermediate normalization”(2.16) v́ıme, že projekce |Ψ(1)〉 do |Ψ(0)〉

je nulová, takže po vložeńı rozkladu jedničky
∑∞

n=0 |Ψ
(0)
n 〉〈Ψ(0)

n | se daj́ı korekce k
energii druhého řádu konkrétńıho stavu vyjádřit užit́ım následuj́ıćıch vztah̊u

E
(2)
20 =

∑
k 6=n

|〈Ψ(0)
n |Ĥ1|Ψ(0)

k 〉|2

E
(0)
n − E(0)

k

, (2.28)

E
(2)
02 =

∑
k 6=n

|〈Ψ(0)
n |Ĥ2|Ψ(0)

k 〉|2

E
(0)
n − E(0)

k

(2.29)

a

E
(2)
11 = 〈Ψ(0)|Ĥ3|Ψ(0)〉+

∑
k 6=n

〈Ψ(0)
n |Ĥ1|Ψ(0)

k 〉〈Ψ
(0)
k |Ĥ2|Ψ(0)

n 〉
E

(0)
n − E(0)

k

+

+
∑
k 6=n

〈Ψ(0)
n |Ĥ2|Ψ(0)

k 〉〈Ψ
(0)
k |Ĥ1|Ψ(0)

n 〉
E

(0)
n − E(0)

k

. (2.30)
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Kapitola 3

Výpočet energie
monoexcitovaných stav̊u helia

3.1 Formulace problému

V př́ıpadě atomu se dvěma elektrony má hamiltonián tvar (v bezrozměrných
atomových jednotkách)

Ĥ = −∇
2
1

2
− 1

r1
− ∇

2
2

2
− 1

r2
+

1

Z

1

r12
. (3.1)

kde indexy 1 a 2 č́ısluj́ı prvńı a druhý elektron a r12 = |r1 − r2|. V hamiltoniánu
(3.1) neuvažujeme relativistické opravy, spinorbitálńı a spin-spinovou interakci a
podobně.

Neńı znám zp̊usob, jak naj́ıt analytické řešeńı tohoto problému, takže se
muśıme uchýlit k použit́ı přibližné metody. Protože je účelem naj́ıt energie excito-
vaných stav̊u, je vhodné použ́ıt poruchovou teorii. Variačńı metoda (jej́ı zavedeńı
viz [5], [6]) neńı použitelná př́ımo na excitované stavy. V práci [1] se nepodařilo
vypoč́ıtat energii pro vyšš́ı stavy dané spektrálńı série, právě proto, že při výpočtu
nebyly odečteny pr̊uměty nižš́ıch stav̊u do optimalizovaných excitovaných stav̊u.

3.1.1 Struktura spektra helia a monoexcitované stavy

Spektrum atomu helia je podstatně komplikovaněǰśı než spektrum atomu vod́ıku.
V atomu vod́ıku je jasně oddělena diskrétńı a spojitá část spektra, které od-
pov́ıdaj́ı vázaným a volným stav̊um.

V atomu helia jsou však vázané pouze monoexcitované stavy, tj. stavy, kdy
vnitřńı elektron má n = 1 a l = 0. Biexcitované stavy (oba elektrony maj́ı hlavńı
kvantové č́ıslo větš́ı než jedna) maj́ı stejnou energii jako stavy s jedńım elektronem
v základńım stavu a druhým ve volném stavu.

3.1.2 Symetrie prostorové části vlnové funkce

Hamiltonián (3.1) komutuje s operátorem výměny částic P̂12 (d̊ukaz v [6]).Fyzikálně
to odpov́ıdá tomu, že elektrony jsou nerozlǐsitelné. Elektrony jsou fermiony a
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splňuj́ı tedy Pauliho princip. Tento princip vyplývá z toho, že vlnové funkce při
záměně elektron̊u měńı znaménko

P̂12|Ψ(1, 2)〉 = |Ψ(2, 1)〉 = −|Ψ(1, 2)〉. (3.2)

Hamiltonián (3.1) nep̊usob́ı na spin, takže celkovou dvoučásticovou vlnovou funkci
|Ψ(1, 2)〉 můžeme rozseparovat stejným zp̊usobem jako v podsekci o řešeńı atomu
vod́ıku 2.1.2, tj. |Ψ(1, 2)〉 = |ψ〉|σ〉, kde |ψ〉 je prostorová část a |σ〉 je spinová
část. Z teorie pro skládáńı momentu hybnosti (viz [5], [6]) dostáváme, že jediné
možné tvary spinové části jsou

|σ〉 = | ↑〉1| ↑〉2,
1√
2

(| ↑〉1| ↓〉2 + | ↓〉1| ↑〉2) nebo | ↓〉1| ↓〉2 pro triplet

nebo

|σ〉 =
1√
2

(| ↑〉1| ↓〉2 − | ↓〉1| ↑〉2) pro singlet

Aby celková vlnová funkce |Ψ(1, 2)〉 byla antisymterická, muśı být prostorová část
|ψ〉 antisymetrická pro triplet a symetrická pro singlet.

3.1.3 Tradičńı rozděleńı hamiltoniánu

Na prvńı pohled se nab́ıźı rozděleńı hamiltoniánu do tvaru

Ĥ0 = −∇
2
1

2
− 1

r1
− ∇

2
2

2
− 1

r2
a λĤ1 =

1

Z

1

r12
. (3.3)

Neporušený hamiltonián Ĥ0 splňuje stejné komutačńı relace jako Ĥ, takže
vlnová funkce muśı být i vlastńı funkćı operátoru P̂12. V nejjednodušš́ım př́ıpadě
stač́ı za prostorovou část zvolit vhodně symetrizovaný součin vlnových funkćı pro
atom vod́ıku. Tento př́ıstup byl použit v článku [1] a běžně se použ́ıvá v učebnićıch
jako př́ıklad použit́ı poruchové metody (např. [5]).

3.1.4 Nové rozděleńı hamiltoniánu

Pro naše výpočty si hamiltonián atomu helia rozeṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem

Ĥ = −∇
2
1

2
− 1

r1
− ∇

2
2

2
−
(
1− 1

Z

)
r2

+
1

Z

(
1

r12
− 1

r2

)
(3.4)

a jednotlivé části urč́ıme jako

Ĥ0 = −∇
2
1

2
− 1

r1
− ∇

2
2

2
−
(
1− 1

Z

)
r2

(3.5)

a

λ1Ĥ1 =
1

Z

(
1

r12
− 1

r2

)
, (3.6)

kde λ1 = 1/Z.

12



Nevýhodou tohoto př́ıstupu je, že Ĥ0 narozd́ıl od Ĥ nekomutuje s operátorem
P̂12. Pro neporušenou funkci |Ψ(0)〉 se tedy ztráćı efekt výměny částic. Stavy
př́ıslušej́ıćı hamiltoniánu Ĥ0 odpov́ıdaj́ı vlnovým funkćım, které nemuśı být an-
tisymetrické v̊uči permutaci částic, což je v protikladu k postulát̊um kvantové
mechaniky.

3.1.5 Porucha souvisej́ıćı s výměnou

Abychom výměnný efekt do výpočtu zahrnuli, budeme uvažovat přechod od an-
tisymetrické či symetrické prostorové části vlnové funkce |ψ〉 k obecné vlnové
funkci |ϕ〉, bez požadavku na antisymterii, podle vztahu

|ψ〉 =
1± P̂12

2
|ϕ〉. (3.7)

kde vrchńı znaménko (+) odpov́ıdá singletu a spodńı (-) tripletu. Ze vztahu (3.7)
dosad́ıme do Schrödingerovy rovnice (2.1) a najdeme nový hamiltonián Ĥ ′, jehož
řešeńım nemuśı být antisymetrické stavy:

Ĥ
1± P̂12

2
|ϕ〉 = E

1± P̂12

2
|ϕ〉 (3.8)[

Ĥ ± (Ĥ − E)P̂12

]
|ϕ〉 = E|ϕ〉. (3.9)

Nový hamiltonián Ĥ ′ = Ĥ ± (Ĥ − E)P̂12 dává řešeńım stejné energie jako
p̊uvodńı hamiltonián Ĥ a nav́ıc od takto źıskaných vlnových funkćı |ϕ〉 se dá k
p̊uvodńım funkćım |ψ〉 přej́ıt snadno podle vztahu (3.7). Poruchu souvisej́ıćı s
výměnou označ́ıme

λ2Ĥ
′
2 = ±λ2

(
Ĥ0 + λ1Ĥ1 − E

)
P̂12. (3.10)

Parametr λ2 jsme přidali pro snadněǰśı orientaci ve vztaźıch. Při č́ıselném
výpočtu polož́ıme λ2 = 1.

Hamiltonián rozděĺıme na

Ĥ ′ = Ĥ0 + λ1Ĥ1 + λ2Ĥ2 + λ1λ2Ĥ3, (3.11)

kde

Ĥ0 = −∇
2
1

2
− 1

r1
− ∇

2
2

2
−
(
1− 1

Z

)
r2

, (3.12)

λ1Ĥ1 =
1

Z

(
1

r12
− 1

r2

)
, (3.13)

λ2Ĥ2 = ±λ2
(
Ĥ0 − E

)
P̂12 (3.14)

a

λ1λ2Ĥ3 = ± 1

Z
λ2

[(
1

r12
− 1

r2

)
− E

]
P̂12. (3.15)
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Dostali jsme tak formálně stejný rozklad, jako v sekci o poruchové teorii 2.2.
Vlnovou funkci a energii tedy rozvineme stejným zp̊usobem a použijeme odvozené
vzorce.

Dále budeme poč́ıtat pouze korekce E
(1)
10 , E

(1)
01 a naznač́ıme řešeńı pro př́ıspěvky

druhého řádu. Rozvoj energie, která vystupuje v poruše λ2Ĥ
′
2, aproximujeme

pouze prvńımi třemi členy tj.:

E ≈ E(0) + λ1E
(1)
10 + λ2E

(1)
01 . (3.16)

Nav́ıc se ukáže, že člen E
(1)
01 je nulový, takže jej v daľśım nebudeme uvažovat.

Pro Ĥ2 a Ĥ3 tak dostáváme

λ2Ĥ2 = ±λ2
(
Ĥ0 − E(0)

)
P̂12 (3.17)

a

λ1λ2Ĥ3 = ± 1

Z
λ2

[(
1

r12
− 1

r2

)
− E(1)

10

]
P̂12. (3.18)

Při započ́ıtáńı vyš́ıch řád̊u rozvoje energie bychom formálně dostali daľśı po-
ruchové členy, které by bylo korektńı započ́ıtat. Poruchy řádu E

(n+m)
nm by se ale

projevily až u člen̊u s λn1λ
m+1
2 , takže pro výpočet poruch druhého řádu je rozděleńı

hamiltoniánu Ĥ ′ z (3.11) i neúplný rozvoj energie (3.16) v pořádku. Touto apro-
ximaćı se v řádech, které poč́ıtáme žádné chyby nedopust́ıme.

3.2 Energie nultého řádu

3.2.1 Odvozeńı energie z transformace souřadnic

Nejprve muśıme nalézt analytické řešeńı neporušeného hamiltoniánu

Ĥ0|ϕ0〉 = E(0)|ϕ0〉. (3.19)

Protože je Ĥ0 = ĥ1 + ĥ2 složen ze dvou nezávislých vod́ıku podobných hamil-
tonián̊u

ĥ1 = −∇
2
1

2
− 1

r1
, (3.20)

ĥ2 = −∇
2
2

2
−
(
1− 1

Z

)
r2

, (3.21)

můžeme hledat řešeńı ve tvaru |ϕ0〉 = |ϕ01〉|ϕ02〉, takové, že

ĥ1|ϕ01〉 = E
(0)
1 |ϕ01〉 (3.22)

a

ĥ2|ϕ02〉 = E
(0)
2 |ϕ02〉. (3.23)

Řešeńı atomu vod́ıkového typu je vyloženo v podsekci 2.1.2. Rovnice pro ha-
miltonián ĥ1 (3.22) je ve tvaru rovnice pro atom vod́ıku (2.6), takže rovnou
dostáváme |ϕ01〉 = |n, l,m〉.
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Pro ĥ2 muśıme nejprve provést záměnu souřadnic podobnou té, kterou jsme
ukázali v podsekci o atomových jednotkách 2.1.1, tj. muśıme provést transformaci
r → λr′. (

−∇
2
1

2
−
(
1− 1

Z

)
r

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉(

−∇
′2
1

2λ2
−
(
1− 1

Z

)
λr′

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉(

−∇
′2
1

2
−
(
1− 1

Z

)
λ

r′

)
|Ψ〉 = λ2E|Ψ〉 (3.24)

Zvoĺıme-li neurčenou konstantu λ tak, aby (1−1/Z)λ = 1, pak z (3.24) dostaneme(
−∇

′2

2
− 1

r′

)
|Ψ〉 = E ′|Ψ〉, (3.25)

kde pro energii v nových jednotkách r′ plat́ı

E ′ =
E

(1− 1/Z)2
. (3.26)

Použijme označeńı |ϕ02〉 = |N,L,M〉.
Chceme znát energii E

(0)
2 ze vztahu (3.23) (v souřadnćıch r), nikoli E

′(0)
2 (v

souřadnićıch r′). Rovnice (3.25) je už ve tvaru rovnice popisuj́ıćı atom vod́ıku

(2.6), takže máme E ′ = −1/(2N2) s použit́ım (3.26) i E
(0)
2 = −(1−1/Z)2/(2N2).

Energii nultého řádu už zjist́ıme př́ımo zap̊usobeńım Ĥ0 na stav |n, l,m〉|N,L,M〉

Ĥ0|n, l,m〉|N,L,M〉 = (ĥ1 + ĥ2)|n, l,m〉|N,L,M〉 =

=

(
− 1

2n2
−
(
1− 1

Z

)2
2N2

)
|n, l,m〉|N,L,M〉

Dostali jsme tedy výsledek

E(0) = − 1

2n2
−
(
1− 1

Z

)2
2N2

. (3.27)

3.2.2 Adaptace k symetrii

V d̊usledku sférické symetrie (neńı preferován žádný specifický směr) komutuje
hamiltonián dvouelektronového atomu (3.1) s operátory L̂2 = (L̂1 + L̂2)

2 a L̂z =
L̂1,z + L̂2,z, jak je ukázáno např. v [5]. Hamiltonián nekomutuje s L̂1,z nebo L̂2,z

samotnými. Správné by tedy bylo přecházet od kvantových č́ısel m a M daných
nekomutuj́ıćımi operátory ke kvantovým č́ısl̊um J a MJ př́ıslušným k operátor̊um
L̂2 a L̂z.

Pro monoexcitované stavy však tento přechod provádět nemuśıme, protože v
př́ıpadě l = 0 a m = 0 dostáváme J = L a MJ = M .

Jak je známo, stavy s daným L a r̊uzným M jsou degenerované. Pro jedno-
duchost budeme ve výpočtech brát M = 0.
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3.3 Energie prvńıho řádu

Energii prvńıho řádu dostaneme př́ımo dosazeńım poruchy Ĥ1 a Ĥ2 a stavu |ϕ0〉 =
|n, l,m〉|N,L,M〉 do vztah̊u (2.17) a (2.18):

E
(1)
10 = 〈ϕ0|

1

Z

(
1

r12
− 1

r2

)
|ϕ0〉 (3.28)

a

E
(1)
01 = 〈ϕ0| ±

(
Ĥ0 − E(0)

)
P̂12|ϕ0〉. (3.29)

Protože máme 〈ϕ0|Ĥ0 = 〈ϕ0|E(0), je výraz (3.29) je nulový

E
(1)
01 = 〈ϕ0| ±

(
E(0) − E(0)

)
P̂12|ϕ0〉 = 0. (3.30)

Vztah (3.28) můžeme přepsat užit́ım označeńı integrál̊u (A.1) – (A.4) z př́ılohy
A do tvaru

E
(1)
10 =

1

Z
[J(n, l,m,N, L,M)−R(N,L,M,N,L,M)]. (3.31)

3.4 Energie druhého řádu

Ideálńı by bylo započ́ıtat všechny poruchy druhého řádu

E
(2)
20 = 〈Ψ(0)|

(
1

r12
− 1

r2

)
1

Ĥ0 − E(0)((
1

r12
− 1

r2

)
− E(1)

10

)
|Ψ(0)〉, (3.32)

E
(2)
02 = ±〈Ψ(0)|

(
Ĥ0 − E(0)

)
P̂12

1

Ĥ0 − E(0)(
±
(
Ĥ0 − E(0)

)
P̂12 − E(1)

01

)
|Ψ(0)〉 (3.33)

a

E
(2)
11 = 〈Ψ(0)| ±

[(
1

r12
− 1

r2

)
− E(1)

10

]
P̂12|Ψ(0)〉+ 〈Ψ(0)|

(
1

r12
− 1

r2

)
1

Ĥ0 − E(0)

(
±
(
Ĥ0 − E(0)

)
P̂12 − E(1)

01

)
|Ψ(0)〉 ± 〈Ψ(0)|(

Ĥ0 − E(0)
)
P̂12

1

Ĥ0 − E(0)

((
1

r12
− 1

r2

)
− E(1)

10

)
|Ψ(0)〉 (3.34)

Výpočet výraz̊u výše je však obt́ıžný s výjimkou prvńı části energie E
(2)
11 .

Problém je v tom, že úplné spektrum hamiltoniánu vod́ıku má diskrétńı a spo-
jitou část. Právě práce se spojitou část́ı spektra je komplikovaná a pro výpočet
nepoužitelná. Nejčastěji se postupuje tak, že se mı́sto vlastńıch vod́ıkových funkćı
použij́ı tzv. Sturmovské funkce, které tvoř́ı diskrétńı spektrum (v́ıce viz [5]).
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Zmı́něnou část energie, která se dá spoč́ıtat stejným zp̊usobem jako v předchoźı
sekci, označme

E
(2a)
11 = 〈ϕ0| ±

1

Z
λ2

[(
1

r12
− 1

r2

)
− E(1)

10

]
P̂12|ϕ0〉 (3.35)

kde, jak bylo zmı́něno v podsekci o poruše souvisej́ıćı s výměnou 3.1.5, od-
pov́ıdá vrchńı známénko singletu a spodńı tripletu. Opět přepǐsme výraz užit́ım
označeńı integrál̊u (A.1), (A.3) a (A.4).

E
(2a)
11 = ± 1

Z
[K(n, l,m,N, L,M)−R(n, l,m,N, L,M) · S(n, l,m,N, L,M)−

−E(1)
10 · S2(n, l,m,N, L,M)] (3.36)

Detaily výpočt̊u integrál̊u ze vzorc̊u pro E
(1)
10 (3.31) i E

(2a)
11 (3.36) jsou vyloženy

v př́ıloze A.
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Kapitola 4

Diskuse výsledk̊u

Hodnoty energíı monoexcitovaných atomů helia (Z = 2) spoč́ıtané do nultého,
prvńıho a s částečným př́ıspěvkem druhého řádu jsou vyneseny v Tabulkách 4.1,
4.2 a 4.3. Výsledky jsou uvedeny v jednotkách Hartree (1 Eh = 27, 211396132 eV).

U energíı je uvedena i relativńı odchylka ∆E od přesné nerelativistické hod-
noty Ep, převzané z [2]. Vzorec pro určeńı odchylky je

∆E =
E − Ep
Ep

· 100%. (4.1)

Odchylka má záporné znaménko, pokud je vypočtená energie výše než skutečná.
Z tabulek 4.1 – 4.3 můžeme vysledovat určité trendy, o jejichž interpretaci se

dále pokuśıme:

• S rostoućım hlavńım kvantovým č́ıslem N odchylka klesá ve všech řádech
poruchové teorie. – To neńı překvapivé, protože č́ım vyšš́ı stav, t́ım je
pr̊uměrná vzdálenost vněǰśıho elektronu od jádra větš́ı, takže i námi použitá
aproximace dává větš́ı smysl

• S rostoućım vedleǰśım kvantovým č́ıslem L odchylka klesá typicky o řád.
– I zde je d̊uvod podobný jako v předchoźım. Č́ım má stav vyšš́ı L, t́ım
se i elektronová hustota nacháźı ve větš́ı vzdálenosti od jádra. (V klasické
analogii to odpov́ıdá tomu, že elektron má větš́ı moment hybnosti, takže se
při zachováńı energie drž́ı ve větš́ı vzdálenosti od jádra.)

• Energie tripletńıch stav̊u je ve všech př́ıpadach ńıže než námi spočtená. –
Je to pravděpodobně nedostatečným započteńım výměnné interakce. Ta se
projevuje až ve druhém řádu (ve 4 z pěti člen̊u), ale my jsme započetli jen
jediný.

• Energie singletńıch stav̊u s L = 0 se v nultém řádu nacháźı nad přesnou
energíı. Započteńım prvńıho řádu se dostanou pod přesnou energii a ab-
solutńı hodnota odchylky se sńıž́ı. Částečný druhý řád však energii znova
sńıž́ı, takže absolutńı hodnota odchylky výrazně naroste.

• Energie singletńıch stav̊u s L = 1 se v nultém řádu jako jediné nacházej́ı pod
přesnou hodnotou. Sńıžeńım energie v prvńım řádu dojde jako u jediných
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hodnot ke zhoršeńı odchylky. Ke zvýšeńı energie dojde až ve druhém řádu,
kde je energie výrazně zvýšena a dostane se nad přesnou hodnotu. Oproti
prvńımu řádu jde o výrazné sńıžeńı absolutńı hodnoty odchylky. V po-
rovnáńı s nultým řádem je však nižš́ı pouze do N = 4.

• Energie tripletńıch stav̊u s L = 0 a L = 1 se započteńım prvńıho řádu
přibĺıž́ı přesným hodnotám. Druhý řád energii stav̊u s L = 0 však energii
zvýš́ı (zvýš́ı se tedy i odchylka - dokonce nad úroveň nultého řádu). Energie
stav̊u s L = 1 je dále ve druhém řádu sńıžena (sńıž́ı se i odchylka).

• Přidáváńım poruchových oprav k energíım stav̊u s L = 2 se odchylka od
skutečné hodnoty (už ted’ v řádu 10−3 %) měńı v řádu 10−4 %. U stav̊u s
L > 2 je vliv oprav ještě menš́ı.

Při sledováńı trend̊u jsme si všimli, že stavy s L = 0 jsou přidáńım části
druhého řádu výrazně zhoršeny. Rozštěpeńı v našich výpočtech urč́ıme podle z
(3.36) jako rozd́ıl

Erozst. = E
(2a)
11,trip. − E

(2a)
11,singl. (4.2)

Pod́ıváme-li se do tabulky 4.4, kde jsou vyneseny rozd́ıly mezi energiemi sin-
glet̊u a triplet̊u, tak vid́ıme, že právě pro stavy s L = 0 je rozštěpeńı opačné (tri-
plet má v našem výpočtu vyšš́ı energii než než singlet). Tato chyba je pravděpodoně
kompenzována až přidáńım daľśıch člen̊u.
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N L E(0) [Eh] ∆E – singlet [%] ∆E – triplet [%]
2 0 −2, 125000000000000 −0, 98 −2, 31
2 1 −2, 125000000000000 0, 54 · 10−1 −0, 38
3 0 −2, 055555555555556 −0, 28 −0, 63
3 1 −2, 055555555555556 0, 20 · 10−1 −0, 12
3 2 −2, 055555555555556 −0, 32 · 10−2 −0, 39 · 10−2

4 0 −2, 031250000000000 −0, 11 −0, 26
4 1 −2, 031250000000000 0, 89 · 10−1 −0, 53 · 10−1

4 2 −2, 031250000000000 -0, 15 · 10−2 −0, 19 · 10−2

4 3 −2, 031250000000000 −0, 25 · 10−3 −0, 25 · 10−3

5 0 −2, 020000000000000 −0, 58 · 10−1 −0, 13
5 1 −2, 020000000000000 0, 47 · 10−2 −0, 27 · 10−1

5 2 −2, 020000000000000 −0, 78 · 10−3 −0, 10 · 10−2

5 3 −2, 020000000000000 −0, 15 · 10−4 −0, 15 · 10−3

5 4 −2, 020000000000000 −0, 35 · 10−4 −0, 35 · 10−4

6 0 −2, 013888888888889 −0, 33 · 10−1 −0, 74 · 10−1

6 1 −2, 013888888888889 0, 27 · 10−2 −0, 16 · 10−1

6 2 −2, 013888888888889 −0, 46 · 10−3 −0, 62 · 10−3

6 3 −2, 013888888888889 −0, 89 · 10−4 −0, 90 · 10−4

6 4 −2, 013888888888889 −0, 22 · 10−4 −0, 23 · 10−4

6 5 −2, 013888888888889 −0, 72 · 10−5 −0, 72 · 10−5

7 0 −2, 010204081632653 −0, 21 · 10−1 −0, 46 · 10−1

7 1 −2, 010204081632653 0, 17 · 10−2 −0, 10 · 10−1

7 2 −2, 010204081632653 −0, 30 · 10−3 −0, 40 · 10−3

7 3 −2, 010204081632653 −0, 58 · 10−4 −0, 59 · 10−4

7 4 −2, 010204081632653 −0, 15 · 10−4 −0, 15 · 10−4

7 5 −2, 010204081632653 −0, 50 · 10−5 −0, 50 · 10−5

7 6 −2, 010204081632653 −0, 19 · 10−5 −0, 19 · 10−5

Tabulka 4.1: Energie singletńıch a tripletńıch stav̊u spočetená v nultém řádu
poruchové teorie
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N L E(0) + 1
Z
E(1) [Eh] ∆E – singlet [%] ∆E – triplet [%]

2 0 −2, 146520000000000 0, 25 · 10−1 −1, 32
2 1 −2, 126040000000000 0, 10 −0, 33
3 0 −2, 061853681795203 0, 28 · 10−1 −0, 33
3 1 −2, 055908637031299 0, 37 · 10−1 −0, 11
3 2 −2, 055558928515775 −0, 30 · 10−2 −0, 38 · 10−2

4 0 −2, 033895772723962 0, 15 · 10−1 −0, 13
4 1 −2, 031405290089730 0, 17 · 10−1 −0, 45 · 10−1

4 2 −2, 031251988956500 −0, 14 · 10−2 −0, 18 · 10−2

4 3 −2, 031250006614260 −0, 25 · 10−3 −0, 25 · 10−3

5 0 −2, 021351995176412 0, 87 · 10−1 −0, 63 · 10−1

5 1 −2, 020080983726991 0, 87 · 10−2 −0, 23 · 10−1

5 2 −2, 020001158040396 −0, 73 · 10−3 −0, 98 · 10−3

5 3 −2, 020000005616454 −0, 15 · 10−3 −0, 15 · 10−3

5 4 −2, 020000000008552 −0, 35 · 10−4 −0, 35 · 10−4

6 0 −2, 014670467307088 0, 53 · 10−1 −0, 35 · 10−1

6 1 −2, 013936214321644 0, 51 · 10−2 −0, 13 · 10−1

6 2 −2, 013889603788561 −0, 43 · 10−3 −0, 59 · 10−3

6 3 −2, 013888892945380 −0, 89 · 10−4 −0, 90 · 10−4

6 4 −2, 013888888898406 −0, 23 · 10−4 −0, 23 · 10−4

6 5 −2, 013888888888897 −0, 72 · 10−5 −0, 72 · 10−5

7 0 −2, 010695958059372 0, 35 · 10−2 −0, 22 · 10−1

7 1 −2, 010234058022060 0, 32 · 10−2 −0, 85 · 10−2

7 2 −2, 010204548992338 −0, 27 · 10−3 −0, 38 · 10−3

7 3 −2, 010204084516216 −0, 58 · 10−4 −0, 58 · 10−4

7 4 −2, 010204081640846 −0, 15 · 10−4 −0, 15 · 10−4

7 5 −2, 010204081632664 −0, 50 · 10−5 −0, 50 · 10−5

7 6 −2, 010204081632653 −0, 19 · 10−5 −0, 19 · 10−5

Tabulka 4.2: Energie singletńıch a tripletńıch stav̊u spočtená v prvńım řádu po-
ruchové teorie
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singlet triplet

N L E(0) + 1
ZE

(1) + 1
ZE

(2a)
11 ∆E [%] E(0) + 1

ZE
(1) + 1

ZE
(2a)
11 ∆E [%]

2 0 −2, 17019338577920 1,13 −2, 12284661422080 −2, 41
2 1 −2, 12221706666667 −0, 77 · 10−1 −2, 12986293333333 −0, 15
3 0 −2, 06822896003469 0,34 −2, 05547840355571 −0, 64
3 1 −2, 05467395186425 −0, 23 · 10−1 −2, 05714332219835 −0, 46 · 10−1

3 2 −2, 05554608208051 −0, 36 · 10−2 −2, 05557177495104 −0, 31 · 10−2

4 0 −2, 03648995268632 0,14 −2, 03130159276160 −0, 26
4 1 −2, 03087142819314 −0, 98 · 10−2 −2, 03193915198632 −0, 19 · 10−1

4 2 −2, 03124453273919 −0, 17 · 10−2 −2, 03125944517382 −0, 14 · 10−2

4 3 −2, 03124998097550 −0, 25 · 10−3 −2, 03125003225302 −0, 25 · 10−3

5 0 −2, 02265737130957 0, 73 · 10−1 −2, 02004661904325 −0, 13
5 1 −2, 01980474016226 −0, 50 · 10−2 −2, 02035722729172 −0, 96 · 10−2

5 2 −2, 01999684818202 −0, 94 · 10−3 −2, 02000546789877 −0, 77 · 10−3

5 3 −2, 01999998399591 −0, 15 · 10−3 −2, 02000002723700 −0, 15 · 10−3

5 4 −2, 01999999997508 −0, 35 · 10−4 −2, 02000000004202 −0, 35 · 10−4

6 0 −2, 01541864759681 0, 42 · 10−1 −2, 01392228701737 −0, 72 · 10−1

6 1 −2, 01377546260648 −0, 29 · 10−2 −2, 01409696603681 −0, 55 · 10−2

6 2 −2, 01388695358731 −0, 56 · 10−3 −2, 01389225398982 −0, 45 · 10−3

6 3 −2, 01388887738835 −0, 90 · 10−4 −2, 01388890850241 −0, 89 · 10−4

6 4 −2, 01388888886129 −0, 23 · 10−4 −2, 01388888893552 −0, 23 · 10−4

6 5 −2, 01388888888887 −0, 72 · 10−5 −2, 01388888888893 −0, 72 · 10−5

7 0 −2, 01116434378864 0, 27 · 10−1 −2, 01022757233010 −0, 45 · 10−1

7 1 −2, 01013249450231 −0, 18 · 10−2 −2, 01033562154181 −0, 34 · 10−2

7 2 −2, 01020282053272 −0, 36 · 10−3 −2, 01020627745195 −0, 29 · 10−3

7 3 −2, 01020407348239 −0, 58 · 10−4 −2, 01020409555004 −0, 58 · 10−4

7 4 −2, 01020408160897 −0, 15 · 10−4 −2, 01020408167273 −0, 15 · 10−4

7 5 −2, 01020408163262 −0, 50 · 10−5 −2, 01020408163271 −0, 50 · 10−5

7 6 −2, 01020408163265 −0, 19 · 10−5 −2, 01020408163265 −0, 19 · 10−5

Tabulka 4.3: Energie singletńıch a tripletńıch stav̊u spočtená v prvńım řádu po-
ruchové teorie s částečným př́ıspěvkem druhého řádu
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N L Erozst. podle (4.2) přesné rozštěpeńı
2 0 0, 47 · 10−1 −0, 29 · 10−1

2 1 −0, 76 · 10−2 −0, 93 · 10−2

3 0 0, 13 · 10−1 −0, 74 · 10−2

3 1 −0, 25 · 10−2 −0, 29 · 10−2

3 2 −0, 26 · 10−4 −0, 16 · 10−4

4 0 0, 52 · 10−2 −0, 29 · 10−2

4 1 −0, 11 · 10−2 −0, 13 · 10−2

4 2 −0, 15 · 10−4 −0, 90 · 10−5

4 3 −0, 51 · 10−7 −0, 24 · 10−7

5 0 0, 26 · 10−2 −0, 14 · 10−2

5 1 −0, 55 · 10−3 −0, 65 · 10−3

5 2 −0, 86 · 10−5 −0, 52 · 10−5

5 3 −0, 43 · 10−7 −0, 20 · 10−7

5 4 −0, 67 · 10−10 −0, 27 · 10−10

6 0 0, 15 · 10−2 −0, 81 · 10−3

6 1 −0, 32 · 10−3 −0, 37 · 10−3

6 2 −0, 53 · 10−5 −0, 32 · 10−5

6 3 −0, 31 · 10−7 −0, 15 · 10−7

6 4 −0, 74 · 10−10 −0, 30 · 10−10

6 5 −0, 61 · 10−13 −0, 22 · 10−13

7 0 0, 94 · 10−3 −0, 50 · 10−3

7 1 −0, 20 · 10−3 −0, 24 · 10−3

7 2 −0, 35 · 10−5 −0, 21 · 10−5

7 3 −0, 22 · 10−7 −0, 10 · 10−7

7 4 −0, 64 · 10−10 −0, 25 · 10−10

7 5 −0, 84 · 10−13 −0, 30 · 10−13

Tabulka 4.4: Porovnáńı přesného a námi vypočteného rozštěpeńı singletńıch a
tripletńıch stav̊u
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme nejprve připomenuli základńı poznatky, týkaj́ıćı se použitých
jednotek, řešeńı jednoelektronového atomu a odvodili jsme vztahy pro použit́ı
poruchové teorie v našem konkrétńım př́ıpadě.

V druhé části jsme rozdělili hamiltonián dvouelektronového atomu na ne-
porušenou a porušenou část. Ve snaze o popis výměnné interakce jsme k hamil-
toniánu přidali poruchu souvisej́ıćı s výměnou. Následně jsme odvodili vzorce pro
výpočet energíı nultého, prvńıho a části druhého řádu. V závěrečné části jsme
do tabulek vynesli vypočtené energie a jejich odchylky od přesných hodnot a
diskutovali jsme r̊uzné trendy.

Při celkovém pohledu na odchylky od přesných hodnot energíı je vidět, že
i takto jednoduchá představa st́ıněńı elektronu ve vyšš́ım stavu elektronem v
základńım stavu dává dobré výsledky.

Co je v této práci nové oproti existuj́ıćım pracem, je snaha o systematické
uchopeńı výměnné interakce a započteńı jej́ıho vlivu pomoćı poruchy souvisej́ıćı
s výměnou.

Daľśı pokračováńı této práce jsou následuj́ıćı:

1. Dopočteńı druhého řádu poruchové teorie (př́ıpadně vyšš́ıch řád) a zjǐstěńı
konvergence poruchových rozvoj̊u.

2. Provedeńı výpočt̊u pro biexcitované stavy a vyzkoušeńı pro ně daľśıho typu
st́ıněńı – pohĺıžeńı na vnitřńı elektron a jádro jako na dipól.

3. Rozš́ı̌reńı metody vyvinuté zde na v́ıceelktronové atomy.
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Př́ıloha A

Označeńı a metody výpočt̊u
některých integrál̊u

Pro daľśı výpočty označme ξ = 1 − 1/Z a integrály, které se v práci vyskytuj́ı
následuj́ıćım zp̊usobem

• Coulombický integrál

J(n, l,m,N, L,M) = 〈n, l,m|〈N,L,M | 1

r12
|N,L,M〉|n, l,m〉 =

=

∞∫
0

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

π∫
0

2π∫
0

r21r
2
2

r12
R2
nl(r1)R

2
NL (ξr2) |Ylm(ϑ1, ϕ1)|2|YLM(ϑ2, ϕ2)|2 ×

× sinϑ1 sinϑ2dr1dr2dϑ1dϕ1dϑ2dϕ2 (A.1)

• Výměnný integrál

K(n, l,m,N, L,M) = 〈n, l,m|〈N,L,M | 1

r12
|n, l,m〉|N,L,M〉 =

=

∞∫
0

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

π∫
0

2π∫
0

r21r
2
2

r12
R∗nl(r1)RNL (ξr1)Rnl(r2)R

∗
NL (ξr2)×

×Y ∗lm(ϑ1, ϕ1)YLM(ϑ1, ϕ1)Y
∗
lm(ϑ2, ϕ2)Y

∗
LM(ϑ2, ϕ2) sinϑ1 sinϑ2 ×

×dr1dr2dϑ1dϕ1dϑ2dϕ2 (A.2)

• R integrál

R(n, l,m,N, L,M) = 〈n, l,m|1
r
|N,L,M〉 =

∞∫
0

rR∗nl(r)RNL (ξr) dr×

×
π∫

0

2π∫
0

Y ∗lm(ϑ, ϕ)YLM(ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ = δlLδmM

∞∫
0

rR∗nl(r)RNL (ξr) dr (A.3)
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• Překryvový integrál

S(n, l,m,N, L,M) = 〈n, l,m|N,L,M〉 =

∞∫
0

rR∗nl(r)RNL (ξr) dr×

×
π∫

0

2π∫
0

Y ∗lm(ϑ, ϕ)YLM(ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ = δlLδmM

∞∫
0

r2R∗nl(r)RNL (ξr) dr (A.4)

Integrály (A.1) – (A.4) jsou př́ımo analyticky řešitelné, ale jak je ukázáno
v [4], př́ımé analytické výpočty jsou numericky nestabilńı a proto je vhodněǰśı
použ́ıt rekurentńı metodu vyloženou tamtéž.

K výpočt̊um těchto integrál̊u jsme použili MAPLE program, který vedoućı
práce, doc. Zamastil, napsal pro potřeby článku [4].
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