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viené a jsou oSetfeny Orlanskiho adaptivni implementaci Sommerfeldovy radia¢ni
podminky. Pro nékolik riznych parametri popisujicich miru zvrstveni (Brunt-
Viiséldova frekvence) a hloubku tekutiny (Froudeovo ¢islo) je provedena simulace
a vysledky jsou kvalitativné ohodnoceny.
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Abstract: In the present work we study numerically motion of an incompressible
stratified fluid around 2D mountain obstacle using Boussinesq approximation. We
assume stable and continuous stratification of an undisturbed fluid. The influence
of the turbulence is not treated using any model neither simulated directly. Thus
low Reynolds number are chosen. The case of finite depth of a fluid is computed,
which is implemented by the free-slip condition on the upper boundary. Undistur-
bed profile of velocity is taken parabolic and positive everywhere, so that critical
layers are avoided. Model is discretized using projection method and semi-implicit
TVD schemes in order to suppress spurious oscillations. The obstacle boundary
is adapted by an immersed boundary method with discrete source terms. Inlet
and outlet boundaries are assumed open which is treated using Orlanski’s adap-
tive implementation of Sommerfeld radiation condition. Simulation is executed
for a couple of values of parameters describing a measure of stratification (Brunt-
Viisild frequency) and depth of a fluid (Froude number). Qualitative discussion
of results is given.

Keywords: stratified fluid flow, orography, computational fluid dynamics



Uvod

Cilem prace je prozkoumat charakter proudéni kolem horské piekazky v mezni
vrstvé atmosféry. Takové proudéni lze Casto povazovat za kinematicky nestlaci-
telné. Vztlakové efekty vznikajici vlivem rozdilné teploty (¢i hustoty) rtiznych
castic tekutiny ale nelze Uplné zanedbat a hovorime o takzvaném teplotné stra-
tifikovaném proudéni. Zjednodusenym modelem popisujicim toto proudéni jsou
Navierovy-Stokesovy rovnice s Boussinesqovou aproximaci. V kapitole 1 bude na-
stinéna cesta k tomuto modelu.

Nas bude zajimat stabilni zvrstveni, kdy potencialni teplota roste s nadmort-
skou vyskou, a navic pro jednoduchost rovnomérné. Neporuseny proud bude za-
dan parabolickym profilem s rovnomérnym zvrstvenim. Budeme zkoumat pouze
dvourozmérny ptripad a nebude uvazovan vliv zemské rotace. Nebude zapraco-
van zadny model turbulence ani nebude turbulence simulovana ptfimo, coz ani
nelze 2D modelem provést, krom toho, ze to je prilis vypocetné narocné. To nas
omezuje na tak mald Reynoldsova cisla, kterd neodpovidaji skutecnosti. Za cil
si tedy klademe pouze kvalitativni pozorovani jevli spojenych se stratifikovanym
proudénim kolem orografie. Budeme volit velmi jednoduchou geometrii problému
— obdélnikovou oblast s kopcem popsanym hladkou kfivkou u spodni hranice,
vstupem proudici tekutiny na jedné svislé strané obdélniku a vystupem na druhé
— aby bylo mozno abstrahovat k fundamentalnim jevim ve stratifikovaném prou-
déni. Mezi tyto jevy (viz [1]) patii gravitaéni vlny, coz jsou perturbace hustoty
vznikajici v disledku vztlaku. Od téch lze pozadovat, aby byly na hranicich odra-
zeny zpét nebo vyzareny ven. Na vstupu a vystupu budeme pouzivat tzv. otevie-
nou hranici, coz je sdm o sobé dost vagni pojem, umoznujici radiaci. Naopak na
horni hranici pouzijeme jednu z okrajovych podminek reflektivniho typu modelu-
jici tekutinu konec¢né hloubky. Radia¢ni podminka by mohla modelovat tekutinu

vvvvvv
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Rovnice popisujici tento problém (parcialni diferencidlni rovnice a okrajové
podminky) diskretizujeme projekéni metodou, implicitné-explicitnim Runge-Kutta
schématem v ¢ase a metodou konecnych objemt na posunuté siti v prostoru. Po-
uzité Runge-Kutta schéma a schéma typu MUSCL, diskretizujici advekéni cleny
v prostoru, by méla zajistit vlastnost TVD. Ta garantuje potlaceni falesnych
oscilaci, je-li schéma aplikovano na hyperbolickou rovnici. Diskretizace no-slip
okrajové podminky bude feSsena metodou vnofené hranice s diskrétnimi zdro-
jovymi ¢leny. Oteviené hranice na vstupu a vystupu budou feseny adaptivnim
ptistupem podle Orlanski [16], zaloZzeném na Sommerfeldové okrajové podmince.
Implicitni rovnice budou feseny iterativnimi metodami SIP a ICCG. Algoritmus
bude naprogramovan v jazyce Fortran 90.



Algoritmus bude otestovan na problému proudéni kolem hladké rovinné desky.
K nému je znamo priblizné analytické feseni. Jde o stacionarni feSeni, bez strati-
fikace a stac¢i k nému jednodussi okrajové podminky. Timto tedy nebudou otesto-
vany vSechny soucasti algoritmu, zejména presnost casové diskretizace, vnorena
hranice, hranice otevieného typu a stratifikace.

Problém stratifikovaného proudéni kolem piekazky bude mit nékolik parame-
trit — tvar kopce (zvolime jedno-parametrickou t¥idu kopcti), Reynoldsovo ¢islo,
miru zvrstveni (Brunt-Viisilidova frekvence) a hloubku proudu (Froudeovo ¢islo).
Cilem je kvalitativné zhodnotit proudéni predevsim v zavislosti na poslednich
dvou zminénych parametrech. Od ostatnich se budeme snazit abstrahovat, jak
napiiklad ¢ini i [1]. Tato monografie shrnuje analytické, numerické i experimen-
talni vysledky aktudlni (state of the art) pred patnacti lety.



Kapitola 1

Model proudéni

Model mé popisovat atmosferické proudéni pfes horskou prekazku. Takové prou-
déni Ize v priblizeni popsat nestlacitelnymi Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi
se vztlakovym c¢lenem, ktery plyne z tzv. Boussinesqovy aproximace. V této ka-
pitole nastinime cestu k tomuto modelu a podminky pro jeho platnost. Také se
podivame na dalsi detaily jako okrajové podminky, turbulenci a integralni tvar
rovnic.

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Proudéni stratifikované tekutiny lze popsat Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi
(viz [1, strana 3]). Ty lze odvodit z pozadavki na zachovani hmoty a hybnosti v
Newtonovské tekutiné. Tato se vyznacuje tim, Ze jeji vnitini povrchové sily jsou
popsany hned po neviskosni tekutiné nejjednodussim myslitelnym linearnim kon-
stitutivnim vztahem. Realizuje se to tvarem tenzoru napéti zavislého na gradientu
rychlosti deformace a tlaku. Pfesné odvozeni z uvedenych a dalsich rozumnych
pozadavkl (napf. izotropie tekutiny) lze nalézt napiiklad v [2], [3], [4].

Budeme-li uvazovat tekutinu s konstantni viskozitou u, 7, jsou Navierovy-
Stokesovy rovnice

Du

piDt = —gpz — Vp+puV?u+nVV-u (1.1)
Dy ‘u= 1.2
. +pV-u=0 (1.2)

Rovnice (1.1) tedy pfedstavuje zakon bilance hybnosti a rovnice (1.2) zdkon za-
chovani hmoty. D% znadi tzv. konvektivni (Lagrangeovskou) derivaci

D 0

i o TV
u je rychlost, p tlak a p hustota. Vsechny tyto veli¢iny jsou pole v Eulerovskych
soutadnicich definovana na oblasti vyplnéné tekutinou. Prvni ¢len na pravé strané
rovnice (1.1) udéva zrychleni zptsobené zemskou tihou; Z je jednotkovy vektor
ve sméru kartézské osy z. Ostatni ¢leny pochazeji z konstitutivniho vztahu teku-
tiny. Tteti a ¢tvrty ¢len zptisobuji disipaci hybnosti v dusledku viskozity — tedy
vnitiniho odporu tekutiny k deformaci. Konstanta p je (prvni) dynamicka visko-
zita a 7 druhd dynamicka viskozita nebo tzv. bulk viskozita. Ta méa vliv pouze ve
stlacitelné tekutiné a pouzitim dalsich predpokladii z modelu posléze zmizi.
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1.2 Boussinesqova aproximace

Systém rovnic (1.1),(1.2) nestaci pro vypocet neznamych u, p, p. Je tedy potieba
jej doplnit o dalsi rovnice anebo zbavit nékteré neznamé. Nejdiive se tlak a hus-
tota rozvinou do malych perturbaci kolem hydrostatické rovnovahy:

p=po(z) +p' (1.3)
p=po+p (1.4)
dpo
s 1.5
P Pog (1.5)
Dosazenim (1.3),(1.4) do (1.1) a pouzitim (1.5) dostavame:
/ Du /5 / 2
(Po+p)§:—gpz—Vp +uVu+nVV-u (1.6)

Nyni prijde samotné Boussinesqova aproximace. Ta spo¢iva v tom, Ze pg + p’
v (1.6) se nahradi stfedni hodnotou p. To lze udélat, pokud ma sledované vrstva
tekutiny dosti malou hloubku. Napt. v [1, strana 7] je odvozeno z termodynamiky
idealniho plynu, Ze tloustka tekutiny D musi splitovat D < H, kde vychazi
H = 8.2km pro vzduch za teploty T' = 280 K. Podobné tvahy lze najit tfeba
v [5, strana 47],[3, strana 45].

Déle za dosti malych Machovych ¢sel M = |ul/a < 1, kde a® = (9p/dp)s =
~vp/p je rychlost zvuku, lze podle [1, strana 6],[5, kapitola 3.1.2] predpokladat
nestlacitelnost, tj. rovnici kontinuity ve tvaru

V-u=0, (1.7)

ale zaroven nenulovou poruchu p’, pro kterou tedy budeme potfebovat néjakou
rovnici. Jeden zpiisob je prejit k potencialni teploté

1

o—T (”)1_7 . (1.8)

p

0 je pak teplota, kterou by castice idealniho plynu o teploté T a tlaku p méla,
kdyby byla adiabaticky komprimovana ¢i expandovana na pevné zvoleny refe-
rencni tlak p,. Konstanta v je pomér specifickych tepel v = ¢, /cy. Teorie idedlniho
plynu dava pro vzduch pfedpovéd v = 1.4. Pfi adiabatickém pohybu idedlniho

plynu spliiuje potenciélni teplota ([5, strana 30], [1, strana 5])
D6
— =0. 1.9
D (1.9)

Rozepiseme-li 6 = 0(z) + ¢', mizeme (1.9) upravit na

DY’ do
o = VT (1.10)

kde w je vertikalni slozka rychlosti. Navic pro pohyb idealniho, dosti mélkého
plynu neni problém ukézat, Ze pii malych poruchéch plati (viz [5, strana 48])



0/0 = —p'/p. Clen —gp'/pz v (1.6) se pak nahradi gf#'/0z. PoloZime-li jesté
v=u/pap :=p/p, dostavame z (1.6)
/

?szzgiz—-vpﬁ+uv%1 (1.11)
Systém (1.7),(1.10),(1.11) tedy predstavuje Gplny systém pro neznamé u,p’, 6’
Veli¢iny g, v jsou konstanty a § = (z) je pole zavislé pouze na vertikalni soufad-
nici. To je klicova veli¢ina urcujici charakter stratifikovaného proudéni. Zavadi se
vztlakova frekvence (buoyancy frequency, Brunt-Viisild frequency) N

nio 9% 940 (1.12)
pdz  0dz

Podle [1, strana 4] to je frekvence lokdlnich vertikdlnich oscilaci malé amplitudy
buzenych vztlakem, a navic nejvyssi mozna frekvence, kterou ve vztlakem buze-
nych stratifikovanych proudénich fluktuace mohou mit. Je vidét, ze pro takzvané
stabilni zvrstveni, kdy df/dz > 0, mame kladnou frekvenci N, zatimco v nesta-
bilnim piipadé df/dz < 0 je frekvence imaginarni a takové proudéni se vyviji
do stavu se stabilnim zvrstvenim. V této praci nas bude zajimat pouze stabilni
zvrstveni.

Nyni vidime, Ze primeérnad hustota p a ptvodni tlak p uz v rovnicich nevy-
stupuji. V pripadé potieby k nému miizeme zpét prejit prictenim hydrostatické
¢asti. Navic jak je ukdzano tfeba v [4, kapitola 7.6], tlak v momentovych rovnicich
v nestlacitelném pripadé plni kinematickou tlohu pro zajisténi rovnice kontinu-
ity. Lze ho chapat jako Lagrangetiv multiplikator pro podminku nulové divergence
rychlostniho pole. To je klicova myslenka projekéni metody, ktera zajisti splnéni
rovnice kontinuity.

Uvazujeme-li rovnomérné zvrstvenou tekutinu o malé hloubce, lze predpokla-
dat ve vztahu (1.12) konstantni priimérnou hodnotu potencidlni teploty 0, ale i
konstantni hodnotu jejiho gradientu %. Pak je takto zavedena vztlakova frek-
vence konstantou nezavislou na soutadnicich. Tuto situaci i takto definované N
budeme ve zde zkoumanych pripadech stratifikace uvazovat.

Nyni pfejdeme k bezrozmérnému tvaru rovnic. Definujeme bezrozmérné veli-
¢iny vztahy

0/
Ly
V=LV 9/dt=L/Ud/Ot
Re = LU/v Gnhu = NL/U

kde L a U je typickd délkova a rychlostni skala problému. U daného problému
je dobré jejich volbu provést stejné, jako provadéji jini autori, aby byla moznost
srovnani vysledkt. U byva typicky primérna vstupni rychlost a L rozmér uvazo-
vané oblasti nebo néjaky charakteristicky rozmér vnoteného télesa (napft. horské
prekazky).

Re je Reynoldsovo ¢islo, zavisi na volbé L a U a jeho velikost ma pro danou
geometrii vyznam pfi charakterizaci proudéni na laminarni a turbulentni (viz [3,
strana 17]). Déle lze zavést bezrozmérnou variantu vztlakové frekvence NL/U.
Pro ucely charakterizace rovnomérné zvrstveného proudéni voli [1] za délkovou
skalu tohoto ¢isla vysku prekazky h a nazyva ¢islo Nhu nebo Gnhu.

i=u/U p=p/U> 0=




Provedeme-li substituci zadefinovanych bezrozmeérnych veli¢in do (1.11), (1.10)
a nebudeme pséat vlnovky (ani ¢arku u p), mame

Du 1

o = Gnhu?0'z — Vp + Rev% (1.13)
D /
Di = —w. (1.14)

Rovnice (1.7) vypada v bezrozmérném tvaru stejné. Systém (1.7),(1.13),(1.14) je
tedy kompletni systém pro neznamé u, p, 6’ s parametry Re, Gnhu. Po doplnéni o
pocatecni a okrajové podminky je tiloha kompletni poc¢ate¢né-okrajovou tlohou.

1.3 Pocatec¢ni a okrajové podminky

Vhodné pocatecni a okrajové podminky jsou velmi dilezitou soucasti ovliviujici
kvalitu FeSeni. Systém parcidlnich diferencialnich rovnic (1.7),(1.13),(1.14) v pod-
staté predstavuje extrapolaci téchto podminek dovniti vypocetni oblasti. Jejich
nevhodné numericka implementace, zejména téch okrajovych, predstavuje leckdy
zdroj problému a bude o ni fe¢ v dalsi kapitole.

Aplikujeme-li divergenci na rovnici (1.13) a pouzijeme (1.7), vidime, Ze musi

platit
~V?p = Vu-VuT — Gnhu2gi. (1.15)

Tedy pocatecni podminky musi byt konsistentni podle (1.7) a (1.15).
Jako okrajové podminky pro rychlost budeme pouzivat vice moznosti:

e Dirichletova podminka pro u na vstupu

e no-slip podminka u = 0 na pevné sténé
e free-slip podminka u-n = 0, g—z -7 = 0 na klouzajici hranici

e Neumannova podminka g—“ = 0 na vystupu
n

Sommerfeldova radiacni podminka % + C% = (0 na otevrené hranici,

kde 7, n, 9/0n a ¢ znaéi jednotkovou teénu, normalu, derivaci ve sméru normély a
fazovou rychlost gravitacnich vin. Free-slip podminku lze pouzit na rovinné horni
hranici vypocetni oblasti, pokud lze predpokladat, ze vrstva tekutiny klouze po
hranici. Neumannova podminka je idealizaci situace na vystupu a ma dobry smysl,
pokud je vystup dost daleko od oblasti s divokym chovanim proudéni, napriklad
od orografie. Pro stratifikované proudéni s gravita¢nimi vlnami se ale prilis nehodi.
Radia¢ni podminka je vylepsenim Neumannovy podminky, které umoznuje, ze
tyto vlny nejsou odrazeny od hranice zpét do oblasti, ale jsou vyzareny ven. Tato
podminka mé dobry smysl pro rovnice s hyperbolickym charakterem s priimétem
fazové rychlosti do vnéjsi normaly hranice c. Mize byt tedy pouzita na vystupu
i na vstupu, ale pouze pokud plati (v daném bodé a ¢ase) ¢ > 0, coZ znamena, Ze
se informace $if1 ven, nikoliv dovnitf.

Celkove okrajové podminky musi umoznovat zachovani hmoty v oblasti v sou-
ladu s rovnici kontinuity (1.7), a to i jejich numerickd implementace. UvaZovany
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systém nevyzaduje okrajové podminky pro tlak, pokud jsou na celé hranici pou-
zity vyse uvedené podminky pro rychlost. Nékteré diskretizace ale vyzaduji ad hoc
podminky pro tlak, které musi byt néjak odhadnuty. To ale nebude nas ptipad.
Na druhou stranu, pokud by byl pfedepsan staticky tlak na vstupu a vystupu, pak
rychlost plyne z rovnic. Pro diskuzi kompatibility okrajovych podminek viz [4,
kapitola 7.7], [6, kapitola 9].

1.4 Turbulence

Jak znamo, pti vyssich Reynoldsovych ¢islech Navierovy-Stokesovy rovnice ne-
maji stabilni stacionarni feSeni a proudéni jevi znadmky chaotického chovani. Toto
se déje i v pfirodé a nazyva se turbulence (viz [3, strany 17,37], [4, kapitola 9]).
Presna predikce turbulentnich feseni piimo z Navierovych-Stokesovych rovnic je
pro vétsinu aplikaci s dnesnimi vypocetnimi zdroji nedosazitelny tkol, protoze
turbulentni proudéni ma tak malé typické skaly fluktuaci, ze by byla potfeba ne-
dosazitelné jemné vypocetni sif. V [3, strana 38| se tvrdi, ze pro délkovou skalu
nejmensich virt (Kolmogorov scale) ¢ plati

(/L = ORe;**), (1.16)

kde L je skala nejvétsich virt a Re,, = UL/v je Reynoldsovo ¢islo odvozené od
délkové a rychlostni skaly nejvétsich vird.

Proto se v praxi voli rizné stupné pribliznych model turbulence. V této
praci neni pouzit zadny model turbulence. Podle tvrzeni z pfedchoziho odstavce
lze o¢ekavat, ze dana vypodcetni sit bude schopna dobie popsat proudéni pfi nepii-
lis vysokych Reynoldsovych ¢islech a Ze v principu se nam turbulentni proudéni
popsat nepodaii. Bohuzel proudéni v povrchovych vrstvach atmosféry je v prin-
cipu turbulentni. Navic turbulentni proudéni je 3D a my budeme pocitat pouze
2D model proudéni.

1.5 Integralni formulace rovnic

Vhodné numerické schéma dokaze davat i nespojita feseni rovnic. Ta jsou duilezita
zejména pro stlacitelné problémy, které mohou mit feseni s razovymi vlnami. Po-
uzité schéma typu konecnych objemt vychézi z integralni formulace rovnic. Pro
pohodlnost jsme rovnice uvedli v klasické formulaci, ackoliv matematicky pfes-
néjsi zpusob by byl odvodit rovnice rovnou v integralni formulaci, ktera je fyzi-
kalné primarni. To ale nevadi, protoze integralni tvar je z rovnic (1.7),(1.13),(1.14)
hned vidét po pouziti Gaussovy véty.

0 25 [ 1
a/udV%—]{uu-dS—Gnhuz/GdV—j{pdS+%7{Vu~dS (1.17)
%u-dSzO (1.18)

gt/e/dv+7§9'u-ds_—/wdv (1.19)

Rovnice musi byt splnény pro libovolnou integracni oblast v tekutiné.
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Dalsi moznosti je takzvana slaba formulace. Ta se lisi od integralni tim, ze
integrandy jsou pred integraci pfenasobeny testovaci funkci a rovnice pak musi
byt splnény s libovolnou testovaci funkci z daného prostoru funkci. Mizeme si
predstavit, ze integralni tvar rovnic pripousti pouze testovaci funkci = 1. Je vidét,
ze TeSeni je potom hleddno na bohat$im vektorovém prostoru (s vétsi dimenzi)
oproti metodé koneénych objemt (kde dimenze = pocet kontrolnich objemu).
Tato formulace je vychozim bodem matematicky velmi pfesné metody konec¢nych
prvki.
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Kapitola 2

Numericka schémata

Diskretizaci rovnic (1.7), (1.13), (1.14) (nebo jejich integralnich verzi (1.17),
(1.18), (1.19)), a okrajovych a poc¢atecnich podminek dostaneme systém algebraic-
kych rovnic. Matice téchto rovnic (a parcialnich diferencialnich rovnic obecné)
jsou velmi tidké a navic pii diskretizaci na strukturovanych a zvlasté pravouh-
Iych sitich maji pravidelnou strukturu. Ukazuje se, ze takovéto systémy rovnic
1ze mnohem efektivnéji fesit pribliznymi iterativnimi metodami, nikoliv pfimymi,
napiiklad Gaussovou eliminaci. Navic, aby byla vyuzita strukturovanost matic
pochazejicich od jednotlivych rovnic z ptivodniho spojitého systému, je vhodnéjsi
fesit tyto rovnice zvlast a néjakym zptisobem se pokusit zajistit, aby byly spl-
nény rovnice zaroven. Moznym pristupem je projekéni metoda, kterou vysvétlime
v nasledujici kapitole.

Nebude-li to vadit, budeme pro pohodlnost psat rovnice v diferencialni formé.
Integralni zapis budeme potiebovat pouze, budeme-li mluvit o prostorové dis-
kretizaci neékterych ¢lent. Protoze se budeme zabyvat diskretizaci 2D modelu,
bude nyni pro pohodlnost vertikalni osou (proti sméru tihy) osa y s odpovidajici
slozkou rychlosti v. Vodorovna osa resp. slozka rychlosti bude x resp. u.

2.1 Projekéni metoda

Predpokladdme, Ze rovnice (1.14) je velmi slabé svazana (weakly coupled) s rov-
nici (1.13), a proto jeji feseni prozatim odsuneme stranou. Budeme jednoduse
predpokladat, Ze ¢len Gnhu®#'z v (1.13) je zdroj, ktery nezavisi na u a p. Rovnice
(1.7),(1.13) budeme fesit strategii danou projekéni metodou PmlIl z [7]. Ta se
vyvinula z metody [8] a [9]. Oproti [7] ale zvolime jiny zptisob ¢asové diskretizace
momentovych rovnic. DileZité je to, ze bude stejné jako v [7] alespori druhého
fadu presnosti v case. Nejdiive se vyfesi momentové rovnice se starym tlakem:

D 1 n+1/2%
(u - v2“> — Vg, @2.1)

kde f je zdroj pochazejici od vztlakového ¢lenu Gnhu?#'z a ¢len se superskriptem
n+1/2x je s chybou alespori druhého fadu v ¢ase. Rovnice je vyfeSena s okrajovou
podminkou pro ptivodni rovnici (1.13). Resenim dostaneme z hodnot u™ a p" /2
hodnotu u* aproximujici hodnotu u™*!. Nyni ptijde projekéni krok. Rychlost musi
byt upravena tak, aby spliiovala rovnici kontinuity (1.7). Vyfesi se Poissonova
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rovnice pro pseudotlak ¢"*!

AtV?"t =V - u* (2.2)

s Neumannovou okrajovou podminkou
n- V¢t =0. (2.3)

Pak se explicitné upravi rychlost a tlak
u"t = ut - AtVe" (2.4)
P2 — 12 4 (1 _ 2ARteV2> oL (2.5)

Tato metoda tedy Fesi systém rovnic (1.7),(1.13) s chybou druhého fadu v case,
ale na hranici oblasti {2 ma chybu prvniho fadu v te¢né slozce rychlosti. Je-li u,
Dirichletova podminka pro rychlost na 0f2, plati

Tl =7 (uptt = AtV (2.6)

|oQ
Jedna moznost, jak to spravit, je prosté po projekci (2.4) znovu nastavit spravné

okrajovou podminku

uﬁ;Ql = U—Z\B})- (2.7)

To ale muze zptsobit problémy s nefyzikalné velkou derivaci ve sméru normaly u
hranice. Pak se nabizi pouzit rychlost (2.4) pro vypocet derivaci v pfistim ¢asovém
kroku v (2.1), zatimco vSude jinde pouZzit opravenou rychlost (2.7). Pokud pro
tecnou slozku rychlosti je predepsand Neumannova podminka (napiiklad i pro
free-slip hranici), pak tento problém nenastava.

2.2 IMEX Runge-Kutta schéma

Zéasadni problém diskretizace rovnic hyperbolického typu (i difusné-konvektivni
rovnice) je vznik nezéddoucich nefyzikélnich oscilaci (spurious oscilations, spuri-
ous wiggles). Pro detailni popis problematiky viz napft. [3, kapitola 9]. Existuji
vsak schémata, kterd v jistém smyslu zaru¢i monotonicitu numerického feseni.
Jedna z moznosti je vlastnost TVD (total variation diminishing), kterou budeme
pozadovat u ¢asové i prostorové diskretizace advekéniho ¢lenu u-Vu = V- (uu).

Nyni se soustfedime na to, jak diskretizovat rovnici (2.1) v ¢ase. V piedchozi
sekci jsme konstatovali, ze presnost musi byt alespon druhého fadu. Pouzijeme
IMEX-RK (implicit-explicit Runge-Kutta) schéma z ¢lanku [10], tam oznacenou
IMEX-SSP2(3,2,2). Ozna¢ime advekéni ¢len —A(u), matici linearniho difusniho
¢lenu D a zdroj od vSech dalsich uvazovanych ¢leni f.

111 —u”
= 1/2Du' + 1/2f 2.
1ty (25)
2 4n
4 At“ — 1/2Du? - 1/2Du’ (2.9)
u’ —u” 3 2 2
A7 = 1/2Du’ 4+ 1/2Du” + A(u®) +f (2.10)
“ A_tu = 1/2Du® + 1/2Du® + 1/24(W%) + 1/24(u?) + £ (2.11)
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Schéma je explicitni v advekénim ¢lenu A a implicitni v difusnim ¢lenu D. Ex-
plicitnost umoznuje separaci rovnic pro u- a v-slozku rychlosti. Protoze difusni
¢len v w-rovnici (resp. v-rovnici) zavisi pouze na u (resp. v), a to linedrné, neni
potfeba iterovat. Vyfesi se tedy vzdy wu-slozka rovnice (2.8), pak jeji v-slozka,
potom wu-slozka rovnice (2.9), v-slozka rovnice, atd... Jde tedy pro obé slozky
rychlosti o t¥i implicitni kroky se stejnou matici 1/At — 1/2D a jeden explicitni
krok nakonec.

Explicitni ¢ast schématu (advekéni ¢leny) je dle véty z [11] TVD za CFL
podminky CFL = 1. Implicitni ¢4st schématu (difusni ¢leny) je podle [10] L-
stabilni.

Clen 1/2f v rovnici (2.8) mfize a nemusi byt. ul je totiz vypoéitano na pseu-
docasové vrstvé n+1/2 resp. n vzhledem k implicitnimu resp. explicitnimu ¢lenu.
Casova vrstva ostatnich u*3* uz je jednoznac¢na a je postupné n, n+1, n+1 (viz
Table 3: Butcher tableau v [10]).

2.3 Prostorova diskretizace

Prostorovou diskretizaci provedeme metodou koneénych objemt (finite volume
method). Vypocetni oblast se rozdéli na nékolik disjunktnich kontrolnich objem
pokryvajicich celou oblast. Kazdy z téchto objemu typicky sdili svou hranici s nej-
vyse jednim sousednim objemem. Ve vSech téchto objemech se pozaduje platnost
rovnic (1.17),(1.18),(1.19), které se proto diskretizuji, aby daly systém algebraic-
kych rovnic.

V této praci volime pro zavedeni kontrolnich objemt a rozmisténi veli¢in tzv.
posunutou sit (staggered grid). Jedna se o pravotuhlou, obecné neekvidistantni sit
na obdélnikové oblasti, pfi¢emz slozky rychlosti (u,v) a skaldrni velic¢iny (p, 6’)
sidli v riznych bodech. To je zndzornéno a vysvétleno v obrazcich 2.1, 2.2. Vliv
horské prekazky neni zabudovan pomoci tvaru sité, ale bude feSen metodou vno-
fené hranice popsanou nize. PouZiti posunuté sité ma oproti neposunuté (coloca-
ted grid), kde vSechny veli¢iny jsou definovany ve stejnych bodech, nékolik vyhod.
[4, kapitola 7.2.2] zminuje nésledujici. Jednak je pohodlné, ze diskretizace nékte-
rych ¢leni je pfimocara, bez interpolace. Déle je vihodné, Ze neni potifeba zadavat
ad hoc okrajovou podminku pro tlak, kterou ani spojité rovnice nevyzaduji. Nej-
vétsi vyhodou asi je silnd vazba mezi rychlosti a tlakem, coz poméaha eliminovat
nékteré problémy s konvergenci a oscilacemi. Navic diskretizace na posunuté siti
zachovava kinetickou energii. Na posunuté siti ale pfichazime o nékteré vyhody
neposunuté sité, napi., ze matice nékterych ¢lent v riiznych rovnicich mohou byt
stejné, a snadnou implementaci multigridnich metod.

Objemové integraly v rovnicich (1.17),(1.19) jsou aproximovany hodnotou
veli¢iny v bodé uvnitt kontrolniho objemu ¢p krat jeho objem AV

/qu: qpAV .

Tato aproximace je druhého fadu pro skalarni kontrolni objemy, kde ¢p sidli upro-
stfed kontrolniho objemu. V u, v-objemech, kde ¢p neni uprostied, je aproximace
sice formalné prvniho fadu, ale pro soubor siti s klesajici zménou prostorového
kroku je jeji chovani prakticky druhého fadu (viz [4, kapitola 3.3.4]). Daéle se
podivame na aproximaci jednotlivych povrchovych integrali.
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Obréazek 2.1: Umisténi velicin na plné posunuté siti: rychlosti (Sipky) a skalary
(tecky). Skalary jsou umistény doprostied skaldrnich kontrolnich objemu, slozky
rychlosti doprostted stén. Prevzato z [4].

—t-

X1
Obrazek 2.2: Posunutd sif a kontrolni objemy skalarnich veli¢in (vlevo), u-

hybnosti (uprostfed) a v-hybnosti (vpravo). Oproti skalartim slozky rychlosti ne-
sidli uprostied svych kontrolnich objemt. Pfevzato z [4].
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2.3.1 Rovnice pro pseudotlak

Pfeintegrovanim rovnice (2.2) pfes skalarni kontrolni objem dostédvame
Atj{ng”“ .dS = %u* .dS. (2.12)

Z okrajové podminky (2.3) je vidét, Ze na hranici integréal nalevo (2.12) vymizi.
Rovnice (2.12) vznikla de facto pouzitim rovnice kontinuity (1.18) na integralni
tvar rovnice (2.4) a tedy oba povrchové integraly (v diferencidlnim tvaru by to
byly operdtory V-) v (2.12) musi byt aproximovany konsistentné s (1.18). Ob-
dobnym prozkoumanim rovnic je také vidét, ze operator gradientu V v (2.12)
zase musi byt konsistentni s gradientem tlaku v momentovych rovnicich. Na to je
potifeba dat pozor, protoze v integralni formé ¢len s gradientem tlaku miize byt
pfeveden na povrchovy integral a konsistence pak muze (a nemusi) byt ztracena.

Integral napravo (2.12) je na posunuté siti diskretizovan piimocaie hodno-
tou integrandu u* uprostied stény krat plochou stény. To je kvadratura druhého
radu. Stejné integral nalevo s tim, Ze integrand je aproximovan centralnimi di-
ferencemi. Napfiklad hodnota uprostted stény e (kompasova notace, viz obrazek

2.2) je aproximovana
20\ o - op
( Ox ) T rp—zp

To neni formalné druhého fadu, nebot sténa e neni piesné uprostied mezi body
P a E, ale podobné jako u objemovych integralt v momentovych rovnicich je
chovani této aproximace kvalitativné blizké druhému radu.

Timto byla zaroven vyicena diskretizace tlakového ¢lenu v momentovych rov-
nicich.

2.3.2 Difuzni ¢len

Difuzni ¢len v momentovych rovnicich je diskretizovan naprosto analogicky jako
leva strana Poissonovy rovnice pro pseudotlak. Rozdil je jen v tom, které vyrazy
budou mit formalni druhy ¥ad pfesnosti a které budou formalné prvni (a¢ opét
s kvalitativné druhofddovym chovanim). Matice téchto ¢lent v u-, v- a Poisso-
novée rovnici jsou ale vSechny jiné, protoze kontrolni objemy se na posunuté siti
neshoduji.

2.3.3 Advekéni ¢len

Nyni se podivame na diskretizaci advekéniho ¢lenu v momentovych rovnicich

f uu - dS (2.13)
a advekéniho ¢lenu v rovnici pro poruchu potencialni teploty

74 f'u - dS. (2.14)
Obecné nas tedy bude zajimat diskretizace vyrazu

jfgbu . dS. (2.15)
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Vhodné diskretizace tohoto ¢lenu je velmi dtilezita zejména u hyperbolickych,
naptiklad stlacitelnych Eulerovych rovnic. Disledkem znamé Godunovovy véty o
fadové bariéte je, ze linearni schéma! vyssiho nez prvniho fadu zpisobuje falesné
oscilace. Moznym vychodiskem je pouziti nelinedrniho schématu. Jak uz bylo
naznaceno vyse, zadanou vlastnosti takového schématu je tfeba TVD, coz elimi-
nuje falesné oscilace. Volba TVD metody byva kompromisem mezi jednoduchosti
(vypocetni naro¢nosti) a falesnou difuzivitou schématu.

My jsme podle rady konzultanta Ing. Ludka Benese, Ph.D. jednoduse prevzali
schéma pouzité v jeho praci [12]. Udélali jsme to, protoZe prosté v této oblasti za-
tim mame miniméalni teoretické znalosti i zkusenosti. Jedna se o schéma zalozené
na MUSCL rekonstrukei (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation
Laws) s Hemkerovym-Korenovym limiterem.

Nejdiive se v kazdém kontrolnim objemu kvadratura (2.15) aproximuje vzta-
hem

> ¢"%e (u-n)la AS,, (2.16)

a=e,n,w,s

kde jsou hodnoty ¢*/f a u-n vyjadieny uprostied stén e, n, w, s alespoti s druhym
radem presnosti. Pak je kvadratura (2.15) (a tedy i advekéni ¢len) druhého fadu.
Protoze kontrolni objemy pro u, v a skaldrni (¢’) rovnice jsou vSechny jiné, je
i hodnota na sténach u - n = wu, v interpolovana vzdy jinak. To je udélano vzdy
primocare vazenym prumérem ze dvou nejblizsich hodnot a 1ze to hned vidét z ob-
razku 2.2. V pripadé skaldrniho kontrolniho objemu dokonce interpolace nebude
potfeba. Tento pristup, jak uz bylo vyse zminéno, bude mit na nerovnomérné siti
chovani kvalitativné druhého radu presnosti, pokud bude pomeér velikosti soused-
nich kontrolnich objemu klesat pfi zjemnovani sité.

Jadrem MUSCL rekonstrukce je stanoveni ¢/f|, na sténé o upwind zpiiso-
bem néjakého vyssiho radu. Upwinding vypada tedy takto:

L, pokud (u-n)l, >0
¢L/R|a :{ 2R|’a inak‘ ( )| (217)

Hodnoty ¢%|, a ¢*|, mohou byt potom interpolovany tfeba x-schématem s limi-
terem ®. Hlubsi informace lze najit napiiklad v [3]. Hodnota na sténé e = 1 +1/2
bude interpolovana takto:

q)(i[) (L= /)& = drm) + (L4 R)(brs1 — 1)) (2.18)

Grire = Pre1— (I)(ZH) (1 = &) (P12 — dr41) + (L + K)(dr+1 — ¢1))(2-19)

¢§+1/2 = ¢r+

kde I ¢isluje uzly sité ve sméru osy x. Budeme volit k = 1/3, pro néjz je schéma
nejvyssiho mozného tadu tfi, je upwind typu a jde o po castech parabolickou

rekonstrukci. Pokud ® = 1, je schéma linearni a nema tedy pozadovanou vlast-
nost TVD. Pouzivaji se tedy rizné limitery ®(r;), kde r; = %, které musi

spliiovat jisté pozadavky na konvergenci a TVD vlastnost (viz [3], [13]).

Linearnim schématem se mysli to, Ze pro linedrni rovnici advekce (tedy i rovnici pro ')
je diskretizovany advekéni €len linedrni v uzlovych hodnotach ¢. Pro nelinedrni rovnici (tedy i
momentové rovnice) dava potom i linedrni schéma samoziejmé nelinedrni zavislost diskretizace
na uzlovych hodnotéch veli¢iny ¢ (tj. u pro momentové rovnice).
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My pouzijeme Hemkertv-Korentiv limiter, pro néjz je potom vysledny tvar
schématu podle [12]

1
¢§+1/2 = ¢I+§5L (2.20)
1
Ofire = 1 — 30r (2.21)

5 . aL/R(bi/R+2)+bL/R(2ai/R+1) 992
LR o2 o2, — ar rbir + 3 (2:22)
L/R L/R L/RUL/R

ar = ¢r+1 — ¢1 ar = @ry2 — Pr41 (2.23)
b = o1 — dr-1 br = ¢r41 — ¢1. (2.24)

V [12] byl pouze zminén vysledny tvar schématu (2.20)—(2.24). Neni znamo, jestli
1ze schéma ziskat aplikaci limiteru ® na r-schéma ve tvaru (2.18),(2.19), coz neni
jedinad moznost. Proto taky nebylo x-schéma znovu odvozeno pro nerovnomérnou
sit, ale byl pouzit uvedeny tvar. Opét lze spoléhat na chovani podobné druhému
rfadu presnosti pro sité s konvergujicim pomérem velikosti sousednich bunék.

Takto byla ziskdna hodnota ¢/ na sténé e = I + 1/2. Hodnota na sténé
w = [ — 1/2 je zfejmé déna jednoduchou zadménou indext I — I — 1. Hodnoty
na sténach n,s jsou analogicky ziskany aplikaci schématu v druhém sméru site,
tedy na index J.

V [12] jsou aplikovéna jesté dalsi jista vylepSeni podle metody AUSM (Ad-
vection Upstream Splitting Method). Tim jsme se nezabyvali.

2.4 Metoda vnorené hranice

Proudéni v geometricky slozitych oblastech lze simulovat nékolika pfistupy. Jed-
nim je pouziti nestrukturované sité kopirujici hranice. To mtze byt pomérné
drahé, pokud jsou hranice pohyblivé a tedy je nutno ¢asto sit generovat znova.
Druhy pfistup je pouziti metody vnofené hranice (immersed boundary method).
Je pouzita libovolné jednoduchd sit, tfeba i kartézska, ktera nekopiruje hranice.
Okrajové podminky na hranicich jsou potom zajistény vlozenim dodatec¢nych
¢lentt do rovnic. Pii pouziti strukturované sité ma pak tento pristup nevyhodu,
ze zhusténi sité v mistech zajmu vede i ke zhusténi v jinych mistech, které by na
nestrukturovanych sitich nebylo potfeba.

Upravu rovnic lze provést dvéma zptisoby. Jeden je piistup spojitého zdroje
vyvinuty Peskinem (1982), ktery upravuje uz pivodni spojité rovnice. Druhy za-
vadi diskrétni zdroje do diskretizovanych rovnic. Piehled metod vnotrené hranice
lze najit v [14]. My pouzijeme diskrétni pristup podle [15]. Ten zavadi do diskrét-
nich rovnic zdroje hybnosti a hmoty, které jsou stanoveny numericky tak, aby
byla splnéna no-slip podminka na hranici. Zdroje hybnosti (forcing) jsou apliko-
vany v bodech vypocetni sité, které lezi na no-slip hranici a v télese té€sné vedle
hranice. Ty potom upravuji rovnice tak, ze rychlosti v télese vychazi tak, aby
na vnotrené hranici platila (pifi interpolaci) no-slip podminka. Tato myslenka je
zjednodusené zobrazena na obrazku 2.3. Dale jsou zavedeny zdroje hmoty, aby
byla splnéna bilance hmoty v kontrolnich objemech s vnorenou hranici. Rychlosti
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(toky hmoty), které vychéazeji uvniti télesa pobliz hranic, totiz nemaji fyzikalni
vyznam.

Konkrétné je to feseno tak, ze nejdfive jsou ptivodni rovnice bez forcingu pro-
vizorné explicitné vyfeseny. Potom z téchto provizornich rychlosti jsou v uzlech,
kde bude aplikovan forcing, stanoveny interpolaci rychlosti, které vychéazeji z po-
zadavku na no-slip podminku. Kdyz zname tyto rychlosti, je stanoven forcing tak,
abychom v bodech forcingu dostali tyto pozadované rychlosti, az budeme rovnice
fesit na cisto implicitné.

Forcing bude ziskan v kazdé etap€ Runge-Kutta integrace nezévisle. Predpo-
kldddme, Ze zrovna fesime jednu z rovnic (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) s no-slip
podminkou na vnofené hranici. Prvnim krokem bude misto vypoctu u*, kde
k = 1,2,3, %, provést vypocet 0¥, coz bude explicitni odhad k u*. Vyfesime
tedy

uk —

ul_ (2.25)
At ’ '
kde QF je prava strana (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), ale vzata explicitné. Nésledné
interpolaci stanovime z * hodnoty U* v bodech, kde bude aplikovan forcing, tak
ze pozadujeme splnéni no-slip podminky. Interpolaci popiseme pozdéji a uvidime,
7e tato interpolace je linearni zobrazeni M, a mizeme tedy psat

U* = Mu". (2.26)

V bodech, kde je aplikovan forcing, bude rovnice (2.25) obsahovat navic forcing
£k tedy
Uk —

Ttu = Q"+ (2.27)

Ale nyni uz vime, jakych rychlosti bychom chtéli dosdéhnout v bodech forcingu.
Staci tedy vyjadiit z (2.27) a s vyuzitim (2.26), (2.25) dostavame

Uf —u

B MaF —u”
At

fIkB = At

uTL
Q- —Q =M-D) (5 +QY), 23
kde Z = 1 v uzlech, kde méa byt aplikovan forcing, a Z = 0 vSude jinde. Pokud se
nemeéni geometrie sité a hranice a okrajova podminka je konstantni (coz je pfipad

(a) (b)

Obrézek 2.3: Rychlosti u stény: (a) normala ke sténg, (b) te¢na komponenta. Seda
oblast je téleso. V tomto obrazku je jednoducha situace, kdy y» = h. Obecné;jsi
jsou dale. Pfevzato z [15].
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no-slip podminky), je i matice (M — 7) konstantni. Lze ji pfedem pfedpocitat a
pak staci vzdy pfidat na pravou stranu rovnic (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) forcing
£ podle vztahu (2.28).

Timto postupem ale dostavame nefyzikalni toky hmoty uvnitt télesa. To se
opravi pfiddnim zdroje vtoku-vytoku ¢ na pravou stranu rovnice kontinuity (1.7),
ktery bude nenulovy pouze v buiikdch s vnofenou hranici, kde neni kontinuita
splnéna. Vypocet tohoto zdroje je znazornén v obrazku 2.4. Tento zdroj se potom
pfi¢te se znamenim minus k pravé strané rovnice (2.2). Rozdil oproti praci [15] je,
ze projekéni krok (2.2) neni provadén po kazdém RK kroku, ale az nakonec. Tedy
i tento zdroj hmoty je vypocten az z rychlostniho pole u* a nésledné proveden
projekéni krok. Zdroj je tedy dan vztahem

1

i

q

kde AV je objem skalarniho kontrolniho objemu, AS; plocha jeho stény i a w = 1
na té sténd, kde je nenulovy forcing fl, jinak w = 0.

Nyni uz sta¢i pouze vysvétlit interpolaci rychlosti v bodech, kde je apliko-
van forcing, a tedy jak se ziskd matice M. V obrazku 2.5 je vidét, ze nastavaji
dvé situace. Rychlost v télese ma t¥i nebo dva sousedy v tekutiné (ve smyslu
obrazku 2.5). Podle toho je pak aplikovana bud bilinearni nebo linearni interpo-
lace. V ptipadé bilinearni interpolace na obrazku 2.6, kdy je pozadovana no-slip
podminka v bodé Py, vypada interpolace takto

Uf = = (a(l = @) + (1 — a)(1 = B)iih + (1 - )Bif) /ab, (2.30)
kde o = (23 — xp,)/(x3 — x1)) a B = (y2 — yp,)/(y2 — v1)). V piipadé linearni

interpolace na obrazku 2.7, kdy je no-slip podminka aplikovana v bodé P, je
interpolace takova

h ~k v
Al kdyz 0 < h < ya
E_ A <
Uy = { _%/;B—h)ﬁ’g—i—(h—yA)ﬁg kdy? ys < h < g, (2_31)
YB—YA

Pouziti rychlosti v bodu B pro pripad, ze ya < h < yg, eliminuje situaci, kdy
bod A by se nachazel tak blizko hranice, ze by interpolovan rychlost UF vysla
nefyzikalné velka, coz by mohlo zpiisobit nestabilitu algoritmu.

Byly zde rozebrany tii specifické geometrické konfigurace, ale to nevadi, pro-
toze jakoukoliv jinou lze eliminovat zjemnénim sité. Uplné stejny postup plati
pro interpolaci v-slozky rychlosti. A nakonec vidime, Ze tato interpolace vztahy
(2.30) a (2.31) je opravdu linedrni, lze ji reprezentovat matici M a pouzit vztah
(2.26).
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Obrazek 2.4: Bilance hmoty ve skalarnim objemu s vnofenou hranici a zdroj ¢
opravujici zachovani hmoty. V této praci nema zdroj ¢ indexy * — je poéitan vidy
az z rychlosti u*. Pfevzato z [15].

(a) (b)

Obrézek 2.5: (a) bilinearni interpolace. (b) line4rni interpolace. Py je bod hranice,
kterym prochéazi normala k hranici prochazejici bodem, ve kterém je definovana
rychlost U;. Bod P; je prusecik hranice a pfimky prochéazejici body, ve kterych
jsou definovany rychlosti U; a 4. Pfevzato z [15].
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Y = yp, i = = et
Y= - = —1>i

X=X1X=Xp, X=X3
X

Obrazek 2.6: Bilinearni interpolace u-slozky rychlosti u no-slip stény. Pfevzato
z [15].

(a) (b)

Obréazek 2.7: Linearni interpolace u-slozky rychlosti u no-slip stény: (a) 0 < h <
ya, (b) h > ya. C je bod, kde je aplikovan forcing a C'P, = P,C. Body A a B
jsou prvni a druhy nejblizsi bod rychlosti mimo téleso. Pfevzato z [15].
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2.5 Diskretizace rovnice pro potencialni teplotu

Prostorova diskretizace advekéniho ¢lenu v rovnici (1.19) byla vyfesena v sekci
2.3.3. Objemové integraly jsou aproximovany, jak bylo popsano vyse, s tim, ze
hodnota integrandu na pravé strané rovnice je linearné interpolovana.

Jelikoz provadime projekci rychlosti na nulovou divergenci pouze jednou za
kazdy casovy krok, a tedy pole ub?3* nespliiuji rovnici kontinuity, neni mozné
pouzit tyto rychlosti k vypoc¢tu advekéniho ¢lenu v rovnici pro teplotu. Takovy
postup by vytvarel falesné zdroje v této rovnici. Jedinou moznosti je tedy pouzit
nedivergentni pole u™"*!. Uk4Zeme, Ze se ndm i tak podaii dosdhnout druhého
fadu v Case v rovnici pro teplotu i v momentovych rovnicich.

Nejprve se explicitni Eulerovou metodou stanovi 6”' aproximujici 6’ v case
n+1

9/1 —gn
At
kde —K je advekéni ¢len rovnice pro teplotu a U je zdroj v této rovnici (dany
vertikalni rychlosti). Déle jsou feSeny momentové rovnice a rovnice kontinuity,
jak bylo popsano v sekcich 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 s tim, ze vztlakovy ¢len je zahrnut
v proménné f v rovnicich (2.8)-(2.11) takto

f=...+1/2B(") +1/2B(0"), (2.33)

= K(u",0") + U(u"), (2.32)

kde B znaci vztlakovy ¢len (je pouze ve v-rovnici) a tecky tlakovy ¢len. Takto
vypocteny vztlakovy ¢len je druhého radu pfesnosti v ¢ase. Nakonec mame nedi-
vergentni pole u"™!, a miizeme stanovit 6! lichob&Znikovym pravidlem

eln-i-l _ eln
At

Rovnice (2.32),(2.34) predstavuji v podstaté Heunovo schéma, které je druhého

radu. Lze jej interpretovat jako Runge-Kutta metodu i metodu prediktor-korektor.

=1/2K(u",0™) +1/2K (0", ")+ 1/20(u") + 1/2U (u"™). (2.34)

2.6 Okrajové podminky

Jak uz bylo zminéno, bude potfeba hranice propoustéjici gravitacni viny. My po-
uzijeme implementaci oteviené hranice podle [16]. Jedné se o adaptivni metodu,
zalozenou Sommerfeldové radia¢ni podmince. Demonstrujeme si ji na obecné ve-
li¢iné ¢ v hrani¢nim bodé ;. Nejdiive je numericky stanovena fazova rychlost

cy = Ty—1 ¢?1Q2—1 &

Gym1 T Pt — 2071y At

Pokud tato rychlost spliuje 0 < ¢, < Ax/At, pak je pouzita diskretizovana
Sommerfeldova podminka

n+l _ 1-— Cd)At/ALU
i T 14 c,At/Ax

(2.35)

2C¢At/ALE

n—1

Inr

B (2:36)

Mtze se stat, ze fazova rychlost vyjde ¢y, > Az /At. Vlny o takové fazové rych-
losti, nedokaze vypocetni sit zachytit, a tedy fazova rychlost je v tomto piipadé
nastavena na limitni hodnotu ¢, = Az /At, pro niz vztah (2.36) nabyva tvaru
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Naopak pokud vyjde ¢, < 0, coz znamend, ze informace pfichazi zvenku, je bud
pouZzita opét limitni hodnota s ¢, = 0, pro kterou (2.36) vychazi
ot = o (2.38)

nebo je prosté hodnota ?;;1 nastavena na predpokladanou hrani¢ni hodnotu. To

je prirozeny postup na vstupni hranici. Naopak na vystupni je pouzita extrapolace
(2.38).

Fazova rychlost je spoctena pro kazdou veli¢inu a v kazdém bodé uvazované
oteviené hranice zvl4st. Tato metoda tedy predstavuje explicitni okrajovou pod-
minku, kdy je budouci hodnota veli¢iny na hranici extrapolovana z minulych.
Odvozeni zalozené na leap-frog diskretizaci Sommerfeldovy podminky, podrob-
nou diskusi a numerické experimenty lze nalézt v [16].

V testovaci tloze proudéni kolem rovinné desky, kde nebyla pouzita oteviena
hranice, byly okrajové podminky pfi vycislovani advekénich ¢lenti zajistény pii-
stupem ghost nodes, ktery ma tu vyhodu, Ze neni potieba upravovat schéma
v bodech u hranice. Tento pfistup funguje tak, ze jsou uvazovany fiktivni uzly
s veli¢inami za hranici, ve kterych jsou hodnoty interpolaci nastaveny tak, aby
byla splnéna Dirichletova nebo Neumannova okrajova podminka. Pti pouziti uve-
dené implementace oteviené hranice se nam ale nezdal tento pfistup vhodny.
Zejména proto, ze pouzité schéma advekcénich ¢lentt vyzaduje dva fiktivni uzly.
Schéma bylo proto u hranice pozménéno na obyéejné, linedrni centralni (CDS,
central difference scheme). Nevime jisté, jestli toto nemize generovat falesné os-
cilace uvnitf oblasti. Bohuzel ze zdroje advekéniho schématu [12] neni patrné, jak
schéma upravit u hranice bez pouziti ghost nodes pristupu, aby byla zarucena
vlastnost TVD.

2.7 ResSeni linearnich algebraickych systémii

Jak uz bylo naznaceno na zacatku kapitoly, budeme rovnice fesit iterativnimi
metodami. To znamena, ze systém AP = Q neni vyfeSen az na presnost pocita-
¢ové aritmetiky (byl-li by dobfe podminén), ale je vyfeSen pfiblizné tak, ze plati
AP™ = Q —r™. Vektor " je tedy odhad feSeni po m iteracich a r'™ je resi-
duum — vektor udavajici, o kolik neni rovnice splnéna. Je-li €™ = & — ®™ chyba,
pak plati Ae™ = r™. Na tom lze zalozit n&jaky odhad chyby, protoze residuum
1ze snadno a levné stanovit. Pro rtizné metody stanoveni chyby viz ([4, kapitola
5.3.2]). Po nékolika iteracich v pfiznivém piipadé residuum i chyba klesaji mo-
noténné a pro velkd m plati [[e™||, |[r™|] = O(a™). Poklesne-li o nékolik Fada
residuum, lze hadat, Zze chyba snad o néjaky podobny pocet radu také poklesla.
To je nejprimitivnéjsi prijatelné kritérium k zastaveni iteraci a je lepsi nez sle-
dovat zménu v FeSeni, jak pisSe [3, strana 265]. Uzitetné je prozkoumat [4, obr.
5.5], kde je graf poklesu residua a chyby s po¢tem iteraci pro rizné metody na
testovaci tloze.

Systémy pochazejici z momentovych rovnic (a advekéné-difusni rovnice obecné)
nemaji symetrickou matici. Na jejich feSeni vyuzijeme Stoneovu metodu SIP
(strongly implicit procedure). To je varianta aproximativniho LU rozkladu, navr-
zena specialné pro systémy vzniklé diskretizaci parcialnich diferencialnich rovnic.
M4 jeden laditelny parametr, ktery pokud je zvolen nad optiméalni hodnotu, pak
metoda diverguje.
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Naopak matice vznikla diskretizaci rovnice pro pseudotlak (2.2) muze byt
symetrickd, pokud jsou vhodné implementovany okrajové podminky (2.3). K je-
jimu feSeni je vyuzit algoritmus ICCG (incomplete Cholesky conjugate gradients).
Jde o velmi efektivni a robustni metodu tzv. sdruzenych gradientl, predpod-
minénou netplnym Choleského rozkladem. Tato metoda je vykonnéjsi nez SIP,
nemd zadné citlivé parametry, funguje pouze na symetrické matice. [3, kapitola
7.3] uvadi, ze prace W, potfebné k redukei chyby na danou trover, je tmérna
W = O(N*41In N), kde N je pocet neznamych a d je dimenze. Navic vznikla-li
matice systému diskretizaci Laplaceova operatoru ve 2D klasickym pétibodovym
stencilem na rovnomérné ¢tvercové siti, pak je dokonce W = O(N°*41In N). Pro
popis obou metod a problematiku obecné necht ¢tenar nahlédne do [4, kapitola 5],
[3, kapitola 7].
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Kapitola 3

Vysledky

Algoritmus popsany v predchozi kapitole byl naprogramovan v jazyce Fortran
90. Cely kéd je ptivodni s vyjimkou procedur na feSeni linearnich systémut meto-
dami SIP a ICCG popsanymi v kapitole 2.7. Byla pfevzata implementace téchto
metod z [4, kéd dostupny na adrese ftp://ftp.springer.de/pub/technik/
peric| v jazyce FORTRAN77 a prepracovana do Fortranu 90. Kdéd je seriovy.
Byl pouzit preklada¢ GCC GNU Fotran 4.4.3. Ptiblizné 80% vypocetniho ¢asu
zaujima reseni linedrniho systému vzniklého diskretizaci rovnice pro pseudotlak
metodou ICCG. Tento podil samoziejmé zavisi na okolnostech, zejména poctu
kontrolnich objemii, ale v zasadé tomu tak v fesenych piipadech vzdy bylo. Si-
mulace byly spoustény na clusteru http://snehurka.karlin.mff.cuni.cz.

3.1 Proudéni kolem hladké desky

Jako testovaci problém k otestovani schématu byl zvolen problém proudéni kolem
hladké desky. V pouzité geometrické konfiguraci problém neni schopen otestovat
metodu vnofené hranice. Jednd se o nestratifikované proudéni, tedy integrace
teplotni rovnice nebude timto otestovana.

Do nestlacitelného viskozniho homogenniho proudéni je vlozena deska konecné
délky a nekonecné sirky. Je orientovana ,,délkou” ve sméru proudu. V laminarnim
rezimu, jenz nas bude zajimat, je proudéni dvourozmérné a ma rovinu symetrie.
Na desce je aplikovana no-slip podminka a kolem ni se vytvori mezni vrstva.
Mimo mezni vrstvu je proud prakticky neporuseny. Situace je znazornéna na
obrazku 3.1.

P1i splnéni podminky

Re, = Uf > 1, (3.1)
kde U je rychlost neporuseného proudu a x vzdalenost od nabézné hrany desky,
je mozné nalézt analytické feSeni s pouzitim aproximace mezni vrstvy. To udélal
poprvé Blasius a odvozeni lze nalézt v [2, kapitola 5.8.]. Zavede-li se soutadnice

n= y\/g, (3.2)

u = fU (3.3)

lze TeSeni psat ve tvaru
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Obrazek 3.1: Profil u-rychlosti proudéni kolem hladké desky v mezni vrstve. Pre-

vzato z [17].
1 [vU
vo= 5\/7(77f/—f), (3.4)

pokud funkce f(n) splituje obycejnou diferencidlni rovnici

%ff// + f/// -0 (35)

s okrajovymi podminkami

f0)=f(0)=0,  f(o0)=1 (3.6)
Ulohu (3.5), (3.6) lze vyfesit numericky. To jsme udélali a na obrazku 3.2 je
zobrazen profil u v mezni vrstve. Je vidét, ze pro cca n = 5.0 dosahuje rychlost
prakticky neporusené hodnoty U. Pro rizné zavedené tloustky mezni vrstvy a
pro diskuzi turbulentni mezni vrstvy necht ¢tenar nahlédne do [2, kapitola 5.8.].
To, Ze jde o proudéni na nekonecné oblasti, pfinasi jisté komplikace. Za pred-
pokladu laminarniho proudéni lze zavést zjednoduseni na 2D proudéni a rovinu sy-
metrie. Pokud ale budeme chtit fesit proudéni numerickou integraci Navierovych-
Stokesovych rovnic metodou kone¢nych objemi, musime se omezit na konecnou
oblast. To vede k zavedeni umélych okrajovych podminek. Samoziejmé, ze analo-
gické potize nastavajii v experimentu. My jsme zvolili geometrii vypocetni oblasti
a okrajové podminky stejné jako [17]. Ten se odkazuje na praci [18], jez se nam
nepovedlo sehnat. Vypocetni oblast je zobrazena v obrazku 3.3. Pouzity jsou tyto
okrajové podminky:

a) Dirichletova podminka u=U, v =0
b) Neumannova podminka % = g—; =0
¢) no-slip podminka u =v =0

d,e) free-slip podminka g—; =0, v=0

Vypocetni oblast zacind v urcité vzdalenosti pred nabéznou hranou desky. To
umoziuje rozumné pouziti okrajové podminky a) na vstupu. Problematické jsou
hlavné podminky b) a e). Ani jedna z nich (kromé g—;‘ = 0 v e)) neodpovidé ana-
lytickému feseni. Proto je dtlezité, aby tyto hranice byly lokalizovany daleko od
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Obrézek 3.2: Reseni f'(n) = u/U.
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Obréazek 3.3: Okrajové podminky. Pfevzato z [17].
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Obrazek 3.4: Nejhrubsi vypocetni sit. Ta byla jesté t¥ikrat zjemnéna zdvojnaso-
benim poctu kontrolnich objemt v kazdém sméru.

oblasti zajmu. Pfesnéji feceno, vybereme-li si oblast zajmu, mélo by byt prozkou-
mano, ze feseni potom pfilis nezavisi na vzdalenosti hranice s témito umeélymi
okrajovymi podminkami. Navic je oblast spravnosti vysledku vzdalena napravo
od nabézné hrany desky, nebot musi byt splnéno (3.1).

Vypocetni sit méla 13 x 2" stejnych kontrolnich objemt ve sméru x a 50 x 2™
kontrolnich objemt ve sméru y, kde kazdy nasledujici byl vétsi o faktor 1.1% ",
Parametr n zde byl volen n = 0, 1,2, 3 a udava zjemnéni sité. Nejjemnéjsi sit tedy
méla 104 x 400 kontrolnich objemti s expanznim faktorem 1.171/8 = 1.011995 ve
sméru y. Nejhrubsi sit je nakreslena na obrazku 3.4. Pocet kontrolnich objemt
ve sméru = byl volen jako nasobek 13, aby byla nabézna hrana, ktera je rozhra-
nim rdznych okrajovych podminek, lokalizovana presné v daném bodé sité. Bylo
zvoleno Re; = Re = 2 x 10°. JelikoZ nés zajim4 stacionarni feSeni, byla zvolena
pocatecni podminka u = U, v = 0 a co nejdelsi ¢asovy krok zajistujici stabilitu.
Jakmile poklesla L' norma zrychleni o nékolik ¥4dt, bylo feseni povaZovano za
stacionarni.

S analytickym fesenim byly porovnany profily rychlosti v obrazcich 3.5, 3.6, 3.7
a 3.8 jsou vypocitané profily rychlosti v z = 0.5. V obrazku 3.8 je vidét, ze
okrajova podminka v = 0 na hranici e) neodpovidé Blasiovu feseni. To se dokonce
projevuje nizsi rychlosti v uz na kraji mezni vrstvy, jak je vidét v obrazku 3.6.
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Obrazek 3.5: Profil u-slozky rychlosti v mezni vrstvé v .z = 0.5.
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Obrazek 3.6: Profil v-slozky rychlosti v mezni vrstvé v x = 0.5.
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Obrazek 3.7: Profil u-slozky rychlosti v 2z = 0.5.
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Obrazek 3.8: Profil v-slozky rychlosti v x = 0.5.
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3.2 Proudéni kolem orografie

Jak uz bylo zminéno, budeme fesit proudéni rovnomeérné stratifikované tekutiny,
tedy Brunt-Viisdldova frekvence neporuseného proudu N bude zadané konstanta
nezavisla na soufadnicich. Piekadzka bude definovana kiivkou y = h(x) > 0 s ma-
ximem h = h(0). Proudici tekutina se vyskytuje v oblasti h(z) <y < D, 21 < & <
xo. Déle bude zadan profil neporuseného smykového proudéni u = ug(y), v = 0
s maximem ug(D) = U.

Levéa hranice x = x; bude vtokova a prava x = x5 vytokova. Obé budou reseny
Orlanskiho implementaci oteviené hranice popsané v sekci 2.6. Na vstupu bude
pii vyhodnoceni zaporné fazové rychlosti vyuzivan zminény profil neporuseného
proudu a nulova porucha teploty #’. Spodni hranice tvofena piekazkou bude po-
vazovana za no-slip a resena metodou vnorené hranice. Horni hranice bude resena
jako free-slip. Na spodni a horni hranici neni potfeba a priori zadavat okrajovou
podminku pro €', nebot advekéni ¢len tam vymizi. Zminény profil neporuseného
proudu bude slouzit jako pocateéni podminka, a to i v oblasti prekazky, tedy
vl <y< D,y < x < xo. To odpovida situaci, kdy je prekadzka v mziku
vysunuta do neporuseného proudu.

Free-slip podminka na horni hranici odpovida fyzikalni situaci proudéni ko-
necné hloubky s tuhym poklopem (rigid lid) na horni hranici, po kterém horni
vrstva tekutiny muze jistym zptsobem klouzat. Taky je samoziejmé mozné, aby
horni hranice byla volna (pliant boundary), nebo mize jit o ptipad tekutiny neko-
necné hloubky. To lze matematicky realizovat riznymi zpusoby, je to obtiznéjsi
a nebudeme se tim zabyvat. Tyto tii pripady maji rtizna kvalitativni chovani,
o ¢emz se lze presvédcit v [1]. Tam lze nalézt nékolik analytickych modelt zvrstve-
ného proudéni kolem prekazek. Pro dany pripad tuhé horni hranice se v téchto
modelech objevuje parametr

ND
CoaU’

V [1] se také ukazuje, Ze pro malé Nh/U ma toto proudéni charakter vin
— malych poruch — k neporusenému stavu a ¢islo K je pak interpretovano jako
prevracend hodnota Froudeova ¢isla Fy = 1/K vzhledem k nejrychlejsimu médu
j = 1. Toto ¢islo méa klasicky vyznam, kdy Fy < 1 znamené podkritickou situ-
aci, kdy se vlna $ifi obéma sméry, zatimco pti nadkritické situaci Fy > 1 se vlna
§ifi pouze po sméru proudu. Navic je ukazano, ze mod j = 1,2, 3, ... mize Sitit
energii proti sméru proudu, pokud j < K. Pokud Nh/U neni malé, pak uz ani
poruchy nejsou malé a celou situaci komplikuji nelinearni jevy zptisobené tim, ze
se tyto poruchy navzajem advehuji. Navic modely v [1] neberou vétsinou v po-
taz viskozitu a je k ni pfistupovano heuristicky. Jednak se vétsinou predpoklada
splnéni postacujici podminky stability zvrstveného smykového proudéni ug(z)

(3.7)

NZ 1
Ri= - >~ (3.8)

2 )

()
coz je tzv. Richardsonovo ¢islo. Déle je konstatovano, ze turbulentni mezni vrstva
kolem prekazky pouze efektivné méni tvar prekazky, ale proudéni lze povazovat
za neviskézni za predpokladu, ze se z mezni vrstvy neodtrhavaji viry a nejsou
pritomny kritické vrstvy, kde by smykové napéti bylo nezanedbatelné. V nasem
modelu neni turbulence zahrnuta. Vypocet s prilis vysokym Reynoldsovym ¢islem
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by potom nemusel byt kvalitativné spravny. Bylo zjisténo, ze kolem prekazky
Witch of Agnesi

B h

- 1+ (z/a)?
s polositkou a = 1.5 pfi proudéni nezvrstvené tekutiny hloubky D = 5h se zac¢ina
tvorit von Karménova virova cesta pii Re ~ 2000 az 4000. Budeme tedy volit
stfedné velka ¢isla Re v fadu stovek, vétsinou Re = Uh/v = 500. Jak uvidime,
bude ale potieba jesté ho snizit, pokud bude h/D malé. Takto definované Rey-
noldsovo ¢islo totiz neni konzistentni v lisici se konfiguraci geometrie a profilu
rychlosti.

Linearni modely pro malé Nh/U zminéné v [1] jsou zaloZeny na zachazeni
s prekazkou jako s poruchou v hranici (boundary perturbation model) a jako se
zdrojem hybnosti (momentum-source model). Oba vysvétluji rizné fenomény,
zejména hybnostni model dokaze vzit v potaz mezni vrstvu a separaci turbu-
lentnich virti na zavétrné strané. Dale je uveden Longtv model davajici stacio-
narni feseni pro koneéna Nh/U, ktery je zalozen na poruchové-hraniénim modelu,
a nékteré nestacionarni nelinearni modely davajici Longova feseni. Konecné je
predstavena nelinearni hydraulicka teorie. Ta je zalozena na zobecnéni proudéni
dvou homogennich vrstev na libovolny pocet, ktery pripadné aproximuje spojité
zvrstvenou tekutinu. Vysvétluje mimo jiné dulezity jev vodniho skoku (hydraulic
jump).

Nyni si ukdzeme vysledky simulaci. Zvolime prekazku Witch of Agnesi (3.9)
s polositkou a = 1.5. Pokud nebude feéeno jinak, bude vzdy Re = Uh/v = 500.
Poloha vtokové resp. vytokové hranice byla pokusem stanovena na x = —10
resp. * = 15 bez naroku na prvotfidnost této volby. Jenom v pripadé K =
0.75, Nh/U = 1.56 byla pouzita oblast —5 < x < 10. Na obrazcich 3.9 az 3.20
jsou snimky nékterych simulaci. Kfivky jsou proudnice, jejich barva udava ve-
likost wu-slozky rychlosti a barva pozadi poruchu teploty €', stoupajic od modré
do Cervené, bez naroku na konsistenci mezi jednotlivymi obrazky. Na DVD disku
jsou prilozeny animace vsech dale zminénych pripadi.

Nejdrive se podivame na pripady s K = 0.75. Linearni vlnova teorie potom
predpovida viny Sifici se pouze po sméru proudu. V piipadech s Nh/U = 0.47
resp. Nh/U = 0.83 to vypadé, ze dostavame stacionarni feseni (viz obrazek 3.9
resp. obrazek 3.10). Maji podobu malych poruch k neporusenému proudu. Na za-
vétrné strané lze pozorovat stacionarni viny moédu 1 resp. 2. Na pritokové strané
prekazky lze vidét zablokovanou tekutinu v recirkulacni zénach. To je efekt vzni-
kajici v disledku viskozity, ktery perturbacni teorie nepopisuje. V ptipadé, kdy
je uz Nh/U = 1.08 (viz obréazek 3.11), viskozita nejdiive zptisobuje odtrhavani
virtt na zavétrné strané. Tato nestabilita je ale utlumena stratifikaci v jednu re-
cirkula¢ni zénu hned za prekazkou. Podobné je tomu i pro Nh/U = 1.56 (viz
obrazek 3.13) se snizenym Reynoldsovym ¢islem na Re = 100. Pokud je Re na
puvodni hodnoté Re = 500 (viz obrazek 3.12), pak jsou za prekazkou piitomny
viry pfipominajici von Karménovu virovou cestu. To by mohlo byt zptisobeno
porusenim podminky stability (3.8). Tu jsme méli pro neporuseny proud vzdy
splnénu, nicméné pro zavedené proudéni kolem prekazky uz byt splnéna nemusi.
To miize uz snadno nastat, pokud Nh/U neni malé a proudéni nemé charakter li-
nearni poruchy — tfeba pokud je h/D blizké jedné, jako v tomto pFipadé. Poruseni
podminky stability jsme ale pro rozvinuté proudéni neovérovali.

h(x) (3.9)
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Déle se podivame na piipady s K = 1.28. Tehdy uz linearni teorie pfedpovida
viny médu 1 $ifici se proti proudu. V ptipadech s malymi Nh/U = 0.47 resp.
Nh/U = 0.83 (viz obrazek 3.14 resp. obrazek 3.15) nejsou pfili§ vidét, nebot je-
jich amplituda je malé a vypocetni oblast byla zvolena pftilis kratka na navétrné
strané. Oba tyto pfipady ndm v dostupném case nedaly staciondrni feSeni. V [1]
je zminéno, ze numerické studie pii 1 < K < 2 s prekazkou Witch of Agnesi
a/D = 0.17 ukazaly, Ze doba konvergence k Longovu feSeni je velmi dlouhd pro
mald Nh/U. Konkrétné onim kritériem je Nh/U < (Nh/U)., kde (Nh/U). je
nejmensi kritické Nh/U takové, Ze proudnice linedrniho feSeni zacnou byt v né-
jaké dobé od zavedeni proudu svislé. To je navic kritériem nestability Longova
feseni, coz si jesté ukazeme. V obou téchto pfipadech se vyskytla situace, kdy
tésné za hiebenem prekazky rychlostni profil klesa s vyskou. V prvnim pripadé
je vidét zablokovana tekutina pretékajici prekazku a v druhém zase zavétrna
vlna druhého médu. Zd4 se, ze pro vyssi Nh/U = 1.08 a Nh/U = 1.56 (viz obréa-
zek 3.16) uz efekty viskozity zpiisobi v jistém ¢ase poruchy §ifici se po vétru, které
podlehnou na vystupu distorzi a ¢astecné se odrazi zpét, ¢imz zamichaji s bilanci
teploty uvnitt oblasti. Jsou alespon pékné vidét viny jdouci proti proudu. Pii
jesté vyssim Nh/U = 2.00 (viz obrazek 3.17) se kvaziperiodicky odtrhuji stacio-
narni recirkulacni oblasti na zavétrné strané. Opét ale nastava problém s distorzi
na vystupu. Nakonec pro Nh/U = 2.84 se vyvine von Karmanova virova cesta a
distorze je opét znacna.

Déle jsem pocitali proudéni pro K = 1.83. Pti Nh/U = 0.83 a Nh/U = 1.08
(viz obrézek 3.18) je nejdiive FeSeni vlnového charakteru a posléze dojde k po-
ruseni stability a proudéni je velmi divoké. V prvnim piipadé vzniknou prav-
dépodobné velmi turbulentni oblasti, které schéma vyvinuté nemiize zahrnout.
Dokonce pfi vypoc¢tu na jemnéjsi siti vypocet vybouchne diive nez na hrubsi. To
by mohlo byt dano tim, Ze pro proudéni s dominujici viskozitou nestaci pii zjem-
tiovani sité zachovat CFL podminku UA¢/Axz < CFL (volili jsme Az/At = 5),
ale je tieba splnit At/Re(Az)? < konst, kde konstanta zavisi na pouzité implicitni
metodé. Ve druhém piipadé je pekneé vidét, kdy proudnice kousek za vrcholem pie-
kazky zvysuji svij sklon az k vertikdlnimu, coz znaci ze Nh/U = 1.08 > (Nh/U)..
Pak feseni prestava byt hydrostatické a po dlouhé dobé se ustali proud s vodnim
skokem s velmi hlubokou recirkula¢ni oblasti za nim. Pro Nh/U = 1.56 resp.
Nh/U = 2.00 (viz obrazek 3.19 resp. obrazek 3.20) je situace velmi podobna
s tim, ze efekty viskozity jsou dobre tlumeny stratifikaci a feseni tedy neni tolik
ovlivnéno distorzi na vystupu. Pro Nh/U = 2.84 a Nh/U = 3.79 pusobi visko-
zita velmi silné a s vysokou frekvenci. To pravdépodobné zptisobuje velmi silnou
distorzi a snad by pomohlo zjemnéni ¢asového kroku. Alespon na pocatku, kdy
k otevienym hranicim jesté nedorazila zadna vlna vétsi amplitudy a nedochézi
tedy k reflexi, jsou vidét v zavétii sifici se Cela vin néjakého vyssiho moédu.

Pro K = 2.37 (s pouzitym Reynoldsovym ¢islem) uz schéma nefungovalo (a
nékdy i vybouchlo) prakticky pro zadné zvolené Nh/U = 0.83, 1.08, 1.56, 2.00,
2.84, 3,79, jakmile doslo k posileni efektt viskozity, bud tim, Ze proudéni preslo
do hydraulického rezimu nebo samo od sebe pro velké Nh/U (a tedy malé h/D).
V prvém pripadé vznikaji vodni skoky s turbulentnimi oblastmi, ve druhém viry
podobné von Karmanové cesté. Nicméné lze v animacich pékné pozorovat poca-
tecni klidny vyvoj pred vznikem nestabilit, napiiklad i vlivem pfetoceni proudocar
do svislé polohy.
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Obrazek 3.14: K = 1.28, Nh/U = 0.47, t = 630
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Obrazek 3.15: K = 1.28, Nh/U = 0.83, t = 230

Obrazek 3.20: K = 1.83, Nh/U = 2.00, t = 720
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7. aver

Uvazovali jsme model proudéni zvrstvené tekutiny kolem piekazky s tuhou horni
hranici a vytvorili jsme numerické schéma k jeho diskretizaci. To jsme provedli
kompilaci né€kolika rtiznych metod. Schéma jsme naprogramovali a otestovali na
proudéni kolem hladké desky. Pro problém stratifikovaného proudéni ale nebyly
otestovany vsechny podstatné c¢asti schématu. Ukazalo se, ze a¢ jsme pouzili do-
cela starou, ale léty provéfenou Orlanskiho metodu k diskretizaci oteviené vstupni
a vystupni hranice, podléhaly vzruchy zejména na vystupu distorzi. Moznou prici-
nou je prosté Spatna implementace, ktera neni uplné trivialni v kombinaci s posu-
nutou siti a pouzitym advekénim schématem. Je také mozné, Ze oteviena hranice
fungovala reflexivné zejména u ptipad s vyznamnym vlivem viskozity, coz by ko-
respondovalo s faktem, Ze tato metoda je urcena pro hyperbolické rovnice. Tteti
mozny divod je prosté pouziti prilis dlouhych casovych kroki. Nebylo to prilis
testovano a ani k tomu nebyly k dispozici vypocetni zdroje.

Dalsim problémem byly vypocty, ve kterych se projevovala viskozita natolik,
ze rezim proudéni by byl pravdépodobné turbulentni. Schéma nebylo schopno
zadnym zpisobem zapocitat vliv turbulence. Protoze turbulence mé vyznamny
vliv nejen na momentovou bilanci proudéni, ale i na vilnové fenomény ve zvrstvené
tekutiné (napiiklad turbulentni oblast je schopna odrézet vlny), neni v téchto
pripadech mozné povazovat vysledky, ani kvalitativné, za spravné.

Nebylo dtikladné provedeno ladéni sité, ¢asového kroku a umisténi vtokové
a vytokové hranice. Také Reynoldsovo ¢islo by mohlo byt snizovano, zejména
v piipadech, kdy vznikal problém s viskéznimi efekty.

Neni ani jasné, jaky vliv ma free-slip okrajova podminka na horni hranici.
Otéazku jsme si nedokézali zodpovédét, protoze ndm ani neni jasné, jaké vlastnosti
by méla mit horni hranice odpovidajici modelim v [1] ve viskéznim piipadé.

I pres tyto nedostatky byly ukazany nékteré jevy typické pro obtékani pre-
kazky stratifikovanou tekutinou. Zejména vysledky vlnového charakteru, pred
vznikem nestabilit, pokud viibec vznikly, lze povazovat za spravné.
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