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Úvod

Cílem práce je prozkoumat charakter proudění kolem horské překážky v mezní
vrstvě atmosféry. Takové proudění lze často považovat za kinematicky nestlači-
telné. Vztlakové efekty vznikající vlivem rozdílné teploty (či hustoty) různých
částic tekutiny ale nelze úplně zanedbat a hovoříme o takzvaném teplotně stra-
tifikovaném proudění. Zjednodušeným modelem popisujícím toto proudění jsou
Navièrovy-Stokesovy rovnice s Boussinesqovou aproximací. V kapitole 1 bude na-
stíněna cesta k tomuto modelu.

Nás bude zajímat stabilní zvrstvení, kdy potenciální teplota roste s nadmoř-
skou výškou, a navíc pro jednoduchost rovnoměrné. Neporušený proud bude za-
dán parabolickým profilem s rovnoměrným zvrstvením. Budeme zkoumat pouze
dvourozměrný případ a nebude uvažován vliv zemské rotace. Nebude zapraco-
ván žádný model turbulence ani nebude turbulence simulována přímo, což ani
nelze 2D modelem provést, krom toho, že to je příliš výpočetně náročné. To nás
omezuje na tak malá Reynoldsova čísla, která neodpovídají skutečnosti. Za cíl
si tedy klademe pouze kvalitativní pozorování jevů spojených se stratifikovaným
prouděním kolem orografie. Budeme volit velmi jednoduchou geometrii problému
– obdélníkovou oblast s kopcem popsaným hladkou křivkou u spodní hranice,
vstupem proudící tekutiny na jedné svislé straně obdélníku a výstupem na druhé
– aby bylo možno abstrahovat k fundamentálním jevům ve stratifikovaném prou-
dění. Mezi tyto jevy (viz [1]) patří gravitační vlny, což jsou perturbace hustoty
vznikající v důsledku vztlaku. Od těch lze požadovat, aby byly na hranicích odrá-
ženy zpět nebo vyzářeny ven. Na vstupu a výstupu budeme používat tzv. otevře-
nou hranici, což je sám o sobě dost vágní pojem, umožňující radiaci. Naopak na
horní hranici použijeme jednu z okrajových podmínek reflektivního typu modelu-
jící tekutinu konečné hloubky. Radiační podmínka by mohla modelovat tekutinu
nekonečné hloubky, ale výpočetní i experimentální realizace je složitější oproti
tekutině konečné hloubky. V té se naopak vyskytuje více fyzikálních fenoménů a
její chování je složitější, třeba už jen proto, že je přítomen další volný parametr.

Rovnice popisující tento problém (parciální diferenciální rovnice a okrajové
podmínky) diskretizujeme projekční metodou, implicitně-explicitním Runge-Kutta
schématem v čase a metodou konečných objemů na posunuté síti v prostoru. Po-
užité Runge-Kutta schéma a schéma typu MUSCL, diskretizující advekční členy
v prostoru, by měla zajistit vlastnost TVD. Ta garantuje potlačení falešných
oscilací, je-li schéma aplikováno na hyperbolickou rovnici. Diskretizace no-slip
okrajové podmínky bude řešena metodou vnořené hranice s diskrétními zdro-
jovými členy. Otevřené hranice na vstupu a výstupu budou řešeny adaptivním
přístupem podle Orlanski [16], založeném na Sommerfeldově okrajové podmínce.
Implicitní rovnice budou řešeny iterativními metodami SIP a ICCG. Algoritmus
bude naprogramován v jazyce Fortran 90.
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Algoritmus bude otestován na problému proudění kolem hladké rovinné desky.
K němu je známo přibližné analytické řešení. Jde o stacionární řešení, bez strati-
fikace a stačí k němu jednodušší okrajové podmínky. Tímto tedy nebudou otesto-
vány všechny součásti algoritmu, zejména přesnost časové diskretizace, vnořená
hranice, hranice otevřeného typu a stratifikace.

Problém stratifikovaného proudění kolem překážky bude mít několik parame-
trů – tvar kopce (zvolíme jedno-parametrickou třídu kopců), Reynoldsovo číslo,
míru zvrstvení (Brunt-Väisäläova frekvence) a hloubku proudu (Froudeovo číslo).
Cílem je kvalitativně zhodnotit proudění především v závislosti na posledních
dvou zmíněných parametrech. Od ostatních se budeme snažit abstrahovat, jak
například činí i [1]. Tato monografie shrnuje analytické, numerické i experimen-
tální výsledky aktuální (state of the art) před patnácti lety.
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Kapitola 1

Model proudění

Model má popisovat atmosferické proudění přes horskou překážku. Takové prou-
dění lze v přiblížení popsat nestlačitelnými Navièrovými-Stokesovými rovnicemi
se vztlakovým členem, který plyne z tzv. Boussinesqovy aproximace. V této ka-
pitole nastíníme cestu k tomuto modelu a podmínky pro jeho platnost. Také se
podíváme na další detaily jako okrajové podmínky, turbulenci a integrální tvar
rovnic.

1.1 Navièrovy-Stokesovy rovnice

Proudění stratifikované tekutiny lze popsat Navièrovými-Stokesovými rovnicemi
(viz [1, strana 3]). Ty lze odvodit z požadavků na zachování hmoty a hybnosti v
Newtonovské tekutině. Tato se vyznačuje tím, že její vnitřní povrchové síly jsou
popsány hned po neviskosní tekutině nejjednodušším myslitelným lineárním kon-
stitutivním vztahem. Realizuje se to tvarem tenzoru napětí závislého na gradientu
rychlosti deformace a tlaku. Přesné odvození z uvedených a dalších rozumných
požadavků (např. izotropie tekutiny) lze nalézt například v [2], [3], [4].

Budeme-li uvažovat tekutinu s konstantní viskozitou µ, η, jsou Navièrovy-
Stokesovy rovnice

ρ
Du
Dt

= −gρẑ−∇p+ µ∇2u + η∇∇ · u (1.1)

Dρ
Dt

+ ρ∇ · u = 0 (1.2)

Rovnice (1.1) tedy představuje zákon bilance hybnosti a rovnice (1.2) zákon za-
chování hmoty. D

Dt značí tzv. konvektivní (Lagrangeovskou) derivaci

D
Dt

=
∂

∂t
+ u · ∇,

u je rychlost, p tlak a ρ hustota. Všechny tyto veličiny jsou pole v Eulerovských
souřadnicích definovaná na oblasti vyplněné tekutinou. První člen na pravé straně
rovnice (1.1) udává zrychlení způsobené zemskou tíhou; ẑ je jednotkový vektor
ve směru kartézské osy z. Ostatní členy pocházejí z konstitutivního vztahu teku-
tiny. Třetí a čtvrtý člen způsobují disipaci hybnosti v důsledku viskozity – tedy
vnitřního odporu tekutiny k deformaci. Konstanta µ je (první) dynamická visko-
zita a η druhá dynamická viskozita nebo tzv. bulk viskozita. Ta má vliv pouze ve
stlačitelné tekutině a použitím dalších předpokladů z modelu posléze zmizí.
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1.2 Boussinesqova aproximace

Systém rovnic (1.1),(1.2) nestačí pro výpočet neznámých u, p, ρ. Je tedy potřeba
jej doplnit o další rovnice anebo zbavit některé neznámé. Nejdříve se tlak a hus-
tota rozvinou do malých perturbací kolem hydrostatické rovnováhy:

p = p0(z) + p′ (1.3)

ρ = ρ0 + ρ′ (1.4)

dp0

dz
= −ρ0g (1.5)

Dosazením (1.3),(1.4) do (1.1) a použitím (1.5) dostáváme:

(ρ0 + ρ′)
Du
Dt

= −gρ′ẑ−∇p′ + µ∇2u + η∇∇ · u (1.6)

Nyní přijde samotná Boussinesqova aproximace. Ta spočívá v tom, že ρ0 + ρ′

v (1.6) se nahradí střední hodnotou ρ̄. To lze udělat, pokud má sledovaná vrstva
tekutiny dosti malou hloubku. Např. v [1, strana 7] je odvozeno z termodynamiky
ideálního plynu, že tloušťka tekutiny D musí splňovat D � H, kde vychází
H = 8.2 km pro vzduch za teploty T = 280 K. Podobné úvahy lze najít třeba
v [5, strana 47],[3, strana 45].

Dále za dosti malých Machových čísel M = |u|/a� 1, kde a2 = (∂p/∂ρ)S =
γp/ρ je rychlost zvuku, lze podle [1, strana 6],[5, kapitola 3.1.2] předpokládat
nestlačitelnost, tj. rovnici kontinuity ve tvaru

∇ · u = 0, (1.7)

ale zároveň nenulovou poruchu ρ′, pro kterou tedy budeme potřebovat nějakou
rovnici. Jeden způsob je přejít k potenciální teplotě

θ = T

(
pr
p

)1− 1
γ

. (1.8)

θ je pak teplota, kterou by částice ideálního plynu o teplotě T a tlaku p měla,
kdyby byla adiabaticky komprimována či expandována na pevně zvolený refe-
renční tlak pr. Konstanta γ je poměr specifických tepel γ = cp/cV . Teorie ideálního
plynu dává pro vzduch předpověď γ = 1.4. Při adiabatickém pohybu ideálního
plynu splňuje potenciální teplota ([5, strana 30], [1, strana 5])

Dθ
Dt

= 0. (1.9)

Rozepíšeme-li θ = θ̄(z) + θ′, můžeme (1.9) upravit na

Dθ′

Dt
= −wdθ̄

dz
, (1.10)

kde w je vertikální složka rychlosti. Navíc pro pohyb ideálního, dosti mělkého
plynu není problém ukázat, že při malých poruchách platí (viz [5, strana 48])
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θ′/θ̄ = −ρ′/ρ̄. Člen −gρ′/ρ̄ẑ v (1.6) se pak nahradí gθ′/θ̄ẑ. Položíme-li ještě
ν = µ/ρ̄ a p′ := p′/ρ̄, dostáváme z (1.6)

Du
Dt

= g
θ′

θ̄
ẑ−∇p′ + ν∇2u (1.11)

Systém (1.7),(1.10),(1.11) tedy představuje úplný systém pro neznámé u, p′, θ′.
Veličiny g, ν jsou konstanty a θ̄ = θ̄(z) je pole závislé pouze na vertikální souřad-
nici. To je klíčová veličina určující charakter stratifikovaného proudění. Zavádí se
vztlaková frekvence (buoyancy frequency, Brunt-Väisälä frequency) N

N2 = −g
ρ

dρ
dz

=
g

θ

dθ
dz
. (1.12)

Podle [1, strana 4] to je frekvence lokálních vertikálních oscilací malé amplitudy
buzených vztlakem, a navíc nejvyšší možná frekvence, kterou ve vztlakem buze-
ných stratifikovaných prouděních fluktuace mohou mít. Je vidět, že pro takzvané
stabilní zvrstvení, kdy dθ/dz > 0, máme kladnou frekvenci N , zatímco v nesta-
bilním případě dθ/dz < 0 je frekvence imaginární a takové proudění se vyvíjí
do stavu se stabilním zvrstvením. V této práci nás bude zajímat pouze stabilní
zvrstvení.

Nyní vidíme, že průměrná hustota ρ̄ a původní tlak p už v rovnicích nevy-
stupují. V případě potřeby k němu můžeme zpět přejít přičtením hydrostatické
části. Navíc jak je ukázáno třeba v [4, kapitola 7.6], tlak v momentových rovnicích
v nestlačitelném případě plní kinematickou úlohu pro zajištění rovnice kontinu-
ity. Lze ho chápat jako Lagrangeův multiplikátor pro podmínku nulové divergence
rychlostního pole. To je klíčová myšlenka projekční metody, která zajistí splnění
rovnice kontinuity.

Uvažujeme-li rovnoměrně zvrstvenou tekutinu o malé hloubce, lze předpoklá-
dat ve vztahu (1.12) konstantní průměrnou hodnotu potenciální teploty θ̄, ale i
konstantní hodnotu jejího gradientu dθ̄

dz . Pak je takto zavedená vztlaková frek-
vence konstantou nezávislou na souřadnicích. Tuto situaci i takto definované N
budeme ve zde zkoumaných případech stratifikace uvažovat.

Nyní přejdeme k bezrozměrnému tvaru rovnic. Definujeme bezrozměrné veli-
činy vztahy

ũ = u/U p̃ = p′/U2 θ̃′ =
θ′

Ldθ̄
dz

∇̃ = L∇ ∂/∂t̃ = L/U ∂/∂t

Re = LU/ν Gnhu = NL/U

kde L a U je typická délková a rychlostní škála problému. U daného problému
je dobré jejich volbu provést stejně, jako provádějí jiní autoři, aby byla možnost
srovnání výsledků. U bývá typicky průměrná vstupní rychlost a L rozměr uvažo-
vané oblasti nebo nějaký charakteristický rozměr vnořeného tělesa (např. horské
překážky).

Re je Reynoldsovo číslo, závisí na volbě L a U a jeho velikost má pro danou
geometrii význam při charakterizaci proudění na laminární a turbulentní (viz [3,
strana 17]). Dále lze zavést bezrozměrnou variantu vztlakové frekvence NL/U .
Pro účely charakterizace rovnoměrně zvrstveného proudění volí [1] za délkovou
škálu tohoto čísla výšku překážky h a nazývá číslo Nhu nebo Gnhu.
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Provedeme-li substituci zadefinovaných bezrozměrných veličin do (1.11), (1.10)
a nebudeme psát vlnovky (ani čárku u p), máme

Du
Dt

= Gnhu2θ′ẑ−∇p+
1

Re
∇2u (1.13)

Dθ′

Dt
= −w. (1.14)

Rovnice (1.7) vypadá v bezrozměrném tvaru stejně. Systém (1.7),(1.13),(1.14) je
tedy kompletní systém pro neznámé u, p, θ′ s parametry Re,Gnhu. Po doplnění o
počáteční a okrajové podmínky je úloha kompletní počátečně-okrajovou úlohou.

1.3 Počáteční a okrajové podmínky

Vhodné počáteční a okrajové podmínky jsou velmi důležitou součástí ovlivňující
kvalitu řešení. Systém parciálních diferenciálních rovnic (1.7),(1.13),(1.14) v pod-
statě představuje extrapolaci těchto podmínek dovnitř výpočetní oblasti. Jejich
nevhodná numerická implementace, zejména těch okrajových, představuje leckdy
zdroj problému a bude o ní řeč v další kapitole.

Aplikujeme-li divergenci na rovnici (1.13) a použijeme (1.7), vidíme, že musí
platit

−∇2p = ∇u · ∇uT −Gnhu2∂θ
′

∂z
. (1.15)

Tedy počáteční podmínky musí být konsistentní podle (1.7) a (1.15).
Jako okrajové podmínky pro rychlost budeme používat více možností:

• Dirichletova podmínka pro u na vstupu

• no-slip podmínka u = 0 na pevné stěně

• free-slip podmínka u · n = 0, ∂u
∂n · τ = 0 na klouzající hranici

• Neumannova podmínka ∂u
∂n = 0 na výstupu

• Sommerfeldova radiační podmínka ∂u
∂t

+ c∂u
∂n = 0 na otevřené hranici,

kde τ , n, ∂/∂n a c značí jednotkovou tečnu, normálu, derivaci ve směru normály a
fázovou rychlost gravitačních vln. Free-slip podmínku lze použít na rovinné horní
hranici výpočetní oblasti, pokud lze předpokládat, že vrstva tekutiny klouže po
hranici. Neumannova podmínka je idealizací situace na výstupu a má dobrý smysl,
pokud je výstup dost daleko od oblasti s divokým chováním proudění, například
od orografie. Pro stratifikované proudění s gravitačními vlnami se ale příliš nehodí.
Radiační podmínka je vylepšením Neumannovy podmínky, které umožňuje, že
tyto vlny nejsou odráženy od hranice zpět do oblasti, ale jsou vyzářeny ven. Tato
podmínka má dobrý smysl pro rovnice s hyperbolickým charakterem s průmětem
fázové rychlosti do vnější normály hranice c. Může být tedy použita na výstupu
i na vstupu, ale pouze pokud platí (v daném bodě a čase) c > 0, což znamená, že
se informace šíří ven, nikoliv dovnitř.

Celkově okrajové podmínky musí umožňovat zachování hmoty v oblasti v sou-
ladu s rovnicí kontinuity (1.7), a to i jejich numerická implementace. Uvažovaný
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systém nevyžaduje okrajové podmínky pro tlak, pokud jsou na celé hranici pou-
žity výše uvedené podmínky pro rychlost. Některé diskretizace ale vyžadují ad hoc
podmínky pro tlak, které musí být nějak odhadnuty. To ale nebude náš případ.
Na druhou stranu, pokud by byl předepsán statický tlak na vstupu a výstupu, pak
rychlost plyne z rovnic. Pro diskuzi kompatibility okrajových podmínek viz [4,
kapitola 7.7], [6, kapitola 9].

1.4 Turbulence

Jak známo, při vyšších Reynoldsových číslech Navièrovy-Stokesovy rovnice ne-
mají stabilní stacionární řešení a proudění jeví známky chaotického chování. Toto
se děje i v přírodě a nazývá se turbulence (viz [3, strany 17, 37], [4, kapitola 9]).
Přesná predikce turbulentních řešení přímo z Navièrových-Stokesových rovnic je
pro většinu aplikací s dnešními výpočetními zdroji nedosažitelný úkol, protože
turbulentní proudění má tak malé typické škály fluktuací, že by byla potřeba ne-
dosažitelně jemná výpočetní síť. V [3, strana 38] se tvrdí, že pro délkovou škálu
nejmenších vírů (Kolmogorov scale) ` platí

`/L = O(Re−3/4
m ), (1.16)

kde L je škála největších vírů a Rem = UL/ν je Reynoldsovo číslo odvozené od
délkové a rychlostní škály největších vírů.

Proto se v praxi volí různé stupně přibližných modelů turbulence. V této
práci není použit žádný model turbulence. Podle tvrzení z předchozího odstavce
lze očekávat, že daná výpočetní síť bude schopna dobře popsat proudění při nepří-
liš vysokých Reynoldsových číslech a že v principu se nám turbulentní proudění
popsat nepodaří. Bohužel proudění v povrchových vrstvách atmosféry je v prin-
cipu turbulentní. Navíc turbulentní proudění je 3D a my budeme počítat pouze
2D model proudění.

1.5 Integrální formulace rovnic

Vhodné numerické schéma dokáže dávat i nespojitá řešení rovnic. Ta jsou důležitá
zejména pro stlačitelné problémy, které mohou mít řešení s rázovými vlnami. Po-
užité schéma typu konečných objemů vychází z integrální formulace rovnic. Pro
pohodlnost jsme rovnice uvedli v klasické formulaci, ačkoliv matematicky přes-
nější způsob by byl odvodit rovnice rovnou v integrální formulaci, která je fyzi-
kálně primární. To ale nevadí, protože integrální tvar je z rovnic (1.7),(1.13),(1.14)
hned vidět po použití Gaussovy věty.

∂

∂t

∫
u dV +

∮
uu · dS = Gnhu2ẑ

∫
θ′ dV −

∮
pdS +

1
Re

∮
∇u · dS (1.17)

∮
u · dS = 0 (1.18)

∂

∂t

∫
θ′ dV +

∮
θ′u · dS = −

∫
w dV (1.19)

Rovnice musí být splněny pro libovolnou integrační oblast v tekutině.
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Další možností je takzvaná slabá formulace. Ta se liší od integrální tím, že
integrandy jsou před integrací přenásobeny testovací funkcí a rovnice pak musí
být splněny s libovolnou testovací funkcí z daného prostoru funkcí. Můžeme si
představit, že integrální tvar rovnic připouští pouze testovací funkci ≡ 1. Je vidět,
že řešení je potom hledáno na bohatším vektorovém prostoru (s větší dimenzí)
oproti metodě konečných objemů (kde dimenze = počet kontrolních objemů).
Tato formulace je výchozím bodem matematicky velmi přesné metody konečných
prvků.
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Kapitola 2

Numerická schémata

Diskretizací rovnic (1.7), (1.13), (1.14) (nebo jejich integrálních verzí (1.17),
(1.18), (1.19)), a okrajových a počátečních podmínek dostaneme systém algebraic-
kých rovnic. Matice těchto rovnic (a parciálních diferenciálních rovnic obecně)
jsou velmi řídké a navíc při diskretizaci na strukturovaných a zvláště pravoúh-
lých sítích mají pravidelnou strukturu. Ukazuje se, že takovéto systémy rovnic
lze mnohem efektivněji řešit přibližnými iterativními metodami, nikoliv přímými,
například Gaussovou eliminací. Navíc, aby byla využita strukturovanost matic
pocházejících od jednotlivých rovnic z původního spojitého systému, je vhodnější
řešit tyto rovnice zvlášť a nějakým způsobem se pokusit zajistit, aby byly spl-
něny rovnice zároveň. Možným přístupem je projekční metoda, kterou vysvětlíme
v následující kapitole.

Nebude-li to vadit, budeme pro pohodlnost psát rovnice v diferenciální formě.
Integrální zápis budeme potřebovat pouze, budeme-li mluvit o prostorové dis-
kretizaci některých členů. Protože se budeme zabývat diskretizací 2D modelu,
bude nyní pro pohodlnost vertikální osou (proti směru tíhy) osa y s odpovídající
složkou rychlosti v. Vodorovná osa resp. složka rychlosti bude x resp. u.

2.1 Projekční metoda

Předpokládáme, že rovnice (1.14) je velmi slabě svázána (weakly coupled) s rov-
nicí (1.13), a proto její řešení prozatím odsuneme stranou. Budeme jednoduše
předpokládat, že člen Gnhu2θ′ẑ v (1.13) je zdroj, který nezávisí na u a p. Rovnice
(1.7),(1.13) budeme řešit strategií danou projekční metodou PmII z [7]. Ta se
vyvinula z metody [8] a [9]. Oproti [7] ale zvolíme jiný způsob časové diskretizace
momentových rovnic. Důležité je to, že bude stejně jako v [7] alespoň druhého
řádu přesnosti v čase. Nejdříve se vyřeší momentové rovnice se starým tlakem:(

Du
Dt
− 1

Re
∇2u

)n+1/2∗

= −∇pn−1/2 + f , (2.1)

kde f je zdroj pocházející od vztlakového členu Gnhu2θ′ẑ a člen se superskriptem
n+1/2∗ je s chybou alespoň druhého řádu v čase. Rovnice je vyřešena s okrajovou
podmínkou pro původní rovnici (1.13). Řešením dostaneme z hodnot un a pn−1/2

hodnotu u∗ aproximující hodnotu un+1. Nyní přijde projekční krok. Rychlost musí
být upravena tak, aby splňovala rovnici kontinuity (1.7). Vyřeší se Poissonova
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rovnice pro pseudotlak φn+1

∆t∇2φn+1 = ∇ · u∗ (2.2)

s Neumannovou okrajovou podmínkou

n · ∇φn+1 = 0. (2.3)

Pak se explicitně upraví rychlost a tlak

un+1 = u∗ −∆t∇φn+1, (2.4)

pn+1/2 = pn−1/2 +

(
1− ∆t

2Re
∇2

)
φn+1. (2.5)

Tato metoda tedy řeší systém rovnic (1.7),(1.13) s chybou druhého řádu v čase,
ale na hranici oblasti Ω má chybu prvního řádu v tečné složce rychlosti. Je-li ub
Dirichletova podmínka pro rychlost na ∂Ω, platí

τ · un+1
|∂Ω = τ ·

(
un+1
b −∆t∇φn+1

)
|∂Ω

. (2.6)

Jedna možnost, jak to spravit, je prostě po projekci (2.4) znovu nastavit správně
okrajovou podmínku

un+1
|∂Ω = un+1

b |∂Ω. (2.7)

To ale může způsobit problémy s nefyzikálně velkou derivací ve směru normály u
hranice. Pak se nabízí použít rychlost (2.4) pro výpočet derivací v příštím časovém
kroku v (2.1), zatímco všude jinde použít opravenou rychlost (2.7). Pokud pro
tečnou složku rychlosti je předepsaná Neumannova podmínka (například i pro
free-slip hranici), pak tento problém nenastává.

2.2 IMEX Runge-Kutta schéma

Zásadní problém diskretizace rovnic hyperbolického typu (i difusně-konvektivní
rovnice) je vznik nežádoucích nefyzikálních oscilací (spurious oscilations, spuri-
ous wiggles). Pro detailní popis problematiky viz např. [3, kapitola 9]. Existují
však schémata, která v jistém smyslu zaručí monotonicitu numerického řešení.
Jedna z možností je vlastnost TVD (total variation diminishing), kterou budeme
požadovat u časové i prostorové diskretizace advekčního členu u · ∇u = ∇ · (uu).

Nyní se soustředíme na to, jak diskretizovat rovnici (2.1) v čase. V předchozí
sekci jsme konstatovali, že přesnost musí být alespoň druhého řádu. Použijeme
IMEX-RK (implicit-explicit Runge-Kutta) schéma z článku [10], tam označenou
IMEX-SSP2(3,2,2). Označíme advekční člen −A(u), matici lineárního difusního
členu D a zdroj od všech dalších uvažovaných členů f .

u1 − un

∆t
= 1/2Du1 + 1/2f (2.8)

u2 − un

∆t
= 1/2Du2 − 1/2Du1 (2.9)

u3 − un

∆t
= 1/2Du3 + 1/2Du2 + A(u2) + f (2.10)

u∗ − un

∆t
= 1/2Du3 + 1/2Du2 + 1/2A(u3) + 1/2A(u2) + f (2.11)
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Schéma je explicitní v advekčním členu A a implicitní v difusním členu D. Ex-
plicitnost umožňuje separaci rovnic pro u- a v-složku rychlosti. Protože difusní
člen v u-rovnici (resp. v-rovnici) závisí pouze na u (resp. v), a to lineárně, není
potřeba iterovat. Vyřeší se tedy vždy u-složka rovnice (2.8), pak její v-složka,
potom u-složka rovnice (2.9), v-složka rovnice, atd. . . Jde tedy pro obě složky
rychlosti o tři implicitní kroky se stejnou maticí 1/∆t − 1/2D a jeden explicitní
krok nakonec.

Explicitní část schématu (advekční členy) je dle věty z [11] TVD za CFL
podmínky CFL = 1. Implicitní část schématu (difusní členy) je podle [10] L-
stabilní.

Člen 1/2f v rovnici (2.8) může a nemusí být. u1 je totiž vypočítáno na pseu-
dočasové vrstvě n+1/2 resp. n vzhledem k implicitnímu resp. explicitnímu členu.
Časová vrstva ostatních u2,3,∗ už je jednoznačná a je postupně n, n+1, n+1 (viz
Table 3: Butcher tableau v [10]).

2.3 Prostorová diskretizace

Prostorovou diskretizaci provedeme metodou konečných objemů (finite volume
method). Výpočetní oblast se rozdělí na několik disjunktních kontrolních objemů
pokrývajících celou oblast. Každý z těchto objemů typicky sdílí svou hranici s nej-
výše jedním sousedním objemem. Ve všech těchto objemech se požaduje platnost
rovnic (1.17),(1.18),(1.19), které se proto diskretizují, aby daly systém algebraic-
kých rovnic.

V této práci volíme pro zavedení kontrolních objemů a rozmístění veličin tzv.
posunutou síť (staggered grid). Jedná se o pravoúhlou, obecně neekvidistantní síť
na obdélníkové oblasti, přičemž složky rychlosti (u, v) a skalární veličiny (p, θ′)
sídlí v různých bodech. To je znázorněno a vysvětleno v obrázcích 2.1, 2.2. Vliv
horské překážky není zabudován pomocí tvaru sítě, ale bude řešen metodou vno-
řené hranice popsanou níže. Použití posunuté sítě má oproti neposunuté (coloca-
ted grid), kde všechny veličiny jsou definovány ve stejných bodech, několik výhod.
[4, kapitola 7.2.2] zmiňuje následující. Jednak je pohodlné, že diskretizace někte-
rých členů je přímočará, bez interpolace. Dále je výhodné, že není potřeba zadávat
ad hoc okrajovou podmínku pro tlak, kterou ani spojité rovnice nevyžadují. Nej-
větší výhodou asi je silná vazba mezi rychlostí a tlakem, což pomáhá eliminovat
některé problémy s konvergencí a oscilacemi. Navíc diskretizace na posunuté síti
zachovává kinetickou energii. Na posunuté síti ale přicházíme o některé výhody
neposunuté sítě, např., že matice některých členů v různých rovnicích mohou být
stejné, a snadnou implementaci multigridních metod.

Objemové integrály v rovnicích (1.17), (1.19) jsou aproximovány hodnotou
veličiny v bodě uvnitř kontrolního objemu qP krát jeho objem ∆V :∫

q dV = qP∆V .

Tato aproximace je druhého řádu pro skalární kontrolní objemy, kde qP sídlí upro-
střed kontrolního objemu. V u, v-objemech, kde qP není uprostřed, je aproximace
sice formálně prvního řádu, ale pro soubor sítí s klesající změnou prostorového
kroku je její chování prakticky druhého řádu (viz [4, kapitola 3.3.4]). Dále se
podíváme na aproximaci jednotlivých povrchových integrálů.

15



Obrázek 2.1: Umístění veličin na plně posunuté síti: rychlosti (šipky) a skaláry
(tečky). Skaláry jsou umístěny doprostřed skalárních kontrolních objemů, složky
rychlosti doprostřed stěn. Převzato z [4].

Obrázek 2.2: Posunutá síť a kontrolní objemy skalárních veličin (vlevo), u-
hybnosti (uprostřed) a v-hybnosti (vpravo). Oproti skalárům složky rychlosti ne-
sídlí uprostřed svých kontrolních objemů. Převzato z [4].
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2.3.1 Rovnice pro pseudotlak

Přeintegrováním rovnice (2.2) přes skalární kontrolní objem dostáváme

∆t
∮
∇φn+1 · dS =

∮
u∗ · dS. (2.12)

Z okrajové podmínky (2.3) je vidět, že na hranici integrál nalevo (2.12) vymizí.
Rovnice (2.12) vznikla de facto použitím rovnice kontinuity (1.18) na integrální
tvar rovnice (2.4) a tedy oba povrchové integrály (v diferenciálním tvaru by to
byly operátory ∇·) v (2.12) musí být aproximovány konsistentně s (1.18). Ob-
dobným prozkoumáním rovnic je také vidět, že operátor gradientu ∇ v (2.12)
zase musí být konsistentní s gradientem tlaku v momentových rovnicích. Na to je
potřeba dát pozor, protože v integrální formě člen s gradientem tlaku může být
převeden na povrchový integrál a konsistence pak může (a nemusí) být ztracena.

Integrál napravo (2.12) je na posunuté síti diskretizován přímočaře hodno-
tou integrandu u∗ uprostřed stěny krát plochou stěny. To je kvadratura druhého
řádu. Stejně integrál nalevo s tím, že integrand je aproximován centrálními di-
ferencemi. Například hodnota uprostřed stěny e (kompasová notace, viz obrázek
2.2) je aproximována (

∂φn+1

∂x

)
e

≈ φn+1
E − φn+1

P

xE − xP
.

To není formálně druhého řádu, neboť stěna e není přesně uprostřed mezi body
P a E, ale podobně jako u objemových integrálů v momentových rovnicích je
chování této aproximace kvalitativně blízké druhému řádu.

Tímto byla zároveň vyřčena diskretizace tlakového členu v momentových rov-
nicích.

2.3.2 Difuzní člen

Difuzní člen v momentových rovnicích je diskretizován naprosto analogicky jako
levá strana Poissonovy rovnice pro pseudotlak. Rozdíl je jen v tom, které výrazy
budou mít formální druhý řád přesnosti a které budou formálně první (ač opět
s kvalitativně druhořádovým chováním). Matice těchto členů v u-, v- a Poisso-
nově rovnici jsou ale všechny jiné, protože kontrolní objemy se na posunuté síti
neshodují.

2.3.3 Advekční člen

Nyní se podíváme na diskretizaci advekčního členu v momentových rovnicích∮
uu · dS (2.13)

a advekčního členu v rovnici pro poruchu potenciální teploty∮
θ′u · dS. (2.14)

Obecně nás tedy bude zajímat diskretizace výrazu∮
φu · dS. (2.15)
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Vhodná diskretizace tohoto členu je velmi důležitá zejména u hyperbolických,
například stlačitelných Eulerových rovnic. Důsledkem známé Godunovovy věty o
řádové bariéře je, že lineární schéma1 vyššího než prvního řádu způsobuje falešné
oscilace. Možným východiskem je použití nelineárního schématu. Jak už bylo
naznačeno výše, žádanou vlastností takového schématu je třeba TVD, což elimi-
nuje falešné oscilace. Volba TVD metody bývá kompromisem mezi jednoduchostí
(výpočetní náročností) a falešnou difuzivitou schématu.

My jsme podle rady konzultanta Ing. Luďka Beneše, Ph.D. jednoduše převzali
schéma použité v jeho práci [12]. Udělali jsme to, protože prostě v této oblasti za-
tím máme minimální teoretické znalosti i zkušenosti. Jedná se o schéma založené
na MUSCL rekonstrukci (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation
Laws) s Hemkerovým-Korenovým limiterem.

Nejdříve se v každém kontrolním objemu kvadratura (2.15) aproximuje vzta-
hem ∑

α=e,n,w,s
φL/R|α (u · n)|α ∆Sα, (2.16)

kde jsou hodnoty φL/R a u ·n vyjádřeny uprostřed stěn e, n,w, s alespoň s druhým
řádem přesnosti. Pak je kvadratura (2.15) (a tedy i advekční člen) druhého řádu.
Protože kontrolní objemy pro u, v a skalární (θ′) rovnice jsou všechny jiné, je
i hodnota na stěnách u · n = u, v interpolována vždy jinak. To je uděláno vždy
přímočaře váženým průměrem ze dvou nejbližších hodnot a lze to hned vidět z ob-
rázku 2.2. V případě skalárního kontrolního objemu dokonce interpolace nebude
potřeba. Tento přístup, jak už bylo výše zmíněno, bude mít na nerovnoměrné síti
chování kvalitativně druhého řádu přesnosti, pokud bude poměr velikostí soused-
ních kontrolních objemů klesat při zjemňování sítě.

Jádrem MUSCL rekonstrukce je stanovení φL/R|α na stěně α upwind způso-
bem nějakého vyššího řádu. Upwinding vypadá tedy takto:

φL/R|α =

{
φL|α pokud (u · n)|α > 0
φR|α jinak.

(2.17)

Hodnoty φL|α a φR|α mohou být potom interpolovány třeba κ-schématem s limi-
terem Φ. Hlubší informace lze najít například v [3]. Hodnota na stěně e = I+1/2
bude interpolována takto:

φLI+1/2 = φI +
Φ(rI)

4
[(1− κ)(φI − φI−1) + (1 + κ)(φI+1 − φI)] (2.18)

φRI+1/2 = φI+1 −
Φ(rI+1)

4
[(1− κ)(φI+2 − φI+1) + (1 + κ)(φI+1 − φI)] ,(2.19)

kde I čísluje uzly sítě ve směru osy x. Budeme volit κ = 1/3, pro nějž je schéma
nejvyššího možného řádu tři, je upwind typu a jde o po částech parabolickou
rekonstrukci. Pokud Φ ≡ 1, je schéma lineární a nemá tedy požadovanou vlast-
nost TVD. Používají se tedy různé limitery Φ(rI), kde rI = φI−φI−1

φI+1−φI
, které musí

splňovat jisté požadavky na konvergenci a TVD vlastnost (viz [3], [13]).

1Lineárním schématem se myslí to, že pro lineární rovnici advekce (tedy i rovnici pro θ′)
je diskretizovaný advekční člen lineární v uzlových hodnotách φ. Pro nelineární rovnici (tedy i
momentové rovnice) dává potom i lineární schéma samozřejmě nelineární závislost diskretizace
na uzlových hodnotách veličiny φ (tj. u pro momentové rovnice).
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My použijeme Hemkerův-Korenův limiter, pro nějž je potom výsledný tvar
schématu podle [12]

φLI+1/2 = φI +
1
2
δL (2.20)

φRI+1/2 = φI+1 −
1
2
δR (2.21)

δL/R =
aL/R(b2

L/R + 2) + bL/R(2a2
L/R + 1)

2a2
L/R + 2b2

L/R − aL/RbL/R + 3
(2.22)

aL = φI+1 − φI aR = φI+2 − φI+1 (2.23)

bL = φI − φI−1 bR = φI+1 − φI . (2.24)

V [12] byl pouze zmíněn výsledný tvar schématu (2.20)–(2.24). Není známo, jestli
lze schéma získat aplikací limiteru Φ na κ-schéma ve tvaru (2.18),(2.19), což není
jediná možnost. Proto taky nebylo κ-schéma znovu odvozeno pro nerovnoměrnou
síť, ale byl použit uvedený tvar. Opět lze spoléhat na chování podobné druhému
řádu přesnosti pro sítě s konvergujícím poměrem velikostí sousedních buněk.

Takto byla získána hodnota φL/R na stěně e = I + 1/2. Hodnota na stěně
w = I − 1/2 je zřejmě dána jednoduchou záměnou indexů I → I − 1. Hodnoty
na stěnách n, s jsou analogicky získány aplikací schématu v druhém směru sítě,
tedy na index J .

V [12] jsou aplikována ještě další jistá vylepšení podle metody AUSM (Ad-
vection Upstream Splitting Method). Tím jsme se nezabývali.

2.4 Metoda vnořené hranice

Proudění v geometricky složitých oblastech lze simulovat několika přístupy. Jed-
ním je použití nestrukturované sítě kopírující hranice. To může být poměrně
drahé, pokud jsou hranice pohyblivé a tedy je nutno často síť generovat znova.
Druhý přístup je použití metody vnořené hranice (immersed boundary method).
Je použita libovolná jednoduchá síť, třeba i kartézská, která nekopíruje hranice.
Okrajové podmínky na hranicích jsou potom zajištěny vložením dodatečných
členů do rovnic. Při použití strukturované sítě má pak tento přístup nevýhodu,
že zhuštění sítě v místech zájmu vede i ke zhuštění v jiných místech, které by na
nestrukturovaných sítích nebylo potřeba.

Úpravu rovnic lze provést dvěma způsoby. Jeden je přístup spojitého zdroje
vyvinutý Peskinem (1982), který upravuje už původní spojité rovnice. Druhý za-
vádí diskrétní zdroje do diskretizovaných rovnic. Přehled metod vnořené hranice
lze najít v [14]. My použijeme diskrétní přístup podle [15]. Ten zavádí do diskrét-
ních rovnic zdroje hybnosti a hmoty, které jsou stanoveny numericky tak, aby
byla splněna no-slip podmínka na hranici. Zdroje hybnosti (forcing) jsou apliko-
vány v bodech výpočetní sítě, které leží na no-slip hranici a v tělese těsně vedle
hranice. Ty potom upravují rovnice tak, že rychlosti v tělese vychází tak, aby
na vnořené hranici platila (při interpolaci) no-slip podmínka. Tato myšlenka je
zjednodušeně zobrazena na obrázku 2.3. Dále jsou zavedeny zdroje hmoty, aby
byla splněna bilance hmoty v kontrolních objemech s vnořenou hranicí. Rychlosti
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(toky hmoty), které vycházejí uvnitř tělesa poblíž hranic, totiž nemají fyzikální
význam.

Konkrétně je to řešeno tak, že nejdříve jsou původní rovnice bez forcingu pro-
vizorně explicitně vyřešeny. Potom z těchto provizorních rychlostí jsou v uzlech,
kde bude aplikován forcing, stanoveny interpolací rychlosti, které vycházejí z po-
žadavku na no-slip podmínku. Když známe tyto rychlosti, je stanoven forcing tak,
abychom v bodech forcingu dostali tyto požadované rychlosti, až budeme rovnice
řešit na čisto implicitně.

Forcing bude získán v každé etapě Runge-Kutta integrace nezávisle. Předpo-
kládáme, že zrovna řešíme jednu z rovnic (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) s no-slip
podmínkou na vnořené hranici. Prvním krokem bude místo výpočtu uk, kde
k = 1, 2, 3, ∗, provést výpočet ũk, což bude explicitní odhad k uk. Vyřešíme
tedy

ũk − un

∆t
= Qk, (2.25)

kde Qk je pravá strana (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), ale vzatá explicitně. Následně
interpolací stanovíme z ũk hodnoty Uk v bodech, kde bude aplikován forcing, tak
že požadujeme splnění no-slip podmínky. Interpolaci popíšeme později a uvidíme,
že tato interpolace je lineární zobrazení M, a můžeme tedy psát

Uk =Mũk. (2.26)

V bodech, kde je aplikován forcing, bude rovnice (2.25) obsahovat navíc forcing
fkIB, tedy

Uk − un

∆t
= Qk + fkIB. (2.27)

Ale nyní už víme, jakých rychlostí bychom chtěli dosáhnout v bodech forcingu.
Stačí tedy vyjádřit z (2.27) a s využitím (2.26), (2.25) dostáváme

fkIB =
Uk − un

∆t
−Qk =

Mũk − un

∆t
−Qk = (M−I)

(un

∆t
+ Qk

)
, (2.28)

kde I = 1 v uzlech, kde má být aplikován forcing, a I = 0 všude jinde. Pokud se
nemění geometrie sítě a hranice a okrajová podmínka je konstantní (což je případ

Obrázek 2.3: Rychlosti u stěny: (a) normála ke stěně, (b) tečná komponenta. Šedá
oblast je těleso. V tomto obrázku je jednoduchá situace, kdy y2 = h. Obecnější
jsou dále. Převzato z [15].
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no-slip podmínky), je i matice (M−I) konstantní. Lze ji předem předpočítat a
pak stačí vždy přidat na pravou stranu rovnic (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) forcing
fkIB podle vztahu (2.28).

Tímto postupem ale dostáváme nefyzikální toky hmoty uvnitř tělesa. To se
opraví přidáním zdroje vtoku-výtoku q na pravou stranu rovnice kontinuity (1.7),
který bude nenulový pouze v buňkách s vnořenou hranicí, kde není kontinuita
splněna. Výpočet tohoto zdroje je znázorněn v obrázku 2.4. Tento zdroj se potom
přičte se znamením minus k pravé straně rovnice (2.2). Rozdíl oproti práci [15] je,
že projekční krok (2.2) není prováděn po každém RK kroku, ale až nakonec. Tedy
i tento zdroj hmoty je vypočten až z rychlostního pole u∗ a následně proveden
projekční krok. Zdroj je tedy dán vztahem

q =
1

∆V

∑
i

ωu∗ · n∆Si, (2.29)

kde ∆V je objem skalárního kontrolního objemu, ∆Si plocha jeho stěny i a ω = 1
na té stěně, kde je nenulový forcing fkIB, jinak ω = 0.

Nyní už stačí pouze vysvětlit interpolaci rychlostí v bodech, kde je apliko-
ván forcing, a tedy jak se získá matice M. V obrázku 2.5 je vidět, že nastávají
dvě situace. Rychlost v tělese má tři nebo dva sousedy v tekutině (ve smyslu
obrázku 2.5). Podle toho je pak aplikována buď bilineární nebo lineární interpo-
lace. V případě bilineární interpolace na obrázku 2.6, kdy je požadována no-slip
podmínka v bodě P1, vypadá interpolace takto

Uk
1 = −

(
α(1− β)ũk2 + (1− α)(1− β)ũk3 + (1− α)βũk4

)
/αβ, (2.30)

kde α = (x3 − xP1)/(x3 − x1)) a β = (y2 − yP1)/(y2 − y1)). V případě lineární
interpolace na obrázku 2.7, kdy je no-slip podmínka aplikována v bodě P2, je
interpolace taková

Uk
1 =

 −
h
yA
ũkA když 0 < h ≤ yA

− (yB−h)ũkA+(h−yA)ũkB
yB−yA když yA < h < yB.

(2.31)

Použití rychlosti v bodu B pro případ, že yA < h < yB, eliminuje situaci, kdy
bod A by se nacházel tak blízko hranice, že by interpolovaná rychlost Uk

1 vyšla
nefyzikálně velká, což by mohlo způsobit nestabilitu algoritmu.

Byly zde rozebrány tři specifické geometrické konfigurace, ale to nevadí, pro-
tože jakoukoliv jinou lze eliminovat zjemněním sítě. Úplně stejný postup platí
pro interpolaci v-složky rychlosti. A nakonec vidíme, že tato interpolace vztahy
(2.30) a (2.31) je opravdu lineární, lze ji reprezentovat maticí M a použít vztah
(2.26).
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Obrázek 2.4: Bilance hmoty ve skalárním objemu s vnořenou hranicí a zdroj q
opravující zachování hmoty. V této práci nemá zdroj q indexy k – je počítán vždy
až z rychlostí u∗. Převzato z [15].

Obrázek 2.5: (a) bilineární interpolace. (b) lineární interpolace. P1 je bod hranice,
kterým prochází normála k hranici procházející bodem, ve kterém je definována
rychlost U1. Bod P2 je průsečík hranice a přímky procházející body, ve kterých
jsou definovány rychlosti U1 a ũ4. Převzato z [15].
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Obrázek 2.6: Bilineární interpolace u-složky rychlosti u no-slip stěny. Převzato
z [15].

Obrázek 2.7: Lineární interpolace u-složky rychlosti u no-slip stěny: (a) 0 < h ≤
yA, (b) h > yA. C je bod, kde je aplikován forcing a C ′P2 = P2C. Body A a B
jsou první a druhý nejbližší bod rychlosti mimo těleso. Převzato z [15].
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2.5 Diskretizace rovnice pro potenciální teplotu

Prostorová diskretizace advekčního členu v rovnici (1.19) byla vyřešena v sekci
2.3.3. Objemové integrály jsou aproximovány, jak bylo popsáno výše, s tím, že
hodnota integrandu na pravé straně rovnice je lineárně interpolována.

Jelikož provádíme projekci rychlosti na nulovou divergenci pouze jednou za
každý časový krok, a tedy pole u1,2,3,∗ nesplňují rovnici kontinuity, není možné
použít tyto rychlosti k výpočtu advekčního členu v rovnici pro teplotu. Takový
postup by vytvářel falešné zdroje v této rovnici. Jedinou možností je tedy použít
nedivergentní pole un,n+1. Ukážeme, že se nám i tak podaří dosáhnout druhého
řádu v čase v rovnici pro teplotu i v momentových rovnicích.

Nejprve se explicitní Eulerovou metodou stanoví θ′1 aproximující θ′ v čase
n+ 1

θ′1 − θ′n

∆t
= K(un, θ′n) + U(un), (2.32)

kde −K je advekční člen rovnice pro teplotu a U je zdroj v této rovnici (daný
vertikální rychlostí). Dále jsou řešeny momentové rovnice a rovnice kontinuity,
jak bylo popsáno v sekcích 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 s tím, že vztlakový člen je zahrnut
v proměnné f v rovnicích (2.8)-(2.11) takto

f = . . .+ 1/2B(θ′n) + 1/2B(θ′1), (2.33)

kde B značí vztlakový člen (je pouze ve v-rovnici) a tečky tlakový člen. Takto
vypočtený vztlakový člen je druhého řádu přesnosti v čase. Nakonec máme nedi-
vergentní pole un+1, a můžeme stanovit θ′n+1 lichoběžníkovým pravidlem

θ′n+1 − θ′n

∆t
= 1/2K(un, θ′n) + 1/2K(un+1, θ′1) + 1/2U(un) + 1/2U(un+1). (2.34)

Rovnice (2.32),(2.34) představují v podstatě Heunovo schéma, které je druhého
řádu. Lze jej interpretovat jako Runge-Kutta metodu i metodu prediktor-korektor.

2.6 Okrajové podmínky

Jak už bylo zmíněno, bude potřeba hranice propouštějící gravitační vlny. My po-
užijeme implementaci otevřené hranice podle [16]. Jedná se o adaptivní metodu,
založenou Sommerfeldově radiační podmínce. Demonstrujeme si ji na obecné ve-
ličině φ v hraničním bodě IM . Nejdříve je numericky stanovena fázová rychlost

cφ =
φnIM−1 − φn−2

IM−1

φnIM−1 + φn−2
IM−1 − 2φn−1

IM−2

∆x
∆t

. (2.35)

Pokud tato rychlost splňuje 0 ≤ cφ ≤ ∆x/∆t, pak je použita diskretizovaná
Sommerfeldova podmínka

φn+1
IM

=
1− cφ∆t/∆x
1 + cφ∆t/∆x

φn−1
IM

+
2cφ∆t/∆x

1 + cφ∆t/∆x
φnIM−1. (2.36)

Může se stát, že fázová rychlost vyjde cφ > ∆x/∆t. Vlny o takové fázové rych-
losti, nedokáže výpočetní síť zachytit, a tedy fázová rychlost je v tomto případě
nastavena na limitní hodnotu cφ = ∆x/∆t, pro niž vztah (2.36) nabývá tvaru

φn+1
IM

= φnIM−1. (2.37)
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Naopak pokud vyjde cφ < 0, což znamená, že informace přichází zvenku, je buď
použita opět limitní hodnota s cφ = 0, pro kterou (2.36) vychází

φn+1
IM

= φn−1
IM

, (2.38)

nebo je prostě hodnota φn+1
IM

nastavena na předpokládanou hraniční hodnotu. To
je přirozený postup na vstupní hranici. Naopak na výstupní je použita extrapolace
(2.38).

Fázová rychlost je spočtena pro každou veličinu a v každém bodě uvažované
otevřené hranice zvlášť. Tato metoda tedy představuje explicitní okrajovou pod-
mínku, kdy je budoucí hodnota veličiny na hranici extrapolována z minulých.
Odvození založené na leap-frog diskretizaci Sommerfeldovy podmínky, podrob-
nou diskusi a numerické experimenty lze nalézt v [16].

V testovací úloze proudění kolem rovinné desky, kde nebyla použita otevřená
hranice, byly okrajové podmínky při vyčíslování advekčních členů zajištěny pří-
stupem ghost nodes, který má tu výhodu, že není potřeba upravovat schéma
v bodech u hranice. Tento přístup funguje tak, že jsou uvažovány fiktivní uzly
s veličinami za hranicí, ve kterých jsou hodnoty interpolací nastaveny tak, aby
byla splněna Dirichletova nebo Neumannova okrajová podmínka. Při použití uve-
dené implementace otevřené hranice se nám ale nezdál tento přístup vhodný.
Zejména proto, že použité schéma advekčních členů vyžaduje dva fiktivní uzly.
Schéma bylo proto u hranice pozměněno na obyčejné, lineární centrální (CDS,
central difference scheme). Nevíme jistě, jestli toto nemůže generovat falešné os-
cilace uvnitř oblasti. Bohužel ze zdroje advekčního schématu [12] není patrné, jak
schéma upravit u hranice bez použití ghost nodes přístupu, aby byla zaručena
vlastnost TVD.

2.7 Řešení lineárních algebraických systémů

Jak už bylo naznačeno na začátku kapitoly, budeme rovnice řešit iterativními
metodami. To znamená, že systém AΦ = Q není vyřešen až na přesnost počíta-
čové aritmetiky (byl-li by dobře podmíněn), ale je vyřešen přibližně tak, že platí
AΦm = Q− rm. Vektor Φm je tedy odhad řešení po m iteracích a rm je resi-
duum – vektor udávající, o kolik není rovnice splněna. Je-li em = Φ−Φm chyba,
pak platí Aem = rm. Na tom lze založit nějaký odhad chyby, protože residuum
lze snadno a levně stanovit. Pro různé metody stanovení chyby viz ([4, kapitola
5.3.2]). Po několika iteracích v příznivém případě residuum i chyba klesají mo-
notónně a pro velká m platí ||em||, ||rm|| = O(αm). Poklesne-li o několik řádů
residuum, lze hádat, že chyba snad o nějaký podobný počet řádů také poklesla.
To je nejprimitivnější přijatelné kritérium k zastavení iterací a je lepší než sle-
dovat změnu v řešení, jak píše [3, strana 265]. Užitečné je prozkoumat [4, obr.
5.5], kde je graf poklesu residua a chyby s počtem iterací pro různé metody na
testovací úloze.

Systémy pocházející z momentových rovnic (a advekčně-difusní rovnice obecně)
nemají symetrickou matici. Na jejich řešení využijeme Stoneovu metodu SIP
(strongly implicit procedure). To je varianta aproximativního LU rozkladu, navr-
žená speciálně pro systémy vzniklé diskretizací parciálních diferenciálních rovnic.
Má jeden laditelný parametr, který pokud je zvolen nad optimální hodnotu, pak
metoda diverguje.
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Naopak matice vzniklá diskretizací rovnice pro pseudotlak (2.2) může být
symetrická, pokud jsou vhodně implementovány okrajové podmínky (2.3). K je-
jímu řešení je využit algoritmus ICCG (incomplete Cholesky conjugate gradients).
Jde o velmi efektivní a robustní metodu tzv. sdružených gradientů, předpod-
míněnou neúplným Choleského rozkladem. Tato metoda je výkonnější než SIP,
nemá žádné citlivé parametry, funguje pouze na symetrické matice. [3, kapitola
7.3] uvádí, že práce W , potřebná k redukci chyby na danou úroveň, je úměrná
W = O(N1+1/d lnN), kde N je počet neznámých a d je dimenze. Navíc vznikla-li
matice systému diskretizací Laplaceova operátoru ve 2D klasickým pětibodovým
stencilem na rovnoměrné čtvercové síti, pak je dokonce W = O(N5/4 lnN). Pro
popis obou metod a problematiku obecně nechť čtenář nahlédne do [4, kapitola 5],
[3, kapitola 7].
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Kapitola 3

Výsledky

Algoritmus popsaný v předchozí kapitole byl naprogramován v jazyce Fortran
90. Celý kód je původní s výjimkou procedur na řešení lineárních systémů meto-
dami SIP a ICCG popsanými v kapitole 2.7. Byla převzata implementace těchto
metod z [4, kód dostupný na adrese ftp://ftp.springer.de/pub/technik/
peric] v jazyce FORTRAN77 a přepracována do Fortranu 90. Kód je seriový.
Byl použit překladač GCC GNU Fotran 4.4.3. Přibližně 80% výpočetního času
zaujímá řešení lineárního systému vzniklého diskretizací rovnice pro pseudotlak
metodou ICCG. Tento podíl samozřejmě závisí na okolnostech, zejména počtu
kontrolních objemů, ale v zásadě tomu tak v řešených případech vždy bylo. Si-
mulace byly spouštěny na clusteru http://snehurka.karlin.mff.cuni.cz.

3.1 Proudění kolem hladké desky

Jako testovací problém k otestování schématu byl zvolen problém proudění kolem
hladké desky. V použité geometrické konfiguraci problém není schopen otestovat
metodu vnořené hranice. Jedná se o nestratifikované proudění, tedy integrace
teplotní rovnice nebude tímto otestována.

Do nestlačitelného viskózního homogenního proudění je vložena deska konečné
délky a nekonečné šířky. Je orientována „délkouÿ ve směru proudu. V laminárním
režimu, jenž nás bude zajímat, je proudění dvourozměrné a má rovinu symetrie.
Na desce je aplikována no-slip podmínka a kolem ní se vytvoří mezní vrstva.
Mimo mezní vrstvu je proud prakticky neporušený. Situace je znázorněna na
obrázku 3.1.

Při splnění podmínky

Rex =
Ux

ν
� 1, (3.1)

kde U je rychlost neporušeného proudu a x vzdálenost od náběžné hrany desky,
je možné nalézt analytické řešení s použitím aproximace mezní vrstvy. To udělal
poprvé Blasius a odvození lze nalézt v [2, kapitola 5.8.]. Zavede-li se souřadnice

η = y

√
U

νx
, (3.2)

lze řešení psát ve tvaru

u = f ′U (3.3)
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x = 0u = U

Obrázek 3.1: Profil u-rychlosti proudění kolem hladké desky v mezní vrstvě. Pře-
vzato z [17].

v =
1
2

√
νU

x
(ηf ′ − f) , (3.4)

pokud funkce f(η) splňuje obyčejnou diferenciální rovnici

1
2ff

′′ + f ′′′ = 0 (3.5)

s okrajovými podmínkami

f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1. (3.6)

Úlohu (3.5), (3.6) lze vyřešit numericky. To jsme udělali a na obrázku 3.2 je
zobrazen profil u v mezní vrstvě. Je vidět, že pro cca η = 5.0 dosahuje rychlost
prakticky neporušené hodnoty U . Pro různě zavedené tloušťky mezní vrstvy a
pro diskuzi turbulentní mezní vrstvy nechť čtenář nahlédne do [2, kapitola 5.8.].

To, že jde o proudění na nekonečné oblasti, přináší jisté komplikace. Za před-
pokladu laminárního proudění lze zavést zjednodušení na 2D proudění a rovinu sy-
metrie. Pokud ale budeme chtít řešit proudění numerickou integrací Navièrových-
Stokesových rovnic metodou konečných objemů, musíme se omezit na konečnou
oblast. To vede k zavedení umělých okrajových podmínek. Samozřejmě, že analo-
gické potíže nastávají i v experimentu. My jsme zvolili geometrii výpočetní oblasti
a okrajové podmínky stejně jako [17]. Ten se odkazuje na práci [18], jež se nám
nepovedlo sehnat. Výpočetní oblast je zobrazena v obrázku 3.3. Použity jsou tyto
okrajové podmínky:

a) Dirichletova podmínka u = U, v = 0

b) Neumannova podmínka ∂u
∂x

= ∂v
∂x

= 0

c) no-slip podmínka u = v = 0

d,e) free-slip podmínka ∂u
∂y

= 0, v = 0

Výpočetní oblast začíná v určité vzdálenosti před náběžnou hranou desky. To
umožňuje rozumné použití okrajové podmínky a) na vstupu. Problematické jsou
hlavně podmínky b) a e). Ani jedna z nich (kromě ∂u

∂y
= 0 v e)) neodpovídá ana-

lytickému řešení. Proto je důležité, aby tyto hranice byly lokalizovány daleko od
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Obrázek 3.2: Řešení f ′(η) = u/U .

a) b)

d)

e)

c) y = 0

y = 2

x = 0x = −0,3 x = 1

Obrázek 3.3: Okrajové podmínky. Převzato z [17].
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Obrázek 3.4: Nejhrubší výpočetní síť. Ta byla ještě třikrát zjemněna zdvojnáso-
bením počtu kontrolních objemů v každém směru.

oblasti zájmu. Přesněji řečeno, vybereme-li si oblast zájmu, mělo by být prozkou-
máno, že řešení potom příliš nezávisí na vzdálenosti hranice s těmito umělými
okrajovými podmínkami. Navíc je oblast správnosti výsledku vzdálena napravo
od náběžné hrany desky, neboť musí být splněno (3.1).

Výpočetní síť měla 13× 2n stejných kontrolních objemů ve směru x a 50× 2n

kontrolních objemů ve směru y, kde každý následující byl větší o faktor 1.12−n .
Parametr n zde byl volen n = 0, 1, 2, 3 a udává zjemnění sítě. Nejjemnější síť tedy
měla 104× 400 kontrolních objemů s expanzním faktorem 1.1−1/8 .= 1.011995 ve
směru y. Nejhrubší síť je nakreslena na obrázku 3.4. Počet kontrolních objemů
ve směru x byl volen jako násobek 13, aby byla náběžná hrana, která je rozhra-
ním různých okrajových podmínek, lokalizována přesně v daném bodě sítě. Bylo
zvoleno Re1 = Re = 2 × 105. Jelikož nás zajímá stacionární řešení, byla zvolena
počáteční podmínka u = U, v = 0 a co nejdelší časový krok zajišťující stabilitu.
Jakmile poklesla L1 norma zrychlení o několik řádů, bylo řešení považováno za
stacionární.

S analytickým řešením byly porovnány profily rychlostí v obrázcích 3.5, 3.6, 3.7
a 3.8 jsou vypočítané profily rychlosti v x = 0.5. V obrázku 3.8 je vidět, že
okrajová podmínka v = 0 na hranici e) neodpovídá Blasiovu řešení. To se dokonce
projevuje nižší rychlostí v už na kraji mezní vrstvy, jak je vidět v obrázku 3.6.
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Obrázek 3.5: Profil u-složky rychlosti v mezní vrstvě v x = 0.5.
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Obrázek 3.6: Profil v-složky rychlosti v mezní vrstvě v x = 0.5.
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Obrázek 3.7: Profil u-složky rychlosti v x = 0.5.
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Obrázek 3.8: Profil v-složky rychlosti v x = 0.5.
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3.2 Proudění kolem orografie

Jak už bylo zmíněno, budeme řešit proudění rovnoměrně stratifikované tekutiny,
tedy Brunt-Väisäläova frekvence neporušeného proudu N bude zadaná konstanta
nezávislá na souřadnicích. Překážka bude definována křivkou y = h(x) > 0 s ma-
ximem h = h(0). Proudící tekutina se vyskytuje v oblasti h(x) < y < D, x1 < x <
x2. Dále bude zadán profil neporušeného smykového proudění u = u0(y), v = 0
s maximem u0(D) = U .

Levá hranice x = x1 bude vtoková a pravá x = x2 výtoková. Obě budou řešeny
Orlanskiho implementací otevřené hranice popsané v sekci 2.6. Na vstupu bude
při vyhodnocení záporné fázové rychlosti využíván zmíněný profil neporušeného
proudu a nulová porucha teploty θ′. Spodní hranice tvořena překážkou bude po-
važována za no-slip a řešena metodou vnořené hranice. Horní hranice bude řešena
jako free-slip. Na spodní a horní hranici není potřeba a priori zadávat okrajovou
podmínku pro θ′, neboť advekční člen tam vymizí. Zmíněný profil neporušeného
proudu bude sloužit jako počáteční podmínka, a to i v oblasti překážky, tedy
v 0 < y < D, x1 < x < x2. To odpovídá situaci, kdy je překážka v mžiku
vysunuta do neporušeného proudu.

Free-slip podmínka na horní hranici odpovídá fyzikální situaci proudění ko-
nečné hloubky s tuhým poklopem (rigid lid) na horní hranici, po kterém horní
vrstva tekutiny může jistým způsobem klouzat. Taky je samozřejmě možné, aby
horní hranice byla volná (pliant boundary), nebo může jít o případ tekutiny neko-
nečné hloubky. To lze matematicky realizovat různými způsoby, je to obtížnější
a nebudeme se tím zabývat. Tyto tři případy mají různá kvalitativní chování,
o čemž se lze přesvědčit v [1]. Tam lze nalézt několik analytických modelů zvrstve-
ného proudění kolem překážek. Pro daný případ tuhé horní hranice se v těchto
modelech objevuje parametr

K =
ND

πU
. (3.7)

V [1] se také ukazuje, že pro malé Nh/U má toto proudění charakter vln
– malých poruch – k neporušenému stavu a číslo K je pak interpretováno jako
převrácená hodnota Froudeova čísla F0 = 1/K vzhledem k nejrychlejšímu módu
j = 1. Toto číslo má klasický význam, kdy F0 < 1 znamená podkritickou situ-
aci, kdy se vlna šíří oběma směry, zatímco při nadkritické situaci F0 > 1 se vlna
šíří pouze po směru proudu. Navíc je ukázáno, že mód j = 1, 2, 3, . . . může šířit
energii proti směru proudu, pokud j < K. Pokud Nh/U není malé, pak už ani
poruchy nejsou malé a celou situaci komplikují nelineární jevy způsobené tím, že
se tyto poruchy navzájem advehují. Navíc modely v [1] neberou většinou v po-
taz viskozitu a je k ní přistupováno heuristicky. Jednak se většinou předpokládá
splnění postačující podmínky stability zvrstveného smykového proudění u0(z)

Ri ≡ N2(
du0
dz

)2 >
1
4
, (3.8)

což je tzv. Richardsonovo číslo. Dále je konstatováno, že turbulentní mezní vrstva
kolem překážky pouze efektivně mění tvar překážky, ale proudění lze považovat
za neviskózní za předpokladu, že se z mezní vrstvy neodtrhávají víry a nejsou
přítomny kritické vrstvy, kde by smykové napětí bylo nezanedbatelné. V našem
modelu není turbulence zahrnuta. Výpočet s příliš vysokým Reynoldsovým číslem
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by potom nemusel být kvalitativně správný. Bylo zjištěno, že kolem překážky
Witch of Agnesi

h(x) =
h

1 + (x/a)2
(3.9)

s pološířkou a = 1.5 při proudění nezvrstvené tekutiny hloubky D = 5h se začíná
tvořit von Karmánova vírová cesta při Re ≈ 2000 až 4000. Budeme tedy volit
středně velká čísla Re v řádu stovek, většinou Re = Uh/ν = 500. Jak uvidíme,
bude ale potřeba ještě ho snížit, pokud bude h/D malé. Takto definované Rey-
noldsovo číslo totiž není konzistentní v lišící se konfiguraci geometrie a profilu
rychlosti.

Lineární modely pro malé Nh/U zmíněné v [1] jsou založeny na zacházení
s překážkou jako s poruchou v hranici (boundary perturbation model) a jako se
zdrojem hybnosti (momentum-source model). Oba vysvětlují různé fenomény,
zejména hybnostní model dokáže vzít v potaz mezní vrstvu a separaci turbu-
lentních vírů na závětrné straně. Dále je uveden Longův model dávající stacio-
nární řešení pro konečná Nh/U , který je založen na poruchově-hraničním modelu,
a některé nestacionární nelineární modely dávající Longova řešení. Konečně je
představena nelineární hydraulická teorie. Ta je založena na zobecnění proudění
dvou homogenních vrstev na libovolný počet, který případně aproximuje spojitě
zvrstvenou tekutinu. Vysvětluje mimo jiné důležitý jev vodního skoku (hydraulic
jump).

Nyní si ukážeme výsledky simulací. Zvolíme překážku Witch of Agnesi (3.9)
s pološířkou a = 1.5. Pokud nebude řečeno jinak, bude vždy Re = Uh/ν = 500.
Poloha vtokové resp. výtokové hranice byla pokusem stanovena na x = −10
resp. x = 15 bez nároku na prvotřídnost této volby. Jenom v případě K =
0.75 , Nh/U = 1.56 byla použita oblast −5 < x < 10. Na obrázcích 3.9 až 3.20
jsou snímky některých simulací. Křivky jsou proudnice, jejich barva udává ve-
likost u-složky rychlosti a barva pozadí poruchu teploty θ′, stoupajíc od modré
do červené, bez nároku na konsistenci mezi jednotlivými obrázky. Na DVD disku
jsou přiloženy animace všech dále zmíněných případů.

Nejdříve se podíváme na případy s K = 0.75. Lineární vlnová teorie potom
předpovídá vlny šířící se pouze po směru proudu. V případech s Nh/U = 0.47
resp. Nh/U = 0.83 to vypadá, že dostáváme stacionární řešení (viz obrázek 3.9
resp. obrázek 3.10). Mají podobu malých poruch k neporušenému proudu. Na zá-
větrné straně lze pozorovat stacionární vlny módu 1 resp. 2. Na přítokové straně
překážky lze vidět zablokovanou tekutinu v recirkulační zónách. To je efekt vzni-
kající v důsledku viskozity, který perturbační teorie nepopisuje. V případě, kdy
je už Nh/U = 1.08 (viz obrázek 3.11), viskozita nejdříve způsobuje odtrhávání
vírů na závětrné straně. Tato nestabilita je ale utlumena stratifikací v jednu re-
cirkulační zónu hned za překážkou. Podobně je tomu i pro Nh/U = 1.56 (viz
obrázek 3.13) se sníženým Reynoldsovým číslem na Re = 100. Pokud je Re na
původní hodnotě Re = 500 (viz obrázek 3.12), pak jsou za překážkou přítomny
víry připomínající von Karmánovu vírovou cestu. To by mohlo být způsobeno
porušením podmínky stability (3.8). Tu jsme měli pro neporušený proud vždy
splněnu, nicméně pro zavedené proudění kolem překážky už být splněna nemusí.
To může už snadno nastat, pokud Nh/U není malé a proudění nemá charakter li-
neární poruchy – třeba pokud je h/D blízké jedné, jako v tomto případě. Porušení
podmínky stability jsme ale pro rozvinuté proudění neověřovali.
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Dále se podíváme na případy s K = 1.28. Tehdy už lineární teorie předpovídá
vlny módu 1 šířící se proti proudu. V případech s malými Nh/U = 0.47 resp.
Nh/U = 0.83 (viz obrázek 3.14 resp. obrázek 3.15) nejsou příliš vidět, neboť je-
jich amplituda je malá a výpočetní oblast byla zvolena příliš krátká na návětrné
straně. Oba tyto případy nám v dostupném čase nedaly stacionární řešení. V [1]
je zmíněno, že numerické studie při 1 < K < 2 s překážkou Witch of Agnesi
a/D = 0.17 ukázaly, že doba konvergence k Longovu řešení je velmi dlouhá pro
malá Nh/U . Konkrétně oním kritériem je Nh/U < (Nh/U)c, kde (Nh/U)c je
nejmenší kritické Nh/U takové, že proudnice lineárního řešení začnou být v ně-
jaké době od zavedení proudu svislé. To je navíc kritériem nestability Longova
řešení, což si ještě ukážeme. V obou těchto případech se vyskytla situace, kdy
těsně za hřebenem překážky rychlostní profil klesá s výškou. V prvním případě
je vidět zablokovaná tekutina přetékající překážku a v druhém zase závětrná
vlna druhého módu. Zdá se, že pro vyšší Nh/U = 1.08 a Nh/U = 1.56 (viz obrá-
zek 3.16) už efekty viskozity způsobí v jistém čase poruchy šířící se po větru, které
podlehnou na výstupu distorzi a částečně se odrazí zpět, čímž zamíchají s bilancí
teploty uvnitř oblasti. Jsou alespoň pěkně vidět vlny jdoucí proti proudu. Při
ještě vyšším Nh/U = 2.00 (viz obrázek 3.17) se kvaziperiodicky odtrhují stacio-
nární recirkulační oblasti na závětrné straně. Opět ale nastává problém s distorzí
na výstupu. Nakonec pro Nh/U = 2.84 se vyvine von Karmánova vírová cesta a
distorze je opět značná.

Dále jsem počítali proudění pro K = 1.83. Při Nh/U = 0.83 a Nh/U = 1.08
(viz obrázek 3.18) je nejdříve řešení vlnového charakteru a posléze dojde k po-
rušení stability a proudění je velmi divoké. V prvním případě vzniknou prav-
děpodobně velmi turbulentní oblasti, které schéma vyvinuté nemůže zahrnout.
Dokonce při výpočtu na jemnější síti výpočet vybouchne dříve než na hrubší. To
by mohlo být dáno tím, že pro proudění s dominující viskozitou nestačí při zjem-
ňování sítě zachovat CFL podmínku U∆t/∆x ≤ CFL (volili jsme ∆x/∆t = 5),
ale je třeba splnit ∆t/Re(∆x)2 < konst, kde konstanta závisí na použité implicitní
metodě. Ve druhém případě je pěkně vidět, kdy proudnice kousek za vrcholem pře-
kážky zvyšují svůj sklon až k vertikálnímu, což značí že Nh/U = 1.08 > (Nh/U)c.
Pak řešení přestává být hydrostatické a po dlouhé době se ustálí proud s vodním
skokem s velmi hlubokou recirkulační oblastí za ním. Pro Nh/U = 1.56 resp.
Nh/U = 2.00 (viz obrázek 3.19 resp. obrázek 3.20) je situace velmi podobná
s tím, že efekty viskozity jsou dobře tlumeny stratifikací a řešení tedy není tolik
ovlivněno distorzí na výstupu. Pro Nh/U = 2.84 a Nh/U = 3.79 působí visko-
zita velmi silně a s vysokou frekvencí. To pravděpodobně způsobuje velmi silnou
distorzi a snad by pomohlo zjemnění časového kroku. Alespoň na počátku, kdy
k otevřeným hranicím ještě nedorazila žádná vlna větší amplitudy a nedochází
tedy k reflexi, jsou vidět v závětří šířící se čela vln nějakého vyššího módu.

Pro K = 2.37 (s použitým Reynoldsovým číslem) už schéma nefungovalo (a
někdy i vybouchlo) prakticky pro žádné zvolené Nh/U = 0.83, 1.08, 1.56, 2.00,
2.84, 3,79, jakmile došlo k posílení efektů viskozity, buď tím, že proudění přešlo
do hydraulického režimu nebo samo od sebe pro velké Nh/U (a tedy malé h/D).
V prvém případě vznikají vodní skoky s turbulentními oblastmi, ve druhém víry
podobné von Karmánově cestě. Nicméně lze v animacích pěkně pozorovat počá-
teční klidný vývoj před vznikem nestabilit, například i vlivem přetočení proudočar
do svislé polohy.
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Obrázek 3.9: K = 0.75 , Nh/U = 0.47, stacionární stav t = 420

Obrázek 3.10: K = 0.75 , Nh/U = 0.83, stacionární stav t = 1690

Obrázek 3.11: K = 0.75 , Nh/U = 1.08, stacionární stav t = 1800

Obrázek 3.12: K = 0.75 , Nh/U = 1.56, von Karmánova vírová cesta, t = 540

Obrázek 3.13: K = 0.75 , Nh/U = 1.56 ,Re = 100, stacionární stav t = 540

Obrázek 3.14: K = 1.28 , Nh/U = 0.47, t = 630
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Obrázek 3.15: K = 1.28 , Nh/U = 0.83, t = 230

Obrázek 3.16: K = 1.28 , Nh/U = 1.56, t = 520

Obrázek 3.17: K = 1.28 , Nh/U = 2.00, t = 350

Obrázek 3.18: K = 1.83 , Nh/U = 1.08, t = 265

Obrázek 3.19: K = 1.83 , Nh/U = 1.56, t = 600

Obrázek 3.20: K = 1.83 , Nh/U = 2.00, t = 720
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Závěr

Uvažovali jsme model proudění zvrstvené tekutiny kolem překážky s tuhou horní
hranicí a vytvořili jsme numerické schéma k jeho diskretizaci. To jsme provedli
kompilací několika různých metod. Schéma jsme naprogramovali a otestovali na
proudění kolem hladké desky. Pro problém stratifikovaného proudění ale nebyly
otestovány všechny podstatné části schématu. Ukázalo se, že ač jsme použili do-
cela starou, ale léty prověřenou Orlanskiho metodu k diskretizaci otevřené vstupní
a výstupní hranice, podléhaly vzruchy zejména na výstupu distorzi. Možnou příči-
nou je prostě špatná implementace, která není uplně triviální v kombinaci s posu-
nutou sítí a použitým advekčním schématem. Je také možné, že otevřená hranice
fungovala reflexivně zejména u případů s významným vlivem viskozity, což by ko-
respondovalo s faktem, že tato metoda je určená pro hyperbolické rovnice. Třetí
možný důvod je prostě použití příliš dlouhých časových kroků. Nebylo to příliš
testováno a ani k tomu nebyly k dispozici výpočetní zdroje.

Dalším problémem byly výpočty, ve kterých se projevovala viskozita natolik,
že režim proudění by byl pravděpodobně turbulentní. Schéma nebylo schopno
žádným způsobem započítat vliv turbulence. Protože turbulence má významný
vliv nejen na momentovou bilanci proudění, ale i na vlnové fenomény ve zvrstvené
tekutině (například turbulentní oblast je schopna odrážet vlny), není v těchto
případech možné považovat výsledky, ani kvalitativně, za správné.

Nebylo důkladně provedeno ladění sítě, časového kroku a umístění vtokové
a výtokové hranice. Také Reynoldsovo číslo by mohlo být snižováno, zejména
v případech, kdy vznikal problém s viskózními efekty.

Není ani jasné, jaký vliv má free-slip okrajová podmínka na horní hranici.
Otázku jsme si nedokázali zodpovědět, protože nám ani není jasné, jaké vlastnosti
by měla mít horní hranice odpovídající modelům v [1] ve viskózním případě.

I přes tyto nedostatky byly ukázány některé jevy typické pro obtékání pře-
kážky stratifikovanou tekutinou. Zejména výsledky vlnového charakteru, před
vznikem nestabilit, pokud vůbec vznikly, lze považovat za správné.
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