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Uvod

Prace, kterou mate pravé pred sebou, se zabyva Fucikovymi spektry obycejnych diferen-
cidlnich rovnic a jejich soustav s Dirichletovymi, Neumannovymi a smiSenymi okrajovymi
podminkami.

Pojem bifurkace, ktery je uveden v nazvu prace, se v samotném textu nevyskytuje,
presto nazev odpovida jejimu obsahu. Bifurkace, neboli vétveni feSeni, velmi tzce souvisi
s Fuc¢ikovym spektrem. Rovnice typu

—u" = put —vu~

maji pro Dirichletovy, Neumannovy i smisené okrajové podminky vzdy feSeni u = 0 pro
jakoukoli dvojici parametrt (u,v) € R? Existence netrividlniho feseni v bodech Fudi-
kova spektra tedy odpovida vzniku néjakého nového feseni. Z tohoto pohledu jsou body
Fucikova spetra pravé body bifurkace feseni danych rovnic.

Hlavnim cilem prace bylo v navaznosti na texty E. Massy a B. Ruffa zjistit, jaké
vysledky plati pro systém dvou obycejnych diferencialnich rovnic se smisenymi okrajovymi
podminkami a zaroven zpresnit a zlepsit nékteré jejich diikkazy. K tomuto tématu se jesté
vaze charakterizace bodi Fucikova spektra tiloh s jednou rovnici, tlohy tykajici se vlastnich
Cisel a studium existence feseni linearnich i nelinearnich tiloh a pocet téchto reseni.

Prace je rozdélena do tii ¢asti. V prvni jsou uvedeny potfebné definice, zakladni vlast-
nosti Sobolevovych prostori a slabych feseni diferencidlnich rovnic se specialni pravou
stranou.

Druhé cast se vénuje Fucikovym spektriim tuloh s jednou rovnici pro Dirichletovy, Neu-
mannovy a smisené podminky a explicitné tato spektra popisuje. Pomoci symetrického
rozsiteni ukazuje na zavislost tlohy se smisenymi okrajovymi podminkami na tloze s Di-
richletovymi okrajovymi podminkami.

Treti cast se zabyva Fucikovym spektrem systému dvou rovnic se smisenymi okrajo-
vymi podminkami. Nejdiive je zde pojednano o redukci poctu parametrt tlohy. Ze zaklad-
nich vlastnosti Fucikova spektra a vlastnosti odpovidajicich netrivialnich feseni néasledné
vyplyva moznost omezit se pouze na studium kladnych parametri. Diky symetrickému



rozsifeni FeSeni navazuje prace na vysledky E. Massy a B. Ruffa tykajici se systému dvou
rovnic s Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Jsou pfesnéji vymezeny oblasti, kde se
mohou vyskytovat body Fucikova spektra. Nakonec je popsano Fucikovo spektrum ulohy
se smisenymi okrajovymi podminkami jako sjednoceni spocetné mnoha spojité diferenco-
vatelnych ploch a je dokazana uzavienost tohoto spektra.

Tvar Fucikova spektra konkrétni tlohy je tzce spjat nejen s okrajovymi podminkami,
ale i s mnozinou, na které je tloha zadana. Studium Fucikova spektra tlohy se smise-
nymi okrajovymi podminkami nad prostory funkei, které maji jako defini¢ni obor interval,
muze byt chapano jako priprava pro zkoumani obdobného problému na vicerozmérnych
oblastech, na jejichz ¢asti hranice mame Dirichletovy podminky a na c¢asti Neumannovy.
Vicerozmérné oblasti jsou z pohledu fyziky obvykle zajimaveéjsi, ovsem studium takovych
oblasti je matematicky mnohokrat komplikovanéjsi.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Soboleviv prostor W'?(a,b) a jeho vlastnosti

Jelikoz budeme v néasledujicim textu pouzivat pojem slabého feSeni, nevystacime s pro-
storem spojité diferencovatelnych funkci. Proto zde zavedeme obecnéjsi pojem derivace
a obecnéjsi prostor funkci.

Definice 1. Nechf u je funkce z L'(a,b), kde a,b € R, a < b. Rekneme, Ze funkce
u md slabou derivaci v € L'(a,b), jestlife pro kaZdou funkci ¢ € D(a,b) := {¢ €
C>([a,b]);supp ¥ C (a,b)}, kde supp ¢ := {t € [a, b];(t) # 0}, plati

b b
/vgpz—/ ugp'.

Definice 2. Sobolevovym prostorem W'2(a,b) rozumime normovany linedrni prostor

W'2(a,b) .= {u € L*(a,b);u md slabou derivaci v L*(a,b)}

Znacime v = u'.

s normou ||ul|wr2p.1 = \/||u||%2(a7b) + 1122 -

Poznamka 1. ! Sprdvné bychom kaZdou funkci ve W2(a,b) méli chdpat jako t¥idu funket.
JelikoZ pracujeme na jednorozmérném intervalu (a, b), vime z teorie o Sobolevovych prosto-
rech, Ze existuje spojity reprezentant kazde teto tridy. Dokonce je tento spojity reprezentant
tridy z WY2(a,b) funkce absolutné spojitd.> Proto budeme bez 1ijmy na obecnosti pracovat
s timto absolutné spojitym reprezentantem.

1110], str. 85.
2[6], str. 10.



Vé&ta 1. 3 Prostor W2(a,b) je separabilni Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem

b b
(U, v)wr2@p) = / u(t)v(t)dt +/ o ()0 (t)dt.
Vé&ta 2. * Prostor W'?(a,b) je kompaktné vnoven do prostoru L*(a,b).
Vé&ta 3. 5 Prostor W'?(a,b) je kompaktné vnoven do prostoru C([a,b]).
Poznamka 2. Zde volime pro prostor W12(0, ) skaldrni soucin

(u, V) w21 = u(0)v(0) +/ u'v'.
0

Tento soucin indukuje normu

ullwaagom = /u(0)? + [t][22(0,0
Diky tomu, Ze funkce z WhH2(0,7) jsou absolutné spojité, ddvd tento skaldrni soucin

smysl a je dobre definovany. Navic je tato norma ekvivaletni normé pivodni, nebot pro
absolutné spojitou funkci u plati skoro vsude®

u(z) = u(0) + /01‘ o, (1.1)

a tedy

o) < (o)l + [ |u’\)2 <o +2( [ |u’\)2 <o (o ["ue).

kde jsme v druhé nerovnosti pouZili Cauchyho nerovnost a ve treti Holderovu nerovnost’.
Normu u v L*(0, ) Ize tedy odhadnout

ulZaom = / |u<x>|2§o7r(|u<o>|2+ / |u'|2).

l[ullwrzm < Cllullwizom.-

Odtud

0], str. 79.
0], str. 110.
0], str. 113.
|, str. 8.

], str. 25.



Z rovnice (1.1) obdobné ziskdme, Ze u(0)* < C(|u(x)]* + [y |v'|*) pro kazdé x € (0, ).
Pokud tuto nerovnost zintegrujeme podle x na (0, 7), dostaneme jiZ snadno

] [wr20,m,1 < Cllullwizx)-
Tudiz dohromady ezistuje Cy > 0, Cy > 0, takové, Ze
Cilullwr20,7)1 < ullwr20x) < Collullwr20m)1

a normy jsou ekvivalentni.

V ndsledugjicim textu budeme pouZivat skaldrni soucin (-, -)w1.2(0,x),1 @ norma ||-|[w1.2(0.x)1-
Diky dokdzané ekvivalenct vsak budeme tento novy skaldrni soucin a tuto movou normu
znacit stejné jako skaldrni soucin a normu pivodni, to jest (-, )wizx @ || - |lwi20m-

Prostor W'2(a, b) je nejen linearni prostor, ale je to také svaz — je uzavien na bodové
maximum a minimum z kone¢né mnoha prvkii.

Véta 4. 8 Necht u,v € W2(a,b). Potom w := max{u,v} € W'%(a,b) a

/

u' skoro vsude na mnoZiné, kde w = u,
v skoro vsude na mnoZiné, kde w = v

Dusledek 1. Nechtw € Wh2(a,b). Z predchozi véty vyplyjvd, Ze pokud w(t) := max{0, w(t)}
a w™(t) := max{0, —w(t)}, pak w* € W'?(a,b). Snadno odhadneme, Ze

lw* w2 < llwllwray)-

8[6], str. 10.



1.2 Slabé fesSeni

Nez zavedeme pojem slabého feseni, musime jesté urcit prostor testovacich funkci.

Definice 3. Prostorem testovacich funkci pro ulohu se smisenymi okrajovymi podminkamsi
budeme v nasledujicim textu rozumét

K :={u € W"(0,7); u(0) = 0},
respektive pro ulohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkamsi
Wy?(0,7) := {u € WH(0,7); u(0) = 0 = u(m)}.

Prostor testovacich funkci ulohy s Neumannovymi okrajovymi podminkams je prostor
Wh2(0,7).

Nyni jiz postupme k definici slabého feseni. Budeme se zabyvat tfemi typy okrajovych
podminek, pro kazdy z nich uvadime vlastni definici.

Definice 4. Méjme diferencidlni rovnici
—u"(t) = f(u(t)) prote|0,n]. (1.2)

Necht f je spojita redlnd funkce a necht f(§) < c(1+|£|) pro néjaké ¢ > 0.
Slabym Tesenim rovnice (1.2) s okrajovgmi podminkami u(0) = 0, v'(7) = 0 rozumime
funkci uw € WY2(0,7) spliujici u(0) = 0, kterd navic pro kaZdou testovaci funkci v € X

splnuge
/u'v':/ f(u)v.
0 0

Slabym tesenim rovnice (1.2) s Dirichletovymi okrajovgmi podminkami rozumime funkci
u € WH2(0,m) spliugici u(0) = 0 a u(w) = 0, kterd navic pro kaZdou testovaci funkci

v e Wy(0,) spliuje
/ u'v :/ f(u)v.
0 0

Slabym Tesenim rovnice (1.2) s Neumannovymi okrajovymi podminkami rozumime
funkei v € WH2(0, ), kterd pro kaZdou testovaci funkci v € WH2(0, ) splriuge

/Owu'v' = /07T f(u)v.



Pozorovani 1. Snadno si vsimneme, Ze kaZdé slabé teseni u ulohy (1.2) s okrajovymi
podminkami u(0) = 0, v/(w) = 0 ndlezi do prostoru testovacich funkci XK.

Z dusledku 1 plyne, Ze také ut := max{0,u} a u™ := max{0, —u}, kde u je slabé reseni
u ulohy (1.2) s okrajovymi podmikami u(0) = 0, v'(7) = 0, patii do prostoru testovacich
funkci K.

Za urcitych predpokladti mizeme pozadavky na slabé feseni zvysit, jak ukazuje nasle-
dujici véta.

Véta 5. ¥ Mé&jme dlohu

—(a(t)u') =g prote(0,A),

u(0) =u(A) =0. (1.3)

Necht a € C([0, A]), g € L*(0, A). Necht u € Wy (0, A) je slabé fesent rovnice (1.3).
Potom u € W22(0, A) = {u € W2(0, A); existuje v € L?(0, A)} a splriuge

[lullwe20,4) < C (19l £20,4) + [[ullz20,4) +
kde konstanta C' > 0 zdvisi pouze na délce intervalu (0, A) a na funkci a.

Poznamka 3. Vétu 5 lze pouzit i pro okrajové podminky u(0) = 0 = u/(A), respektive
w'(0) =0=1u(A).

Je-li prava strana rovnice lipschitzovska, mtizeme dokonce hledat slabé feseni tulohy
(1.2), které spliiuje i pozadavky klasického feSeni.

Lemma 1. Meéjme systém

—u" = f(u,v) protel0,A4],

—v" =g(u,v) protel0,A],

u(0) =u(A) =0, (14)
v(0) =v(A) = 0.

Necht f a g jsou lipschitzovské funkce.
Potom slabé reseni (u,v) € W,2(0,A) x W,2(0, A) dlohy (1.4) jsou funkce tridy C?
na [0, 7.

9[2], str. 317.



Dikaz. Tvrzeni dokdzeme jen pro u pomoci prvni rovnice, pro v se tvrzeni dokaze analo-
gicky pomoci druhé rovnice.

Z lipschitzovskosti f a z u,v € Wy?(0, A) snadno ziskdme f(u,v) € L*(0, A), nebot
fu(t),v(t)) < [f(0,0)| + K(Ju(t)| + |v(t)]), kde K je konstanta lipschitzovskosti.

Funkce a = 1 je C'-funkce.

Nyni miiZeme na tlohu (1.4) aplikovat vétu 5 o regularité feseni. Tedy u € W*2(0, A)
au” € L*(0, A) existuje skoro vsude, nebot u’ € W2(0, A) je funkce absolutné spojita.”

Diky existenci u” € L*(0, A) miiZeme psat

A A A
—/ U”<p=/ U’so’Z/ flu,v)e.
0 0 0

Vime, 7e dvé funkce hy, hy z prostoru L'(I) se rovnaji skoro viude pravé tehdy, kdyz

/h180: /h280
I I
pro kazdé ¢ € D(I).1

Jelikoz L?(0, A) € L'(0, A)'? a D(0, A) € W, (0, A), dostavame
—u" = f(u,v) skoro vSude na [0, A].

Protoze prava strana rovnice —u” = f(u,v) je v prostoru W12(0, A) a tato rovnost
plati bodové skoro vsude, je i —u” v tomto prostoru.

Podle poznamky 1 je funkce z W12(0, 7) spojitd a tudiZ i u” je spojitd funkce. Tedy
u € C%([0,7]) a Tesi rovnici (1.4) bodové. O

Specialnim piipadem je prava strana rovnic urcujicich Fuc¢ikovo spektrum, jak ukazeme
dale.

Dusledek 2. Funkce
W pro x > 0,
o=

vr prox < 0

je funkce lipschitzovskd. Z lemmatu 1 plyne, Ze slabé tesent ulohy (1.2) s pravou stranou
f(u) a s Dirichletovymi okrajovymi podminkami u(0) = u(r) = 0 je funkce tFidy C? na
[0, 7].

10[6], str. 8
111, str. 75.
12110], str. 65.




Véta o regularité plati i pro okrajové podminky u(0) = 0 = u/(7) a proto i Teseni ulohy
(1.2) s pravou stranou f(u) a s okrajovymi podminkami u(0) = u'(w) = 0 je funkce tridy

C?([0, 7]).
Obdobné i teseni ulohy (1.2) s pravou stranou f(u) a s Neumannovymi okrajovymi
podminkami u'(0) = u/(7) = 0 je funkce tridy C*([0,7]).

Dusledek 3. Pokud je u slabé tesent ulohy (1.2) s pravou stranou pu™ — vu™ tvaru

ult) = {ul(t) pro t € [0,al,

ug(t) pro t € |a, A,
kde ui(a) = us(a), pak z predchoziho lemmatu musi platit

uy(a—) = ub(a+).



Kapitola 2

Uloha s jednou diferencialni rovnici

2.1 Klasické Fucikovo spektrum Dirichletovy ulohy

Pojem Fucikova spektra vznikl v 70. letech 20. stoleti, kdy se Svatopluk Fucik! zabjval
nelinedrnim problémem se skakajicimi nelinearitami.
Uvazoval nejdiive nasledujici tilohu?:

u’(t) + Y (u(t)) =p(t)  prot €0, A,
u(0) = u(A) =0,

kde v je spojita realnd funkce definovand na (—oo, 00). Navic pozadoval, aby funkce 1
byla funkci se skakajicimi nelinearitami, to jest

lim ¥la) # lim M
r—o0 I r——oo I

Mimo jiné se zajimal o homogenni tlohu, kde pro u, v € R definoval

Hx pro x > 0,
-]

v pro x < 0.

Presnéji
u"(t) + put(t) —vu () =0  prot e |0, A4], (2.1)
u(0) =u(A) =0, '
kde kladnou ¢asti rozumime u™ := max{u, 0} a zdpornou ¢asti u~ := max{—u, 0}.

H[3].
2[3)], str. 69.
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Definice 5. Fucikovym spektrem rovnice (2.1) s okrajovymi podminkami rozumime mnoZinu
Y4 = {(u,v) € R% dloha (2.1) s parametry u, v md netrividlni vesend}.
S. Fucik ve svém c¢lanku popsal toto spektrum pro jednu rovnici:

Lemma 2. 3 Problém (2.1) na intervalu [0, 7] md netrividlni feseni pravé tehdy, kdy? je
spinéna jedna z nasledugicich podminek:

1. =1, v je libovolné,

IS

. ge libovolné, v =1,

VY
3.u>1,y>1a\/ﬁ+ﬁ€]N,

v—1
4. u>1,y>1a%eﬂ\1,

Vr(vE-1)
Sb.p>1l,vr>1a N e IN.

Na obréazku 2.1 je vykresleno Fuéikovo spektrum pro jednu rovnici na intervalu [0, 7].

VI \

VE
Obrazek 2.1: Fuc¢ikovo spektrum Dirichletovy tlohy.

Zvolime-li y = v v poslednich tfech podminkach lemmatu 2, pro k& € IN pevné ziskame,
ze v treti podmince je

Vi = /v = 2%

3[3], str. 75.
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a ve Ctvrté a paté je
ViIE= Vv =2k + 1.
Diky tomu a spojitosti funkci, které popisuji podminky pro parametry p a v, mizeme
definovat pro k € IN krivky

A=

1—

{(m,v) R p=1,veR,},
{(n,v) eR;v=1peR},
% ._ y RV _
Y _{(:U’v )ER+7\/ﬁ+\/; k}’
2.\/;(\/ﬁ_1)_
{( V)ER—H \/ﬁ‘i‘\/; _k}a

@R = {(,u, v) € RE; % B k}

Ziejmé je Fucikovo spektrum tlohy (2.1) na intervalu [0, 7] sjednocenim téchto kiivek,
to jest

nY(2k+1)+

= O uym).

nelN

Podivejme se na asymptotické chovani téchto kiivek.
Necht n = 2k. Potom

lim v=4k*= lim pu.
pH— 00, v—o00,
(n,v)e2k (u,v)Er2k
Nechf n = 2k + 1. Potom
fm v =k lm = (k1)
(nv)ey(Zk+1)+ (pv)ey(2k+1)+
lim =k lim  v=(k+ 1)2.
(e~ (Zht+1)— (e~ (Zht+1)—

Kftivky se tedy asymptoticky piiblizuji k hodnotdm k2, respektive (k-+1)?, coz odpovida
vlastnim ¢islim tlohy

—u”" =M prot e |0,n],
u(0) = u(m) = 0.

Nasledujici priklad explicitné popisuje tvar feseni Fucikovy homogenni tlohy s Di-
richletovymi okrajovymi podminkami.
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Priklad 1. Méjme dlohu (2.1) na [0, 7] s parametry (u,v) € X, pv # 0. Oznacme

NN

Pp— P— 7r Pp— 7T
Ck.—]{?ﬂ' \/,LW , dk.—Ck—i-ﬁ, €k.—0k+ﬁ
pro k € INg.
Potom slabym tesenim je funkce
u(t) = {a sin (\/a(t — c)) pro t € [cx, di] N[0, 7],
T —Easin (Vu(t —dy)  prot € [di, ] N[0, 7,

pro a > 0, respektive

A(t) = —bsin (Vv(t — cx)) pro t € [cg, ex] N[0, 7],
: %bsin (Vat —er)  prot € e, ] N[0, 7],

I

Obrazek 2.2: Funkce u s parametry p = 36 a v = 16.

pro b > 0.

Takto definovand funkce je tridy C*([0, 7]), nebot
lim «'(t) = lim  ay/pcos(ty/p) = tli%l —ay/peos (tv/v) = lim o'(t),
t L+ —0—

t—dy+ —>\/E t—dy—
lim o'(t) = lim —ay/pcos (tvv) =lim ay/pcos(ty/p) = lim u'(t),
t—cht t= gt t—0 t—ck—
tlig; u'(t) = tli%+ —apsin (ty/p) =0 = M ay/pysin (tvv) = tli}iil— u"(t),
lim "(t) = lim ay/prsin (ty/v) = 0= lim —apsin (/) = lim u"(t).
t—cht t= T t—0— toer—

Limity pro funkci u jsou analogickeé.
Priklad grafu takovéto funkce u najdete na obrdzku 2.2.
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2.2 Fucikovo spektrum tulohy se smisenymi okrajo-
vymi podminkami
Nejprve méjme tlohu se smisenou okrajovou podminkou

u"(t) + put(t) — vu (t) =
u(0) =0, u(7)

0 protel0,n], (2.2)
0, '

kde u* rozumime jako vyse.
Zajimé nés, pro jaka (u,r) € R? mé tloha (2.2) netrividlni fegeni. Oznacme tedy

op = {(11,v) € R? tloha (2.2) s parametry (1, v) ma netrivialni feseni}.

Mnozinu o budeme nazyvat Fuc¢ikovym spektrem tlohy (2.2).

Zkusme rovnici (2.2) vyfesit. Nejprve trochu zjednodusime situaci.
Rovnici (2.2) mtzeme rozsifit symetricky podle 7 na interval [0, 27]. Okrajova pod-
minka se zméni na u(0) = 0 = u(27). Zabyvame se tedy tlohou

a"(t) + put(t) — v (t)
u(0) = u(2n)

0 t € 0,27,
. pro ¢ € [0, 2] (2.3)

Pokud vyfesime rozsifenou tlohu (2.3), pak feSeni, ktera spliuji podminku @/(7) = 0,
fesi i tlohu (2.2). Musime se ujistit, Ze timto postupem nevynechdme zadné feSeni tlohy
(2.2). To v8ak snadno dokazeme:

Pokud je ug € Wh2(0, 7r) feSenim tlohy (2.2), pak

%®:{m@ t 0,7,

ug(2m —t) t e [m 27]

je feSenim rozsifené tlohy (2.3).
Z definice slabého feSeni tlohy (2.2) vime, Ze pro kazdé ¢ € K plati

/UBw’Zu/ UW—V/ up ¢
0 0 0

Ovéfime, 7e pro kazdé 1) € W,*(0, 27) plati

/ T = / Tt — v / " agw. (2.4)

14



Definujme () := 1(t) pro kazdé t € [0, 7] a pa(t) := ¥(2m — t) pro kazdé t € [0, 7].
Je ziejmé, Ze @1, py € K.
Tedy

/0 " (g () di + / " ub (D) () di = / " (8 dt + / " (2r — () di =

2 (25)
- / b (0 (8) dt.
0
ZAaroven
| s [ =i [ v [Cwertn [ ute =y [ e
0 0 0 0 0 0 (26)

2 21
[ wv-v [ w.
0 0

Déme-li dohromady (2.5) a (2.6), dostaneme, ze u spliiuje rovnici (2.4).
Musime jesté ovetit, ze 1y € W12(0,27). Snadno zjistime, Ze iy € L*(0,27), nebot

2w T 2w T
/ ag(t)dt:/ ug(t)dt+/ u§(27r—t)dt:2/ ud(t) dt < oo,
0 0 T 0

nebot uy € L*(0, ).

Funkce uy € W12(0,7) je funkce absolutné spojita®. I symetricky rozsifend funkce
je funkce absolutné spojita (a tedy i spojitd), a proto existuje u, € L' (0, 27) skoro vSude®.
Jelikoz navic i € L*(0,7) a ufy € L*(m, 2), presnéji

[ @rwa= [Turoa [Cwrer—pa=2 [(wrow <

plati u) € L*(0,27).

A tudiz o € WH2(0, 27).

Odtud kazdé feSeni tlohy (2.2) je po rozsifeni jako vySe feSenim tlohy (2.3). Z toho
jednoduse plyne, Ze op C Yo, kde ¥o, rozumime Fucikovo spektrum tlohy (2.1) na
intervalu [0, 27].

46], str. 9.
56], str. 9.
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Priklad 2. Podivejme se nejdiive na specidlni pripad ulohy (2.2). Pro X := p = v dostd-
vame ulohu
a’(t) + Ma(t) =0 pro t € [0, 2],

u(0) = u(27) = 0. (2.7)

Tato uloha je velmi dobre znamd, jednd se o ,klasické“ spektrum, tedy A\ € o =
{(5)%k e N}.

Z okrajovych podminek tlohy (2.2) zjistime, ze podminku «'(7) = 0 spliuji ta FeSeni
u, kterd odpovidaji parametru A € o’ := {(#:-1)% k € IN}.

Mnozinu ¢’ mizeme usporadat podle velikosti. Oznacdime proto A, := (
k € IN a budeme toto znaceni pouzivat v celém textu.

2k—1

5 )2 € o’ pro

Poznamka 4. Pokud je A = (%)% pro k € N, pak (\,\) € op.

Poznamka 5. Pro A < 0 jsou Teseni ulohy (2.7) linedrni kombinact funkci cosh(y/|\|t),
sinh(\/|A|t), respektive t a 1 pro A = 0. Z dangch okrajovgch podminek vsak vypljvd, Ze
reSenim ulohy (2.7) pro A < 0 je jedin€ nulovd funkce. Proto budeme hledat pouze body
(p,v) € R2.

Nyni pouZijeme vysledkt S. FucikaS a aplikujeme je na tilohu (2.3). Poté opét hledame
ta FeSeni, pro ktera plati v/(7m) = 0.

Nejdfive uvazme takova feseni, pro kterd plati u(t) # 0 prot € (0,27). Pak je bud
u>0mna (0,27) a p =1 a v je libovolné, nebo u < 0 na (0,27) a v = 1 a x je libovolné.

Necht ma naopak feseni v # 0 né&jaky nulovy bod na (0, 27). Rozlozime interval [0, 27]
na

0,27] =TT U T~ U{t€[0,2r];u(t) =0},

kde I :={t € [0,27];u(t) > 0} a I~ := {t € [0, 27];u(t) < 0}.

Jelikoz FeSeni u je funkce spojitd, lze napsat IT, respektive I~ jako (kone¢né nebo
spocetné) sjednoceni maximélnich otevienych disjunktnich interval, kde u je kladné, res-

pektive zdporné. Oznacme [7 := (af, b)) maximélni oteviené intervaly, kde u je kladné,

respektive I := (a; , b; ) maximalni oteviené intervaly, kde u je zdporné, pro j € IN. Tedy
+_ + - _ -
rr=Jr a =1
J J

Uloha (2.3) se rozpadne na okrajové tlohy na jednotlivych maximélnich intervalech,
kde u neméni znaménko.

6[3], str. 75, Lemma 2.8.
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Na kazdém I fesime okrajovou tilohu

u”(t) + pu(t) =0,
R (2.8)
u(a;) =u(b;) =0
Na kazdém I, dostavame okrajovou tilohu
"(#) — vu(t) = 0,
10~ ) ”
u(a; ) =u(b;) =0

Reseni tlohy (2.8) na intervalu I} je ostie kladné a feSeni tlohy (2.9) na intervalu I
je ostfe zaporné.
Uloha (2.8) mé klasické Feseni u;(t) = ¢/ sin(ty/m — al) pro t € I}, kde ¢} > 0,

a odtud b, = a + NG (pro jiné b} neex1stuje netrivialni resem, které je ostie kladné).

Tedy |I)| = Jr @ intervalii 1 " je koneéné mnoho.
Uloha (2.9) ma klasické feseni u;_(t) = —c; sin(ty/v —a; ) pro t € I, kde ¢; > 0,
a odtud by = a; + 7. Tedy 11| = 7 a intervald I;” je konecné mnoho.

7 klasmkeho resenl na [ +, respektive /7, a z vhodné volby konstant c;’ a c; ziskame
slabé teseni stejné jako vyse.
Celkem je u kladné na intervalech délky = TR 2 zaporné na intervalech delky R

u mé tedy periodu 7r(\/_ + \/_)

Takovato feseni u patii do prostoru Wh2(0, 27), nebot funkce sinus je omezend funkce z
C>(R), tedy také z W12(0, 27), a funkce u je linedrni kombinaci dvou funkei au; +buy tako-
vych, Ze uy je nezdporna a us je nekladné. Presnéji prvni je az na kladny nasobek a posou-
vani v proménné tvaru kladna ¢ast sinu s periodou N7 (tj. vy = max{0,sin (\/z(t — ¢;))}
pro néjakd ¢; € R, |¢;i1 — ¢ = % + %) a druh4 tvaru zdpornd ¢ést sinu s periodou 7
(tj. ug = min{0, —sin (/v(t — d;))} pro né&jakd d; € R, |d;y1 — di| = Vi 75)-
up a up jsou ve W2(0,2m) diky svazové vlastnosti Sobolevovych prostorti (dfisledek 1)
a u je ve W12(0,2m), nebot W12(0,27) je linedrni prostor. Po piendsobeni téchto funkci
vhodnymi kladnymi ¢isly a, b ziskdme u € C'([0,27]) (viz kapitola o klasickém Fudikové
spektru).

Pokud feseni u tlohy (2.3) na intervalu [0, 27| nabyva lichy pocet nul, tj. rozlozi interval
[0, 27] na sudy pocet maximalnich intervali, kde u neméni znaménko, pak nikdy neplati
podminka u'(7) = 0.

Reseni u tlohy (2.3) se sudym poctem nul (a lichfm poc¢tem maximélnich intervald,
kde u neméni znaménko) naopak vzdy spliiuje podminku u'(7w) = 0. Toto feSeni (zizené
na interval [0, 7]) je tedy FeSenim i tlohy (2.2)

Funkce
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Reseni s lichym poc¢tem maximalnich intervalii, na nichz neméni znaménko, odpovidaji
takovym parametrim (y, ) € R%, ktera spliuji rovnici

k(%+\%)+#:2

pro u kladné na pravém okoli 0, respektive

k:( ! + ! ) + L 2
VE VY)Y
pro u zaporna na pravém okoli 0.

Dusledek 4. Necht (p,v) € R%. Bod (1, v) € op prdavé tehdy, kdyZ spliiuje jednu z ndsle-
dugicich podminek:
_ 1
1. w = 47
2. v= i,

NeN )
5. L) €N,

JH(2y/7-1)
4w €N

Toto Fucikovo spektrum popisuje obrazek 2.3.

v \

JE

Obrézek 2.3: Fucikovo spektrum tlohy se smisenymi okrajovymi podminkami.
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Opét muzeme pro k € IN definovat kiivky

1
Y= {(p ) €RL p= 7 v e Ry,

1
1= {(v) €RL v = 7 n e Ry},

Vhy = {(MaV)G]Ri; %zk—l} pro k > 2,

Vi = {(,u,V)GIRi; %:k—l} pro k > 2.

Ziejmé i zde plati op = (J, e (Vr+ U Y- )-
Také plati, ze (Mg, \k) € Yt N Yx— pro kazdé k € IN.
Asymptotické chovani téchto krivek pro k € IN, k > 2, popisuji nasledujici limity:

, (k —1)2 . 2
lim v = , lim pu=—,
p—00, 4 v— 00, 4
(V) Evg 4 (V) €V
, k2 , (k —1)?
lim v=—, lim pu= .
p—00, 4 v—00, 4
(n,v)€Evg— (msv)Evg_
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2.3 Fucikovo spektrum Neumannovy tlohy

Ulohou s Neumannovymi okrajovymi podminkami na [—, 7] zde rozumime tlohu

—u" = put —vu~  prot e [—m 7,

(2.10)

Nabizi se otézka, zda nelze rozsitit tlohu (2.2) néjakou vhodnou symetrii podle nuly
a hledat feseni Neumannovy tulohy (2.10) na [—m, 7] takova, Ze u(0) = 0.

Rozsifme tlohu sudé kolem bodu nula, tedy definujme pro feseni uq tlohy se smiSenymi
okrajovymi podminkami na [0, 7] funkeci @y nasledovné:

_ up(t t e |0,
a = [0 0, 7]

up(—t) t € [—m,0l.
Pak bud ug(0+) = 0, tedy @ je identicky rovna nule na néjakém okoli nuly, coz ovSem
znamend, %e Uo neni netrividlni slabé feseni tlohy (2.10). V piipadé, ze ugp(0+) # 0,
nesplnuje funkce 7y pozadavek na spojitost derivace feseni z dtsledku 3.

Pokud bychom rozsirili tlohu lise kolem bodu nula, to jest pro feseni uy tlohy se
smiSenymi okrajovymi podminkami na [0, 7] bychom definovali

oy fw® e
to(t) = {—uo(—t) t € [-m,0],

prohodili bychom na intervalu [—m, 0] postaveni p a v, tedy g by Fesilo soustavu rovnic
s Neumannovymi okrajovymi podminkami
—u" =vu" —pu~  prot € [—m,0],
—u" = put —vu~  protel0, |
Takto definované 4, by tudiz nebylo feSenim rozsifeni ilohy na Neumannovu tlohu (2.10)
pro p # v.
Podivame-li se na problém z druhé strany, mizeme zkoumat, kdy feseni Neumannovy
tlohy na [—m, 7] spliuje u(0) = 0.
Priiklad 3. Neumannova tloha na vlastni ¢isla
—u"=Xu  prote|[-m ],
u'(—m)=u(7)=0
ma netrividlni feseni pro A\g = 0 s vlastni funkci ui(t) = 1, pro Agp_1 = M s vlastni
funkci ug_1(t) = sin %t a pro Ao, = k? s vlastni funkci uoy(t) = cos kt, kde k € IN.
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Spoctéme nejdiive Fucikovo spektrum tlohy s Neumannovymi okrajovymi podmin-
kami. Opét muzeme rozlisit dva piipady podle toho, zda feSeni tlohy (2.10) méni zna-
ménko ¢i nikoli.

Ta netrividlni feseni tlohy (2.10), kterd neméni znaménko na (—m, 7), jsou tvaru u = a,
kde pro a > 0 je to feSeni tlohy (2.10) s parametry u = 0 a v libovolné a pro a < 0 je to
feSeni ulohy (2.10) s parametry v = 0 a pu libovolné.

Pouzijeme-li stejny postup jako v predchozi kapitole, ktery udava délku maximéalniho
intervalu, na némz feSeni u ulohy (2.10) neméni znaménko, ziskdme nutné a postacujici
pozadavky na u a v.

Pro teseni u, které ma stejné znaménko na néjakém pravém okoli bodu —n jako na
néjakém levém okoli bodu 7, spliuji odpovidajici parametry p, v pro né€jaké & € IN rovnici

oh (% + %) — 4 (2.11)

Pro feseni u kladné na néjakém pravém okoli bodu —7 a zdporné na néjakém levém
okoli bodu 7, respektive obracené, spliiuji odpovidajici parametry u, v pro néjaké k € IN
rovnici

1 1
(2k — 1) (— + —) — 4, (2.12)
7 téchto uvah vyplyva nasledujici lemma:

Lemma 3. Bod (u,v), u,v > 0 ndlezi do Fucikova spektra Neumannovy tdlohy (2.10)
prave tehdy, kdyz splnuje jednu z ndsledujicich podminek

1. pv =0,
1v/Bvy
2. N =N € IN.

Fucikovo spektrum tlohy s Neumannovymi okrajovymi podminkami je na obrazku 2.4.

Nyni mtzeme definovat pro k € IN nésledujici kiivky

T ={(nv) e R p=0,v € Ry},
77 = {(wv) eRL v =0,p € Ry},

S (R Y

\/ﬁ—l—\/;_k_l} pro k > 2.
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Obréazek 2.4: Fucikovo spektrum Neumannovy tlohy.

Potom je Fu¢ikovo spektrum Neumannovy tlohy (2.10) na [—m, 7| sjednocenim téchto

krivek, tedy je rovno
U ';y'k U (7}714- U ';y'l—) ‘

kEN,
k>2

Asymptotické chovani téchto kiivek pro k& > 2 je stejné pro p a v:

) ) (k— 1)
lim v= lim pu=-—7"—.
p—0o0, v—00, 16

(u,v)ExF (u,v)EFF

Vratme se zpét k puvodni otéazce, kdy u(0) = 0.

Netrivialni feSeni tlohy (2.10) s parametry spliujicimi podminku (2.11) jsou suda a
v nule nabyvaji lokalniho extrému (maji na néjakém okoli nuly tvar a cos(,/Jit), respektive
—a cos(y/vt), pro a > 0). Nemohou tedy nikdy splnit podminku «(0) = 0.

Staci se proto podivat na parametry spliiujici podminku (2.12).

Oznacme

Ztejmé a > 0, b > 0.

Predpokladejme, Ze netrividlni FeSeni u lohy (2.10) s parametry p a v spliiuje u(0) = 0.
Tedy u je kladné na pravém okoli nuly a zaporné na levém okoli nuly, nebo obracené.

Na okoli bodii —7 a 7 je feseni bud kladné na intervalu délky %, nebo zaporné na
intervalu délky g, nebot u zde spliiuje Neumannovy okrajové podminky. Uvnitt intervalu
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[-m+5,m— g], respektive [—7T+g, m—%], je Feseni u kladné na intervalech délky a a zdporné

na intervalech délky b.

Necht k € INU {0} je nejvétsi ¢islo takové, ze k(a +b) < .

Jestlize feSeni u probihd k-krét svoji periodu na intervalu [0, k(a4 b)] C [0, 7], probih&
také k-krat svoji periodu na intervalu [—k(a + b), 0] C [—, 0].

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze u je kladné na néjakém pravém okoli nuly
a zaporné na néjakém jejim levém okoli.

Nyni rozebereme moznosti, které mohou nastat.

Neni mozné, aby FeSeni u na intervalu [k(a + b), 7] nabyvalo kladnych i zapornych
hodnot a na intervalu [—m, —k(a + b)] bylo nekladné, respektive nezdporné. Jinak by

coz je spor s tim, Ze a a b jsou kladna ¢isla. Ze stejného diivodu neni mozné, aby u nabyvalo
kladnych i zapornych hodnot na [—m, —k(a + b)] a neménilo znaménko na [k(a + b), 7],

nebot by muselo platit

a b
—+b=—.
2+ 2

Necht je m — k(a4 b) < a. Potom na pravém okoli bodu — je feseni kladné, na levém
okoli 7 je zaporné a

%:ﬁ—k(a+b) =3
tedy a = b a odtud p = v.
Necht je 7 — k(a + b) > a. Tedy na [—m, —k(a + b)] a [k(a + ), 7] nabyva FeSeni u

kladnych i zapornych hodnot. Potom

b a
+-=nm—k(a+b) =b+ =
atg=m (a+0b) 5
aopéta=>bau=uv.
Celkem dostavame, 7Ze FeSeni Neumannovy ulohy na [—m, 7] spliiuje u(0) = 0 jediné
tehdy, kdyz p = v = Agr,_1 & u = ug_1 pro néjaké k € IN.
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Kapitola 3

Uloha se dvéma diferencialnimi
rovnicemi

3.1 Obecny systém dvou diferencialnich rovnic

Déle se budeme vénovat Fuc¢ikovu spektru tlohy dané systémem dvou rovnic se smiSenymi

okrajovymi podminkami.
Uvazujme nejdiive tlohu danou obecnym systémem rovnic:

—u"(t) = av™(t) — Bv~(t) + aut(t) — Bu~(t) prot € [0, 7],
—0"(t) = yuT(t) — Su” (t) + yvT(t) — dv~(¢),

u(0) =v(0) =0,

u'(m) =o' (7)) =0,

kde u*, v* jsou jako d¥ive a o, 3,7,9,a, 3,7,0 € R.

(3.1)

Pozorovani 2. Pokud (u,v,a,3,a, 3,7,6,7,0) spliuji dlohu (3.1), potom tuto tilohu

splnugi take

1. (v,u,v,6,%,0,, 3, &,B),

2. (au,bv, jo, 33, , 8, 37, 35, 7,6), kde a,b € (0,00),
8. (—u,v,—a, =B, =3, —a&, —6,—7,%,6),
4 (

u, —v, _ﬁa —Q, 557 67 -7, _57 _57 _5/)7
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5. (_u> ) ﬁa «, _B7 _da 5) Y, —5, _’7)

Parametry a, 3,7, 0 se tedy dle bodu 2 mohou spojité ménit pomoci ndsobend, respektive
délent, kladnym redlnym cislem, zatimco parametry &, 3,7, 0 takto ménit nemiZeme.

Podivejme se na okrajovou tlohu (3.1) v nékolika specidlnich piipadech.
Uvazme nejprve o = =7 = § = 0. Poté staci vyfesit okrajovou tlohu pro rovnici

—u(t) = au'(t) — Bu” (1),

¢imz ziskame (&, 3) € oF, kde op znaci Fu¢ikovo spektrum pro jednu obyé¢ejnou diferen-
cialni rovnici (viz vyse), a nasledné dopocitame FeSeni jednoduché okrajové tlohy s oby-
¢ejnou diferencialni rovnici
—v"(t) = yu"(t) — du(t),

kde prava strana nezavisi na v.

Analogicky proa=0=v=6§ =0.

Pro a = 8 = 0 mame opét reseni u, které je Fesenim okrajové tlohy pro jednu rovnici
(a tedy (&,3) € o). Reseni v budeme chapat jako v = v; + vy, kde v; bude Fesenim

okrajové ulohy s rovnici
—"(t) = yut(t) — du ()

a vy bude opét feSenim okrajové tlohy s jednou rovnici
—"(t) = vt (t) — Sv (¢t).
Analogicky pro v = § = 0.

Pro vSechny parametry nenulové se dostavame ke slozitému pfipadu v dimenzi 8. Do
takového ,spektra“ by patfily i vSechny predchozi pripady. Domnivame se, ze nadmérna
slozitost tohoto obecného pripadu by v tento moment nebyla ptilis matematicky prinosna,
proto se omezime na okrajovou tlohu danou systémem rovnic

—u"(t) = avt(t) — Bv(t) prote|0,n],

=" (t) = yut(t) — du (1),
u(0) =v(0) =0, (3:2)
u'(m) = () =

Definice 6. Oznacime & mnoZinu viech takovijch parametri (o, 3,7, 0) € R*, pro kterd md
problém (3.2) netrividlni Teseni a budeme ji nazyvat Fucikovym spektrem systému rovnic
(3.2).
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Pozorovani 3. Pokud by v jedné z rovnic systému (3.2) byly oba parametry nulové, tj. o =
B =0 neboy =0 =0, nebo jedna funkce teseni by byla identicky nula, zbgvalo by (bez
ujmy na obecnosti) vyresit rovnici

—u"(t)=0 prote[0,n].

Resenim této rovnice je funkce u(t) = at +b pro néjakd a,b € R. Z podminky u(0) = 0
dostdvdme, %e b = 0. Z podminky u'(7) = 0 dostdvdime a = 0. Reenim je tedy u = 0
a tedy odpovidajici parametry nemohou patrit do o.

Presnéji (0,0,7v,9) € 7 a (o, 3,0,0) € 7.

Dvogice (0,v), kde v £ 0, ani dvojice (u,0), kde u # 0, nemohou byt Tesenim systému
(3.2).
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3.2 Symetrie soustavy

Problém (3.2) mtZeme jesté zjednodusit. To vychazi z nasledujicich symetrii:
Pozorovani 4. ! Pokud (u,v,a, 3,7,0) spliuji ilohu (3.2), potom spliuji tutéz ilohu také
(U7 u? ,}/7 57 a? /8)7

~

2. (u,av, %, g, ay,ad) pro kazdé a > 0,
3. (u,—v,—f, —a, —v, =9),

4. (—u,v, —a, =3, =0, —7),
5

. (—U, -, 57 «, 57 7)

V symetriich 3 a 4 si mtizeme v§imnout, Ze pokud jedna funkce FeSeni tlohy (3.2) zméni
znaménko, poté vSechny parametry zméni znaménko.

Zcela ziejmé muzeme v symetrii 2 zvolit a > 0 takové, ze

Q@
— =an.
a
Diky tomu dokonce staci uvazovat tilohu
—u"(t) = avt(t) — Bv(t) prote|0,n],
—"(t) = au™ (t) — du~ (1),
u(0) = v(0) =0,
u'(m) =o' (7)) = 0.

Potom kazdé trojici parametri («, 3,d), pro niz existuje netrividlni feseni (3.3) se
smiSenymi okrajovymi podminkami, pfifadime kiivku {(Z, g,Ta,T(S) € RY7 > 0}. Pro
kazdy bod této kiivky existuje netrivialni feseni problému (3.2) s parametry danymi timto
bodem.

Pokud naopak budeme mit kfivku tvaru {(2, 2 ra,70) € R* 7 > 0} a systém (3.2)

T

(3.3)

s parametry (%’ Tﬁo, Toet, Tod) bude mit netrividlni feseni pro néjaké 7o > 0 (specialné 7y =
1), pak uz vSechny systémy se Ctveficemi parametrt odpovidajicich bodim této kiivky
maji diky symetrii 2 netrivialni feseni.
Diky tomu muzeme zuzit studium ¢ na studium
7 :={(a, 3,6) € R? systém (3.3) s parametry (a, 3,5) ma netrividlni feseni}.
I v systému (3.3) najdeme symetrie:
Pozorovani 5. 2 Necht (u,v,a, 3,0) 7esi (3.3). Potom problém (3.3) resi také

18], str. 4 a 7.
28], str. 7.
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'Z' (U7 u? a? 57 /6))

2. (—u, —\/gv, \/m,a\/g,a\/g) pro 35 > 0.
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3.3 Zakladni vlastnosti

V nasledujicich odstavcich budeme pouzivat pro vétsi prehlednost jesté ¢tyfi parametry,
ackoli z predchoziho textu vime, ze staci uvazovat pouze tfi.

Nejdiive se zaméfime na nékteré vlastnosti feseni. Pokud na rovnice systému (3.2)
pouZijeme postupné jako testovaci funkce u, v, u™, u™,vt, v~, dostaneme nésledujici nutné
podminky?:

/OFU'U'= a/;(v+)2+ﬁ/0ﬂ(v‘)2 zv/ow(u+)2+5/0ﬂ(u—)2, (3.4)

R A ) A (35)

h e

/0 ()’ = —a /0 vtu + B /0 vu, (3.6)
/OW((U+)/)2 = v/ow uut — 5/; uvt, (3.7)
[twyr== v s [fw (35)

7 okrajovych podminek ziskame

W) = [ =a [0 =5 [0
.

V)= [l = [ w5 [

Funkce feseni u a v jsou provazané vzhledem ke svym nulovym bodtm. To naznacuje
uz nasledujici véta.
Vé&ta 6. * Necht (u,v) 7esi problém (3.2) se smisenymi podminkami. Pak bud obé funkce

u a v méni znaménko na intervalu [0, 7|, nebo ani jedna z nich.

Diikaz. Necht je bez Gijmy na obecnosti u > 0 na intervalu [0, 7]. Necht pro spor v nabyva

kladnych i zdpornych hodnot na podmnozinach intervalu [0, 7] kladné miry. Potom vt # 0
av- Z0.

3[8], str. 4
4[8], str. 5-6.
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Rovnice (3.7) a (3.8) se zjednodusi na

Necht je nejprve v = 0. Pak

| wyr=o= [
0 0
coz je spor s v Z 0.

Necht je v < 0. Potom z rovnice (3.9) plyne

0< / (W) = / Wt <0,
0 0

COZ je spor.
Pro v > 0 plyne z rovnice (3.10)

o< [@r== [wre <o

coz je opét spor. Tedy v také neméni znaménko. O

Pokud feseni u, v neméni znaménko, neni prilis tézké je spocitat. Problém prevedeme
na
—u"=pv  prot € |0,n],
—v" = vu,
u(0) = v(0) =0,
u'(m) ='(r) =0,
pro néjaka p (respektive v) nahrazujici bud «, nebo [ (respektive bud 7, nebo 6).
Z vypoctl snadno ziskdme, zZe
1
ny = ﬂ = )‘%7

kde A\; € o' je klasické prvni (tj. nejmensi) vlastni ¢islo obvyklého spektra (viz uloha

(2.7)).

30



u(t) = wv(t)= sin (%) propu=a>0,v=vy>0,
u(t) = —v(t) = sin <%) propu=p0p<0,v=7vy<0,
—u(t)= wv(t)= sin <%) prop=a<0,v=9<0,
u(t) = v(t):—sin<%> propu=/0£>0,v=4¢>0.

Aplikujme vysledky na trojrozmérné spektrum. Pomoci véty 6 mizeme o rozdélit na
0 =01 U0y,

kde 0, zna¢i mnozinu parametri, pro které odpovidajici feseni ulohy (3.3) neméni zna-
ménko, a g, mnozinu téch parametri, jejichz odpovidajici feSeni tlohy (3.3) meéni zna-
ménko.

7 predchozich vypoctl a ze symetril v pozorovani 5 plyne, Ze

g1 ={a=M}U{B,0>0;85 = AT}

Parametry, jejichz odpovidajici netrividlni feseni nabyva kladnych i zapornych hodnot,
musi vSechny nalezet do stejné komponenty mnoziny R \ {0}.

Véta 7. ° Necht (u,v) 7esi problém (3.2) s okrajovymi podminkami u(0) = v(0) = 0,
() = V' (7) = 0 a necht obé tyto funkce méni znaménko (tj. nabyvaji kladnych i zapor-
nych hodnot). Pak jsou vSechny parametry «, 3,7, nenulové a maji stejné znaménko.

Diikaz. Nenulovost parametri dokazeme sporem. Nejdfive nechf je « =0a 5 > 0. Z (3.5)

plyne
o< [y == [ v

coZ je spor s tim, Ze u méni znaménko (a tudiz (u™)" Z£ 0).

Pro a =0 a (8 < 0 ze symetrie 4 v pozorovani 4 dostaneme, ze existuje také netrivialni
feSeni ménici znaménko systému s parametry o = 0 a —(3. Tim jsme ovSem pievedli
problém na predchozi piipad a tudiz dostali spor.

58], str. 5-6.
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Necht je tedy o > 0 a = 0. Z (3.6) dostavame

0< /(]7T((u_)')2 =—a /07r u vt <0,

coz je z duvodu, ze u nabyva zapornych hodnot, spor.

Opét pripad g = 0 a a < 0 pfevedeme pomoci symetrie 4 z pozorovani 4 na piipad
06 =0 a —a a tedy dostaneme z piredchoziho spor.

Analogicky muzeme dokazat pomoci (3.7) a (3.8) nenulovost v a d.

Nyni dokézeme, Ze vSechny parametry maji stejné znaménko. Necht je tedy o > 0. Pro
f < 0 bychom z (3.6) dostali

O</07r((u_)’)2:—a/ju‘zﬁ%—ﬁ/ju—v_ <0,

coz je opét spor s tim, ze funkce v méni znaménko.
Stejné tak musi mit stejné znaménko v a 9.
Necht je a« >0, 3> 0ay <0, 6 <0. Potom vSak z rovnice (3.4) méme

0< a/;(zﬁf + ﬁ/oﬂ(v‘)z _ v/oﬂ(uJ’)z + 5/07T(u_)2 <0,

coz vede znovu ke sporu. O

Poznamka 6. Aplikujeme-li tuto vétu na trojrozmérné spektrum o a pouZijeme-li symet-

rit 3 v pozorovdni 4, muzeme se omezit na zkoumdni pouze kladngych parametrii.
Funkce f : RY — R? : (o, 3,0) — (=0, —«, —0) je ziejmé bijekce RY a R? . Navic
f o f jeidentita. Ze symetrie 3 tedy plati:

a € 6 NRY prdvé tehdy, kdyz f(a) € o NRE.
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3.4 Rozsireni systému

Pro (u,v) Fesici problém (3.2) mizeme opét vytvorit rozsifené funkce (@, v) nasledujicim
zpusobem:

o Ju() tel0,n], o Jo(t) t €[0,7],
() = {u(27r —t) te|[n,2n], %(t) = {v(27r —t) te[m2n]. (38.11)

Takto definované funkce (ug,vy) Tesi rozsifenou tlohu s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami

ot(t)— Bv (t) protel0,2n],
)

(3.12)

I
1
—~
o
~—
I

0,
u(2r) =v(27) = 0.

Odtvodnéni, pro¢ jsou funkce @y a vy dobfe definované a pro¢ jsou fesenim ulohy
se dvéma rovnicemi s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, je analogické odtivodnéni
rozsifeni tlohy s jednou rovnici uvedenému vyse, a proto jej zde jiz nebudeme uvadét.

Poznamka 7. Z tohoto rozsireni plyne, Ze body & a jim odpovidagici parametry (3.2) musi
splnovat vsechny vlastnosti bodu Fucikova spektra pro rozsirenou ulohu se dvéma rovnicemi
(3.12) s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Provazanost funkci netrivialniho feseni vzhledem k nulovym boddm je silnéjsi, nez jsme
prozatim uvedli, jak popisuje nasledujici véta.

Véta 8. Necht (o, 3,7,0) € 72 a (u,v) jsou odpovidajici netrividing teSent ulohy (3.3).
Potom pocet bodi t € (0,m), ve kterych plati u(t) = 0, je koneény a je stejny jako pocet
bodi s € (0,7), kde plati v(s) = 0.

Dikaz. E. Massa a B. Ruf dokézali toto tvrzeni pro systém dvou rovnic s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami.® Tohoto jejich vysledku vyuZijeme.

Pokud (u,v) fesi tlohu (3.3) s parametry («,3,7,d) na [0, 7], pak po symetrickém
rozsifeni (3.11) jako vySe (budeme nyni rozsitené funkce znacit stejné) fesi (u,v) tlohu
s dvéma rovnicemi s Dirichletovymi podminkami na [0, 27]. V bodé ¢t = 7 nemuze ani jedna
z téchto funkci nabyvat hodnoty 0, nebot z podminky u'(7) = v'(7) = 0 a z jednoznac¢nosti
feseni by tato funkce byla na néjakém okoli bodu 7 identicky nulova.

Ze symetrie rozsiteni dostavame, ze u, respektive v, nabyva stejny pocet nul na inter-
valu (0, 7) jako na intervalu (m, 27). Celkem tedy dostavame pozadované tvrzeni. O

6[9], str. 319.
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3.5 Dolni omezeni Fucikova spektra

Studium Fucikova spektra systému dvou rovnic se smiSenymi okrajovymi podminkami
jsme jiz omezili na kladné parametry. Oblast, kde mizeme hledat body Fucikova spetra,
lze vymezit jesté vice.

Véta 9. 7 Necht a > 0 a (, 3,0) € 02. Potom a > Ay a /B35 > A;.

Diikaz. Z Holderovy nerovnosti a z (3.5) — (3.8) dostavame

1@*)IZ2 < allu®||cal[o™]| e,
@Y [1Z2 < ellut[[zz|[v"]]ze,
1) 1172 < Bllu g2 lv7] e,
1) (172 < ollu [ z2lv™ ] e

Kazdé funkce w € W,y (0, 27) splituje nerovnici®

MllwllZ: < [Jw'|lZ:. (3.13)

Jelikoz feseni u tlohy (3.3) je po rozsiteni na [0, 2] jako vyse ve Wy *(0,27) a A je
prvnim vlastnim ¢islem jak tlohy na [0, 27] s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, tak
i tlohy na [0, 7] s podminkami u(0) = 0 = «/(7), spliluje u také nerovnici (3.13).

Celkem tedy méame

Mlfutl7e < ollu®||callo* |2z, (3.14)
Ml[vt]Ize < allu®||zal[o* e, (3.15)
Mllu”|lZ2 < Bllu”lzallo” |2, (3.16)
MllvTlIZe < 6llu[]z2| v ] . (3.17)

Vynésobenim (3.14) a (3.15), respektive (3.16) a (3.17), zkrdcenim ||u*||3,|[v*||3. a na-
slednym odmocnénim dostavame

Pokud alesponi v jedné z nerovnic nastane rovnost pro néjaké feseni u ulohy (3.3), pak
u € o1. Dokézali jsme tedy pozadované tvrzeni. O

7[8], str. 8.
8[1], str. 142.
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Diky tomu, Ze Fucikovo spektrum tlohy s jednou rovnici mame pfesné popsano, do-
kazeme ve Fucikové spektru systému dvou rovnic popsat neomezené kiivky, které do néj
nalezi.

Lemma 4. ° Pokud (u,v) € or, pak (p,v,v) € 0.
Pokud je navic p > A\ av > Ay, pak (pu,v,v) € 0.

Diikaz. Pokud je w netrivialni FeSeni tlohy s jednou rovnici (2.2), pak dvojice (u,u) Fesi
(3.3) s koeficienty (p, v, v).

Pokud je © > Ay a v > Ay, pak z tvah o tloze s jednou rovnici vime, Ze u méni
znaménko. 0

98], str. 8.
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3.6 Vlastnosti reseni ménicich znaménko

Nésledujici text se zabyva existenci podmnozin intervalu [0, 7], kde slozky FeSeni maji
stejné, respektive opacné znaménko, v zavislosti na parametrech tlohy.

Lemma 5. '° Necht (o, 3,6) € Gy, a > 0 a (u,v) jsou netrividlni veseni odpovidajiciho
systému s témito parametry. Potom utvt Z0 au v~ £ 0.

Diikaz. 'V rovnicich (3.5) — (3.8) musi byt levé strany kladné, nebof u a v méni znaménko.
Tedy [;vTut >0a [Ju v > 0.
U

Pro parametry, které nelze prevést na tlohu s jednou rovnici (tj. 5 # ¢), existuji jak
mnoziny, kde netrividlni feSeni maji stejné znaménko, tak i mnoziny, kde maji netrivialni
feSeni zmanénka opacna.

Vé&ta 10. ' Necht (u,v) jsou netrividlni veseni rovnice (3.3) odpovidagici parametrim
(ar, 3,0) € 09 takovym, Ze B # §. Potom alesponi jeden ze soucini utv™ a u~ vt neni
identicky rovny nule na [0, 7].

Dikaz. Vétu dokadZzeme sporem. Pouzijeme rozsireni jako vyse a budeme znacit rozsitené
funkce definované na [0, 27] stejné, tj. u a v.

Z predchozi véty vime, ze utvt Z 0au~ v~ # 0. Necht tedy pro spor {t € [0, 27 ]; u(t) >
0} ={t € [0,2n];v(t) > 0} a {t € [0,27];u(t) < 0} = {t € [0,27];v(t) < 0}, to znamena
utv"=0au vt =0.

Oznacme I, néjaky maximalni interval, kde jsou u a v kladné, a I_ néjaky maximalni
interval, kde jsou funkce u a v zadporné. Tyto intervaly existuji, nebot z definice o, funkce
u a v méni znaménko.

Na kazdém I, tedy funkce u a v splnuji:

—u" = av prot eI,
—" = au prot e I, (3.18)
u=0v=0 prot e dl,.

Zderivujeme-li dvakrat prvni rovnici a pouzijeme-li druhou rovnost, dostavame

" 2
U _

=a’u protel,.

Stejna rovnost plati i pro v.

107g], str. 8.
1178], str. 29.
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Vime, ze u i v jsou ostfe kladné na I, a Ze spliiuji Dirichletovy okrajové podminky,
tedy na I} plati v = v = a¢y,, kde ¢y, je prvni vlastni funkce tlohy (2.7) na I,
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami a a > 0.

Stejné tak na kazdém I_ funkce u a v spliuji:

—u" = pu prot e l_,
—v" = du protel_, (3.19)
u=v=0 prot e dl_.

Nahradime funkci u funkei U = u\/g . Systém (3.19) touto substituci pfevedeme na

~U" = \/Bdv prote I,
—v" = +/BoU protel_,
U=v=0 prot e dl_.

Odtud stejnymi tvahami jako o tloze (3.18) vyse je U = u\/% =0 = —boy , kde
¢1,1_ je prvni vlastni funkce tlohy (2.7) na I_ s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
ab>0.

Nyni odec¢teme od sebe rovnice v (3.3) a diky pfedpokladim utv™ =0 a u vt =0

dostaneme

—(u—0)"=al" —u")+dou” — v~  prot e (0,2n),
(u—v)(0) = (u—v)(27) = 0.

(3.20)

Funkce u — v nélezi do prostoru C?([0, 27]) diky lemmatu 1.
Pro 8 < 4 je u —v > 0 na [0, 27], nebot na mnoziné, kde je u kladné, plati u = v a na

mnoziné, kde je u zaporné, je
0
u—v=ul|l—y4/=]>0,
p
nebot % > 1.

Obdobné pro 3 > 6 je u —v < 0 na [0, 27].

Z vypocti vyse vsak mame vt —ut = 0a du”—Pv = du~ —ﬂ\/;u_ = (0—+/Bo)u™ #
0.
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Tedy prava strana rovnice (3.20) neméni znaménko (pro < 0 je nezaporna, pro 5 > ¢
je nekladna).

PouzZijeme silny princip maximal?. JelikoZ u a v méni znaménko na (0, 27), tak
I C(0,2m).

Pro f < 0 je na intervalu [0, 27] funkce u — v nezédporna a na okrajich intervalu /_
nabyva hodnoty nula. Tedy u — v nabyva nekladného minima na [0, 27] uvnit¥ intervalu
(0,27). Jelikoz —(u — v)” > 0 na intervalu [0, 27], ze silného principu maxima plyne, Ze
u—uv=0.

Pro § > § je na intervalu [0,27] funkce u — v nekladnd a na okrajich intervalu /_
nabyva hodnoty nula. Tedy u — v nabyva nezdporného maxima na [0, 27] uvnitf intervalu
(0,27). Jelikoz —(u — v)” < 0 na intervalu [0, 27], ze silného principu maxima plyne, Ze
u—v=0.

Odtud je u — v = 0 na [0, 27], coZ je spor.

1212], str. 333.
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3.7 Oblasti mimo Fucikovo spektrum

Diky symetriim popsanym vyse muzeme vyloucit nékteré body, které nepatii do Fucikova
spektra.

Véta 11. 3 Necht ag, By, 9 jsou kladnd ¢isla a necht existuje a > 0 takové, Ze

{%’ @’ ay, CL(S()} C ()\k, )\k-i-l);

a’ a
kde M\, N1 € 0’ jsou libovolnd po sobé jdouct vlastni ¢isla dlohy (2.7). Pak (cy, Bo, 60) € 0.
Dikaz. Vlastni ¢isla alohy (2.7) s okrajovymi podminkami u(0) = 0 = «/(7) oznacime
D<A <A< A3 < - <A\ < -+, N\ € 0. Tato vlastni ¢isla jsou jednoducha. Déle
oznacme ¢, odpovidajici vlastni funkce, které jsou navzéjem ortogondlni, ||¢x||w1.2(0x) = 1
a ¢, > 0. Pak posloupnost {¢;} tvoif ortonorméalni bazi prostoru K.
Méjme tlohu
—u" =X protel0,x],
—v" =X prote|0,n],
u(0) =v(0) =0,
u'(m) = (7) = 0.
Potom vlastni ¢isla této tlohy jsou pravé ¢isla A\ s vlastni funkci (¢, ¢p) € K x K
a —\y s vlastni funkei (¢p, —¢r) € K x K pro k € N. Diky symetriim v pozorovani 4 se
omezime pouze na studium kladnych vlastnich ¢isel.
Méjme A > 0. Nyni uvazujme tlohu
—u" =X+ f protel0 ],
—v"=Xu+g protel0,m],

u(0) = v(0) = 0, (321)
u'(m) ='(m) =
pro f,g € L*(0, ).
Odtud dostaneme
—(u+v)"=AMu+v)=f+g protel0,mx],
_( - )//+)\(U—U>:f—g pr0t6[07ﬂ-]7
w(0) = v(0) = 0, (3:22)
u'(m) = (7) = 0.
13[8], str. 10.
14]4], str. 231.
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Funkce u,v € X a f,g € L?(0, ) lze zapsat nasledovné:

u = Zuicb,-, v = sz’@, f= Zfi¢ia 9= Zgi¢ia
i=1 i=1 i=1 i=1

(9,%i) 12 . (fs¢i) 2 .
kde u; 1= (u, 3)wr2(0,5), Vi := (U, @s)wr2(o,m)s Gi i= W«z(?ﬂ) afi= CALLIEY

(+,-)m znacime skalarni soucin na odpovidajicim Hilbertové prostoru.
Pro tilohu (2.7) definujeme na X operator A : X — L*(0,7) tak, Ze pro kazdé ¢ € K
plati

Tl Symbolem

(Au, ) ::/ u'y.
0

Tento operator je kompaktni, proto ho miiZeme zapsat jako!®
Au = Z Aiti s,
i=1

kde u; := (u, ¢;)w12(0,x), nebot A; jsou vlastni ¢isla tohoto operatoru a ¢; jsou jeho vlastni
funkce.
Pokud \ ¢ o/, pak existuje inverzni operdtor (Al — A)~!, ktery je spojity.'® Potom
muzeme ze systému (3.22) vyjadrit
Ji+ gi Ji—gi  AifitAgi

TS W TS WSy B CR

fi+ gi B fi— i :)\fi‘l’)\igi
20 =) 2\ 4N A2 — N2

Nyni mtzeme pro A € ¢’ definovat operéator T néasledovné

vV, =

Ty : L*(0,7) x L*(0,7m) — K x K : (f,9) — (u,v),

kde (u,v) je jednozna¢né feSeni problému (3.21). Navic ||T3|[w1.2(0,7)xw12(0,5) =
Necht p = (o, 3,7, 6) € R%. Definujme

1
dist(No') "

M} : K x K — L*(0,7) x L*(0,7)
(u,v) = ((=AvT = (B=Xv, (v = ANu" = (6 = Nu").

15[19], str. 317.
1612], str. 318.
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Operétor My je lipschitzovsky s konstantou my = max{|a—A[,[B—A|, |y = A[,|d — Al }.
Ulohu (3.2) mtizeme nyni piepsat jako

(u,v) = Ta MY (u,v). (3.23)

Pro x = (uy,v1) a'y = (ug, v2) mame odhad

p
My
||TAM§X - T/\Mf\)}’| |W172(0,7r)><W172(0,7r) < 7dist()\, U,) ||X - Y| |W172(0,7r)><W1’2(0,7r)-

Uvazujme dvé za sebou jdouci vlastni ¢isla Ay < A\p11 a predpokladejme, ze «, 3,7, €
(Aks Aei1). Zvolme A = maxtonfy.d)tminfa.5.0}

2
Potom

m;;)\ :max{|a—M,\ﬂ—k\,h—k\,\é—k\}
dist(\, o”) min{A — \g, \gr1 — A}

Pak T\ MY je kontrakce a z Banachovy véty o kontrakci'” m4 tloha (3.23) pravé jedno
feseni a to Feseni trivialni.
Pro (a, 3,7,6) = (%2, %), awy, adp) ma tedy tloha (3.23) jen trividlni feseni. Nyni staci

uvazit pozorovani 4 o symetriich a dostaneme pozadované tvrzeni. O

< 1.

Zobrazeni I — Th\MY' a I — T\M%* dané body p; a p, odpovidajici bodtim z jedné
komponenty R? \ & maji stejny stupeti, jak ukazuje nésledujici véta.

Véta 12. ® Oznaéme p1 = (ay,B1,04,01) a ps = (a2, Bo, a2,02), p1,p2 € RY. Necht
A & o', Oznacme ddle S := {t(ay, 51,01) + (1 —t)(e, B2, 02); t € [0,1]} dsecku danou body
p1 a pa. Necht SNT = 0.
Potom
deg(I — ThMY', B(0,1),0) = deg(I — ThM3?, B(0,1),0),

kde deg znaci Leray - Schauderiiv stupen, I znaci identické zobrazeni na L*(0, ) x L*(0, )
a B(0,1) znaéi jednotkovou kouli v L*(0,7) x L*(0, 7).
Necht je navic p = (A, A\, A\, X), potom deg(I — T\M?%, B(0,1),0) # 0.

Dikaz. Uvazme zobrazeni
t — deg(I — Th(tMY + (1 —t)MY?), B(0,1),0).

Tento stupeti je dobfe definovan, nebot T} je kompaktni zobrazeni, MY' a M}? jsou spojité
a diky tomu, Ze S neprotind Fucikovo spektrum, neexistuje feseni na sféfe S(0,1). Tedy
toto zobrazeni je konstatni pro ¢ € [0, 1].

17[5], str. 179.
1818], str. 11.
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Pokud p = (A, A\, A\, A), potom M} =0 a tedy
deg(I — T\M?, B(0,1),0) = deg(I, B(0,1),0) # 0.
U

Dusledek 5. ' Stupen zobrazeni deg(I—T\M?}, B(0,1),0) je konstatni pro p = (o, 3, a, §)
spliiugici (o, 3, 60) je v souvislé komponenté R3 \ .

Odtud dostavame vlastnost dvou pastt mimo Fuc¢ikovo spektrum.
Oznacme

Q1= {(e, 8,6) € RY; a < M, /B0 < M},

Q2 = {(,8,0) € RY; a < A, /B35 > A},

Qs = {(a, 3,8) € RL; a > M, v/B5 < M},
Véta 13. 2° Necht p = (o, 3,,9) a (o, 3,0) € Q2 U Q3. Potom

deg(l — T\M3, B(0,1),0) = 0.

1978], str. 11.
20[g], str. 12.
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3.8 Fucikovy plochy

Fucikovo spektrum systému dvou rovnic 1ze napsat jako sjednoceni spocetné mnoha ploch,
tyto plochy pojmenujeme Fucikovy plochy. Zde je presna definice:

Definice 7. Necht 2 < k € N. Fucikovou plochou rozumime souvislou C* mnoZinu

ler :=A{(, ,9) € 0500 := (5, 0), odpovidajici netrividalni resent (u,v)

ulohy (3.3) je kladné na pravém okoli nuly},

pro kterou plati (A, Ak, \i) € Uiy, kde A\ € o' je k-t€ vlastni ¢islo dlohy (2.7) na [0, 7] se
smigengmi okrajovymi podminkami. Funkce ay(3,0) je tridy C*.

Iee :={(a,3,0) € 7,0 := (3, 9), odpovidagici netrividlni fesent (u,v)

ulohy (3.3) je zdporné na pravém okoli nuly},

pro kterou plati (Mg, Ak, \i) € Di—, kde A\, € o' je k-té vlastni ¢islo dlohy (2.7) na [0, 7] se
smisenymi okrajovymi podminkami. Funkce ay_(3,0) je tridy C*.
Definujme ddle

I'iy= {(057576) S Riu Q= Alv(ﬂvé) < R?I—}

F1— = {(Oé,ﬁ,(;) S Rivﬁé = )\%,O& € R+}7

kde A1 € o' je pruni vlastni ¢islo ulohy (2.7) na [0, 7] se smisenymi okrajovymi podmin-
kams.

Poznamka 8. Eristence®' spojité diferencovatelnych funkci au plyne z vysledki E. Massy
a B. Rufa. Korektnost definice se dale opird o tvrzent tychZ autoru, které tikd, Ze pokud
(u,v) jsou netrivialni fesent ilohy (3.3) s parametry («, 3,0) € 7, potom u a v maji stejné
znaménko na pravém okoli nuly,?® tj. uv > 0 na pravém okoli bodu 0.

Rozlozeni Fucikova spektra na tyto plochy popisuje nasledujici véta.

Véta 14. 2 Kazdym bodem (A, A, \i) € @ prochdzi prdvé dvé Fucikovy plochy (mohou
splyvat) Ty a Ty,

Netrividlni feseni odpovidagici bodu (o, 3,0) € 'y, respektive (o, 3,0) € I'x_, nabyvd
na (0,7) hodnoty 0 prave (k — 1)-krat.

Navic kazdy bod o naleZi do jedné z téchto ploch.

21[9], str. 324.
22[9], str. 313.
23[9, str. 326.
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Jelikoz umime popsat konkrétni kiivku v kazdé Fucikové plose pomoci kiivek Fucikova
spektra tlohy s jednou rovnici, dostavame nasledujici tvrzeni:

Pozorovani 6. Nechtk € N, k > 2. Pak Fucikovy plochy Ty aT'x_ dlohy (3.3) nespljvaji.

Diikaz. Z lemmatu 4 vime, ze pokud (a, () € op, potom (a,3,3) € 0. Z bodu 3 a 4
disledku 4 existuje

._ 5. VBQ2Va—1)
Ye+ '_{(aaﬁaﬁ)ER-H \/a—l—\/B _k} Crk—i-a
respektive /B
_ 5 Va@yBb-1)
Vi— .—{(Oé,/@,ﬁ)ER_H \/a—i—\/ﬁ —k}CFk_.

Mnoziny v a v,_ nesplyvaji, nebot vyrazy, jimiz jsou mnoziny dany, nejsou symetrické
v proménnych « a . Snadno spocitame, ze jediny bod, ktery néalezi do obou mnozin, je
tvaru a = 3 = . O

Fucikovy plochy jsou nejen plochy spojité diferencovatelné, ale maji i dalsi pékné vlast-
nosti. Napiiklad spojitou zavislost hodnoty prvni derivace odpovidajiciho feseni.
Definujme

Sy ={(a, 8,6,5) € R2 x R; netrividln{ fesen{ (u,v) tlohy (3.3) splifuje u(0) = 0 = v(0),
u'(0) = £1,0'(0) = s,4/(w) =0 ='(m)}.

Je ziejmé, ze (o, 3,9) € o pravé tehdy, kdyz existuje s € R takové, ze
(a,3,0,5) € S_ U S,

Lemma 6. 2* Necht (@, 3,0,3) € 3. je takové, Ze odpovidajict netrividini vesent (i, )
nabyva kladnych i zdpornych hodnot. Potom existuje € > 0 takove, Ze X, je lokdlné tvaru

(a(B,6),8,6,8(8,6)), kde
(a,s): (B—e,B+e)x (0 —¢,d+¢)— R
je O funkce promeénnych (3,46.

Navic 5 fﬂ(~_)2
ooz —Jo\W
03" = T e <
da ~ ~ . _foﬂ(a_)2
2= e <
24[9], str. 320.
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Fucikovy plochy jsou pro rtizna k disjunktni.

Véta 15. 25 Necht k > 1 > 1. Potom
(Fk+ U Fk_) N (Fl+ U Fl_) - (Z)
Nésledujici véta popisuje prinik dvou odpovidajicich si Fucikovych ploch.

Véta 16. 25 Necht 2 < k € N. Mnozina (T'y. NT}_) obsahuje neomezenou kivku, kterd
prochdzi bodem (Mg, A, Ag)-
Navic je bod (Mg, A, Ax) jedingm bodem v (I'yy NTx_), pro ktery plati = 6.

Kazd4 Fudikova plocha déli R na dvé komponenty a dvé odpovidajici si Fucikovy
plochy déli R? na alespori ¢tyfi komponenty.

Véta 17. 27 Necht 2 < k € IN. Potom (T} )¢, respektive (I'y_)¢, md prdvé dvé souvislé
komponenty a (I'yy UT\_)¢ md alespon ¢tyri souvislé komponenty.

25[9], str. 326.
26[9], str. 330.
27]9], str. 331-332.
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3.9 Uzavrenost Fucikova spektra

Uvédomme si nejdiive jednu p&knou vlastnost Sobolevova prostoru W1H2(0, ).

Poznamka 9. Z kompaktniho vnoveni®® prostoru W20, ) do prostoru C([0,7]) plyne,
%e pokud u, konverguji k u slabé ve WL2(0,7), potom u,, konverquji k u stejnomérné na
[0, 7].

Nyni mizeme dokazat, ze Fu¢ikovo spektrum je uzaviend podmnozina R . Nésledujici
véta ukazuje i spojitou zavislost feseni na parametrech tlohy.

Vé&ta 18. Necht {a,}°, € 7, a, = (n, Bn, 0n). Necht a, — a = (o, 3,0) € R®. Potom
aco.

Diikaz. Ozna¢me u, := (u,,v,) € WH3(0,7) x W2(0, 7) netrividlni feseni tlohy (3.3)
odpovidajici parametrim (o, 85, 0,) takové, ze ||[un||r2(0,7) = ||Vnl|r20,7) = 1.

Otestujeme prvni rovnici systému (3.3) s parametry (a,, 5,,d,) funkei w,. Potom po-
moci Holderovy nerovnosti dostavame

™ s s
. / o, — B, / vrttn] < (Janl + 18a]) / [t
0 0 0

< lunll20mvnll 220, (lom] 4+ 16a]) = (Jan| +15a])

220, =

a obdobné
V)12 (0.0 < (] +10n])-

Z konvergence {a,} existuje C' > 0 takové, ze plati
|[un|wrz0m)xwizom <2+ C.

Eberlein-Smuljanova charakteristika reflexivity?® ik, Ze v reflexivnich prostorech lze
z kazdé omezené posloupnosti vybrat slabé konvergentni podposloupnost. JelikoZz prostor
Wh2(0,7) je reflexivni (kazdy Hilbertiiv prostor je reflexivni®®), tak z {u,} lze vybrat
slabé konvergentni podposloupnost. Bez jmy na obecnosti ji oznacme stejné, tedy

u, — u = (u,v) € WH(0,7) x W0, 7).
Protoze prostor W12(0, ) je kompaktné vnoten do prostoru L?(0,7)3!, plati dokonce

u, — uv L*(0,7) x L*(0, 7).

28[10], str. 113.
29[5], str. 144.
30[5], str. 27.
31110], str. 102.
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To jest u, — u a v, — v v L?(0, ).
Protoze ||y || 12(0,m)x12(0,r) = 2, nemize nastat u, — 0 v L*(0, 7). Tedy

[allwr20,mxwi20x) = |[al|20,m)x 2207 = 2.

Jelikoz u,v € W12(0, ), tak i u®, v* € W12(0, 7). Funkce v, konverguji silné v L2(0, )
k v a funkce v/, slabé k v’ v L*(0, 7).

Diky poznamce 9 konverguji v, k v stejnomérné na [0, 7].

Snadno zjistime, Ze na [0, 7] plati odhad

v — 0¥ < Jon — 0],

Tudiz - -
o — ot < v, —v]2 =0 ro n — oQ.
= p
0 0

Odtud jiz plyne, ze v — v* v L*(0, 7).
Zvolme ¢ € K. Diky pfedpokladu, Ze (u,, v,) fesi Glohu (3.3) s parametry (a,, Bn, dn),

muzeme odhadnout
an/ vj{ap—a/ v+<p‘: an/ vj{ap—an/ v+<p—|—ozn/ v+g0—a/ v
0 0 0 0 0 0
/v:{gp—/ v+<p‘+|an—a|/v+gp
0 0 0

< |aw|
nebot {a,} a [ vT¢p jsou omezené pro dost velkd n a pro pevné ¢.
Tedy plati

— 0,

ozn/ vt — a/ vt — 0. (3.24)
0 0

Pro ostatni parametry dokadzeme analogicky.
Jelikoz u, — u ve WH2(0, ) x WH2(0, 7), plati pro kazdé ¢ € X

| = [ (3.25)
0
/ v — [ VY. (3.26)
0
Z rovnice (3.24) a jejich analogii pro ostatni parametry a z rovnic (3.25) a (3.26)

vyplyva, ze (u,v) je slabé Feseni tlohy (3.3) s parametry (a, 3, 9). O
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Pozorovani 7. Pokud navic maji odpovidajici netrividlni reseni u,,, respektive v, stejny
pocet nulovych bodi na (0,7), potom i u, respektive v, md tentyz pocet nulovych bodi na
(0,7).

Diikaz. Vime, Ze (uf,vE) — (u®,v¥) ve L2(0,7) x L*(0,7).

Dikaz provedeme sporem.

Nechf m4 nejprve v méné nulovych bodi nez wu,, to jest existuji dvé posloupnosti po
sobé jdoucich nulovych bodid u,, které obé konverguji do téhoz bodu. Presnéji existuje
posloupnost dvojic bodi (z,,y,) € (0,7) x (0,7), x, < yn, takovych, ze u,(z,) = 0 =
Un(Yn), Un(t) # 0 prot € (z,,yn) (coz ze spojitosti u,, znamena, Ze u,, na intervalu (z,, y,)
neméni znaménko), |y, — z,| — 0 a Ze existuje = € [0, 7| takové, ze

nlirilo T, =T = nhrgo Yn-
Ziejmé u(x) = 0.

Z Rolleovy véty existuje &, € (z,,yn) takové, ze u! (&,) = 0. Zfejmé i lim,, ., &, = x.

Jelikoz pravé strany rovnice (3.3) s parametry (ay, [3,,9,), respektive («, 3,0), jsou
z konvergence (a,, By, 0,) — (o, 3,9) stejné omezené, mizeme pouzit vétu 5. Diky tomu
vime, 7e u,,u € W>2(0,7) a tudiz u/,, v’ € W12(0, 7). JelikoZ existuje vybrand podpo-
sloupnost (zna¢me ji opét stejné) z {u,} takovd, ze u, — v’ ve W'%(0,7), z pozndmky 9
vyplyva, ze u, konverguje k u’ stejnomérné na [0, 7].

Ze spojitosti Feseni u), a u’ a ze stejnomérné konvergence u,, k v’ plyne, ze

|0/ (2) =, (§n)] < |u'(2) — u'(&n)] + [0/ (§n) — 1 (€n)] — 0 pron — oo.

Jelikoz u(z) = 0 a zéroven u'(x) = 0, je u = 0 na né&jakém okoli bodu z. To je ovSem
spor s tim, Ze u je netrividlni FeSeni tlohy (3.3).

Necht mé tedy feseni u vice nulovych bodt nez u,, to jest existuji dvé posloupnosti po
sobé jdoucich nulovych bodi w,, mezi nimiz se limitné vytvofi novy nulovy bod. Zvolme
opét posloupnost dvojic bodua (x,,y,) € (0,7) x (0,7), =, < Yy, takovych, ze u,(z,) =
0 = up(yn), un # 0 na intervalu (z,,y,). Necht

v = lim @, y= lim y,,
x # y. Zfejmé plati u(x) = 0 = u(y).

Necht existuje z € (z,y) takové, ze u(z) = 0. Necht u'(z) # 0 (jinak bychom dostali
spor jako vyse). Potom u nabyva kladnych hodnot na (z,y) a zdpornych hodnot na (z, 2)
nebo obracené. Ovsem u je limitou u,, pficemz pro dost velkd n funkce u, na néjakém
okoli bodu z neméni znaménko. Tedy limita wu, musi byt na néjakém okoli bodu z bud
kladna, nebo zaporna, nebo identicky nulova. Dosli jsme opét ke sporu. O
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Poznamka 10. JelikoZ Fucikovo spektrum o lze zapsat jako spocetné sjednoceni Fuciko-
vych ploch Uiy, které jsou pro riznd k disjunktni, nutné musi posloupnost {a,} C & pro
konvergenci splnovat prave jednu z nasledugicich podminek:

1. emistuje k a existuje ng takove, Ze pro kaZdé n > ng plati a,, € Ty,
2. emistuje k a existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, € T'j_,

3. existuje k a existuje ng takové, Ze pro kazZdé n > ngy plati a, € T'yy Uy a a =
()\/m >\k7 )\k)
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