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Uvod

V predlozené préaci analyzujeme skupiny homogennich pojistnych smluv dle
definice CEIOPS! na jejichZ tirovni po&itame rizikové charakteristiky. Prvni
¢ast prace obsahuje popis a metody, které se pouzivaji ke kvantifikaci rizik
téchto skupin. Jako hlavni rizikové kategorie studujeme upisovaci a riziko
rezerv.

Upisovacim rizikem se mysli vyse plnéni ze Skod vzniklych z pojistnych smluv
upsanych béhem predchazejictho upisovaciho roku (underwriting year). V
pojistovnach je kladen vysoky diraz na spravny odhad parametri distri-
bucnich funkci skod, dilezitych pro spravny vypocet kapitdlu a solventnosti.
Rizikové charakteristiky jsou néasledné podrobeny dalsi analyze pro potieby
zajisténi, stanoveni pojistného, investi¢ni strategii a jako zpétna vazba pro
produkt management. Dale se zabyvame metodami odhadu rezervy a rizika
rezerv. V druhé ¢asti prace studujeme metody vicerozmérné statistiky k ur-
¢eni optimalniho poctu shlukt na zakladé rizikovych parametri stanovenych
pro jednotlivé segmenty pojistnych smluv. Na zakladé stanovenych shlukt
a segmentil pojistnych smluv prislusnych do téchto jednotlivych shlukt se
zabyvame métrenim rizika v téchto shlucich a stanoveni celkového rizikového
profilu pojistovny.

Cilem prace je nalezeni vhodného poctu rizikovée homogennich shlukt, dle
predem stanovené kriteridlni funkce, pro homogenni segmenty pojistnych
smuv dle jejich rizikovych profili a nésledné nalezeni charakteristickych
znakt téchto shluki pro lepsi pochopeni analyzoveného portfolia.

!Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors



Kapitola 1

Rizikové charakteristiky

V ramci shlukovani pojistného kmene do rizikové homogennich skupin je
nutné si ujasnit rizikové parametry, jaké riziko v pojistném kmeni sledujeme
a méifme. CEIOPS! definuje rizikové homogenni skupinu jako soubor po-
jistnych zavazkl, které jsou spolecné fizeny a které maji spoleéné rizikové
charakteristiky ve smyslu upisovaci politiky, likvidace skod, rizikového pro-
filu pojistenct, vlastnosti produkttu (zaruk) a struktury nakladu. Rizika v
kazdé skupiné by méla byt primérené podobnd, aby byl mozny spravny a
odpovidajici vypocet technickych rezerv. S tim je také spojen spravny a od-
povidajici vypocet kapitalu kryjicim solventnost.

Pro tucely diplomové prace se zamérime na zdkladni jednotku pojistného
kmene, to jest segmenty pojistnych smluv kryjicich stejny druh rizika (napf.
pojisténi karavani, pojisténi domécnosti, pojisténi proti tnosu atd.). Tyto
segmenty pojistnych smluv povazujeme za rizikové homogenni dle definice
CEIOPS. Zakladni rizika na trovni téchto skupin jsou upisovaci riziko (Un-
derwrting risk) a riziko nepostacitelnosti rezerv (Reserve risk), riziko de-
faultu zajistovny, riziko poklesu cen aktiv aj.

V predlozené préci se zamérime na prvni dvé rizikové kategorie - upisovaci
riziko a riziko nepostacitelnosti rezerv.

!Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors



1.1 Upisovaci riziko

Upisovaci riziko méri riziko ztraty z pojistek upsanych v predchozim upiso-
vacim roce. Tento druh rizika se odhaduje na zakladé dat z minulych obdobi,
klade se vysoky diraz na vybér distribu¢ni funkce skod a odhad jejich para-
metri. Jednim z hlavnich predpoklad paremeterizace upisovaciho rizika je
dostatecné mnozstvi kvalitnich dat, vypovidajicich o slozeni analyzovaného
portfolia.

Pro odhad parametri distribu¢ni funkce rozdéleni skod se v praxi vyuzi-
vaji zejména nasledujici metody - momentova metoda, metoda maximalni
vérohodnosti a kvantilova metoda. PTi nedostatku dat nezbyva nez provést
parameterizaci na zakladé expertniho odhadu (tato metoda je ovsem ovliv-
néna mnoha faktory a nelze ji dobfe matematicky popsat).

1) Momentovi metoda

Vypocet odhadi metodou maximéalni vérohodnosti a nebo metodou nejmen-
sich ¢tverctt muze byt v nékterych pripadech komplikovany a vést k néaro-
¢nym algoritmim. Z téchto divodl se v praxi pouzivd metoda momenti.
Tento postup sice nezarucuje optimalitu odhadu, ale lze jim odvodit odhady
parametri pomeérné snadno. Princip momentové metody spociva v odhadu
momentu distribu¢ni funkce F(z)empirickymi odhady a resenim piislusnych
rovnic pro analyticky vypocet momenti.

2) Metoda maximéalni vérohodnosti

Predpokladejme, Ze rozdéleni skod X je absolutné spojité s distribucni funkei
F(z) zavislou na neznamém vektoru parametri ©.

Na zakladé nahodného vybéru X1, Xo, ..., X, vytvorime vérohodnostni funkci

() = f(X1)f(Xa)... f(Xn), (1.1)

vezmeme logaritmus vérohodnostni funkce

£(©) = X Inf(X) (1.2)



a hleddme maximum vérohodnostni funkce. Sestavime soubor rovnic
oL

59 =0 (1.3)

hleddme TeSeni pro vSechna 6;, viz [5].
3) Kvantilova metoda

Predpokladejme, ze distribu¢ni funkce rozdéleni skod je F(z,0). Pro p-ty
kvantil u, plati F(u,,0) = p, kde pe(0,1) je ndmi zvolené. Necht X, je
p-ty vybérovy kvantil ve vybéru o rozsahu n. Odhad parametru € spociva v
nahrazeni u, vybérovym kvantilem X, a poté fesenim rovnice

F(Xq),0) =p. (1.4)

Pokud je parametr 6 krozmérny potom vyuzijeme k vhodné zvolenych vy-
bérovych kvantilt X,,), X(p,), ..., X(p,) a Tesime rovnice

F(X,),0) = pj, (1.5)

kde j=1...k. Vice o jednotlivych metodach odhadu parametri se lze dodéist
v [5].

1.1.1 Déleni skod

Skody zpravidla délime na malé, velké a katastrofické. Déleni skod nidm
umoznuje lepsi odhad rizikovych parametri a zaroven je dilezité pro na-
sledné modelovani zajisténi v ptripadeé, ze byl sjednan zajistny program.

Malé skody

Modelujeme jako skody pod urcitou predem stanovenou hranici. Zpravidla se
hranice pro malé skody voli mensi nez priorita prvopojistitele XL-zajisténi,
pripadné pokud lze z dat vypozorovat skok mezi jednotlivymi skodami, tak
se jako hranice voli pravé tento skok. Vyse uvedeny predpoklad nam dovoluje
malé skody modelovat v agregaci, jako soucet malych skod za urcité obdobi.
Casto se pro modelovan{ malych $kod voli distribu¢ni funkce logaritmicko-
normalniho rozdéleni. ,, Predpoklddejme, Ze nahodnd velicina vznikd jako sou-
cin efekti pivodnich pricin, priciny jsou mezdvislé ndhodné veliciny, pri-
cin je velké mnoZstvi. Potom md ndhodnd velicina logaritmicko-normalni



rozdéleni”, viz [5]. V praxi se pro modelovani malych skod v agregaci jesté
pouziva Gamma rozdéleni, jakozto rozdéleni soucetu exponencialné rozdéle-
nych nahodnych veli¢in.

Véta:
Predpokladejme, ze ndhodna velicina X;, ¢ = 1...n je exponencidlné rozdé-
lena se stredni hodnotou 6.

PXi+Xo+ . X, <z]=PlY <z], kdeY = X1+ Xo+ ...+ X,, (1.6)

Potom méd ndhodné veli¢ina Y gamma rozdéleni Gamma(n, §), viz [5].

Velké skody

Velké skody definujeme jako skody nad urcitou predem stanovenou hra-
nici. Tyto skody modelujeme na individualni bazi, proto z dat odhadujeme
frekvenci, se kterou jednotlivé skody nastavaji a také vysi jednotlivych skod.
Déle je tfeba spravné stanovit maximalni moznou ztratu pro pojistovnu (po-
jistnou ¢astku). P¥i modelovani pojistného plnéni (skody pro pojistovnu),
modelované plnéni nesmi presahnout tuto castku. Je nutné upozornit, ze
katastrofické skody (napf. povodné, vichfice, hurikdn, zemétreseni aj.) jsou
vyjmuty a modelovany zvlast. Pro modelovani frekvence vysokych skod se
pouzivaji distribuéni funkce diskrétnich ndhodnych veli¢in (Binomické, Po-
issonovo, Negativné binomické rozdéleni). Nejpouzivanéjsi a od regulatora
trhu doporucené je pouziti Negativné binomického rozdéleni, jelikoz zohled-
nuje i chybu odhadu parametru A Poissonova rozdéleni, viz [6].

Véta: Predpokladejme, zZe ndhodna velicina N ma Poissonovo rozdéleni se
stfedni hodnotou # = .7, kde 9 je konstanta a 7 je gamma rozdélena na-
hodna veli¢ina s hustotou
1 A
)= —=y" e y>0h>0. 1.7
2 =T y > (1.7)
Potom nédhodnéa velicina N méa negativné binomické rozdéleni s pravdépo-
dobnostni funkeci

Gamma(h

— — _ _ (7977)” —9n __ ﬁ hh o n+h—1_-—z _
P(N =n) = EP(N =nlf) = B _nF(n)/o L=z,
)G G 09

10



EN =9 VarN =9 + —

Vyse jednotlivych skod se vétsinou modeluje pomoci distribu¢nich funkci
subexponencialniho typu.

Definice: Rozdéleni nezaporné nahodné veli¢iny je subexponencidlniho typu,
kdyz pro jeho distribu¢ni funkci F(x) plati
1 _ Fn*
tim L)
z=o0 1 — F(x)

kde nx je n-ta konvoluce distribuéni funkce F(z).

=n,n=273,..., (1.9)

Z hlediska parameterizace upisovaciho rizika je dilezity spravny vybér distri-
bucni funkce a odhad jejich parametri. Dale je vhodné zpétné vyhodnoceni
kvality vybéru a odhadu prolozenim odhadnutou distribu¢ni fuknci ptvod-
nimi daty. Pro tento tcel se nejcastéji pouziva Q-Q? graf nebo P-P? graf,
kde graficky sledujeme odchyleni odhadnuté distribu¢ni funkce od empirické
distribucni funkce redlnych dat.

Pro ilustraci uvedeme nejcastéjsi distribucéni funkce pouzivané pro mode-
lovani vyse vysokych skod.

(i) Paretovo rozdéleni

F(x)zl—(i)a,x>ﬁ,oz>0,ﬁ>0 (1.10)

(ii) Logaritmicko-normalni rozdéleni
I _
F(z) = gb(m),ud%, oeR (1.11)
o

(iii) Zobecnéné Paretovo rozdéleni

F(x):1—(1+M)%,x2u,xSu—g,e<0,a>0 (1.12)
ag €

2Kvantil - Kvantil
3Percentil - Percentil
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(iv) Weibullovo rozdéleni
Fz)=1-—¢ " k>0,1>0 (1.13)
(v) Burr rozdéleni

Flr)=1— (142" ¢>0,k>0 (1.14)

Vyse uvedené distribu¢ni funkce se pouzivaji i pro modelovani vyse kata-
strofickych skod. Vice o jednotlivych typech distribu¢nich funkeci se muzete
docist v [5].

Katastrofické skody

Katastrofické skody definujeme jako skody prii kterych utrpi skodu velké
mnozstvi pojistnych smluv, s periodou navatu vétsi nez predem stanoveny
pocet let. Pro modelovani katastrofickych skod se zpravidla postupuje po
jednotlivych predem definovanych scénarich, pti kterych by nase portfolio
utrpélo skodu. Pro kazdy scéndr jsou stanoveny rizné periody navratu a
odhady celkové skody v dannych periodach navratu. Klademe si otazku, jak
vysoka skoda miize nastat jednou za z let. Predpokladame, ze ztrata pri nej-
nizsi periodé navratu stanovuje minimalni ztratu pokud katastrofa nastane.
Poté odhadujeme parametry distribuc¢ni funkce celkové skody.

Priklad: Scéndr povoden

Pro modelovani frekvence pouzijeme Poissonovo rozdéleni s parametrem \
a pro modelovani velikosti skody Paretovo rozdéleni. Expertnim odhadem
vzhledem k profilu naseho portfolia byly odhadnuty nésledujici vyse skody
pro periodu navratu 20 a 200 let (oznacime je jako perioda névratu jedna
PNy, perioda navratu dvé PN,). Ocekavame, Ze jednou za 20 let nastane
povoden, kterd zpusobi skodu ve vysi 15 mil a jednou za 200 let nastane
povoden, kterd zptsobi skodu za 100 mil.

Tabulka 1.1 Odhad vyse skody pro jednotlivé periody navratu
Perioda navratu ‘ Predpokladana vyse zraty
20 15 mil
200 100 mil

12



Déle stanovime maximalni mozné pojistné plnéni, jako soucet pojistnych
castek v pojistném kmeni nebo jinym expertnim odhadem. V nasem pti-
padeé je stanovena maximalni zrata na 150 mil.

Odhad parametra distribuc¢ni funkce celkové skody provedeme kvantilovou
metodou

1 p
1-— = 1—(—)" 1.15
PN, (LOSSPN1 ’ (1.15)

1 s
1-— = 1—-(—) 1.16
PN2 (LOSSPNQ) ’ ( )

kde PN; je perioda navratu jedna a Losspy, je vySe skody pii periodé
navratu jedna. Muzeme to chapat jako, jak velka skoda se stane jednou za
PN let. Pro odhad parametru Paretova rozdéleni o dostdvame

Inthz
a=—F1M (1.17)

Losspn,
LOSSPN1

V nasem prikladé budeme modelovat celkové pojistné plnéni pro scénat povo-
den s frekvenci danou Poissonovym rozdélenim s parametrem \ = % a vysi
plnéni budeme modelovat Paretovym rozdélenim s parametrem a = 1.21,
f (dolni hranici) ve vysi 15 mil a stropem pojistného plnéni ve vysi 150
mil (predpoklddame, Ze pojistné plnéni nemuze byt vyssi nez celkovy soucet
pojistnych ¢astek v kmeni pro pojistné smlouvy vystavené riziku povodné).

1.2 Riziko nepostacitelnosti rezerv

Riziko nepostacitelnosti rezerv je jednou z dilezitych rizikovych charakteris-
tik v pojistovné, jakozto rizika stanoveni spravného odhadu vyse prostredku
pro budouci plnéni. Kazdy druh pojisténi je specificky co se tyce upisovaci
politiky, pojistnych podminek a kryciho rizika. V rdmci rizika rezerv se jako
vhodné déleni casto pouziva déleni na pojisténi s dlouhym, nebo kratkym
koncem. Tento druh déleni urcuje s jakou rychlosti jsou vsechny skody z da-
ného upisovaciho roku nahlaseny, pripadné s jakym zpozdénim jsou skody
dohlasovany.

Rizikem rezervy, jak jiz bylo naznaceno, je myslen spravny odhad vyse

13



IBNR? rezervy. K vypoctu vyse IBNR (IBNR + IBNER®) se vyuziva celd
fada metod a technik napt. Mack model, Bootstrap, Over-Dispersed-Poisson.
Pro ucely diplomové prace popiseme Mack model, ktery byl vyuzit ve vypo-
cetni sekci ke stanoveni rezervového rizika.

1.2.1 Mack model
Méme vyvojovy trojihelnik A = {X;;} kumulativnich skod.

Pro icely popisu modelu oznacime:
Xi; celkovou vysi skod, vzniklych v roce ¢ a uhrazenych do konce roku i+j
¢s je kumulativni vyvojovy faktor mezi jednotlivymi lety odhadovany vzta-
hem

R Zt s— 1X o1

TN,
Kumulativni trojihelnik skod A doplnime na ¢tverec poc¢inaje od diagondly
nasobenim odhadnutymi vyvojovymi faktory ¢, jako

Xij=XigoiCo--Cjgi=2,.tj=t—j+1,.,t—1.
Odhad vyse rezervy pro rok i je dan jako
Ry = X0 — Xiymi = Xjoo — Xiyi. (1.18)

Piedpokldddme, zZe vyvoj skod je po t-letech ukoncen tedy X; . = X; ;.

)

Mackovou metodou dostavame odhad stredni kvadratické chyby rezervy pro
rok 7 jako

t—2 =2 1 t—2 32 1
:5(\1200 T;T_I_Z?OO T;ﬁa (1.19)
j=t—i € Xij =i G et Xy
kde 52 je
—j-
52 — p——— Z ) X’Jfl — )% (1.20)
s=1 5,

“Incurred But Not yet Reported; Skody, které se jiz staly a jesté nebyly nahliseny.
5Incurred But Not Enough Reported; Skody, které nebyly dostateénd nahlageny a tudiz
se ocekava zména jejich vyse.
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Prvni sc¢itanec v (1.19) predstavuje riziko procesu a druhy séitanec riziko
odhadu parametri. Vice se o Mackové modelu muzete docist v [7].

Riziko odhadu parametrui

|
Parameter Risk;; = )/(?t > S (1.21)
j=t+1—i C? Zi:jl Xsj

prot =2,...,1.
Rekurzivni formule rizika odhadu parametri uvedend v [11], je ddna jako

2
: 9; k—2 9; 1
ParameterRisk;, = X it = X X2 4 7—#
t+1—i 22 N~i—J k—1 t+1—i 22
it C'Zle' JEAHI G N X
T ) PENID = NI S R o I
- = = =T
A ST ) T ki s e Xl

sk—l

e 1Pammeterstk2k L+ X2 w1 Var(e,- 1)

a dostédvame

—

& 2Parameter Risk; j_1 + X; p_1Var(cp_)+

Parameter Risk;, = —i—Var/(Ek,l)ParameterRz’skiyk,l prok>t+2—1
Xitr1—iVar(cg_1) prok=t+2—1

Riziko procesu

=1 =2
. -1
ProcesRisky = X2 Y 22— (1.22)
j=t+1-i G Xij

prot=2,..,t
Uvedeme jesté rekurzivni formuly vypoctu rizika procesu

E%—1PTOC€55Ri5ki,k—1 + )@7;{,18,%,1 prok>t+2—1

P Risk;, =
rocessi stk { Xitr1-i0h_4 prok=t+2—1

jak je uvedeno v [11].
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Celkova rezerva

Celkova rezerva je ddna jako soucet odhadu rezerv pro jednotlivé roky, tedy
R = R; + ... + R; a odhad roptylu celkové rezervy je

- t R . t t—2 25.2 ’0\2
mseR =) (mseR; + Xio( D Xjoo) D =

i=2 Jj=i+1 k=t—i ZZ:? ! Xk

viz [7].

1.2.2 Modelovani vyse skody a rezervy

Modely stanoveni vyse rezervy stanovi Rs, ..., R; rezervu v jednotlivych le-
tech a celkovou rezervu R. Dale dostavame Xs;...X;; celkovou kumulativni
vysi skod a VarXs,...VarX;; rozptyl celkové kumulativni vyse skod v jed-
notlivych letech.

K modelovani vyse skody v daném roce j pro j = 2, ..., t pouzijeme logaritmicko-
normalni rozdéleni. V roce j je stfedni hodnota log-norméalniho rozdéleni

EX; = X;, arozptyl VarX; = VarX, pifpadné CoV;=Y7™ 7 odbadu
parametru momentovou metodou pro LN (u, o) dostavame

W = In(EX) — ;ln(l + ‘(/E“TX%)) (1.24)
o) = Jln(l + ‘(/;;gg) (1.25)

Celkovou kumulativni vysi skody X;; v danném roce j modelujeme pomoci
logaritmicko-normalntho rozdéleni LN (i, 0;) a vysSe rezervy v roce j je dana
jako

Ri=X;i— X, (1.26)

kde X ;—; je diagondlni hodnota vyvojového trojihelnihu piislusného roku j.

Dalsi moznosti je modelovat piimo rezervu pomoci logaritmicko-norméalniho
rozdéleni, jelikoz modely stanoveni vyse rezervy nam davaji rozpty rezervy
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v jednotlivych letech dle (1.19). Odhad parametri logaritmicko-normélniho
rozdéleni je analogicky jako v predchozim piipadé viz. (1.23) (1.24). Celkova
ztata v roce j je pak dana jako

Xje = B+ Xjuj, (1.27)
kde X;;_; je diagonalni hodnota vyvojového trojihelnihu prislusného roku j.

V praxi se pouzivaji oba postupy, nelze presné urcit, ktery z téchto postupt
je lepsi (modelovat celkovou ztratu nebo rezervu) i kdyz se vice uprednost-
nuje postup modelovani rezervy, jelikoz pti modelovani celkové ztraty miize
v ur¢itych simulacich vyjit zdporna rezerva.

Riziko nepostacitelnosti rezerv mizeme vyjadrit jako koeficient variace de-

v/ VarX; \/ VarR;

EX; ER; -

finovany jako , v.druhém pripadé

Vypocet kapitalu

Kazda pojistovna musi mit dostateény kapitdl, ktery i v mélo pravdépodobné
situaci zajisti prevoditelnost aktiv a zavazkl na treti stranu. Od regulatort
trhu je pak stanovena hladina spolehlivosti na které je kazdé pojistovna nu-
cena drZet vlastni kapital. Ve Velké Britanii je od FSA® stanovena hladina
vyznamnosti na troven 99.5 %.

Pozadovany kapitdl na hladiné spolehlivosti 99.5% je nasledné odhadnut
jako rozdil 99.5 % kvantilu rozdéleni rezervy a nejlepsiho odhadu celkové
rezervy, tedy

ReserveCapitalyg 5 = R1995Y _ ER. (1.28)

SFinancial Services Authority - reguldtor trhu ve Velké Britanii
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Kapitola 2

Shlukova analyza

Cilem shlukové analyzy je nalézt skupiny podobnych objekti dle predem sta-
novenych kriérii. Uplatnéni shlukové analyzy je dilezité zejména tam, kde
muzeme vypozorovat spolecné charakteristiky pro rtzné objekty a tudiz je
seskupovat do shlukt. Nasledné je dilezité najit vhodnou interpretaci pro
vzniklé shluky (najit vhodnou charakteristiku danych shluki). Je nutné po-
znamenat, ze obc¢as se nam muze stat, ze potrebujeme shlukovat proménné.
V pripadé, ze popis tfidy je zastoupen vektorem proménnych, je vhodné
predem udélat analyzu téchto proménnych, pokud je mezi skupinou pro-
ménnych silny korelacni vztah, pak je dobré tuto skupinu nahradit pouze
jednim parametrem a snizit tim rozmér ulohy.

Mame k dispozici datovou matici X typu n x p kde n je pocet objekti a p
je pocet proménnych charakterizujicich objekt. Nasim tkolem je najit mezi
vSemi rozklady S(k) (rozklad moznych n objektt do k shluki) ten nejlepsi.
Spolehlivou metodou nalezeni nejlepsiho rozkladu by bylo projit vSechny
moznosti a poté vybrat mezi vSemi rozklady ten nejlepsi. Tento pristup je
mozné aplikovat na maly pocet objektii, ale v praxi mame vétsinou velky
pocet objekti a aplikovat metodu vsech rozklad by nebylo v nasich silach.
Pocet zptisobt, kterymi lze n objektt rozdélit do k£ shlukt udava Stirlingovo
¢islu 2. druhu, jak je uvedeno v [4]

Sk — i i(—l)k‘l (Z) " (2.1)
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a pocet vsech rozkladi je dan jako
S=3 5", (2.2)

Proto se v praxi pouzivaji rizné algoritmy pro nalezeni aspon jednoho lo-
kalniho extrému kriterialni funkce rozkladu. Nasim cilem je najit takovy
rozklad, kde uvniti shluku jsou si objekty co nejvice podobné a objekty z
ruznych shluki jsou si podobné co nejméné. Existuji rizné miry podobnosti.
Vétsinou pozadujeme, aby nabyvaly hodnot od 0 pro maximalni rozdilnost
do 1 pro totoznost objektu.

2.1 Kbyvalita rozkladu a miry vzdalenosti

Jednou z dilezitych otazek je, do jaké miry je pouzity algoritmus shlukové
analyzy kvalitni. Shlukova analyza ndm rozdélila soubor dat do & shluki a v
kazdém objektu je nj objekti. Pro tento tcel se pouzivaji matice vnitroshlu-
kové variability

k np
E = Z Z(l’m — Zi’h)(l‘hi — Zi‘h)T (23)
h=1i=1
a matice mezishlukové variability

k
z_: W(@n —7)(Z, — 7)T. (2.4)

Soucet téchto matic ndm dava matici celkové variability

k np

T=>> (zn—&)(zn — 2)7, (2.5)

h=11i=1

kde xp; je vektor pozorovani u #-tého objektu v h-tém shluku, z; je vektor
prumért pro h-ty shluk a z je vektor praméru pro cely soubor dat, viz [4].

Maxima vzdalenosti mezi kompaktnimi shluky dosahneme minimalizaci War-
dova kriteria G'1

nh

Gl = stE = Z ZZ Thij — Tni)’s (2.6)

h=1i=1 j=1
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kde p je pocet proménnych charakterizujicich objekt, viz [4]. Chceme dosah-
nout minima celkového souctu ¢tvercti odchylek vsech hodnot od prislusnych
shlukovych praméri. ,,Kromé Wardova kritéria lze pouzit i vyse uvedené
monotoni funkce, jelikoZ matice T je pro vsechny rozklady stejnd, znamend
minimalizace stopového kritéria E totéZ co maximalizace stopového kritéria
B. Pokud chceme dosahnout nezavislosti na uzitych meritelnych jednotkdch,
lze pouzit minimalizaci determinantu matice vnitroshlukové variability |E|,
viz [4].”

Miry vzdalenosti

Po provedeni vybéru proménnych charaterizujicich vlastnosti objektu, mu-
sime rozhodnout o zptisobu hodnoceni vzdalenosti nebo podobnosti objektii.
Jako prvni se provadi vypocet prislusnych meér pro vSechny pary objekti. Vy-
sledkem je symetrickd ¢tvercova matice n x n, s nulami na diagonale, pokud
se jedné o matici mér vzdalenosti, nebo s jednickami na diagonale pokud se
jedna o matici podobnosti.

K méreni vzdalenosti mezi objekty charakterizovanych hodnotami kvantita-
tivnich proménnych mizeme pouzit miry vzdalenosti uvedené v tabulce 2.1 .

Tabulka 2.1. Miry vzdalenosti

Nézev miry Vzorec Poznamka
Hemmingova Dy (xi, X)) = Y01 |25 — Ty

vzdalenost

Euklidovska Dg(x;,x}) = \/Zé?:l(a:ij — xi;)?

vzdalenost

Cebysevova De(x;, X)) = max; |x;; — )]

vzdalenost

Minkowského LZ(-ZT) = \/21;:1 T35 — i j|™ D¢ = limy,_yoo L™
metrika

Castou nevyhodou uvedenych mér v tabulce 2.1 je znatnd zavislost na méti-
cich jednotkéch, ktera nékdy brani smysluplnému porizeni souctu pro rtzné
proménné. Dalsi nevyhodou je silna korelovanost nékterych proménnych,
jejichz soucet pak ma signifikantni vliv na kone¢ny vysledek. Jednou z moz-
nosti jak se vyhnout nezadoucimu vlivu vysokych hodnot nékterych promén-
nych je jejich transformace. Vliv méricich jednotek se da odstranit tak, ze
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hodnoty proménnych normujeme.

Dalsi moznosti odstranéni vlivu méricich jednotek je prisouzeni vah jed-
notlivym proménnym. Uvazujeme vektor koeficientt (vah) ¢;, j = 1...n, pri-
suzujicich kazdé proménné vahu. Uvazujeme diagondlni matici C s koefici-

enty c¢; na diagondle, potom vyslednou transformaci mizeme vyjadrit jako
w = CTx;, i= 1,2,8,....n

K odstranéni vlivu mérticich jednotek lze vyuzit inverzni korela¢ni matice
jako matici vah, tedy CCT = S™!. Timto odstranime kromé zévislosti na
méricich jednotkach také nevyhodu nadmeérného vlivu korelovanych promeén-
nych a dostdvame Mahalanobisovu vzddlenost, jak je uvedeno v [4].

D%(ui, lly) = (lli — ui/)Tsfl(ui — ui/). (27)

Pro tplnost jesté uvedeme miru pro kvantitativni data znamou jako Lanceyova-
Williamsova vzddlenost, viz [4]

|zij — @irj|

DLW X, Xz (28)
-
Z pouzivanych mér podobnosti uvedeme Jaccardiv koeficient, viz [4]
Z? 1 LijTitj
Aj(xi, X)) = (2.9)

p P p
S A+ wh = Y wiy
Miry pro alternativni data

Pro urceni prvku matice vzdalenosti nebo podobnosti pro -ty a i-ty ob-
jekt zjistujeme shodu ¢i neshodu hodnot u p alternativnich proménnych.
Protoze jsou pripustné pouze dvé hodnoty 0 a 1, dostavame nasledujici ta-
bulku ¢éetnosti:

a u obou objekti shodné 1
b u ~tého objektu 0, u i-tého objektu 1
c u -tého objektu 1, u 7-tého objektu 0
d u obou objektt shodné 0

Plati a+b+c+d=p
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Z mér podobnosti pro alternativni data uvedeme Sokaliv-Micheneriv koefi-
cient asociace, cili koeficient prosté shody jako
a-+d

ASM(Xiyxi’) = p R (210)

viz [9].

Podil shodné pozitivnich vysledkia Russeluv Raoviv-koeficient definovany
jako
Asu (%5, %p) = -, (2.11)
p

viz [9].

Podil shodnych vysledkti pri vylouceni shodné negativnich vysledki. Jac-
cardiv koeficient pro alternativni data definovany jako (pro kvantitativni
data je definovan (2.9)

a

(i) = ——.
(%3, %) ptbte

(2.12)

Pro alternativni data definujeme korelacni koeficient jak je uveden v [9]

d+b
A%y, %) = 1y = acr e : (2.13)
V@+0)+(c+d)+ (a+c)+ (b+d)
Rogersiiv a Tanimotuv koeficient asociace
a+d
Ap (X, X)) = 1 = , 2.14
(i, x7) =7 a+2b+2c+d ( )
a Sorensenuv koeficient asociace
2a
Ap (X, Xir) = Tjr = 77— 2.15
(i, x0) = mige = 5= (2.15)

viz [9)].
V nékterych pripadech se pracuje se smiSenymi daty (jisté charakteristické
znaky jsou nomindlni a nékteré znaky jsou kvantitativni)

Groweruv koeficient podobnosti, jak je uveden v [9], je definovan nasledovné

m
2 WikSije

Sa. =
m
Y Zk:1 Wik

(2.16)
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kde i, 7 jsou indexy dvou objektti charakterizovanych proménnymi k=1,...,m.
Véha proménné w;;;, mize nabyt hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda lze srov-
navat hodnoty proménné ku objektt 7 a j, a S;;, oznac¢uje hodnotu pro k-tou
proménnou. Pro vSechny méreni uvazujeme jen pripady, kdy jsou hodnoty
promeénné x;; a x;; znamé. Pro nominalni data se provadi libovolné ¢islovani
zacinajici od 1, tedy w;j,=1. Pokud nejsou hodnoty néjaké proménné znameé,
je automaticky w;;p=0. Plati, Ze

1. Pro nominalni proménné je S;;,=0 pro x;; # ;i a Sijp=1 pro x;, = i,
2. Pro alternativni proménné je S;;; = w;;r = 1 pro x;; = z;, = 1 resp.
i, = v = 0. Pokud je x;x # 1, je Sijr = 0 a wi, = 1.

V ptipadé, Ze z;, = x;, = 0 a negativni shoda nema smysl, je S;j, =
Wijk = 0.

3. Pro kvantitativni data pocitame

Sijk = 1 — |zir, — w51 | Ry, (2.17)
kde Ry je rozdil mezi maximalni a minimélni hodnotou proménné
u vsech objektt jak je uvedeno v[9]
2.2 Hierarchické shlukovani
Jednim z nejpouzivanéjsich postupt uplatnovanych v ramci shlukové ana-
lyzy patii vytvareni hierarchické posloupnosti rozkladu. Jednou z moznosti

hierarchického shlukovani je aglomerativni hierarchicky postup, ktery pro-
vadime v nasledujicich krocich:

1. Vypocitame matici mér vzdalenosti D

2. Zacneme proces rozkladu S™. Vytvoiime n shlukii a do kazdého
shluku priradime jeden objekt.

3. Najdeme dva shluky (k-ty a ¢ty), jejichz vzdédlenost je minimalni.
Nasledné spojime tyto dva shluky v novy shluk h.
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4. V matici odstranime tyto dva shluky a nahradime je novym shlukem .

5. Poznamename poradi cyklu v=1,2,...,n-1, identifikaci spojenych
objektt k, 7 a hladinu spojeni dy = Dy;.

6. Pokud nejsou vSechny objekty v jednom shluku S, pokracujeme kro-
kem 3.

Méné uzivany je opacny, divizivni hierarchicky postup, kdy vychazime z
jediného shluku S a v kazdém kroku roz$tépime néjaky shluk na dva.
Proces kon¢i rozdélenim vsech n objekttt do n shluki.

Pti dané volbé proménnych a dané matici vzdalenosti se budou vysledky
lisit dle metody vypoctu vzdéalenosti. Jednou ze zakladnich metod aglome-
rativnich postupt je metoda nejblizsiho souseda, kde ve 3-tim kroku nahra-
dime k-ty a -ty shluk novym shlukem ¢ a do matice vzdéalenosti zapiseme
vzdalenost shluku ¢ od ostatnich shlukt. V. m-tém cyklu zapiSeme celkem
n-m-1 vzdalenosti dle

Dgg’ = min(Dgzh, Dg’h’)' (218)

Uvedeny postup lze vyuzit k vytvoreni hierarchické posloupnosti rozkladi a
nasledné sestrojeni dendrogramu.

2.2.1 Prehled aglomerativnich postupt

Pro hierarchické shlukovani je nutné definovat aglomerativni postup. V této
sekci uvedeme prehled téchto postupii:

I. Metoda nejblizsiho souseda

Tato metoda byla popsana na konci predchoziho odstavce. Kritériem pro
spojovani shluki je minimum ze vSech mezishlukovych vzdalenosti objektti.
Nevyhodou této metody je, ze i znacné vzdalené objekty se mohou sejit v
jednom shluku, pokud dostateény pocet objektti/shlukt mezi témito objekty
vytvori pomyslny most.
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I1. Metoda nejvzdalenéjsiho souseda

Jde o podobnou metodu jako metoda nejblizsiho souseda, kromé toho, ze
kritérium je postaveno na maximalni vzddalenosti ze vSech moznych mezi-
shlukovych vzdéalenosti objektii.

Dgg’ = maac(Dg/h, Dg’h’)' (219)

Nejdelsi vzdalenost mezi objekty v kazdém shluku predstavuje nejmensi po-
myslnou kouli (pro ti{ dimenziondlni prostor), kterda obklopuje vSechny ob-
jekty v jednotlivych shlucich. Této metodé se také rika metoda upiného pro-
pojent, protoze vSechny objekty ve shluku jsou propojeny kazdy s kazdym
pri maximalni vzdélenosti, ¢ili minimélni podobnosti.

I1I. Metoda pramérné vzdalenosti

Kritériem vzniku shlukii je primérna vzalenost vsSech objektid v jednom

shluku ke vSem objektim ve druhém shluku. Pti pfepoctu matice vzda-

lenosti pouzijeme

nhD 'h + nh/D ’h’
Ny + Ny

Tato metoda casto vede ke stejnym vysledktim jako metoda nejblizsiho sou-

seda, viz [4].

Dyy = (2.20)

IV. Metoda tézisté

V této metodé jde 0 vzdélenost dvou téiiét’ shlukﬁ Vyjédfenych euklidov—

Vviev

souradnice odpovidajici primérnym hodnotam obJektu pro jednotlivé pro-
ménné, jak je uvedeno v [9]. Tedy

p
D Z'ha:[:h’ Z l‘h] l’h] (221)
7j=1

a po kazdém kroku shlukovani provedeme prepocet tézist, dle

NpNp
D (nhDg/h + nh’Dg’h’ —

- ), 2.92
Np + Ny np + Ny hh ) ( )

9’9 —

, viz [4].
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V. Wardova metoda

Principem této metody neni optimalizace vzdalenosti mezi shluky, ale ma-
ximalizace heterogenity shluki dle Wardova kritéria (2.6), tedy podle kri-
téria minima pfirﬁstku Vnitroskupinového souétu étvercﬁ odchylek objektﬁ
prirtstek souctu ctvercu odchylek, vznikly jejich sloucenim a pak se spoji
ty shluky, kterym odpovidda minimalni hodnota tohoto prirtastku. Predpo-
kladejme, ze mame m objekti1, které jsou charakterizovany p proménnymi.
TudiZ mame k dispozici matici m x p s prvky z;;. Vnitroshlukova variabilita
je pak dana jako

E= éi(% —7;)? (2.23)

a prirustek celkového vnitroskupinového souctu ¢tvercii odhylek je dan jako

(viz. [9])
AGL=3 > (wgij—Tg;)* = Zp:(xhij — )2 = zp:(xh’ij —Ty)? (2.24)

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
Prirastek je vyjadren jako soucet ¢tverctt v nové vznikajicim shluku, zmen-

seny o soucty c¢tverct v obou zanikajicich shlucich. Tento vyraz muzeme
zjednodusit na (viz. [9])

AGT = zp: (2.25)
= 33 — Xni)”. .
np + Np R Wi

AG1 roste s rostouci velikosti shluka a pro pevné ny, + ny je maximélni pri
shlucich shodné velikosti nj, = ny . Jelikoz minimalizujeme kritérium AG1,
ma Wardova metoda tendenci kombinovat shluky s malym poctem objektt
a vytvaret shluky shodné velikosti.

2.3 Optimalizac¢ni algoritmy

Jak jiz bylo zminéno v uvodu této kapitoly, cilem shlukové analyzy je vy-
tvorit kompaktni a dobfe separované shluky. Nasim tkolem je dosdhnout
extrému néjakého funkciondlu, obvykle Wardova kritéria (2.6). Rozklad,
ktery tuto podminku splni, povazujeme za optimalni. Spolehlivou cestou
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by bylo probrani vSech moznych variant rozkladu s vypoctem (2.6). V redl-
nych tlohach je vSak moznych variant rozkladu ptiliS mnoho. V této kapi-
tole si ukdzeme rizné optimalizacni algoritmy, které zarucuji nalezeni aspon
jednoho lokalniho extrému funkciondlu rozkladu (napf. minimalizace vzda-
lenosti mezi objekty v jednotlivych shlucich).

2.3.1 Metoda k-praméru

Princip metody k-primeért spociva v rozdéleni n objektt charakterizova-
nych m proménnymi do & shluki, tak, aby mezishlukova suma ¢tverci byla
minimalni a pocet shluki £ je predem déan. Jelikoz je pocet moznych uspo-
radani veliky, nelze ocekavat jediné nejlepsi feseni. Algoritmus metody k-
prameéru spise najde optimum lokalni nez globalni. Tento algoritmus pracuje
iterativné, startuje vzdy z jiného pocateéniho usporadani a nakonec vybere
vhodné teseni ze vSech moznych dosazenych usporadani shluk.

a) Klasifikace objektt do shlukia, kdyz tézisté shluki jsou pre-
dem znama.

Jelikoz metoda pozaduje uzivatelem predem zadany pocet shlukt, je tieba
nejprve aplikovat hierarchickou analyzu shlukt na ndhodny vybér objekt a
urcit tak pocet shluki pred vlastnim pouzitim metody k-primért na vsechny
objekty. Hierarchickou analyzou se také urc¢i pocatecni tézisté shluki pro na-
slednou metodu k-primeéri. Zadavame pocet shluki, jez maji byt nalezeny,
a pak jsou vytvoreny prostorové shluky a to nalezenim souboru tézist shlukt
tak, ze kazdy objekt je pritazen do jednoho shluku a nasledné jsou urceny
nové shluky a cely proces se opakuje, jak je uvedeno v [9].

b) Klasifikace objektt do shluku, kdyz tézisté shluki nejsou pre-
dem znama.

Algoritmus pracuje tak, Ze prvnich k objektu v datech (kde k je pozado-

Vviev
vvvvvvvv

vvvvvvvv

vvvvvvvv

Vvev
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konec¢né usporadani shlukii. Proto algoritmus pro kazdy pokus zcela ndhodné
pritazuje kazdy objekt jednomu shluku. Toto usporadani je pak optimalizo-
vano. Start procesu z rozlicnych nahodnych usporadani velmi zvysi pravdeé-
podobnost na nalezeni nejlepsiho feseni a optimalniho poctu shluki, viz [9].

Uvedeme jesté kritérium vérohodnosti (tésnosti prolozeni). Predpokladejme
n objekti rozdélenych do k shlukt. Pak Aty shluk obsahuje n; objekti.
Kazdy objekt je popsan m proménnymi. Kritérium tésnosti prolozeni, dle
mezishlukové sumy ctverci je definované jako (viz [9])

kE m ng
nm
Ey=———> >3 (i — Ta) (2.26)
nm-—m; ;= ;3 ;0 ’

a procento variace PV}, je definovano jako

PV, = =%
k E17

(2.27)

které udava sumu ¢tverct pro danny pocet shluki, ve formé procenta, kdyby
vitbec nedoslo ke shlukovani.

2.3.2 Metoda optimalnich stfedt (medoidi)

Medoid je optiméalni stted shluku, tedy takovy stredni objekt, pro ktery plati,
ze prumérna vzdalenost k ostatnim objektim v tomto shluku je minimalni.
Pozadujeme-li k£ shlukii, bude existovat také k medoidu, ¢ili kazdy shluk ma
vlastni medoid. Po nalezeni medoidu jsou data klasifikovana do shlukt vzdy
okolo nejblizsiho medoidu.

a) Spathova metoda

Metoda minimalizuje tcelovou funkci premistovanim objektti z jednoho shluku
do druhého. Zacina se u pocatecniho usporadani shluki, algoritmus pak na-
jde lokalni minimum presouvanim objektii ze shluku do shluku. Jakmile se
nepremisti uz zadny objekt, proces kon¢i. Lokélni minimum vsak nemusi byt
globalnim. Aby program obesel toto omezeni, zopakuje se nékolikrat hledani
vzdy z jiného startovaciho usporadani a nejlepsi usporadani shlukt je na-
konec brano za vysledné. Jako tcelova funkce se pouziva celkova vzdalenost
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mezi vSemi objekty ve shlucich dle

Ck  Ck

D=3 35, 229

1=1i=1j=1

kde & je celkovy pocet shluki, d;; pfedstavuje vzdélenost mezi ~-tym a jtym
objektem a ¢, udava soubor vSech objektu ve shluku L[9]

b) PAM metoda (Partition Around Medoids)
Minimalizuje celkovou vzdalenost D (2.28), kde proces postupuje nasledovné:

1. Nalezne se reprezentativni soubor £k objekti a oznaci se jako
medoidy.

2. Priradime ostatni objekty do shlukii, dle nejkratsi vzdalenosti k
nékterému z medoidi. A spocitame celkovou vzdalenost D

3. Pro kazdy shluk, vyménime medoid a néktery z objekt v daném
shluku a spocitame celkovou vzdalenost D.

4. Vybereme usporadani s nejmensi hodnotou kritéria D.

5. Opakujeme kroky 2-5 dokud nedojde k zadné zméné medoid.
Celd iterace konci, jakmile zmény nezpiisobi dalsi snizeni kritéria D.

Silueta

Jde o statistické kritérium, které poskytuje informaci o dobrém a Spatném
shluku. Hodnota siluety s objektu 7 se urci nasledujicicim zptsobem:

1. Objekt 7 je ve shluku A a ma primérnou vzdalenost a ke vSem
objektim ve svém shluku. Je-li ve shluku A jediny objekt, potom a=0

2. Sousedni shluk B obsahuje objekty, které jsou nejblizsi k objektu ¢
ve shluku A a b je prumérna vzdalenost mezi objektem 7 a vsemi objekty
ve shluku B.

3. Silueta s objektu 7 se vycisli tak, ze pokud shluk A obsahuje pouze
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jeden objekt je s=0. KdyZz a < b, je s=1—¢. KdyZa >, je s = b 1.

Kdyz a = b, je s = 0. ’

Silueta se vypocita pro kazdy objekt. Hodnota siluety nabyva hodnot od
-1 do 1 a je mirou uspésné klasifikace do shlukt pri porovnavani vzdalenosti
uvniti shluku A se vSemi vzdalenostmi objektti od nejblizsiho souseda B, viz

9]
Kvalita klasifikace se hodnoti nasledovné:

1. Je-li s blizko 1, objekt i je dobre klasifikovan do shluku A, protoze
jeho vzdalenosti k ostatnim objekttim v tomto shluku jsou podstatné
kratsi nez vzdélenosti k objektim nejblizsiho sousedniho shluku B.

2. Je-1i s blizko hodnoty 0, objekt ¢ se nachézi uprostred mezi shluky
A a B a byl prirazen do shluku A ¢isté nahodné.

3. Je-li s blizko hodnoté -1, objekt 7 je Spatné klasifikovan, Vzdalenosti
k ostatnim objektim ve svém shluku jsou vétsi nez vzdalenosti k objekt-
tm nejblizsiho shluku B.

Toto statistické kritérium se da vyuzit i na urc¢eni optimalniho poc¢tu shluk.
Relativné prehlednym kritériem je primérna silueta s pocitana pres vSechny
objekty. Tato hodnota urcuje, jak tésné je prolozeno navrzené shlukové
usporadani analyzovanymi daty. Optimélni pocet shluki je dan maximali-
zaci prumérné siluety. Oznac¢ime maximalni hodnotu priumérné siluety vsech
shluki £ jako MaxS a rozliSujeme typy shlukovych uspotrdadani dle (viz [9])

Tabulka 2.1 Typy shlukovych uspotradani dle siluety

MaxS Kvalita usporadani

od 0,71 do 1 silnd a dobra struktura

od 0,51 do 0,7 prijtelna struktura

od 0,26 do 0,5 slaba struktura; je treba najit lepsi
strukturu

od -1 do 0,25 naprosto nevhodna struktura

Po tspésném nalezeni poctu shlukii by méla nasledovat diskriminacni ana-
lyza, ktera statisticky testuje, jak dobte byly objekty roztridény do shlukt.
Testovani se provadi pomoci Wilkovy statistiky A, tento pristup popsan ve
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treti kapitole.

2.3.3 Fuzzy shlukovani

Fuzzy shlukovani, na rozdil od predchozich shlukovacich metod, umoznuje
shlukovani jednoho objektu do vice shlukt. Predpokladejme, Ze mame k
shluki a budeme definovat soubor tzv. ucasti m;y, m, ..., mi. Kde my,
predstavuje pravdépodobnost, ze objekt i je klasifikovan do jtého shluku.
V predchozich metodéach byla vzdy pravé jedna tato tcast rovna 1 a zbytek
byl roven 0, ¢ili doslo k pritazeni kazdého objektu do pravé jednoho shluku
dle [9].

Ve fuzzy shlukovan{ je p¥itomnost objektu rozdélena do vech shlukt. Ucast
m;; se da interpretovat jako pravdépodobnost a musi tudiz musi platit, Ze
0<m; <1Vija Zi:l m;, = 1V 4. Tento postup uvazujici jednotlivé prav-
dépodobnosti tcasti m;; nazyvame fuzifikaci shlukové konfigurace. Vyhodou
je, ze objekt nemusi byt zarazen pouze do jediného specifického shluku. Ne-
vyhodou ovSem je, ze se objevuje mnohem vice informaci, které musi byt
posléze analyzovany. Fuzzy algoritmus minimalizuje ucelovou funkci f, jak
je uvedeno v [4], kterd je funkei nezndmych ucasti ve shluku a déale funkei
vzdalenosti

k
f= Z Dy =1 m?hm?,hDii/

n 2 )
h=1 22 =1 M,

kde nepodobnosti/vzdélenosti mezi objekty 7 a ¢ Dy jsou zndmé a my,
jsou neznamé tcasti objektu 7 v h-tém shluku. Ohodnoceni fuzzy shlukovani
do k shluk se méri Dunnovym rozdélovacim koeficientem, ktery predsta-
vuje miru, jak tésné padne vysledné fuzzy shlukovani na odpovidajici pevné
shluky. Za pevné shluky budeme povazovat klasifikaci kazdého objektu do
shluku, v nemz mé uvazovany shluk nejveétsi m,;. Pro n objekti a & shluki
se vyjadii Dunniv rozdélovaci koeficient jako (viz [9])

(2.29)

Fr=3 % 2, (2.30)

ktery lezf v intervalu (3, 1).

Rozlisujeme dvé extrémni situace, jak jsou popsany v [9]:
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a) Uplné fuzzy shlukovani

1 1 1
b= F,=nk—s =~ 2.31
Yk e TR R Tk (2:31)
Vsechny objekty jsou shodné ve vSech shlucich.
b) Pevné shlukovani
u;, nabyvaji hodnot pouze 0 nebo 1; Fj, = "y (2.32)
n

Kazdy objekt je jednoznacéné pritazen do pravé jednoho shluku.

Normovany tvar Dunnova koeficientu, ktery je vzdy v intervalu (0, 1), je

kR -1

Fe E—1

(2.33)

Dalsi rozdélovaci koeficient predstavuje Kaufmantiv rozdélovaci koeficient
definovany jako (viz [9])

Dy = iiw7 (2.34)

=1 i=1 n

kde h;; a m;; jsou pravdépodobnosti, Ze objekt ¢ je zarazen do shluku £ ¢i j.
Kaufmantv koeficient lezi v intervalu (0 (pevné shluky),1— ¢ (plné fuzzy) )

Normovand verze Kaufmanova koeficientu mé tvar

Dy,

, (2.35)

» Oba normované koeficienty F}, a D}, poskytuji dobrou indikaci optimdlniho
poctu shluki. Celociselnd hodnota k by mela byt volena tak, Ze F} bude
nabyvat velkjch hodnot a D;, malgch hodnot, viz [9]”.
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Kapitola 3
Diskriminacni analyza

Diskriminac¢ni analyza patii mezi metody zkoumani vztahu mezi skupinou
p vzajemné nezavislych znaka diskrimindtory a jednou kvalitativni zavislou
proménnou (hledanym vystupem). V nejjednodussim pripadé si tento vystup
muzeme predstavit jako binarni proménnou, nabyvajici hodnoty 0, pokud je
sledovany objekt v prvnim shluku a 1, pokud je v druhém shluku. Kazdy
objekt patii pravé do jednoho z nich a shluky jsou vzajemné odlisené. Cilem
je nalézt predikéni model umoznujici zaradit objekty do shluki.

3.1 Kanonicka diskriminac¢ni analyza

Zékladem kanonické diskriminacéni analyzy je nalézt takovou linedrni kom-
binaci p sledovanych proménnych, tedy Y= v’x, kde vI' = [vq,v9, ... ,0,]
je vektor parametrii, tak aby tato linearni kombinace byla co nejlepsi z po-
hledu rozliseni uvazovanych p shlukii, v tom smyslu, aby vnitroskupinova
variabilita byla co nejmensi a meziskupinova variabilita co nejvétsi.

Celkova variabilita ptuvodnich proménnych je vyjadiena ¢tvercovou matici
T typu p x p vyjadiend dle (2.5). Matice T se d4 vyjadrit jako soucet matice
vnitroshlukové variability E (2.3) a matice mezishlukové variability B (2.4).
Miry meziskupinové a vnitroskupinové variability pro novou veli¢inu Y, jsou
dény jako (viz [4]):

Qe(Y)=v"Bv a Qp(Y)=v"Ev (3.1)

Nejvétsi meziskupinové a nejmensi vnitroskupinové variability dosdhneme
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pri maximani hodnoté podilu

QYY) v"Bu
CQe(Y) vTEv
znamém jako Fischerovo diskriminacni kritérium, viz [4].

A (3.2)

Pro nalezeni vektoru v Fischerovo diskriminac¢ni kritérium zderivujeme a

parcialni derivace polozime rovny 0. Dostavame tedy
oA (VBT +o"B)WwTEBv — (vTET + 0T E)vT By
v (vT Ev)?

Jelikoz matice E a B jsou symetrické. Uvedenou rovnici jesté prepiSeme do

tvaru

=(B—-AE)v

(BE™' = M)v=0,kde |[E7'| #0. (3.3)

Netrivialni feseni dostavame pouze v pripadé, kdyz charakteristicky poly-
nom |BE~! — A| je roven 0. Cili cely vypocet se d4 zjednodusit na vipocet
charakteristickych ¢sel [, matice BE™!. Charakteristicka ¢isla uspofdadame
sestupné a vypocitame pro né prislusné ortogonalni charakteristické vektory
vy, Us,...,un. Kde charakteristicky vektor vy prislusny nejvétsimu vlastnimu
¢islu stanovuje pomér mezi prvky, ktery maximalizuje Fischerovo diskrimi-
nac¢ni kritérium. Maximum diskriminac¢niho kritéria je pak dano velikosti
maximalniho vlastniho ¢isla a tedy urcéuje meziskupinovou variabilitu ve-
liciny x.vy. MuZeme to chapat jako projekci bodi reprezentujici jednotlivé
p-rozmerné objekty na primku, pokud danné objekty délime do dvou skupin,
viz [4]. V piipadé déleni do K skupin potfebujeme zobrazeni do (K-1) roz-
mérného prostoru a (K-1) diskriminanti. Kde dalsi kanonickou proménnou
vz, r = 2,3,...,N ziskdme pii pouZiti charakteristického vektoru piislus-
nému dalsSimu vlastnimu ¢islu.

Vyhodné je postacit si s co nejmensim poc¢tem diskriminant, hlavné z hle-
diska zobrazeni do prostoru. K tomuto tucelu je vhodné urcit pomér l‘—’“)l,
ktery vyjadruje nakolik se -ty diskriminant podili na odliseni jednotlivych

skupin a celkovou variabilitu r-tého diskriminantu vyjadiuje prvek 1+ ().

Pak r-té diskriminac¢ni skére je definovano jako D3 = vl x.

Pricteme-li ke kazdému skore konstantu w,, ktera je definovana jako

p
W, = —Ur T =— Y vy, (3.4)
j=1
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kde z; je pramér vSech hodnot j-té veli¢iny, j=1, 2, ..., p, potom je pramérné
diskriminac¢ni skére jednolivych diskriminantii nulové. Potom pro étou jed-
notku, i=1, 2, ..., ng, v k-té skupiné, k=1, 2, ..., k, je r-té diskriminacni
skére definovano jako
p
Yrir = Wy + Z VjrThij (3.5)
j=1
Koeficienty vj, vektoru r-té kanonické proménné muzeme chapat jako vliv
puvodni X; té proménné na r-tou kanonickou proménnou Y,. Vhodné je
vektor v, normovat, pro lepsi pochopeni vlivu ptivodnich proménnych 7r-
tou kanonickou proménnou. Definujeme matici F jako diagonalni matici s
odmocninami diagonalnich prvkd matice E, potom normovany vektor v je

definovan jako
1
vy = ——=Kv 3.6
SR 30
Déle je vhodné urcit korelacni koeficienty mezi kanonickou proménnou a
puvodnimi proménnymi. Potom pro r-ty diskriminant dostdvame

1
vn—k

V dalsim kroku je potieba urcit, které diskriminanty jsou jsou vhodné k od-
liseni jednotlivych shluki. Vyslovime hypotézu, ze zadny disktriminant neni
vhodny pro odliseni skupin. Coz znamend, ze vSechna vlastni ¢isla jsou nu-
lova. Testovou statistiku mizeme zalozit na testu o shodé vektort stfednich
hodnot na Wilksovée statistice A = %, kdy pocet diskriminantt je mensi
nez dva. V pripadé, ze je pocet diskriminanti roven dva a vice vyuzijeme
Bartlettovu statistiku a jako testové kritérium volime (viz [4]).

F'Ev,. (3.7)

r, =

V = ¢(=InA), (3.8)

kde c =n—1—(p+ K)/2, ma piiblizné x,x_1). Zamitnuti hypotézy Ay =
A@) = ... = Ay = 0, znamend, Ze aspon jedno z vlastnich cisel je vétsi
nez 0. Déale miizeme navazat testovanim hypotézy, pro dalsi vlastni ¢isla
Ar41), A@)s - Ay = 0, kdy pouzijeme testové kritérium (viz [4]).

V= (n_l_p;k)iln(lntli), (3.9)

jeZ ma priblizné X (p—r4+1)(x—r) rozdéleni.
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Kapitola 4
Vypocetni cast

V této ¢asti provedeme vypocty na redlnych datech. Historicka data obsahuji
celkovou skodu (celkova skoda, kterou pojistény utrpél), celkovou vysi plnéni
(celkova vyse plnéni, které bylo pojisténému vyplaceno v dusledku pojistné
udalosti), rok vzniku udélosti, rok nahlaseni udalosti a popis udéalosti. Data
je nejprve nutno roztridit dle ndmi stanovenych homogennich segmentt po-
jistnych smluv a poté odhadnout parametry distribuc¢nich funkci. Parametry
distribu¢nich funkeci byly odhadnuty jednak za pomoci historickych dat (pro
segmenty, které maji dostatecnou historii), v pripadech, kde neni dostatek
historickych dat se parametry odhaduji na zakladé expertnich odhada oddé-
leni pojistné matematiky a upisovaciho oddéleni. Pro tcely diplomové prace
predpoklddame, ze mame jiz k dispozici odhady parametrit distribucnich
funkci pro malé, velké a katastrofické skody pro kazdy segment pojistnych
smluv. Déale mame k dispozici pro kazdy segment pojistnych smluv kumu-
lativni vyvojovy trojihelnik skod na jehoz zédkladé byla odhadnuta celkova
rezerva a variabilita odhadu v jednotlivych letech. Pro ticely diplomové prace
predpoklddame, ze jiz mame k dispozici odhady rezerv a prislusnou varia-
bilitu téchto odhadi. Automatické pouziti vypocCetnich metod miuze casto
vést k chybnému odhadu, proto se v praxi ¢asto pouzivaji expertni odhady,
které verifikuji a pripadné upravi ptislusné odhady.

V prvni éasti této kapitoly vypocitame rizikové charakteristiky upisovaciho
rizika jednotlivych segmentii na jejichz trovni byly odhadnuty parametry
distribu¢nich funkei skod a ukazeme si metody odhadu rezervy a variability
pomoci Mack nebo Bootstrap metody. A nasledné provedeme vypocet rizika
rezerv (Reserve Risk) pro jednotlivé segmenty pojistnych smluv.
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V druhé casti této kapitoly na segmenty pojistnych smluv, charakterizo-
vanych vypocitanymi rizikovymi parametry, aplikujeme shlukovaci metody.
Dale ur¢ime vhodné pocty shlukii, charakteristické znaky jednotlivych shluki
a jejich vyznam pro pojistovnu. Nasledné v této kapitole provedeme srovnani
pouzitych metod.

4.1 Vypocet rizikovych parametri

Pro kazdy homogenni segment pojistnych smluv dle definice CEIOPS mame
k dispozici odhady parametrt distribu¢nich funkeci skod a kumulativni vy-
vojovy trojihelnik skod.

4.1.1 Upisovaci riziko

Jak bylo jiz uvedeno v teoretické sekci, upisovaci riziko délime na riziko
ztraty z malych, velkych, katastrofickych skod.

Pro kazdy segment pojistnych smluv mame k dispozici nésledujici para-
metry:

1) Parametry distribu¢ni funkce rozdéleni malych skod p, o. Predpokla-
déame, ze malé skody jsou ve vSech skupinach log-norméalné rozdélené.

2) Predpokladame, ze frekvence vysokych skod je pro vSechny skupiny
modelovana pomoci negativné binomického rozdéleni. Vyse jednotlivych
skod je poté modelovana jednim z néasledujicich rozdéleni (Paretovo, po-
sunuté Log-normélni, Zobecnéné Paretovo).

3) Frekvence katastrofickych skod je modelovana pomoci Poissonova roz-
déleni a vyse skod jednotivych scénaitt pomoci Paretova rozdéleni.

Pro kazdy segment mame k dispozici nasledujici tabulku s odhadnutymi
parametry pro upisovaci riziko (underwriting risk):
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Tabulka 4.1. Priklad odhadnutych parametrt distribu¢nich funkei upisova-

ciho rizika pro jeden segment

Nézev Parametr Hodnota

Malé skody

Logaritmicko-normalni rozdéleni I -1.644
o 0.5104

Velké skody

- frekvence

Negativné-binomické p 0.277
n 1

- Viyse skody

Log-normalni rozdéleni I 14.47
o 1.20
treshold 750 000
Maximalni pojistna c¢astka | 50 000 000

- Katastrofické skody

Selhani jedince Cas Névratu 1 25 let
Skoda 1 1.3 mil
Cas Navratu 2 250 let
Skoda 2 24.1 mil
Maximalni ztrata 48.2 mil

Vysoka inflace Cas Navratu 1 25 let
Skoda 1 1 mil
Cas Navratu 2 250 let
Skoda 2 3 mil
Maximalni ztrata 6 mil

Ekonomicka recese Perioda navratu 1 25 let
Skodapy, 0,01 mil
Perioda navratu 2 250 let
Skodapy, 80 mil
Maximalni ztrata 117 mil

Prijaté pojistné 35.292 mil
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Malé skody

Jak jiz bylo uvedeno malé skody modelujeme agregované pomoci logaritmicko-
normalniho rozdéleni. VySe malych skod je simulovana pomoci kvantilové
metody, kde kvantilova funkce logaritmicko-normalniho rozdéleni je

Xy = B0 otu (4.1)

?

kde P ~ R(0,1).
Velké skody
Frekvence

Frekvenci velkych skod modelujeme pomoci negativné binomického rozdé-
leni. Moderni software (napt. Igloo od spolecnosti EMB [3]) ndm dovuluje
modelovat toto rozdéleni primo a vystupem je pocet skod v daném obdobi.
Pokud tento software k dispozici nemame, muzeme pocet udalosti simulovat
pomoci jednotlivych dob mezi udalostmi.

Uvazujeme, zZe skody maji Poissonovo rozdéleni s parametrem \. Potom doba
mezi jednolivymi udalostmi je exponencialné rozdélena se stfedni hodnotou
%. Pro Poissonovo rozdéleni konjugovany systém tvori systém gamma rozdé-
leni. Je-li apriorni rozdéleni Poissonovo rozdéleni, pak aposteriorni rozdéleni
je negativné binomické:

1 EN
h).EN; h= VarN — EN’

A~ G’amma(ﬁ, (4.2)

kde N ~ NegBin(n,p). V ptipadé negativné-binomického rozdéleni ma cas

mezi udalostmi exponencialni rozdéleni s parametrem

VarN—EN ___EN
O ~ Gamma(“ 55—, von—5~) - EN.

Simulujeme c¢as mezi jednotlivymi udalostmi ¢; a cas i-té udalosti je dan
jako

Ti=> t, (4.3)
k=1
pocet uddlosti v danné periodé je dan jako

N = min{i; Ty < 1}. (4.4)
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Vyse Skody a pojistného plnéeni

V pribéhu parameterizace byly odhadnuty parametry distribu¢ni funkce
velych skod. Musime ovSem také brat v potaz maximélni pojistnou ¢astku
(MPCQC), ktera stanovuje horni mez pojistného plnéni. Vysi pojistného plnéni
modelujeme pomoci kvantilové funkce:

I[. Posunuté a useknuté Logaritmicko-normalni rozdéleni
X 115w = Maz(Treshold, Min(MPC, e®™) " o+1)), (4.5)
kde P ~ R(0,1) ueR,0€eR,0 < Treshold < M PC.

II. Paretovo rozdéleni

Treshold
meﬁwMMMPQU?Z;% (4.6)

kde P ~ R(0,1), @ > 0,0 < Treshold < MPC.

III. Zobecnéné-Paretovo rozdéleni

scale(P~shape — 1)

Xirsew = Min(M PC, Treshold +
shape

), (47)
kde P ~ R(0,1), scale > 0,0 < Treshold < M PC.

Celkové pojistné plnéni je dano jako
N
S = Z X5 (4.8)
k=1

Predpokladame-li nezavislost mezi vysi pojistného plnéni a frekvenci potom
stfedni hodnota pojistného plnéni je dana jako

ES = EXEN, (4.9)
celkovy rozptyl je dan dle (viz [8])

VarS = EVar(S|N)+ VarE(S|N) = EN.VarX + VarN.(EX)?. (4.10)
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Katastrofické skody
Frekvence

Frekvence katastrofickych skod je modelovana pomoci Poissonova rozdéleni

o 1 . . v o
s parametrem \ = 5 daNauratus- Frekvenci simulujeme podobné jako v

pripadé velkych skod pomoci doby mezi udalostmi. V pripadé skod, jejiz
frekvence se modeluje pomoci Poissonova rozdéleni, je doba mezi udalostmi
exponencialné rozdélena se stiedni hodnotou PeriodaN avratu,. Pocet uda-
losti urcen stejné jako v (4.4).

Vijse skody a pojistného plnéni

Vysi skody modelujeme pomoci kvantilové funkce Paretova rozdéleni s para-
metry o odhadnutym dle (1.17), Treshold = Skodapy, a pojistné plnéni je
zhora omezeno maximalni moznou ztatou. Pojistné plnéni je pak dano jako

Treshold

Xcatsev = Min(Maz Loss, .
cut ( T

), (4.11)

kde P ~ R(0,1), @« > 0,0 < Treshold < MPC.
Celkové pojistné plnéni je dano jako
N
S=> X (4.12)
k=1
Predpokladame nezavislost mezi vysi pojistného plnéni a frekvenci potom
stfedni hodnota pojistného plnéni je dana jako
ES =FEXEN, (4.13)

predpokldaname, ze frekvence méa Poissonovo rozdéleni, potom celkovy roz-
ptyl je dan jako

VarS = EN.VarX + VarN.(EX)*> = EN.EX? (4.14)

41



Vypocet

Kazdy segment modelujeme na bézi skodniho poméru (Loss Ratio), ktery je

definovan jako

Definice: Skodni pomér je pomér celkové vyse $kod pro pojistovnu (po-
jistného plnéni) vzniklych v daném roce k zaslouzenému pojistnému pripa-
dajicimu na tento rok.

Modelovani pomoci skodntho poméru je vyhodné zejména kvuli nezavis-
losti na vysi pojistného (objemu) v jednotlivych segmentech a diky tomu
nam umoznuje lépe analyzovat rizikovost danné skupiny. Z parametri dis-
tribuc¢nich funkei pro kazdy segment dostavame nésledujici vystup skodniho
pomeéru pro upisovaci riziko:

Tabulka 4.2 Vysledek pro segment definovany dle parametrii v tabulce 4.1

Charakteristiky | Malé Skody Malé¢ a Velké | Malé, velké a
/ Percentil Skody Katastrofické
Skody
Prumérny 22 % 56 % 59%
skodni pomér
Smérodatni od- | 12% 50% 55%
chylka
Koeficient Vari- | 55% 88% 92%
ace
1% 6% 8% 8%
5% 8% 12% 13%
10% 10% 15% 16%
20% 13% 21% 22%
25% 14% 23% 25%
30% 15 % 26% 27%
40% 17% 32% 34%
50% 19% 40% 42%
60% 22% 49% 52%
70% 25% 63% 66%
75% 27% 1% 75%
80% 30% 82% 86%
90% 37% 117% 124%
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ad) Tabulka 4.2

Charakteristiky | Malé Skody Malé a Velké | Malé, velké a

/ Percentil Skody Katastrofické
Skody

95% 45% 156% 166%

96% 47% 169% 181%

99% 63% 245% 278%

99.5% 73% 283% 344%

99.6% 75% 295% 353%

99.9% 100% 368% 418%

Vypocet a simulace byla provedena v softwaru Wolfram Mathematica 6 [12].

4.1.2 Riziko rezerv

Pro kazdy segment mame k dispozici kumulativni vyvojovy trojuhlenik skod
{Xi} a provedeme vypocet rizikovych parametri pomoci Mack metody,
jak byl popsan v kapitole 1.2. Uvedeme jeden konkrétni priklad vypoctu od-
hadu rezerv pomoci Mack a Bootstrap metody, nasledné provedeme srovnani
téchto pristupt.

Mack metoda

Tabulka 4.3 Kumulativni vyvojovy trojihlenik Skod pro jeden segment:

Rok 1 2 3 4 3 6 7
2001 | 357 848 | 1124 788 | 1 735 330 | 2 218 270 | 2 745 596 | 3 319 994 | 3 466 336
2002 | 352 118 | 1 236 139 | 2 170 033 | 3 353 322 | 3 799 067 | 4 120 063 | 4 647 867
2003 | 290 507 | 1 292 306 | 2 218 525 | 3 235 179 | 3 985 995 | 4 132 918 | 4 628 910
2004 | 310 608 | 1 418 858 | 2 195 047 | 3 757 447 | 4 029 929 | 4 381 982 | 4 588 268
2005 | 443 160 | 1 136 350 | 2 128 333 | 2 897 821 | 3 402 672 | 3 873 311

2006 | 396 132 | 1 333 217 | 2 180 715 | 2 985 752 | 3 691 712

2007 | 440 832 | 1 288 463 | 2 419 861 | 3 483 130

2008 | 359 480 | 1 421 128 | 2 864 498

2009 | 376 686 | 1 363 294

2010 | 344 014
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ad) Tabulka 4.3
Rok 8 9 10
2001 | 3606286 | 3 833 515 | 3 901 463
2002 | 4914039 | 5 339 085
2003 | 4909315
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010

Metodou Chain ladder (viz [8]) odhadneme vyvojové koeficienty a nasledné
vypocitame prislusné kumulativni vyvojové koeficienty. Vyvojové koeficienty
predstavuji nejlepsi odhad nartstu ve vyvoji v letech metodou nejmensich
¢tverci.

Tabulka 4.4 Vyvojové koeficienty pro kumulativni trojihelnik uvedeny v

tabulce 4.3
k | Vyvojové koeficienty | Kumulativni koeficienty
1 3.4906 14.4466
2 1.1747 4.1387
3 1.4574 2.3686
4 1.1739 1.6252
5 1.1038 1.3845
6 1.0863 1.2543
7 1.0539 1.1547
8 1.0766 1.0956
9 1.0177 1.0177

Déle dle rovnic (1.18), (1.21) a (1.22) spocitame rezervu, riziko odhadu
parametru a riziko procesu pro jednotlivé roky. Celkem vysledek vypoctu
Mackovou metodou muzeme shrnout do nésledujici tabulky
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Tabulka 4.5 Vysledek odhadu rezervy a rizika pomoci Mack metody

Rok | Rezerva Celkova Riziko Riziko CoV | Celkova
skoda v | procesu odhadu Re- skoda
danném (Sme- parametru | zervy | CoV
roce rodatnd (Sme-

odhylka) rodatnd
odhylka)

2001 | 0 3901463 |0 0 0% 0%

2002 | 94 634 5433 719 | 48 832 57 628 80% | 2%

2003 | 469 511 5378 826 | 90 524 81 338 26% | 2%

2004 | 709 638 5297 906 | 102 622 85 464 19% | 2%

2005 | 984 889 4 858 200 | 277 880 128 078 27% | 5%

2006 | 1419459 |5 111171 | 366 582 185 867 29% | 8%

2007 | 2 177 641 | 5660 771 | 500 202 248 023 26% | 11%

2008 | 3920 301 | 6784 799 | 785 741 385 759 22% | 15%

2009 | 4278 972 | 5642 266 | 895 570 375 893 23% | 14%

2010 | 4 625 811 | 4969 825 | 1284 882 | 455 270 29% | 24%

Z tabulky 4.5. dostdvame, ze celkova rezerva je 18,680,856 (jako soucet re-
zerv v jednotlivych letech) s koeficientem variace 13.1% dle (1.23). Celkova
skoda byla Mackovym modelem odhadnuta na 53,038,946 s koeficientem
variace 4,6%. Cely vypocet Mackovou metodou je mozné nalézt v piiloze-
ném souboru Mack.xls

Bootstrap

Pro srovnani provedeme vypocet rezervového rizika metodou bootstrap na
stejny trojuhelnik. Metoda bootstap je pomérné jednoduchd, jeji myslenka
spociva v tom, ze vyvojovy koeficient mezi danymi roky je ndhodna veli¢ina,
jejiz napozorovanou hodnotu replikujeme mezi jednotlivymi roky. Nyni si
ukazeme metodu bootstrap na vyvojovém trojuhelniku uvedeném v tabulce
4.3.

Mame kumulativni vyvojovy trojihelnik skod {Xf;} 4,7 = 1,...,¢, pifslusny
nekumulativni trojihelnik {Y;;}, kde Y;; = X, ;11 — X ; a dle metody chain

ladder vypocitame odhady vyvojovych koeficientt ¢, viz. kapitola 1.2.

V dalsim kroku spoc¢itame vyrovnany kumulativni vyvojovy trothelnik skod
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jako
Xi

——
Hk;:j1 ft—k:

a prislusny nekumulativni vyvojovy trojihelnik Y.

Fait __
ij

(4.15)

Nyni stanovime Paersonova residua pro kazdou polozku nekumulativniho
trojihelniku Y5 jako

Y. j/Fit
/]/F'it

Nyni dle hlavni myslenky metody bootstrap nahodné zaménime pozice resi-

duii a ziskdme novy trohtuhelnik PaResg"jeSh“. Z novych residui vypocitame

novy nekumulativni trojihelnik skod jako

PaRes;; = (4.16)

Y;;esha — PaRes%@shu /Y'iéj"it + Y;flt (417)
Nésleduje vypocet kumulativniho trojihelniku skod X[jes"“, odhad vyvojo-
vych koeficientii c(k) " a vypocet rezervy pro kazdy upisovaci rok. Po
provedeni 1000 simulaci dostavame (1000-krdt ndhodné zaménime pozice
residui) 1000 vyvojovych trojihelnikt a 1000 riznych vypoctu rezervy ze
kterych vypocitame odpovidajici odhady vyse rezerv a koeficientti variace.

Tabulka 4.6 Vysledek odhadu rezervy pomoci metody Bootstrap

rok | Rezerva | Celkova koda v danném roce | CoV Rezervy | CoV Skody
2001 0 3 901 463 0% 0%
2002 96 641 5 433 633 84.9% 1.6%
2003 475 643 5 382 496 31.3% 2.8 %
2004 723 263 5 294 363 24.6% 3.3 %
2005 998 386 4 863 863 20.3% 4.2 %
2006 | 1432327 5111 250 18.5% 5.1 %
2007 | 2 211 074 5 686 963 16.8% 6.6 %
2008 | 3 966 204 6 810 931 16.2% 9.8 %
2009 | 4 341 007 5 656 475 21.5% 16.7 %
2010 | 4 746 462 4973 119 41.7 % 40.1 %

Celkova rezerva byla metodou bootstrap stanovena na hodnotu 18,991, 007 s
koeficientem variace 15%. Celkova Skoda byla odhadnuta na hodnotu 53, 114, 555
s koeficientem variace 5.4%.
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Srovnani metod
Pokud se podivame na celkové vysledky ziskané pomoci Mack metody a
metody Bootstrap, tak Bootstrap nam dava o néco vyssi odhad rezervy a

celkové skody v dannych letech s vyssi mirou chyby odhadu.

Tabulka 4.7 Srovnani metod vypoctu Mack a Bootstrap na stejny troju-

helnik
rok Bootstrap | Mack - Re- | Bootstrap | Mack CoV
- Rezerva | zerva CoV  Re- | Rezervy
Zervy

2001 0 0 0% 0%
2002 96 641 94 634 84.9% 80%
2003 475 643 469 511 31.3% 26 %
2004 723 263 709 638 24.6% 19 %
2005 998 386 984 889 20.3% 27 %
2006 1432327 | 1419459 | 18.5% 29 %
2007 2211074 | 2177641 | 16.8% 26 %
2008 3966 204 | 3920 301 | 16.2% 22 %
2009 4341 007 | 4278972 | 21.5% 23 %
2010 4746 462 | 4625811 | 41.7% 29 %

V tomto konkrétnim pripadé neni mezi vysledky obou metod vyznamny roz-
dil (vyjma koeficientu variace v roce 2010, kde metoda Bootstrap vykazuje
mnohem vétsi chybu odhadu). Nicméné vysledky obou metod se mohou za
urc¢itych okolnosti list mnohem vyznamnéji, zejména pokud néjaky vyvojovy
koeficient vyrazné prevysuje ostatni koeficienty, pak dochéazi k ,rolovani”
tohoto koeficientu trojuhelnikem a tim k zvysovani chyby odhadu. Tomuto
vlivu se da zabranit pokud tento koeficient nepremistujeme s ostatnimi a
ponechavame ho na svém misté po celou dobu vypoctu. Obecné se obé me-
tody musi pouzivat velice obezifetné, protoze jejich automatické uziti, bez
zpétné kontroly muze vést k chybnym zavértm.

4.2 Shlukovani

V predchéazejici kapitole jsme ukazali jaka rizika sledujeme a metody vy-
poctu téchto rizik. Celkové mame 47 individualnich rizikové homogennich
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segmenti pojistnych smluv dle definice CEIOPS ve kterych jsme vypocitali

nasledujici hodnoty rizikovych charakteristik.

Tabulka 4.8 Odhady rizikovych charakteristik pro jednolivé segmenty

Segment | Att Att SD | Large Large Threat | Threat | Res
Mean Mean SD Mean SD CoV
LR LR LR
AD 36,4 % |14 % 4.6 % 108 % | 8,1% 31 % | 149 %
BD 319% 1202% [402% |228% |95 % 286 % | 19,6 %
CE 381 % |85 % 216 % | 121 % |57 % 162 % | 14,1 %
CG 13,8% 1263% |31 % 40,7 % 1 23,7% | 58,6 % |20%
CW 16,8 % | 2,6 % 352% 1246% 114 % [233% |[17%
CY 358 % 1198% [472% 1622% |1,9% 6,5 % 0%
DJ 235 % |64 % 244 % 1391 % |183% | 117,1 % | 18,1 %
EC 6,8 % 2,6 % 356 % [269% [148% [286% |14,56%
FS 263% 1219% 251 % |285% |10,8% |252% |435%
FW 214 % | 11,7% (324 % 461 % |3 % 20,1 % | 10,9 %
GN 104 % |11.3% |463% 424 % |27 % 108 % |972%
HX 11 % 6,1 % 147 % | 8,7 % 204 % |301% |87%
IF 66,1 % |179% |0% 0% 9,3 % 277 % | 0%
IN 314% [124% |359% |21 % 8,1 % 21,3 % | 19,6 %
JC 393% |6,5% 30,7 % | 17177% |85 % 40,4 % | 15 %
JI 20 % 8,4 % 238 % 1259% 298 % |732% |20%
KF 6,3 % 2,7 % 144 % |357% [268% [1239% |94 %
KI 83% |386% | 0% 0% 3.8 % 16 % 0%
KV 43 % 113% [306% |237% |78% 183 % | 16,1 %
LB 383% |65 % 204 % |169% |121% [295% |279%
LD 0% 0% 745 % | 732% 244 % | 126 % 34,2 %
LJ 1% 0,9 % 169% [279% |219% |100,2% | 127,8 %
ML 402 % |54 % 55 % 3.4 % 176 % 1324% |97%
MR 659 % [233% |0% 0% 0% 0% 15,1 %
MU 522 % 1104 % | 149% |93 % 6,6 % 12 % 225 %
NA 74 % 15 % 0% 0% 4.6 % 141 % 199 %
NY 44 % 1367% | 0% 0% 18 % 809 % |73%
OB 49 % 189 % |94 % 239% | 181 % |703% |0%
OE 428 % |13 % 177% [ 118% |86 % 191 % | 8,7 %
QB 212% 10,7 % | 16,7% |179% |199% |86,7% |0 %
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ad) Tabulka 4.8

Segment | Att Att SD | Large Large Threat | Threat | Res
Mean Mean SD Mean SD CoV
LR LR LR

QE 21 % 3.2 % 9,8 % 198% |24 % 793 % | 33,7 %
QM 17 % 7.8 % 248 % | 171 % 314 % |49 % 47,1 %
RM 349 % |85 % 265 % | 13,3% |84 % 225 % | 13,8 %
SW 2,9 % 1,2 % 142 % [254% |272% 1033 % | 35 %
TF 545 % 125 % 10,6 % | 4,7 % 5,8 % 171 % | 21.8%
™ 44 % 136,7% | 0% 0% 7% 189 % [ 121 %
UE 159% | 7% 40,8 % [1262% [112% 198 % |284 %
UN 186 % |122% [418% |36,8% |93% 358 % 1299 %
VP 452 % |78 % 159% 9% 7,6 % 131 % | 14,6 %
WD 649 % | 6,6 % 11 % 168 % | 1,5% 7,4 % 449 %
WN 433 % 91 % 317 % 1192% |14 % 12,6 % | 16,4 %
WwW 645% 1206% | 0% 0% 5,9 % 422 % 20,3 %
XH 449 % 19,6 % 31,8% 1203% |58% 136 % [16,9%
XS 378% (141 % (335 % [185% |26 % 16,2 % | 104 %
XX 319% | 8% 40,3 % | 40 % 108% |388% |16,9%
YK 6,9 % 3,5 % 5,4 % 49 % 341 % (439 % |[20,6%
ZA 33 % 58 % 284 % 146 % |63% 211 % | 123 %

VsSechny proménné jsou kvantitativni.
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4.2.1 Hierarchické shlukovani

V této sekci provedeme analyzu studovaného portfolia pomoci metod hierar-
chického shlukovani. Jednotlivé metody hierarchického shlukovani byly po-
psany v teoterické sekci a vypocet byl proveden v softwaru Wolfram Mathe-
matica 6 [12].

Metoda nejblizsiho souseda

Obrazek 4.1 Dendrogram portfolia metodou nejblizstho souseda

Pozndmka: pro wvetsi prehlednost doporucuji dendrogram v ptiloZeném souboru
shlukovani.nb

Z dendrogramu je patrné, ze segmenty GN, LD a LJ se shlukuji az na vysoké
hladiné a jsou tudiz znacné vzdalené od ostatnich segmenti, jak je patrné iz
dalsich, v této praci uvedenych, shlukovacich metod. A proto se jim budeme
pri podrobné analyze vénovat zvlast.
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Metoda nejvzdalenejsiho souseda

Obréazek 4.2 Dendrogram portfolia metodou nejvzdélenejsiho souseda

Pozndmka: pro vetsi prehlednost doporucuji dendrogram v priloZeném souboru

shlukovani.nb

Jako vhodny pocet shlukt se jevi ¢tyri, pokud vylouc¢ime prili§ vzdalené seg-
menty GN, LD a LJ, kterym se budeme vénovat zvlast. Nasledujici tabulka
znazornuje pocty segmenti v jednotlivych shlucich a stredy jednotlivych

shluki.

Tabulka 4.9 Stredy jednotlivych shluk vypocitanych metodou nejvzddle-

néjsiho souseda

Shluk | Pocet | Att Att LL LL Threat | Threat | Reserve
seg- | Mean | SD Mean | SD Mean SD CoV
mentu
ve
shluku

1 14 5% | 16% | ™% 6% 7% 19% 15%

2 17 31% | 10% | 35% | 27% | 8% 23% 17%

3 7 18% | ™% 16% | 27% | 23% 93% 17%

4 6 25% | 17% | 17T% | 17% | 23% 48% 25%

5 1 10% | 11% | 46% | 42% | 3% 11% 97%

6 1 1% 1% 17% | 28% | 22% 100% 128%

7 1 0% 0% 4% | 73% | 24% 126% 34%
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Metoda tézistée

4

—— N

Pozndmka: pro veétsi prehlednost doporucuji dendrogram v priloZeném souboru
shlukovani.nb

Nasledujici tabulka znazornuje pocty segment v jednotlivych shlucich a

Vvev

Vvev

Shluk | Pocet | Att Att LL LL Threat | Threat | Reserve
seg- | Mean | SD Mean | SD Mean SD CoV
mentu
ve
shluku

1 27 32% [ 10% | 26% | 19% | 11% 25% 19%

2 7 0% | 23% | 2% 2% 5% 18% 15%

3 1 36% | 20% | 47% | 62% | 2% 6% 0%

4 7 13% | 8% 19% | 29% | 24% 92% 19%

5 2 62% | 28% | 5% 12% | 18% 76% 4%

6 1 10% | 11% | 46% | 42% | 3% 11% 97%

7 1 0% 0% 4% | 73% | 24% 126% 34%

8 1 1% 1% 17% | 28% | 22% 100% 128%
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Wardova metoda

Obrazek 4.4 Dendrogram portfolia vypocitany metodou Ward

.J.__;.—. F

Pozndmka: pro vetsi prehlednost doporucuji dendrogram v priloZeném souboru

shlukovani.nb

Nasledujici tabulka znazornuje pocty segment v jednotlivych shlucich a

stfedy jednotlivych shlukii ziskanych Wardovou metodou.

Tabulka 4.11 Stredy jednotlivych shluki vypocitanych metodou Ward

Shluk | Pocet | Att Att LL LL Threat | Threat | Reserve
seg- | Mean | SD Mean | SD Mean SD CoV
mentu
ve
shluku

1 11 61% 18% 4% 4% 6% 20% 16%

2 13 39% [ 10% | 29% | 17% | ™% 21% 16%

3 12 19% | 11% | 31% | 30% | 15% 32% 21%

4 4 9% 3% 16% | 30% | 24% 106% 24%

5 4 41% 119% | 12% | 17% | 21% 78% 7%

6 1 1% 1% 17% | 28% | 22% 100% 128%

7 1 10% | 11% | 46% | 42% | 3% 11% 97%

8 1 0% 0% 4% | 73% | 24% 126% 34%

7 dendrogramu je vidét, ze jako vhodny pocet shluku se jevi pét. Rozlozeni
segmentt je pii tomto poctu shluku relativné rovnomérné (coz je naprosto v
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souladu s metodou minimalizace Wardova kritéria, ktera ma tendenci vytva-
et shluky o stejné velikosti, viz kapitola 2.2.1), pokud slou¢ime shluky ¢islo
4 a 5 (analyzujeme je zvlast, jestli jsou mezi shluky urcité podobné znaky).
Relativné maly pocet shlukt ndm dovoluje provést hlubsi analyzu.

Srovnani metod hierarchického shlukovani

Metoda nejblizsiho souseda neposkytuje prilis dobry vysledek, nebot vy-
tvorila ,, most” mezi jednotlivymi segmenty a shlukuje na nizké hladiné i
pomérné vzdalené segmenty. Vytvari postupné jeden velky shluk, ktery po-
stupné ,, absorbuje” dalsi jednotlivé segmenty.

Metoda nejvzdalenéjsiho souseda rozlisuje segmenty na relativné nizké hla-
diné, pokud vylou¢ime zcela odlehlé objekty GN, LD, LJ potom metoda
nejvzdalenéjsiho souseda dava prijatelnou strukturu shluk.

Vv

jelikoz vytvari jeden relativné velky shluk, ktery shlukuje i pomérné vzda-
lené segmenty.

Wardova metoda mé tendenci vytvaret shluky stejné velikosti jako v tomto
pripadé. Nicméné tato metoda se jevi jako vhodné z hlediska vyrovnanosti
poctl segmentl v jednotlivych shlucich a poskytuje dostetecny prostor pro
nasledujici hlubsi analyzu téchto shluki. Lze vybrat charakteristické seg-
menty pro jednotlivé shluky a nasledné provést diskriminac¢ni analyzu.

Klasifikace

V ramci klasifikace a vypoctu rizikového profilu jednotlivych shlukt a po-
sléze celého portfolia budeme analyzovat pouze shluky ziskané Wardovou
metodou. Stredy jednotlivych shlukti znazornuje tabulka 4.11.

Wardova metoda rozdélila segmenty do osmi rizikovych shluki z toho tti
shluky obsahuji pouze jeden segment a proto se jimi budeme zabyvat zvlast.
Za povsimnuti stoji zejména shluky 4 a 5 s vysokou miru volatility u ka-
tastrofickych skod. Segmenty v této kategorii jsou pro pojistovnu vysoce
rizikové, jelikoz skody sice nenastavaji s vysokou cetnosti, ale jejich dopad
muze byt pro dannou pojistovnu znicujici (ptiklad WTC 9/11, kdy mnoho

o4



americkych a evropskych pojistoven zkrachovalo v disledku katastrofické
skody). Shluky 2, 3 jsou z hlediska rizika kategorizovany jako mirné az spise
rizikova. Shluk 1 povazujeme za malo rizikovy, vétsina skod je klasifikovana
jako malé skody a u ostatnich kateogrii je skodni pomér a smérodatna od-
chylka nizka.

Jesté nam zbyva analyzovat odlehlé segmenty v predchazejici tabulce uve-
dené jako shluky 6, 7, 8. Shluk 6 fadime mezi stredné rizikové ovsem s velkou
mirou volatility u historickych skod, tento segment je slozen ze skupin smluv
s dlouhym koncem, tedy skody jsou dohlasovany s nékolika letym zpozdé-
nim. Shluky 7 a 8 jsou klasifikovany jako velmi rizikové s vysokou mirou
volatility u katastrofickych skod. Shluk 7 je prevazné ovlivnén velkymi sko-
dami, kde rezervové riziko je znacné a v disledku toho je pojistovna nucena
drzet velky kapital kryjici riziko rezerv (typicky k tomu dochézi u pojisténi s
dlouhym koncem, napt. Casualty, zanedbani stavebnich postupt a nasledné
z¥iceni domu po nékolika letech). Shluk 8 se vyznacuje vysokou mirou vo-
latility u velkych a katastrofickych skod, coz z néj ¢ini vysoce rizikovy shluk.

Rizikové miry ve shlucich

Dalsi otazkou je jak stanovit celkové riziko jednotlivych shlukl a jakou miru
rizika k tomu pouzit. Jako vhodna mira rizika se jevi vypocet TVaR (Tail
Value-at-Risk) pro jednotlivé shluky a jejich prispévek do celkové TVaR
portfolia. TVaR je koherentni mirou rizika tudiz mizeme jednotlivé shluky
porovnavat pomoci této miry rizika.

Celkovy T'VaR pro nase portfolio vypocitame nasledovné, pro kazdy segment
mame simulaci celkové skody, vypocet simulace celkové skody pro jednotlivé
segmenty byl proveden v [3]. Mezi simulacemi celkové skody jednotlivych seg-
mentu aplikujeme Iman-Conover algoritmus, jak je popsan v [10], abychom
dostali pozadovanou korelac¢ni strukturu mezi jednolivymi segmenty a na-
sledné vypocitdme TVaR na hladiné spolehlivosti 99.5% pro celé portfolio.
Déle jesté vypocitame prispévek jednotlivych segmentti do celkové TVaR,
jako prumérnou hodnotu skod ze stejné simulace jako skoda celkového port-
folia uvazovana pii vypoctu celkové hodnoty TVaR ku celkové vysi TVaR
pro celé portfolio (Vypocet celkové hodnoty TVaR a jednotlivych piispévkii
vetné pouzité korelacni matice lze najit v ptilozeném souboru TVaR.xls).
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Budeme mérit nasledujici rizika:
TVaR jednotlivych shlukt na hladiné spolehlivosti 99,5% definujeme jako

TVaR™M™* = B(Xguurl( Y. Xocgment) > VaRIAHE) (4.18)

segmenteshluk

kde X pur je soucet skod jednolivych segmenti.
Prispévek shluku do celkového TVaR portfolia je pak dan jako

ContributionToT otal*M** = Z Contributionsegment (4.19)

segmenteshluk

Tabulka 4.12 Vypocet rizikovych mér pro portfolio, pti pouziti shlukovaci
metody Ward:

Shluk TVaR (v mil.) Pojistné (v mil.) | Contribution to

Total
1 1724 445 0.13
2 3 450 752 0.27
3 5 961 999 0.48
4 438 45 0.03
D D72 71 0.02
6 391 36 0.02
7 955 129 0.04
8 733 75 0.04
Celkem 12 028 2549 1
portfolio

7 tabulky je vidét, ze celkové riziko spolecnosti je nevice ovlivéno druhym
a tretim shlukem, coz znamend stredné rizikové portfolio, jelikoz jsou tyto
shluky prevazné ovlivnény vysokymi skodami. Nutné je ovSsem dodat, ze v
tomto vypoctu jsme zcela ignorovali zajisténi, které jako takové vede ke sni-
zeni TVaR a tim snizeni celkové rizikovosti.

4.2.2 Metoda k-prumeéru

V této sekci provedeme analyzu danného portfolia metodou k-priamért a na-
sledné provedeme vypocet kapitalu a rizikovych mér v jednotlivych shlucich.
Jako prvni se zamétime na urceni vhodného poctu shlukii.

56



Tabulka 4.13 Vy¢isleni minimalniho poctu iteraci

Cislo iterace Pocet Procento Zmeéna
shluku variace procenta

2 2 69.99 30.01

9 3 51.63 18.36

11 4 43.05 8.58

16 5 35.92 7.13

21 6 29.47 6.45

Procento wvariace udava procento celkové sumy c¢tvercti pro danny pocet
shlukt, kdyby viibec nedoslo ke shlukovani. Pro jeden shluk je tento ukaza-
tel roven 1 a pro maximalni roztiidéni (kazdy segment tvori vlastni shluk)
je tento ukazatel roven 0. Jako vhodny pocet shlukii se v tomto pripadé po-
cet Ctyri, jelikoz kiivka zmény procenta sumy ¢tvercu se v tomto bodé lame,
tudiz konvergence minimalizace kriteridlni funkce vyznamné klesla (tzn. pri-
spévek dalstho shluku do minimalizace kriterialni funkce klesa). Relativné
maly pocet shlukti poskytuje prostor pro hlubsi analyzu jednotlivych shlukt
a nalezeni jejich charakteristickych znakii.

Tabulka 4.14 Tézisté jednotlivych shluku - stfedni hodnoty proménnych v
jednotlivych shlucich

Proménna Shluk 1 Shluk 2 Shluk 3 Shluk 4
AttMean 58% 31 % 12 % 3%
AttSD 18% 10 % 7% 4 %
LLMean 6% 33% 17% 45 %
LLSD 6% 25% 23% 47%
Threat Mean 8 % 8% 25% 16%
Threat SD 26% 23% 76% 79%
ReserveCoV 13 % 18% 21% 86%
Pocet objektt ve | 15 19 10 3

shluku
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Tabulka 4.15 Vysledek shlukovani metodou k-primeéri:

Shluk | Pocet seg- | Segmenty ve shluku
menti ve
shluku
1 15 AD, IF, KI, ML, MR, MU, NA, NY, OB, OE,
TF, TW, VP, WD, WW
2 19 BD, CE, CW, CY, EC, FS, FW, IN, JC, KV,
LB, RM, UE, UN, WN, XH, XS, XX, ZA
3 10 CG, DJ, HX, JI, KF, QB, QE, QM, SW, YK
4 3 GN, LD, LJ

Metoda k-prameéru rozdélila nase portfolio do tii pocetné dobre zastoupe-
nych shlukt a odhalila odlehlé segmenty GN, LD, LJ, kterym priradila sa-
mostatny shluk.

Rizikové charakteristiky v jednotlivych shlucich dostavame dle vztahu (4.18)
a (4.19).

Tabulka 4.16 Rizikové charakteristiky v jednotlivych shlucich vypocitanych
metodou k-prumeéri

Shluk TVaR (v mil.) Pojistné (v mil.) | Contribution to
Total

1 2 156 259 0.17

2 5 376 1182 0.4

3 4 934 658 0.39

4 901 151 0.06

Celkem 12 028 2 549 1

portfolio

4.2.3 Metoda optimalnich stredt - medoidial

V této sekci provedeme analyzu portfolia metodou medoidua popsané v kapi-
tole 2. V prvni fadé se zamérime na urceni vhodného poctu shluki. K tomuto
ucelu provedeme vypocet minimalni primérné vzdalenosti pro rizné pocty
shlukii véetné piislusného vypoctu siluety'. Poté analyzujeme vysledky shlu-
kovani pro ruzné pocty shluki a na zdkladé hodnoty nalezené minimalni

ISilueta - statistické kritérium popsané v kapitole 2.3.2
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prumérné vzdalenosti a hodnoty siluety vybereme vhodny pocet shluk.

Tabulka 4.17 Vypocet siluety jednolivé pocty shlukt

Pocet Nalezena Silueta s
shlukt minimalni
primérna
vzdalenost
2 106 0,307
3 58 0,265
4 40 0,204
5 29 0,193
6 22 0,185

7 této tabulky plyne, Ze optimalni pocet shluki dle siluety je roven 2, nebot
maximalni hodnota siluety indikuje nejlepsi pocet shluki, jak je uvedeno v
[9]. Ovsem nesmime zapominat, ze nasim cilem je minimalizace vzdélenosti
mezi segmenty uvniti shluku. Z tohoto hlediska zvolime jako optimélni po-
cet shlukl 3, jelikoz mezi 2 a 3 shluky dojde k vyraznému snizeni nalezené
minimalni primérné vzdalenosti.

Provedli jsme analyzu naseho portfolia metodou medoida pro tfi shluky.
Nasledujici tabulka znazornuje medoidy jednolivych shlukii.

Tabulka 4.18 Medoidy portfolia

Proménna shluk 1 shluk 2 shluk 3
AttMean 54% 20% 31%
AttSD 13% 8% 12%
LLMean 11% 24% 36%
LLSD 5% 26% 21%
Threat Mean 6% 30% 8%
Threat SD 17% 73% 21%
ReserveCoV 22% 20% 20%
Medoid TF JI IN

Déle jesté uvedeme podrobny vysledek shlukovani jednotlivych segmentt
a véetné kvality jejich prifazeni do shluk.
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Tabulka 4.19 Rozdéleni objektii do jednolivych shluki

Segment| Index | Index | Primérnd] Primérnd Silueta Cérovy diagram

nej- nej- vzdale- vzda-

bliz- | bliz- | nost k| lenost

stho | stho | nému souseda

shluku| sou-

seda

NA 1 3 20.64 35.77 0.423 |TITTTTTTTIIIIIITIIIIT
T™W 1 3 22.35 38.35 0.4171 [TITTTTITTIIIIITIIIIIT
IF 1 3 19.95 33.96 0.4125 |TTTTITITTIIIIITIIIIIT
KI 1 3 25.36 41.49 0.3888 |IITITITIIIIITITIOIT
WW 1 3 21.28 34.06 0.3752 |TITTTITITTIIIIIIIIT
MR 1 3 23.18 35.66 0.35 |TIITTITTTTIIIIIIT
TF 1 3 18.16 23.91 0.2403 |TITTITIIIINL
NY 1 3 38.78 50.52 0.2324 |TITTTIIIIIIL
MU 1 3 19.8 21.83 0.0931 |TTTIT
WD 1 3 28.67 31.56 0.0916 |ITIII
ML 1 3 22.3 24.27 0.081 |IIIT
OB 1 3 33.75 35.25 0.0425 |11
AD 1 3 21.54 21.3 -0.0113 |
VP 1 3 20.43 19.31 -0.0546 |
OE 1 3 20.58 17.66 -0.142 |
SW 2 3 33.16 51.33 0.354 |TITTTITTTIIIIIIIIT
KF 2 3 40.82 60.95 0.3303 |IITTIITIIIIITIIIT
DJ 2 3 37.81 54.45 0.3056 |TITTITTITIIIIND
LD 2 3 55.39 71.27 0.2228 [TITITTIIITT
QE 2 3 31.66 40.66 0.2212 |TITTITIIITT
LJ 2 3 62.35 78.03 0.2009 |TTTITITITT
QB 2 3 36.61 40.43 0.0947 |ITIII
JI 2 3 31.35 33.05 0.0514 111
CG 2 3 36.36 29.01 -0.2021 |
QM 2 3 36.82 29.06 -0.2109 |
GN 2 3 63.85 49.11 -0.2308 |
YK 2 3 41.73 31.41 -0.2474 |
CW 3 1 15.14 34.67 0.5631 |TITTITTTTTIIIITTITITTIIIIIIIT
IN 3 1 12.75 28.93 0.5593 [IITTTITITIITITIITTTITITIIIIIT
UE 3 1 16.93 37.45 0.5479 |TIITITTTTIIIIITITITIITINIINT
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ad) Tabulka 4.19

Segment Index | Index | Praimérnd Pramérnd Silueta Cérovy diagram

nej- nej- vzdale- vzda-

bliz- | bliz- | nost k| lenost

stho | stho | nému souseda

shluku| sou-

seda

UN 3 1 19.13 39.29 0.5131 |TITTTITTTITIITTITITITIIIIIT
BD 3 1 14.84 30.42 0.5123 |TTTTTITTTIIIITITITITIIIIIT
EC 3 1 19.18 39.3 0.5118 |TITTIITTTIIIITITITITIIIIIT
FW 3 1 19.07 37.56 0.4924 |IITITITITTITITIITTITIIINT
XX 3 1 18.29 35.6 0.4863 |TITTTITTTIIIITITIIITIIII
ZA 3 1 13.81 25.35 0.4551 [TITTTTITTTIIITITITIIIIT
KV 3 1 14.17 25.15 0.4366 |TITTTTITTIIIIITITTIIITT
XS 3 1 14.69 25.91 0.433 |TITTTTTTTIIIIITITTIIIIT
WN 3 1 16.05 27.62 0.4188 [IITITITITIIIIITITIINT
RM 3 1 14.15 23.61 0.4005 |LITTTTTTTIIIITIIIIIT
XH 3 1 15.52 24.92 0.3774 |TITTTTTTTTIIIIIIIIT
FS 3 1 21.15 33.42 0.3671 |TITTTTITTTIIIIIIIT
JC 3 1 16.84 26.48 0.364 |TITTTTITTTIIIIIIIT
CY 3 1 30.28 45.81 0.339 |IITITITITIIIIIINT
LB 3 1 17.05 24.02 0.2901 |LITTITTITIIIIND
HX 3 1 23.05 32.38 0.2882 [TITTTIIIIIIINL
CE 3 1 16 21.97 0.2716 [TITTTTIIIIIINL

Vistup z programu NCSS.

Index nejblizsiho shluku znaci poradové ¢islo shluku, do kterého byl tento
segment zarazen.

Index nejblizsiho souseda znaci poradové ¢islo nejblizsiho shluku vici vlast-
nimu shluku, do kterého byl segment zatazen.

Primérnd vyzddlenost k néemu znaci prumérnou vzdalenost tohoto segmentu
k ostatnim segmentiim umisténym ve stejném shluku, jde o veli¢inu a ve vy-
poctu siluety (viz. kapitola 2).

Primeérnd vzddlenost souseda znac¢i primérnou vzdalenost tohoto segmentu
vuci objekttim v nejbliz§im sousednim shluku, jde o veli¢inu b ve vypoctu
siluety.

7 ptredchozi tabulky vyplyva, Ze segmenty byly prifazeny do jednotlivych
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shlukl na hranici vérohodnosti. Nékteré objekty byly zarazeny do jednotli-
vych shlukt dokonce pod hranici vérohodnosti, v tomto pripadé je na nas
jestli se rozhodneme zménit strukturu shlukovani - pouziti vice shluki, nebo
pripadné takové segmenty z analyzy vyloucit uplné. Nasim cilem je pfirazeni
vsech segmenti do jednotlivych shluki, proto tomto pripadé se jako vhodné
jevi urceni charakteristickych segmentti pro jednotlivé shluky a provedeni
diskrimina¢ni analyzy, tento postup je uveden v kapitole 4.2.5.

Rizikové charakteristiky jednotlivych shluki dostavame dle vztahu (4.18)
a (4.19).

Tabulka 4.20 Rizikové charakteristiky jednotlivych shlukt vypocitanych me-

todou medoidi
Shluk TVaR (v mil.) Pojistné (v mil.) | Contribution to
Total
1 2 156 959 0.17
2 5 348 750 0.43
3 5 572 1 242 0.42
Celkem 12 028 2 549 1
portfolio

4.2.4 Fuzzy shlukovani

Fuzzy shlukovani se od predchozich shlukovacich metod lisi zejména tim, ze
pritazuje kazdému segmentu pravdépodobnost prislusnosti do jednotlivych
shlukt oproti predchozim metodam, které prirazovaly segmenty jednoznacné
do prislusnych shlukii. U kazdého segmentu ur¢ime pravdépodobnost prislus-
nosti do jednotlivych shlukti a na zakladé této informace se rozhodneme do
jakého shluku tento segment nélezi, pfipadné nam dovoluje analyzovat do
jaké miry danné segmenty charakterizuji prislusny shluk.

Jako prvni se opét zamérime na urceni vhodného poc¢tu shlukl, k tomuto

ucelu spocitame pro jednotlivé pocty shluki primérnou siluetu, Dunntv a
Kaufmantv rozdélovaci koeficient.
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Tabulka 4.21 Vysledek vypoctu siluety, Dunnova a Kaufmanova koeficientu

Pocet Pramérna | F(U) F.(U) D(U) D.(U)
shlukt silueta

2 0.340989 0.5368 0.0737 0.3027 0.6055
3 0.256444 0.3804 0.0707 0.4864 0.7295
4 0.11719 0.2907 0.0542 0.6172 0.8229
5 0.113878 0.2233 0.0291 0.683 0.8538
6 -0.026218 | 0.1957 0.0349 0.7385 0.8862

Jak bylo uvedeno v teoretické sekci vhodny pocet shlukiti by mél dosaho-
vat minimalni hodnoty Dunnova koeficientu F,.(U) a maximélni hodnoty
Kaufmanova rozdélovaciho koeficientu D.(U). V nasem pripadé se jevi jako
vhodny pocet shluki dva nebo tti. Pro dalsi analyzu jsme zvolili jako vhodny
pocet shlukii t¥i. Tento pocet jsme zvolili z nasledujicitho divodu. Velikost
siluety pro tii shluky je jesté prijatelnd a mezi dvéma a tfemi shluky dojde
k vyznamnému narustu velikosti normovaného Kaufmanova rozdélovaciho

koeficientu D.(U).
Provedeme analyzu portfolia pro tti shluky.

Tabulka 4.22 Stredy jednotlivych shluku pro Fuzzy shlukovanim.

Proménna Shluk 1 Shluk 2 Shluk 3
AttMean 31% 3% 45%
AttSD 12% 1% 8%
LLMean 36% 14% 16%
LLSD 21% 25% 9%
Threat Mean 8% 27% 8%
ThreatSD 21% 103% 13%
ReserveCoV 20% 35% 15%
Stred shluku IN SW VP
Pocet segmenti ve | 20 13 14
shluku

Z tabulky je patrné, ze shluky jsou délené dle prevazujiciho rizika. V prv-
nim shluku, prevazuji segmenty primarné ovlivnéné velkymi skodami, druhy
shluk se vyznacuje prevahou katastrofickych skod a ve tretim shluku preva-
zuji segmenty z velkou mirou malych skod.

63



Tabulka 4.23 Procentudlni zastoupeni jednotlivych segmenti v dannych
shlucich.

Segment Shluk 1 Shluk 2 Shluk 3
AD 40.3% 16.32% 43.39%
BD 44.29% 16.77% 38.94%
CE 44.45% 9.31% 46.24%
CG 26.5% 48.76% 24.75%
CW 43.15% 19.43% 37.42%
CY 38.55% 24.52% 36.93%
DJ 20.66% 59.13% 20.21%
EC 38.58% 27.17% 34.25%
FS 39.93% 22.77% 37.3%

FW 40.87% 22.07% 37.06%
GN 34.26% 32.47% 33.27%
HX 37.88% 25.78% 36.34%
IF 37.73% 19.73% 42.54%
IN 46.96% 12.27% 40.77%
JC 42.24% 18.3% 39.46%
JI 19.48% 61.89% 18.62%
KF 21.45% 57.53% 21.02%
KI 37.47% 21.37% 41.16%
KV 46.07% 10.22% 43.72%
LB 43.29% 14.39% 42.32%
LD 26.52% 47.71% 25.77%
LJ 28.8% 42.81% 28.39%
ML 39.02% 18.83% 42.15%
MR 38.89% 17.69% 43.42%
MU 41.32% 11.45% 47.23%
NA 38.33% 18.3% 43.36%
NY 30.99% 36.91% 32.1%

OB 29.07% 41.55% 29.38%
OE 42.81% 10.07% 47.11%
QB 21.36% 57.71% 20.93%
QE 19.76% 61.12% 19.12%
QM 29.7% 42.08% 28.22%
RM 45.97% 9.69% 44.34%
SW 19.07% 62.35% 18.58%
TF 40.41% 12.52% 47.07%
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ad) Tabulka 4.23

Segment Shluk 1 Shluk 2 Shluk 3
™ 37.71% 20.36% 41.93%
UE 41.96% 21.11% 36.92%
UN 37.79% 28.82% 33.39%
VP 42.23% 10.31% 47.46%
WD 39.35% 18.82% 41.82%
WN 44.97% 11.87% 43.17%
WW 36.59% 22.97% 40.45%
XH 45.27% 10.22% 44.51%
XS 45.73% 10.67% 43.6%

XX 38.85% 26.45% 34.711%
YK 31.07% 38.52% 30.41%
ZA 46.25% 10.46% 43.29%

Jelikoz neni zZadny segment jednoznacné pritazen do jedinného shluku, je
potieba upravit vypocet TVaR v jednotlivych shlucich na zédkladé procentu-
alnitho zastoupeni segment v jednotlivych shlucich. Pro tento tcel uvedeme
dva odlisné vypocty pro rozdéleni skod mezi jednotlivé shluky.

I. Pomérné zastoupeni segmenta ve shlucich

Malé, historické a katastrofické skody rozdélime proporcionalné mezi jed-
notlivé shluky. Velké skody modelujeme na individuélni bazi, pro tento druh
skod tudiz mizeme vyuzit pristup pritazeni jednotlivych skod do shlukt dle
nasledujiciho klice.

1. Pro kazdou skodu simulujeme ndhodnotu velicinu T rovnomérné
rozdélenou na intervalu (0,1)

2. Pokud je 0<T < P[Segment=1] potom je Skoda pfifazena do prvniho
shluku, P[Segment=1]<T<P[Segment=1]+P[Segment=2] potom je pri-
razena do druhého shluku atd.

V pripadé katastrofickych skod musime rozlisovat zda-li se jedna o jednu
udélost, ktera vyznamné ovlivni pouze jeden segment, nebo zda-li skoda
nastava ve vice segmentech. Pro tcely vyse zminéného postupu ovsem po-
febujeme mit k dispozici informaci o jednotlivych katastrofach a jejich vliv
na portfolio. Z tohoto diivodu uvedeme dalsi metodu, ktera je zaloZzena na
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proporcionalnim rozdéleni celkové skody jednotlivych segment do shluki.
Touto metodou dostavame nasledujici tabulku rizikovych charakteristik pro
jednotlivé shluky

Tabulka 4.24 Rizikové charakteristiky pro jednotlivé shluky

Shluk TVaR (v mil.) Pojistné (v mil.) | Contribution to
Total

1 4 380 959 0.36

2 3 401 649 0.29

3 4 289 942 0.37

Celkem 12 028 2 549 1

portfolio

II. Jednoznacné prirazeni
Predpokladame, ze kazdy segment je prirazen jednoznacné do toho shluku
pro ktery ma nejvétsi pravdépodobnostni zastoupeni. Celkem dostavame né-

sledujici tabulku rizikovych charakteristik pro jednotlivé shluky

Tabulka 4.25 Rizikové charakteristiky pro jednotlivé shluky

Shluk TVaR (v mil.) Pojistné (v mil.) | Contribution to
Total

1 5 435 1212 0.4

2 5 322 693 0.43

3 2 487 645 0.19

Celkem 12028 2549 1

portfolio

Druhy pristup zvysil rozdily mezi jednotlivymi shluky, ale ignoruje fakt,
ze objekty jsou pritazeny naptic¢ shluky.

4.2.5 Srovnani shlukovacich metod

Ke srovnéni shlukovacich metod uvedenych vyse vyuzijeme vysledky vypo-
¢tu rizikovych charakteristik.
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Nasledujici tabulka? znézoriiuje vysledky piispévku do celkové hodnoty TVaR
portfolia, pro jednotlivé metody.

Tabulka 4.26 Rizikové charakteristiky pro jednotlivé shlukovaci metody a
jejich shluky

Shluk K-pruméru | Metoda Fuzzy- Fuzzy - %
medoid®? | jednoznaéné?| zastoupeni>

1 0.17 0.17 0.19 0.36

2 0.4 0.42 0.4 0.37

3 0.39 0.43 0.43 0.29

4 0.06

Uvedené metody shlukuji jednotlivé segmenty do shlukt s podobnou struk-
tutou rizikovych charakteristik. Fuzzy shlukovani s percentualnim zastoupe-
nim zmensuje rozdily mezi rizikovymi charakteristikami shluk, coz je vy-
sledek, ktery jsme ocekéavali. Srovnani nami pouzitych shlukovacich metod
ukézalo, ze celkové riziko naseho portfolia je fizeno segmenty ovlivnénymi
velkymi skodami. Toto zjisténi je dilezité pro vybér vhodného typu zajist-
ného programu.

4.2.6 Shlukovaci funkce

Jedna z dalsich moznosti jak shlukovat segmenty do rizikovych shluka vy-
chéazi z predchozich vypocéti medoidi jednotlivych shluki.

I. Kapital na pojistné

Princip této metody spociva ve vypoctu kapitalu na pojistné na hladiné
spolehlivosti 99.5% pro jednotlivé segmenty a nasledné prifazeni segmentu
do shlukt dle nejmensi vzdalenosti ke predem stanovenym medoidim jed-
notlivych shluki. Kapital na pojistné je definovan jako:
Kapitalgg™™
Pojistnesegment’
Prirazeni do jednotlivych shluki je pak definovano jako
CisloShluku' = min{j; |(RizikoPojistne™®¥ — RiskOnPrem®*9™™)|},
(4.21)

segment —

RizikoPojistne (4.20)

2Pferovnali jsme shluky dle pfevazujiciho rizika. Prvni shluk je vzdy s pfevahou maljch
skod, druhy s prevahou velkych skod a tieti s prevahou katastrofickych skod
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c¢ili na zakladé nejmensi euklidovské vzdalenosti k jednotlivym medoidim.

K vypocétu vyuzijeme medoidy urcené fuzzy shlukovanim. Vypoctem dle
(4.21) dostavame nésledujici strukturu segmenti v jednotlivych shlucich:

Tabulka 4.27 Segmenty v jednotlivych shlucich

Shluk Medoid Segmenty ve shluku

1 IN BD, CW, CY, EC, FS, GN, IF, IN, JC,
LB, RM, UE, UN, XX,

2 VP CE, FW, KI, KV, MR, MU, NA, OE,
TF, TW, VP, WD, WN, WW, XH, XS,
ZA,

3 SW CG, DJ, HX, JI, KF, LD, LJ, ML, NY,
OB, QB, QE, QM, SW, YK,

Kde prvni skupina shlukuje stredné rizikové segmenty kolem kapitalu na
pojisté IN = 3.26. Druhou skupinu povazujeme za méné rizikovou shlukuje
objekty okolo objektu V P = 3.22 a treti skupina je jako takova povazovana
za vysoce rizikovou, jelikoz objekty v této skupiné maji nejblize k segmentu
s rizikovym parametrem SW = 8.48. Segmenty IN a VP maji témér podob-
nou hladinu kapitalu na pojistné a vytvari pomyslnou hranici mezi malo a
stfedné rizikovymi segmenty.

I1. Statistika celkové ztraty

Tato metoda vychéazi z vypoctu stredni hodnoty a smérodatné odchylky
celkové ztraty z upisovaciho rizika (Underwriting risk) délené celkovym pri-
jatym pojistnym segmentu. Cilem této metody je stanoveni rizikovosti jed-
notlivych segmentt pro ucely dalstho upisovani téchto rizik a ptripadné pro
ucely upraveni vyse pojistného a rizikovych prirazek. Metoda rozrazuje seg-
menty do shlukt na zakladé nejmensi vzdalenosti k predem stanovenych me-
doidiim téchto shlukta. K vypoctu vyuzijeme medoidy vypocitané pti Fuzzy
shlukovani. Vysledné rozdéleni segmentti mezi jednotlivé shluky si ukazeme
na grafu (Pro vgpocet vzddlenosti od jednotlivjch medoidi byla pouZita eu-
klidovskd vzddlenost)
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Obrézek 4.5 Rozlozeni shluky vypocitanych pomoci statistiky celkové ztraty
SD
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Tabulka 4.28 Segmenty v jednotlivych shlucich
Shluk Medoid Segmenty ve shluku
1 IN AD, BD, CW, CY, EC, FS, FW, GN,

IF, IN, JC, KI, KV, LB, ML, QM, RM,
TW, UE, UN, WN, WW, XH, XS, XX,

YK,

2 VP CE, HX, MR, MU, NA, OE, TF, VP,
WD, ZA

3 SW CG, DJ, JI, KF, LD, LJ, NY, OB, QB,
QE, SW

Prvni shluk IN je s prevahou velkych skod a je pro pojistovnu stredné ri-
zikova. Druhy shluk VP je s prevahou malych skod a nizkou smérodatnou
odchylkou a tento shluk je pro nas malo rizikovy. Tteti shluk SW je s pre-
vahou katastrofickych a velkych skod s vysokou smérodatnou odchylkou a
jako takovy je pro pojistovnu vysoce rizikovy.

Diskriminacni analyza

Pro tucely diskrimina¢ni analyzy vyuzijeme vypocet ze shlukovdni meto-
dou medoidi, jelikoz vypocet siluety pro nékteré segmenty ukazal jejich
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nevhodné prirazeni do shlukt. Pro kazdy shluk vybereme urc¢ity pocet re-
feren¢nich segmentt na kterych provedeme diskrimina¢ni analyzu. Pro jed-
notlivé shluky jsme urcili nasledujici referencni segmenty:

Tabulka 4.28 Referenc¢ni segmenty v jednotlivych shlucich

Shluk Referen¢ni segmenty ve shluku

1 IF, KI, MR, NA, NY, TF, TW, WW

2 DJ, KF, LD, LJ, QE, SW

3 RM, WN, XS, KV, ZA, XX, FW, EC, BD, UN, UE, IN,
CW

Vypocitame matici vnitroskupinové variability E dle (2.3) a matici mezi-
skupinové variability B (2.4) a dostavame matici BE™*.

8.9 1 —06 23 127 —47 03
33 03 —-03 09 46 —-1.7 0.1
48 04 21 -2 —6.1 11 =05
BE!'!=| -53 —05 05 —14 —-74 27 -0.2
—-1.7 =07 -08 0 —-28 17 0.1
—75 —38 —48 04 —126 84 0.7
-36 —-1.1 —-11 —-03 =55 3 0.1

Dale vypocitame vlastni ¢isla matice BE™! a piislusné vlastni vektory

1,=11.2278  v;=(-0.489, -0.175, 0.157, 0.278, 0.149, 0.728, 0.275)
1,=4.505  v,=(0.435, 0.173, -0.551, -0.285, 0.0874, 0.618, 0.0776)

konstanty w, dostavame dle (3.4) w; = —0.29 a wy = —0,285. Dale dle
(3.5) vypocitame diskrimina¢ni skére pro stiedy jednotlivych shluki de-
finovanych jako vektor prtimérnych hodnot v jednotlivych shlucich z, =
[Tk, Th 2, o, T 7] Pro k=1, 2, 3 a déle vypocitame diskriminacni skére pro
jednolivé segmenty.

Na zékladé minimalni euklidovské vzdalenosti k jednolivym stfedim pri-
radime jednotlivé segmenty pojistnych smluv do shluki.
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Tabulka 4.29 Vypocet diskriminac¢niho skore pro jednolivé segmenty a pri-
razeni do jednotlivych shlukt

Segment R1 R2 Shluk
7 20,431 0,232 1
%y 1,052 0,222 2
T3 -0,086 -0,246 3
OE -0,286 -0,075 3
VP -0,328 -0,089 3
AD -0,176 0,053 1
OB 0,057 0,292 1
ML 20,19 0,082 1
WD -0,375 -0,017 1
MU -0,356 -0,051 1
NY -0,082 0,624 1
TF 0,356 0,03 1
MR 20,612 0,055 1
Ww -0,27 0,314 1
KI -0,619 0,225 1
IF 20,429 0,213 1
™™ -0,537 0,235 1
NA -0,541 0,163 1
YK 0,119 0,024 3
GN 0,18 -0,451 3
QM 0,233 -0,015 3
CG 0,276 -0,067 3
I 0,339 0,106 3
QOB 0,325 0,236 3
LJ 0,921 0,286 2
QE 0,471 0,157 9
LD 1,079 -0,077 2
DJ 0,66 0,336 p
KF 0,764 0,362 p
SW 0,676 0,269 2
CE -0,258 -0,142 3
HX -0,034 -0,121 3
LB 0,1 -0,052 3
Y 20,203 -0,49 3
JC -0,048 -0,054 3
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ad Tabulka 4.29

Segment R1 R2 Shluk
FS -0,019 -0,153 3
XH -0,267 -0,204 3
RM -0,183 -0,145 3
WN -0,266 -0,252 3
XS -0,245 -0,222 3
KV -0,217 -0,182 3
ZA -0,18 -0,183 3
XX 0,059 -0,205 3
FwW -0,055 -0,346 3
EC 0,073 -0,322 3
BD -0,079 -0,197 3
UN 0,122 -0,265 3
UE -0,004 -0,349 3
IN -0,129 -0,23 3
CW -0,02 -0,304 3

V dalsim kroku dostavame dle (3.7) korelacni koeficienty mezi kanonickymi
proménnymi a puvodnimi proménnymi. Korela¢ni koeficienty urcuji dulezi-
tost jetnolivych proménnych pro rozdéleni do jednotlivych shluku.

Tabulka 4.30 Korela¢ni koeficienty pro jednotlivé proménné

Proménna | rl r2
Att mean | -0,061 0,048
Att SD -0,015 0,046
LL Mean 0,065 -0,053
LL SD 0,072 -0,044
Threat 0,073 0,036
mean

Threat SD | 0,096 0,055
Reserve 0,036 -0,006
CoV

jak plyne z této tabulky, tak zadnd proménna nema vyznamny vliv na roz-
déleni segmentti do jednotlivych shlukt. Celkem maly vliv na prifazeni do
jednotlivych shlukt ma proménnéd Reserve CoV a Att SD.

Pokud jde o potiebu obou kanonickych proménnych pro odliSeni jedno-
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litvych shluki, pak provedeme Wilkstv test, kdy testujeme hypotézu o nu-
lovych hodnotach obou vlastnich ¢isel. Pro prvni vlastni ¢islo je Bartletovo
testové kritérium dle (3.8)

V=47 —1— (74 3)/2.(In(1 + 11.2278) + In(1 + 4.505))] = 172.584

Priblizné rozdéleni je chi kvadrat s 14-ti stupni volnosti a na hladiné spo-
lehlivosti 5% vede k zamitnuti hypotézy o nulové hodnoté prvniho vlastniho
cisla.

Pro druhé vlastni ¢islo je hodnota Bartletova testového kritéria dana dle
V=[47-1—(7+3)/2.In(1 4 4.505)] = 69.93

Priblizné rozdéleni je chi kvadrat s 6-ti stupni volnosti a na hladiné spoleh-
livosti 5% vede k zamitnuti hypotézy o nulové hodnoté druhého vlastniho
¢isla.

Po provedeni diskrimina¢ni analyzy jsme preradili nékteré nespravné za-
fazené segmenty po shlukovani metodou medoidi. Provedeme vypocet ri-
zikovych charakteristik v jednotlivych skupinach a provedeme srovnani s
ptivodnim rozdélenim segmentii.

Tabulka 4.31 Srovnani rizikovych charakteristik pred a po diskriminacni

analyze
Shluk TVaR Old Contribution to | TVaR New Contribution to
Total Old Total New
1 2 156 0.17 1 851 0.14
2 5 348 0.43 1219 0.08
3 5572 0.42 9 555 0.79

Diskriminac¢ni analyza odhalila odlehlou vysoce rizikovou skupinu (pfevazné
s katastrofickymi skodami), ale na druhou stranu z diavodu malého poc¢tu
segmentil v této skupiné je jeji vliv na celkovou rizikovost portfolia mensi.

Nasledujici graf znézornuje centroidy jednolitvych shlukii a rozdéleni seg-
mentd do jednotlivych shluki.
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Obréazek 4.6 Rozdéleni segmentti do jednotlivych shluki
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Slukovaci funkce

Nasledujici shlukovaci funkce byla pouzita pro pritazeni segment do jed-
notlivych shlukt pti diskriminacni analyze.

Shluk=min{i; D;}, kde D;, i=1, 2, 3 je definovano jako

Dy = \/(~0431 — aTvy + wy)? + (0,232 — 27wz + ws)?
Dy = \/(1.052 — 2Tv; + wy)? + (0,222 — 27wy + wy)?2
D3 = \/(—0.086 — xTvy +w1)? + (0,246 — 27w + w2)?.

Zajisténi

Ve vypocetni sekci jsme vSechny vysledky uvadéli v hrubé vysi, tj. bez zajis-
téni. Shlukovaci metody rozdeélily nase portfolio do shluki dle prevazujiciho
rizika - malé skody, velké skody a katastrofické skody. Vyse uvedenou ana-
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Iyzu portfolia 1ze dale vyuzit pro potteby zajisténi, tedy vybéru vhodného
zajisténi dannou skupinu pojistnych smuv, ptipadné pro cely rizikovy shluk.
V pripadé malych skod, se jako vhodné zajisténi jevi zajisténi proporcionalni
(kvétové, pripadné lze jesté uvazovat kvotové zajisténi s loss coridorem, tedy
pokud se skodni pomér dostane do urcitého pasma, tak zajistitel zaplati ur-
¢ity predem dohodnuty pomér navic). Neproporcidlni typ zajisténi na idi-
vidualni skodni bazy (XoL zajisténi) v tomto pripadé nema vibec smysl,
proto se také povétsinou malé skody mohou modelovat v kumulaci.

V pripadé prevazujicich velkych skod se jako rozumné volba zajisténi jevi za-
jisténi skodniho nadmérku (pokud $koda presdhne predem stanovenou hra-
nici, tak zajistitel plati skody nad touho hranici do pfedem urceného limitu).

V pripadé katastrofickych skod se v praxi vétsinou voli zajisténi Stop-Loss[1],
pripadné se pro potteby zajisténi voli tzv. ART Alternative Risk Transfer
kontrakty. Mezi nejbéznéjsi ART kontrakty patii takzvané katastrofické dlu-
hopisy Cat bonds, kdy cedent plati kupén a v pripadé predem specifikované
katastrofické uddlosti (napr. tornddo, kdy celkova trzni ztrata bude vétsi nez
100 mil USD) obdrzi nominalni hodnotu dluhopisu.

Volba vhodného zajisténi muze vyznamné snizit kapitdlovy pozadavek a
omezit rizikovost naseho portfolia. Na druhou stranu nevhodné volba za-
jisténi nejenom, ze nesnizi kapitalovy pozadavek, ale navic jesté snizuje pro-
fitabilitu portfolia (napiiklad pokud bychom uzavieli XoL FEzcess of Loss
zajisténi s prilis vysokou prioritou na skupinu smluv s vyznamnou prevahou
malych skod). V zajisténi plati stejnd logika jako v pojisténi, tedy zajisténi
bychom méli uzavtit v pripadé, kdy pripada skoda mtze vyznamné ovlivnit
chod pojistovny. Vice o zajisténi a metodach vypoctu je mozné se docist v
[1] [2]. V¥se uvedend analyza vysledki pro tcely zajisténi je pouze naznaceni
dalsi aplikace vysledk.
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo shrnout metody vypoctu rizikovych charakte-
ristik, které se sleduji a méri v pojistovnictvi na irovni homogennich skupin
pojistnych smluv. Jadro textu spociva v predstaveni shlukovacich metod
vicerozmérné statistiky a jejich nasledna aplikace na soubor homogennich
segmentil pojistnych smluv za tcelem analyzy celkového rizika daného port-
folia, dle pritazeni jednotlivych segment do shlukii s odlisSnym rizikovym
profilem.

V teoretické casti diplomové prace byly popsany a rozebrany metody vypo-
¢tu rizikovych charakteristik, zamérili jsme se pritom na odhad upisovaciho
rizika a rizika rezerv. Pro odhad parametri a nasledné modelovani upisova-
ciho rizika jsme rozdélili skody do t¥i kategorii - malé, velké a katastrofické.
Kazdou z téchto kategorii upisovaciho rizika jsme uvedli zvlast, véetné po-
pisu zptsobu modelovani téchto kategorii a jejich vyznamu z hlediska zajis-
téni. Pro ucely odhadu parametru rizika rezerv jsme popsali dvé metody a
to metody Mack a Bootstrap s poukazanim na fakt, Zze obé metody nejsou
idealni a nemtzou byt pouzivany automaticky, jelikoz v nékterych pripadech
je jejich pouziti naprosto nevhodné. V druhé ¢asti teoretické sekce jsme shr-
nuli pouzivané shlukovaci metody a charakteristické aspekty téchto metod.
Dostatek prostoru byl pritom vénovan problematice urc¢eni vhodného poctu
shlukt na bazi primeérné siluety, procenta variace, Dunnova a Kaufmanova
rozdelovaciho koeficientu. Nasledné jsme se zamérili na rizné metody shlu-
kovani objektl do shlukt, véetné vypoctu siluety jakozto statistického testu
urcujici vhodnost zafazeni jednotlivych objekti do prislusnych shluki.

Vysledkem praktické ¢asti diplomové prace jsou rizikové charakteristiky vy-
pocitané na realnych datech pro jednotlivé homogenni segmenty pojistnych
smluv a néasledné aplikovani shlukovacich metod popsanych v teoretické
casti. V prvni fazi jsme aplikovali metody hierarchického shlukovani, za tce-
lem ziskani predstavy o struktufe portfolia a vhodného poctu shluki. Vy-
stupem shlukovacich metod je roztiidéni objektu do jednotlivych shluku dle
rizikovych parametri véetné vypoctu siluety. V dalsi fazi jsme vybrali cha-
rakteristické segmenty pro jednotlivé shluky a aplikovali jsme diskriminac¢ni
analyzu za Ucelem rozdéleni vSech segmentii do jednotlivych shluki, jelikoz
vypocet siluety pro nékteré segmenty indikoval naprosto nevhodné pritazeni.
Déle jsme se zamérili na urceni rizikovych charakteristik jednotlivych shluki.
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Jako hlavni rizikovou charakteristiku jednotlivych shlukd v praci uvadime
vypocet TVaR a prispévek jednotlivych shlukii do TVaR celého portfolia.
Pro 1ucely modelovani a nasledného stanoveni celkové TVaR jsme stanovili
korelace mezi jednotlivymi segmenty pojistnych smluv. Problematika od-
hadu korelacnich koeficientii je pomérné naroc¢na, zejména pri nedostatku
dat a jeji zpracovani by mohlo byt skutecnou vyzvou pro budouci diplo-
manty, jelikoz vyse korelacnich koeficienti miize vyznamné ovlivnit celko-
vou rizikovost portfolia. Jako hlavni pfinost prace vidim v moznosti vyuziti
téchto metod k obsahlé analyze portfolia pojistovny a pro lepsi pochopent,
kterd slozka rizika ovliviiuje celkovou vysi kapitalu a zaroven zodpovida
otazku, ktery shluk/segment pojistnych smluv pfedstavuje pro pojistovnu
potencionalni riziko a vysi tohoto rizika. Pripadné jdou uvedené metody vy-
uzit ke srovnani rizikovosti portfolii mezi pojistovnami.
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