
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Jiří Dvořák

Simulace závislosti kvality PET obrazů
na dávce radiofarmak a tělesných
parametrech metodou Monte Carlo

Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Jiří Boldyš, Ph.D., Ústav
teorie informace a automatizace Akademie věd ČR, v.v.i.

Studijní program: Matematika
Studijní obor: Pravděpodobnost, matematická statistika

a ekonometrie
Studijní plán: Teorie pravděpodobnosti a náhodné procesy

2010



Na tomto místě bych chtěl poděkovat všem, kteří přímo či nepřímo pomohli
ke vzniku či zkvalitnění této práce. Děkuji především vedoucímu své diplo-
mové práce Mgr. Jiřímu Boldyšovi, Ph.D., za cenné rady, trpělivé vedení
v průběhu celé práce a velkou pomoc při zpracování obrazových dat.
Dále děkuji RNDr. Dr. Jiřímu Janáčkovi z Fyziologického ústavu AV ČR,

v.v.i., jako konzultantovi své diplomové práce za poskytnutou literaturu
a odborné konzultace týkající se teorie náhodných polí.
Za odborné rady a čas, který mi věnovali, děkuji také následujícím za-

městnancům MFF UK (v abecedním pořadí): prof. RNDr. Jiřímu Andě-
lovi, DrSc., prof. RNDr. Viktoru Benešovi, DrSc., RNDr. Zdeňku Hlávkovi,
Ph.D., RNDr. Zbyňku Pawlasovi, Ph.D., doc. RNDr. Janu Ratajovi, CSc.
a RNDr. Jitce Zichové, Dr.
Děkuji doc. MUDr. Otakaru Bělohlávkovi, CSc., z PET centra Nemoc-

nice Na Homolce za vstřícný přístup při rozhovorech o medicínské stránce
PET zobrazování, za poskytnutá data i souhlas s použitím některých reál-
ných snímků v této diplomové práci. Děkuji také Ing. Pavlu Mácovi z Ne-
mocnice Na Homolce a Ing. Radku Matějkovi ze společnosti Siemens za
upřesnění některých technických detailů týkajících se modelovaného PET
skeneru.
Ústavu teorie informace a automatizace AV ČR, v.v.i., děkuji za po-

skytnutí výpočetní kapacity k provedení potřebných simulací, a Ing. Filipu
Šroubkovi, Ph.D., za vydatnou pomoc s instalací simulačního balíku GATE.
Děkuji také své rodině a blízkým za podporu a vytvoření takových pod-

mínek, které mi umožnily práci v potřebném termínu dokončit.

Prohlašuji, že jsem svou diplomovou práci napsal samostatně a výhradně
s použitím citovaných pramenů. Souhlasím se zapůjčováním práce a jejím
zveřejňováním.

V Praze dne 27. 7. 2010 Jiří Dvořák

2



Obsah

Úvod 5

1 PET zobrazování a jeho simulace 7
1.1 Principy PET zobrazování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Počítačové simulace PET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Příprava simulací PET obrazů 14
2.1 Rozměry simulovaného fantomu . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Výpočet aktivity pro fantom . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Korekce a ukázky simulovaných obrazů . . . . . . . . . . . . 21
2.4 Metodika simulací . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Geometrie náhodných polí 28
3.1 Prahování náhodných polí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2 Výpočet E [χ(Et)] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 Posouzení vlastností reálných a simulovaných PET obrazů 36
4.1 Model vzniku PET obrazů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2 Vlastnosti PET obrazů — příprava . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Korelační struktura dat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.4 Normalita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.5 Stacionarita a izotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.6 Shoda modelu — simulované snímky . . . . . . . . . . . . . 50
4.7 Shrnutí vlastností PET obrazů . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 Detekovatelnost lézí 54

6 Kvalita simulovaných PET obrazů 59

Závěr 67

Literatura 69

A Model skeneru Siemens Biograph 72

3



Název práce: Simulace závislosti kvality PET obrazů na dávce radiofarmak
a tělesných parametrech metodou Monte Carlo
Autor: Jiří Dvořák
Katedra (ústav): Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
Vedoucí diplomové práce: Mgr. Jiří Boldyš, Ph.D., Ústav teorie informace
a automatizace AV ČR, v.v.i.
e-mail vedoucího: boldys@utia.cas.cz

Abstrakt: Pozitronová emisní tomografie (PET) je zobrazovací metoda umož-
ňující zachytit distribuci podaného radiofarmaka v těle pacienta. Tato práce
podává přehled o základních principech PET zobrazování a používá teorii
hladkých náhodných polí k detekci oblastí se zvýšenou koncentrací radiofar-
maka. Tento postup je testován na souboru simulovaných snímků pacientů
s různou hmotností.
Hlavním cílem práce je popis kvality simulovaných PET obrazů v závislosti
na množství podaného radiofarmaka a tělesných parametrech pacienta. Zjiš-
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Abstract: Positron emission tomography (PET) is an imaging technique
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ory to detect locations with increased radiotracer uptake. This procedure is
tested on a collection of simulated PET images.
The aim of this work is to describe the quality of simulated PET images in
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Úvod

Pozitronová emisní tomografie (PET) je zobrazovací technika určená ke stu-
diu procesů v lidském těle. Umožňuje získat informace o prostorovém roz-
ložení předem aplikované radioaktivní látky (radiofarmaka) v těle pacienta.
Nejčastěji se PET využívá při vyšetření onkologických pacientů a detekci
případných nádorů.
Kvalita výsledného trojrozměrného obrazu závisí na množství podané

radioaktivity (přesněji: na aktivitě příslušného radioaktivního zářiče — ra-
diofarmaka), na době snímání a na tělesných parametrech pacienta. Aby se
zamezilo zbytečnému ozařování pacienta a zároveň se dosáhlo žádoucí kva-
lity obrazu, je zde z lékařského hlediska poptávka po optimalizaci dávky
radiofarmaka.
V této práci budeme zkoumat kvalitu simulovaných PET snímků břicha

pacienta, pokrývajících oblast jater a okolí, a její závislost na tělesných pa-
rametrech (hlavně hmotnosti). Cílem je popsat tuto závislost a odvodit tvar
křivky konstantní kvality, která určuje, kolik radiofarmaka je nutné podat
pacientovi s danými tělesnými parametry, aby bylo dosaženo určené kvality
výsledného obrazu.
Tuto křivku následně porovnáme s předpisem, kterým se určuje množství

použitého radiofarmaka v lékařské praxi v současné době. Pokud nalezneme
podstatné rozdíly mezi tvarem odvozené křivky konstantní kvality a tvarem
křivky určené aktuálně používaným předpisem, budeme to považovat za
důvod k hledání alternativního vzorce, který by ten současný nahradil.
K popisu kvality simulovaných PET obrazů využijeme mimo jiné přístup

založený na detekci simulovaných jaterních lézí.† Ty modelujeme jako místo
s lokálně zvýšenou koncentrací radiofarmaka, což odpovídá chování nádorů
při reálném PET vyšetření.
Otázka detekce míst se zvýšenou koncentrací radiofarmaka je důležitá

sama o sobě a v této práci bude představena metoda, která umožní tento
problém řešit rigorózním postupem. Jádrem této metody jsou některé silné
výsledky teorie hladkých náhodných polí a integrální geometrie, hlavně apro-
ximace pravděpodobnosti, že maximum náhodného pole přesáhne určitou
prahovou hodnotu t, pomocí střední hodnoty Eulerovy charakteristiky mno-
žiny bodů, v nichž hodnoty náhodného pole t přesahují.
PET obrazy mohou být chápany jako realizace náhodného pole pozoro-

vané v pravidelných mřížových bodech. Předložený postup detekce míst se

†Medicínsky: abnormální tkáň, poškozená nemocí nebo úrazem.
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zvýšenou koncentrací radiofarmaka vyžaduje splnění určitých předpokladů
kladených na vlastnosti uvažovaného náhodného pole. V případě konkrétní
varianty výsledků citovaných v této práci jsou těmito předpoklady hlavně
normalita rozdělení pozorovaných hodnot a slabá stacionarita a izotropie ná-
hodného pole. Vlastnosti reálných i simulovaných PET obrazů jsou v práci
podrobně rozebrány s cílem ověřit, zda jsou předpoklady normality, slabé
stacionarity a izotropie splněny.
Pro simulaci PET obrazů v rámci této práce byl použit simulační balík

GATE, který při modelování fyzikálních dějů odehrávajících se při PET
zobrazování využívá metody Monte Carlo (pro podrobné informace viz [11]).
Při řešení této práce byly také využity programy R (softwarové pro-

středí pro statistické výpočty, viz [16]) aMathematica (systém pro numerické
a symbolické výpočty a vizualizaci dat, viz [24]).
První kapitola práce má přehledový charakter a představuje základní

principy PET zobrazování a jeho simulací pomocí balíku GATE. Kapitola 2
popisuje přípravu modelu těla pacienta a metodiku provedených simulací.
V kapitole 3 je představen postup odhalování jaterních lézí opírající se

o výsledky teorie hladkých náhodných polí. Čtvrtá kapitola je věnována
ověření, zda reálné a simulované PET obrazy splňují předpoklady normality,
slabé stacionarity a izotropie, které jsou nutné k aplikaci výsledků uvedených
v kapitole 3.
Pátá kapitola se zabývá testováním uvažovaného způsobu detekce ja-

terních lézí v souboru simulovaných snímků. V kapitole 6 je vyhodnocena
kvalita simulovaných obrazů v závislosti na množství podané radioaktivity
a hmotnosti pacienta. Nalezené křivky konstantní kvality obrazu jsou pak
srovnány se vzorcem v současnosti používaným k určování množství radio-
farmaka podaného pacientovi.
Kapitola 1 obsahuje výhradně přejaté informace, v ostatních kapitolách

jsou pak všechny popisované postupy a výsledky, vyjma explicitně citova-
ných, původní. Reálné snímky pacientů na stranách 16 a 29 byly poskytnuty
PET centrem Nemocnice Na Homolce a jsou použity s jeho laskavým svole-
ním. Informace týkající se používání PET v medicínské praxi jsou čerpány
z rozhovorů s lékaři PET centra Nemocnice Na Homolce.
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Kapitola 1

PET zobrazování a jeho
simulace

Pozitronová emisní tomografie (PET) je tomografická metoda sloužící ke zjiš-
tění distribuce předem aplikované radioaktivní látky (radiofarmaka) v těle
pacienta. Podle druhu použitého radiofarmaka může PET sloužit například
k detekci nádorů nebo zánětů, měření aktivity neuronů či rozlišení odumřelé
tkáně od životaschopné.
Na rozdíl od jiných zobrazovacích metod, jako je například magnetická

rezonance nebo CT†, neposkytuje tato metoda anatomické údaje o struktuře
zobrazovaných tkání, ale informace o procesech v nich probíhajících. Kon-
krétně ukazuje, jakou měrou je v dotyčné tkáni radiofarmakum odebíráno
z krevního řečiště.
Drtivá většina PET vyšetření v klinické praxi je předepisována onkologic-

kým pacientům buď před zahájením léčby, po jejím skončení k vyhodnocení
úspěšnosti léčebného postupu, nebo s delším časovým odstupem pro zjiš-
tění případného návratu nádoru. Užitečnost PET je v tomto případě dána
vlastnostmi použitého radiofarmaka — v onkologii jde obvykle o radioak-
tivním fluorem značkovanou glukózu (18F-FDG), která je stejně jako běžná
neznačkovaná glukóza intenzivně vstřebávána metabolicky velmi aktivními
tkáněmi, jako jsou právě tkáně nádorové.
Krátký přehled historie PET zobrazování poskytuje například mate-

riál [12]. Počátky PET se datují do roku 1953, kdy se poprvé podařilo ukázat
přítomnost aplikované radioaktivní látky v mozku pacienta pomocí dvou de-
tektorů umístěných po stranách hlavy.
V roce 1974 bylo poprvé použito prstencové uspořádání detektorů kolem

těla pacienta, které se využívá dodnes. V následujících letech sloužily PET
skenery především k vědeckému výzkumu, teprve od 90. let se díky použití
nových detekčních materiálů a lepší dostupnosti výkonné výpočetní techniky
rozšířily také v klinické praxi při diagnostice pacientů.
V České republice byl první PET skener instalován v roce 1999 v pražské

Nemocnici Na Homolce. V současné době je v ČR v provozu sedm PET

†Computed Tomography, česky počítačová tomografie.
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skenerů, dlouhodobým cílem je přitom mít 1 až 1,5 PET skeneru na milion
obyvatel (viz koncepci oboru nukleární medicína [6]).

1.1 Principy PET zobrazování

V následujících odstavcích budou popsány základní myšlenky a jevy, které
se využívají v PET zobrazování. Pro usnadnění pozdějšího srovnání reál-
ného snímání a jeho počítačové simulace jsou některé části pojaty dosti po-
drobně. Informace zde předložené jsou čerpány z webových zdrojů [5, 12, 14]
a osobních rozhovorů s lékaři PET centra Nemocnice Na Homolce. Příklady
uváděné v této kapitole se budou týkat nejobvyklejšího PET vyšetření, tedy
snímání onkologických pacientů s využitím značkované glukózy 18F-FDG.
Při PET vyšetření je pacientovi aplikováno radiofarmakum obsahující

nestabilní nuklid s krátkým poločasem rozpadu podléhající β+ přeměně. Při
tomto typu radioaktivní přeměny nestabilního jádra dochází k emisi pozit-
ronu (částice, která má analogické vlastnosti jako elektron, má však kladný
elektrický náboj). Příkladem používaného nestabilního nuklidu podléhají-
cího β+ rozpadu může být už zmiňovaný fluor 18F s poločasem rozpadu
přibližně 110 minut nebo kyslík 15O (poločas rozpadu 2 minuty).
Vzniklý pozitron vylétá z místa rozpadu a interakcemi s okolní hmotou

ztrácí část své energie. V blízkosti místa rozpadu pak dojde k anihilaci tohoto
pozitronu s elektronem, přičemž dojde k zániku obou částic a vyzáření dvou
fotonů s energií 511 keV†† pohybujících se v opačných směrech.
Právě tato dvojice anihilačních fotonů je zachycována v detektorech umís-

těných prstencovitě kolem těla pacienta. Přicházející foton odevzdává svou
energii interakcí s částicemi v některém ze scintilačních krystalů tvořících
detektor. Tyto krystaly ze speciálních materiálů mají schopnost převádět
energii dopadajících anihilačních fotonů na viditelné světlo, které je následně
zesilováno soustavou fotonásobičů a dále zpracováváno jako signál pocháze-
jící z dotyčného krystalu.
Vyhodnocovány jsou pouze zachycené anihilační fotony s určitou energií.

Pásmo přípustných energií může být například 425–650 keV, které z dalšího
zpracování vyloučí:

• fotony s vlnovou délkou v infračervené a viditelné oblasti spektra
a v části ultrafialové oblasti (mají mnohem nižší energii, proto viditelné
světlo neovlivňuje proces snímání),

• anihilační fotony, které interakcí s okolní hmotou ztratily nezanedba-
telnou část své energie a odchýlily se od původního směru (ve scintilač-
ním krystalu odevzdají méně energie, než je spodní hranice intervalu),

• případy, kdy jsou v jednom krystalu detektoru zaznamenány současně
dva či více anihilačních fotonů (celková energie, kterou v krystalu ode-

††Zkratka kiloelektronvoltu (jednotka energie mimo soustavu SI, používaná k vyjádření
malých množství energie).
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Obrázek 1.1: Typy koincidencí (černě jsou zakreslené dráhy anihilačních fo-
tonů, červeně chybně přiřazené přímky odezvy).

vzdají, přesáhne horní mez daného intervalu — při zpracování takové
události by došlo k problémům s přiřazením takzvané přímky odezvy,
viz dále).

Pokud systém zaznamená v dostatečně krátkém časovém intervalu (tzv.
koincidenčním okénku) ve dvou různých krystalech přicházející fotony s pří-
pustnou energií, předpokládáme, že jde o fotony pocházející ze stejné anihi-
lace. V takovém případě říkáme, že došlo ke koincidenci. Právě tyto koinci-
dence jsou zaznamenány a dále zpracovávány.
Rozlišujeme tři typy koincidencí (viz také obrázek 1.1):

• pravé — jsou zachyceny dva fotony pocházející ze stejné anihilace,
přičemž ani jeden z nich se během svého letu neodchýlil z původního
směru (nedošlo k rozptylu v tkáni),

• rozptýlené — u jednoho nebo obou fotonů vzniklých při stejné anihilaci
došlo k interakci s okolním materiálem a tedy k rozptylu (odevzdání
části energie a změně směru letu fotonu),

• náhodné — v koincidenčním časovém okénku jsou na detektoru za-
znamenány dva fotony, které pocházejí z různých anihilací a pouze
náhodou dorazily do detektoru těsně po sobě.

Pouze pravé koincidence přinášejí požadovanou informaci, ze které se ná-
sledně odvozují závěry o distribuci radiofarmaka v těle pacienta. Rozptýlené
a náhodné koincidence jsou nežádoucí a získané informace zkreslují. Po-
čet rozptýlených koincidencí je možné snížit zúžením intervalu přípustných
energií (větší množství rozptýlených fotonů bude vyloučeno ze zpracování),
náhodné koincidence takto filtrovat nelze a jejich výskyt je možné pouze
odhadovat.
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Měřítkem kvality PET snímku může být například v medicínské praxi
používaná hodnota NECR (Noise Equivalent Count Rate, viz [12]), defino-
vaná vzorcem

NECR =
T 2

T + S +R
, (1.1)

kde T , S a R jsou počty pravých (true), rozptýlených (scattered) a ná-
hodných (random) koincidencí zaznamenaných v daném snímku, nicméně
intuitivně odpovídá efektivnímu počtu pravých událostí vzhledem k poměru
signálu vůči šumu.
Každé zaznamenané koincidenci můžeme přiřadit takzvanou přímku ode-

zvy — přímku procházející dvěma krystaly, jež zaznamenaly přicházející
anihilační fotony, které daly vzniknout této koincidenci. Předpokládáme, že
k anihilaci, z níž tyto fotony pocházejí, došlo v některém bodě této přímky.
Scintilační krystaly tvořící detektory mívají rozměry v řádu milimetrů, proto
je tato lokalizace pro účely PET zobrazování dostatečně přesná, byť je svou
povahou diskrétní.
Pravým koincidencím je tímto postupem přiřazena správná přímka ode-

zvy, rozptýleným a náhodným koincidencím je přiřazena chybná přímka (viz
obr. 1.1) a dochází tak ke zkreslení výsledného obrazu.
Každé dvojici krystalů odpovídá jedna přímka odezvy, a výstupem sa-

motného snímacího procesu jsou údaje o počtu koincidencí zaznamenaných
na jednotlivých přímkách. Tyto hodnoty jsou pak sofistikovaným rekon-
strukčním algoritmem transformovány — volně řečeno — do trojrozměrné
mapy počtu zaznamenaných anihilací, ke kterým došlo v jednotlivých bo-
dech zorného pole skeneru.
Opět zde dochází k určité diskretizaci, kdy je snímaný prostor rozdělen na

konečný počet voxelů (trojrozměrná obdoba pixelu známého z dvojrozměr-
ných obrázků). Výsledkem rekonstrukčního procesu jsou pak odhady počtu
zaznamenaných událostí (anihilací), ke kterým došlo v jednotlivých voxe-
lech. Z vysoké hodnoty v nějakém voxelu pak můžeme usuzovat na vysokou
koncentraci radiofarmaka v dané části zobrazované tkáně.
Součástí rekonstrukčního procesu jsou i korekce na různé nepříznivé vlivy,

jako je korekce náhodných koincidencí nebo korekce zeslabení proudu fotonů
v tkáni (typicky je registrováno jen okolo 6 % emitovaných párů anihilačních
fotonů, převážně z povrchových částí těla pacienta; v hlubších oblastech těla
je signál slabší — fotony musí projít větší vrstvou tkáně a do detektorů jich
dorazí mnohem méně).
Po rekonstrukci je výsledný PET snímek ještě vyhlazen gaussovským fil-

trem s šířkou 5 mm, u obézních pacientů se používá filtr s šířkou 7 mm. Šířka
filtru (FWHM — full width at half maximum) je definována jako vzdálenost
mezi body, v nichž hodnota vyhlazovací funkce dosahuje poloviny jejího ma-
xima, viz obrázek 1.2.
Prostorová rozlišovací schopnost moderních skenerů dosahuje přibližně

4–6 mm, tj. ve výsledném snímku je možné rozlišit dva bodové nebo čárové
zdroje záření, pokud je mezi nimi vzdálenost větší než 4–6 mm.
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Obrázek 1.2: Určení šířky filtru (FWHM — full width at half maximum)
v případě jednorozměrného filtru s gaussovskou vyhlazovací funkcí f(x).

Toto prostorové rozlišení PET skenerů je ovlivňováno několika faktory.
Jedním z nich je dosah pozitronu v tkáni, čímž rozumíme průměrnou vzdá-
lenost mezi místem emise pozitronu (místem, kde došlo k rozpadu radio-
nuklidu) a místem anihilace. Ve vodě je dosah pozitronu vzniklého při roz-
padu fluoru 18F přibližně 1 mm, v tkáních lidského těla, které jsou z velké
části vodou tvořeny, je dosah pozitronu podobný (viz [5]).
Dalším faktorem je vliv nekolinearity fotonového páru vznikajícího při

anihilaci pozitronu s elektronem. Z místa anihilace nevylétají tyto fotony
v přesně opačných směrech, ale s malou odchylkou od těchto předpokláda-
ných směrů. Typická úhlová odchylka o 0,25◦ znamená zhoršení rozlišovací
schopnosti skeneru o 2 mm při průměru detektorového prstence 80 cm, což
je běžné u moderních přístrojů (viz [12]).
Tyto dva faktory (dosah pozitronu v tkáni a nekolinearita páru anihilač-

ních fotonů) jsou dané fyzikální stránkou věci. Z dalších vlivů, které ovlivňují
prostorovou rozlišovací schopnost skeneru, je asi nejpodstatnějším velikost
scintilačních krystalů tvořících detektory — čím menší krystaly, tím hustší
síť přímek odezvy je k dispozici a tím přesněji je možné zdroj anihilačních
fotonů lokalizovat.
Po aplikaci radiofarmaka pacientovi následuje časová prodleva nutná

k tomu, aby se látka rozšířila do tkání celého těla, teprve potom má smysl
zahájit snímání. V případě použití 18F-FDG činí tato prodleva průměrně
75 minut.
Vlastní snímání obrazů trvá od několika minut až do 1,5 hodiny podle

velikosti zobrazované oblasti (viz [14]). Během této doby pacient nehybně
leží na lůžku, které se s ním posouvá detekčním prstencem. V jedné poloze
lůžko zůstává typicky 3 minuty, během nichž je nasnímána část těla pacienta
o délce odpovídající šířce zorného pole skeneru (dnes obvykle kolem 20 cm).
Potom se lůžko posune tak, že nově snímaná oblast se s tou původní překrývá
o 30–50 % šířky zorného pole skeneru a pokračuje se ve snímání další části
těla. Díky tomuto překryvu je možné korigovat klesající citlivost skeneru
u kraje jeho zorného pole.
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1.2 Počítačové simulace PET

Simulace PET zobrazování hrají důležitou roli například při vývoji lepších
rekonstrukčních algoritmů, korekčních metod či standardizaci postupů při
snímání pacientů. Vhodným prostředkem k simulaci PET je například si-
mulační balík GATE (pro podrobné informace viz článek [11]). Jeho jádro
obsahuje knihovny Geant4 — balíku nástrojů pro Monte Carlo simulaci prů-
chodu částic materiálem, vyvinutém vědci v CERN‡ (viz článek [3]).
Balík GATE je volně dostupný pod licencí GNU Lesser General Public

License, což z něj činí ideální nástroj pro výzkumné účely — to je ostatně
jeho smysl a hlavní myšlenka sdružení OpenGATE Collaboration, které
za jeho vývojem stojí. Dostupnost GATE, podrobná dokumentace a vy-
soká úroveň vzájemné uživatelské podpory byly hlavním důvodem, proč byl
GATE použit při simulacích v rámci této diplomové práce.
V simulačním makru pro GATE (textovém souboru obsahujícím seznam

příkazů, které se postupně vyhodnocují) je nutné definovat:

• geometrii modelovaného skeneru (fyzické umístění jednotlivých částí),

• vlastnosti detekčních krystalů,

• vlastnosti elektronické soustavy zpracovávající signály z detektorů,

• geometrii objektu reprezentujícího tělo pacienta,

• typ, množství a prostorové rozložení radioaktivní látky,

• vlastnosti probíhajících fyzikálních procesů,

• metodiku snímání,

• datový formát výstupu.

Průběh vlastní simulace v GATE kopíruje fyzikální podstatu reálného
PET zobrazování, jak byla nastíněna výše. V závislosti na vlastnostech ra-
dioaktivního zdroje (radiofarmaka) je náhodně vybráno místo, kde dojde
k rozpadu jádra a tedy vzniku pozitronu, potom je náhodně modelována
dráha pozitronu a jeho interakce s okolním materiálem až do bodu, kde do-
jde k anihilaci s elektronem a vyzáření dvou anihilačních fotonů v náhodném
směru.
Pohyb obou fotonů je simulován včetně případných interakcí s okolní

hmotou a z toho vyplývajících odchylek od jejich původního směru, a ná-
sledného odevzdání energie v detekčních krystalech (pokud je vůbec fotony
zasáhnou). Podle nastavených vlastností elektronické soustavy navazující na
detekční krystaly je signál z detektorů dále zpracováván.
Doba mezi jednotlivými rozpady je určována náhodně podle aktivity ra-

dioaktivního zdroje (a tedy množství radioaktivní látky). Průběžně jsou také

‡Evropská organizace pro jaderný výzkum
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podle délky koincidenčního okénka vyhodnocovány a ukládány jednotlivé
koincidence, společně s informací o tom, zda jde o koincidenci pravou, roz-
ptýlenou nebo náhodnou.
Tyto informace o koincidencích jsou na konci simulace zpracovány a ulo-

ženy podle toho, jaký formát výstupu si uživatel ve svém makru zvolil.
Užitečným druhem výstupu je takzvaný raw output. Tento formát výstupu
umožňuje přímý přístup k informacím o polohách míst, kde došlo k anihilaci
pozitronu s elektronem a vzniku páru fotonů, jejichž dopad na detektory byl
označen jako pravá nebo rozptýlená koincidence (náhodným koincidencím
není možné přiřadit místo anihilace, protože detekované fotony pochází ze
dvou různých anihilací — informace o náhodných koincidencích proto není
možné v raw outputu uložit).
Pro vytvoření tohoto výstupu je potřeba v simulačním makru zadat po-

žadované rozměry voxelů a jejich počet v každém ze tří kolmých směrů
(oblast, ze které jsou data zaznamenána, tak vlastně tvoří kvádr rozdělený
na voxely — tento kvádr je automaticky vycentrován ve středu zorného pole
skeneru).
Protože se během simulace uchovávají informace o přesné poloze všech

anihilací, které následně vedly ke koincidenci, je nyní snadné každému voxelu
přiřadit počet těchto zaznamenaných anihilací, které se odehrály v prostoru
zabraném uvažovaným voxelem. Právě posloupnost těchto hodnot přiřaze-
ných jednotlivým voxelům je konečným výstupem simulace (v případě, že
byl zvolen tento typ výstupu).
Raw output dává obraz po ideální rekonstrukci (vynecháme-li korekci na

zeslabení proudu fotonů v tkáni), které se reálné rekonstrukční algoritmy
snaží přiblížit. Ty totiž odhadují, ke kolika anihilacím došlo v tom kterém
voxelu, komplikovaným zpracováním přímek odezvy, kdežto při vytváření
raw outputu jsou rovnou k dispozici údaje o přesné poloze každé jednotlivé
anihilace, která následně vedla ke koincidenci.
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Kapitola 2

Příprava simulací PET obrazů

K simulaci PET obrazů budeme využívat simulační balík GATE, který byl
popsán v části 1.2. Před vlastní simulací je nutné specifikovat především
charakteristiky modelovaného skeneru a vlastnosti objektu reprezentujícího
v simulaci tělo pacienta. Tento objekt budeme nazývat fantom — vycházíme
z tradic medicínského zobrazování, kdy je slovem fantom označován umělý
předmět (v případě PET zobrazování často například válec naplněný ho-
mogenním roztokem radiofarmaka) snímaný za účelem kontroly správnosti
nastavení detekční soustavy.
Pro simulace v rámci této práce jsme v GATE připravili model skeneru,

který je používán v pražské Nemocnici Na Homolce: Siemens Biograph 40
TruePoint TrueView HD. Díky spolupráci s PET centrem Nemocnice Na Ho-
molce byla při vývoji modelu k dispozici dostatečně podrobná technická
specifikace skeneru a výsledný model tedy věrně odpovídá skutečnému pří-
stroji. Většinu podstatných informací o tomto typu skeneru a jeho modelu
lze nalézt v příloze A, podrobnou technickou specifikaci pak v materiálu [19].

2.1 Rozměry simulovaného fantomu

Pro zkoumání detekovatelnosti jaterních nádorů v simulovaných PET ob-
razech stačí použít fantom reprezentující část trupu pacienta pokrývající
oblast jater (asi 25 cm směrem dolů od spodního okraje srdce).
Po konzultaci s lékaři PET centra Nemocnice Na Homolce jsme zvolili

jednoduchý válcový fantom o výšce 250 mm, jehož podélná osa splývá s po-
délnou osou detektoru. Šířka zorného pole modelovaného skeneru je 216 mm
(viz přílohu A), proto fantom při vycentrování vzhledem ke středu detektoru
na obou koncích přesahuje mimo zorné pole. Poloměr válce se bude měnit
podle tělesných parametrů uvažovaného pacienta. Tento válec reprezentuje
naši oblast zájmu, tedy oblast jater a břicha, a vzhledem k jeho velikosti
nebude nutné ho v detektoru posouvat - až na malou část se celý válec vejde
do zorného pole detektoru.
Vnitřní stavba válcového fantomu je zvolena takto (viz obr. 2.1): vrstvu

těsně pod povrchem fantomu (jakési válcové mezikruží) tvoří tuková tkáň
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Obrázek 2.1: Příčný řez uvažovaným fantomem.

představující podkožní tukovou vrstvu pacienta, zbylý objem fantomu (vá-
lec o stejné výšce, jako má celý fantom, ale menším průměru) zabírá tkáň
vnitřních orgánů. Játra jsou reprezentována koulí, jejíž průměr je roven po-
loměru menšího válce a která je posunuta mimo střed fantomu tak, že se
dotýká tukové vrstvy. To odpovídá reálnému umístění jater v lidském těle.
U tohoto fantomu je možné snadno měnit velikost podle tělesných para-

metrů uvažovaného pacienta, a simulovat tak snímky hubených pacientů se
zanedbatelnou tloušťkou podkožní tukové vrstvy stejně jako snímky obéz-
ních pacientů s mohutnou vrstvou tuku. Toho využijeme při zkoumání závis-
losti kvality simulovaných PET obrazů na tělesných parametrech pacienta
(hlavně jeho hmotnosti).
Protože výška válcového fantomu je pevně daná, zbývají pouze dva pa-

rametry, kterými je možné velikost fantomu ovlivňovat: „vnějšíÿ poloměr r1
celého fantomu a „vnitřníÿ poloměr r2 menšího válce reprezentujícího vnitřní
orgány. Vztah těchto parametrů fantomu s tělesnými parametry pacienta,
které je možné reálně změřit, popíšeme dále. Pak bude možné konkrétního
pacienta reprezentovat v simulaci fantomem o konkrétní velikosti.
Za tímto účelem jsme provedli analýzu CT snímků 17 pacientů laskavě

poskytnutých PET centrem Nemocnice Na Homolce. CT zobrazování posky-
tuje velmi podrobnou informaci o anatomické struktuře zobrazované tkáně.
Například na CT snímcích břicha pacienta je zřetelně vidět hranice oddělu-
jící podkožní tuk a oblast vnitřních orgánů, což je pro naše účely klíčové.
Snímky byly vybrány tak, aby ukazovaly pacienty s různými tělesnými

parametry, od hubených až po obézní. Z těchto CT snímků břicha každého
pacienta jsme vybrali takový příčný řez, na němž játra zabírají maximální
plochu (vzhledem k proměnlivému tvaru a velikosti jater u různých pacientů
se toto ukázalo jako nejlepší způsob, jak zvolit určitý referenční řez).
V takto vybraných řezech jsme segmentovali vnější hranici těla pacienta

a hranici mezi jeho tukovou vrstvou a vrstvou vnitřních orgánů a získali jsme
tak dvě uzavřené křivky, viz obrázek 2.2. Každé z těchto křivek jsme přiřadili
takzvaný efektivní poloměr, tedy poloměr takového kruhu, který má stejný
obsah jako útvar, který zkoumaná křivka ohraničuje. Takto získaný vnější
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Obrázek 2.2: Ukázka segmentace vnější hranice těla pacienta a hranice mezi
tukovou vrstvou a oblastí vnitřních orgánů. Vlevo CT snímek břicha paci-
enta, vpravo stejný snímek se zvýrazněnými vysegmentovanými konturami.
Snímky jsou použity se svolením PET centra Nemocnice Na Homolce.

efektivní poloměr (resp. vnitřní efektivní poloměr) bude odpovídat poloměru
r1 (resp. r2), který určuje velikost simulovaného fantomu. Pro jednoduchost
budeme značit tyto efektivní poloměry také r1 a r2.
Pro každého pacienta tak máme k dispozici vypočtené hodnoty efektiv-

ních poloměrů a informace o jeho tělesných parametrech — hmotnosti, výšce,
pohlaví a věku. Jiné, potenciálně užitečné informace (jako třeba obvod pasu)
k dispozici nejsou — při PET vyšetření se nezjišťují.
Hned první analýza efektivních poloměrů ukázala, že závislosti platné pro

muže a pro ženy se od sebe podstatně liší. To můžeme připsat rozdílnému
způsobu ukládání tuku u obou pohlaví — na rozdíl od žen se mužům tuk
hromadí především v prostoru břicha a na řezu oblastí jater se tak projeví
výrazněji. Z toho důvodu další analýzu a následné simulace provedeme jen
pro mužské pacienty (mezi snímky poskytnutými PET centrem Nemocnice
Na Homolce bylo více pacientů mužského pohlaví — celkem devět oproti
osmi ženám).
Pomocí dostupných informací nyní chceme vysvětlit hodnoty efektivních

poloměrů. Vhodným nástrojem pro řešení tohoto úkolu je lineární regresní
model, kterým budeme popisovat vztah mezi (vysvětlovaným) vnějším, resp.
vnitřním efektivním poloměrem a vysvětlujícími veličinami, jimiž jsou

• m — hmotnost pacienta v kilogramech,

• v — výška v metrech,

• A — věk v letech,

a dvě veličiny z nich vypočtené: známá veličina BMI a nově uvažovaná
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veličina x, jež jsou definované jako

BMI =
m

v2
, x =

√
m

v
. (2.1)

Motivací pro zavedení veličiny x právě v této podobě byla úvaha o tom,
jak hmotnost lidského těla závisí na jeho rozměrech. Pokud bychom tělo
modelovali jako válec a označili symbolem V jeho objem, bude při dodržení
ostatního značení

m ∝ V, m ∝ vr21, r21 ∝
m

v
, r1 ∝

√
m

v
, (2.2)

kde symbol ∝ značí rovnost až na multiplikativní konstantu.
Při provádění regresní analýzy v programu R pro vnější efektivní poloměr

r1 vyjdeme z modelu obsahujícího všechny dostupné informace o tělesných
parametrech pacientů včetně vypočtených hodnot BMI a x:

r1 = β0 + β1m+ β2v + β3A+ β4BMI + β5x+ ε, (2.3)

kde ε je chybový člen a β0, . . . , β5 regresní koeficienty.
Postupně odebíráme z modelu členy, jejichž odhadnuté koeficienty βi

jsou blízko nuly (a hrají tak v modelu zanedbatelnou roli) a které nebyly na
výstupu programu R označeny jako signifikantní na pětiprocentní hladině
významnosti. Analýzou reziduí v jednotlivých modelech dojdeme k tomu,
že nezamítáme normalitu a nezávislost reziduí. Provedený postup je tedy
korektní a p-hodnoty udávající významnost jednotlivých členů modelu jsou
správné. Zároveň sledujeme, jakou měrou klesá koeficient determinace urču-
jící, jakou část variability dat se daří modelem vysvětlit.
Tímto postupem se dostaneme až k modelu

r1 = β0 + β5x+ ε, (2.4)

v němž koeficient determinace dosahuje hodnoty R2 = 0, 9484. To je velmi
vysoká hodnota a můžeme usuzovat, že model výborně popisuje zkoumaná
data. K vysoké hodnotě koeficientu determinace však přispívá i malý počet
analyzovaných údajů (data pocházejí od devíti pacientů). Odhady regresních
koeficientů v tomto modelu jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Model (2.4) ukazuje, že intuitivní motivace pro zavedení veličiny x byla

oprávněná, x popisuje chování vnějšího efektivního poloměru r1 nejlépe ze
všech dostupných údajů (pokud jako výše uvažujeme lineární regresní mo-
del).
Analogickým postupem provedeme regresní analýzu v případě vnitřního

efektivního poloměru r2. Vyjdeme také z velmi obecného modelu a odebí-
ráme nevýznamné členy. Dostaneme se tak až k modelu

r2 = β0 + β4BMI + β5x+ ε, (2.5)

kde ε je opět chybový člen a β0, β4 a β5 regresní koeficienty. Koeficient de-
terminace v tomto případě dosahuje hodnoty R2 = 0, 9025. Tato vysoká
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Vnější ef. poloměr r1 Vnitřní ef. poloměr r2

β0 (abs. člen) 8,21 −39,33
β4 (BMI ) – −3,21
β5 (x) 21,74 39,24

Tabulka 2.1: Odhady parametrů βi v regresním modelu pro vnější efektivní
poloměr r1 a vnitřní efektivní poloměr r2. Modely jsou zadány vzorci (2.4),
resp. (2.5).

hodnota znamená, že model dobře popisuje uvažovaná data, musíme ale
opět přihlédnout k nízkému počtu analyzovaných pozorování. Odhadnuté
hodnoty koeficientů v tomto regresním modelu jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Výsledkem provedené regresní analýzy je popis závislosti efektivních po-

loměrů těla pacienta (muže) na jeho tělesných parametrech:

r1 = 8, 21 + 21, 74 · x, (2.6)

r2 = −39, 33− 3, 21 · BMI + 39, 24 · x. (2.7)

Tyto vztahy budeme využívat pro stanovení rozměrů fantomu simulujícího
pacienta s danými fyzickými parametry.
Jednotlivým částem fantomu ještě musíme přiřadit informaci o tom, z ja-

kého materiálu se skládají. Protože různé materiály zeslabují proud anihilač-
ního záření různou měrou, je vhodná volba materiálů pro přesnost simulací
zásadním faktorem.
Balík GATE obsahuje databázi materiálů s definovaným chemickým slo-

žením (právě na něm záleží, jak intenzivně je proud anihilačních fotonů
zeslabován při průchodu uvažovaným materiálem). Protože se chemické slo-
žení jednotlivých vnitřních orgánů umístěných v oblasti břicha liší jen velmi
málo (viz údaje v [10]), není nutné fantom strukturovat podrobněji a stačí
přiřadit celé vnitřní části fantomu stejný materiál.
Z materiálů dostupných v GATE jsme pro vrstvu fantomu reprezentu-

jící tukovou tkáň zvolili materiál „Adiposeÿ (tuk), pro vnitřní část fantomu
představující játra a ostatní vnitřní orgány potom materiál „Liverÿ (játra).
Tyto volby zajišťují dobré přiblížení reálné situaci z hlediska zeslabení ani-
hilačního záření v jednotlivých částech těla pacienta, resp. fantomu.
Model fantomu je nyní připraven k simulaci, zbývá pouze zadat množství

radiofarmaka v něm obsažené a jeho rozložení uvnitř fantomu.

2.2 Výpočet aktivity pro fantom

Před PET vyšetřením je pacientovi aplikován roztok s určitým množstvím
radiofarmaka. Toto množství je možné popsat pomocí takzvané aktivity ra-
dioaktivního zářiče (radiofarmaka). Tato fyzikální veličina se definuje jako

18



počet rozpadů, které v zářiči proběhnou za jednu sekundu, a její jednotkou
je Becquerel (značka Bq).
V této práci bude pojem „aktivitaÿ používán poněkud volněji než v uve-

deném fyzikálním významu, vycházet přitom budeme ze zavedené lékařské
terminologie. Aktivitou obsaženou v játrech budeme rozumět aktivitu radio-
aktivního zářiče (radiofarmaka) nacházejícího se v prostoru jater, a podobně
pro jiné části těla pacienta či fantomu.
Při PET vyšetření se pacientovi obvykle podává množství radiofarmaka

s aktivitou mezi 200 a 500 MBq v závislosti na jeho hmotnosti. S postupu-
jícím časem tato aktivita klesá podle vzorce

A(t) = 2−t/T A(0), (2.8)

kde A(0) označuje aktivitu zářiče v okamžiku aplikace, t je délka časového
intervalu, který uplunul od podání látky pacientovi, a T značí poločas roz-
padu uvažovaného radionuklidu.
V případě použití glukózy značkované radioaktivním fluorem 18F je polo-

čas rozpadu roven přibližně 110 minutám. Protože vlastní snímání se provádí
průměrně 75 minut po aplikaci radiofarmaka, je v okamžiku snímání akti-
vita radiofarmaka v těle pacienta už znatelně menší než v okamžiku podání
látky pacientovi.
Další část podané aktivity — lékaři odhadují, že přibližně 20 % — od-

chází z těla s močí ještě před zahájením snímání (pacient je vždy před za-
čátkem vyšetření vyzván k návštěvě toalety).
Zajímá nás hlavně aktivita obsažená v prostoru břicha pacienta, kon-

krétně v oblasti pokrývající 25 cm směrem dolů od spodního okraje srdce —
právě tuto oblast reprezentujeme naším fantomem. Na základě analýzy PET
snímků celého těla pacienta vysokého 182 cm odhadli lékaři PET centra Ne-
mocnice Na Homolce, že v naší oblasti zájmu se nachází asi 15 % z aktivity
celého těla v okamžiku snímání.
Pro shrnutí: zhruba 20 % podané aktivity se před snímáním vyloučí

v moči (odhad lékařů), zbývá tedy 80 % aktivity. Ta během čekání na vy-
šetření klesne podle vztahu (2.8). V uvažované oblasti břicha je pak 15 %
z celkové aktivity v těle pacienta v okamžiku snímání. Při použití stávajícího
značení to můžeme vyjádřit formálně jako

Ab(t) = 0, 8 · 0, 15 · 2−t/T A(0), (2.9)

kde symbolem Ab(t) označujeme aktivitu v oblasti břicha po uplynutí doby t
od aplikace radiofarmaka.
Dosazením konkrétních hodnot t=75 minut (obvyklá prodleva mezi apli-

kací radiofarmaka a začátkem snímání) a T=110 minut (poločas rozpadu 18F,
předpokládáme použití radiofarmaka 18F-FDG) zjistíme, že aktivita v ob-
lasti břicha o délce 25 cm v okamžiku snímání tvoří přibližně 7,5 % z celkové
podané aktivity.
Víme, kolik z celkové podané aktivity má být obsaženo v našem fan-

tomu, zbývá tedy vyřešit otázku jejího rozložení. Stejně jako v těle pacienta
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není aktivita rozložena rovnoměrně, neměla by ani u fantomu být aktivita
rozprostřena homogenně v celém jeho objemu.
Je zřejmé, že aktivita je koncentrována tam, kde je koncetrováno podané

radiofarmakum. Právě na jeho vlastnostech tedy závisí rozložení aktivity
v těle pacienta. Ve zbytku této práce se budeme zabývat případem, kdy
byla jako radiofarmakum použita značkovaná glukóza 18F-FDG.
V prostoru břicha, které nás zajímá, jsou z hlediska rozložení aktivity vý-

znamné tři oblasti: podkožní tuková vrstva, játra a vrstva ostatních vnitřních
orgánů. Játra jako fyziologicky velmi aktivní orgán akumulují velké množ-
ství značkované glukózy, naproti tomu tuková tkáň jí z krve odebírá méně
než tkáň vnitřních orgánů. Míru, s jakou tyto tkáně značkovanou glukózu
akumulují, můžeme popsat pomocí objemové aktivity, tj. počtem rozpadů,
které proběhnou za jednu sekundu v prostoru o jednotkovém objemu.
U pacientů, u nichž byly k dispozici současně pořízené snímky PET i CT

(celkem 5 pacientů), jsme zkoumali, kolik bylo napozorováno rozpadů v jed-
notkovém objemu tukové tkáně, jaterní tkáně a tkáně ostatních vnitřních
orgánů. Poměr těchto hodnot odpovídá poměru objemových aktivit v jed-
notlivých tkáních.
Pro každého pacienta jsme ve vybraném řezu oblastí jater v CT obrazu

vysegmentovali tukovou tkáň, játra a ostatní vnitřní orgány (jak bylo ře-
čeno dříve, na rozdíl od PET poskytují CT obrazy anatomickou informaci
o struktuře tkání a je v nich možné detekovat hranice mezi jednotlivými
orgány, v PET snímcích toto možné není).
Tyto tři oblasti jsme zobrazili do odpovídajícího řezu v PET obrazu

(postup komplikuje fakt, že PET a CT snímky mají různé prostorové rozli-
šení) a vypočítali jsme průměrný počet zaznamenaných rozpadů v jednom
milimetru krychlovém v jednotlivých oblastech.
Zprůměrováním těchto hodnot vypočtených ze snímků pěti různých pa-

cientů jsme získali střední počty zaznamenaných rozpadů v 1 mm3 v tukové
tkáni, jaterní tkáni a ostatních vnitřních orgánech. Poměr těchto hodnot je
hledaným poměrem objemových aktivit v těchto tkáních.
Za referenční hodnotu jsme zvolili objemovou aktivitu v tukové tkáni jako

nejmenší z vypočtených hodnot. Vypočtená objemová aktivita ve vnitřních
orgánech je přibližně 2,4krát vyšší než v tuku a v játrech dokonce 5,6krát
vyšší než v tuku.
Přesnost těchto hodnot je negativně ovlivněna malým počtem pacientů,

jejichž snímky byly k dispozici. Míra akumulace glukózy v jednotlivých tká-
ních je navíc silně individuální a může se u různých pacientů hodně lišit
například podle doby, která uplynula od jejich posledního jídla do okamžiku
podání značkované glukózy. Jako přiblížení k reálné situaci však tyto hod-
noty dostačují.
Nyní už známe celkovou aktivitu, kterou chceme v našem fantomu umís-

tit, rozměry a tedy objem tří klíčových částí fantomu (tuková vrstva, játra
a ostatní vnitřní orgány) a poměry mezi jednotlivými objemovými aktivi-
tami. Z těchto informací vypočítáme, kolik aktivity má být umístěno v ját-
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Obrázek 2.3: Ukázka simulovaného výstupu — příčný řez středem fantomu.

rech a ostatních částech fantomu.
V těchto dílčích oblastech fantomu budeme uvažovat rovnoměrně roz-

prostřenou aktivitu. V případě jater jde o oprávněný předpoklad a poměrně
dobře odpovídá skutečnosti, jak jsme ověřili v reálném PET snímku zdravých
jater pacienta (rozložení aktivity uvnitř jater nevykazovalo žádné prostorové
trendy). U ostatních vnitřních orgánů je situace komplikovanější, ale před-
poklad rovnoměrné distribuce aktivity i v tomto objemu není pro další práci
podstatný, proto zůstaneme u tohoto jednoduchého modelu.
V tuto chvíli jsou model fantomu i aktivita v něm obsažená definovány

dostatečně přesně k tomu, aby bylo možné přistoupit k vlastním simulacím.

2.3 Korekce a ukázky simulovaných obrazů

Zvolme nyní libovolně hodnoty potřebných parametrů, tedy poloměrů r1, r2
a podané aktivity A(0) (ve fantomu pak bude použito odpovídající množství
aktivity Ab(t) podle vzorce (2.9)).
Pomocí balíku GATE provedeme simulaci snímání našeho fantomu v délce

60 sekund. Přesněji řečeno, simulujeme snímání trvající 60 sekund, vzhle-
dem k výpočetní náročnosti reálně zabere simulace na výkonném počítači
přibližně 2 000 až 6 000krát delší čas podle množství použité aktivity (více
aktivity znamená více rozpadů, více anihilačních fotonů a v součtu tedy více
událostí, které je potřeba vyhodnotit).
Jako typ výstupu zvolíme raw output popsaný v části 1.2, velikost voxelů

volíme podle vzoru reálných PET obrazů z Nemocnice Na Homolce jako
4, 07 × 4, 07 × 5, 00 mm. Po skončení simulace výstup převedeme do formy
trojrozměrného obrazu a podíváme se na typický řez oblastí (simulovaných)
jater — viz obrázek 2.3.
Je vidět, že v oblastech fantomu blíže k povrchu bylo zaznamenáno více

anihilací než ve vnitřních oblastech, přestože jsme rozložení aktivity v jed-
notlivých částech fantomu (tuk, játra a ostatní) definovali jako homogenní.
Na vině je zeslabení proudu anihilačních fotonů, z vnitřních oblastí fantomu
se do detektoru dostane méně fotonů než z oblastí těsně pod povrchem.
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Podobně by se při prohlížení ostatních příčných řezů fantomem ukázalo,
že více rozpadů je zaznamenáno v prostředním řezu, tedy uprostřed zor-
ného pole detektoru, než v krajních řezech. To je způsobeno tím, že citlivost
skeneru je nejvyšší právě uprostřed zorného pole a směrem k jeho okrajům
citlivost klesá. Stejná situace je i u reálných skenerů.
Několik krajních řezů navíc neobsahuje požadovanou informaci. V těch

řezech, které zobrazují části fantomu vyčnívající ze zorného pole detektoru,
jsou zaznamenány pouze anihilace, které vedly k rozptýleným koincidencím.
Pravé koincidence v těchto oblastech zaznamenány být nemohou z čistě ge-
ometrických důvodů — oba anihilační fotony letící v opačných směrech ne-
mohou zasáhnout detektor bez toho, aby změnily směr letu (pak by ale vedly
k rozptýlené koincidenci). Těmto krajním řezům v simulovaných obrazech
tedy nemůžeme přisuzovat žádnou informační hodnotu.
Je na místě použít korekci zeslabení anihilačního záření v tkáni a mě-

nící se citlivost detektoru. Hodnotám napozorovaným v místech se slabším
signálem (vnitřní části fantomu a oblasti u podstav válcového fantomu) je
potřeba přiřadit větší váhu než hodnotám z míst se silným signálem (povrch
fantomu a oblasti uprostřed zorného pole detektoru).
Možným řešením je definovat pro každý voxel hodnotu korekčního koefi-

cientu, kterým budeme přenásobovat hodnotu napozorovanou v dotyčném
voxelu. Získáme tak mapu korekčních koeficientů. Je nutné si ale uvědomit,
že hodnoty těchto korekčních koeficientů silně závisejí na rozměrech fantomu.
Pro každou velikost fantomu je tak nutné stanovit novou sadu korekčních
koeficientů.
Díky tomu, že pracujeme se simulovanými PET obrazy, můžeme kontro-

lovat distribuci aktivity ve fantomu a tím získat apriorní informaci o tom,
kolik aktivity je obsaženo v jednotlivých voxelech. Navíc můžeme provést
pomocné simulace, na jejichž základě hodnoty korekčních koeficientů stano-
víme.
Předveďme si teď na příkladu jednoho konkrétního voxelu výpočet od-

povídajícího korekčního koeficientu. Předpokládejme, že jsme provedli n ne-
závislých simulací snímání zadaného fantomu (tj. rozměry fantomu včetně
velikosti tukové vrstvy jsou teď pevně dané) s homogenně rozprostřenou ak-
tivitou v celém objemu fantomu, bez ohledu na umístění jater, tuku apod.
Díky tomu můžeme snadno určit, kolik aktivity se nalézá v uvažovaném

voxelu, a přenásobením délkou simulace v sekundách získáme očekávaný po-
čet rozpadů, ke kterým v dotyčném voxelu dojde. S ohledem na malou vzdá-
lenost mezi místem emise pozitronu (rozpadu nestabilního jádra) a místem
jeho anihilace předpokládáme, že stejný bude i očekávaný počet anihilací
v tomto voxelu.
Počet rozpadů radionuklidu, ke kterým dojde v daném zářiči během ur-

čité doby, je číslo ze své podstaty náhodné. Je známo, že se dá tato hodnota
velmi dobře modelovat jako náhodná veličina s Poissonovým rozdělením s pa-
rametrem odpovídajícím očekávanému počtu rozpadů. To nám dává návod,
jak definovat pravděpodobnostní model pro naši situaci.
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Označme symbolem y očekávaný počet rozpadů v našem voxelu (a tedy
anihilací, k nimž v tomto voxelu dojde, viz úvahu výše). Protože díky ze-
slabení proudu fotonů a dalším vlivům nemůžeme zaznamenat všechny tyto
anihilace, je očekávaný počet zaznamenaných anihilací v daném voxelu yθ,
kde θ > 0 je koeficient zeslabení signálu příslušný tomuto voxelu (jeho hod-
nota závisí na poloze voxelu ve fantomu).
Definujme pravděpodobnostní model situace. Označíme X1, X2, . . . , Xn

nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny s Poissonovým rozdělením se
střední hodnotou yθ, které udávají počet zaznamenaných anihilací v našem
voxelu při n opakovaných simulacích. Hodnota y je známá (předpokládáme,
že známe množství aktivity obsažené v daném voxelu), θ je neznámý para-
metr, který chceme odhadnout.
V této situaci nám dobře poslouží odhad metodou maximální věrohod-

nosti. Věrohodnostní funkce je v tomto případě

L(θ) =
n∏

i=1

e−yθ (yθ)Xi

Xi!
. (2.10)

Maximálně věrohodným odhadem parametru θ je pak

θ̂ =
X̄n

y
, (2.11)

kde X̄n označuje aritmetický průměr z pozorování X1, . . . , Xn. θ̂ však ještě
není požadovaným korekčním koeficientem.
Předchozí postup byl založen na skutečnosti, že známe očekávaný po-

čet rozpadů v našem voxelu y díky rovnoměrné distribuci aktivity v celém
fantomu při pomocných simulacích. Při použití fantomu s komplikovaněji
rozloženou aktivitou či při pozdějších simulacích, v nichž rozmístění akti-
vity nebude přesně známo, však budeme v jiné situaci.
Zaměřme se znovu na stejný voxel jako výše. Označme X počet rozpadů

zaznamenaných v tomto voxelu v průběhu jiné simulace s neznámým rozlo-
žením aktivity. Opět můžeme předpokládat, že X má Poissonovo rozdělení
se střední hodnotou zθ, přičemž θ pokládáme za známý parametr (z před-
chozího výpočtu máme jeho maximálně věrohodný odhad) a z je neznámý
očekávaný počet rozpadů v daném voxelu. Tento očekávaný počet rozpadů
závisí na neznámé koncentraci radiofarmaka ve voxelu a chceme jej odhad-
nout.
Opět použijeme metodu maximální věrohodnosti. Podobně jako výše má

věrohodnostní funkce tvar

L(z) = e−zθ (zθ)
X

X!
, (2.12)

a maximálně věrohodným odhadem z v tomto modelu je

ẑ =
X

θ
. (2.13)
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Při zpracování výstupů simulace s neznámým rozložením aktivity bu-
deme tedy počet anihilací, ke kterým došlo v uvažovaném voxelu, odhadovat
jako

x̂ =
1

θ̂
· X, (2.14)

kde X je napozorovaná hodnota v tomto voxelu (počet zaznamenaných ani-
hilací) a θ̂ výše odhadnutá hodnota koeficientu zeslabení signálu. Hledaným
korekčním koeficientem příslušným danému voxelu je tedy hodnota

k =
1

θ̂
. (2.15)

Zopakujeme-li uvedený postup pro všechny voxely v našem výstupu, dosta-
neme požadovanou mapu korekčních koeficientů.
Jak by tedy vypadal „opravenýÿ snímek z obrázku 2.3? Provedeme dva-

cet nezávislých simulací odpovídajícího fantomu (tj. s rozlišenou oblastí tuku
a vnitřních orgánů) s rovnoměrně rozloženou aktivitou v délce deseti sekund.
Vzhledem k symetrii válcového fantomu, jeho umístění přesně ve středu zor-
ného pole detektoru a nezávislosti hodnot napozorovaných v různých voxe-
lech, resp. ve stejném voxelu, ale v disjunktních časových intervalech, mů-
žeme pozorování z celého fantomu snadno „překlopitÿ a posčítat do jedné
osminy fantomu. Získáme tak hodnoty odpovídající tomu, kdybychom sní-
mali osminu fantomu po dobu 80 sekund. Tímto postupem získáme přesnější
hodnoty s menším sklonem k velkým náhodným odchylkám — odchylky
z krátkých desetisekundových běhů se částečně vyruší.
Metodou popsanou výše odhadneme korekční koeficienty pro jednu os-

minu válcového fantomu, do níž jsme nasčítali napozorované hodnoty z ostat-
ních částí fantomu. Díky symetrii pak zobrazíme odhadnuté korekční koefici-
enty zpátky do zbylých sedmi osmin fantomu, čímž získáme kompletní mapu
korekčních koeficientů.
Po přenásobení hodnot z původního obrázku 2.3 těmito korekčními ko-

eficienty dostaneme opravený obraz, jenž popisuje odhadovaný počet anihi-
lací, k nimž došlo v jednotlivých voxelech — viz obrázek 2.4 vpravo. Tento
výsledek už je uspokojivý (ukazuje rovnoměrně rozptýlenou aktivitu v jed-
notlivých částech fantomu, jak byla v simulaci zadána), budeme se tedy
předložené metody korekce simulovaných výstupů držet i v dalších částech
práce.

2.4 Metodika simulací

Naším cílem je zkoumat detekovatelnost jaterních lézí (míst se zvýšenou
koncentrací radiofarmaka) a závislost kvality simulovaných PET obrazů na
tělesných parametrech pacienta a množství podané aktivity.
V části 2.1 jsme připravili model fantomu reprezentující tělo pacienta.

Tento fantom nyní doplníme šesti lézemi s různou objemovou aktivitou.
Právě detekovatelnost těchto simulovaných lézí bude předmětem zkoumání.
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Obrázek 2.4: Srovnání simulovaného výstupu před korekcí (vlevo) a po ní
(vpravo). Nahoře příčný řez středem fantomu, dole hodnoty zaznamenané
podél horizontální přímky procházející středem tohoto řezu.

Léze modelujeme jakou koule o průměru 2 cm pravidelně rozmístěné
kolem středu jater (viz obrázek 2.5). Rozměr lézí byl zvolen po konzultaci
s lékaři PET centra Nemocnice Na Homolce, léze této velikosti je obvykle
možné v reálných PET snímcích odhalit.
Aktivitu lézí zadáme kontrastem oproti okolní jaterní tkáni, objemovou

aktivitu šesti simulovaných lézí volíme postupně jako 120 %, 135 %, 150 %,
165 %, 180 % a 195 % objemové aktivity jaterní tkáně. Velké nádory za-
chycené v reálných PET snímcích poskytnutých PET centrem Nemocnice
Na Homolce v játrech pacientů vykazují objemovou aktivitu na úrovni až
300 % objemové aktivity jaterní tkáně, simulované léze proto odpovídají
spíše málo kontrastním lézím. Očekáváme, že léze s vysokou objemovou ak-
tivitou budou na simulovaném snímku detekovatelné i při nízkém množství
použitého radiofarmaka.
K určení rozměrů fantomu stačí znát hmotnost a výšku uvažovaného

pacienta (z těchto údajů je možné vypočítat rozměry fantomu podle vzorců
(2.6) a (2.7)). Pro účely této práce jsme zvolili pevnou výšku pacienta 1,80 m
a pro simulace připravili šest fantomů reprezentující tělo pacientů s různými
hmotnostmi. Tělesné parametry uvažovaných pacientů a rozměry odpovída-
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tuková tkáň

játra

vnitřní orgány

léze

Obrázek 2.5: Struktura fantomu: umístění simulovaných lézí v játrech (dvě
léze, které nejsou na tomto řezu vidět, jsou umístěny symetricky kolem
středu jater).

jících fantomů shrnuje tabulka 2.2.
Předpis aktuálně používaný v medicínské praxi, který určuje množství

aktivity podané před vyšetřením konkrétnímu pacientovi, má při dodržení
značení z části 2.2 podobu

A(0) = 287 ·
(m

70

)0,7
, (2.16)

kde m je hmotnost pacienta v kilogramech a A(0) je aktivita radiofarmaka
v okamžiku podání pacientovi vyjádřená v MBq.
Rozsah aktivit použitých při simulacích volíme 180–530 MBq. Tento in-

terval pokrývá aktivity, které by byly podány šesti uvažovaným pacientům
podle současně používaného vzorce (2.16). Na koncích intervalu je ponechán
přesah 20 % aktivity předepsané pacientovi A (spodní mez intervalu), resp.
20 % aktivity předepsané pacientovi F (horní mez intervalu).
Abychom se přiblížili podmínkám reálného snímání, zvolíme velikost vo-

xelů v simulovaných obrazech 4, 07 × 4, 07 × 5, 00 mm, jak tomu je v reál-

Pacient m [kg] v [m] BMI r1 [mm] r2 [mm] A(0) [MBq]

A 48,6 1,80 15,0 121 116 222

B 64,8 1,80 20,0 139 132 272

C 81,0 1,80 25,0 154 144 318

D 97,2 1,80 30,0 168 153 361

E 113,4 1,80 35,0 181 160 402

F 129,6 1,80 40,0 193 165 442

Tabulka 2.2: Parametry simulací: tělesné parametry uvažovaných pacientů
(hmotnost, výška a BMI), rozměry odpovídajících fantomů (r1 a r2) a množ-
ství podané aktivity A(0) vypočtené podle vzorce (2.16).
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ných snímcích pacientů poskytnutých PET centrem Nemocnice Na Homolce.
Délku snímání v simulaci volíme 60 s.
Pro každý z šesti připravených fantomů jsme v GATE provedli 15 nezá-

vislých simulací s různým množstvím použité aktivity. Toto množství bylo
voleno náhodně rovnoměrně z intervalu 180–530 MBq. Navíc jsme pro každý
fantom provedli jednu simulaci s aktivitou vypočtenou podle současně pou-
žívaného vzorce (2.16). Simulovali jsme nejprve fantom bez lézí, léze s odpo-
vídající aktivitou jsme simulovali následně a výstupy sečetli. Díky tomuto
postupu můžeme zpracovat zvlášť s výstupy simulací bez přítomnosti lézí
i s celkovými snímky s lézemi.
Ve výsledných snímcích budeme v dalších částech práce zkoumat dete-

kovatelnost simulovaných lézí a závislost kvality obrazu na hmotnosti uva-
žovaného pacienta a množství podané aktivity. Výstupy simulací s aktivitou
volenou podle vzorce (2.16) budeme používat jako referenční pro srovnání
s reálným snímáním.
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Kapitola 3

Geometrie náhodných polí

Jedním z nejčastějších cílů při analýze reálných PET obrazů je odhalení
případných nádorů. Ty se ve snímku projeví jako místa s vyšší koncentrací
radiofarmaka oproti okolí a tedy vyšší napozorovanou hodnotou. Tato místa
budeme stejně jako v předcházejících kapitolách označovat jako léze.
Reálné i simulované PET obrazy obsahují velké množství šumu a mnohdy

není snadné rozlišit, zda se určitý vrcholek (peak) na snímku objevil náhodou
nebo značí přítomnost určitého signálu v daném místě, například léze sig-
nalizující výskyt nádoru. V některých případech není při pohledu na snímek
žádná pochybnost, jindy není situace tak jasná — viz obrázkek 3.1.
Při řešení tohoto problému nám pomůže teorie náhodných polí. Ta je

už od devadesátých let s úspěchem používána při vyhodnocování některých
experimentů zaměřených na studium lidského mozku (viz například článek
Worsley a kol. [28]). Při zjišťování, které části mozku se zapojují při určitých
činnostech, se uplatní PET snímky mapující průtok krve jednotlivými částmi
mozku zkoumaného subjektu v klidu a při plnění zadaného úkolu.
Analyzuje se pak rozdíl těchto dvou obrazů. U něj lze předpokládat, že

bude mít hodnoty centrované kolem nuly, pouze v těch částech mozku, které
byly při plnění úkolu aktivovány, budou naměřeny vyšší hodnoty. Pro zvýšení
poměru signálu a šumu jsou navíc stejná měření provedena u několika dalších
dobrovolníků — analyzuje se pak průměr z několika rozdílových obrazů.
Teorie náhodných polí pak pomůže určit, ve kterých oblastech mozku došlo
při plnění úkolu k signifikantní aktivaci.
My pracujeme v jiném kontextu: chceme analyzovat PET snímky jater

a pracujeme pouze s jedním snímkem konkrétního pacienta, nepřichází tedy
v úvahu odečítání „klidovéhoÿ obrazu nebo průměrování více obrazů za úče-
lem zvýšení poměru signálu a šumu. Přesto však můžeme s určitou dávkou
obezřetnosti využít stejné metody teorie náhodných polí i v tomto případě.

3.1 Prahování náhodných polí

Protože nás zajímají místa v PET obrazu s vysokými napozorovanými hod-
notami, budeme chtít stanovit prahovou hodnotu t0 tak, abychom mohli
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Obrázek 3.1: Ukázka PET snímků břicha pacienta: na řezu vlevo je jasně vi-
dět nádor v játrech (bílá skrvrna), řez vpravo nevykazuje přítomnost nádoru.
Snímky jsou použity se svolením PET centra Nemocnice Na Homolce.

hodnoty přesahující tento práh prohlásit za významné, indikující například
přítomnost léze — obecněji nějaké aktivace — v daném místě. Hodnoty
nižší než t0 budeme naopak považovat za náhodný šum. K otázce hledání
signifikantní aktivace v PET obrazu přistoupíme jako k obecnému problému
testování hypotéz.
Modelem pro naše pozorování (reálné či simulované PET obrazy) bude

hladké reálné náhodné pole (Xs, s ∈ R3), jehož chování zkoumáme na mno-
žině S ⊂ R3. Touto množinou S může být například část těla pacienta
(fantomu). Hodnoty zaznamenané v reálném či simulovaném PET snímku
v jednotlivých voxelech pak chápeme jako hodnoty náhodného pole X pozo-
rované v určitých mřížových bodech. Přesné podmínky na hladkost a regula-
ritu náhodného pole budou specifikovány později, v tuto chvíli pro představu
stačí předpoklad, že druhé derivace existují skoro jistě na nějakém otevřeném
okolí S a mají konečné rozptyly.
Za nulovou hypotézu volíme nepřítomnost jakékoliv aktivace v naší ob-

lasti zájmu S, uvažované náhodné pole (Xs, s ∈ S) je tedy za platnosti
nulové hypotézy centrované (má nulovou střední hodnotu). Pokud náhodné
pole v kterémkoliv bodě množiny S překročí určitou prahovou hodnotu t0,
zamítneme nulovou hypotézu o nepřítomnosti aktivace. Výhodou tohoto
postupu je, že při zamítnutí nulové hypotézy máme k dispozici informaci
o poloze odhalené aktivace — jsou to právě body, ve kterých hodnota pole
přesáhla práh t0.
V příkladě uvedeném na začátku této kapitoly (analýza průtoku krve

v mozku) je tato volba nulové hypotézy podložena skutečností, že se pra-
cuje s rozdílem dvou snímků, a pokud tedy nedošlo k žádné aktivaci, shodné
střední hodnoty obou snímků se odečtou a výsledný obraz je opravdu cent-
rovaný. V našem kontextu, kdy pracujeme vždy pouze s jedním snímkem, si
pomůžeme tím, že za množinu S zvolíme část těla pacienta (fantomu) s rov-
noměrně rozloženou aktivitou — pak bude snadné odhadnout konstantní
střední hodnotu pole a tu odečíst.
Kdybychom měli pouze jednu napozorovanou hodnotu, jejíž rozdělení
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za platnosti nulové hypotézy by bylo známé, porovnali bychom tuto hod-
notu s 95%-kvantilem daného rozdělení. Nulovou hypotézu o nepřítomnosti
aktivace bychom zamítli, pokud by napozorovaná hodnota tento kvantil pře-
sáhla.
Například v oblasti jater však máme typicky 10 až 30 tisíc pozorování

v jednotlivých voxelech, z nichž každé může ukázat aktivaci. Jednotlivé po-
rovnání každé z napozorovaných hodnot s 95%-kvantilem uvažovaného roz-
dělení by vedlo k označení zhruba pěti procent pozorování za signifikantní
doklad přítomnosti aktivace dokonce i za platnosti nulové hypotézy. Našli
bychom tedy aktivaci v několika stovkách voxelů, přestože by v celé mno-
žině S k žádné aktivaci nedošlo. To je zjevně neuspokojivý výsledek.
Narážíme tady na klasický problém mnohonásobného porovnávání. Jed-

nou z cest, jak si s tímto problémem poradit, je takzvaná Bonferroniho
korekce. Chceme-li sestrojit test na hladině α, jenž bude zamítat nulovou
hypotézu, pokud kterákoliv z n pozorovaných, stejně rozdělených hodnot
přesáhne prahovou hodnotu, stačí provést pro každou hodnotu dílčí test na
hladině α/n. Díky subaditivitě pravděpodobnosti je pak hladina celého testu
odhadnuta shora hodnotou α.
Bonferroniho korekce je poměrně přesná, pokud jsou pozorované hod-

noty nezávislé nebo téměř nezávislé — skutečná hladina testu je blízká α.
Pokud jsou ovšem pozorování korelovaná, což v případě pozorování hodnot
hladkého náhodného pole v blízkých bodech můžeme očekávat, bude tento
postup zbytečně konzervativní a skutečná hladina testu bude nižší než α.
V kontextu náhodných polí máme ještě další možnost, jak problém po-

jmout: pravděpodobnost chyby prvního druhu je rovna pravděpodobnosti, že
za platnosti nulové hypotézy hodnota náhodného pole v nějakém bodě pře-
kročí prahovou hodnotu, tedy pravděpodobnosti, že maximum náhodného
pole překročí tento práh.
Pravděpodobnost chyby prvního druhu chceme kontrolovat předem ur-

čeným číslem α (obvyklou volbou je například 0,05), můžeme tedy požado-
vanou hodnotu prahu t0 vypočítat z rovnice

P
(
sup
s∈S

Xs ≥ t0

)
= α. (3.1)

Jediným nedostatkem tohoto postupu je nutnost znát rozdělení maxima
uvažovaného náhodného pole, nebo alespoň dobrou aproximaci pravděpo-
dobnosti P (sups∈S Xs ≥ t) pro vysoké hodnoty prahu t. Překvapivým a po-
zoruhodným výsledkem teorie náhodných polí je fakt, že takovou aproximaci
poskytuje střední hodnota Eulerovy charakteristiky množiny bodů, v nichž
náhodné pole přesahuje hodnotu prahu t:

P
(
sup
s∈S

Xs ≥ t

)
≈ E [χ{s ∈ S : Xs ≥ t}] , (3.2)

kde symbol χ značí Eulerovu charakteristiku uvažované množiny. Tato apro-
ximace platí pouze pro vysoké hodnoty prahu t. Množinu {s ∈ S : Xs ≥ t}
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budeme nazývat přesahující množina a zkráceně označovat jako Et (z an-
glického excursion set). Adler a Taylor [1] v kapitole 14 zkoumají přesnost
aproximace (3.2) a odvozují horní mez pro |E [χ(Et)]− P (sups∈S Xs ≥ t)|
v závislosti na hodnotě prahu t.
Formální definice Eulerovy charakteristiky je relativně komplikovaná, pro

naše potřeby však stačí znát její vlastnosti v trojrozměrném prostoru. Eule-
rova charakteristika přiřazuje poměrně široké třídě množin v R3 (tzv. základ-
ním komplexům, z anglického basic complexes), neformálně řečeno, součet
těchto hodnot: +1 za každou souvislou komponentu množiny, −1 za každou
„díruÿ a +1 za každou dutinu. Proto má například koule Eulerovu charak-
teristiku 1, hrneček s uchem 0 a tenisový míček 2.
Aproximace (3.2) dává intuitivně smysl, pokud si uvědomíme, že pro

hodnoty prahu t blízko globálního maxima náhodného pole je χ(Et) = 1,
pokud sups∈S Xs ≥ t (přesahující množina Et obsahuje právě jednu souvislou
komponentu bez dutin a děr), a χ(Et) = 0 pro sups∈S Xs < t (množina
Et je prázdná). Vypočtením střední hodnoty této dvouhodnotové náhodné
veličiny získáme právě vzorec (3.2).
Zatím jsme pouze vyměnili jeden problém za druhý — místo rozdělení

maxima náhodného pole nyní potřebujeme znát střední hodnotu Eulerovy
charakteristiky přesahující množiny Et. Tento problém však má řešení, jed-
ním z významných výsledků integrální geometrie a diferenciální topologie je
totiž explicitní vzorec pro výpočet E [χ(Et)] pro některé speciální typy ná-
hodných polí — hlavně pro gaussovské náhodné pole a další s ním související
druhy polí.
Zajímavé je, že nejde o aproximaci, ale o přesný vzorec, který platí pro

všechny hodnoty prahu t. Nás však bude zajímat hlavně pro vysoké hodnoty
prahu, protože nám umožní řešit rovnici

P
(
sup
s∈S

Xs ≥ t0

)
≈ E [χ(Et0)] = α (3.3)

pro malé hodnoty α (hladiny testu). Z rovnice (3.3) vypočteme požadovanou
hodnotu prahu t0, kterou potřebujeme k provedení testu. Pokud hodnoty ná-
hodného pole v některém bodě množiny S přesáhnou t0, zamítneme nulovou
hypotézu o nepřítomnosti aktivace. Přesahující množina Et0 potom obsa-
huje právě ty body množiny S, které vedly k zamítnutí nulové hypotézy,
a umožňuje tedy odhalenou aktivaci ve zkoumaném snímku lokalizovat.

3.2 Výpočet E [χ(Et)]

Klíčový výsledek, udávající vzorec pro výpočet E [χ(Et)], se v literatuře
objevuje v různých podobách lišících se svým kontextem a mírou obecnosti.
Velmi obecné výsledky tohoto typu lze nalézt v kapitole 12 knihy Adler,
Taylor [1], zde uvedeme konkrétnější variantu z článku Worsley [26], která
bude vhodná pro použití v naší situaci.
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Definujme nejprve tzv. vlastní objemy množiny S (autor si není vědom
ustáleného českého ekvivalentu pro anglický termín intrinsic volumes, pro
účely této práce bude proto užíváno uvedené označení). Použijeme definici
uvedenou v knize Beneš, Rataj [7], kapitola 1, a zmíníme několik vlastností
vlastních objemů uvedených tamtéž.
Buď νN Lebesgueova míra v RN , ωN objem jednotkové koule v RN a Lk

prostor všech k-dimenzionálních lineárních podprostorů RN , k = 0, 1, . . . , N
(tzv. Grassmanian). Prostor Lk je vybaven jednoznačně určenou pravdě-
podobnostní mírou U invariantní vůči rotaci. Ta odpovídá rovnoměrnému
rozdělení pravděpodobnosti na Lk.
Pro k ∈ {0, 1, . . . , N} a neprázdnou kompaktní konvexní množinu K,

K ⊂ RN , definujeme k-tý vlastní objem množiny K vzorcem

µk(K) =

(
N

k

)
ωN

ωkωN−k

∫
Lk

νk(pLK)U(dL), (3.4)

kde pL značí ortogonální projekci do podprostoru L (označení µk(K) volíme
po vzoru článku Cao, Worsley [8], na který se budeme několikrát odkazovat).
Pokud je hranice K hladká (třídy C2), můžeme vyjádřit vlastní objemy

množiny K jako integrály funkcí jejích hlavních křivostí. Díky vlastnosti adi-
tivity (µk(K ∪ L) + µk(K ∩ L) = µk(K) + µk(L)) lze definovat také vlastní
objemy množin, které jsou konečným sjednocením neprázdných kompakt-
ních konvexních množin. I po tomto rozšíření platí, že µ0 udává Eulerovu
charakteristiku množiny a µN její N -rozměrnou Lebesgueovu míru.
Předpokládejme nyní, že S je kompaktní konvexní podmnožinaRN s hlad-

kou hranicí, kterou tvoří regulární (N − 1)-rozměrná varieta ∂S třídy C2.
Výsledky této kapitoly platí pro náhodná pole definovaná ve všech bodech
konvexní množiny S. V případě diskrétního náhodného pole, jehož hodnoty
jsou definované pouze v určité množině mřížových bodů, je možné použít
tyto výsledky jako aproximaci v případě, že je uvažované náhodné pole do-
statečně hladké (viz např. diskusi v článku Taylor a kol. [22]).
Zaveďme ještě před uvedením hlavního výsledku této kapitoly další po-

třebné označení. Nechť X = X(s), s = (s1, . . . , sN) ∈ RN , je slabě stacio-
nární náhodné pole v N -rozměrném prostoru, a Ẋj = Ẋj(s) = ∂X(s)/∂sj,
Ẍjk = Ẍjk(s) = ∂2X(s)/∂sj∂sk, j, k = 1, . . . , N. Modul spojitosti Ẋj a Ẍjk

v množině S je potom

ωj(h) = sup
‖s−t‖<h

∣∣∣Ẋj(s)− Ẋj(t)
∣∣∣ , j = 1, . . . , N, (3.5)

ωjk(h) = sup
‖s−t‖<h

∣∣∣Ẍjk(s)− Ẍjk(t)
∣∣∣ , j, k = 1, . . . , N, (3.6)

přičemž supremum je bráno přes všechna s, t ∈ S. Dále buď Ẋ = ∂X/∂s
gradient X a Ẍ = ∂2X/∂s∂s′ Hessova matice X. Potom můžeme vyslovit
následující větu.
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Věta 3.1 (Worsley, 1995):
Buď S ⊂ RN jako výše a X(s) slabě stacionární izotropní náhodné pole

splňující tyto předpoklady:

P1. pro každé ε > 0 platí

P
(
max

j,k
{ωj(h), ωjk(h)} > ε

)
= o(hN), h ↘ 0,

P2. Ẍ má konečný rozptyl podmíněně při (X, Ẋ),

P3. hustota sdruženého rozdělení (X, Ẋ) je omezená shora (stejnoměrně
pro všechna s ∈ S).

Potom platí

E [χ(Et)] =
N∑

i=0

µi(S)ρi(t), (3.7)

kde ρi(t), i = 1, . . . , N, jsou takzvané i−dimenzionální intenzity Eulerovy
charakteristiky přesahující množiny Et.

Ze vzorce (3.7) je vidět, že střední hodnota Eulerovy charakteristiky
množiny Et závisí na vlastnostech množiny S pouze prostřednictvím jejích
vlastních objemů a na vlastnostech náhodného pole prostřednictvím intenzit
Eulerovy charakteristiky.
Výše uvedené podmínky na hladkost ∂S jsou v některých aplikacích příliš

restriktivní, nicméně Worsley [27] ukazuje, že vzorec (3.7) platí v R2 a R3
i pro množiny S s po částech hladkou hranicí, proto je možné vzorec používat
i v případech, kdy je S ohraničena plochými stěnami (např. krychle a další
mnohostěny).
V případě centrovaného gaussovského (slabě stacionárního a izotropního)

náhodného pole s jednotkovým rozptylem jsou intenzity Eulerovy charakte-
ristiky následující (viz Adler [2], věta 5.3.1, a Cao, Worsley [8]):

ρ0(t) =
1

(2π)
1
2

∫ ∞

t

e−u2/2du, (3.8)

ρ1(t) =
λ
1
2

2π
e−t2/2, (3.9)

ρ2(t) =
λ

(2π)
3
2

te−t2/2, (3.10)

ρ3(t) =
λ
3
2

(2π)2
(t2 − 1)e−t2/2, (3.11)

kde λ je parametr hrubosti náhodného pole definovaný jako rozptyl některé
složky vektoru Ẋ (vzhledem ke stacionaritě a izotropii uvažovaného pole
nezávisí hodnota λ na tom, kterou složku vybereme).
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Výše uvedené intenzity Eulerovy charakteristiky stačí pro analýzu pře-
sahujících množin náhodných polí v R3, další intenzity potřebné pro práci
s náhodnými poli v RN , N > 3, získáme podle vzorce

ρn(t) =
λ

n
2

(2π)
n+1
2

Hn−1(t)e
−t2/2, n = 1, . . . , N, (3.12)

viz článek Worsley [26] (oproti tomuto článku využíváme navíc skutečnosti,
že složky vektoru Ẋ jsou v tomto gaussovském případě nezávislé — viz
Adler, Taylor [1], kap. 5 — díky čemuž se vzorec zjednoduší do výše uvedené
podoby). Symbol Hm(t) označuje Hermitův polynom stupně m v proměnné
t, definovaný vzorcem

Hm(t) = k!
bm/2c∑
j=0

(−1)jtm−2j

j!(m − 2j)!2j
, m ≥ 0, t ∈ R, (3.13)

kde bxc je dolní celá část čísla x. Označíme-li ještě po vzoru knihy Adler,
Taylor [1], kap. 11,

H−1(t) = et2/2

∫ ∞

t

e−u2/2du, (3.14)

budou výše uvedené vzorce pro intenzity ρ0 až ρ3 konzistentní s obecným
vzorcem (3.12).
V případě gaussovského náhodného pole předkládá Adler [2], věta 5.2.2,

jednodušší podmínky, které zajistí splnění předpokladů P1–P3 z Věty 3.1.

Věta 3.2 (Adler, 1981):
Buď S ⊂ RN kompaktní konvexní množina, jejíž hranice ∂S má nulovou

Lebesgueovu míru, a X(s) centrované slabě stacionární izotropní gaussovské
náhodné pole. Předpokládejme, že X má skoro jistě spojité parciální deri-
vace až do druhého řádu s konečnými rozptyly na nějakém otevřeném okolí
množiny S a sdružené rozdělení X a těchto parciálních derivací je nedege-
nerované. Nechť navíc pro každé ε > 0 platí

P
(
max

j,k
ωjk(h) > ε

)
= o(hN), h ↘ 0. (3.15)

Potom jsou splněny předpoklady P1–P3 z Věty 3.1.

Ve dvou důležitých případech jsou předpoklady P1-P3 splněny (jak uvádí
Worsley [26]): pokud mají třetí derivace gaussovského náhodného pole X
konečné rozptyly, nebo pokud je X gaussovské náhodné pole s korelační
funkcí r(h) = exp(−λ‖h‖2/2) pro nějaké λ > 0. Zejména druhý uvedený
případ pro nás bude v dalších částech práce důležitý.
V kapitole 3.1 bylo řečeno, že Eulerova charakteristika je definována

pro množiny z široké třídy nazývané základní komplexy. Pro úplnost tedy
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ještě dodejme, za jakých předpokladů je přesahující množina Et základním
komplexem a můžeme jí tedy přiřadit hodnotu Eulerovy charakteristiky.
Adler v knize [2] ve větě 4.3.1 dokazuje, že pokud je náhodné poleX skoro

jistě „dostatečně regulární vzhledem k množině S na hladině tÿ ve smyslu
definice 3.1.1 z téže knihy, potom je Et skoro jistě základním komplexem.
Postačující podmínky pro dostatečnou regularitu pole popisuje Adler [2],
věta 3.2.4:

Věta 3.3 (Adler, 1981):
Nechť X(s) je slabě stacionární náhodné pole se skoro jistě spojitými

parciálními derivacemi až do druhého řádu na otevřeném okolí kompaktní
množiny S ⊂ RN , jejíž hranice ∂S má nulovou Lebesgueovu míru. Označme
P = (j1, j2, . . . , jN) permutaci (1, 2, . . . , N), a dále symbolem DP (s) označme
(N − 1)× (N − 1) matici s prvky Xjνjπ(s), ν, π = 1, 2, . . . , N − 1. Potom je
X dostatečně regulární vzhledem k S na hladině t, pokud jsou splněny ná-
sledující podmínky:

1. hustota sdruženého rozdělení (X(s), X1(s), . . . , XN(s)) je omezená ko-
nečnou konstantou,

2. hustota sdruženého rozdělení (X(s), Xj1(s), . . . , XjN−1(s)) je omezená
konečnou konstantou pro libovolnou permutaci P = (j1, j2, . . . , jN),

3. pro každá x1, x2, . . . , xN−1 ∈ R a každou permutaci P platí

P (detDP (s) = 0 | X(s) = t,Xjν (s) = xν , ν = 1, 2, . . . N − 1) = 0,

a tato podmíněná pravděpodobnost je spojitá v hodnotách detDP (t).
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Kapitola 4

Posouzení vlastností reálných
a simulovaných PET obrazů

V minulé kapitole jsme uvedli vzorec (3.7), který nám bude spolu s aproxi-
mací (3.2) sloužit k odhalování signifikantní aktivace v simulovaných PET
obrazech. Jednoduchá podoba vzorce je vyvážena poměrně silnými předpo-
klady na vlastnosti uvažovaného náhodného pole: požadujeme jeho norma-
litu (gaussovskost rozdělení), slabou stacionaritu a izotropii.
Z kapitoly 1 známe způsob, jakým PET snímky vznikají, od rozpadu ne-

stabilních atomových jader až po vyhodnocení signálu z detektoru. Můžeme
proto zavést model popisující vznik PET snímků a teoreticky odvodit, jaké
vlastnosti od nich můžeme očekávat.

4.1 Model vzniku PET obrazů

Je známo, že proces zaznamenávající počet rozpadů v radioaktivním zářiči
od počátku záznamu do času t se dá velmi dobře aproximovat Poissono-
vým procesem N(t). Další informace a konkrétní ověření této aproximace
lze nalézt například v článku Struthers [20].
Nás při modelování procesu vzniku PET snímků zajímá nejen počet ra-

dioaktivních rozpadů v určitém časovém intervalu, ale také jejich prostorové
rozložení. Úvahy o vzájemné nezávislosti rozpadů různých jader nás vedou
k použití prostorového Poissonova bodového procesu.
Uvažujme tedy Poissonův bodový proces ΦP v R3 s mírou intenzity Λ,

která je určena prostorovým rozložením aktivity radioaktivního zářiče (ra-
diofarmaka). Proces ΦP modeluje místa rozpadů nestabilních jader a tedy
místa emise pozitronů (viz kapitolu 1).
V určité vzdálenosti od místa emise dochází k anihilaci pozitronu s elek-

tronem a vyzáření dvojice anihilačních fotonů. Právě místa anihilací jsou
ta, která zaznamenáváme v simulovaných PET obrazech a která v reálných
snímcích odhadujeme rekonstrukčním algoritmem.
Pro každý bod X ∈ ΦP definujme dceřinný bodový proces ΨX obsa-

hující právě jeden bod, který interpretujeme jako místo anihilace pozitronu
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emitovaného v bodě X. Nechť jsou splněny následující předpoklady:

B1. podmíněně při ΦP jsou ΨX nezávislé bodové procesy,

B2. rodičovský proces ΦP je nezávislý s centrovanými dceřinnými procesy
ΨX − X,

B3. bod procesu ΨX − X má rozdělení s hustotou f na R3, stejnou pro
všechna X ∈ ΦP .

Potom je výsledný bodový proces Φ =
⋃

X∈ΦP
ΨX speciálním případem

Neymanova-Scottové bodového procesu (speciálním v tom smyslu, že dce-
řinné procesy ΨX obsahují deterministický počet bodů — jeden).
Předpoklad B1. můžeme přijmout s ohledem na to, že trajektorie pozit-

ronu mezi jeho emisí a anihilací je nezávislá na chování ostatních pozitronů.
Zbylé předpoklady B2. a B3. jsou splněny, pokud je prostředí, v němž se po-
zitrony pohybují, homogenní (má ve všech bodech stejné vlastnosti). V pří-
padě snímání válcového fantomu s homogenní strukturou je to oprávněný
předpoklad.
Nechť dále hustota f má omezený nosič K. Tato podmínka znamená, že

dosah pozitronu v okolním materiálu je omezený a pozitron nemůže překonat
libovolně velkou vzdálenost, aniž by došlo k anihilaci. I tento předpoklad je
z fyzikální podstaty věci oprávněný.
Předpokládejme navíc, že ΦP je homogenní Poissonův proces s inten-

zitou λ > 0 (to odpovídá rovnoměrnému prostorovému rozložení aktivity).
Nyní můžeme odvodit rozdělení procesu Φ =

⋃
X∈ΦP

ΨX . Podle důsledku 4.2
v knize Rataj [15] je rozdělení bodového procesu Φ jednoznačně určeno tzv.
prázdnými pravděpodobnostmi P(Φ(B) = 0), B ∈ B30, kde B30 je systém ome-
zených borelovských množin v R3 a symbol Φ(B) označuje počet bodů pro-
cesu Φ v množině B.
Zvolme nyní pevně B ∈ B30 a takovou množinu S ∈ B30, že |S| > 0 a platí

B − K =
{
x ∈ R3; ∃b ∈ B, k ∈ K : x = b − k

}
⊆ S. (4.1)

Díky této podmínce víme, že pokud ΨX ∈ B, musí být příslušný rodičovský
bod X ∈ S. Jinými slovy, pokud v množině B dojde k anihilaci, musel být
odpovídající pozitron emitován v některém bodě množiny S.
Všimněme si ještě, že platí následující jednoduché rovnosti (uvažujeme

n = 1, 2, . . .):

P(Φ(B) = 0 | ΦP (S) = 0) = 1, (4.2)

P(Φ(B) = 0 | ΦP (S) = 1) =
∫

S

(∫
R3rB

f(y − x)dy

)
dx

|S|
(4.3)

=
1
|S|

∫
S

(
1−

∫
B

f(y − x)dy

)
dx ,

P(Φ(B) = 0 | ΦP (S) = n) = P(ΨX1 6∈ B, . . . ,ΨXn 6∈ B | ΦP (S) = n)
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=
n∏

i=1

P(ΨXi
6∈ B | ΦP (S) = n) (4.4)

=

[
1
|S|

∫
S

(
1−

∫
B

f(y − x)dy

)
dx

]n

,∫
S

(∫
B

f(y − x)dy

)
dx =

∫
B

(∫
S

f(y − x)dx

)
dy = |B|. (4.5)

Ve vzorcích (4.3) a (4.4) se využívá faktu, že restrikce ΦP na množinu S
tvoří podmíněně při ΦP (S) = n binomický bodový proces na S s mí-
rou odpovídající míře intenzity Poissonova procesu ΦP (viz např. Møller,
Waagepetersen [13], kapitola 3). Vzorec (4.4) navíc využívá předpokladu B1.,
tedy nezávislosti procesů ΨX při daném ΦP . Nakonec, první rovnost v (4.5)
je důsledkem Fubiniovy věty a druhá rovnost platí díky naší speciální volbě
množiny S (vnitřní integrál má hodnotu 1 pro každé y ∈ B).
Díky těmto vzorcům snadno vypočítáme pravděpodobnost P(Φ(B) = 0):

P(Φ(B) = 0) =
∞∑

n=0

P(Φ(B) = 0 | ΦP (S) = n)P(ΦP (S) = n) (4.6)

=
∞∑

n=0

e−λ|S| (λ|S|)
n

n!
1

|S|n

[∫
S

(
1−

∫
B

f(y − x)dy

)
dx

]n

= e−λ|S|
∞∑

n=0

λn

n!

[
|S| −

∫
S

(∫
B

f(y − x)dy

)
dx

]n

= exp

{
−λ|S|+ λ|S| − λ

∫
S

(∫
B

f(y − x)dy

)
dx

}
= e−λ|B|.

Stejný výpočet můžeme provést pro všechny množiny B ∈ B30. Dosta-
neme tak prázdné pravděpodobnosti procesu Φ: P(Φ(B) = 0) = e−λ|B|.
To jsou však prázdné pravděpodobnosti homogenního Poissonova pro-

cesu s intenzitou λ. Protože prázdné pravděpodobnosti určují rozdělení bo-
dového procesu jednoznačně, je proces Φ udávající polohy anihilací homo-
genní Poissonův proces.
Pozorujeme-li proces Φ v omezeném okně W ∈ B30, můžeme toto okno

rozdělit na konečný počet disjunktních množin — voxelů. Počty bodů pro-
cesu Φ v jednotlivých voxelech (tedy počty anihilací) budou díky vlastnostem
homogenního Poissonova procesu tvořit nezávislé náhodné veličiny s Poisso-
novým rozdělením se střední hodnotou λ × objem voxelu.
Tento model dobře popisuje simulované PET obrazy, v nichž jsou uloženy

informace o polohách anihilací. Pokud je rozložení aktivity radiofarmaka
v nějaké oblasti rovnoměrné, budou počty anihilací v jednotlivých (stejně
velkých) voxelech nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny s Poissonovým
rozdělením.
Počty zaznamenaných anihilací v jednotlivých voxelech budou menší

kvůli zeslabení anihilačního záření při průchodu materiálem. Protože však
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koeficienty zeslabení závisejí pouze na poloze voxelu (viz úvahy v části 2.3),
nezávislost se u zaznamenaných hodnot zachová.
Stejně tak se zachová i Poissonovo rozdělení těchto náhodných veličin.

Nechť Y je počet anihilací, ke kterým dojde v jednom konkrétním voxelu.
Podle dřívějších úvah má Y Poissonovo rozdělení Po(ν) pro nějaké ν > 0.
Předpokládejme, že každá z těchto anihilací je nezávisle na ostatních zazna-
menána s pravděpodobností p ∈ (0, 1), která záleží pouze na poloze voxelu.
Počet zaznamenaných anihilací Z je potom součtem náhodného počtu

náhodných veličin: Z =
∑Y

i=1 Ui, kde U1, U2, . . . je posloupnost nezávislých
náhodných veličin s alternativním rozdělením Alt(p). Krátký elementární
výpočet ukáže, že Z má Poissonovo rozdělení Po(p ν).
V simulovaném snímku s rovnoměrně rozloženou aktivitou radiofarmaka

tedy můžeme očekávat v jednotlivých voxelech vzájemně nezávislé hodnoty
s Poissonovým rozdělením. Pokud je hodnota parametru Poissonova roz-
dělení dostatečně vysoká, můžeme toto rozdělení aproximovat normálním.
Zdůvodnění této aproximace poskytne následující postup.
Uvažujme posloupnost X1, X2, . . . nezávislých, stejně rozdělených ná-

hodných veličin s Poissonovým rozdělením s parametrem ν > 0. Je tedy
EXi = ν, varXi = ν a podle centrální limitní věty platí tato konvergence
v distribuci: ∑n

i=1Xi − nν√
nν

d−→ V , kde V ∼ N(0, 1). (4.7)

Zápisem V ∼ N(0, 1) míníme, že rozdělení náhodné veličiny V je normální
rozdělení N(0,1). Pro velké hodnoty n tedy můžeme aproximovat rozdě-
lení součtu

∑n
i=1Xi normálním rozdělením N(nν, nν), přitom však víme, že∑n

i=1Xi ∼ Po(nν) přesně. Pro velké hodnoty parametru µ proto můžeme
aproximovat rozdělení Po(µ) rozdělením N(µ, µ).
V případě reálných PET obrazů je situace komplikovanější, snímky totiž

vznikají zpracováním přímek odezvy a informace o polohách anihilací nejsou
dostupné. Model, který umožňuje popsat i takovou situaci, předkládá napří-
klad Green [9].

4.2 Vlastnosti PET obrazů — příprava

Pozorované hodnoty zaznamenané v PET snímcích považujeme za realizaci
náhodného pole. Je třeba ověřit, zda jsou v případě simulovaných obrazů
splněny předpoklady normality, slabé stacionarity a izotropie.
Pro srovnání budeme stejnou analýzu provádět současně na simulova-

ných datech i na sadě reálných snímků laskavě poskytnutých PET centrem
Nemocnice Na Homolce. K dispozici máme 15 reálných snímků válcového
fantomu o průměru 210 mm a výšce 250 mm, naplněného homogenním roz-
tokem radiofarmaka. Tento fantom je pravidelně snímán pro ověření správ-
nosti nastavení skeneru a kontrolu kvality výsledných obrazů. Velikost voxelů
v těchto snímkcích je 5, 35× 5, 35× 2, 03 mm a obrazy jsou po rekonstrukci
vyhlazeny gaussovským filtrem s šířkou 2 mm.
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Pro analýzu vlastností simulovaných dat jsme v GATE provedli 20 nezá-
vislých simulací snímání stejného fantomu s rovnoměrně rozloženou aktivi-
tou, jaký se používá pro kontrolu nastavení reálného skeneru. Simulované
obrazy jsme zatím nevyhlazovali a pro jednoduchost jsme ve výsledném
snímku zvolili krychlové voxely o délce strany 4 mm. Tyto rozměry jsou
blízké rozměrům voxelu v reálných snímcích pacientů. Máme tedy k dis-
pozici 15 reálných a 20 simulovaných snímků téhož fantomu. Díky tomu
budeme moci srovnat vlastnosti reálných a simulovaných obrazů.
Ze snímků vybereme menší oblast, v níž budeme provádět vlastní analýzu

(většina obrazu totiž pokrývá okolí fantomu a neobsahuje žádný signál). Tuto
oblast volíme pro jednoduchost jako kvádr, který je celý obsažen ve fantomu
a je umístěn v jeho středu. Každý voxel takového kvádru nese informaci
o rozložení aktivity ve fantomu. Velikost zvoleného kvádru bude 25×25×65
voxelů v případě reálných dat, u simulovaných dat 32 × 32 × 32 voxelů.
V obou případech tak kvádr pokrývá oblast o objemu přibližně 2 dm3.
Pokud nebude explicitně řečeno jinak, budeme v této kapitole pracovat

vždy pouze s částmi snímků určenými tímto kvádrem. Pro stručnější a pře-
hlednější vyjadřování budeme dále pojmem „snímekÿ označovat právě tuto
menší část PET obrazu zadanou uvažovaným kvádrem.
Jednotlivé reálné snímky se od sebe liší množstvím použité aktivity, proto

je vhodné je před vlastní analýzou standardizovat (v každém snímku ode-
číst průměr a hodnoty vydělit odhadem směrodatné odchylky). Potom už
budeme snímky považovat za realizace centrovaného náhodného pole s jed-
notkovým rozptylem. Pro zachování konzistence analýzy provedeme stejnou
standardizaci i v případě simulovaných dat.
Směrodatnou odchylku v jednom snímku budeme odhadovat výběrovou

směrodatnou odchylkou s definovanou jako

s =

√√√√ 1
N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2, (4.8)

kde x1, x2, . . . , xN jsou hodnoty zaznamenané v daném snímku v naší oblasti
zájmu (kvádr, v němž budeme zkoumat vlastnosti dat), a x̄ jejich průměr.
Za předpokladu, že x1, x2, . . . , xN jsou napozorované hodnoty nezávislých,
stejně rozdělených náhodných veličin, je s2 nestranným odhadem rozptylu
jejich rozdělení.
Pro standardizaci hodnot jednotlivých snímků chceme použít odhad smě-

rodatné odchylky vypočtený z nezávislých hodnot. Prostorově blízká pozo-
rování však mohou být korelovaná, proto se nejprve zaměříme na korelační
strukturu reálných a simulovaných PET obrazů.

4.3 Korelační struktura dat

Před zkoumáním vzájemné korelace prostorově blízkých pozorování každý
snímek vycentrujeme odečtením průměrné hodnoty v daném snímku. Tím
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Obrázek 4.1: K testování nulovosti korelačních koeficientů: vlevo zkoumání
dosahu korelací, vpravo zkoumání korelací prostorově blízkých pozorování.
Červeným kroužkem jsou označeny voxely, v nichž jsou korelace s blízkými
či vzdálenými sousedy testovány.

v reálných datech omezíme vliv rozdílného množství radiofarmaka použi-
tého při snímání fantomu v různých dnech. U všech simulovaných snímků
je množství použité aktivity stejné a jejich centrování není v tuto chvíli ne-
zbytné, pro dodržení stejného postupu analýzy reálných i simulovaných dat
je však vycentrujeme také.
K posouzení míry korelace pozorování ve dvou konkrétních voxelech po-

užijeme test nulovosti Pearsonova korelačního koeficientu (viz Anděl [4], ka-
pitola 6), který je implementován v programu R.
Zaměřme se nejprve na „dosah korelacíÿ — jak vzdálená pozorování mů-

žeme prohlásit za nekorelovaná? Zvolíme voxel uprostřed studovaného kvá-
dru (a tedy uprostřed celého fantomu) a provedeme postupně testy nulovosti
korelačního koeficientu hodnot v tomto zvoleném voxelu a ve voxelech od
něj posunutých ve směru jedné z kolmých souřadnicových os (viz obrázek 4.1
vlevo). Vzhledem k symetrii válcového fantomu to ke zjištění dosahu korelací
stačí.
Tímto postupem provedeme u reálných dat 24+24+64 = 112 korelačních

testů (při každém z nich zpracováváme 15 nezávislých dvojic hodnot z 15
reálných snímků). U simulovaných dat provedeme 31 + 31 + 31 = 93 testů,
každý s 20 nezávislými dvojicemi hodnot z 20 simulací.
Prohlídka odhadů korelačních koeficientů a výsledných p-hodnot těchto

testů neukázala, že by prostorově blízké hodnoty byly silněji korelované než
hodnoty vzdálené, naopak se zdá, že i hodnoty ze sousedních voxelů můžeme
prohlásit za nekorelované, a to jak v případě reálných, tak i simulovaných
snímků.
Na pětiprocentní hladině významnosti byla hypotéza nulovosti korelač-

ního koeficientu zamítnuta u 5 ze 112 testů na reálných datech (4,46 %),
u simulovaných dat to byly 4 z 93 testů (4,30 %). I za platnosti nulové hypo-
tézy může s pravděpodobností 5 % dojít k jejímu zamítnutí, proto uvedené
výsledky nemůžeme považovat za doklad přítomnosti korelací mezi prosto-
rově blízkými pozorováními.
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Reálná data Simulovaná data

Oblast Zamítnuto Podíl Zamítnuto Podíl

střed 0/26 0,00 % 1/26 3,85 %

plášť 2/26 7,69 % 0/26 0,00 %

podstava 3/26 11,54 % 3/26 11,54 %

Tabulka 4.1: Výsledky testování nulovosti Pearsonova korelačního koefici-
entu mezi sousedními hodnotami (v každé oblasti provedeno 26 testů na
hladině 5 %).

Podívejme se nyní na korelace sousedních hodnot. Ty se mohou lišit v zá-
vislosti na poloze místa pozorování uvnitř fantomu. S ohledem na symetrii
válcového fantomu se zaměříme na korelace ve třech různých oblastech: ve
středu fantomu, pod pláštěm fantomu a v oblasti posunuté od středu fan-
tomu směrem k jeho podstavě, viz obrázek 4.1 vpravo.
V těchto oblastech zvolíme jeden voxel a otestujeme postupně nulovost

korelací hodnot zaznamenaných v tomto voxelu a ve 26 s ním sousedících
voxelech. Provedeme tak celkem 3 sady po 26 testech. Podobně jako výše
testujeme hypotézu nulovosti Pearsonova korelačního koeficientu na hladině
významnosti 5 %. Výsledky testování shrnuje tabulka 4.1.
Relativní četnost zamítnutí nulové hypotézy na pětiprocentní hladině je

v tomto případě vyšší. Na hladině 0,0526
.
= 2 ·10−3, dané Bonferroniho korekcí,

však hypotézu nulovosti korelací nezamítá žádný z testů. Hodnoty napozo-
rované v sousedních voxelech proto budeme považovat za nekorelované.
Shrnutí: analýza korelační struktury reálných i simulovaných PET ob-

razů neukázala přítomnost signifikantních korelací mezi hodnotami napozo-
rovanými v blízkých či vzdálených voxelech. Všechny hodnoty zaznamenané
v jednom snímku proto budeme považovat za navzájem nekorelované.

4.4 Normalita

V části 4.1 jsme odvodili, že při splnění předpokladů rovnoměrného rozložení
aktivity ve fantomu a homogenity materiálu, z něhož je fantom tvořen, bu-
dou mít hodnoty v jednotlivých voxelech simulovaných obrazů před korekcí
Poissonovo rozdělení. Pro dostatečně vysoké hodnoty parametru Poissonova
rozdělení je možné jej aproximovat normálním rozdělením.
Korekce simulovaných snímků přenásobením korekčními koeficienty od-

vozenými v části (2.3) poruší Poissonovo rozdělení hodnot — například už
nemůžeme očekávat celočíselné hodnoty. Uvažovaná aproximace normálním
rozdělením se však tímto postupem nezhorší. V simulovaných snímcích ho-
mogenního fantomu tedy očekáváme přibližně normální rozdělení hodnot.
Díky rozboru korelační struktury snímků z části 4.3 můžeme před další
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Reálná data Simulovaná data

Hladina S.-W. test A.-D. test S.-W. test A.-D. test

5 % 5,17 % 5,26 % 5,57 % 5,55 %

Bonferroni 0,00 % 0,00 % 0,00 % 0,00 %

Tabulka 4.2: Testování jednorozměrné normality dat na hladině 5 % a na
hladině dané Bonferroniho korekcí: relativní četnosti zamítnutí nulové hy-
potézy o normalitě dat. Zkratkou S.-W. je označen Shapirův-Wilkův test,
zkratkou A.-D. pak Andersonův-Darlingův test.

analýzou dat provést standardizaci zkoumaných obrazů. V každém snímku
odečteme průměr a hodnoty vydělíme výběrovou směrodatnou odchylkou
vypočtenou ze všech pozorovaných hodnot v daném snímku (ty považujeme
za navzájem nekorelované).
K testování normality marginálních rozdělení hodnot v jednotlivých vo-

xelech použijeme dva testy odlišného typu: Shapirův-Wilkův test založený na
pořadových statistikách a Andersonův-Darlingův test využívající empirickou
distribuční funkci. Podrobné informace o těchto i dalších testech normality
lze nalézt v knize Thode [23].
Pro testování normality využijeme program R, v němž jsou implemen-

továny oba zmíněné testy, Shapirův-Wilkův i Andersonův-Darlingův. V pří-
padě reálných dat budeme současně provádět 25 × 25 × 65 = 40 625 testů
s 15 nezávislými hodnotami z 15 reálných snímků (jeden test pro každý voxel
v uvažovaném kvádru), v případě simulovaných dat provedeme 323 = 32 768
testů s 20 nezávislými hodnotami.
Tabulka 4.2 shrnuje relativní četnosti zamítnutí hypotézy, že pozorovaná

data pocházejí z normálního rozdělení, při provádění Shapirova-Wilkova
a Andersonova-Darlingova testu na hladině 5 % a na hladině určené Bon-
ferroniho korekcí (tj. na hladině 0, 05/n, kde n je počet prováděných testů).
Na pětiprocentní hladině oba testy zamítají přibližně v pěti procentech

případů, na hladině dané Bonferroniho korekcí nedošlo k zamítnutí v žád-
ném z provedených dílčích testů. Z toho důvodu nezamítáme na pětipro-
centní hladině významnosti hypotézu, že hodnoty zaznamenané v reálných
i simulovaných obrazech pocházejí z normálního rozdělení.
Podívejme se nyní podrobněji na chování p-hodnot, na jejichž základě

rozhodujeme o zamítnutí či nezamítnutí nulové hypotézy. Jak uvádí napří-
klad Schweder, Spjøtvoll [18], v případě použití testové statistiky se spojitým
rozdělením má za platnosti nulové hypotézy p-hodnota provedeného testu
rovnoměrné rozdělení na intervalu [0, 1]. Následující výpočet nás o tom může
přesvědčit.
Uvažujme test založený na testové statistice T , jež má za platnosti nulové

hypotézy spojité rozdělení s rostoucí distribuční funkcí FT , která je známá
přesně, včetně všech případných parametrů. Kvantily rozdělení T pak mů-
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žeme definovat jako Qz = F−1
T (z).

Předpokládejme dále, že test zamítá nulovou hypotézu, pokud je hodnota
testové statistiky příliš malá, jako je tomu například u Shapirova-Wilkova
testu normality, viz článek Shapiro, Wilk [17]. Pokud z napozorovaných dat
vypočteme hodnotu testové statistiky T1, je p-hodnota testu pravděpodob-
nost, že za platnosti nulové hypotézy obdržíme hodnotu testové statistiky T2,
která je ještě extrémnější než T1, tedy

p = P(T2 < T1 | T1) = FT (T1) P − skoro jistě. (4.9)

Potom dostaneme, že pro z ∈ [0, 1] platí:

P(p < z) = P (FT (T1) < z) = P
(
T1 < F−1

T (z)
)
= P(T1 < Qz) = z. (4.10)

Rozdělení p-hodnoty p je tedy za platnosti nulové hypotézy rovnoměrné na
intervalu [0, 1].
Ověřme, zda soubory p-hodnot vypočtené při testování jednorozměrné

normality odpovídají rovnoměrnému rozdělení či nikoliv. Obrázek 4.2 uka-
zuje, že rozdělení p-hodnot Shapirova-Wilkova testu je v případě reálných
i simulovaných dat velmi blízké rovnoměrnému. To je další potvrzení sku-
tečnosti, že hypotézu o jednorozměrné normalitě dat nemůžeme zamítnout.
Rozdělení p-hodnot Andersonova-Darlingova testu je velmi podobné jako
v případě Shapirova-Wilkova testu.
Normalitu sdruženého rozdělení skupiny pozorování získáme snadno díky

jednorozměrné normalitě dat, kterou jsme ověřili výše, a jejich nekorelo-
vanosti (viz rozbor korelační struktury dat v části 4.3). Sdružená norma-
lita plyne z tvaru hustoty mnohorozměrného normálního rozdělení. Přesto
podrobíme i hypotézu o mnohorozměrné normalitě dat formálnímu testu.
Používat budeme test mnohorozměrné normality navržený v článku Szé-

kely, Rizzo [21]. Také tento test je implementován v programu R.
Pro ilustraci budeme testovat normalitu sdruženého rozdělení hodnot

napozorovaných v osmi sousedních voxelech uspořádaných do tvaru krychle
2×2×2 voxely. Vzhledem k výpočetní náročnosti zvoleného testu nebudeme
testovat hodnoty v celém objemu snímku, ale provedeme pouze 1 000 testů
v menší části snímku (zvlášť pro reálná a simulovaná data).
Výsledky testování ukazují, že hypotézu o normalitě sdruženého rozdělení

hodnot napozorovaných v osmi sousedních voxelech nemůžeme zamítnout.
Na pětiprocentní hladině byla nulová hypotéza sdružené normality u reál-
ných dat zamítnuta v 5,9 % případů, u simulovaných dat v 4,4 % případů.
Na hladině 5 ·10−5 odpovídající Bonferroniho korekci nezamítal žádný z pro-
vedených dílčích testů.
Vlastnosti souboru výsledných p-hodnot ukazuje obrázek 4.3. Stejně jako

u testů jednorozměrné normality je rozdělení p-hodnot blízké rovnoměr-
nému. To je další důvod nezamítat hypotézu o sdružené normalitě hodnot
zaznamenaných v reálných i simulovaných PET obrazech.
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Obrázek 4.2: Analýza souboru výsledných p-hodnot Shapirova-Wilkova testu
na reálných (nahoře) a simulovaných datech (dole). Vlevo histogram, vpravo
modře hodnoty empirické distribuční funkce (EDF) souboru vypočtené v dis-
krétních bodech x = k/100, k = 0, 1, . . . , 100; distribuční funkce rovnoměr-
ného rozdělení je vyznačena červenou úsečkou.

4.5 Stacionarita a izotropie

V předchozí části jsme ověřili, že můžeme hodnoty zaznamenané v jednot-
livých voxelech reálných i simulovaných PET obrazů považovat za realizaci
gaussovského náhodného pole pozorovanou v určitých mřížových bodech.
Nyní posoudíme, zda je toto náhodné pole slabě stacionární a izotropní.
Slabá stacionarita (reálného) náhodného pole {Xs, s ∈ S} předpokládá

splnění dvou podmínek:

EXs = m ∀s ∈ S, (4.11)

R(s, t) = E(Xs − m)(Xt − m) = R1(s − t) ∀s, t ∈ S. (4.12)

(tedy že střední hodnota pole je konstantní a kovarianční funkce závisí
pouze na rozdílu svých argumentů). Abychom uvažované gaussovské ná-
hodné pole mohli považovat za stacionární — v případě gaussovského pole
jsou si striktní a slabá stacionarita pole ekvivalentní — stačí ověřit, zda jsou
střední hodnoty a rozptyly hodnot pole ve všech bodech pozorování kon-
stantní. Díky vzájemné nekorelovanosti pozorovaných hodnot (viz část 4.3)
je totiž korelační struktura dat velmi jednoduchá.
V souboru 15 nezávislých reálných snímků vypočítáme průměrnou hod-

notu v jednotlivých voxelech. Získáme tak trojrozměrnou mapu odhadů
střední hodnoty náhodného pole v patřičných mřížových bodech. Stejným
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Obrázek 4.3: Analýza souboru výsledných p-hodnot testu mnohorozměrné
normality na reálných (nahoře) a simulovaných datech (dole). Vlevo histo-
gram, vpravo modře hodnoty empirické distribuční funkce (EDF) souboru
vypočtené v diskrétních bodech x = k/100, k = 0, 1, . . . , 100; distribuční
funkce rovnoměrného rozdělení je vyznačena červenou úsečkou.

způsobem odhadneme střední hodnotu v souboru 20 nezávislých simulova-
ných snímků.
Prohlídka mapy odhadů střední hodnoty v reálných snímcích ukázala ne-

rovnoměrnost těchto odhadů a zřetelné prostorové trendy. Oblasti blízko po-
délné osy fantomu vykazují nižší průměrné hodnoty než místa blízko pláště,
přestože válcový fantom při snímání obsahuje homogenní roztok radiofar-
maka a při rekonstrukci se provádí korekce na zeslabení záření v materiálu.
Tyto rozdíly nejsou v jednotlivých snímcích patrné, zřetelně se ukáží teprve
při prohlídce průměrných hodnot z 15 dostupných snímků (viz obrázek 4.4).
Reálné snímky homogenního válcového fantomu tedy nemohou být re-

alizací slabě stacionárního náhodného pole, protože je porušena podmínka
(4.11). Podívejme se nyní na vlastnosti simulovaných dat.
Mapa průměrných hodnot v simulovaných snímcích neukázala žádné pro-

storové trendy v chování střední hodnoty náhodného pole. Odchylky těchto
průměrných hodnot od nulové hladiny jsou náhodné a nezávisí na poloze
daného voxelu uvnitř fantomu (viz obrázek 4.4). Podmínku (4.11) proto po-
važujeme za splněnou.
Vlastnosti kovarianční funkce uvažovaného náhodného poleR(s, t) z pod-

mínky (4.12) můžeme zkoumat pouze v konečném počtu pravidelně rozmís-
těných bodů odpovídajících jednotlivým voxelům simulovaných snímků. Pro
jednoduchost budeme předpokládat, že hodnota zaznamenaná ve voxelu je
hodnotou náhodného pole v bodě, který je středem daného voxelu. Množinu
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Max

Min

Obrázek 4.4: Průměrné hodnoty vypočtené v jednotlivých voxelech reálných
snímků homogenního fantomu (vlevo, řez o rozměrech 25×25 voxelů středem
zkoumané části fantomu) a simulovaných snímků (vpravo, odpovídající řez
o rozměrech 32× 32 voxelů).

takových bodů, v nichž pozorujeme hodnoty náhodného pole, označme T .
Díky vzájemné nekorelovanosti jednotlivých pozorovaných hodnot, kte-

rou jsme ověřili v části 4.3, dostáváme:

R(s, t) = 0 ∀t, s ∈ T, t 6= s. (4.13)

Pokud navíc bude platit R(t, t) = σ2 ∀t ∈ T (tedy konstantnost rozptylů),
budeme moci uvažované náhodné pole považovat za slabě stacionární.
Podobně jako výše vypočteme v každém voxelu simulovaných dat vý-

běrový rozptyl zaznamenaných hodnot. Také v tomto případě jsou patrné
prostorové trendy v chování rozptylů v jednotlivých voxelech. Ve voxelech
u osy fantomu se objevují vyšší hodnoty rozptylu oproti voxelům blíže k po-
vrchu, a také v místech bližších podstavám válcového fantomu jsou rozptyly
vyšší než v místech v jeho střední části. Je zde patrná přímá úměra mezi
rozptylem a hodnotami použitých korekčních koeficientů v jednotlivých vo-
xelech (viz část 2.3).
Mezi vzdálenými oblastmi se odhadnuté hodnoty rozptylu liší přibližně

o 15–70 %. Náhodné pole tedy nemůžeme považovat za slabě stacionární
v celém objemu zkoumané oblasti. Pokud se však omezíme na menší oblast,
v níž se rozptyly mění jen málo, je slabě stacionární náhodné pole dobrým
modelem pro simulované PET obrazy.
Slabě stacionární náhodné pole {Xs, s ∈ S} s kovarianční funkcí R1(s)

je izotropní, pokud splňuje podmínku

R1(s) = R1(‖s‖) ∀s ∈ S. (4.14)

Vzorec (4.13) napovídá, že v oblasti, v níž považujeme simulované snímky za
realizaci slabě stacionárního náhodného pole, můžeme očekávat také izotropii
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tohoto pole. Při zachování dřívějšího značení je totiž

R1(s − t) = R1(‖s − t‖) = 0 ∀s, t ∈ T, s 6= t. (4.15)

Worsley a kol. v článku [25] navrhují neformální metodu posouzení izot-
ropie náhodného pole, které je pozorované v pravidelných mřížových bo-
dech. Tuto metodu využijeme k rozhodnutí o případné izotropii simulova-
ných snímků.
Jádrem této metody je odhad efektivního FWHM dat, definovaného jako

FWHM gaussovského filtru, který by při vyhlazení bílého šumu vedl ke stejné
lokální hladkosti výsledného snímku, jakou vykazují zkoumaná data.
Zvolme dva sousední voxely, označme je 1 a 2 a určeme efektivní FWHM

snímků podél hrany spojující tyto dva voxely postupem uvedeným v článku
Worsley a kol. [25]. Nejprve v obou voxelech aplikujeme lineární model vy-
světlující 20 hodnot zaznamenaných v těchto voxelech ve 20 nezávislých
simulovaných obrazech. Protože naše data tvoří snímky získané opakovanou
simulací téhož fantomu, nemáme k dispozici žádné vysvětlující proměnné,
které by jednotlivé snímky od sebe odlišily. Lineární model v tomto případě
vysvětluje data jejich průměrem.
Označme xij, i = 1, . . . , 20, j = 1, 2, hodnoty zaznamenané v i-tém

snímku ve voxelu j a odpovídající průměry označme x̄j, j = 1, 2. Rezidua
v uvažovaných lineárních modelech a normalizovaná rezidua jsou potom

rij = xij − x̄j, i = 1, . . . , 20, j = 1, 2, (4.16)

uij =
rij√∑20
k=1 r

2
kj

, i = 1, . . . , 20, j = 1, 2. (4.17)

Parametr hrubosti λ náhodného pole je v článku [25] odhadován jako

λ̂ =
1
∆x

√√√√ 20∑
i=1

(ui1 − ui2)2 , (4.18)

kde ∆x je délka spojnice mezi středy voxelů 1 a 2 (v případě krychlových
voxelů o délce hrany amůže ∆x nabývat hodnot a,

√
2a nebo

√
3a). Efektivní

FWHM podél této spojnice je pak určeno vztahem

eFWHM =

√
4 ln 2

λ̂
. (4.19)

Za předpokladu izotropie by měly být hodnoty efektivního FWHM v různých
částech snímků konstantní.
Zvolme pevný směr hrany spojující dva sousední voxely, například vo-

xely vzájemně posunuté ve směru podélné osy fantomu. V simulovaných
datech vypočítáme efektivní FWHM podél spojnic všech ostatních dvojic
sousedních voxelů se stejnou vzájemnou orientací (které jsou také vzájemně
posunuty ve směru podélné osy fantomu).
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Směr eFWHM eFWHM* Směr eFWHM eFWHM*

x 4,823 1,206 xz1 6,812 1,204

y 4,817 1,204 xz2 6,806 1,203

z 4,816 1,204 xyz1 8,341 1,204

xy1 6,806 1,203 xyz2 8,340 1,204

xy2 6,809 1,204 xyz3 8,341 1,204

yz1 6,805 1,203 xyz4 8,330 1,203

yz2 6,810 1,204

Tabulka 4.3: Posouzení izotropie simulovaných dat: průměrné hodnoty efek-
tivního FWHM podél různě orientovaných hran. Směr x odpovídá dvojici
voxelů posunutých o jeden krok ve směru osy x, směry xy1 a xy2 odpovídají
posunutí o jeden krok ve směru osy x a jeden krok ve směru osy y (možné
jsou dvě různé relativní orientace voxelů). Podobně pro ostatní kombinace
x, y a z. Hodnoty eFWHM jsou vypočtené podle vzorce (4.19), opravené
hodnoty eFWHM* předpokládají jednotkovou délku všech hran bez ohledu
na jejich orientaci.

Prohlídka trojrozměrné mapy takto vypočítaných hodnot efektivního
FWHM neukázala žádné systematické odchylky od průměrné hodnoty, mů-
žeme tedy usuzovat, že efektivní FWHM nezávisí na poloze dvojice voxelů
uvnitř fantomu. Ke stejnému závěru vedl také rozbor efektivních FWHM
podél jinak orientovaných hran (spojujících sousední voxely v jiné relativní
poloze).
Průměrné hodnoty efektivního FWHM podél různě orientovaných hran

vykazují zřetelné rozdíly (viz tabulku 4.3, sloupce eFWHM). Pokud však
odstraníme vliv délky hran ∆x a budeme předpokládat ∆x = 1 pro všechny
hrany bez ohledu na orientaci, budou takto opravené hodnoty eFWHM*
pro všechny různé orientace hran téměř totožné (viz tabulku 4.3, sloupce
eFWHM*).
To je způsobeno nekorelovaností zkoumaných hodnot. Hodnoty zazname-

nané v sousedních voxelech můžeme považovat za realizace nekorelovaných,
stejně rozdělených náhodných veličin, bez ohledu na to, jaká vzdálenost je

dělí. Proto i hodnoty
√∑20

i=1(ui1 − ui2)2 mají rozdělení, které nezávisí na
délce hrany.
Na základě provedné analýzy usuzujeme, že hladkost uvažovaného ná-

hodného pole je ve všech směrech stejná a budeme toto pole považovat za
izotropní (v oblastech, kde jsou si rozptyly jednotlivých hodnot dostatečně
blízké, abychom mohli pole považovat za slabě stacionární, viz výše).
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4.6 Shoda modelu — simulované snímky

Jak jsme ověřili výše, reálné i simulované PET obrazy splňují předpoklad
normality rozdělení a simulované snímky navíc lokálně (v oblastech, kde jsou
si rozptyly jednotlivých pozorování blízké) splňují předpoklady slabé staci-
onarity a izotropie. Tyto vlastnosti potřebujeme k výpočtu střední hodnoty
Eulerovy charakteristiky přesahující množiny podle vzorce (3.7).
V této části ověříme, zda je chování Eulerovy charakteristiky přesahu-

jících množin v simulovaných datech ve shodě s očekáváním, které udává
vzorec (3.7). Pouze simulovaná data totiž mají vlastnosti, které jsou před-
pokladem pro použití tohoto vzorce.
Oblastí zájmu S bude pouze část snímku — kvádr, který byl analyzován

v předcházejících částech této kapitoly. Vlastní objemy kvádru S o délce
hran a, b a c jsou následující (viz článek Cao, Worsley [8]):

µ0(S) = 1, µ1(S) = a+b+c, µ2(S) = ab+bc+ac, µ3(S) = abc. (4.20)

Pro výpočet střední hodnoty Eulerovy charakteristiky přesahující mno-
žiny zbývá určit hodnotu parametru hrubosti náhodného pole λ definova-
ného v části 3.2 jako rozptyl některé složky vektoru parciálních derivací
náhodného pole. Označme δ1, δ2 a δ3 rozměry voxelu v uvažovaném obrazu.
Parciální derivaci náhodného pole podle první souřadniceX1 ve voxelu o sou-
řadnicích [x, y, z] odhadujeme jako

X̂1(x, y, z) =
X(x+ δ1, y, z)− X(x, y, z)

δ1
, (4.21)

a podobně pro parciální derivace podle druhé a třetí souřadnice X2 a X3
(tento odhad navrhují Worsley a kol. v článku [28]).
Rozptyl parciální derivace X1 odhadujeme výběrovým rozptylem sou-

boru odhadnutých parciálních derivací X̂1 ve všech voxelech uvažovaného
kvádru a ve všech snímcích. Díky izotropii simulovaných snímků očekáváme,
že parciální derivace X1, X2 i X3 budou mít stejné rozptyly. Parametr hru-
bosti náhodného pole λ proto odhadujeme výběrovým rozptylem souboru
všech odhadnutých parciálních derivací X1, X2 a X3 ve všech voxelech všech
snímků.
V našem modelu je náhodné pole {Xs, s ∈ S} definováno ve všech bo-

dech množiny S, a hodnoty v jednotlivých voxelech PET obrazu považujeme
za hodnoty náhodného pole X pozorované v daných mřížových bodech. Eu-
lerovu charakteristiku přesahující množiny Et náhodného pole {Xs, s ∈ S},
jejíž střední hodnota je dána vztahem (3.7), proto musíme odhadnout z ko-
nečného počtu napozorovaných hodnot.
Postupujeme podle návodu uvedeného v článku Worsley [27]. Uvažujme

množinu mřížových bodů T ⊂ S (v bodech množiny T pozorujeme hodnoty
náhodného pole). Předpokládejme, že tyto body jsou uspořádány v pravi-
delné krychlové mříži. Za sousední budeme považovat ty mřížové body, které
jsou od sebe vzdáleny o jeden krok ve směru právě jedné ze souřadnicových
os. Každý mřížový bod tak má v množině T nejvýše šest sousedů.
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Označme M vzdálenost mezi dvěma sousedními mřížovými body a Et

přesahující množinu náhodného pole {Xs, s ∈ S} pro danou hodnotu prahu t.
Dále označme:

• PM — počet mřížových bodů uvnitř Et,

• EM — počet hran spojujících dva sousední mřížové body, které jsou
oba uvnitř Et,

• FM —počet čtverců o hraněM tvořených čtyřmi přilehlými mřížovými
body, které jsou všechny uvnitř Et,

• QM — počet krychlí o hraně M tvořených osmi přilehlými mřížovými
body, které jsou všechny uvnitř Et.

Potom, jak tvrdí Worsley [27], platí při splnění podmínek věty 3.1 na
regularitu náhodného pole,

χ(Et) = lim
M→0
(PM − EM + FM − QM) skoro jistě. (4.22)

V našich simulovaných PET obrazech jsou voxely krychlové s délkou
hrany M0 = 4 mm, Eulerovu charakteristiku přesahující množiny proto od-
hadujeme jako

χ̂(Et) = PM0 − EM0 + FM0 − QM0 . (4.23)

Výsledky kapitoly 3 včetně hlavního vzorce (3.7) pro střední hodnotu
Eulerovy charakteristiky přesahující množiny platí pro náhodná pole defino-
vaná ve všech bodech množiny S. V případě náhodného pole pozorovaného
v diskrétní množině mřížových bodů můžeme použít aproximaci (3.2), pokud
je uvažované náhodné pole dostatečně hladké.
Taylor a kol. [22] opakovaně simulovali gaussovský bílý šum na dvou-

rozměrné čtvercové mříži, který vyhlazovali gaussovským filtrem s různými
hodnotami FWHM. Na základě této simulační studie pak usuzují, že v tomto
případě je aproximace (3.2) dostatečně přesná, pokud je FWHM použitého
filtru větší než pětinásobek vzdálenosti sousedních mřížových bodů. Použití
aproximace pomocí Bonferroniho korekce je podle článku Taylor a kol. [22]
vhodné, pokud je FWHM použitého filtru menší než vzdálenost sousedních
mřížových bodů.
Simulované PET obrazy tvoří hodnoty náhodného pole zaznamenané

v mřížových bodech, očekáváme proto, že aproximace (3.2) bude tím přes-
nější, čím hladší budou tyto snímky.
Pro zkoumání shody očekávaného a skutečného chování χ̂(Et) jsme pou-

žili čtyři soubory dat: nevyhlazené simulované snímky a simulované obrazy
vyhlazené gaussovským filtrem s FWHM 5 mm, 20 mm a 25 mm. Vyhlazené
snímky můžeme považovat za realizaci izotropního bílého šumu vyhlazeného
gaussovským filtrem, proto jde podle článku Worsley [26] o realizaci gaussov-
ského náhodného pole s korelační funkcí r(h) = exp(−λ‖h‖2/2) pro nějaké
λ > 0 a jsou tak splněny předpoklady věty 3.1 (viz [26]).
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Vyhlazené snímky jsme normalizovali na nulovou střední hodnotu a jed-
notkový rozptyl, abychom mohli použít vzorce (3.8) až (3.11) pro intenzity
Eulerovy charakteristiky.
V každém souboru jsme odhadli parametr hrubosti pole λ a postupem

uvedeným výše jsme odhadli Eulerovu charakteristiku přesahující množiny
χ̂(Et) pro různé hodnoty prahu t v každém z 20 snímků. Zprůměrováním
těchto hodnot jsme získali průměrnou hodnotu χ̂(Et) pro různé hodnoty t.
Grafické srovnání (očekávané) střední hodnoty χ(Et) a z dat vypočtené prů-
měrné hodnoty χ̂(Et) ve čtyřech uvažovaných souborech poskytuje obrá-
zek 4.5.
Je zřejmé, že v nevyhlazených či málo vyhlazených snímcích je chování

χ̂(Et) velmi odlišné od očekávání daného střední hodnotou χ(Et). Naopak
v případě, kdy byla data vyhlazena filtrem s velkou šířkou (FWHM větší než
pětinásobek délky hrany voxelu, u simulovaných dat tedy více než 20 mm), je
shoda s očekáváním velmi dobrá. To je konzistentní se závěry článku Taylor
a kol. [22]. Navíc je tento fakt dalším potvrzením, že vlastnosti simulovaných
PET obrazů odpovídají předpokladům věty 3.1.
Při prahování simulovaných obrazů podle vzorce (3.7) proto budeme po-

užívat pouze dostatečně vyhlazené snímky. Vyhlazení gaussovským filtrem
s FWHM 5 mm, které se běžně používá při rekonstrukci reálných snímků
pacientů, pro dobrou shodu s očekávaným chováním nestačí. V případě nevy-
hlazených dat je naopak vhodné použít metodu založenou na Bonferroniho
korekci (viz článek Taylor a kol. [22]).

4.7 Shrnutí vlastností PET obrazů

Reálné i simulované PET obrazy považujeme za realizaci náhodného pole
pozorovanou v pravidelných mřížových bodech. Hodnoty zaznamenané v jed-
notlivých voxelech jsou vzájemně nekorelované a mají sdruženě normální
rozdělení v případě reálných i simulovaných dat.
Analýza reálných snímků ukázala, že zaznamenané hodnoty nemohou být

realizací slabě stacionárního náhodného pole. Simulovaná data ukazují, že
uvažované náhodné pole můžeme považovat za slabě stacionární a izotropní
v oblastech, kde jsou si hodnoty rozptylů v jednotlivých voxelech dostatečně
blízké.
Reálná data nemají vlastnosti potřebné k použití věty 3.1. Simulovaná

data tyto vlastnosti mají lokálně (v oblastech s blízkými hodnotami roz-
ptylů).
Při dostatečném vyhlazení je chování Eulerovy charakteristiky přesahu-

jící množiny v simulovaných snímcích v dobré shodě s očekáváním, které
udává vzorec (3.7). Shoda je velmi dobrá dokonce i v rozsáhlé oblasti, v níž
se rozptyly jednotlivých hodnot vyhlazených i původních nevyhlazených
snímků nezanedbatelně liší.
Výsledky této kapitoly tedy ukazují, že simulované snímky mají vlast-

nosti potřebné k použití vzorce (3.7) při hledání signifikantní aktivace.
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Obrázek 4.5: Simulovaná data: srovnání střední hodnoty χ(Et) (červená
křivka) a průměrných hodnot χ̂(Et) (modré body) vypočtených pro různé
hodnoty prahu t. Shora dolů: simulované snímky vyhlazené gaussovským fil-
trem s FWHM = 25 mm, 20 mm, 5 mm a nevyhlazené simulované snímky.
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Kapitola 5

Detekovatelnost lézí

K otázce detekovatelnosti lézí v simulovaných PET obrazech šesti různých
pacientů (viz metodiku simulací v části 2.4) přistoupíme jako k problému
testování hypotéz. Celkem máme k dispozici 6 sad obrazů po 15 nezávis-
lých snímcích. Nulovou hypotézou bude nepřítomnost jaterních lézí ve zkou-
maném snímku. Tuto hypotézu budeme zamítat ve prospěch alternativní
hypotézy (přítomnost lézí v játrech), pokud se v oblasti jater objeví místa
s výrazně vyššími zaznamenanými hodnotami, než odpovídá nulové hypo-
téze.
V kapitole 4 jsme ukázali, že v případě dostatečně vyhlazených simulova-

ných obrazů s rovnoměrně rozprostřenou aktivitou je chování Eulerovy cha-
rakteristiky přesahujících množin v dobré shodě s očekáváním, které udává
vzorec (3.7) pro střední hodnotu Eulerovy charakteristiky.
Abychom mohli tento vzorec použít, vyhladíme simulované obrazy paci-

entů gaussovským filtrem s FWHM 25 mm. To je pětinásobek délky nejdelší
hrany voxelu ve zkoumaných snímcích (rozměry voxelů jsou 4, 07 × 4, 07 ×
5, 00 mm). Podle výsledků části 4.6 tímto postupem získáme dostatečně
hladké snímky, abychom mohli vzorec pro střední hodnotu Eulerovy charak-
teristiky použít.
Za platnosti nulové hypotézy o nepřítomnosti lézí bude aktivita v ját-

rech rozložena rovnoměrně a vzorec (3.7) díky aproximaci (3.2) popisuje
pro vysoké hodnoty prahu t pravděpodobnost, že ve vyhlazeném snímku za
platnosti nulové hypotézy přesáhne maximum uvažovaného náhodného pole
v oblasti jater prahovou hodnotu t. Můžeme tedy vyřešit rovnici

P
(
sup
s∈S

Xs ≥ t0

)
= α (5.1)

pro danou hladinu významnosti α a získat hodnotu prahu t0. Pokud některá
hodnota zaznamenaná v oblasti jater přesáhne práh t0, zamítneme nulovou
hypotézu o nepřítomnosti lézí. Chyba prvního druhu je při takto provedeném
testu přibližně rovna α (závisí na přesnosti aproximace (3.2)).
Oblastí zájmu S, kterou budeme v simulovaných obrazech zkoumat, je

oblast jater, tedy koule, jejíž průměr je roven vnitřnímu poloměru fantomu r2
(viz popis struktury fantomu v části 2.1). Označme r poloměr této koule,
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její vlastní objemy jsou potom (viz Cao, Worsley [8])

µ0(S) = 1, µ1(S) = 4r, µ2(S) = 2πr2, µ3(S) =
4
3
πr3. (5.2)

V každém snímku odhadneme střední hodnotu a směrodatnou odchylku
náhodného pole, kterým daný snímek modelujeme. Snímek následně stan-
dardizujeme na nulovou střední hodnotu a jednotkový rozptyl. K odhadu
střední hodnoty a směrodatné odchylky pole použijeme pozorované hodnoty
ve vnitřní části jater, kde nejsou přítomny léze (takto provedené odhady
vystihují vlastnosti náhodného pole za platnosti nulové hypotézy).
Ve stejné oblasti odhadneme také parametr hrubosti náhodného pole λ

jako výběrový rozptyl souboru odhadnutých parciálních derivací náhodného
pole (viz postup v části 4.6). Nyní můžeme kombinací vzorců (3.7) až (3.11)
a (5.2) určit střední hodnotu Eulerovy charakteristiky přesahující množiny
Et pro různé hodnoty prahu t.
Hladinu statistické významnosti α zvolíme 0,05. Vyřešením rovnice (5.1)

dostaneme pro každý snímek prahovou hodnotu t0. Pokud hodnoty ve voxe-
lech v oblasti jater přesáhnou tuto prahovou hodnotu, budeme to považovat
za doklad přítomnosti lézí ve zkoumaném obraze. Poloha léze je pak určena
polohou voxelů, v nichž byly vysoké hodnoty pozorovány.
V sadě simulovaných PET snímků byla výše popsaná metoda detekce

lézí velmi úspěšná. U pacientů A, B a C s nízkou až střední hmotností byly
odhaleny všechny simulované léze bez ohledu na množství podané aktivity.
U pacientů D, E a F s vyšší až velmi vysokou hmotností bylo odhaleno vždy
alespoň pět ze šesti simulovaných lézí, při vyšší podané aktivitě pak všechny.
Podrobné výsledky shrnující počty odhalených lézí v závislosti na podané
aktivitě a parametrech pacienta zachycuje obrázek 5.2.
Popsaná metoda úspěšně odhaluje i simulované léze s nízkým kontras-

tem oproti okolní tkáni, kvůli vyhlazení snímků filtrem s velkou šířkou však
neposkytuje dostatečně přesné údaje o velikosti a umístění lézí. Vyhlazením
dochází k rozostření hran a prahová hodnota t0 bývá překročena i ve voxe-
lech, v nichž k žádné aktivaci nedochází, ale nacházejí se blízko simulované
léze (viz obrázek 5.1).
Pro srovnání jsme použili také metodu detekování lézí založenou na Bon-

ferroniho korekci (viz část 3.1), která je vhodná v případě nevyhlazených
snímků s nekorelovanými hodnotami v jednotlivých voxelech. Nevyhlazené
obrazy jsme stejně jako výše normalizovali na nulovou střední hodnotu a jed-
notkový rozptyl. Prahovou hodnotou t0 je v tomto případě β-kvantil stan-
dardního normálního rozdělení, kde β = 1− 0.05

n
(n je počet voxelů obsaže-

ných v oblasti jater).
Metoda využívající Bonferroniho korekci byla při odhalování lézí v sadě

simulovaných obrazů méně úspěšná než metoda založená na výpočtu střední
hodnoty Eulerovy charakteristiky přesahujících množin, ve většině snímků
správně identifikovala pouze 3–5 simulovaných lézí s vysokým kontrastem
oproti okolí. Výsledky shrnující počty odhalených lézí v závislosti na podané
aktivitě a parametrech pacienta zachycuje obrázek 5.3.
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Max

Min

Max

Min

Obrázek 5.1: Srovnání metod odhalování simulovaných lézí: nahoře metoda
založená na Bonferroniho korekci (nevyhlazený snímek, výřez oblasti jater),
dole metoda založená na výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky
přesahujících množin náhodného pole (tentýž snímek vyhlazený gaussov-
ským filtrem s FWHM 25 mm). Červeně jsou zvýrazněny body, v nichž byla
přesažena vypočtená hodnota prahu t0 a které signalizují přítomnost léze.

V případě, kdy byla léze ve snímku nalezena, poskytuje metoda Bon-
ferroniho korekce přesnou informaci o poloze léze a umožňuje lépe odhad-
nout její velikost než metoda založená na výpočtu střední hodnoty Eulerovy
charakteristiky (viz obrázek 5.1).
Ze srovnání výsledků obou popsaných metod vyplývá, že metoda využí-

vající Bonferroniho korekci se dobře uplatní v případě, kdy je analyzovaný
snímek tvořen nekorelovanými hodnotami a kdy chceme přesně lokalizovat
místo s výrazně zvýšenou aktivitou. Naproti tomu metoda založená na vý-
počtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky je vhodná v případě, kdy
ve velmi hladkých snímcích zjišťujeme, zda se v množině zájmu vyskytuje
místo s průkazně zvýšenou aktivitou, a přesná lokalizace tohoto místa není
nutná.
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Obrázek 5.2: Detekovatelnost simulovaných lézí metodou založenou na výpo-
čtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky přesahujících množin náhod-
ného pole: počet odhalených lézí v závislosti na množství podané aktivity při
simulací snímání pacientů s různou hmotností (řazeno od pacienta A s nej-
nižší hmotností po pacienta F s nejvyšší hmotností — shrnutí údajů o těles-
ných parametrech uvažovaných pacientů poskytuje tabulka 2.2 v části 2.4).

57



"Pacient A"

æ

æ

æ

æææ æ

ææ

æ

æ

æ

æ

ææ

200 250 300 350 400 450 500

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

"Pacient B"

æ æ

æ

æ æææ æ

æ

æ ææ ææ æ

200 250 300 350 400 450

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

"Pacient C"

æ ææ æ

æ

ææ æææ

æ

ææ

æ

æ

200 250 300 350 400 450 500

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

"Pacient D"

æ æ æ

æ

ææ

æ

æ

æ æ

æ

æ

æ æ

æ

200 250 300 350 400 450 500

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

"Pacient E"

ææ

æ ææ

ææ ææ

æ

æ æ

æ

æ

æ

200 250 300 350 400 450 500

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

"Pacient F"

ææ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

ææ

æ

æ

æ ææ

200 250 300 350 400 450 500

2

4

6

8
Odhaleno

Aktivita@MBqD

Obrázek 5.3: Detekovatelnost simulovaných lézí metodou založenou na Bon-
ferroniho korekci: počet odhalených lézí v závislosti na množství podané
aktivity při simulací snímání pacientů s různou hmotností (řazeno od paci-
enta A s nejnižší hmotností po pacienta F s nejvyšší hmotností — shrnutí
údajů o tělesných parametrech uvažovaných pacientů poskytuje tabulka 2.2
v části 2.4).
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Kapitola 6

Kvalita simulovaných PET
obrazů

V současnosti používaný předpis, určující při reálném PET zobrazování ak-
tivitu radiofarmaka aplikovaného konkrétnímu pacientovi, má podobu

A(0) = 287 ·
(m

70

)0,7
, (6.1)

kde m je hmotnost pacienta v kilogramech a A(0) je aktivita radiofarmaka
v okamžiku podání pacientovi vyjádřená v MBq (tento vzorec byl uveden
už v části 2.4 jako vzorec (2.16)).
Snahou lékařů PET centra Nemocnice Na Homolce je množství apliko-

vané aktivity snížit při udržení dostatečné kvality obrazu, a tím minimali-
zovat radiační zátěž pacienta.
Naše cíle v této kapitole jsou následující:

• popsat závislost kvality simulovaných PET obrazů na množství podané
aktivity a hmotnosti pacienta,

• navrhnout vztah mezi hmotností pacienta a podanou aktivitou, který
zajistí určenou kvalitu výsledného obrazu pro různé pacienty,

• porovnat navržený vztah se současně používaným vzorcem (6.1).

Analyzovat budeme simulované snímky šesti pacientů s různou hmot-
ností. Celkem máme k dispozici 6 sad po 15 obrazech s náhodně volenou
aktivitou a 6 referenčních snímků s aktivitou určenou podle vzorce (6.1)
(viz metodiku simulací v části 2.4).
Pro hodnocení kvality těchto snímků využijeme dvě různá měřítka. Prv-

ním bude v medicínské praxi používaná hodnota NECR (Noise Equivalent
Count Rate, viz [12]), definovaná vzorcem

NECR =
T 2

T + S +R
, (6.2)
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kde T , S a R jsou počty pravých (true), rozptýlených (scattered) a náhod-
ných (random) koincidencí zaznamenaných v daném snímku. Pravé koinci-
dence přinášejí požadovanou informaci o distribuci radiofarmaka a tvoří tak
hledaný signál, rozptýlené a náhodné koincidence tvoří šum ve výsledném
snímku. NECR tedy zachycuje sílu signálu ve zkoumaném snímku. Pro hod-
nocení pomocí NECR používáme snímky bez přítomnosti simulovaných lézí,
ty totiž přinášejí do simulace dodatečnou aktivitu a počty koincidencí by
mohly být zkreslené.
Druhým měřítkem kvality simulovaného obrazu bude detekovatelnost

simulovaných lézí (kvalitní obraz by měl umožnit jejich snadné nalezení).
Kvalitu obrazu popíšeme počtem voxelů, jejichž hodnoty přesáhly prahovou
hodnotu t0 vypočtenou pomocí metody založené na výpočtu střední hodnoty
Eulerovy charakteristiky (viz kapitolu 5) a jsou tak signifikantním dokladem
přítomnosti léze. Motivací tohoto postupu je úvaha, že pokud je v prostoru
léze prahová hodnota překročena ve více voxelech, je léze lépe a přesněji
určena.
Pro srovnání ohodnotíme kvalitu obrazu také počtem voxelů, jejichž hod-

noty přesáhly prahovou hodnotu t0 vypočtenou pomocí metody založené na
Bonferroniho korekci (viz kapitolu 5).
Pro každého z pacientů A–F proložíme 15 vypočtených hodnot NECR

ze snímků s náhodně volenou aktivitou (resp. počty voxelů s hodnotami
přesahujícími práh t0) pomocí metody nejmenších čtverců křivkou tvaru

f(x) = a+ bxc, (6.3)

kde a, b a c jsou reálné parametry. Těmito křivkami popisujeme výslednou
kvalitu obrazu daného pacienta při různém množství použité aktivity. Díky
nim můžeme počítat množství aktivity x0, které je třeba uvažovanému pa-
cientovi podat, abychom dosáhli dané kvality obrazu Q0, vyřešením rovnice

Q0 = a+ bxc
0. (6.4)

Vyhodnocení kvality obrazů výše popsanými metodami spolu s odhadnu-
tými křivkami shrnují obrázky 6.1–6.3. Při hodnocení kvality obrazů pomocí
NECR a Bonferroniho korekce je shoda odhadnuté křivky s daty velmi dobrá.
V případě použití metody založené na Eulerově charakteristice je variabilita
dat větší a jejich odchylky od křivky jsou větší než při hodnocení kvality
pomocí NECR či Bonferroniho korekce.
S využitím odhadnutých křivek vypočítáme, kolik aktivity je třeba po-

dat pacientům A–F, aby kvalita výsledného simulovaného obrazu byla stejná
jako kvalita referenčního snímku pacienta A, a podobně pro kvalitu referenč-
ních snímků ostatních pacientů.
Vypočtené hodnoty potřebné aktivity při hodnocení kvality snímků po-

mocí NECR a Bonferroniho korekce pro kvalitu referenčních snímků pacientů
C–F ukazuje obrázek 6.4. Pokud požadujeme stejnou kvalitu obrazu, jakou
mají referenční snímky pacientů A nebo B, je vypočítané množství aktivity
u pacientů s vysokou hmotností mnohem vyšší než 530 MBq a leží mimo
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oblast aktivit, v níž byly používané křivky odhadovány. Takto vypočtené
hodnoty proto nemusí být správné a nejsou v obrázku 6.4 zaznamenány.
Tentýž problém vzniká při hodnocení kvality obrazu pomocí metody za-

ložené na výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky. Pokud zadáme
požadovanou kvalitu obrazu jako kvalitu referenčního snímku některého pa-
cienta, je vypočítané množství aktivity potřebné k dosažení této kvality
u pacientů s vyšší hmotností obvykle mimo oblast aktivit, v níž jsou použí-
vané křivky odhadovány. Navíc u pacienta D je odhadnutá křivka přibližně
parabolická (viz obrázek 6.2) a rovnice (6.4) pro nízké hodnoty Q0 nemá
reálné řešení.
Pro ilustraci zvolme jako Q0 kvalitu referenčního snímku pacienta A.

Vypočtené hodnoty potřebné aktivity při hodnocení kvality snímků pomocí
metody založené na výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky uka-
zuje obrázek 6.5. Pokud bychom za Q0 zvolili kvalitu referenčního snímku
jiného pacienta, budou některé z vypočtených hodnot výrazně mimo oblast
uvažovaných aktivit nebo budou dokonce chybět (v případě pacienta D nemá
v některých situacích rovnice (6.4) reálné řešení). Hodnoty aktivit potřebné
pro dosažení kvality referenčních snímků všech pacientů shrnuje tabulka 6.1.
S ohledem na uvedené problémy a vysokou variabilitu dat při hodnocení

kvality obrazu metodou založenou na výpočtu střední hodnoty Eulerovy cha-
rakteristiky (viz obrázek 6.2) můžeme usoudit, že tato metoda není vhodná
pro hodnocení kvality simulovaných obrazů.
Připomeňme ještě, že metoda založená na výpočtu střední hodnoty Eu-

lerovy charakteristiky pracuje s vyhlazenými snímky. Naproti tomu zbylé
dvě metody (NECR a metoda Bonferroniho korekce) pracují se snímky ne-
vyhlazenými. I tento fakt se podílí na rozdílných výsledcích jednotlivých
metod.
Obrázek 6.4 ukazuje, že při hodnocení kvality snímku pomocí NECR či

metody využívající Bonferroniho korekci má křivka konstantní kvality udá-
vající závislost mezi hmotností pacienta a podanou aktivitou jiný tvar než
v současnosti používaná křivka určená vzorcem (6.1).
Podstatný rozdíl je v konvexitě křivek: křivka určená vzorcem (6.1) je

konkávní, naproti tomu křivky vzniklé spojením odpovídajících bodů na
obrázku 6.4 typicky mají konvexní tvar.
Tyto výsledky naznačují, že je na místě hledat alternativu k používanému

vzorci (6.1) a zejména u pacientů s nízkou hmotností je možné dosáhnout po-
žadované kvality obrazu s nižším množstvím podané aktivity, než odpovídá
tomuto vzorci.
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Obrázek 6.1: Kvalita simulovaných obrazů: hodnota NECR v závislosti na
množství podané aktivity při simulaci snímání pacientů s různou hmot-
ností (řazeno od pacienta A s nejnižší hmotností po pacienta F s nejvyšší
hmotností; shrnutí údajů o tělesných parametrech uvažovaných pacientů po-
skytuje tabulka 2.2 v části 2.4). Jednotlivé body reprezentují hodnoty zís-
kané v simulovaných snímcích, modrá křivka modeluje jejich trend metodou
nejmenších čtverců.
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Obrázek 6.2: Kvalita simulovaných obrazů: počet voxelů s hodnotou přesa-
hující prahovou hodnotu t0 vypočtenou pomocí metody založené na výpočtu
střední hodnoty Eulerovy charakteristiky, v závislosti na množství podané
aktivity při simulaci snímání pacientů s různou hmotností (řazeno od pa-
cienta A s nejnižší hmotností po pacienta F s nejvyšší hmotností; shrnutí
údajů o tělesných parametrech uvažovaných pacientů poskytuje tabulka 2.2
v části 2.4). Jednotlivé body reprezentují hodnoty získané v simulovaných
snímcích, modrá křivka modeluje jejich trend metodou nejmenších čtverců.
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Obrázek 6.3: Kvalita simulovaných obrazů: počet voxelů s hodnotou přesahu-
jící prahovou hodnotu t0 vypočtenou pomocí metody založené na Bonferro-
niho korekci, v závislosti na množství podané aktivity při simulaci snímání
pacientů s různou hmotností (řazeno od pacienta A s nejnižší hmotností
po pacienta F s nejvyšší hmotností; shrnutí údajů o tělesných parametrech
uvažovaných pacientů poskytuje tabulka 2.2 v části 2.4). Jednotlivé body re-
prezentují hodnoty získané v simulovaných snímcích, modrá křivka modeluje
jejich trend metodou nejmenších čtverců.
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Obrázek 6.4: Vztah mezi hmotností pacienta a podanou aktivitou, zajišťující
konstantní kvalitu simulovaného snímku: kvalita snímku hodnocená pomocí
NECR (nahoře) a metody založené na Bonferroniho korekci (dole). Jednot-
livé body určují, kolik aktivity je nutné podat pacientům A–F, pokud má
být kvalita výsledného snímku stejná, jako má referenční snímek pacienta C
(červené body), resp. pacienta D (fialové body), pacienta E (zelené body)
a pacienta F (černé body). Modrá křivka udává množství aktivity určené
současně používaným vzorcem (6.1).
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Obrázek 6.5: Vztah mezi hmotností pacienta a podanou aktivitou, zajišťující
konstantní kvalitu simulovaného snímku: kvalita snímku hodnocená pomocí
metody založené na výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky. Čer-
vené body určují, kolik aktivity je nutné podat pacientům A–F, pokud má
být kvalita výsledného snímku stejná, jako má referenční snímek pacienta A.
Modrá křivka udává množství aktivity určené současně používaným vzorcem
(6.1).

Aktivita [MBq]

Kvalita pac. A pac. B pac. C pac. D pac. E pac. F

ref. A 304 131 144 228 791 229

ref. B 983 387 473 490 3 809 4 050

ref. C 694 287 337 424 2 457 1 827

ref. D 665 276 323 415 2 324 1 652

ref. E 87 30 32 — 94 4

ref. F 39 8 10 — 15 0

Tabulka 6.1: Shrnutí výsledků: kvalita snímku hodnocená pomocí metody
založené na výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky. Hodnoty
v tabulce určují, kolik aktivity v MBq je nutné podat pacientům A–F, aby
bylo dosaženo kvality jednotlivých referenčních snímků. Část hodnot byla
získána extrapolací (leží mimo zkoumaný interval aktivit 180–530 MBq),
část hodnot chybí, protože odpovídající rovnice nemá reálné řešení. Proto
není tato metoda vhodná pro popis kvality simulovaných PET obrazů.
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Závěr

V předcházejících kapitolách byly představeny základní principy PET zob-
razování a jeho počítačové simulace. Dále byl vyvinut model těla pacienta
umožňující simulovat snímání pacientů s různou hmotností.
Byl představen postup detekce simulovaných jaterních lézí založený na

výpočtu střední hodnoty Eulerovy charakteristiky přesahující množiny hlad-
kého náhodného pole a podrobně ověřeny předpoklady, které jsou nutné
k jeho použití v případě reálných a simulovaných PET snímků (ty jsou po-
važovány za realizaci náhodného pole pozorovanou v pravidelných mřížových
bodech). Ve variantě, ve které jsou potřebné výsledky teorie náhodných polí
citovány, jsou to především předpoklady normality rozdělení pozorovaných
hodnot a slabé stacionarity a izotropie uvažovaného náhodného pole.
Pro srovnání byla uvedena také jednoduchá metoda využívající Bonferro-

niho korekce. Oba postupy byly testovány na souboru simulovaných snímků
pacientů s různou hmotností a náhodně voleným množstvím podaného ra-
diofarmaka.
Výsledkem srovnání těchto metod je závěr, že postup využívající vzorec

pro střední hodnotu Eulerovy charakteristiky je vhodný k použití ve vyhla-
zených snímcích v případě, kdy je třeba odhalit léze s malým kontrastem
oproti okolí, neposkytuje však dostatečně přesnou informaci o poloze odha-
lených lézí. Naproti tomu metoda založená na použití Bonferroniho korekce
v nevyhlazených obrazech správně identifikuje pouze léze s vyšším kontras-
tem, odhalené léze jsou však přesně lokalizovány.
Hlavním cílem práce bylo popsat závislost kvality simulovaných PET

obrazů na množství podaného radiofarmaka a tělesných parametrech paci-
enta. Pro hodnocení kvality snímků se osvědčila dvě různá měřítka: jedním
je v medicínské praxi používaná hodnota NECR (noise equivalent count
rate) udávající sílu signálu v zašuměném obraze, druhým je počet voxelů
simulovaného snímku, v nichž byla metodou Bonferroniho korekce odhalena
přítomnost simulované léze.
Po vyhodnocení kvality souboru simulovaných obrazů byl odhadnut tvar

křivek konstantní kvality, které popisují, jaké množství radiofarmaka je nutné
podat pacientům s různou hmotností, aby kvalita výsledného snímku dosáhla
zadané úrovně. Mezi tvarem těchto křivek konstantní kvality a tvarem křivky
v současnosti používané k určení množství radiofarmaka při reálném PET
vyšetření pacientů byly nalezeny podstatné rozdíly. Podle předběžné kon-
zultace s lékaři PET centra Nemocnice Na Homolce by tento závěr měl být
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podnětem k zahájení klinické studie závislosti kvality reálných PET obrazů
na tělesných parametrech pacienta a množství podaného radiofarmaka.
Možným směrem pro pokračování a rozšíření této práce je například vý-

voj přesnějšího modelu těla pacienta (použití válce s eliptickým průřezem
místo kruhového a zkoumání kvality simulovaných snímků v závislosti na
měnícím se poměru délek hlavní a vedlejší poloosy). Další možností je vyu-
žití jiné metody hodnocení kvality simulovaných obrazů, například zkoumání
subjektivní detekovatelnosti náhodně umístěné léze lékařským pracovníkem.
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Příloha A

Model skeneru Siemens
Biograph

Pro simulace v rámci této práce jsme připravili v GATE model skeneru
Siemens Biograph 40 TruePoint TrueView HD, který je používán v pražské
Nemocnici Na Homolce. Podrobnou technickou specifikaci lze nalézt v ma-
teriálu [19], zde popíšeme geometrii přístroje a shrneme jeho nejdůležitější
parametry.
Základním prvkem jsou detekční krystaly o rozměrech 4 × 4 × 20 mm,

které jsou uspořádany do bloků 13× 13 krystalů. Do tvaru prstence obepí-
najícího zorné pole skeneru je uspořádáno 48 těchto detektorových bloků,
a takové prstence jsou těsně za sebou umístěny čtyři. Detekční soustavu
tedy tvoří celkem 192 detektorových bloků o 169 krystalech. Lepší představu
o prostorovém uspořádání detektoru poskytnou obrázky A.1 a A.2.
Nejdůležitější parametry uvažovaného skeneru shrnuje tabulka A.1.

Obrázek A.1: Model skeneru, de-
tektorové bloky.

Obrázek A.2: Model skeneru, jed-
notlivé detekční krystaly.
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Materiál krystalů LSO (lutecium oxyorthosilikát)

Rozměry krystalů 4× 4× 20 mm
Průměr prstence detektorů 842 mm

Průměr zorného pole skeneru 605 mm

Šířka zorného pole v podélném směru 216 mm

Pásmo přípustných energií an. fotonů 425–650 keV

Délka koincidenčního okna 4, 5 ns

Tabulka A.1: Parametry modelovaného skeneru Biograph 40 TruePoint
TrueView HD.
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