Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikdalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Lukas Jirovsky

Teorie grafii ve vyuce na stredni Skole

Katedra didaktiky matematiky
Vedouci diplomové prace: RNDr. Pavla Pavlikova, Ph.D.
Studijni program: Matematika, Ucitelstvi pro stfedni Skoly M-I

2010



Chtél bych pod€kovat RNDr. Pavle Pavlikové, Ph.D., za pomoc pii psani prace.

ProhlaSuji, Ze jsem svou diplomovou prici napsal samostatné a vyhradné

s pouzitim citovanych pramentl. Souhlasim se zapiijcovanim préce.

V Praze dne 23. ¢ervence 2010 Lukas Jirovsky



Nazev prace:
Autor:
Katedra:

Vedouci prace:

E-mail vedouciho:

Abstrakt:

Klicova slova:

Teorie grafl ve vyuce na stiedni Skole
Lukas Jirovsky

Katedra didaktiky matematiky

RNDr. Pavla Pavlikova, Ph.D.
pavla.pavlikova@vscht.cz

Ukolem této diplomové price je vytvofit interaktivni webové
stranky zamétfené na vybrané problémy teorie grafl (napt. hledani
kostry grafu, problematika tokti v sitich, vyznam jadra grafu
v teorii her atd.) a moZnosti jejich vyuZiti (napf. v rdmci motivace
pfi vyuce matematiky a informatiky). Vytvofeny ucebni materidl
bude pouzitelny nejen pro zpestieni a doplnéni vyuky na stiedni
Skole (teorie grafi dosud neni soucasti standardniho uciva
gymnézii a stfednich odbornych Skol), ale 1 pro samostudium.
Dtlraz je v praci kladen na Siroké spektrum uloh a feSenych
piikladii vhodnych na procviceni a upevnéni/osvojeni zdkladnich

pojmu a myslenek teorie graft.

teorie grafl, kostra grafu, barveni mapy, toky v sitich, teorie her



Title:
Author:
Department:

Supervisor:

Graph theory at high school teaching
Lukas Jirovsky
Department of Mathematics Education

RNDr. Pavla Pavlikova, Ph.D.

Supervisor's e-mail adress: pavla.pavlikova@vscht.cz

Abstract:

Keywords:

The task of this thesis is to create an interactive website focusing
on some problems of graph theory and the possibility to use them
to model a variety of situations (for example as a motivation in
the lessons of mathematics and computer science). The created
instructional material will be applicable for high school teaching

as good as for self-study.

The thesis is mostly focused on a wide range of tasks, problems
and fully-worked solutions and the basic terms and ideas from

graph theory.

Graph Theory, Spanning Tree, Map Colouring, Flow Network,
Game Theory



1. Uvod

Tato diplomova price navazuje na mou bakaldfskou prici [14], kterou jsem
obhdjil v zaii 2008 na MFF UK v Praze — internetové stranky, které poskytuji
studentim dvod do teorie grafli a ukazuji nejznaméjsi problémy teorie grafti spolu
s jejich feSenimi a praktickym vyuzitim. Stranky, které jsou piedev$im urCeny pro
studenty stiednich Skol, mohou byt rovnéZ vyuZiviny jako doplnkova literatura pfi
studiu na vysokych Skoldch a pii samostudiu — prevazné slouzi pro vysvétleni
zdkladnich pojmi z teorie graf. Ackoliv teorie grafli nepatii mezi standardni ucivo
v matematice na stiednich Skoldch, Casto muze studentim poskytnout jiny pohled na
feSeni uloh. Grafy jako mnoziny bodl a spojit mezi nimi jsou také vyznamné pouzivany

v programovani.

Prace prinési jak ndro¢négjsi problémy (napiiklad hleddni maximalniho toku v siti
¢i jadra grafu), tak i mnoZstvi jednoduchych piikladi, které stejné jako v bakalaiské
praci ukazuji Siroké moZnosti vyuZiti teorie grafti ve stfedosSkolskych tlohéach (naptiklad

uloha o prevoznikovi €1 tvorba optimélniho rozvrhu).

Vzhledem k provazanosti s bakaldifskou praci (mnoZstvi interaktivnich odkazi)
tato diplomova prace zachovava ptvodni rozdéleni kapitol a také Cislovani obrazk,
zdrojii a odkazti — ve vysledku tak tvofi s bakalafskou praci jedny webové stranky,
ve kterych muze Ctenat plynule pfechdzet mezi obéma c¢astmi. Barevnou liStou v horni
¢asti stranky jsou odliSeny ¢4sti pochézejici z bakaldrské prace (modrd liSta) a Césti
nové (fialova).

Textova verze diplomové prace, kterou drzite v ruce, obsahuje pouze nové
pojmy a problémy spolu sdrobnym komentifem k Castem textu jiZ obsaZenym

v bakalatské praci.



Préci ve form¢é webovych stranek naleznete na ptiloZzeném CD.

Na hlavni stranku Mapawebu  Tisk
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TEORIE GRAFU

Diplomova préce, MFF UK
Lukas Jirovsky
Matematika - MIUZV

Teorie grafli ve vyuce na stiedni 3kole

Vitejte na webowvych strankach poskytujicich zakladni dvod do teorie grafi. Jejich primarnim cilem je poskytnout viechny
zakladni informace a popisy algoritm{ pro vyuziti napf. na matematickém seminafi nebo ve vyuce programovani na
stiednich 3kolach, uzite¢né mohou byt ale i pro studenty vysokych Zkol. Diraz je kladen pfevazné na co nejjednoduiii popis

“principu fungovani® a na pfedstaveni 3irokych moznosti vyuZiti teorie grafi s ohledem na Groven znalosti studentd gymnazii.

1. Uvod

MyuZiti grafd, historie teorie grafil

2. Zakladni pojmy

Co je to graf matematicky?, pojmy: Uplny, bipartitni, podgraf, isomorfismus, cesta, souvislost, kruZnice (cyklus), stupné&

vrcholll, skdre grafu, matematicka reprezentace grafu, reprezentace grafu v pofitafi, orientované grafy, vzdalenost,
metrika, stromy, kostra grafu, jadro grafu

3. Vybrané problémy

Hledani nejkratii cesty v grafu, hledni minimalni kostry, hledani maximalin{ kostry, pofty koster v grafu, alkany,

jednotaZky (eulerovské grafy), barveni mapy, relace, wroky, rozvrh, prevoznik, toky v sitich, tearie her, hra NIM (odeb{rani

sirek)

4. Procvifovani

Zakladni pojmy, hledani minimalini kostry, hledini maximélni kostry, poéty koster v grafu, jednotaZky (eulerovské grafy)

barveni mapy, kamaradi, vahy a zava#l, pFelevani mléka, otdeni skleniéek, malif a michini barev, rozvrh, hledini

maximalniho toku, nalezenf jadra grafu, vhra MIMu (teorie her)

Co jsou grafy?

Grafy jsou matematické objekty popisujici rizné

llohy z redlnéha Zivata pomoci bodl (tzv.

vrcholll), které jsou pospojoviny tzv. hranami.

typicka vyuFiti grafl
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2. Zakladni pojmy
V této Casti prace nalezne Ctenafr vysvétleny pouze jeden novy pojem — jadro
grafu.

Vsechny zédkladni pojmy teorie grafii jiz byly vysvétleny v bakaldfské praci (viz
uvod), Ctenaf tak vSechny difve definované pojmy najde v bakaldiské praci [14],
piipadné na pfilozeném CD. Podobné zde také najde dvod k teorii grafti a informace o

historii tohoto oboru.
Jedna se o tyto oblasti:
e Uplny graf
¢ Bipartitni graf
e Podgraf
¢ Isomorfismus
e (Cesta
e Souvislost
¢ KruZnice
e Stupné vrcholi
e Skore grafu
® Matematicka reprezentace grafu
e Reprezentace grafu v pocitaci
¢ Orientované grafy
e Vzdélenost
e Metrika
e Stromy

e Kostra grafu



Jadro grafu

Jadro grafu je specidlni podgraf splnujici ur¢ité podminky (viz nasledujici definice),

ktery hledame u orientovanych grafii. VyuZziva se Casto v teorii her.

Definice

Necht G = (V,E) je orientovany graf. MnoZinou W = V (tedy podmnoZinu
mnoziny vrcholll) nazveme jadrem grafu G, jestlize plati nasledujici dvé podminky:
1. Je-li (ug, u;) € Eaug € W, pak u; & W.

2. Jestlize uy & W, pak existuje u; € W tak, Ze (ug, u;) € E.

Je jadro grafu souvislym grafem podle definice (podobné jako kostra grafu)?

Neni. Podle definice jadro neobsahuje Zadné hrany, graf tedy nemiZe byt souvisly.

Pokuste se podminky 1. a 2. z definice popsat slovy bez pouziti matematické

symboliky.

1. Mame-li hranu vychazejici z vrcholu, ktery je v jadru grafu, pak vrchol, do kterého
dana hrana smeétuje, A% jadru grafu neni.
2. Pokud né&jaky vrchol uy v jadru neni, potom existuje vrchol, ktery v jadru je, a do
kterého vede hrana z uy (z kazdého vrcholu, ktery neni v jadru, vede hrana do n¢jakého

vrcholu v jadru).

Piiklady



Poznamky

Pro kazdy orientovany acyklicky graf  existuje jednozna¢né  urcené  jadro.

Diikaz této véty slouZzi také jako ndvod, jak jadro najit - viz konstrukce.

Konstrukce

M¢&jme nasledujici orientovany graf ¢, ke kterému hledame jadro.

%

1. Oznalime jako Wy mnozinu vrcholid, které nejsou pocateénim vrcholem zadné

hrany. Wy bude pocatek hledaného jadra.

10
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2. Mnozinu vrcholti, ze kterych sméfuji hrany do vrcholi ve W, ozna¢ime V;. Pozor:

mnozina V; neni soucasti jadra.

3. Nyni si zkontrolujeme, zda "ndm nezbyly n¢jaké vrcholy" - tedy zda graf G\ (V; u
Wp) je prazdnd mnozina. Pokud ano, nasli jsme jadro plvodniho grafu.
Vidime vsak, 7e nam jeste zbyvaji vrcholy vy, vy, vs.
Tyto zbyvajici vrcholy (i s hranami) si oznaime jako graf G', indukovany

podgraf grafu G.

Wo
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4. Stejné vyteSime problém pro graf G’ a vysledek (jadro G') ptipojime k W)y. Hledanym
vysledkem - jadrem grafu G bude mnoZina vrcholi mnoziny Wy doplnénd o jadro G'.
Pokud ani tak nenalezneme feSeni (opét ndm "zbudou" vrcholy), pokracujeme
stidle rekurzivné aZ do vyfeseni celé tlohy (vytvoiime indukovany podgraf, nalezneme

jeho jadro a jeho vrcholy ptipojime k predchozimu jadru).

V nasem konkrétnim piiklad¢ tato situace nastane u vrcholuvy. Ten je sdm o sobé¢

podgrafem G", je jediny koncovy vrchol, jidrem grafu G"je tedy vrchol vy (resp.

mnozina W, obsahujici pouze vy).

12
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Vrchol vy pfidame k vysledku pro graf G’ (bez grafu G") - vrcholu v; a tyto dva vrcholy
pfipojime k nalezenému jadru G bez G’ - vrcholtim vy, vs a v.
Vysledek: jadrem grafu G je sjednoceni mnoZin Wy, W; a W, tedy mnoZina vrcholil

{vo, v3, v4, vs, v7}.

HOTOVO °

Hledatrym jadrem je
sjednoceni Wo, Wi, Wa.

13



3. Vybrané problémy

V bakalarské praci [14] naleznete tato témata:
¢ Hledéni nejkratsi cesty
¢ Hledani minimalni kostry
e Pocty koster v grafu
e Alkany

e Jednotazky (eulerovské grafy)

Téma ,,Barveni mapy* pochdzi také z bakalaiské prace, ovSem v této praci je

uvedeno ve zkracené formé&, protoZze na ng) navazuje nckolik dalSich uloh (napft.

Vyroky). Pivodni text v celém rozsahu naleznete také na pfilozeném CD.

Nahlzvni stranku  Mapawebu  Tisk

TEORIE GRAFU

3. Vybrané problémy / Pocty koster grafu

Pro poéet koster grafu neplati #4dné jednoduché univerzaini pravidio - vétsinou si musime viechny maZnosti pFedstavit podobné jako obdobné

pikiady v kombinatorice
Plati viak n&kolik specidinich pravidel podie toho, o jaky graf se jedna:

Pocty koster Gplného grafu (Cayleyho formule)

Pomoci Cayleyho formule miZeme urtit pofet stromd na danjch rvrcholech - tedy podet koster ipiného arafu.
Pro kaZzdé 7 = 3 je pocet stromii na danych nvrcholech roven me-2,

Pocty koster kruZnice

Pokud je graf kruZnici, je poget koster grafu roven | W (| W = | /], miZeme vynechat vZdy pravé jednu hranu).

Vg

v Vg v

Pocty koster stromu

Pokud je graf stromem, ma pravé jednu kostru (samotny graf je kostrou).

14
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Barveni mapy

Uvod
Pomoci teorie grafii 1ze dokdzat, Ze pro obarveni libovolné mapy tak, aby dvé

sousedni zemé& nebyly obarveny stejnou barvou, nim postaci Ctyii barvy.

Ptiklad mapy obarvené ¢tyfmi barvami

Obr. €. 3.7 - Politickd mapa obarvend ¢tyfmi barvami (viz [7])

Spojitost s teorii grafh

Pro fesSeni tohoto problému pouZijeme podobny princip jako u Eulerovy ulohy -
kazdy stét si pfedstavime jako vrchol grafu a hranou spojime stéty, které spolu sousedi.
Misto obarveni si také mizeme predstavit dosazovani Cisel k vrcholtim. Diky tomu lze

také formulovat problém matematicky (nésleduje).

Pozndmka: Barveni grafu se fesi pro souvislé grafy, proto jsme z mapy vymazali

ostrovy (napf. Velkou Britanii).

3

-

3 1

Obr. €. 3.8 - Spojitost mezi barvenim mapy a grafem, ktery této map¢ odpovida

15



Zadani matematicky

Necht' G = (V;£) je graf, k ptirozené Cislo. Zobrazeni b: V— {1,2,...,k}
nazveme obarvenim grafu G pomoci & barev, pokud pro kazdou hranu { x,y} &

Eplati b(x) Fb(y).

Poznamka

Nékdy mize nastat situace, Ze staty sousedi jednim bodem. V takovém piipadé

neni nutné, aby mély vSechny staty razné barvy.

Proc€ Ctyfi barvy?
Nejprve se podivejme, pro¢ potiebujeme nejméné 4 barvy:

M¢éjme 1 barvu: Ulohu bychom nemohli vyfesit. Maji-li mit sousedni stity rozdilné

barvy, nemohli bychom obarvit ani dva sousedy (napt. CR a SR).

M¢éjme 2 barvy: Podobn4 situace - dejme CR prvni barvu, SR i Némecku druhou.
Polsko oviem sousedi i s CR (barva 1), SR (barva 2) i Némeckem (barva 2). Proto

potfebujeme tieti barvu.

Méjme 3 barvy: Na obrazku ¢. 3.10 vidime, Ze pro Ukrajinu (oznacena otaznikem) se
nam opét nedostdva barev - mdme jiz obarvené tii sousedy (kazdy mad jinou barvu) -

znovu potiebujeme dalsi barvu.

16



Obr. €. 3.0 - Pro¢ potfebujeme pii barveni mapy Ctyii barvy?

Animaci znazoriiujici barveni mapy naleznete na CD.

17



Hledani maximalni kostry

Uvod

V pripadé kostry grafu jsme zvykli vétSinou hledat minimalni kostru, uZitecné
vysledky ndm ale Casto pfinasi i maximalni kostra = souvisly podgraf (typu strom)
s celkovym maximalnim ohodnocenim hran. Pro zjednoduseni budeme uvazovat

pouze souvislé neorientované grafy (neorientované proto, aby nenastalo rdzné

ohodnoceni hran AB a BA).

Predpoklddejme, Ze mdame graf, ve kterém vrcholy odpovidaji prvkim
zredlného svéta (napf. stity) a hrany jsou ohodnoceny dle né&jakého ukazatele
znazornujiciho podobnost vrcholi. Konkrétni vyznam ukazatele pro nds pii hledani
maximalni kostry neni podstatny. Typicky se jednd o ¢islo nabyvajici hodnoty 1, pokud
se dva vrcholy v néjaké vlastnosti naprosto shoduji, hodnoty 0, pokud se neshoduji
vitbec, &i hodnoty mezi 0 a 1 (napi: 0,5 - shoda v poloviné piipadi). Casto je takovy

graf Uplny.

Piiklady

A: Vrcholy grafu odpovidaji statim, hrany jsou ohodnoceny podle exportu
(nebo importu) zboZf mezi zemémi. Cim vysii je hodnota ukazatele, tim v&tsi je pohyb

zbozi mezi témito dvéma staty.

B: Vrcholy grafu predstavuji univerzity, ohodnoceni hran odpovidd prechodiim

studentd mezi univerzitami.

C: Vrcholy grafu zndzoriiuji zboZi v obchodech. Cim vétsi je hodnota ukazatele
mezi dvéma typy zbozi, tim Cast&ji jsou kupovana spolecné. Hodnota 1 ptedstavuje
moznost, Ze zdkaznici vzdy kupuji tyto dva druhy zboZzi spolu (v rdmci vSech
objednavek), a hodnota 0, Ze naopak neexistuje Zadna objedndvka, na které by byly oba

druhy spolu.

Vyznam maximalni kostry grafu

Diky postupu, jakym maximélni kostru najdeme (ndsleduje), vime, Ze do
maximalni kostry pouzijeme vZdy hrany s nejvySSim ohodnocenim. Tim

pospojujeme vrcholy, které k sobé ''nejvice patii''.

18



V piipadé piikladu se staty (A) zapojujeme do maximdlni kostry dvojice statd,
které mezi sebou maji nejvetsi export/import.
Podobné u univerzit pouzivime takové, mezi kterymi piechédzeji studenti nejCastéji a
u obchodi (C) zbozi, které je nejCastéji objednavdno spolecné (podobné funguji
nakupni rddci v internetovych obchodech, které pfed potvrzenim objedndvky poradi,

jestli nechcete k digitdlnimu fotoaparitu pamétovou kartu).

0,5

0,4
0,7 0,3

0,2

il

0,1

il

0,3

il

0,4
0,7 0,3

il

0,2

0,1

il

Nalezeni maximalni kostry

Pokud znédme postup, jak najit minimdlni kostru, je nalezeni maximélni kostry
jednoduché - staci ohodnoceni hran zménit na opacné (kladné — zdporné) hodnoty a
pouzit libovolny algoritmus pro nalezeni minimalni kostry (a op¢t otocit znaménko

ohodnoceni hran).

19



Druhou moznosti je upravit samotny hladovy algoritmus - napt. Kruskallv.
Hrany ale sefadime nikoliv vzestupné, ale sestupné - nejprve do kostry pfiddvame hrany

s nejveétsim ohodnocenim.

Ulohy na procviovéni naleznete v ¢4sti Procvicovani.

20



Relace

Uvod
Jiz v ivodu k teorii grafl jsme si popisovali grafy jako vhodny prostfedek pro

popis vztahti mezi kone¢nym poctem objekti.

Pouziti grafi ke zndzornéni relaci jsme si ukdzali u piikladu s kamarady -

zakreslovali jsme relaci "byr kamardd s nekym".

Podobné¢ ale muiZeme zakreslovat i jiné relace na jinych mnoZindch
pfedstavujicich vrcholy grafu. Mohli bychom naptiklad na mnoZiné vSech

jednocifernych pfirozenych Cisel zakreslit relaci”je délitelem".

V celém textu budeme pouzivat vyraz "relace" ve vyznamu "bindrni relace".

Matematicka definice binarni relace a definice vlastnosti (reflexivni...)

Kartézsky soucin

Necht’ M a N jsou neprazdné mnoZiny.

Kartézskym sou¢inem MXN rozumime mnoZinu vSech uspofddanych dvojic:
MxN={(mmn); meMmneEN}

Relace

Relace je libovolnd neprdzdnd podmnoZina kartézského soucinu.

(V naSem ptipad¢ pouZivime misto N opét M, uvazujeme kartézsky soucin mezi prvky
stejné mnoZziny - MxM.)

Znaceni: v nésledujicich definicich budeme pro vyraz "prvek m je v relaci s prvkem n"

pouzivat oznaceni mRn.
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Vlastnosti relaci

Rekneme, Ze relace na mnoziné M je .., jestlize pro kazdé tii

prvky m, n a o z mnoziny M plati:
Reflexivni: mRm

Symetricka: mRn — nRm

Antisymetricka (slabé): (mRn a zaroven nRm) > m=n
Antisymetricka (siln€): Nikdy nenastane: mRn a zarovei nRm
Tranzitivni: (mRn a zaroven nRo) — mRo

Vev s

(Podrobngjsi vysvétleni vlastnosti a ukézky, jak se projevuji v grafu, ndsleduji. Zde

jsou uvedeny pouze definice.)

Orientovany nebo neorientovany graf?

JeSt¢ pred zacatkem kresleni grafu (nebo jiného feSeni ulohy) je nutné si
uvédomit, zda budeme pouZzivat orientované hrany nebo ne - vzdy zdlezi na konkrétni

uloze. Napftiklad relace "zndt se s nekym" Ci "byt kamarddem" jsou symetrické (viz

Moo

nize), je tedy vyhodnéjsi pouzit jen jednu hranu. Naopak relace "je vétsi neZ", "je
deélitelem" symetrické nejsou a ve zndzornéni situace je pro nds velmi duleZzité, jakym

smérem vede hrana.
Také muze nastat situace, Ze u jedné relace vedou nékteré hrany obéma sméry a

nekteré jen jednim smérem (relace "je vétsi nebo rovno neZ").

Shrnuti

1. Prvky zvolené mnoziny M znazornime jako vrcholy budouciho grafu a vrcholy
oznacime stejné (ptipadné vhodnymi zkratkami) jako prvky M.
2.V grafu zakreslime hranu AB pravé tehdy, kdyZ je prvek A & Mv dané relaci

k prvku B € M.
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Jak se v grafu projevuji vlastnosti relaci (a jaky by to mélo prakticky
vyznam u relace "byt kamarad" a "je d¢litelem")?

Poznamka: vlastnosti relaci uvazujeme u relaci na kartézském mnozinu stejnych mnozin

(MxM) - tedy prvki ze stejné mnoZiny.
Reflexivni (= kazdy prvek je v relaci sam se sebou):

7 kazdého vrcholu vede hrana do né&j zpét. VéEtSinou pro nds tyto hrany nemaji zadny

vyznam a nemd smysl je do grafu zakreslovat.

Ptiklady:

Kazdy je kamarad sam se sebou.

Kazdé cislo je svym délitelem.

Symetricka (= je-li prvek A v relaci s B, pak jei B s A):

Pouzivame-li orientované hrany, povedou mezi kazdymi dvéma vrcholy bud’ dvé Sipky

a nebo Zadna Sipka.

Pokud pouzivame neorientované hrany, chiapeme kaZzdou hranu jako zakresleni

symetrické relace (jako na obrazku 1.1).

Ptiklady:

Je-li A kamarddem s B, pak i B je kamarddem s A.

Je-li ¢islo x délitelem y, pak je i1y délitelem x (tento vyrok neplati, relace "je délitelem"

neni symetricka!).

—>
+
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Antisymetricka (= nenastava symetrie):

Antisymetrické relace d¢lime na slab& antisymetrické a silné antisymetrické.
V pripad¢ slabé antisymetrické relace plati, Ze je-liA v relaci s BaB v relaci s A,
pak A = B.

Nejde vzdy nutné o opak symetrické relace - relace mize byt slabé antisymetrickd i

symetrickd, napiiklad relace "rovna se".

Silné antisymetricka relace zakazuje vSechny piipady "Aje v relaci sBa

zéroven B s A." (tedy i moznost, Ze se prvky rovnaji).
Ptikladem je relace "je ostfe mensSi nez".

Tranzitivni (= je-li prvek Av relaci sBaBv relaci s C, pak jeAv relaci s C):
Vede-li Sipka z vrcholuA do Ba (jind) Sipka z Bdo C, povede Sipka i zA do C.

U neorientovanych grafi bude hranu znazornovat tsecka misto Sipky.

Ptiklady:
Je-li A kamarddem s B a B je kamarddem s C, pak 1 A je kamarddem s C ("pfite] mého
pritele je muj pritel").

Je-li 3 délitelem 6 a 6 délitelem 12, je 3 d€litelem 12.

Hrana AG je disledkem
tranzitivnosti

Tyto tfi vlastnosti (reflexivni, symetrickd, tranzitivni) se mohou u jedné relace
vyskytovat zaroven - je-li relace reflexivni, symetrickd 1 tranzitivni, pak ji
nazyvame ekvivalence.

Ptikladem ekvivalence je relace "rovnd se" na mnoziné pfirozenych Cisel €i relace "je

rovnobéznd s" na mnoziné piimek v roving.

Pokud je relace reflexivni, slabé antisymetrickd a tranzitivni, nazyvdme
ji usporadanim.

hall

Ptikladem je relace "je mensi nebo rovno nez" ¢i relace "je délitelem".
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Pokud relace neni reflexivni a je siln¢ antisymetrickd a tranzitivni, nazyvame ji ostrym
uspoiradanim.

Ptikladem je relace "je mensi nez" na mnozin¢ piirozenych Cisel.

Ptiklad €. 1 (délitelé jednocifernych cisel)
Zadani:

Zakreslete vztah "byt délitelem" na mnozin€ vSech jednocifernych pfirozenych Cisel.
ReSeni:
1) Vrcholy grafu budou jednotliva ¢isla: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

2) Budou hrany grafu orientované nebo neorientované? (Bude relace symetrickd?) -
Relace nebude symetrickd (to, Ze jedno Cislo déli druhé, neznamend, Ze druhé déli

prvni).

3) VsSechny mozné dvojice na dané mnoZin¢ zakreslime do grafu - tzn.
z vrcholu 7 povede Sipka do vSech ostatnich vrcholi (1 dé&li vSechna ¢isla),
z vrcholu 2 do vrcholti 4, 6 a 8. Také bychom méli mit dalSich 9 hran, protoze kazdé
Cislo déli samo sebe (z vrcholu / vede hrana do vrcholu /, z vrcholu 2 do
vrcholu 2 atd.). Tyto hrany ale nebudeme pro piehlednost zakreslovat. (Zakreslujeme

jen tzv. vlastni délitele.)

s

o o
o o
A

Priklad €. 2 (kamaradi ze studif) [15]
Zadani:

Na nové skole se seSel mlady ucitelsky sbor. Nahrad’'me jména ucitelll pismeny a
do zavorky udejme jejich vek:

A(32), B(24), D(25), E(35), H(34), K(26), L(33), M(28), P(29).

Dva ucitelé se navzajem znali ze studii pravé tehdy, kdyz se jejich vék 1isi o méné nez
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Ctyri roky (ptfedpoklddéme, 7e vSichni studovali stejnou Skolu).
Zakreslete graf relace "ucitel A znd ucitele B” definované na uvedené mnoZiné

(ucitelském sboru).
ReSeni:
1) Vrcholy grafu budou pfedstavovat jednotlivé ucitele.

2) Budou hrany orientované nebo neorientované? - Neorientované - jde o typicky piipad

symetrického vztahu (kdyz A zna B, pak znd i B osobu A).

3) U kazdé dvojice ucitelli zkontrolujeme jejich vék a pokud se 1iSi o méné nez Ctyii

roky, zakreslime hranu.

o0 00
S

Dalsi vyuziti relaci najdeme také v feSeni logickych tloh - vice informaci naleznete

v kapitole "Vyroky".
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Vyroky

Uvod

Vyrokova logika je dalSi ¢asti matematiky, kde miZeme vyuZit teorii graft.
Mozna jste pii feSeni logickych uloh jiz grafy nebo alespoil podobné zobrazeni pomoci
bodt a ¢ar pouZili.

Pfi feSeni téchto tloh budeme pouZivat spojovani zndmych objekti (kterymi
mohou byt osoby, automobily... - jim odpovidaji vrcholy grafu) pomoci logickych
vazeb mezi nimi (ke znazornéni logickych vazeb typu implikace slouZzi hrany grafu).
Samotny vysledek (pravdivostni hodnoty pfislusnych vyrokli) pak zjistime

pomoci barveni uzli - obdobn¢ jako u barveni mapy.

Princip feSeni s pouzitim zdkladnich pravidel si ukdZzeme na ukdzkové tloze.

Zadani [15]

Rekreanti A, B, C, D, £ se rozhoduji, zda podniknou cestu parnikem. Své rozhodnuti
podmiiiuji néktefi tim, jak se rozhodne dalsi z nich. Pani B ik4, Ze pojede, vyda-li
se na cestu jeji manzel A. Panové A, Drozhodné pojedou, pojede-li Sprymat £

Pani B a slecna C se nemaji rady, spolec¢né nepojedou "za nic na svété". SleCna Ca

pan D pojedou jen spolu nebo nepojede Zadny z nich. Mame zjistit, kdo nastoupi na

parnik, je-li jisto, Ze alespoii jeden z panti D, £ si toto dobrodruzstvi nenechd ujit.

Resent:
Nejprve si  popiSeme vrcholy grafu, se kterymi budeme pracovat.

NemtiZeme pouzit jen pét vrcholli (co osoba, to jeden vrchol), protoze nékteré implikace

jsou zavislé na tom, Ze vybrané osoba na vylet nepojede.

Vrcholi bude v grafu celkem 10 - u kazdé osoby vzdy jeden vrchol bude
odpovidat situaci, ze dand osoba pojede, druhy vrchol, Ze nepojede.
Pro oznaceni vrcholll pouzijeme mald pismena - a bude znamenat, Ze osoba A pojede

(a', Ze osoba A nepojede). Prohlédnéte si obrazek €. 3.17.
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Samotné implikace budeme zakreslovat jako orientované hrany.

Napi.: "Pani B 7ikd, Ze pojede, vydd-li se na cestu jeji manZel A." zakreslime jako
hranu a—b.
"Pani B a slecna C se nemaji rddy, spolecné nepojedou 'za nic na svete'. " -

b—c'ac—b’' (obr. ¢. 3.18).

Na této implikaci vidime, pro¢ jsme museli zavést specidlné i vrcholy pro opacné

vyroky.

Zakreslujeme relaci ''z prvniho vyroku vyplyva druhy' na desetiprvkové mnoziné

vrchola {a, a', b, b, c,c',d,d', e, e'}.
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Jak se v nasem grafu projevi vyroky '"alespon jeden zaab'", '"'nejvySe jeden
zaab'",'pravé jedenzaab', '"a pravé tehdy, kdyzb'"?

Tyto vyroky musime umét pievést na jednodussi - pomoci implikaci.

"Alespon jeden z a a b" = znazornime pomoci Sipek a' — b, b’ — a

(Pokud neni splnéno a, musi byt splnéno b a naopak.)

"Nejvyse jeden z a a b" = vyjadiime pomoci Sipek a — b, b — a’

(Pokud je splnéno a, nesmi byt splnéno b a naopak.)

"Pravé jeden z a a b" = podobné: a — b', b’ — a,a’ — b, b — a’

(a je splnéno pravé tehdy, kdyZ neni splnéno b; a neni splnéno pravé tehdy, kdyz je

splnéno b)

"a pravé tehdy, kdyz b" = bud’ plati a i b souCasné, nebo oba vyroky soucasn¢ neplati

(v grafu nacrtneme ctyti Sipkya — b, b — a,a’' > b', b’ — a’)

VSechny relace z tlohy zakreslené v grafu

|
0——0 0—0<0

© (2 6—>0 =

ResSeni pomoci barveni vrcholil

Nyni potiebujeme zjistit, jaké je spravné feSeni tlohy (kterd osoba pojede a ktera

nikoliv).

Pouzijeme barveni vrcholi - podobny princip jako u barveni mapy, ovSem jen
se dvéma barvami - zelenou, kterd bude vyjadiovat pravdivy vyrok a ¢ervenou, , kterd

bude odpovidat nepravdivému vyroku.
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Pro snazsi orientaci v textu bude "zeleny vrchol' znamenat vrchol obarveny
zelené (zakresleno zelenym koleckem) a odpovidajici pravdivému vyroku, ''¢erveny
vrchol' bude znamenat vrchol obarveny cervené (Cervené kolecko, odpovida

nepravdivému vyroku).

Na zacitku budeme vychazet z libovolného predpokladu o néjakém vyroku
(naptiklad "vyrok A plati") a pomoci logickych pravidel (nésledujici odstavec) piiklad

vyfeSime nebo dojdeme ke sporu.

Zakladni pravidla barveni vrcholu:

1: Kazdy vyrok ma pravé jednu pravdivostni hodnotu.

— Kazdy vrchol md pravé jednu barvu (je zeleny nebo Cerveny).
2: Vyroky x a y maji riznou pravdivostni hodnotu.

— Vrcholy x a y maji rtiznou barvu.

3: Dva vrcholy zakreslené nad sebou maji opa¢né barvy.

— Je-li jeden z vrcholi zeleny, druhy obarvime Cervené. Je-li Cerveny, druhy obarvime
zeleng.
(Toto pravidlo odpovida zakladnimu logickému pravidlu: vzdy je pravdivy bud’ vyrok

samotny nebo jeho negace.)
4: Plati-li ptedpoklad implikace a plati-li implikace, musi platit disledek.

— Pokud ze zeleného vrcholu sméruje hrana, vrchol, do kterého sméfuje, musi byt

také zeleny.
5: Pokud neplati disledek implikace a plati-li implikace, neplati ani ptredpoklad.

— Pokud do ¢erveného vrcholu sméruje hrana, vrchol, ze kterého smétfuje, musi byt

také Cerveny.
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Ptiklad, ve kterém pfti barveni vrcholl dojde ke sporu (animace na CD)

Nésledujici animace zndzorniuje moZznost, pii které dojde k logickému sporu.

V takovém piipad€ dojdeme k zdvéru, Ze ptfedpoklad nebyl spravny a vyzkouSime jiny.

osoba A osobaB osobaC  osobaD  osobaE

pajede pojede pojede pajede pojede osoba A o0sobaB  o0s0baC  osobaD  osobaE
- pojede pojede pojede pojede pojede
i

osoba A osobaB  osobaC  o0sobaD  osobaE osobaB  osobaC  osobaD  osobaE

ZaEinime libovolng zvolenfm predpokladem {osoba & pojeds) Wirok *soba A nepojede” je tedy nepraveivi a vrchol a’ bude Eerveny (pravidia 3)

osoba A osobaB 0sobaC  osobaD osoba E osoba A osobaB osoba G osoba D osoba £
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
<
<

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB  o0sobaC  osobaD  osobaE
Wrcholy, do krerjich vedou hrany ze zelengho vrcholu, jsou také zelen (pravidlo 4) Megace wroku md opaénou barvu (pravidio 3).
osoba A o0sobaB  osobaC  osobaD  osobaE
i . ¢ i g osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
— <

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE

Wrcholy, do krergch vedou hrany ze zelenéhowrcholu, jsou také zelené ipravidlo 4) Megace wroku ma opacnou barvu (pravidio 3).
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osoba A osobaB osobaC  osobaD osoba E osoba A osobaB osobaC  osobaD osoba E
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
< e

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE
Wreholy, da kterjich vedau hrany ze zeleného wrcholu, Jsou také zelené (pravidia 4) Megace wiroku mi opacnou barvu (pravidio )
osoba A osoba B osoba C osoba D osoba E
pojede pojede pojede pojede pojede
<

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE

Wrchaol & by mél bift zirovef Cerveny (pravidlo 3) i zeleny () - spor s pravidiem 11

Nyni jsme zjistili, Ze za pfedpokladu, Ze pan A pojede parnikem, neni mozné
splnit vSechny poZadavky vSech cestujicich. Nyni mohou nastat 2 situace:
1) ptfedpoklad, Ze pan A nepojede, rovnéZ povede ke sporu a ukdZe se, Ze poZzadavky

jednotlivych cestujicich jsou navzdjem neslucitelné

2) ptedpoklad, Ze pan A nepojede, nds dovede k vyslednému feSeni dlohy.

Ptiklad, ktery nalezne hledané feSeni (animace)

osoba A osoba B osoba C osoba D osoba E
osoba A osobaB osoba C osoba D osoba E pojede pojede pojede pojede pojede
&

pojede pojede pojede pojede pojede
<

osobaA  o0sobaB  osobaC  osobaD  osobaE osobaA  osobaB  osobaC  osobaD  osobaE
Mowi pFedpokiad - osoba A nepojede Negace wraku mé opainou barvu {pravidia 3)
osoba A osoba B osoba C osoba D os0ba E osoba A osoba B osoba C osoba D os0ba E
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
< <

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE

Wrchol, ze kterého vede hrana do éervengho vrcholu, je také éerveny fpravidis 5) Hegace wroku mé opatnou barvu fpravidis 3)
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osoba A osoba B osoba C osoba D os0ba E osoba A osoba B osoba C osoba D osoba E
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
- a

osoba G osoba D

Wrchol, ze kterého vede hrana do éervengho vrcholu, je také éerveny fpravidis 5) Navrcholu & se pravidla 35 spojuji
osoba A osoba B osoba C osoba D os0ba E osoba A osoba B osoba C osoba D osoba E
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
- a

osobaA  osobaB osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB osoba C  osobaD  osobaE
Wrchol, ze kterého vede hrana do éervengho vrcholu, je také éerveny fpravidis 5) Negace wraku {pravidlo 3) a zirovef obarveni souhlast s pravidiem 4
osoba A osoba B osoba C osoba D os0ba E osoba A osoba B osoba C osoba D osoba E
pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede pojede
< i

osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE osoba A osobaB  osobaC  osobaD  osobaE

Ha obarveni b a & nastivé opét shoda pravidel 3 a 5 Medodla k lagickému sporu a mime obarvent viechry vcholy - hledand Fedent

Shrnuti feSeni

Hledanym feSenim ulohy je situace: na vylet pojede jen osoba Ca D.

(Osoby A, B, Enepojedou.)
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Rozvrh

Uvod
Podobny princip, jaky jsme vyuZili v ilohdch s barvenim mapy a o vyrocich, 1ze

uspesné pouzit i pti hledani optimélniho rozvrhu.
Zadani [16]

M¢jme 6 hodin (lekci) oznaCenych h; aZ hgs, mezi kterymi si mohou studenti vybirat.
Vsechny lekce trvaji stejné¢ dlouho.

Naleznéte takovy rozvrh, ve kterém vSechny lekce probéhnou v nejkrat§im Case a
zarovenl umoZznéte, aby se neprekryvaly

hOdiIly h] a hz; h] ah4; h3 a h5; hz a h6; h4 a h5; h5 a hg; h] a hg.

Resen{

Nejjednodussim feSenim by bylo vSechny hodiny setadit za sebou - zajistili
bychom tak, Ze kazdy, kdo si vybral hodinu /;, muze jit i na hodinu A, ¢i jakoukoliv
jinou (a tim bychom snadno splnili vSechny podminky ze zadani).
Ukolem je ale umozZnit soub&h hodin, u kterych nejsou studenti, ktefi by méli zdjem jit

na ob¢& hodiny soucasné.

VSechny hodiny zakreslime jako vrcholy grafu. Hrany mezi nimi (které jsou
neorientované) spoji vrcholy odpovidajici hodindm, které nemaji probihat zaroven.

M

ZaKkreslujeme relaci ''nema probihat zarovei'' na mnoziné hodin /; az hg.

L iz ®

©
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Jednotlivym vrcholim budeme pfifazovat ¢isla (jiz v tloze barveni mapy jsme
si ukdzali, 7e piifazovani barev odpovida piifazovéni Cisel).
Tato ¢isla budou odpovidat poradi hodin v rozvrhu (pokud dvé hodiny dostanou ¢islo 1,

budou v rozvrhu probihat zaroven).

Pti cislovani budeme pouzivat podobnou podminku jako u sousednich statd pfi
barveni mapy - pokud dvé hodiny nemaji za¢inat ve stejnou chvili, jejich ¢isla budou

ruzna.

Postup piifazeni hodin (animace na CD)

2 D i :2

:

Hodina k1 {resp. wrchol) bude ohodnocena Eislem 1. Hodiry, které jsou s k1 spojeny hranou, musi mitjingé islo, napf. 2.
1 1
2 2
:Q 3 :Q 3
1
hZ & hé jsou také spojeny - pro kg volime opét jiné Eislo, napf. 3. k5 miZe byt ohodnoceno 1 stejné jako ki (kS a k! nespojuje hrana).

k3 mdze byt ohodnoceno 2 jaka k2 a k.

35



Zavér
Hledany rozvrh hodin vycteme z obarveni vrcholi grafu - vrcholy se stejnou

barvou piedstavuji hodiny probihajici soub&zng¢.

h;ahs ha, hs, hy he

Minimdlni pocet hodin, béhem kterych je mozné oducit , aZ h, za piredepsanych

podminek, je 3.

Dalsi dlohu na urceni rozvrhu naleznete v Procvic¢ovani.
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Prevoznik

Pomoci teorie grafi Ize tesit také populdrni matematickou dlohu o pfevoznikovi,

kterou uvedl uz Alkuin z Yorku (cca 735-804) ve sbirce Ulohy k bystfeni mladika.

Zadani [6]

Prevoznik chce prevézt z jednoho biehu na druhy hlavku zeli, kozu a vlka. Do
lod’ky s sebou mtize vzit bud’ zeli, nebo kozu, nebo vlka, ale vic se tam nevejde.
Necha-li na bfehu hlavku zeli a kozu, koza zeli seZere. Necha-1i na biehu kozu a
vlka, pak vlk seZere kozu.

Jakym zpiisobem musi pfevoznik postupovat, aby nedoslo k Zadné Skod¢?

prvni breh Feka druhy bieh

ReSeni pomoci teorie grafi

Pomoci vrcholt grafu popiSeme situaci na prvnim biehu. Takovychto vrcholt

(moZnosti, kdo zustal na prvnim bfehu) mame 16.
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Pro¢ 16 moznosti?

Miéme 4 "objekty", u kterych nds zajimd, zda na bfehu jsou nebo ne - vlka, zeli,

pfevoznika a kozu.

Maiame tedy dvé mozZnosti (je na biehu/neni) pro kazdy ze 4 objektl - celkem 2x2x2x2

=27 = 16 moznosti.

vk vik
prevoznik pFevoznik
koza koza
zeli

prevoznik prevoznik
koza koza
zeli

Pomoci hran v grafu si mizeme popsat zménu, kterd se stala (odvezl-li
ptevoznik zeli na druhy bfeh, miZeme si na hranu poznamenat "-zeli,-pievoznik" —
zdavodu ptehlednosti neni popis na hranich v  obrazku uveden).
Pottebujeme pospojovat vrcholy grafu tak, abychom se dostali z levého horniho vrcholu
(na prvnim bfehu jsou vSichni) do pravého dolntho vrcholu (na prvnim bfehu neni

nikdo).

Ne vSechny vrcholy zakreslené na obrazku €. 3.23 jsou vsak piipustné. Nesmime
nechat bez dozoru kozu s vlkem a také kozu a zeli. Z toho duvodu celkem 6 vrcholu

vypustime.
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vik
prevoznik

koza
zeli

vik
prevoznik
koza

prevoznik
koza
zeli

Pokud se vam zd4, ze vrcholy preskrtnuté Zlutou barvou podminky neporusuji,
vzpomeiite si, Ze zakreslujeme situaci na prvnim bfehu. Pokud jsme tedy nechali spolu
vlka s pfevoznikem, neni to v potfddku, protoZe na druhém biehu ndm zlstala koza se

zelim.

Nyni v grafu hleddme cestu (za¢inajici v levém hornim rohu a koncici v pravém
dolnim rohu), kterd by popisovala pii zachovani piedepsanych podminek prabé¢h
prepravy. VSimnéte si, Ze se po cesté stiidaji vrcholy s pfevoznikem a bez né¢ho - podle

toho, jak vozi ostatni z bfehu na bieh. Jak vidite, tloha ma dvé mozna feSeni.

vik vk vik
pFevoznik pFevoznik prevoznik

koza koza

zeli zeli

pFevoznik pFevoznik
koza koza
zeli
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Animace prvniho feSeni (fialové hrany)

pryni bieh Feka druhy bfeh pryni bieh Feka druhy bfeh

prvni bieh feka druh¥ bieh prvni bieh feka druh¥ bieh

prvni bieh feka druh¥ bieh pryni bich Feka druhy bieh
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pryni bich Feka druhy bieh prvni bieh feka druh¥ bieh

&

pryni bieh Feka druhy bfeh

Druhé teSeni (oranZové hrany) naleznete jako animaci na CD.
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Toky v sitich

Uvod
Pomoci grafi miizeme fesit problém nalezeni maximalniho toku v siti.

Nejtypictéjsim piikladem tohoto problému je vodovodni potrubi - zjistujeme, kolik
vody mtiZe potrubim protéct.

potrubi"). Maximaélni tok je vysledek (Cislo, viz niZe) platny pro cely graf.

Do budoucna budeme v textu pouZivat ptiklad s vodovodnim potrubim. Mohli

bychom ale uvazovat také silni¢ni ¢i datovou sit’.

Co pro feseni takového problému potrebujeme znat?

Popis potrubi- pro popis potrubi (kde jsou wuzly, kolik je trubek...)

pouZzijeme orientovany graf.

Odkud voda tece - vrchol grafu, ze kterého vytéka do potrubi voda, ktery oznacime

jako zdroj s (s € V, s z anglického source).

Kam voda tece - vrchol, ktery oznac¢ime jako stok (cil, spotiebic) 7 (stok je ncktery

z vrcholt grafu: 1 € V, z anglického target).

Kolik vody miize danym mistem (hranou) sité protéct - budeme pouZivat

funkci kapacita.

Kolik vody danym mistem (hranou)opravdu protéka- zniazornime pomoci

funkce tok.

Zdrojt i stoki maze byt v grafu obecné vice, my vSak v dal$im textu budeme

pfedpoklddat vZzdy jen jeden zdroj a jeden stok.

Vnitinimi vrcholy budeme rozumét vSechny vrcholy grafu kromé zdroje a
stoku.
U silni¢ni sité by tedy kapacita odpovidala napiiklad mnozstvi aut, kterd mohou projet

danym udsekem silnice za jednotku ¢asu (minutu). U datové sité by to byla napiiklad
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pfenosova rychlost. (Zdmérné bychom neuvazovali o jednotlivych autech ¢i datovych

paketech.)
Kapacita

Kapacita je funkce c piifazujici kazdé hrané nezaporné redlné Cislo (c : E — Ry+).

Podle definice mtiZze byt kapacita nulova, v praxi se to v§ak nepouZziva - stejny vysledek

by nastal, kdyby takova hrana v grafu nebyla.

Poznamka
Pfidanim opacné hrany s nulovou kapacitou miZeme dosdhnout symetri¢nosti hran.

Neplati v§ak obecné, Ze c(uv) = c(vu).
Tok

Tok je funkce f pfifazujici kazdé hran€ nezaporné redlné Cislo. (f: E — Ro+).
Definici vyhovuje 1 nulovy tok.

Pro kazdou hranu e plati, Ze tok danou hranou nemiiZe byt vétsi nezZ je kapacita této
hrany.

Ve E E:f(e) < c(e)

Tok také musi spliovat Kirchhoffiv zakon:

Pro vSechny vrcholy kromé zdroje a stoku plati, Ze soucet toki na hranach vstupujicich

do vrcholu se musi rovnat souctu tokii na hranidch vychazejicich z vrcholu.
Velikost toku (v celém grafu) ziskdme jako soucet toki ze zdroje.

tokfkapacita

®
.\ / _
zdraoj stok
1{3 142
@
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Jak jsme uvedli v definici, kapacita 1 tok mohou byt redlnd nezaporna cisla —

v dal$im textu vSak budeme ptfedpoklddat, Ze kapacity 1 toky jsou popsany pfirozenymi
Cisly.
Sit
Vyse uvedené definice I1ze shrnout do nasledujici definice sité.

Sit’ je uspotadana pétice (V, E, z, s, ¢), kde plati:

(V, E) je orientovany graf

c: E — Ry+ je kapacita hran

z, s = Vjsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok

graf je symetricky, tedy pro kazdé dva vrcholy u, v € V: uv € E pravé tehdy,

kdyZ vu & E. Pokud ale tyto hrany maji nulovy tok, tak je do grafu nezakreslujeme

(viz algoritmus).

Pritokem rozumime soucet tokd hran sméfujicich do vrcholu.

Odtokem chiapeme soucet tokl hran vychdzejicich z vrcholu. Ve zdroji nesmi byt vetsi

piitok nez odtok.

Ve stoku naopak nesmi byt odtok vétsi nez piitok.

Primitivni algoritmus

Vv,

Asi nejjednodussi moznost, kterd nds pfi hleddni maximélnitho moZného toku
v siti napadne, je zkouSet vSechny cesty ze zdroje do stoku a zkoumat, zda nemizZeme

zvysit tok, pfipadné o kolik (neni-li v grafu Zadny tok, za¢neme zvySovanim nulového).

Na ukazkovém piikladé (obrazek 3.25, v; je zdroj, v4 je stok) by to znamenalo

prozkoumat dvé cesty - (v;, vz, v4) a(vy, V2, Va).
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Dostali  jsme  maximdlni tok 4, coz je spravny  vysledek.
U nékterych grafii ovSem mize dojit k situaci, kdy ndm tento postup vrati Spatny
vysledek, viz obrdzek €. 3.27 (na hranich jsou uvedeny jen kapacity, tok na zacatku

pfedpokldddme nulovy,v; je zdroj, v4 spotiebic).

Vysledek zaleZi na potadi, ve kterém cesty zkouSime.

Spravny vysledek je zfejmée 10 (obrazek 3.28).

Pokud bychom ale zacali zvySovat tok nejprve na cesté (v, vz, v3, v4), vyjde ndm

maximalni tok v grafu jen 9.
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5{5 45

Z toho divodu zavadime moZnost, Ze po hran¢ posleme tok opaénym smeérem.

(To mizeme diky tomu, Ze sit’ je symetricka.)

Rezerva hrany

Rezerva hrany ndm popisuje, jaka ¢ast kapacity na hrané zbyva - kolik vody by
jesté mohlo v trubce protékat, kolik dalSich aut by mohlo danou komunikaci projizdét
apod.

Zaroven také zapocitava zminovany tok v opacném sméru - s opaénym znaménkem nez

pivodni tok.
Rezerva hrany uv: r(uv) = c(uv) - fluv) + f{vu).

Ford-Fulkersoniiv algoritmus

Ford-Fulkersonliv algoritmus také zkousi vSechny cesty v grafu a hleda

zlepSujici tok, vyuZziva pfitom ale rezervy hrany.

Pro kazdou cestu, kde 1ze zvysit tok, ur¢i hodnotu £, o kterou bude tok zvySovat.
Pro kazdou hranu na cesté uréi také hodnotu &, kterd bude pocitat, o kolik sniZit tok

proti sméru hrany.
1. Na zagitku m&jme libovolny tok (mtZe byt viude nulovy, ¥e € E: f (e) =0 ).

2. Dokud existuje néjaka cesta P z vrcholu z do s takovd, Ze kazd4 hrana na cesté

m4 nenulovou rezervu, Ve € P:7(e) = 0, yybereme ji.

3. Zvolime nejmensi rezervu z hran po cesté a jeji hodnotu si zapamatujeme jako £
£ =min(r(e),e € P)
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4. Pro vSechny hrany na cest€ (kazdou hranu vzdy v tomto kroku

pojmenujeme uv), uv < P:
4a. 0 = min(f(vu), &)
4b. Upravime tok na hrané (opa¢nym smérem - f{vu)). flou) = f(vu) — &,
4c. Upravime tok na hran¢ (smérem f{uv)). fluv) = fluv) + -6

5. Vycerpame-li vSechny cesty, na kterych mtizeme zlepsit tok,

prohlasime soucet f (tokiu ze zdroje) za maximalni tok.

7

V nasledujicich animacich uvidite vzdy aktudlni krok zvyraznény ¢islem:

Kroky algoritmu: 1 2 3 d4a 4b 4 5

Wybereme cestu P, na které Ize 2vydit tok fna cesté hrany s nent

tok/kapacita tokfkapacita

of1 o041

Kroky algoritmu: 1 2 3 da d4b 4 5 Kroky algoritmu: 1 2 3 d4a 4b 4c 5
Mawiech hrandch nastavirme nulovy tok. Wybereme cestu P, na které 1ze zwisit tok ¢na cesté hramy s nenulovou rezervou)
£=2 £=2 tokf kapacita =2 =2 tok)kapacita
§=no

o1 o

Kroky algoritmu: | Z 3 da db 40 5 Kroky algoritmu: ] 2 35 d4a 4b 4 5

£ ..minimurm Zrezerv na cesté P— & = 2. & =0pro hranu {1ve).
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tokf kapacita

o

Kroky algoritmu: ] 2 3 42 d4b 4 5
Oprava toku na hrané ol vzh w opacném sméry f(m) = f(m) -6

g=2 tokfkapacita

2z 2is

cesta P

Kroky algoritmu: | 2 3 da d4b 4c 5
Obdobré pro hranu (vavs)

tokf kapacita

cesta P
03

Kroky algoritmu: ] 2 3 42 d4b 4 5
e=1

tokf kapacita

cesta P

3 =1
g=1 a
§=0 i
Kroky algoritmu: ] zZ 3 42 d4b 4 5
Zlepfeni taku
tokfkapacita
2z 2is
042,
04
cesta P, 1z

Kroky algoritmu: | 2 3 da d4b 4 5
=1
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Kroky algoritmu: 1

cesta P
043

Kroky algoritmu: 1

howd cesta P

2

o

3 4a

cesta P
/3
=1
§=0 on
Kroky algoritmu: 1 2 4a
Nalezeni & pro kaZdou hranu.
z{2
02
cesta P
103
17
Kroky algoritmu: 1 2 3 4a

Mowd cesta P,

Kroky algoritmu: 1 2

Nalezeni § pro ka#dou hranu

3

da

db

4b  dc
Cprava toku na hrané aavzyve sméru, f(uwr) = flur) +2 -8

dc 5

S

2{5

tokf kapacita

tok/kapacita

tok)kapacita

tok)kapacita

tok/kapacita



tokf kapacita tok)kapacita

g=1
2 O0——>0
Kroky algoritmu: | Z 3 da db 40 5 Kroky algoritmu: ] 2 35 41 4b 4 5
Zlepfeni taku Mowd cesta P

tokfkapacita tok/kapacita

Kroky algoritmu: 1 2 3 43 4b 4c 5 Kroky algoritmu: 1 2 3 d4a d4b d4dc 5

g=1 Zlepieni toku,

tokf kapacita

Kroky algoritmu: ] 2 3 42 d4b 4 5

Dalfi cestu ze z 1) do 5 {v5}, na které by £lo zuydittak, nelze najit - maximalni tok je 5

Zastavi se algoritmus?
Ano, v kazdém kroku totiZ zvysi velikost toku alesponi o 1.
(Predpokladdme celociselné hodnoty u kapacit i tok1.)

Najde algoritmus vZdy maximalni tok?

Pro dikaz pravdivosti tohoto tvrzeni je potfeba zavést pojem fez, ktery v této praci

vysvétlovat nebudeme - podrobnéjsi informace naleznete v literatute: [19]

49




Je vysledek jednoznacny?
Samotny maximalni tok (¢islo) jednoznacny je.

MiZzeme se k nému ale dostat vice zptisoby. Rozmyslete si, jaké by byly moZnosti u

néasledujiciho grafu (v1 zdroj, v6 stok).

‘—>/°\L'—>
® @\0%@ @

Ptiklad na obrazku 3.29
Diky tomu, Ze Ford-Fulkersontiv algoritmus pracuje, dokud nenajde maximalni
tok, miZzeme ho spustit jiZz na grafu s tokem, kterym pGvodné zamysleny primitivni

algoritmus skoncil vypocet (proto nasledujici animace jiz neza¢ind krokem 1).

tokfkapacita tok)fkapacita

5(5 4/5 5/5 4i5  riuewa) =1
" i Flvvz) =1
4/5 5i5 445 Si5
rvivi) =1
Kroky algoritmu: 1 2 3 d4a 4b dc 5 Kroky algoritmu: 1 2 3 432 4b 4c 5
MNalezeni cesty. Rezerva rivava) = civivz) - fivava) +fifvavs) =0-0+1=1
tok)kapacita tokfkapacita
55 415 rvnd) =1 55 445
m rivive) =1 T
45 55 afs 5/5
Fivlway =1 =1
G=1
Kroky algoritmu: ] 2 3% da db 4 5 Kroky algoritmu: | Z 3 d4a db 4 5

g=1 Elpravatnku na hrané (g
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tok/kapacita

tok/kapacita

35 45 35 45
£=1
11 "
d=1
55 515 55 5i5
£=1
d=n
Kroky algoritmu: 1 2 3 da d4b 4c 5 Kroky algoritmu: 1 2 3 d4a 4b d4dc 5

Elprava toku na hrangé (vlwvz).

tok)kapacita

Elprava toku na hrané (wawz).

tok)kapacita

5
(="l
[
o -

5/ 4i5 5/ 4i5
£=1
o o
d=1
5(5 B 5(5 S5
Kroky algoritmu: ] 2 3% da db 4c 5 Kroky algoritmu: ] 2 35 42 4b 4c 5

I:Iprava toku ha hrang (wawz)

tok/kapacita

o
S
o
o -

55 Si5

o

55 515

Kroky algoritmu: | 2 3 43 dbh 4 5

Elprava toku na hrang (w2we).

I:Iprava toku ha hrang (wzva)

tokfkapacita

or
k‘ s
Kroky algoritmu: 1 2 3 4a d4b 4c 5
Meni dalsi cesta, na které by bylo maZné zuisit tok - nadli jsme maximlnd tok v siti

Jiné algoritmy na hledani maximdlniho toku

Dalsi hledani

maximalni

toku

algoritmy na jsou naptiklad Dinitzav

algoritmus nebo Edmonds-Karpiyv - jejich vyhodou je niZ8i vypocetni sloZitost (= pocet

kroki algoritmu), jsou ovSem ndro¢néjsi na implementaci. Vice informaci v [19].

Dalsi dlohy naleznete v Procvicovani.
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Teorie her

Uvod

Teorie her je oblast védy, kterd zasahuje do vice obort (matematiky,
psychologie, sociologie, ekonomie...) a zkoumd chovani jednotlivych subjektii
v okamZicich, pfi kterych dochdzi ke stietim zajmii. MiZeme sem fadit jak jednodussi
hry (piskvorky, ddma), tak i slozité ekonomické modely nebo naptiklad tzv. véznovo
dilema, které je ptikladem spiSe psychologie neZ matematiky v teorii her.
My se budeme vénovat té skuping her, kde snadno rozpozname, ktery hra¢ vyhral a kde

si miZeme hru rozd¢lit na jednotlivé tahy - vrstvy.

Pfikladem ndm mohou byt piSkvorky (3x3) - pravdépodobné jste zjistili, Ze
hrac, ktery hru zacne (a umisti svoji znacku doprostfed miizky), ma mnohem vé&tsi

nad¢ji na vyhru - pokud neudéld chybu, nemiZe prohrit.

Snadno si pfitom muiZeme rozkreslit moznosti, které nastdvaji - z prazdné
miizky vede 9 moZnosti, kam umisti prvni hrd¢ svoji znacku, z kazdé dalsi pak 8
moznosti atd. N¢kdy se ndm hrany opét sbihaji (neni dulezité v jakém potradi byly

znacky zakresleny), nikdy ale nevede mozZnost zpét (znacku umazat).

Zde pravé pouzijeme grafy: vrcholem zakreslime aktualni stav hry (napiiklad
popisem kiizkii a kolecek vazajicim se ke konkrétnimu vrcholu) a orientovanou

hranou mozZnost tahu.

0. tah
{zacatek hry)

1. tah
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Definice

Hra v explicitnim tvaru je dana orientovanym acyklickym grafem G = (V, E) s
vybranym vrcholem vy € V.

Na zac¢étku vybere prvni hra¢ vrchol v € V tak, Ze (vg, v) € E. Déle hraci stiidavé
vybiraji vrcholy tak, Ze pokud vybral protihra¢ v poslednim tahu vrchol u, musi

hra¢ vybrat takovy vrchol w, pro ktery (u, w) € E.

Touto definici jsme popsali zptsob, jak mohou hraci tdhnout. Jak ale zadefinovat vitéze

hry?

Hrac, ktery jiz nemizZe Zadny vrchol vybrat, prohral (tato definice je otdzkou

dohody mezi hraci).

Rekneme, Ze hra¢ m4 v této hie vyhravajici strategii, jestlize miZe volit tahy tak,

Ze neprohraje, at’ protihra¢ voli jakékoliv moZné tahy.

Vsimnéte si, Zemit vyhravajici strategii neznamena nutné vyhrat!
Napiiklad praveé u piskvorek 3x3 ma vyhrdvajici strategii prvni hra¢. Pokud ale ud¢la

chybu, mlze se stét, Ze vyhraje druhy hrac.

Pomoci teorie grafii miZzeme u her v explicitnim tvaru urcit, kdo méd vyhrdvajici
strategii. Vzhledem k tomu, Ze zjistit vSechny moZnosti napiiklad pro Sachy je stdle
technicky  nemozné, nehrozi, Ze by naSe vitézstvi wurCilo  pofadi.

U jednodussich her (napf. odebirani zapalek) to vSak mozné je.
Nejprve vSak pottebujeme rozhodujici kritérium:
UvaZujme hru v explicitnim tvaru urcenou acyklickym orientovanym grafem G =
(V, E) s vybranym vrcholem vy. Ozna¢me W jadro grafu G. Pak plati:

1. Prvni hra¢ ma vyhrédvajici strategii, jestlize vy < w.

2. Druhy hra¢ mé vyhravajici strategii, jestlize vop € W.

Nyni, zname-li vztah mezijddrem grafua vitézstvim ve hie, zkuste si

znovu prohlédnout, jak se jadro v grafu hleda.

U nékterych her je nutné pfipustit i moZnost remizy - miZeme ji napiiklad

povazovat za vitézstvi druhého hrace.
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Hra NIM (odebirani sirek)

Uvod

Na hie NIM (= odebirani sirek) si ukdZeme praktické vyuziti znalosti z
oblasti teorie her - jak pomoci jadra grafu uz pied zacitkem hry miiZzeme urcit, ktery
hra¢ ma vyhravajici strategii - sta¢i ndm k tomu pouze védét, kdo zacind (a kolik

hromédek sirek je ve hte).

Ve hie NIM hraci postupné odebiraji sirky a ten, ktery odebere posledni
sirku vyhral/prohral (zdleZi na varianté¢ hry). My si popiSeme hru, ve které je vice
hromédek sirek a kazdy hrdi¢ muze z jedné hromadky odebrat od jedné do vSech sirek.
Vitézem je pak hrd¢, ktery odebral posledni sirku (viz  ddle).
Poznamka: dal§i Castou variantou hry je jedna hromddka sirek, ze které hraci pii

kazdém tahu odebiraji 1-3 sirky.
Popis hry

UvaZujme k hromadek sirek, kdy v i-té hromadce je n; = 1 sirek, i = 1,..., k.
Hraci stfidave odebiraji sirky z hromadek.

V daném tahu si hra¢ zvoli hromddku, z které bude odebirat (kde jesté nejsou
odebrany vSechny sirky) a odebere minimalné jednu a maximaln€ vSechny sirky
vybrané hromadky.

Hrac, ktery odebere posledni sirku, vyhral.

Hru NIM s k£ hromadkami o n;,...,n; sirkach budeme znacit NIM(n,,...,nx).

I* e e

—_—

NIM(3,2,2)
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Ukézka konkrétni hry s vyhrou prvniho hrace

':I;:’ Prvni hrdg "J Bivni E8E
o——a AT
72N d b (L}
" M 7] ] "
O Drung nrit Y. R
oo 7
N a b
@ Prunihrac ¢ Pruni hrae
OF—a AT
N d b
“ " f
©  Drun hrat P oruninrid
oo o
Y g b
o Pryni hric Q. prninrie
o oo .
i wyhral
Y ] (-]
o] Druhy hraé ? Druhy hrét
oo oo
d o 6. N

Ukazku hry s vyhrou druhého hrace naleznete na CD.

Jak vyuZit teorii graf?

Hru miiZeme zakreslit pomoci grafu, viz ndsledujici obrdazek. Rozsah grafu
vyrazn¢ roste jak s mnozstvim hromadek, tak s mnozstvim sirek, proto jsme

situaci zjednodusili na hru NIM(2,2).
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Co znamenaji ¢isla u jednotlivych vrchola?

Jak jiz bylo vidét na dvodnim obrazku (3.32), pocty sirek na jednotlivych
hromadkach zapiSeme jako uspotfddanou k-tici. Ta popisuje stav hry v dané chvili a
zapiSeme ji k vrcholu grafu. Hrana vedouci do jiného vrcholu pak znamend, Ze je

mozny takovyto tah (viz obrizek 3.34).

Naptiklad z vrcholu (2,2) vedou orientované hrany do ¢tyf vrcholi -
2,0), (2,1), (1,2), (0,2) - podle toho, odebereme-li jednu nebo dvé¢ sirky a odebereme-li

je z prvni nebo druhé hromadky.

Do né&kterych vrcholi mlze vést také vice cest (hlavné vzdy vede cesta od
vrcholu (2,2) do vrcholu (0,0) - at’ hrajeme jakkoliv, nakonec oba hrac¢i odeberou

vSechny sirky).
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Moznost vyvoje konkrétnich her spolu se zakreslenim do graft

Q Pruni hrig Q Pruni hraé
:ﬁa :77*’
: : ¢ " (2,2)
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“ " i & . ¥ 1) (1,
/]
. t(l.l)i (1,11
L/ A\ LA
- (0,1* 4 /
o Druhy hrd¢ (0,0), Q Druhyj hrié
A 7
Q  prvni hrig WF.  preninrac
:72*’ !,)":ﬂ whrdl
(2,2) .
[ ] (Z.ItLZ)
kl,l)i.(o,a
" ";‘ '
(0,1*(1,0)
Q "o uhif hrié (0,0) o] Druh§ hr&€
A 7Y

Animaci s jinym vyvojem hry naleznete na CD.
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Kdo tedy vyhraje NIM(2,2)?

Nejprve zkusme ulohu vyftesit ivahou. Prvni (zac¢inajici hra¢) miZe odebrat jednu nebo

dvé sirky.
Odebral jednu sirku:

(Hra tedy ztstala ve stavu (2,1)nebo (1,2), ptedpoklddejme bez ujmy na
obecnosti (2,1).) Druhy hra¢, chce-li vyhrat, musi odebrat také jednu sirku z prvni

hroméadky (tedy (1,1)).

Prvnimu pak nezbyde nic jiného, neZ vzit jednu sirku (at’ uz z prvni nebo druhé
hromddky) a druhy hrd¢  odebere  zbyvajici  posledni a  vyhral.
Kdyby totiz druhy hra¢ vzal po prvnim tahu obé dvé¢ sirky z prvni hromadky ((0,1)),
prvni vezme posledni zbyvajici a vyhral.
A kdyby druhy hra¢ po prvnim tahu vzal jednu z druhé hromadky ((2,0)), prvni vezme

zbyvajici dvé a vyhral.
Odebral dvé sirky:

Hra je v tom ptipadé (2,0) nebo (0,2). Druhy hrac tedy odebere zbylé dvé sirky a
vyhrdl. Vidime tedy, Ze vyhrdvajici strategii ma druhy hrd¢ - neudé€ld-li chybu,
neprohraje. Podle této souvislosti mezi jddrem grafu a vyhravajici strategii by
tedy v jddru grafu odpovidajictho dané hie mél byt vrchol popisujici zacatek

NIMu(2,2).

Pokud ke grafu na obrizku 3.33 nalezneme jeho jddro, dostaneme tento

vysledek:

Pocatecni vrchol je obsaZen v jadru grafu, odpovid4 to tedy zdvéru, ke kterému jsme u

tohoto pfikladu dosli dvahou.
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4. Procvicéovani

Tato cast obsahuje, stejné jako Zdkladni pojmy a Vybrané problémy, ulohy

pouze z diplomové prace, na pfiloZzeném CD naleznete nésledujici:
e Zdkladni pojmy (procviovani diloh na zakladni pojmy)
¢ Minimadlni kostra grafu
e Pocty koster grafu
e Jednotazky
e Barveni mapy

e Uloha s kamarady
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Maximalni kostra

Naleznéte maximalni kostry grafi:
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Resenti:
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Viéhy a zavazi

Uloha
Maéme k dispozici rovhoramenné vahy a tii zavazi - 5 kg, 2 kg a 1 kg.

Pomoci nich chceme zjistit hmotnost predmétu (predpokladejme, Ze velikost hledané

hmotnosti je prirozené ¢islo).

Ukazte pomoci teorie grafil, predméty o jaké hmotnosti jsme schopni zvaZzit.

Népovéda
Snadno vidime, Ze navazime 1 kg, 2 kg, 5 kg a 8 kg (hmotnost vSech zdvaZzi na

jedné strané vah).

>y z

Otazkou zlstavd, jaké jiné hmotnosti navdZime pomoci rizného pokladani

zévazi na levou i pravou stranu vah.

Na kazdy vrchol grafu si zakreslime dvé Cisla - sou¢et hmotnosti zavazi na levé

strané a soucet hmotnosti na pravé strané.

Dalsi vrcholy (= nové hmotnosti, které umime navézit) budeme =ziskdvat
pfidavanim novych vrcholii tim, Ze ke stavajicim zkusime piidat nékteré z dosud
nepouzitych zavazi.

Hrany budou zndzornovat pfidani zdvazi na nékterou ze stran vah.
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Reseni
Kazdy vrchol v naSem grafu bude zndzornovat jedno rozmisténi zavazi na
vahach. Dohodneme se, ze pfedmét, jehoZ hmotnost hleddme, poloZzime na pravou

misku vah - hmotnost zavaZi na levé strané pri¢itime k hmotnosti télesa, na pravé

strané odecitame.
Jak budou vypadat vrcholy grafu?

Cisla odpovidajici rozdilim (soucet hmotnosti na levé strané)-(soucet hmotnosti na

pravé strané).
Jak budou vypadat hrany?

Hrany popisuji pfidani zadvazi na nékterou ze stran. Zavedeme znaceni (+1 - pfidani 1 kg

zévazi na levou stranu, -1 - pfidani 1 kg zdvaZi na pravou stranu).

Pozndamka: mtiZe nastat situace, Ze stejnd hmotnost je zndzornéna vice vrcholy (a
nijak ndm to nevadi, naopak vidime vice moznosti, jak se k dané hmotnosti dostat) - v
obrazku vSak kreslime jen jeden takovy vrchol.
Naptiklad u 1 kg jsou dvé moznosti: 1 kg vlevo a vpravo hledany predmét a nebo 2 kg

vlevo a 1 kg vpravo (s predmétem).

Bude-li predmét vazit 3 kg - na levé strané mame 5 kg zdvazi, na pravé 2 kg

zévazi a hledany pfedmét. Dvojice Cisel, kterd tomuto stavu odpovida, je (5,2).

B, s @

Nyni mame popsdno, jak bude graf vypadat. Za¢neme vrcholem (0,0) (prazdné
vahy, resp. pouze pfedmét na pravé stran¢). Budeme piidavat dalsi vrcholy odpovidajici
pfidavani zavazi na vahy.

Dohoda: nebudeme ptiddvat zdvazi tak, aby vychdzela hmotnost hledaného

vvvvvv

levé strané - vahy by se okamzité prevazily doprava a takovy vysledek by nem¢l Zadny

vyznam, jen by znepiehlednoval graf).
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Nejprve  pfidime jedno zdvazi na levou stranu -  dostdvdme
vrcholy (1,0) odpovidajici 1 kg a obdobné (2,0) a (5,0). Poté ptidime druhé zavazi

(vlevo ¢i vpravo) - dostaneme napt. 3 kg.

A obdobné pokracujeme dal.

Na vysledném grafu nalezneme vrchol odpovidajici kazdé z hmotnosti 1 kg-8 kg
- tedy pokud hmotnost ptedmétu je jedna z téchto nalezenych, dokdZeme ji s pomoci

rovnoramennych vah a zavazi 5 kg, 2 kg a 1 kg zjistit.
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Prelévani mléka

Uloha[15]

Mlékatka mad osm litrt mléka ve dvou nadobach, pétilitrové a trilitrové,

zapomngla si vSak dnes litrovou odmérku.

Pfichdzi zdkaznice s dvoulitrovou nddobou, ale 7zadd jen litr mléka.
Muze mlékarka najit postup, jak odméfit do dvoulitrové nadoby jeden litr mléka, smi-li

pouZit jen prelévani mezi t€émito tfemi nddobami?
Pokud ano, popiSte postup.

Pokud ne, zdtivodnéte, proc¢ ne.

51
31 2l

Népovéda
PouZijte podobny princip jako v tloze o pfevoznikovi - zakreslete si vSechna
mozna mnozstvi mléka v nddobach (na kazdém vrcholu tedy bude tdaj ve tvaru (x,y,z) -

x litrh mléka v pétilitrové nadob¢, ylitra v tiilitrové a zlitrG v dvoulitrové). V tomto

grafu pak budeme hledat vhodnou cestu.

Resen{
Vsechny moznosti rozliti mléka si zakreslime jako vrcholy grafu. Na kazdém

vrcholu budou vzdy tFi ¢isla - pocet litrit mléka v prvni nadob¢, druhé a tieti (zvolime

si napiiklad pofadi "pétilitrova, tfilitrovd, dvoulitrovd").
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Pokud se z jednoho vrcholu dokdzeme dostat do druhého, zakreslime hranu mezi
vrcholy. RozepiSeme si tedy vSechny mozné stavy - v souctu ddvaji 8 litrdi (mnozZstvi
mléka, které ma mlékaika k dispozici) a v kazdé nadobé je maximdlné tolik mléka,
kolik se tam vejde (vrchol (6,1,1) nepadd v Gvahu, protoze prvni nddoba ma kapacitu 5
litrh).

VSechny stavy:
(5,3,0),(5,2,1),(5,1,2), (4,3,1), (4,2,2), (3,3,2)

Pro¢ budou hrany grafu orientované?

Napiiklad ze stavu (4,2,2) se dokdZeme dostat do (3,3,2) (z prvni nddoby budeme lit do

druhé tiflitrové). Zpét to vSak nejde, protoze cestou zpct nedokdZeme odméfit litr.

@ @

Jak vypadaji v grafu vSechny moznosti pieliti mléka?

Co je pro nas hledany vysledek?

Zaciname ve vrcholu (5,3,0)a hledame cestu do vrchold, které maji na
poslednim misté¢ 1 (1 litr mléka ma byt nddobé, kterou si pfinesla zdkaznice),

tedy (4,3,1) a (5,2,1).

Zadnou takovou cestu nenajdeme - tim jsme ukdzali, Ze iloha nema FeSeni.
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Otaceni sklenicek

Uloha [18]

Na stole stoji v fadé pét skleni¢ek vedle sebe. Ctyfi z nich (nevime, které) jsou
dnem vzhiru a jedna dnem dold. Ukolem je oto¢it viechny skleni¢ky dnem doli. V

jednom tahu muzZete otocit vZdy pouze tfi sousedni sklenicky.

Naleznéte pocatecni rozmisténi skleniCek, pro které je tloha fesitelna.

Népovéda

Rozkreslete si moZnosti pomoci grafu, ve kterém bude kaZzdému vrcholu
odpovidat jedno rozestaveni skleni¢ek (napt. VDVVV - sklenicky v fadé¢ dnem vzhiru,

dold, vzhiiru, vzhiiru, vzhiiru) a kazdé hrané ptipustné otoceni sklenicek.

Y Y Y DDDDV

A AN A &
v

Reseni
Ulohu za¢neme fesit od konce.

Zname koncovy stav, do kterého se chceme dostat (vSechny sklenicky jsou

otoCené dnem dold - DDDDD).

Vime také, Ze pro kazdé uspotfddédni skleni¢ek mame jen tfi moZnosti zmény -
oto¢ime prvni, druhou a tfeti; druhou, tfeti a ¢tvrtou ¢i tireti, ¢tvrtou a patou.

Do kazdého vrcholu proto povedou tfi hrany - budeme kreslit vrcholy (od
stavu DDDDD do stavii, ze kterych stav nastal otoCenim tii skleni¢ek, dokud

nenalezneme vrchol, ktery by odpovidal zaddni (Ctyfi sklenicky dnem vzhiru a jedna

dnem dolu).
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Takové vrcholy najdeme dva - oba pfitom odpovidaji stavu, kdy je smérem doli

otocena prostfedni sklenicka - VVDVV.

To je hledané feSeni nasi ulohy.
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Malit a michani barev

Uloha [15]

Malit mé sedm kelimka a tub s barvami, chce namichat odstin barvy, ktery se
nevyrabi.
Ptal by si, aby "jeho barva" obsahovala aspon jednu z barev D, £ nejvySe jednu z
barev A, Ba aby obsahovala barvu Cpravé tehdy, kdyz bude obsahovat barvu 8. PouZije-
li barvy C, musi pouZit barvu £, pouzije-li D, nesmi pouZit A. NepouZije-li barvu 8, musi

pouZit barvu G, barvu FvSak nesmi michat s G.

Naleznéte alespon jednu moZnost namichdni barev.

Népovéda
Zakreslete vSechny implikace v zadani pomoci grafu s orientovanymi hranami.

Potom pouZijte barveni vrcholi.
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Reseni

Po zakresleni implikaci bude graf vypadat ndsledovné:

pouZije pouzZije pouZije pouzZije pouzZije pouZije pouZije
barvu A barvu B barvu C barvu D barvu E barvu F barvu G

A

nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije
barvu A barvu B barvu C barvu D barvu E barvu F barvu G

Jedno z moZnych feSeni vzniklych barvenim vrcholl:

pouZije pouzije pouzije pouzije pouzije pouZije pouZije
barvu A barvu B barvu C barvu D barvu E barvu F barvu G

%

nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije nepouZije
barvu A barvu B barvu C barvu D barvu E barvu F barvu G

Malit tedy mlze pouZzit napiiklad barvy A, E a G.
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Rozvrh

Uloha

Mite za ukol urcit rozvrh pro nésledujici sportovni aktivity: tenis, squash,

posilovnu, aerobik a lezeni.

Navrhnéte rozvrh, ve kterém budou vSechny aktivity napldnované v co
nejkrat§im Case, ovSem nedojde k soubéhu tenisu s lezenim, lezeni a aerobiku, tenisu s

aerobikem, squashe s tenisem, squashe s posilovnou.

Népovéda

Jednotlivé aktivity zakreslete jako vrcholy grafu a hranami vyznacte vztah

"nesmi probihat ve stejnou chvili". Pak pouzijte barveni vrcholi.

Reseni

Hledany rozvrh (jedna z moZnosti):

1. 2. 3.

Tenis, posilovna Lezeni, squash Aerobik
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Hledani maximalniho toku

Urcete maximdlni tok v grafech:

\\/\
/\/

/
N

kapacita
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kapacita

kapacita

kapacita
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Resenti:

ok kapacita
©
Maximalni tok v grafu je 3.

tokfkapacita

Maximalni tok v grafu je 20.
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ok kapacita

Maximalni tok v grafu je 70.

tokfkapacita

Maxirmalni tok v grafu je 30.

tokfkapacita

Maximalni tok v arafu je 4.



Nalezeni jadra grafu

Naleznéte pro kazdy graf jeho jadro:

“
o

q

Reseni (vrcholy patiici do mnoZiny jadra jsou oznadeny zelenym koleckem):

“ ¢
s o

@
°



Vyhra NIMu (teorie her)

Uloha ¢&. 1:

Ktery hra¢ ma vyhrévajici strategii ve hie NIM(1,1)? Prvni nebo druhy?
Uloha ¢&. 2:

Ktery hra¢ ma vyhrévajici strategii ve hfe NIM(2,1)? Prvni nebo druhy?
Uloha ¢&. 3:

Ktery hra¢ ma vyhrévajici strategii ve hie NIM(3,1)? Prvni nebo druhy?

Néapovéda a feSent:
Uloha ¢&. 1:

Graf hry:

Graf s vyznacenym jadrem hry:

(1)
®<@

Vidime, Ze vrchol (1,1), kterym hra zacin4, je v jadru grafu - vyhravajici strategii

ma proto druhy hrac.

U této hry ani nemad jinou moznost, neZ vyhrat (nemd Sanci ud¢€lat chybu).
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Uloha &. 2:

Graf hry:

Graf s vyznacenym jadrem hry:

| @
Vidime, Ze vrchol (2,1) neni souc¢ésti jaddra grafu - vyhrdvajici strategii ma proto
prvni hrac.

Odpovida to hie - odebere-li prvni hra¢ jednu sirku z hromdadky, kde byly dv¢,
druhému nezbyde, nez vybrat jednu z dvou hromdadek po jedné sirce a prvni hra¢ pak

odebere zbyvajici.
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Uloha &. 3:

Graf hry:

(\;

) “'%
0)

0,1)
(
—

(1,

Vidime, Ze vrchol (3,1) neni v jadru grafu - vyhrévajici strategii ma prvni hrac.
Prohlédnéte si graf - potfebuje druhého hrace primét, aby jiz ve svém prvnim kroku

mohl vzit pravé jednu sirku.
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Zavér

Hlavnim dkolem této prace bylo rozsahlé rozsiteni webovych stranek (ptivodné
bakalarské prace), které poskytuji ivod do teorie grafti s vysvétlenim zakladnich pojmu
a ukdzkami feSeni nejzndméjSich problému. Bakalarskd prace se osvédcila nejen jako
vyukovy text pro studenty stfednich Skol - Casto na ni vysokoskolsti ucitelé odkazuji
studenty pro vysvétleni zdkladnich pojml a vyraznou ¢ast ndvstév tvoii navstévy z
vyhleddvaci, kdy studenti hledaji vysvétleni nékterych pojmii ¢i feSeni problémd.
Stranky byly také zatazeny do programu WebArchiv N4rodn{ knihovny CR.

Tato diplomova price rozSituje pfedchozi praci bakaldfskou jak do ndroc¢nosti
probirané latky, kde nabizi obtiZzngjsi témata, tak také do Sife problémil, kde lze teorii
grafi vyuzit. Stejné jako u bakalarské prace je kladen diraz na provdzani témat
hypertextovymi odkazy, takze pro navstévnika by nemé¢l byt problém najit si vysvétleni
konkrétnitho pojmu, pokud nezacal stranky ¢ist od tvodu a zdkladnich pojmd, ale pfisel

napiiklad z vyhledavace na konkrétni stranku.

Pro pohodli ¢tenére je dulezité mit vSechny informace o teorii grafii pohromadé
(a nikoliv patrat po pojmech vysvétlenych v bakalarské praci), a proto tvoii ob¢ prace
jedny spole¢né webové stranky. Barevné je vSak odliSeno, kterd ¢ast vznikla jako prace

bakalafska a ktera jako diplomova.

Diplomova prace umoznuje snadny tisk textii - animace, kterych web obsahuje
znacné mnozstvi, se automaticky tisknou jako posloupnost obrazkl. Z tohoto divodu
bylo pro animace pouZzito pravé prepinani obrazki pomoci JavaScriptu a nikoliv Flash
¢i Java applety. Dalsi vyhodou je také niZsi narocnost na vybaveni pocitace navstévnika
(nejsou nutné zZadné rozsitujici pluginy).

Webové stranky jsou vytvoiené v XHTML s pouZzitim kaskddovych stylit (CSS)
a vyuzitim PHP na stran¢ serveru. Obrdzky grafii a i jiné ilustrace byly nakresleny

v programu Adobe (Macromedia) Fireworks.

Vytvotené stranky dopliuji jiné stfedoskolské internetové ucebnice umisténé na
strankdch Katedry didaktiky matematiky MFF UK [11] v rdmci aplikaci informac¢nich

technologii ve vyuce.
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