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Uvod

Exponenciala se v literatufe asi nejcastéji definuje pomoci funkcionalni rovnice

flx+y)=f@)f(y), wyeR (1)

a né&jaké dodateéné podminky (nutné kvili jednoznac¢nosti zavadéné funkce),
nejcasté€ji to je podminka v podobé limity

lim —f(:c) -1 =

Logaritmus se potom definuje jako funkce inverzni k exponencidle. Piipadné je

velmi Castym zptisobem zavést nejprve logaritmus pomoci integralu
Tdt
?, S (0, +OO) (3)

1

a pak exponencialu definovat jako funkci inverzni k logaritmu. Kdyz se néasledné
odvozuji vlastnosti exponencialy, dojde se k jejimu vyjadieni pomoci Taylorovy
rady

o k
X
E E, T € R (4)
k=0

a rovnéz se ukaze, ze exponenciala vyhovuje diferencialni rovnici

y =y (5)

s pocatecni podminkou

y(0) =1 (6)
V té chvili nasleduje komentar, Zze exponencialu lze ekvivalentné zavést prave
fadou (4)) nebo pomoci diferencialni rovnice ([5|) s poc¢atecni podminkou @, avsak
podrobnosti o takovém zpiisobu zavedeni vétsinou chybi. V piipadé logaritmu je



situace mirné odlisna, pokud se logaritmus zavede integralem ¢i jako funkce
inverzni k exponenciale, pak zadny komentar o jiné, ekvivalentni definici vétsinou
nenasleduje.

Je zavedeni exponencialy fadou nebo pomoci diferencidlni rovnice
s pocatecni podminkou @ narocnéjsi nebo naopak snazsi nez zavedeni pomoci
funkciondlni rovnice (/1)) a podminky ? Jsou vSechny tyto definice skutecné
ekvivalentni? Proc¢ se v literatufe pouziva jedna definice exponencialy castéji nez
ostatni? A neni mozné definovat exponencialu jesté néjakym dalsim zptisobem?
Jsou néjaké dalsi definice pro logaritmus kromé vyse zminénych? Je lepsi nejprve
zavést exponencialu a logaritmus pak definovat jako funkci inverzni nebo naopak?
Na tyto otazky by méla odpovédét pravé tato prace.

Pred prvni kapitolou je Pfedmluva, ve které je uvedeno, ¢im vs§im se v této
praci budeme zabyvat, co naopak zkoumat nebudeme, jaky zptsob cislovani
teorémil budeme pouzivat apod.

V prvni kapitole se budeme zabyvat exponencidlou, uvedeme jeji mozné de-
finice, dokazeme korektnost vsech definic, odvodime vlastnosti exponencialy ze
vSech definic a na konci prvni kapitoly ukazeme, ze vSechny definice exponencialy
jsou ekvivalentni.

V druhé kapitole bude stfedem pozornosti logaritmus a budeme postupovat
analogicky jako u exponencialy, uvedeme mozné definice logaritmu, dokézeme
jejich korektnost, odvodime vlastnosti logaritmu a ukazeme evkivalenci vSech
definic logaritmu.

Ve tieti kapitole porovname vyhody a nevyhody jednotlivych definic expo-
nencialy a logaritmu, kritérii budou naroc¢nost teorie, obtiznost ¢i délka dikaz,
zamyslime se, které definice exponencialy a logaritmu jsou nejvhodnéjsi k zave-
deni téchto funkci na stfednich skolach a které definice jsou nejvhodnéjsi k za-
vedeni na skolach vysokych.

Na konci celé prace se nachazi Dodatek, ve kterém uvadime tvrzeni a véty
matematické analyzy, které jsme v této praci potfebovali k nékterym odvozenim.



Predmluva

Néazev prace a Uvod obsahuje pojmy exponencidla a logaritmus. Co tim oviem
mame na mysli? Exponencidlou budeme v celé praci stru¢né oznacovat priro-
zenou exponencialni funkci, tj. exponencialni funkci o zakladu Eulerova ¢isla e
a logaritmem budeme oznacovat pfirozenou logaritmickou funkci, tj. logaritmic-
kou funkci o zakladu e.

V celé praci se budeme zabyvat zavadénim exponencidly a logaritmu pouze
v oboru realnych c¢isel, zavedeni v oboru komplexnich ¢isel zde délat nebudeme.

Exponencialni a logaritmické funkce maji kromé cisla e samoziejmé i jiné
zéklady (libovolné kladné ¢islo rizné od jedné), jejich zavadénim se v této praci
zabyvat nebudeme. Ve 3. kapitole alespon uvedeme nékolik pozndmek ohledné
zavadéni vSech exponencidlnich a logaritmickych funkci.

V Uvodu jsme uvedli, Ze se pii zavadéni exponencialy pomoci funkcionélni
rovnice pouziva jesté dodatecnd podminka v podobé limity (2). My vsak
v této praci pouzijeme jinou podminku, ktera je s podminkou ekvivalentni
(ekvivalenci obou podminek ukazeme v 1. kapitole), a sice

flx)>z+1, zekR

Pro¢ uzijeme pravé tuto podminku zdivodnime v Poznamce

V této praci se budeme zabyvat exponencialou a logaritmem, avsak dtraz bu-
deme klast predevsim na exponencialu. Je to tim, ze pro logaritmus se cela fada
diikazi provede velmi podobné jako v ptipadé analogickych odvozeni u exponen-
cialy. Diiraz na exponencialu se projevi mj. napt. tim, ze v pripadé exponencialy
odvodime jeji vlastnosti z kazdé definice zv1ast, u logaritmu odvodime vlastnosti
pouze z jedné definice.

V préaci budeme pouzivat nasledujici zptsob ¢islovani definic, vét, tvrzeni,
lemmat a poznamek (dale budeme uzivat souhrnny pojem teorém):
¢islo podkapitoly.&islo teorému v podkapitole. Pokud se budeme na né-
jaky teorém odkazovat v ramci jedné kapitoly, pouzijeme ¢islo ve vySe uvedeném
formatu, pokud bychom se odkazovali na teorém v jiné kapitole, pak pred c¢islo
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teorému jesté pridame cislo kapitoly, tj. pfi odkazovani napt. na teorém Cdislo
2.1.5 se bude jednat o 5. teorém v 1. podkapitole 2. kapitoly a pokud se odka-
zeme na teorém 3.4, pak pujde o 4. teorém ve 3. podkapitole v téze kapitole,
kde jsme odkaz ucinili. Teorémy v Dodatku budeme ¢islovat zptsobem D.¢&islo
teorému v Dodatku a odkazovat se tim padem budeme rovnéz v tomto tvaru,
nebot v tomto pripadé nemiZe dojit ke zmateni. Rovnice budeme d¢islovat ve
tvaru ¢islo kapitoly.Zislo rovnice v kapitole a rovnéz se na né budeme
v tomto tvaru odkazovatfl

Nékteré dikazy, které v této praci provedeme, jsou v ucebnicich velmi casté
(jedné se zejména o diikazy souvisejici s definici exponencidly pomoci rovnice
a podminky ), takze by bylo mozné se na né odkazat. To ovSsem neudélame
a vSechny dtkazy zde provedeme, jednak aby ¢tenar mél vsechny ditikazy ihned
k dispozici, jednak abychom pak mohli porovnavat jednotlivé definice exponenci-
aly i z hlediska délky a naroc¢nosti potfebnych diikaz. Prebirané dikazy budeme
podle nasich potieb modifikovat. U nékterych diikazt uvedeme i zdroj, ze kterého
jsme cCerpali. Dlikazy, kde zdroj neuvedeme, lze nalézt hned v nékolika knihach
a nebo jsme je nikde nenalezli a provedli je (i kdyZ jsou pravdépodobné nékde
provedeny).

K nékterym odvozenim budeme potiebovat tvrzeni z matematické analyzy,
kterd uvedeme v Dodatku. Vétsinou se jedna o tvrzeni bézné probirana, takze
student vysoké skoly by je mél znat a mohlo by se zdat, ze vétsina Dodatku je
zbytecna. Dodatek jsme k této praci zaradili proto, ze se budeme snazit zpristup-
nit text stfedoskolskym zakim, ktefi potfebna tvrzeni nemaji k dispozici a mohly
by jim tak uniknout nékteré souvislosti, pripadné by jim mohla byt néktera od-
vozeni zcela nejasna. Dalsim divodem je snaha usnadnit préaci ucitelim, ktefi
tak diky této praci budou mit vSechna potifebna tvrzeni matematické analyzy
ihned k dispozici (navic v takové podobé, kterou vyzaduje tato prace — viz ivodni
komentaf v Dodatku).

1To neplati pro rovnice v Uvodu, kde jsme pouzili specifické &islovani — viz zpét.



Kapitola 1

Exponenciala

Na tvod kapitoly uvedme piehledné rizné moznosti, jak se exponencidla déa
zavést.

Definice E1. Funkci f, ktera vyhovuje funkcionéalni rovnici

flx+y) = f@)f(y), z,yeR (1.1)

a podmince
flx)>z+1, zeR, (1.2)

nazyvame exponenciala.

Definice E2. Exponencialou nazyvame funkci definovanou nasledujicim zpiiso-
bem

f(z) = lim (1 + %)n z €R. (1.3)

n—oo

Definice E3. Exponencidlou nazyvame funkci definovanou nasledujicim zptiso-
bem

f(x)zzy, r € R. (1.4)
k=0

Definice E4. Exponencidlou nazyvame funkci, kterd je maximalnim feSenim
diferencidlni rovnice

Y=y (1.5)

s pocatecni podminkou
y(0) = 1. (1.6)



Definice E5. Exponencidlou budeme nazyvat obecnou mocninu e* s pevnym
zékladem e a proménnym exponentem x € R, kde

1 n
e = lim (1 + —) . (1.7)
n—o0 n

Pozndmka. Funkci obecnd mocnina v této praci zavadét nebudeme. Aby vsak
bylo jasné, co presné mame touto funkci na mysli, uvddime v Dodatku definici

obecné mocniny, viz Definici [D.61}

Pozndmka. V celé praci budeme pod oznacenim e mit na mysli pouze funkci
z Definice E5 (i kdyz jde o ,obecné“ oznaceni exponencidly).

Definice E6. Inverzni funkci k funkci logaritmus nazyvame exponenciala.

Poznamka. Logaritmus je zaveden v Kapitole 2.

1.1 Korektnost definic

V této podkapitole ukazeme, ze jednotlivé definice exponencialy jsou korektni,

tj. ze maji smysl, a jedna se tedy o ,dobfe” definované funkce. U kazdé definice

vzdy nejprve uvedeme, za jakych podminek bude dana definice korektni.

Korektnost Definice E1

Definice E1 bude korektni, jestlize funkce s pozadovanymi vlastnostmi existuje
a jestlize takova funkce existuje pouze jedna. Jak uvidime, ditkaz je pomérné na-
ro¢ny, takze se nabizi otazka, zda neexistuji jednodussi dikazy. Na to odpovime
ve 3. kapitole.

Véta 1.1. Existuje prdve jedna funkce f : R — R vyhovujici funkciondlni rov-

nici a podmince (1.9).
Diikaz. Dikaz je obsazen v Lemmatech [L.5] [1.7] [1.8] [L.9) a [1.10] O

V nésledujicich lemmatech dokazeme Vétu a pfi tom odvodime nékteré
vlastnosti exponencialni funkce (které jsou pro dikaz Véty potieba). Pozdé&ji
odvodime nékteré dalsi vlastnosti exponencialy.

Lemma 1.2. Pro kaZdou funkci f splriujici rovnici a podminku plati:
(i) f(0)=1;
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1
(ii) f(—x) = —— pro vSechna v € R;

()

(i1i) f(x) >0 pro vSechna x € R;

(iv) f(nz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro viechna n € N.

Dikaz.

(i)

(i)

Dosadime-li z = y = 0 do (1.1), ziskime rovnost f(0) = (f(0))?, od-
kud plyne f(0) = 0 nebo f(0) = 1. Moznost f(0) = 0 je vSak ve sporu
s podminkou (|1.2)), takZze nutné je f(0) = 1.

Dosadime-li y = —z do ({1.1]), ziskdme rovnost (s ohledem na jiz dokdzanou
vlastnost ({l)) 1 = f(0) = f (z —z) = f(z) f (—z). Tato rovnost je platna
pro vSechna = € R, a proto je f(z) # 0 pro vSechna x € R. Rovnost

f@)f(—r)=1, weR (1.8)

proto muzeme vydélit nenulovym ¢lenem f (x) a obdrzime tak dokazovanou
vlastnost.

S vyuzitim (1.1)) ziskdme vyraz f (z) = f (% + %) = (f (%))2, ktery je vzdy
nezaporny diky druhé mocniné. Jiz jsme v ¢asti (i) dokazali f(x) # 0, takze
pro vSechna z € R je nutné f(x) > 0.

Tuto vlastnost dokazeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 uve-
dené vlastnost plati trividlng. Necht pro k € N plati f(kz) = (f(z))*, pak

s vyuzitim (1.1)) obdrzime

f((k+1)a) = f (ke +2) = f (k) f () = (f(@)" f (@) = (f(2))"". O

Poznamka 1.3. Ukazme jesté dalsi zptisob, jak odvodit cast Lemmatu
Z podminky (1.2)) ihned plyne f(x) > z+1 > 0 pro z > —1, takZe tim spis plati

f(z) >0 pro =z > 0. (1.9)

Z rovnosti ((1.8]) spolecné s ((1.9) plyne f (—z) > 0 pro x > 0, coZ je ekvivalentni

s f(x

) > 0 pro = < 0, takze celkové s ohledem na (1.9) a ¢ast (i) Lemmatu

dostédvame platnost nerovnosti f(z) > 0 pro kazdé x € R.
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Pozndmka 1.4. Ve znéni Lemmatu jsme pouzili obrat ,,Pro kaZdou funkci
f...“, protoze zatim nevime, zda funkce f vibec existuje a zda takova funkce
existuje pouze jedna. Lemma tedy plati, at uz tedy zadna takova funkce
neexistuje nebo jich existuje hned néekolik.

Lemma 1.5. Pro kaZdé redalné cislo x existuje vlastni limita

X n
lim (1 + —) . (1.10)
n—o00 n
Diikaz. Pouzijeme Vétu [D.5| podle které staci dokazat, Ze pro kazdé = € R je
posloupnost a, = (1 + %)n, n € N (a) monoténni od néjakého prirozeného ¢isla
no a (b) omezend. Zvolme x € R pevné, pak jisté existuje ny € N takové, ze
no > |z| (no tedy zavisi na x).

(a) Pro vSechna pfirozend ¢isla n > ng zfejmé plati (1 + %) > 0 a lze proto
pouzit AG-nerovnost (Tvrzeni ve tvaru

a1+a2—|—...+an+an+1>n+1

ai1as ... 0,a <
142 nn+1_< 7’L+1

kde a; =ay = ... =a, =1+ 7, a,y1 = 1. Pak totiz plati

. n+1
<1+£>”.1§<M> |
n n+1

T\™ X et
(1+5) §<1+ ) ,
n n+1

neboli a,, < a,11. Posloupnost {a,} -, je tedy neklesajici pro vSechna n > ny.

(b) Zvolme pevné k € N, k > ny. Plati

1 nk \" x "
= =(1- 1.11
(14 2)" <nk’—|—x) ( nk—i—x) ’ (1.11)

kde n je libovolné prirozené ¢islo. Posledni ¢len odhadneme pomoci Bernoulliovy

nerovnosti (Tvrzeni [D.1))

x " nx x
1- >1- >1——. 1.12
( nk—f—x) . nk+x k (1.12)

Posledni nerovnost plati, nebot jisté plati nkx < nkxz+a2. Aby vSak Bernoulliova

. S - L "
nerovnost platila, musi byt —-=— > —1, coz je ovSem splnéno.
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Ze vztahu ((1.11)) a (1.12)) jsme ziskali nerovnost

Xz
——m = 1l- 7,
(R

kterou déle upravime na tvar (obé strany nerovnosti jsou diky volbé & kladné)

a umocnime na k-tou

(1 n %)nk < m

Protoze je x pevné a k rovnéz pevné, je proto hodnota vyrazu lz - konecné

(1-%)
realné cislo. Proto je posloupnost a,, = (1 + %)nk, n € N omezena shora pro
v8echna piirozena ¢isla n. Protoze je posloupnost {a,} neklesajici pro vSechna
n > ng, je i kazda jeji vybrana podposloupnost neklesajici pro n > ng, tedy
i {a.x}, kterd je proto omezend zdola (¢islem min{ay,as,...,a,,}). Posloup-
nost {a,x} je tedy neklesajici a omezena a podle Véty je proto omezena

i posloupnost {a,}.

Celkové je posloupnost {a,, } neklesajici a omezend, proto podle Véty pro
zvolené pevné x existuje vlastni limita ((1.10)). Volba pevného z v8ak byla zcela
libovolné, proto limita ((1.10) existuje a je vlastni pro kazdé redlné ¢islo x. O

Poznamka 1.6. Monoténii posloupnosti a,, = (1 + %)n z predeslého Lemmatu
Ize dokézat i bez pouziti AG-nerovnosti (Tvrzeni (avsak pomoci Bernoulli-
ovy nerovnosti (Tvrzeni [D.1])), a to nésledovné. Zvolme = € R pevné, pak jisté
existuje ng € N takové, ze ny > |z|. Pro vSechna pfirozend ¢isla n > ng pak plati

z \ntl n
an+1:(1+n—+1) :<1+ x )( n x+n+1> _

ay, (1—|—%)n n+1 n+tl x+n

- (”%1) (1‘ <:c+n>$<n+1>>n'

Abychom mohli pouzit Bernoulliovu nerovnost (Tvrzeni |D.1]), musi byt

(1.13)

T

(x4+n)(n+1) —

Y

13



coz plati s ohledem na n > ng > |z|. S vyuzitim Bernoulliovy nerovnosti apliko-
vané na (1.13|) (a s ohledem na fakt, ze (1 + HLH) > 0) obdrzime

an41 Z (1+
Qn

) (1 - ) — 1+ v > 1
n+1 (z+n)(n+1) (z+n)(n+1)> 7
£E2
(+n)(n+1)?
neklesajici pro vSechna n > ng a vSechna realna ¢isla x, protoze volba pevného

x byla zcela libovolna.

kde posledni nerovnost plati, nebot je > 0. Posloupnost {a,} je proto

Lemma 1.7. Pro kaZdé redlne cislo x plati

lim (1 + %)n £ 0.

n—o0

Diikaz. Zvolme x € R pevné, pak jisté existuje ng € N takové, ze ng > |z|.
V dikazu Lemmatu jsme ukazali, ze pro vSechna prirozena c¢isla n > ng je
n v’ s v ’
posloupnost a, = (1 + %) , n € N neklesajici pro kazdé x € R.
Pro vsechna n > ng je (1 + %) > 0 a po umocnéni na n-tou tak plati

(1+%) >0 n=mno (1.14)
n

Protoze je posloupnost {a,} neklesajici pro vSechna pfirozend n > ng, mizeme

pouzit Vétu podle které plati

n k
lim (1+f> > <1+f)
n—o00 n k’

pro vSechna pfirozend k > ng, takze podle ((1.14) dostavame

n k
lim (1 + f) > (1 + f) >0 (1.15)
n—o0 n ]C
a tim spis plati
lim (1 + f) £0
n—o00 n
pro vSechna realnd ¢isla x (volba pevného z byla totiz libovolna). O

Lemma 1.8. Pro funkci [ spliujici rovnici a podminku platt

f) = tim (1+ %)n z €R. (1.16)

n—o0
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Diikaz. Zvolme x € R pevné, pak jisté existuje ng € N takové, ze ng > |z|. Pak
pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng plati

x T\\" T\
flx) =171 (n—> = (f (—)) > (1 + —) > 0. (1.17)
n n n
Prvni rovnost plati trividlné, ve druhé rovnosti jsme vyuzili ¢ast Lem-
matu , prvni nerovnost plyne z podminky ((1.2) a posledni nerovnos‘lﬂ jsme

jiz. dokézali v dikazu Lemmatu viz nerovnost ((1.14)).
Dosadime-li do ([1.17)) misto x vyraz (—x), ziskdme tak

f(~z) > (1 - f)n > 0. (1.18)

n

Pouzijeme-li ve vztahu (1.18]) navic ¢ast Lemmatu obdrzime po jedno-
duché tpravé s vyuzitim casti Lemmatu

1
Celkové pak ze vztaht ((1.17) a ((1.19) plyne
1 T\"
s ) > (1+—) > 0.
iy =l
Protoze je (1 + ﬁ)n > (, lze timto vyrazem v predchozim vztahu vydélit beze
zmény znamének nerovnosti a ziskame

1 S NN (€O N (1.20)

(1=-2"0+0)" (-5 @O+

Dale plati
z2\" x?
12(1——2) >1- 2 (1.21)

n n
prvni nerovnost je zfejmé a druha plyne z Bernoulliovy nerovnosti (Tvrzeni[D.1)),

o v vz ’ TRV 2 “ . ,
kterou mizeme pouzit, nebot pro n > ng urcité je —7%% > —1. ProtozZe je x pevné,
plati podle Véty o limité rozdilu a soucinu

n—00 n n—oo M,

. z? 9 1 2
lim (1-—)=1—-2"lim —=1—-2°-0=1. (1.22)

2Tim jsme navic jinak dokézali ¢4st Lemmatu
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Aplikaci Véty |D.9| o limité seviené posloupnosti na nerovnosti (1.21]) s vyuzi-
tim ([1.22]) a trividlni rovnosti’| lim 1 = 1 ziskavame

n—oo
: z?\"
nll_)I{.lo (1 - ﬁ) =1 (1.23)
Podle Véty o limité podilu a rovnosti ((1.23)) plati
1
lim ———— = 1. (1.24)
)

Nyni miZeme Vétu o limit& seviené posloupnosti spole¢né s predchozi

rovnosti (1.24]) pouzit na nerovnosti (1.20)) a ziskdme

lim —f(x)

n

=1.

Na zavér pouzijeme Vétu o limité podilu na pfedchozi rovnost (Vétu
muzeme diky Lemmatu a Lemmatu pouzit) a obdrzime

lim f(xx) w = nlggof(xx) 7= /(@) 7~7 = 1,
0D (14 7) lm (14 0)

kde stac¢i posledni rovnost vynasobit limitou ((1.10)) a ziskdme tak dokazovanou

rovnost (1.16). Volba pevného x byla zcela libovolna, takze rovnost (1.16)) plati
pro vSechna x € R. O

Lemma 1.9. Emistuje nejvyse jedna funkce, kterd vyhovuje funkciondlni rov-
nici (1.1) a podmince (1.2)).

Diikaz. Na predchozi lemma staci aplikovat jednoznac¢nost limity (VétaD.3). [

Pozdéji (viz Tvrzeni dokazeme Lemma jesté jinym zptisobem bez
pouziti jednoznacnosti limity posloupnosti.

V predchozich dvou lemmatech jsme tedy dokazali, ze pokud funkce vyho-
vujici rovnici a splnujici podminku existuje, tak to musi byt jediné
funkce definovana limitou a zadna jina funkce nepftichazi v avahu. To, ze
limita (|1.16) je skutecné hledanou funkci vyhovujici rovnici a podmince

(1.2)), ukédzeme nyni.

3V dal$im textu podobné trivialni rovnosti jakou je pravé uvedena rovnost lim 1 =1 jiz
n—oo

nebudeme zminovat.
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Lemma 1.10. Funkce f definovand predpisem vyhovuje rovnici
a splnuje podminku .

Diikaz. Zvolme cisla x,y € R pevna, pak jisté existuje ny € N takové, ze ng >
max {|z|, y|, |z + y| + 1, |zy|}. Pak pro vSechna pfirozend ¢isla n > ngy podle
AG-nerovnosti (Tvrzeni |D.2) plati

9 4 =ty ? 2
(1+f)<1+3>§ i :(1+x+y),
n n 2 2n

kde ¢leny (1 + %) a (1 + %) jsou diky volbé ng kladné (coZ je pro AG-nerovnost
potfeba). Pfedchozi nerovnost umocnime na n-tou:

<1+%>" (1+%)n§ <1+x;y>2n. (1.25)

(o]
Protoze posloupnost {(1 + 2—?)%} je vybranou posloupnosti z posloupnosti
n=1

{(1 + IT”)”}:O:P kterd ma podle Lemmatu vlastni limitu pro kazdé x € R
(a tedy i pro (z +y) € R), je proto podle Véty

2n
$+y> — lim <1+
2n

n—oo

:c—l—y)”

lim (1 + .

n—oo

(1.26)

Podle Véty o soucinu limit, kterou mtizeme pouzit diky Lemmatu plati

(m (1+5)) (1 (1+2)) = im ((1+2)" (1+2)7) . 2
n—00 n n—oo n n—00 n n
Diky Lemmatu a rovnostem (|1.26)) a (1.27) mtZeme na nerovnost (|1.25))

aplikovat Vétu [D.§ o limitnim pfechodu v nerovnosti a obdrzime

(lim (1+5> ) (hm (1+y) ) < lim (1+x+y)
n—oo n n—oo n n—oo n
a po pouziti rovnosti (|1.16|) ziskdme

f@)fly) < flz+y). (1.28)

Dale pouzijeme opét AG-nerovnost, tj.

a1+a2+...+an—1+an>"

aias . ..0np_10, < ( -
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kde je nyni a; = as = ... = a1 = (1 + %), a, = (1 + x—é’) a vSechny tyto
¢leny jsou opét diky volbé ng kladné. Takze plati

(1—|—5€+y>"1 <1+ﬁ> < ((n—l) (1+%)+<1+%))n:

n n

T+ TY\" T\" n
—(1+ =2+ = (1+2) (1+2)"
n n n n

(1.29)

Protoze x,y jsou pevné (konec¢nd) ¢isla, je i jejich soucin pevné (kone¢né) ¢islo,
a proto podle Véty o limité souétu a soucdinu plati

1
lim (1+—y):1+xylim—:1+xy-0:1. (1.30)

T
n—oo n n—oo 1

Jelikoz zfejmé plati

n—1 n
lim (1+$+y> — lim (1+x+y) 7

n—o0 n—1 n—00 n

tak s pouzitim rovnosti ((1.30) a Véty o limité soucinu (jejiz predpoklady
jsou splnény diky (|1.30) a Lemmatu dostavame

n n—1
lim (1+x+y) ~ lim (1+x+‘z> lim (1+—y) -

x
n—oo n n—oo n — n—oo n

:JLHQO<<1+2i?i)n_1 (H%)) (1.31)

Diky Lemmatu a rovnostem (1.27) a (1.31) muZzeme na nerovnost ({1.29))

aplikovat Vétu o limitnim pfechodu v nerovnosti a obdrzime

lim (1+x+y) < (lim (1+f)”> <lim <1+3>"),
n—00 n n—00 n n—00 n

coz s ohledem na (|1.16)) mzeme pfepsat na tvar

fx+y) < flx)f(y) (1.32)

ProtoZe nerovnosti ((1.28) a ([1.32)) plati soucasné, je jedind moznost, a sice
fx+y) = f(x)f(y), kterd plati pro vSechna z,y € R, nebot volba pevnych
¢isel z,y byla zcela libovolna. A to jsme chtéli dokazat.
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Zbyva ukazat, ze funkce f spliiuje podminku (1.2). Zvolme x € R pevné
a najdéme pfirozené ¢islo ng takové, ze ng > |z|. V dikazu Lemmatu [1.5| jsme
ukazali, ze posloupnost a,, = (1 + %)n, n € N je pro kazdé x € R neklesajici pro
v8echna pfirozend ¢isla n > ng, takze muzeme pouzit Vétu [D.14] podle které
plati
T\ T\F
x) = lim (1+—) > (1+—)
f(z) = lim ) = ’
pro vSechna prirozena k > ny, takze dostavame
T\ T\ F T
fo)=tim (1+2)" > <1+E> >14 kS =1+4a,
n

n—oo k
kde druha nerovnost plati podle Bernoulliovy nerovnosti (Tvrzeni [D.1)), kterou
jsme mohli diky volbé ng pouzit. Funkce f tedy spliiuje podminku (1.2)) pro
v8echna redlna ¢isla x (i zde byla totiz volba pevného z libovolna). O

V tuto chvili je dtikaz Véty dokoncen a Definice E1 je proto korektni.

Korektnost Definice E2

Aby definice E2 byla korektni, je potfeba dokazat, ze limita (1.3) existuje a je
vlastni pro vSechna x € R. Existence vlastni limity vSak jiz byla dokdzana v Lem-
matu

Korektnost Definice E3

Aby definice E3 byla korektni, je potieba dokézat, ze fada (1.4) konverguje (tj.
jde o konecné ¢islo) pro vSechna x € R.

Lemma 1.11. Rada (1.4) absolutné konverguje pro vsechna x € R.

Dikaz. Pro x = 0 tvrzeni plati trividlné. Zvolme pevné x # 0, pak plati
||
Qp+1 _ (n+1)! _ |[E|
ap I n+1’
n!

a proto dale plati (s vyuzitim Véty[D.6|o limité sou¢inu, nebot 2 je pevné zvoleno)

L =0<1
1_ 9

takze podle limitni verze d’Alembertova podilového kritéria (Véta [D.42)) zkou-
mand fada konverguje absolutné i pro vSechna redlnd z, x # 0, nebot volba
pevného x byla zcela libovolna. O
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Tvrzeni 1.12. Rada (1.4)) konverguje pro vsechna x € R.

Diikaz. Konvergence plyne z absolutni konvergence (Véta , kterou jsme
dokézali v Lemmatu [L.11] O

Korektnost Definice E4

Definice E4 bude korektni, pokud existuje pravé jedno maximalni feSeni diferen-
cidlni rovnice (L.5]) s po¢atecni podminkou (1.6). To dokdzeme ve Vété [1.13]

Véta 1.13. Reseni diferencidlni rovnice s pocdtecni podminkou @ er1s-
tuje na celém R a je na tomto intervalu urceno jednoznacné.

Diikaz. Ziejmé feSeni rovnice y = 0 je ve sporu s podminkou (L.6). Ma-
ximalni intervaly, na kterych je funkce g (y) = y rtizna od nuly, jsou (—o0,0)
a (0, +00). Vzhledem k podmince v8ak staci uvazovat jen interval (0, +00),
ktery oznacme I.

K dikazu pouzijeme jednu z metod reseni diferencidlnich rovnic, a sice me-
todu separace proménnych. Podle této metody je rovnice ekvivalentni rov-

nici d
/_y = /dx.
Y

Funkce y — 1_1/ je na intervalu [ zfejmeé spojité, proto k ni na tomto intervalu exis-
tuje primitivni funkce podle Véty takze predchozi rovnost je ekvivalentni

Gy(z))=z+¢, ceR, (1.33)

kde G je takova funkce, ze G’ (y) = i na intervalu /.
Vsechny predpoklady Véty jsou splnény (funkce g (y) = y je na intervalu
[0, +00) ocividné spojitd, na I je tato funkce kladna, ¢ (0) = 0 a ¢/, (0) = 1),
takze podle této véty plati IL%L G (y) = —oo. Protoze pro funkci g (y) = y plati
y

hg_n M = 1, tak podle ¢asti (i) Véty |D.54| (jejiz predpoklady jsou splnény,
Yy—r+0o0 ’y

nebot na intervalu I je funkce g spojita a kladnd) plati liril G (y) = +o0.
y——+00

Funkce G je na I rostouci (jeji derivace je totiz 111 a tato funkce je na I kladna,
takze podle Vétyje G rostouci) a spojita (jeji derivace % je zrejmé v kazdém
bodé I vlastni, takze podle Véty je G spojita na I), takze podle Véty
je Rg = (—o00, +00). JelikoZ je G na [ rostouci, pak k této funkci existuje funkce
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inverzni a je proto Dg-1 = (—o0, +00). Pro feseni rovnice ([1.5)) tedy s ohledem

na ([1.33)) plati
y(z)=G ' (r+c), c€R, x€(—00,+0c0). (1.34)

Vzhledem k tomu, Ze feseni je definovano na intervalu (—oo, +00), je Feseni (|1.34)
maximalni.

Protoze tipravy byly ekvivalentni, zadn4 jin4 feSeni neZ feSeni tvaru
neexistuji a k vyfeseni otazky jednoznacnosti tedy zbyva ukazat, ze konstanta
¢ je jednozna¢né urcena. K tomu pouzijeme pocateéni podminku (|1.6|), ze které
a z (1.33]) vyplyva konkrétni hodnota cisla ¢ € R, a sice

c=G(1), (1.35)

neboli feSeni diferencialni rovnice ([1.5) s pocateéni podminkou (1.6 je na R
urceno jednoznacné. O

Poznamka 1.14. Mohli jsme provést jiny zptisob dikazu Véty [1.13], viz Vétu

Pozndmka 1.15. Ukazme jesté dalsi jiny zpusob, jak dokazat jednoznacnost fe-
seni diferencialni rovnice s pocatecni podminkou . Necht funkce f a g
vyhovuji rovnici a podmince . Pak podle Véty o derivaci podilu
plati (ponechame-li znaceni Véty , pak jsme v jejim dikazu dospéli k zavéru,
ze nas zajima pouze situace, kdy je y € (0, +00), odkud plyne g(z) # 0 pro kazdé
x € R, nebot je feSeni diferencialni rovnice s pocatec¢ni podminkou (|1.6])
podle Véty definované na R, takze Vétu milzeme pouzit)

(i)': fla—1gd _fa—1rg _

0.
g g* g*

Protoze je derivace nulova, je podil § podle Véty |D.26| konstantni funkce, neboli

pro vSechna x € R plati g(—g = K, K € R. Z pocateéni podminky (1.6 ziskdame
hodnotu K =1, a proto plati f = g.

Pozndmka 1.16. Dtikaz Véty [1.13|samozfejmé vyplyva z obecnych vét o existenci
a jednoznac¢nosti diferencidlnich rovnic, napt. z Picardovy véty (jeji znéni véetné
dikazu lze nalézt napf. v [24] na strandch 368 — 369). My jsme se v8ak takovym
vétam chtéli vyhnout, nebof se jednd o ndro¢né tvrzeni z teorie diferencialnich
rovnic.
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Korektnost Definice E5

Korektnost Definice E5 je pomérné obtizné ukéizat, nebot tizce souvisi s ko-
rektnosti definice obecné mocniny (Definice . Provadét ji nebudeme, lze
ji nalézt velmi podrobné zpracovanou v [9]. V Dodatku pak lze nalézt oddil
vénovany obecné mocniné, kde je (postupné) zavedeni této funkce a kde jsou
rovnéz véty souvisejici s korektnosti jejiho zavedeni. Zejména Véta obsa-
huje, co vSechno se skryva pod pojmem korektnost Definice E5. Ke korektnosti
definice E5 je vSak kromé Véty jesté tfeba ukazat, Ze limita existuje
a je vlastni. A protoze v definici obecné mocniny je zaklad kladny, musime jesté
ukazat, ze limita je kladna. To nyni provedeme.

Tvrzeni 1.17. Limita existuje a je vlastni.

Diikaz. V Lemmatu [1.5] staci polozit x = 1. ]

Pozndmka 1.18. Ukazme jiny zpusob, jak dokazat Tvrzeni [I.17] bez toho, aniz
bychom nejprve dokazovali Lemma pro vSechna = € R. Definujme posloup-
nost b, = (1 + %)nﬂ

plati

, n € N a ukazme, ze je klesajici. Chceme tedy ukazat, ze

1 n+1 1 n+2
<1 + —) > (1 + ) , (1.36)
n n+1

coz je ekvivalentni

1 n+2 1

1+ —— >14+—.

n(n+2) n
Posledni nerovnost plati podle Bernoulliovy nerovnosti (Tvrzeni [D.1)), nebot
ziejmé pro vSechna prirozend disla n je m > 0a(n+2) > 1. Tim jsme
tedy dokazali platnost nerovnosti (1.36)), neboli posloupnost {b,} je klesajici pro
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vsechna n € N. Proto je shora omezena svym prvnim ¢lenem a zdola je zfejmé
omezend nulou. Tim jsou splnény piedpoklady Véty [D.5 takze limita posloup-
nosti {b,} existuje a je vlastni. Oznacme ji A. Plati

- ﬁ o lim (1 + —)
n—00 n

kde tfeti rovnost plati diky Vété [D.7] o limité podilu, jejiz predpoklady jsou
zfejmé splnény. Z rovnosti e = A tak plyne, Ze i limita ((1.7)) existuje a je vlastni.

1 n+1
1\" 1+ 4™, oo< ) A
e = lim <1+—> :lim< ") - n :T:A,
n

Tvrzeni 1.19. e > 0.

Diikaz. Pro vSechna n € N zfejmé plati

1\
(1+—) > 1.
n

Na predchozi nerovnost muzeme aplikovat Vétu [D.§ o limitnim pfechodu v ne-
rovnosti (jejiz predpoklady jsou diky Tvrzeni splnény) a dostaneme

1 n
lim <1—i——> > lim1=1,
n

n—oo n—oo

nebolie >1 > 0. 0]

Pozndamka 1.20. Nerovnost e > 0 jsme mohli dokdzat rovnéz pomoci Lem-
matu @ (kde dokdZeme nerovnost e > 2) a rovnéz z nerovnosti e > (1 + % n
platné pro kazdé n € N, kterou dokéZzeme v Lemmatuve 2. kapitoleﬂ Celkové
by nam k diikaziim Tvrzeni [[.19 a Lemmatu [2.53] stacilo pouze Lemma 2[3.3]

N 24

kazy Tvrzeni[[.19 a Lemmatu [2.53] provedli nezavisle na Lemmatu 2/3.3] A k dii-
kazu Tvrzeni[I.19 by samoziejmé stacilo Lemma[2.53], nicméné jsme chtéli ukazat
co nejvice moznosti na dokazovani nékterych vlastnosti, v tomto piipadé tedy
vlastnosti ¢isla e.

4V souladu s Pfedmluvou budeme dale pii odkazovani mezi kapitolami pfidévat pied ¢islo
teorému ¢&islo kapitoly, tj. v tomto piipadé jde o Lemma 2[3.3]
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Korektnost Definice E6

Definice E6 bude korektni, jestlize je funkce logaritmus prosta na svém defini¢nim
oboru. To ukdzeme v Tvrzeni 2[2.4] takZze Definici E6 miZeme povazovat za
korektni.

1.2 Vlastnosti exponencialy

V této podkapitole budeme odvozovat vlastnosti exponencidly z jednotlivych de-
finic. V dalsi podkapitole potom ukazeme, Ze vSechny definice jsou ekvivalentni.
Odvozeni vlastnosti by proto slo samoziejmé udélat tak, ze bychom nejprve uka-
zali ekvivalenci definic, pak z jedné definice odvodili vlastnosti a tim bychom
méli automaticky i vlastnosti z ostatnich definic. Tak to ale neudélame, protoze
na zavér budeme porovnavat jednotlivé pristupy k zavedeni exponencialy a prisli
bychom tak o rozdily mezi jednotlivymi zavedenimi.

Na druhé strané se da predpokladat (pokud se skute¢né jedna o definice jedné
a té samé funkce), ze nékteré vlastnosti exponencialy se odvodi naprosto stejnym
zpusobem hned u nékolika definic. V tom pfipadé dikazy nebudeme délat znovu,
ale jen se odvolame na jiz hotovy dikaz.

Odvozeni vlastnosti z Definice E1
Nejprve pfipomenme Lemma [I.2] kde jsme jiz odvodili nékteré vlastnosti.
Tvrzeni 2.1. Pro funkci f splnujici rovnici a podminku plati:
(i) f(x—y)= % pro vdechna x,y € R;
(ii) f(pz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro vSechna p € Z;
(iii) f (rz) = (f (x))" pro vSechna x € R a pro vSechna r € Q.
Diikaz.

(i) Do rovnice (1.1)) dosadime misto y vyraz —y a s vyuzitim ¢asti Lem-
matu [1.2] ihned pro vSechna z,y € R dostavame
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(ii) Pro p € N tvrzeni plati podle ¢asti Lemmatu , pro p = 0 dokazovana
rovnost plati trivialné podle c¢asti (i) Lemmatu Necht je p € Z, p < 0,

pak pro n = —p je n € N a podle ¢asti a Lemmatu plati
1 1

takze dokazovana rovnost celkové plati pro vSechna x € R a pro vSechna

p € Z.
(iii) Zvolme t = ’a’:c, r €R, p €Z,q €N, pak s vyuzitim predchozi ¢asti (i)
obdrzime
(f ()" = f(at) = f(pz) = (f (=))",
neboli
P b4
r(Ee) = @t
takze dokazovana rovnost plati pro vSechna z € R a pro vSechna r € Q
(r="1). O

Tvrzeni 2.2. Funkce f, kterd splniuje rovnici a podminku , je rostouct
na R.

Diikaz. Z podminky ((1.2]) pro z > 0 ihned plyne, Ze f(x) > 1. Proto pro libovolné
realnd ¢isla x > y plati
f(z)

1<f(l‘—y)=f(y),

kde rovnost plati podle ¢asti (i) Tvrzeni . Protoze plati ¢ast Lemmatu
lze pfedchozi nerovnost vynasobit kladnym ¢islem f(y) beze zmény znaménka
nerovnosti, ¢imz pro libovolna realné ¢isla z,y, x > y ziskdme nerovnost f(x) >
f(y). A to je definice rostouci funkce. O

Tvrzeni 2.3. Pro funkci [ spliujici rovnici a podminku plati:
(i) f je prostd na R;

(it) f(z) > 1 prox > 0;

(i1i) f(x) <1 proxz <O0.

Diikaz.
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(i) Jde o dusledek ptedchoziho tvrzeni.

(ii) Plyne ihned z podminky ([1.2)).
(iii) Jde o disledek predchoziho tvrzeni a ¢asti (i) Lemmatu [1.2] O

Pozndmka 2.4. Cést predchoziho tvrzeni lze dokazat jesté dalsim zptsobem,
nez jak jsme to provedli. Z ¢asti Tvrzeni plyne f(—z) > 1 pro z < 0,
odkud s pouzitim ¢asti Lemmatu pro z < 0 vyplyva nerovnost ﬁ > 1,
kterou muzeme podle ¢asti Lemmatu vynésobit kladnym vyrazem f(x)
beze zmény znaménka nerovnosti, ¢imz ziskdme dokazovanou nerovnost f(z) < 1

pro z < 0.

Funkcionalni rovnici spliuje vice funkci nez jen jednaﬂ, proto je kvili
jednoznacnosti nutné jesté uvést néjakou dodatecnou podminku. My jsme volili
podminku , neni to vsak jedind moznost. V Tvrzeni ukazeme, jaké pod-
minky na zaruceni jednoznacnosti exponencialy zavadéné pomoci funkcionalni
rovnice jsme mohli volit.

Pfed dikazem Tvrzeni 2.8 nejprve dokazme dvé pomocné lemmata.

Lemma 2.5. Pro funkci f vyhovujici rovnici a podmince

g L@ =1 _

lim = 1 (1.37)
plati:
(1) f(0)=1;
(i) f(x) >1 proxz > 0;
(i1i) f(z) <1 proz <O0.
Diikaz.

(i) Dosadime-li z = y = 0 do (L.1)), ziskdme rovnost f(0) = (f (0))*, odkud
plyne f(0) = 0 nebo f(0) = 1. Kdyby platila rovnost f(0) = 0, tak
z rovnice déle plyne f (z) = f(z+0) = f(z) f (0) = 0, neboli f = 0.
To vSak vede ke sporu s podminkou (limita by neexistovala),
takze nutné je f (0) = 1.

5Jsou to viechny exponencialni funkce o libovolném kladném zakladu riizném od jedné, dale
konstantni funkce y = 0 a y = 1. To jsme zminili pouze o¢ividna feSeni rovnice , ktera
jsou navic spojita. Zkoumani moznych feSeni rovnice (at uz spojitych ¢ nespojitych) vsak
neni predmétem této prace.
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(ii) Rovnost (1.37) plati i pro jednostranné limity (Véta [D.21]). Zkoumejme
—1
nejprve limitu zprava, tedy lim+ JC(L = 1. Podle definice jednostranné
z—0 T

limity zprava plati

(Ve > 0) (36 > 0) (0 < z < 0) (‘M—l'<e). (1.38)

X

Kdyby pro 0 < x < ¢ platila nerovnost f(z) —1 < 0, platilo by % <0,
nebot jmenovatel zlomku je pro 0 < x < § kladny. Celkové by pro 0 < z < §
platila nerovnost

coz je ve sporu s platnosti ([1.38]), nebot pro 0 < € < 1 by definice (|1.38])
nebyla splnéna. Takze nutné je f(x)—1 > 0 (neboli f(x) > 1) pro0 < z <

J, kde 0 je obecné né&jaké velmi malé redlné ¢islo. Z nerovnosti f(x) > 1 po

umocnéni na n-tou spolecné s platnosti casti Lemmatu (k dikazu

této ¢asti byla potieba pouze rovnice (1.1)), takze ji mizeme pouzit) plyne
fnx)=(f(x)">1" =1,

takZe pro vSechna n € N a vSechna z, 0 < x < ¢ plati nerovnost f (nz) > 1,
odkud vyplyva platnost f(x) > 1 pro vSechna x > 0.

(iii) V piipadé jednostranné limity zleva budeme postupovat analogicky, prove-
deme to proto jiz struc¢néji. Podle definice jednostranné limity zleva plati

T

—1
(Ve >0)(36>0)(—0 <x<0) (‘&—1‘<5>. (1.39)
Kdyby pro —§ < x < 0 platila nerovnost f(z)—1 > 0, platila by nerovnost

coz je ve sporu s platnosti ((1.39). Proto nutné pro —§ < x < 0 plati
f(z) < 1as vyuzitim ¢asti Lemmatu |1.2| tak nerovnost f(x) < 1 plati
pro vSechna x < 0. [

Lemma 2.6. Funkce f vyhovujici rovnici a podmince md derivact
v kazdém bodé a plati rovnost [’ (x) = f(x) pro viechna x € R.
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Dukaz. Plati

() = fla) lim 2 < i _
St h) = f@)

kde prvni rovnost plati diky podmince ([1.37]), druha rovnost plati diky Vété
o limité soudinu (jejiz pfedpoklady jsou splnény), ve tieti rovnosti jsme vyuzili
rovnici (1.1 a posledni rovnost je definice derivace funkce f v bodé x € R. [

Pozndmka 2.7. Pro funkci f vyhovujici rovnici a podmince Ize diky
casti (i) Lemmatu odvodit platnost nerovnosti f(z) > 0 pro vSechna x € R
stejnym zptiosbem jako v pripadé casti Lemmatu . To dava jesté jiny
zpusob odvozeni casti Q a . Lemmatu . 7 Lemmatu a nerovnosti
f(z) > 0 plyne f'(z) = f(x) > 0, takze podle Vety [D.27] je funkce f rostouci na
celém R. A z ¢asti ([if) Lemmatu pak jiz ihned dostavame platnost nerovnosti
f(z)>1prox >0a f(zr) <1proxz<DO0.

Tvrzeni 2.8. Pro funkci f vyhovujici rovnici jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(i) f(x) >z + 1 pro vSechna x € R;

> f(z) >z + 1 pro vSechna v < 1;

flz) -1

111 lim =1.

(i) tim 7
Diikaz. Necht plati ¢ést . mizeme tak pouzit Lemma 12 7 podmmky
plyne platnost f(=z) > 1—x pro vSechna z € R a podle Castl (i) Lemmatu 1

tedy plati —) > 1 — z pro vSechna x € R. Dale podle casti 1 i) Lemmatu 1
je f(x) > 0 pro vSechna = € R, proto je nerovnost f( —x ekv1valentn1

s nerovnosti f(x) < T,z’ pro vSechna x < 1. Spolu s platnostl podmmky e pak

dostavame 1

1—2z

> f(x) >z +1 pro vSechna z <1,

coz je presné podminka (ii).
Odecteme-li od vSech nerovnosti v jednicku, ziskame

1 (x) =1 >z pro vSechna z < 1.
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Vydélenim ptedchozich nerovnosti vyrazem z pro 0 < z < 1 obdrzime

1 fz)—1

1—2z

> 1 pro vSechna 0 <z <1 (1.40)

aproz <0
1 < flz)—1
11—z~ x
Podle Véty o limité seviené funkce (ktera plati i pro jednostranné limity)
a (T40) plati

<1 pro v8echna z < 0. (1.41)

—1
m L0 =1 (1.42)
z—0t xT
a podle téze Véty a (1.41) plati
—1
im =1y (1.43)
z—0— a
- 1 ) . , . ) e
nebot lim —— = 1, lim 1 = 1 a totéz plati i pro jednostranné limity v nule

x—0

-
(Véta [D.21)). Limity a maji stejnou hodnotu a tim je (s vyuzitim
Véty dokézéana ¢ast .

Diky podmince miizeme pouzit Lemma a Lemma . Definujme déale
funkci g(z) = f(x) — (z + 1) pro € R a zderivujme ji:

g(x)=f(x)-1=f(z) -1,

kde posledni rovnost plati podle Lemmatu Podle ¢asti Lemmatu je
g'(x) > 0 pro x > 0 a podle ¢asti Lemmatu [2.5[ ¢'(z) < 0 pro z < 0, proto
podle Véty je funkce g na intervalu (0, +00) rostouci, na (—oo, 0) klesajici,
a protoze navic plati g (0) = f(0) — (0+1) = 0 (vyuzili jsme ¢ast (i) Lem-
matu[2.5)), nabyva funkce g v nule svého (globalniho) minima. Proto plati g(z) >
0, neboli f(x)—(x + 1) > 0 a dokazali jsme tak f(z) > x4+ 1 pro vSechna = € R.

Celkové jsme tak dokazali platnost implikaci (i) = = = , neboli
vSechny tii podminky jsou ekvivalentni. [

z—0 1

Tvrzeni 2.9. Pro funkci f splriugici rovnici a podminku plati rovnost
f®) (z) = f(x) pro viechna x € R a pro viechnan € N.
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Diikaz. PouZzijeme matematickou indukci. Dikaz pro n = 1 Vyplyvéﬁ z Lem-
matu [2.6] a Tvrzeni [2.8] Necht je tvrzeni platné pro k € N, pak plati

f(k+1) (z) = (f(k))’ (@) = f' (2) = f(2),

kde jsme v prvni rovnosti pouzili definici (k + 1)-ni derivace, ve druhé rovnosti
jsme vyuzili indukéni pfedpoklad a posledni rovnost jiz byla dokézana, nebot jde

o pripad n = 1. ]
Tvrzeni 2.10. Funkce f, kterd spliiuje rovnici a podminku , je spojitd
na R.

Diikaz. Plyne ihned z Tvrzeni [2.9 a Véty [D.23] O

Podejme jiny dtikaz spojitosti, ke kterému neni potieba Véta

Pozndmka 2.11. Funkce f, ktera spliiuje rovnici (|1.1]) a podminku ([1.2)), je spojita
na R.
Pro vSechna z,a € R diky funkcionalni rovnici (1.1]) plati

fe)=fla—atx)=f(a)f(zx—a),
coz vyuzijeme v nasledujicim vypoctu:

lim (f(2) = f(a)) = f(a) lim (f (v —a) = 1) =
= f(a) lim (M (z — a)) = (1.44)

r—a T —a
—a)—1
= f(a) limM lim (z —a),
T—a T — a T—a

ve kterém jsme pouzili Vétu[D.I7 o limité soucinu, jejiz predpoklady jsou splnény,

nebot plati
—a) -1
lim Jle—a) =1 =1 a lim(x—a)=0, (1.45)

T—a T — a T—a
kde prvni limita plati diky Vété o limité slozené funkce (jejiz predpoklady
jsou zfejmé splény) a Tvrzeni a druhd limita je trivialni. Hledana limita je

proto podle a rovna
lim (f(x) — f(a)) = f(a)-1-0=0

r—a

6 Abychom byli tiplné pFesni, méli bychom spravné uvést, ze ditkaz pro n = 1 vyplyva z Lem-
matu a z toho, ze funkce f vyhovujici rovnici a splnujici podminku Tvrzeni
rovnéz splituje podminku (i) (téhoz tvrzeni). V dalsim textu to jiz nebudeme takto podrobné
zminovat a budeme pouze uvadét, ze dokazovana vlastnost vyplyva z Tvrzeni @
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a s vyuzitim Véty o limité sou¢tu a soucinu (jejiz predpoklady jsou splnény)
dale plati

0= lim (f(x) ~ f(a) = lim f(z) — lim f(a) = lim f(zx) — f(a).

r—a Tr—a r—a
Tim jsme tedy dokdzali rovnost lim f(z) = f(a), coz je definice spojitosti
r—a

funkce f v libovolném bodé a € R.

Nyni mtzeme dokéazat Tvrzeni jinym zptisobem nez jak jsme to provedli.

Tvrzeni 2.12. Funkce f, kterd spliiuje rovnici a podminku , je ros-

touci na R.

Diikaz. Podle Tvrzeni a podle ¢asti (i) Lemmatu pro vSechna x € R
plati f/(z) = f(z) > 0, takze podle Véty [D.27] je funkce f rostouci na R. O

V tuto chvili miZzeme jednoznacnost dokazat jesté jinak, nez jak jsme ji do-
kézali v Lemmatu [1.9l

Tvrzeni 2.13. Ezistuje nejvyse jedna funkce, ktera vyhovuje funkciondlni rov-

nici (1.1) a podmince (1.2)).

Diikaz. Diky casti Lemmatu , casti Lemmatu (resp. jejimu du-
sledku f(z) # 0 pro kazdé = € R) a Tvrzeni lze diikaz provést stejné jako
ditkaz v Poznamce [L.15 O

Tvrzeni 2.14. Funkce f splnugici rovnici (1.1) a podminku (1.2) je ryze kon-
vexni na R.

Diikaz. Podle Tvrzeni a Casti Lemmatu plati pro vsechna z € R
f"(z) = f(z) > 0 a podle Tvrzeni je f spojitd na R, takze funkce f je
podle Véty ryze konvexni na R. O

Tvrzeni 2.15. Pro funkci [ spliugici rovnici (1.1) a podminku (1.2)) plati:

(1) lim f(x)= +o0;

r—r+00
(i) Jim_f(z) = 0;
(iii) Ry = (0, +00).

Dikaz.
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(i) Podle podminky (1.2)) plati f(z) > x+1, a protoze je lim (x4 1) = +o0,

T—>+00

tak podle Véty [D.19 je rovnéz lim f(x) = +o0.

T—+00

(ii) xl_i}rzloo f(z) = xgrfoo f(—z) = rEI—iI-loo 7@ = 0, kde druhd rovnost plati podle

Casti Lemmatu a posledni rovnost podle casti tohoto tvrzeni

a Véty D22,

(iii) Plyne z Véty [D.30] jejiz piedpoklady jsou splnény diky Tvrzeni 2.2 diky
Tvrzeni a diky ¢astem (i) a ({ii) tohoto tvrzeni. O

Poznamka 2.16. Nyni dodrzime slib dany v Predmluvé, a sice jak to je s do-
dateénymi podminkami pro funkci spliujici rovnici . V Tvrzeni jsme
ukazali, které podminky jsou ekvivalentni. Podminka Tvrzeni se v uceb-
nicich viibec nepouziva, proto jsme se v Pfedmluvé o ni ani nezminovali. Divod
je zfejmy, mnohem jednodussi je totiz podminka (fi) (téhoZ tvrzeni). Neékteri
autori u¢ebnic pouzivaji podminku (i) a jini podminku (jiii) Tvrzeni pri-
¢emz ve vétsi mife se pouziva podminka . Odpovéd na otézku, pro¢ je jedna
podminka castéjsi nez druhé, plyne z porovnani dikazt derivace exponencialy
v Lemmatu [2.6[ a Tvrzeni 2.9] a dikazi spojitosti exponencialy v Tvrzeni [2.10
a Poznamce [2.11] Z tohoto porovnani vyplyva, ze derivaci a spojitost je snazsi
odvodit z podminky nez z podminky ({i) Tvrzeni . Na druhé strané k od-
vozeni ,algebraickych® vlastnosti, napf. vlastnosti v Lemmatu [I.2], Tvrzeni [2.1]
Tvrzeni ¢i Tvrzeni je oc¢ividné vhodnéjsi podminka (i) Tvrzeni ne-
bot k dikaztim nejsou potieba znalosti o limitdch ani o derivacich na rozdil od
dikazu Lemmatu (¢ Poznamky [2.7).

My jsme v této praci zamérné zvolili méné casto se vyskytujici podminku

f(z) > z+ 1 pro x € R, a to ze dvou divodi. Jednak pravé proto, Ze tato
podminka je méné castd a jednak proto, ze tato podminka je vhodnéjsi k de-
finovani exponencialy na stfedni skole, coz je zfejmé — stiedoskoldk jisté snaze
prijme podminku ve tvaru néjaké jednoduché nerovnosti nez podminku v podobé
limity:.
Pozndmka 2.17. Stoji za povSimnuti, ze dikaz Lemmatu [1.2] a vSechny dikazy
lemmat, tvrzeni a poznidmek az vychézeji jen a pouze z puvodnich
podminek na funkci f, a sice (|1.1) a , a vibec nesouvisi s limitou (1.10)).
Zminéné dikazy lze provést aniz vime, zda funkce v pozadovanymi vlastnostmi
viibec existuje (tak jsme ostatné provedli diikaz Lemmatu . Totéz se tyka
Tvrzeni v Podkapitole 1.3. S ohledem na Poznamku bychom do znéni
uvazovanych teorémi akorat ptidali slovni spojeni , Pro kaZdou funkci f...“.
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P1i odvozovani vlastnosti z ostatnich definic se budeme snazit dodrzet odvo-
zeni ve stejném potadi, jako tomu bylo u Definice E1.

Odvozeni vlastnosti z Definice E2

Tvrzeni 2.18. Funkce f definovand limitou (1.3|) splriuje funkciondlni rov-

nici (|1.1)).
Diikaz. To jsme jiz dokézali v Lemmatu [1.10] ]

Tvrzeni 2.19. Pro funkci f definovanou limitou plati:
(1) f(0)=1;

1
(ii) f(—x) = —— pro vSechna x € R;

()

(i1i) f(x) > 0 pro vSechna x € R;
(iv) f(nz) = (f(x))" pro vsechna x € R a pro vsechna n € N.
Diikaz. Cast () plyne z dosazeni nuly do (1.3)), a sice

0 n
f(0) = lim (1—|——) = lim 1" = 1.
n—00 n n—o00
Ostatni casti se dokazi stejné jako casti , a Lemmatu , kde je
potieba pravé dokazana ¢ast ({i) a vlastnost (L.1) dokdzand v Tvrzeni[2.18, [

Pozndmka 2.20. Ukazme, jak jinak lze dokazat cast predchoziho tvrzeni,
a sice pfimo pomoci definice (1.3]). Zvolme = € R pevné. Pak plati

o=t (1+5) = (-0 ) -

n . IZ "
oz (%)
T oo (14—%)” o lim <1+§>n f(:z:)’
n—oo

kde pfedposledni rovnost plati diky Vété[D.7]o limité podilu a v posledni rovnosti
jsme vyuzili jiz dokdzany vztah ((1.23) a definici funkce f (|1.3) (predpoklady
Véty jsou splnény diky (|1.23), diky Lemmatu a diky Lemmatu [1.7).
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Volba pevného x byla zcela libovolnéa, takze dokazovany vztah plati pro vsechna
x € R.

Nerovnost v dikazu Lemmatu dava dalsi zptisob, jak odvodit
cast predchoziho tvrzeni, a sice piimo pomoci definice (|1.3]).

Tvrzeni 2.21. Pro funkci [ definovanou limitou (1.3)) plati:

(i) f(x—y)= % pro vdechna x,y € R;

(it) f(px) = (f(x))” pro vsechna x € R a pro vSechna p € Z;
(iii) f (rz) = (f (z))" pro vSechna x € R a pro vdechna r € Q.

Diikaz. Vsechny casti se dokazi stejné jako ¢asti , a Tvrzeni k tomu
je totiz potieba rovnice (|1.1)) dokdzanad v Tvrzeni a jiz dokdzané vlastnosti

v &éastech (), a Tvrzeni 2.19, O
Tvrzeni 2.22. Funkce [ definovand vztahem je rostouct na R.

Diikaz. V dikazu Lemmatu jsme dokazali, ze posloupnost a, = (1 + %)n je
neklesajici pro kazdé pevné zvolené x € R a pro vSechna pfirozena n takova, ze
n > ng, kde ng € N a ng > |z|. Lze proto pouzit Vétu podle které pro
k > ng plati

) AN T\Fk

lim (1+ n) > (1+ k) . (1.46)

n—oo

Pro x > 0 plati nerovnost (1 + %) > 1 pro vSechna pfirozena n (a tedy i pro
n > ng). Po umocnéni na n-tou ziskdme pro x > 0 nerovnost

(1+f) 1= 1
n

platici pro vSechna pfirozend n (a tedy i pro n > ng). S vyuzitim pfedchozi
nerovnosti a ([1.46|) tak ziskdvame nerovnost
T\ T\F
lim (1+—) > (1+—> >1, (1.47)
n—oo n k‘

neboli f (z) > 1 pro z > 0.
Zbytek dikazu tak lze provést uplné stejné jako dtikaz Tvrzeni 2.2 kde se
vyuzivaji jiz dokdzané vlastnosti z ¢asti Tvrzeni a ¢asti () Tvrzeni2.21]
O]
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Pozndmka 2.23. Pfimo z definice ((1.3) lze jednoduse pouze ukazat, ze funkce f
je neklesajici na R. To nyni provedeme. Zvolme z,y € R pevna a navic takova,
ze x > y. Pak urcité plati nerovnost

Y

1+2>1+2, neN (1.48)
n n

Zvolme déle ng € N tak, ze nyg > max {|z|, |y|} (takové ng jisté nalezneme, nebot
Cisla z, y jsou pevné zvolena). Pak pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng jsou vyrazy
(1 + %) a (1 + %) kladné a nerovnost ‘} lze umocnit na n-tou:

€T n n
(1 + —) > <1 + g) .
n n
Na tuto nerovnost mtizeme aplikovat Vétu o limitnim prechodu v nerovnosti
(jejiz predpoklady jsou diky Lemmatu splnény)

lim (1+5>" > lim (1+3)n,
n n

n—oo n—oo

neboli pro z > y plati s pouzitim definice ((1.3)) nerovnost

fx) > f ),
coz je definice neklesajici funkce.
Tvrzeni 2.24. Pro funkci f definovanou vztahem plati:
(i) f je prostd na R;
(i1) f(z) > 1 prox > 0;
(i1i) f(x) <1 proxz <O0.
Diikaz.
(i) Jde o disledek Tvrzeni [2.22]
(ii) Dtkaz je souddsti diikazu Tvrzeni viz ([1.47).
(iii) Jde o disledek Tvrzeni a ¢asti () Tvrzeni[2.19] O

Nyni bude nésledovat derivace funkce f definované limitou ([1.3)). Nejprve
vSak dokazeme dvé pomocna lemmata.
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Lemma 2.25. Pro libovolnd prirozend cisla n, k, n > k plati:

(n—1)!

11 .
(i) 1> (n—1—Fk)nk >0
g (n—1)! k?
1 >1——.
(i) 1> (n—1—k)ln* — n
Diikaz. Upravujme
(n—1)! :(n—l)(n—2)-...-(n—k)
(n—1—Fk)n* nk ’

kde v citateli posledniho zlomku je pravé k ¢lent, a proto miizeme s tipravami
dale pokracovat:

(n—1)! n-1 n-2 n—k

(n—1—k)nk n n n

(CDED-6y

Kazdy c¢len méa tedy tvar (1 — ﬁ), kde ¢ =1,2,...,k al <k < n. Proto pro
vSechna takova c a k plati

(1.49)

1><1——>>Q (1.50)

1><1—§)2(1—§)>0. (1.51)

Cést (i) ihned plyne z nerovnosti (1.50) a vztahu ((1.49).
Diky nerovnostem ((1.51)) a vztahu (1.49) plati

o ()08 (-6

Na pfedchozi vztah lze pouzit Bernoulliovu nerovnost (Tvrzeni|D.1)), nebot jeji
predpoklad je diky k£ < n splnén, a sice —% > —1, takze plati

(n—1)! k" k2
>(1-%) 12,
1>(n—1—k)!nk_ ! n =1 n

Tim je dokdzana i ¢ast (ii). O
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Lemma 2.26. Pro posloupnost funkci
€T n
fn(2) = <1+—> , neN, zeR
n

plati, Ze konverguje pro vsechna r € R, pro vsechna x € R mad vlastni derivace
a posloupnost derivaci {f} (x)} konverguje stejnomérné na kaZdém omezeném
intervalu I C R.

Diikaz. Konvergenci posloupnosti {f, ()} pro vSechna = € R jsme jiz dokazali
v Lemmatu [I.5 Déle plati

X

= (142"

takze zfejmé pro vSechna z € R méa posloupnost {f/ (x)} vlastni derivace.
Zvolme L > 1 pevné, pak podle Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro stejno-
mérnou konvergenci (Véta [D.47)) musi na intervalu [ = (—L, L) platit

(Ve > 0) (3ng € N) (Ym,n > ng) (Vo € I)

(‘ (1+ %)m_l —(1+ %)n_l < 5) ' (1.52)

Nerovnost v ({1.52]) bude pro m = n splnéna trivialné, takze dale predpokladejme
bez Gjmy na obecnosti m > n. Zvolme ¢ > 0 libovolné a najdéme pro néj ny.

Rada ((1.4) je podle Lemmatu absolutné konvergentni, podle Véty
proto pro dané £ > 0 existuje ¢islo C' € N tak, ze pro vSechna prirozena cisla

D >Cje
|z 5
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Necht m,n > C' + 1. Podle binomické véty a trojuhelnikové nerovnosti plati
m—1 n—1
(2 00)
m n

ECNE-E0E)

k=C+1 g —1—=FK)mr  (n—1-—Fk)nk
5 1.54
+ lx_k (m—1)! (1.54)
k=n k! (m —-1- k)'mk
c k
2] (m —1)! (n—1)!
< J—
o K lm =1 =k)lm* o (n =1 = k)lnk
m—1 k
2] (m —1)!
+; kU [ (m =1 —k)lm*
Dale plati
"21 ‘x’k (m—l)! B (n—l)!
W K lm =1 =R)lmE o (n— 1= k)nk|
n—1 k
< . |
_kgﬂ N sy e I [ wy e A
> Z F (1 + 1) =2 Z W’
k=C+1 Nt

kde prvni nerovnost plyne z trojihelnikové nerovnosti a druha z ¢asti ({ij) Lem-
matu [2.25] které lze pouzit, nebot urcité je k < m,n.
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Rovnéz plati

m—1 k
||

k!

Z 52— Z |k— (1.56)

kde prvni nerovnost plyne z ¢asti ({i) Lemmatu [2.25] které 1ze pouzit, nebot urcité
je k < m, a druhd nerovnost je trivialni.

Z (1.55)) a (|1.56)) dostavame odhad

_1_

k=n

n—1

3 " (m—1) (-1 |,
! —1—k)mk  (n—1=k)nk
L C+1 Kl {(m—=1—=Fk)mF (n—1-k)n
—1)!
1.
S H ! i (57
<z <« 7l S
<2Z +2Zk'—2—!22—
k=C+1 k=C+ k=C+1
kde posledni nerovnost plati podle (|1.53)).
Takze podle ((1.54) a (1.57)) plati nerovnost
m—1 n—1
\(Hi) (15" <
m n
1.58
L€ ZC: K m—1)! (n—1)! (1.58)
<3 —1—k)!mk (n—1—Fk)nk|
k=
Podle ¢asti Lemmatu dale pro 1 < k < C < m plati
(m —1)! k? C? 5
1> >l1—-—2>21——>1- 1.59
(m—1—Fk)lmk — m m 20LC° (1.59)
pricemz posledni nerovnost plati, nebot jisté nalzeneme m tak, aby bylo
2C3L°
m>—— (1.60)

Pro zlomek %, 1 <k < C < nlze odvodit (naprosto stejnym zpuso-

bem, jako jsme odvodili vztah (1.59))):

— 1)! 2
Uity L N i B (1.61)

1
~ (n—1—Fk)nk — n 2CLC"
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pricemz posledni nerovnost plati, nebot jisté nalzeneme n tak, aby bylo

203 LC
n > . (1.62)
g

Z nerovnosti (1.59) a (1.61)) dostavame pro vsechna m > n > C +1 > k

odhad ( " ( N
m — ! n — ! g
- 1.
(m—1—klm*  (n—1—k)nk| = 2CLC’ (1.63)

nebot obé ¢isla (m(_rf:;));mk a (n—(q:}c))!!nk lezi v témze intervalu (1 — 575+, 1) délky

200"
Protoze je x € I a k < C, tak pro vSechna k platﬂ

k
]

% < Jaff < L* < LC. (1.64)

Podle (1.63]) a (|1.64) jsme ziskali odhad

C

3 lz/" | (m—1) (n—1! | _
El |[(m—1—=k)lmk  (n—1—k)n*
k=1
. . (1.65)
€ 5 5
L¢ =— ) 1=,
<2 L% ==
k=1 k=1
TakZe s ohledem na ([1.58) a na ([1.65]) plati
xr\m—1 r\n—1 e £
1 —) - (1 _> Shio.
‘( + m + n = 2 + 2 c

Nyni se vratmé k nerovnostem j1.60) a ([1.62)), ze kterych plyne pro ng pod-
minka (jesté bylo pro vypocet (1.54) potteba m,n > C +1)

203 L° }

ng > maX{C+1,

takze jsme pro dané libovolné ¢ nalezli ng a (1.52)) plati. O

"Pravé kvili platnosti posledni nerovnosti v (1.64) bylo potfeba volit L > 1. Kdybychom
totiz volili L > 0, tak pro 0 < L < 1 by posledni nerovnost v (|1.64]) neplatila.
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Pozndmka 2.27. Silnym néstrojem ke zjistovani stejnomérné konvergence po-
sloupnosti funkei je Diniho véta (Véta , kterou jsme vSak pouzit nemohli,
nebot bychom museli dokézat jeden z jejich prepokladi, a sice spojitost limitni
funkce. Tu dokdzeme v Tvrzeni [2.29, ale k tomu budeme potfebovat pravé
Lemma [2.26] takze jsme k dikazu tohoto lemmatu Diniho vétu pouzit nemohli.

Tvrzeni 2.28. Pro funkci f definovanou vztahem (1.3)) plati f™ (z) = f(x) pro
vsechna x € R a pro vsechna n € N.

Diikaz. Platnost f(0) = 1 jsme jiz dokazali v ¢asti ({if) Lemmatu [2.19} Zvolme
pevné z € R. Podle definice (1.3)) a Véty o derivaci limitni funkce, jejiz
predpoklady jsou splnény diky Lemmatu [2.26] plati

r =g (i (0 5) ) = i (3 (0 0)) =

1 n—1 n—1
— lim <n-—(1+5) ):hm(1+f> .
n—oo n n n—oo n

Protoze x je pevné zvoleno, tak podle Véty o limité souctu a soucinu (jejiz
predpoklady jsou zfejmé splnény) plati

(1.66)

1
lim <1+f>=1+th—:1+x-0:1, (1.67)
n

n—00 n—oo N

coz vyuzijeme spolecné s (|1.66|) a definici ([1.3)) k vypoctu

. z\" lim l—i-f !
(1+%) "= Jim (H”; == <<1+”£>) = f(x),
n

n—0o0

f'(z) = lim

n—o0

ve kterém jsme pouzili Vétu [D.7) o limité podilu, jejiz pfedpoklady jsou splnény
diky Lemmatu [1.5 a diky rovnosti (1.67)).

Pro pevné zvolené = jsme tak dokazali platnost f'(x) = f(x), a protoze volba
x byla zcela libovolna, tak tato rovnost plati pro vSechna x € R. Zbytek dikazu
se provede pomoci matematické indukce stejné jako dikaz Tvrzeni kde se
vyuziva pravé dokdzana rovnost f'(x) = f(x). O

Tvrzeni 2.29. Funkce [ definovand vztahem je spojita na R.

Diikaz. Plyne ihned z Tvrzeni Lemmatu [1.5] a Véty [D.23] O
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Pozndmka 2.30. Dalsi moznosti, jak dokazat spojitost funkce f definované li-
mitou bez znalosti derivace této funkce (Tvrzeni a Véty je
Véta o spojitosti limitni funkce. K tomu je podle Véty potieba doka-
zat, ze posloupnost funkci

fn(x):<1+%>n, neN, zeR

konverguje stejnomérné na kazdém omezeném intervalu I C R (Ze se jedné o po-
sloupnost spojitych funkci na R je zfejmé). Ditkaz by se provedl zcela analogicky
jako dikaz stejnomérné konvergence posloupnosti { f/ (z)} v Lemmatu a byl
by obdobné dlouhy. Délat jej proto nebudeme.

Tvrzeni 2.31. Funkce [ definovana vztahem je ryze konvexni na R.
Diikaz. Diky Tvrzeni Casti Tvrzeni a Tvrzeni se dtikaz pro-

vede uplné stejné jako ditkaz Tvrzeni [2.14 H
Tvrzeni 2.32. Pro funkci f definovanou vztahem plati:

(1) lim f(x)= +o0;

z—+oo

(1)) lim f(z)=0;
z——00

(iii) Ry = (0, +00).

Diikaz.

(i) Podle Lemmatu |1.10| plati f(z) > x + 1, a protoze je lim (z+ 1) = 400,

T—+00

tak podle Véty [D.19]je rovnéz lim f(x) = 4o0.

T—r+00

1
(ii) lim f(z) = lim f(—x) = lim —— = 0, kde druha rovnost plati podle
z——00 z—00 z—oo f(x

¢asti (i) Tvrzeni a posledni rovnost podle ¢asti tohoto tvrzeni

a Véty D22,

(iii) Plyne z Véty jejiz predpoklady jsou splnény diky Tvrzeni[2.22] diky
Tvrzeni a diky c¢astem (i) a (ii) tohoto tvrzeni.

]
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Odvozeni vlastnosti z Definice E3

Tvrzeni 2.33. Funkce [ definovand rovnosti splnuge rovnici .

Diikaz. Pro vsechna x,y € R plati

k=0 k=0 n=0
o] 1 n TL' .
:Z()(H (k!(n—k)' =y k)) -
n= k=0
EBE(E) £ e
n=0 " k=0 n=0 '

kde jsme ve druhé rovnosti pouzili Vétu (pro kterou je potfeba abso-
lutni konvergence obou nasobenych fad, kterou jsme vsak jiz dokazali v Lem-
matu [1.11)) a v pfedposledni rovnosti jsme pouzili binomickou vétu. ]

Tvrzeni 2.34. Pro funkci f definovanou vztahem plati:
(1) f(0) =1;
(i) f(=x) =

1
—— pro vsechna x € R;
/()
(#i) f(x) >0 pro vSechna x € R;
(iv) f(nz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro vsechna n € N.

Diikaz. Cést plyne z ptfimého dosazeni hodnoty 0 do vztahu . Dikazy
zbylych casti se dokazi tiplné stejné jako casti , a Lemmatu , kde
se vyuziva jen Cast tohoto tvrzeni a rovnost , kterou jsme jiz dokazali
v Tvrzeni 2.33 O

Tvrzeni 2.35. Pro funkci f definovanou vztahem plati:
(i) f(x—y)= % pro vdechna x,y € R;
(ii) f(pz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro viechna p € Z;

(iii) f(rxz)=(f(x))" pro vsechna x € R a pro vsechna r € Q.
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Diikaz. Vsechny casti se dokazi stejné jako ¢asti , a Tvrzeni k tomu
je totiz potieba rovnice (|1.1)) dokdzanad v Tvrzeni a jiz dokdzané vlastnosti
v &astech (i), a Tvrzeni 2.34 O
Tvrzeni 2.36. Funkce [ definovand vztahem je rostouct na R.

Diikaz. P¥imo z definice funkce f (vztah (1.4])) ihned plyne, Ze pro x > 0 je
f(z) > 1. Zbytek dikazu tak lze provést Gplné stejné jako diikaz Tvrzeni

kde se vyuzivaji jiz dokdzané vlastnosti z Casti Tvrzeni a Casti (i
Tvrzeni [2.35 ]

Tvrzeni 2.37. Pro funkci [ definovanou vztahem plati:
(i) f je prostd na R;
(i1) f(z) > 1 prox > 0;
(i1i) f(x) <1 proxz <O.
Diikaz.
(i) Jde o dusledek predchoziho tvrzeni.
(ii) Plyne ihned z definice (1.4).
(iii) Jde o disledek predchoziho tvrzeni a ¢asti () Tvrzeni [2.34] O
Tvrzeni 2.38. Funkce [ definovand vztahem je spojita na R.

Diikaz. Podle Tvrzeni je polomér konvergence fady (|1.4) R = +oo a podle
Véty je proto funkce (1.4]) spojita na R. O
Tvrzeni 2.39. Pro funkci f definovanou vztahem plati f™ (x) = f(z) pro

vsechna x € R a pro vsechna n € N.

Diikaz. Funkce f definovand rovnosti ([1.4]) je mocninnou fadou, kterou lze podle
Véty o derivaci mocninné fady derivovat ¢len po ¢lenu na intervalu (— R, R),
kde R je polomér konvergence. Podle Tvrzeni je R = 400, takze pro vSechna
xr € R plati

/ o k' O gkl 2 kel © _k
()= (Z E) = o Z m = ;0 o f(z). (1.68)

k=0 k=1 k=1

Zbytek diikazu se provede pomoci matematické indukce stejné jako diukaz Tvr-
zeni kde se vyuziva pravé dokazand rovnost f'(x) = f(x). O
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Tvrzeni 2.40. Funkce [ definovand vztahem je ryze konvexni na R.
Diikaz. Diky Tvrzeni Casti Tvrzeni a Tvrzeni se dikaz pro-

vede uplné stejné jako ditkaz Tvrzeni [2.14 H
Tvrzeni 2.41. Pro funkci [ definovanou vztahem plati:
(1) lim f(z) = +00;

z—+00
(i) lm_f(x)=0;
(iii) Ry = (0, +00).
Diikaz.
(i) Pro x > 0 ihned z definice (1.4) plyne f(x) > x + 1, a protoze plati
lim (z 4+ 1) = 400, tak podle Véty [D.19| je rovnéz lim f(z) = +o0.

r—r—+00 r—r+00

1
(ii) lim f(z) = lim f(—z) = lim —— = 0, kde druha rovnost plati podle
T——00 T—00 T—00 f(,]j‘)
Casti Tvrzeni a posledni rovnost podle ¢asti tohoto tvrzeni

a Véty [D.22]

(iii) Plyne z Véty jejiz predpoklady jsou splnény diky Tvrzeni [2.36, diky
Tvrzeni a diky ¢astem (i) a (ii) tohoto tvrzeni.

O

Odvozeni vlastnosti z Definice E4

Odvozeni vlastnosti z Definice E4 udélame v trochu jiném potadi, nez jak jsme
to délali doposud. Mohli bychom postupovat jako obvykle, ale Definice E4 nabizi
nové moznosti na dikazy nékterych vlastnosti exponencialy.

Tvrzeni 2.42. Funkce f, kterd je fesenim diferencidlni rovnice (1.5)) s pocatecni
podminkou (1.6), je spojitd na R.

Diikaz. Plyne ihned z diferencidlni rovnice (1.5)), Véty a Véty podle
které je feseni f definované na R. ]

Tvrzeni 2.43. Pro funkci f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (L.5)) s po-
catecni podminkou (1.6), plati:
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(i) f(0)=1;

1
(i1) f(—x) = —— pro vSechna x € R;

()

(i1i) f(x) > 0 pro vsechna x € R.

Duikaz.

(i)
(i)

(i)

To je pfimo pocate¢ni podminka ({1.6)).

Definujme funkei h(z) = f(x) f (—z). Podle Véty o derivaci sou-
¢inu, Véty o derivaci slozené funkce a faktu, Ze funkce f je feSenim
diferencidlni rovnice (|1.5)), dostdvame pro kazdé r € R

W(x)=f'(z) f(=2) = f(2) f' (=2) = f (2) f (=) = [ (2) f (=2) = O,

takze podle Véty je funkce h konstantni na R. 7 ¢asti ({ij) ihned do-
stavame h (0) = 1, proto pro kazdé = € R plati rovnost f (z) f (—z) = 1,
ze které nutné plyne f(x) # 0. Rovnost f (x) f (—x) = 1 tak stac¢i vydélit
nenulovym ¢lenem f (z) a obdrzime dokazovanou vlastnost.

V dikazu Véty jsme dospéli k zavéru, ze nas zajiméa pouze situace, kdy
je y € (0,400), coz je jen v jiném oznaceni pravé dokazovana nerovnost
f(z) > 0 (ponechali jsme znaceni Véty [L.13). Tato nerovnost navic plati
pro kazdé x € R, nebot je FeSeni diferencialni rovnice (1.5) s poc¢atecni

podminkou (1.6 podle Véty definované na R. ]

Pozndmka 2.44. Cést predeslého tvrzeni lze dokazat jesté jinym zplisobem:
Jiz jsme pii ditkazu ¢asti (i) Tvrzeni[2.43dokazali platnost f(z) # 0 pro vechna
z € R. Kdyby pro néjaké realné ¢islo y bylo f(y) < 0, pak s vyuzitim ¢asti ()
Tvrzeni a Véty (kterou mizeme pouZzit, nebot podle Tvrzeni je
funkce f spojitd na R) by muselo existovat ¢islo z mezi ¢isly 0 a y takové, pro
které je f(z) = 0, coZ je spor. Proto nutné musi platit nerovnost f(z) > 0 pro
vSechna z € R.

Tvrzeni 2.45. Funkce f, kterd je esenim diferencidlni rovnice (1.5)) s pocdatecni
podminkou (1.6)), splriuje rovnici (1.1)).

Diikaz. Zvolme libovolné pevné ¢islo y € R a definujme funkci

f(r+y)
f@)
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Takova definice mé smysl, nebot jsme pii dikazu Tvrzeni dokézali, ze
f(z) # 0 pro kazdé x € R. Podle Véty o derivaci podilu, trividlniho pouZiti
Véty o derivaci sloZené funkce a faktu, Ze funkce f je feSenim diferencidlni
rovnice , dostavame pro kazdé x € R

[ty f@) =[xty [ (2)
(f (2))°

takze podle Véty je funkce h konstantni na R. S vyuzitim ¢asti (i) Tvr-
zeni dostavame h (0) = f (y), proto pro kazdé = € R plati rovnost

h' (x) = =0,

fz+y)
f (x)
kterou sta¢i vynasobit (nenulovym) vyrazem f (y) a obdrzime platnost rovnice

flz+vy) = f(x)f(y) pro vSechna z,y € R, nebot volba pevného ¢isla y byla
zcela libovolna. ]

Dikazy ¢asti Tvrzeni [2.43] Pozndmky a Tvrzeni byly pfevzaty
z [16].

= 1),

Tvrzeni 2.46. Pro funkci, kterd je teSenim diferencialni rovnice (1.5)) s poca-
tecni podminkou (1.6)), plati:

(i) f(nz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro vsechna n € N;
(i) f(x—y)= % pro vdechna x,y € R;
(iii) f(px) = (f(x))” pro vsechna x € R a pro vSechna p € Z;
(iv) f(rz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro vSechna r € Q.

Diikaz. Cést se dokaze stejné jako cast Lemmatu , nebot k dikazu
byla potieba pouze rovnice dokazana v Tvrzeni m Zbylé casti se dokazi
stejné jako casti , a Tvrzeni , k tomu je totiz potieba rovnice (|1.1))
dokézand v Tvrzeni a jiz dokazané vlastnosti v ¢astech (fif) a Tvrzeni m
a vlastnost ([if) tohoto tvrzeni. [

Tvrzeni 2.47. Funkce f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (1.5)) s pocdatecni
podminkou (1.6)), je rostouci na R.
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Diikaz. Podle diferencialni rovnice (|1.5)) a ¢asti Tvrzeni m pro vsSechna
z € R plati f'(z) = f(z) > 0, takze podle Véty je funkce f rostouci na
celém R. n

Tvrzeni 2.48. Pro funkci f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (L.5)) s po-
catecnt podminkou (1.6), plati:

(i) f je prostd na R;
(i1) f(z) > 1 prox > 0;
(i1i) f(x) <1 proxz <O0.
Diikaz.
(i) Jde o dusledek predchoziho tvrzeni.
(ii) Jde o dusledek pfedchoziho tvrzeni a podateéni podminky (1.6)).
(iii) Jde o disledek predchoziho tvrzeni a poc¢atecni podminky (L.6)). ]

Tvrzeni 2.49. Pro funkci f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (L.5)) s po-
cdatecni podminkou (1.6)), plati f (z) = f(z) pro vsechna x € R a pro vsechna
n € N.

Dukaz. Tvrzeni plati pro n = 1, nebot jde piimo o rovnici ([1.5)). Zbytek ditkazu
se provede pomoci matematické indukce stejné jako dikaz Tvrzeni kde se
vyuziva pravé dokdzana rovnost f'(x) = f(x). ]

Tvrzeni 2.50. Funkce f, kterd je Tesenim diferencidlni rovnice (|1.5) s pocédtecni
podminkou (1.6)), je ryze konverni na R.

Diikaz. Diky Tvrzeni Casti Tvrzeni a Tvrzeni se dukaz pro-

vede Uplné stejné jako dikaz Tvrzeni |[2.14 O

Tvrzeni 2.51. Pro funkci f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (L.5)) s po-
catecnt podminkou (1.6), plati podminka ((1.2)).

Diikaz. 7 diferencidlni rovnice (|1.5)) a ¢asti ({if) Tvrzeni ihned pro derivaci
funkce f v bodé nula plyne f'(0) = f (0) = 1, proto méa tecna funkce f v bodé 0
rovnici

y=ax+1. (1.69)
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Déle podle Tvrzeni je funkce f ryze konvexni na celém R. Specialné pro
bod nula podle definice ryze konvexni funkce plati podle (|1.69)) nerovnost

f(x)>z+1, zeR\{0}.
S ohledem na ¢ast ({i) Tvrzeni muzeme predchozi nerovnost upravit na tvar
fx)>xz+1, zeR,
coz je presné podminka ([1.2)). ]

Tvrzeni 2.52. Pro funkci f, kterd je tesenim diferencidlni rovnice (L.5)) s po-

catecnt podminkou (1.6), plati:
(1) lim f(x)= 4o0;

r—r+00
(i) lim f(z) = 0;
(iii) Ry = (0, +00).
Dikaz.

(i) Podle Tvrzeni 2.51| plati f(z) > x + 1, a protoze je lim (z+ 1) = 400,

T—+00

tak podle Véty [D.19| je rovnéz lim f(x) = 4o0.

T—+00

1
(i) lim f(z) = liI_il_l f(—=z) = lim —— =0, kde druha rovnost plati podle
T—r—00 T—+00

r——+00 f(,j{,’
Casti Tvrzeni a posledni rovnost podle ¢asti tohoto tvrzeni
a Véty [D.22]

(iii) Plyne z Véty jejiz predpoklady jsou splnény diky Tvrzeni [2.42] diky
Tvrzeni a diky ¢astem (i) a (ii) tohoto tvrzeni.

]

Odvozeni vlastnosti z Definice E5

Lemma 2.53. ¢ > 2.
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Diikaz. Z Bernoulliovy nerovnosti (Tvrzeni [D.1]) pro n > 1 ihned dostavame

1 n
<1+—) >1+1=2,
n

nebot je urcité % > 0. Na predchozi nerovnost miizeme aplikovat Vétu o li-
mitnim pfechodu v nerovnosti (jejiz predpoklady jsou diky Tvrzeni splnény)
a dostaneme

n—oo n—oo

1 n
e = lim <1+—) > lim 2 = 2. O]
n

Pozndmka 2.54. V souvislosti s dikazem predchoziho Lemmatu [2.53| pfipomi-
name Poznamku [1.201

V nésledujicich tvrzenich budeme vyuzivat Vétu [D.63] kterou mizeme pou-
zivat diky dokdzané nerovnosti e > 0 v Tvrzeni [I1.19]

Tvrzeni 2.55. Funkce f(x) = e* splituje rovnici (1.1)).

Diikaz. Plyne z ¢asti (i) Véty [D.63] O
Tvrzeni 2.56. Pro funkci f(x) = e plati:

(1) f(0)=1;

(i) f(—x)= ﬁ pro vsechna x € R;

(i1i) f(x) > 0 pro vSechna x € R;

(iv) f(nz) = (f(x))" pro vsechna x € R a pro vsechna n € N.
Diikaz.

(i) Plyne piimo z definice obecné mocniny (Definice [D.61)).
(ii) Plyne z ¢asti Véty [D.63]

(iii) Plyne z ¢asti Véty

(iv) Plyne z ¢asti Véty O
Tvrzeni 2.57. Pro funkci f(x) = e plati:

)
)
)
)

(i) f(x—y)= % pro vdechna x,y € R;

50



(it) f(px) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro viechna p € Z;
(iii) f (rz) = (f (z))" pro vSechna x € R a pro vdechna r € Q.

Diikaz. VSechny casti se dokazi stejné jako ¢asti , a Tvrzeni k tomu
je totiz potfeba rovnice (1.1)) dokdzana v Tvrzeni a jiz dokazané vlastnosti

v Castech , a Tvrzeni . O

Tvrzeni 2.58. Funkce f(x) = e je rostouci na R.

Diikaz. Podle casti Véty a Lemmatu [2.53| plati e” > e¥ pro z > y, coZ
je primo definice rostouci funkce. ]

Tvrzeni 2.59. Pro funkci f(x) = e” plati:
(i) f je prostd na R;

(i1) f(z) > 1 prox > 0;

(i1i) f(x) <1 proxz <O.

Diikaz.
(i) Jde o dusledek predchoziho tvrzeni.

(ii) Podle ¢asti Véty a Lemmatu [2.53 pro > 0 platf e* > ¥ = 1,
kde jsme vyuzili ¢ast (fil) Tvrzeni m

(iii) Podle ¢asti Véty a Lemmatu [2.53 pro = < 0 plati e < ¢* = 1,
kde jsme vyuzili ¢ast (fil) Tvrzeni m ]
Tvrzeni 2.60. Plati
et —1
lim =1
x—0 €T

Dikaz. Nejprve budeme zkoumat limitu zprava. Necht je 0 < x < % Déle na-
leznéme prirozené ¢islo n tak, aby platila dvojice nerovnosti

1
<z < — (1.70)

n+1 n

odkud po jednoduché tupravé plyne pro n podminka

1
n<—-—<n+1,
x
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kterou spliiuje praveé jedno éisl n. Protoze je % > 2, plyne z (1.70) n > 2.

Z predchozi nerovnosti n < X po pfi¢teni jednicky dostavame
X

1 1+ x 1
1<-+1= , ) < 1.71
" _x+ resp 1+ " n+1 (1.71)
a z nerovnosti % < n + 1 po odecteni dvojky
1 1—-2z 1 T
—1>--2= . < . 1.72
" x PR (172)
Z Lemmatu 2[3.3) ihned plyne dvojice nerovnosti
1 n+1 1 n
1+ <e< |1+ , neN, n>2
n—+1 n—1
resp. po upraveé
1 1 1 1
1+ —— < "Ve=enri, en=/e<l+—— neN n>2 (173
n—+1 n—1

Funkce e¢* je podle Tvrzeni rostouci, takze s ohledem na nerovnosti ([1.70)
a ((1.73)) dostavame

1+

1
<en7+1<61§e%<1+
n+1 n—1

a s ohledem na nerovnosti (1.71)) a (1.72)) (ke kterym stac¢i pficist jednicku) déle
plati

T T 1
<e® <1 O<ax <= 1.74
Ttz ¢S T o lsr=y (1.74)

coz po odecteni jednicky a vydéleni kladnym cislem x dava platnost dvojice
nerovnosti

1+

1 e’ —1 1 1
< < 0<z <~ 1.75
I+e =~ =z 1-2¢ PPV (1.75)
Protoze plati
. 1 . 1
lim =1, lim =1,
z—0+ 1+ 2o z—0+ 1 — 22

8Jde o funkci dolni celd ¢4st, kterd se bézné znadi |z]. Dikaz, Ze pro kazdé redlné &islo
x existuje pravé jedno celé ¢islo n (coZ je obecnéjsi neZ zde zkoumany piipad) tak, ze plati
n < x < n+ 1, 1ze nalézt na strané 65 v [9].
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tak spolecné s nerovnostmi ([1.75]) jsou splnény predpoklady Véty o limité
seviené funkce (ktera plati i pro jednostranné limity) a dostavame platnost rov-

nosti

r—1
lim &~ =1, (1.76)
z—07t T
Pri vysetfovani limity zleva budeme postupovat analogicky jako v pripadé
limity zprava, budeme proto postupovat rychleji. Necht je —% < x < 0. Polozme

y = —x, takze je 0 < y < 5 a podle (L.74) plati

142y Y Y 11—y 1
=1+4——<e' <1 = O<y< =
1y gy S ST iy Ty Py
odkud po upravée plyne
1-2y 1  1l+y 1
<—< 0<y<=
1—y “ev " 142y POVSYS Y

coz je ekvivalentni

1+2¢ 1, l-—uz
=€ <

1
< ——<zx<0.
1+« et 1—2x pro v

2

Od predchozi dvojice nerovnosti odecteme jednicku a poté vysledek vydélime
zapornym c¢islem x a obdrzime

1 et —1 1 1
< — =< 0. 1.77
1—2¢ ° 2 13z P° T277" (1.77)
Protoze plati
) 1 . 1
lim =1, lim =1,
z—0- 1 — 2z z—0- 1+ 2

tak spolecné s nerovnostmi ([1.77)) jsou splnény predpoklady Véty o limité
seviené funkce (kterd plati i pro jednostranné limity) a dostdvame platnost rov-
nosti

et —1
lim
r—0~ X

Limity ([1.76)) a (1.78]) maji stejnou hodnotu a tim je tvrzeni dok4dzano (podle
Veéty [D.21)). O

Ptedesly dikaz byl pfevzat ze stran 170 — 172 v [9].

=1 (1.78)

Tvrzeni 2.61. Funkce f(x) = e je spojitd na R.
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Diikaz. Diky Tvrzeni [2.55] a Tvrzeni lze dikaz provést stejné jako dikaz
v Pozndmce 2.11] [

Pozndmka 2.62. Na strané 162 v [9] je proveden jiny ditkaz spojitosti funkce e”,
ktery se ovSem opird o inverzni funkei k e*, kterd v [9] byla zavedena jesté pred
dtikazem spojistosti. My jsme proto museli zvolit jiny dikaz spojitosti, nebot
inverzni funkci k exponencidle zavedeme az v Kapitole 2.

Tvrzeni 2.63. Pro funkci f(x) = e* plati f™ (x) = f(z) pro vsechna v € R
a pro vsechna n € N.

Diikaz. Tvrzeni pro n = 1 plati podle Lemmatu [2.6] které muzeme pouzit diky
Tvrzeni [2.55| a Tvrzeni [2.60] Zbytek dilkazu tak mizeme pomoci matematické
indukce provést tiplné stejné, jako jsme provedli ditkaz Tvrzeni [2.9 O

Tvrzeni 2.64. Funkce f(x) = e® je ryze konvexni na R.

Diikaz. Diky Tvrzeni Casti Tvrzeni a Tvrzeni se dikaz pro-

vede uplné stejné jako dikaz Tvrzeni [2.14] ]
Lemma 2.65. Pro kaZdé prirozené cislo n plati e" > n.

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Zkoumané nerovnost plati pron = 1
podle Lemmatu Necht pro libovolné k € N plati e > k. Pak dostavame

el =efe > ke > 2k > k+1,

kde rovnost plati podle Twvrzeni [2.55] prvni nerovnost plati podle indukcéniho
predpokladu, druhé nerovnost podle Lemmatu [2.53] a posledni nerovnost je tri-
vialni. ]

Tvrzeni 2.66. Pro funkci f(x) = e plati:

(1) lm f(x)=4o0;

r—+00
(ZZ) J:Er_noo f(.l’) - 0;
(iii) Ry = (0,+00).
Driikaz.
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(i) Podle definice lim f(z) = 400 mame dokazat, ze plati

(VK € R) (3o € R) (Y € R,z > o) (f(z) > K). (1.79)

Zvolme libovolné K € R pevné. K nému urcité nalezneme n € N tak, ze
n > K. Podle Tvrzeni 2.5§ a Lemmatu [2.65] je pro = > n

f(x)>fn)>n>K,

takze pro dané K jsme nalezli xo = n (n > K) tak, Ze pro vSechna x > x
je f(x) > K. Protoze volba pevného K byla zcela libovoln4, je platnost

definice (|1.79)) ovéfena.

1
lim f(z) = lim f(—x) = lim —— = 0, kde druha rovnost plati podle
T——00 T—00 T—00 f €T

Casti Tvrzeni a posledni rovnost podle ¢asti tohoto tvrzeni
a Véty [D.22]

Plyne z Véty jejiz predpoklady jsou splnény diky Tvrzeni [2.58, diky
Tvrzeni a diky ¢astem (i) a (ii) tohoto tvrzeni.

O

Odvozeni vlastnosti z Definice E6

V této casti se budeme ¢asto odkazovat na tvrzeni z 2. kapitoly.

Splnéni rovnice (1.1) a podminky (1.2) viz Vétu [3.5]

Tvrzeni 2.67. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g spliugjict rovnici (2.1)
a podminku (2.2)), plati:

(1) f(0)=1;

(it)
(ii)
(iv)

1
f(—x) = —— pro vSechna z € R;

/()

f(z) > 0 pro vSechna x € R;

f(nx) = (f(x))" pro viechna x € R a pro viechna n € N.

Dukaz.
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(i) Podle ¢asti () Lemmatu 2]1.2]je g (1) = 0, takze ihned z definice inverzni
funkce dostavame f (0) = 1.

(ii) Pro inverzni funkci f = ¢g~' plati

flg(z) =2 =z€(0,+0). (1.80)

1

Podle ¢4sti (i) Lemmatu 2 je g (—) = —g (z) pro vSechna z € (0, +00),
z

odkud s vyuzitim ([1.80)) vyplyva

S (a(2)) = ra

a po substituci z = g (2) dostavame
1 1
= =f(-z), zeR,
g () f(2)

kde jsme vyuzili ¢ast Tvrzeni 2[2.13], podle které je R, = (—o0, +00).

(iii) Plyne pfimo z definice inverzni funkce a skutecnosti, ze funkce g je defino-
vana pravé na intervalu (0, 400).

(iv) Podle ¢asti Lemmatu 2]I.2] je g (2™) = ng (z) pro vSechna z € (0, +00)
a pro vsechna n € N, odkud s vyuzitim ([1.80) vyplyva

" =fg(z") = f(ng(2))
a po substituci z = g (z) dostavame
(67" @)" =(f(2)"=f(na), z€R, neN,

nebot plati ¢ast Tvrzeni 2/2.13| O

Tvrzeni 2.68. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g splriiugici rovnici ([2.1))
a podminku (2.2)), plati:

(i) f(x—y)= % pro vsechna x,y € R;
(ii) f(pz) = (f(x))" pro vSechna x € R a pro vSechna p € Z;

(iii) f (rz) = (f (x))" pro vSechna x € R a pro vSechna r € Q.
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Dikaz.

(1)

(i)

Podle ¢asti (il) Tvrzeni 2 plati g <E> = g (u) — g (v) pro vSechna ¢isla
u,v € (0,+00), odkud s vyuzitim ((1.80)) vyplyva

u u

“=1(9(3)) = e —g()
a po substituci z = g (u), y = g (v) dostdvame

9 (@) _ f(2)
gt  fy)

pro vSechna z,y € R, nebof plati ¢ast Tvrzeni 212.13,

= f(z—y)

Podle ¢asti (i) Tvrzeni 2[2.2| plati g (2?) = pg (z) pro vechna z € (0, +00)
a pro vSechna p € Z, odkud s vyuzitim (1.80) vyplyva

#=[f(g(Z") = f(pg(2))
a po substituci = ¢ (z) dostavame
(67" @)" = (f (@) = f (px)
pro vSechna p € Z a pro vSechna x € R, nebof plati ¢ast Tvrzeni 22.13]

Podle ¢asti Tvrzeni 2[2.2] plati g (2") = rg () pro vSechna z € (0, +o0)
a pro vSechna r € QQ, odkud s vyuzitim ((1.80)) vyplyva

2 =[f(g(") =f(rg(2))
a po substituci z = g (z) dostavame
(67" (@) =(f (@) = [ (ro)
pro vSechna r € Q a pro vSechna = € R, nebot plati ¢ast Tvrzeni 22.13
O

Tvrzeni 2.69. Funkce f, kterd je inverzni k funkci g spliujict rovnici (2.1)
a podminku (2.2)), je rostouci na R.

Diikaz. Podle Tvrzeni 2. je funkce g rostouci na intervalu (0,+o0) a podle

Casti Tvrzeni 2 je Ry = (—00, +00), takze z Véty ihned dostavame,
ze f je rostouci na R. N
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Tvrzeni 2.70. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g splriugici rovnici ([2.1))
a podminku (2.2)), plati:

(i) f je prostd na R;
(i) f(x) > 1 proxz > 0;
(111) f(z) <1 proz <O0.
Diikaz.
(i) Jde o dusledek predchoziho tvrzeni.

(ii) Podle ¢asti Tvrzeni 22.1] je g(z) > 0 pro z € (1,+00), takze s vy-

uzitim Tvrzeni ¢asti ({i)) Tvrzeni a rovnosti ((1.80) dostavame
z = f(g(2)) > f(0) = 1, odkud po substituci z = ¢(z) dostavame
gt (z)=f(z) >1prozx>0.

(iii) Podle ¢asti Tvrzeni 22.1] je g(z) < 0 pro z € (0,1), takze s vy-
uzitim Tvrzeni Casti Tvrzeni a rovnosti ((1.80) dostavame
z = f(g(2)) < f(0) = 1, odkud po substituci z = ¢(z) dostavame
gt (z)=f(z) <1proz<O0. O
Tvrzeni 2.71. Funkce f, kterd je inverzni k funkci g spliujici rovnici ([2.1))
a podminku (2.2)), je spojitd na R.
Diikaz. Podle Tvrzeni 2[2.3 a Tvrzeni 2[2.10] je funkce ¢ rostouci a spojitd na
intervalu (0,400) a podle ¢asti Tvrzeni 2 je Ry = (—00,+00), takze
z Véty ihned dostavame, Ze f je spojitad na R. O
Tvrzeni 2.72. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g spliugici rovnici (2.1
a podminku [2.2)), plati f™ (x) = f(z) pro viechna v € R a pro vechna n € N.

Diikaz. Diky Tvrzeni 2[2.3] a Tvrzeni 2[2.7] jsou splnény pfedpoklady Véty
o derivaci inverzni funkce, podle které pro kazdé z € (0, +o00) plati

:Z’

i
~~
Na}
—~
N
S~—
S~—
I
Il
NI»—\| —_

resp. po substituci x = g (z)
flix)=g"(x)=f(z), z€R,
kde jsme vyuzili ¢4st Tvrzeni 2[2.13], podle které je R, = (—o0, +00).

Zbytek dikazu mizeme pomoci matematické indukce provést tplné stejné,
jako jsme provedli ditkaz Tvrzeni [2.9] O
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Tvrzeni 2.73. Funkce f, kterd je inverzni k funkci g spliugici rovnici (2.1
a podminku (2.2)), je ryze konvezni na R.

Diikaz. Diky Tvrzeni casti Tvrzeni a Tvrzeni se ditkaz pro-

vede uplné stejné jako ditkaz Tvrzeni [2.14] O

Tvrzeni 2.74. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g splriujict rovnici ([2.1)
a podminku (2.2)), plati:

(i) tim_f(x) = +oo;
(i) tim_f(@) = 0;

(111) Ry = (0,+00).

Diikaz.
(i) Plyne ihned z ¢asti (i) Tvrzeni 2[2.13 a Véty [D.34]
(ii) Plyne ihned z ¢asti (i) Tvrzeni 2[2.13)a Véty

(iii) Plyne pfimo z definice inverzni funkce a skutecnosti, ze funkce ¢ je defino-
vand pravé na intervalu (0, 400). O

1.3 Ekvivalence definic

V této podkapitole ukazeme, Ze vSech 6 definic pro exponencialu skutecné zavadi
jednu a tutéz funkci. Bylo by mozné postupovat napt. tak, ze bychom ukazali
postupné implikace E1 = E2 = E3 = E4 = E5 = E6 = E1, ¢imz bychom byli
hotovi. Abychom vsak ukazali co nejvice souvislosti mezi jednotlivymi definicemi,
budeme se snazit dokazat, jak z jedné definice plyne jina.

V Tabulce [1] ptehledné uvadime, kde lze v praci prislusnou implikaci ihned
najit. Cisla v jednotlivych buiikdch Tabulky |1 oznacuji &isla stranek a implikaci
E, = E; (1,7 = 1,2,...,6, i # j) nalezneme v i-tém fadku a j-tém sloupci.
7 Tabulky (1] je ihned patrné, Ze se budeme snazit dokazat 30 implikaci.

Zpisob tfazeni implikaci je takovy, ze jsme se v prvni fadé drzeli schématu
El = E2, E1 = E3, ..., E2 = El1, E2 = E3, atd., které jsme ovsem porusili
vzdy, kdyz néjaké dikazy byly analogické, jako tomu bylo napf. u implikaci
El1 = E6 a E6 = E1. V tom pripadé jsme oba dikazy zaradili bezprostfedné po
sobé. Dané schéma jsme rovnéz porusili v ptipadech, kdy jsme na pfimy dikaz
nékteré implikace nepfisli a v tom pripadé jsme prislusnou implikaci nechali az
na samotny zaver této podkapitoly.

59



Tabulka 1: Implikace definic

Definice | E1 | E2 | E3 | E4 | E5 | E6

El — 60| | 62[ | [87] | [62
B2 64 | — | 164 | (67| | |67 | |73
E3 79|64 | — | 182 | [B7] | |87
E4 82| | 182 | 82| | — 34
E5 85( | [67] | |85 | [86 36

ERRE:
|

E6 63[ | [76] | |88 | [8D

El = E2
Jedna se o Lemma

El = E3
Véta 3.1. Pro funkci f splnugjici rovnici a podminku platt

0 k
X

f(l’) = E F, r e R.
k=0

Dikaz. Podle Tvrzeni a c¢asti (i) Lemmatu ma Tayloriv polynom stupné
nejvyse n-tého v bodé 0 tvar

Tu) =) 07
k=0
a Lagrangetuv zbytek (Véta [D.35)) tvar

Ry(z) =

ot O

kde ¢ je vnitini bod intervalu s krajnimi body 0 a z, x € R\ {0}. Déale pro pevné
zvolené x € R\ {0} plati

n+1 ‘x|n+1

£ 1< gy (1.81)

_ Jaf

0= Bl =4
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kde prvni nerovnost vyplyva z definice absolutni hodnoty a druhé plati, nebot
funkce f je jednak podle ¢asti Lemmatu kladnéd (plati tedy |f ()| =

f(€)) a déle podle Tvrzeni [2.2] rostouct (proto pro ¢ < |z| plati f (¢) < f (|z[)).
Déle definujme

|x|n+1
Qn Zf(’l’Dm; neN.
Plati
n+2
£ (|2)) sy 1
lim 2 = im % = lim |x|2 = |z| lim 5 = 0,
n—0oo  (Qy, n—o00 f (‘l”) ST n—oo 1, + n—oo 1, +

kde predposledni rovnost plati diky Vété o limité soucinu a faktu, ze x je
oo
pevné zvoleno. Rada Zan tak podle limitni verze d’Alembertova podilového

n=1
kritéria (Véta |D.42)) konverguje (pfedpoklad této véty a,, > 0 je splnén, nebot
x # 0 a podle casti Lemmatu je f kladnd), a proto je podle nutné
podminky konvergence (Véta |D.41)

n+1

lim f (|a]) -~

Tim TS (1.82)

Aplikaci Véty [D.9) o limité seviené posloupnosti na nerovnosti (1.81) a s vy-
uzitim rovnosti ((1.82)) dostdvame lim |R,(z)| = 0, a tudiz je podle Véty [D.4
n—oo

lim R,(z) = 0. Podle Véty [D.36|je proto pro vSechna = € R\ {0}
n—oo

f@) =0 (1.83)

nebot volba pevného = byla zcela libovolna. Rovnost ((1.83)) vsak podle ¢asti (i
Lemmatu [I.2] plati i pro hodnotu = = 0, neboli plati pro vSechna = € R. O

Pozndmka 3.2. Dlkaz Véty je tzv. konstrukénim dikazem, tj. ziskali jsme
rovnou predpis pro funkci, kterd vyhovuje rovnici a podmince . Pokud
se v néjaké ucebnici zavadi exponenciala Definici E1, pak dukaz Véty je
v podstaté jedinym dikazem, ktery se v ucebnicich provadi. Nicméné Véta [3.]]
je dalsi moznosti, jak dokézat Vétu [I.I] a opét jde o konstrukéni dikaz. V tom
ptipadé by se postupovalo tak (aniz bychom védéli, zda funkce v pozadovanymi
vlastnostmi viibec existuje — viz Poznamku , ze by se nejprve odvodily
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vSechny potiebné vlastnosti, které se pti dikazu Véty pouzivaji, a nakonec
by piigel dikaz Véty

A pro¢ se v literatutfe k dikazu existence pravé jedné funkce z Definice E1
nepouzivd Véta 3.1 Na to odpovime v Kapitole 3.

El = E4

Véta 3.3. Funkce f, kterda vyhovuje rovnici a podmince , splnuge
diferencidalni rovnici (L.5)) s pocdtecni podminkou (|1.5)).

Diikaz. Diikaz je obsazen v Tvrzeni a ¢asti (i) Lemmatu . ]

El1 = E6

Nyni budeme dokazovat prvni implikaci s Definici E6. Ke vSem dikaziim im-
plikaci s Definici E6 pouzijeme vzdy vhodnou definici logaritmu, napf. v tomto
ptipadé pouzijeme Definici L1 (v dal$im textu toto jiz nebudeme zmitovat).

Véta 3.4. Funkce g, ktera je inverzni k funkci [ splnujici rovnici a pod-
minku (1.3), vyhovuje rovnici [2.1)) a podmince (2.2).

Diikaz. Pro inverzni funkci g = f~! plati
g(f(x)=z, zeR. (1.84)

Zvolme libovolné s,t € R a definujme v = f(s), v = f(t). Podle ¢asti ({ii]

Tvrzeni je u,v € (0,400).
Protoze je g inverzni k f, tak také plati s = g (u), ¢ = g (v). Podle rov-

nice plati
w = f(s) f(t)=[f(s+1),

a tudiz s vyuzitim rovnosti ((1.84)) pro vSechna u,v € (0,400) plati
glw) =g(f(s+1)) =s+t=g(u)+g(v),

coz je presné funkcionalni rovnice (2.1)).
Z nerovnosti (|1.1)) (znaménko nerovnosti se neméni, nebot podle Tvrzeni 2.
je g rostouci) plyne

g(f(2)>g(z+1), z€(-1,+0).
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Pouzijeme-li dale (|1.84)), pak plati

z>g(z+1), z€(-1,4)
a to je ekvivalentni nerovnosti

g(2)<z—-1, z€(0,+00),

coz je presné podminka ((2.2)). ]

E6 = E1

Véta 3.5. Funkce f, kterd je inverzni k funkci g splniugjici rovnici a pod-
minku (2.9), vyhovuje rovnici (1.1)) a podmince (1.2).

Diikaz. Budeme postupovat uplné analogicky jako v dikazu Véty [3.4] Pro in-
verzni funkci f = ¢! plati rovnost . Zvolme libovolné s,t € (0, +00)
a definujme u = ¢ (s), v = g (t). Podle ¢asti Tvrzeni 2[2.13| je u,v € R.
Protoze je f inverzni k g, tak také plati s = f(u), t = f(v). Podle rov-
nice (2.1)) plati
utv=g(s)+g(t)=g(st),

a tudiz s vyuzitim rovnosti (1.80]) pro vSechna u,v € R plati

flutv)=f(g(st)) = st =f(u)f(v),

coz je presné funkcionalni rovnice (|1.1).

Z nerovnosti (2.1) (znaménko nerovnosti se neméni, nebot podle Tvrzeni
je f rostouci) plyne

flg(z) <f(z=1), z€(0,+00).
Pouzijeme-li dale (|1.80)), pak plati
2< f(z—=1), z€(0,+00)
a to je ekvivalentni nerovnosti
f@)>x+1, z€(-1,+00). (1.85)

Dale plati
f@)>0>z+4+1, z€ (-0, —1], (1.86)
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kde prvni nerovnost plati podleﬂ Casti Lemmatu a druha nerovnost je
trivialni. Obé nerovnosti ((1.85)) a (|1.86)) dohromady davaji

f@)>xz+1, zeR,

coz je presné podminka (|1.2]). O

E2 = E1
Jedné se o Lemma [1.10l

E2 = E3 a E3 = E2
Lemma 3.6. Necht n € N, k € NU {0}, k < n. Pak pro vjraz

n!
A(n, k)= R p—a
plati:
(i) A(n,0) = A(n,1) =1 pro vSechna n;
(1)) 0 < A(n,k) <1 pro vSechna 2 < k <n;
(117) 1 — @ < A(n,k) pro vsechna 2 < k < n.

Diikaz. Cast (i) plati trivialng. Ditkaz ¢asti (ii) a (iii) provedeme analogicky jako
dikaz Lemmatu [2.25, budeme proto postupovat rychleji. Pro vSechna 2 < k < n
plati

n! nn—1)Mm-2)-...-(n—k+1)
A(n’k):nk(n—k)! - e =
~n n—=1 n-2 n—k+1 (1.87)
nn n n B '

() o))

Posledni vyraz obsahuje pravé (k — 1) ¢lent (¢len 2 = 1 jiz neuvazujeme, nebot
nésledujici tvahy na ném viibec nezavisi vzhledem k jeho hodnoté). Kazdy ¢len

9Cast (fiil) Lemmatu muZeme pouZit, nebot k jejimu dikazu byla potieba jiz dokdzana
rovnice (1.1]) a rovnost f(0) = 1, k jejimuz dtikazu byla potfeba nerovnost f (x) > x + 1 pro
bod x = 0, kterou jsme jiz dokazali v (1.85).
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mé tedy tvar (l—ﬁ), kde ¢ = 1,2,...,(k—1) a 2 < k < n. Ze zfejmych
nerovnosti 0 < ( — %) < 1 a vztahu ihned plyne 0 < A (n,k) < 1, ¢imz
je dokazana ¢ast (ii).

Pro vSechna c a k, kde ¢ = 1,2,...,(k—1) a 2 < k < n. plati (1—§) >
(1 — %) > (. Diky tomu a vztahu (|1.87)) plati nerovnost

soz (=51 (-5 (-5 - (-5

Protoze je 2 < k < n, tak plati nerovnost —k L > —1 a lze proto pouzit
Bernoulliovu nerovnost (Tvrzem m, takze s ohledem na predchozi vypocet

plati
k—1 2
A(n7]€>2(1_k 1) 21_u>1_M’

n n n

kde posledni nerovnost je trividlni a tim je dokdzana i ¢ast (iii). O

Véta 3.7. Pro vsechna x € R plati

I (1+x)"—ixk (1.88)
e\ ) T AR '

Diikaz. Zvolme x € R pevné a definujme vyraz

Protoze podle binomické véty plati

(143

I
b
3
o
PO
> 3
N
AN
SR
S~
. o
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miizeme vyraz V(n) pro n > 2 néasledovné upravovat

vo= -2 () () |-
= 1+x+ik—f—1—x—i(z>(g) ‘:
L n'k 2 ak nki? n! T (1:59)
- Z(?u—m—)\: > (15 =) 7 <

n k
X
<Y A
k=2

kde tteti rovnost je platna diky konecnosti obou sum a posledni nerovnost vy-
plyva z tro jﬁhelnikové nerovnosti. Navic jsme v souladu s Lemmatem [3.6] ozna¢ili

A(n, k) = s kde 2 <k < n. Podle Lemmatu 3.6/ pro tato n a k plati ne-
rovnosti 0 < A (n, k)<lal-— k(k Y < A(n, k). Odtud déle plyne
k(k—1)

11— A k)| =1—A(n,k) < (1.90)

n

Celkové jsme tedy vyraz V(n) odhadli pomoci vztah (1.89) a ((1.90)) nésledovné

" k(k—1)]z)f 1 k 12 |zt
OSV(n)<Z< Iz 1 |z :_Zm _

~ n Koonme= (k=2)1 n
B B (1.91)

kde prvni nerovnost plyne trividlné z definice V' (n) pomoci absolutni hodnoty

o J
x
a posledni nerovnost je ziejmé. Jiz v Lemmatu [1.11] jsme dokézali, ze E 4
— jl
J=0

konverguje (neboli jde o konecné ¢islo pro vSechna x € R), a tudiz i soucin

| | E —— je pevné konecné ¢islo, protoze z je pevné zvoleno. Proto podle

Vety - o limité soucinu plati
i jaf’ 2 (xm 2l o1
1 — — | = — | lim — =0. 1.92
ngi.z(n 2 ) =l T ) i (1:92)
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Podle Véty o limité seviené posloupnosti aplikované na nerovnosti ({1.91])

s vyuzitim ([1.92)) tak plati
lim V (n) =0.

n—o0

Diky posledni rovnosti a Lemmatu (resp. Tvrzeni [1.12)) jsou splnény pied-
poklady Véty a rovnost (1.88)) tak plati pro vSechna = € R, nebot volba
pevného x byla zcela libovolna. ]

Predesly dikaz jsme prevzali z [3], strany 112 — 113.

Pozndmka 3.8. Mohlo by se zdét, Ze jsme diky Vété 3.7 najednou dokézali obé
implikace E2 = E3 a E3 = E2. Ve skutecnosti tomu tak neni, protoze k diikazu
implikace E2 = E3 tak s ohledem na samotny zavér dikazu Véty bylo mj.
potieba Lemma [1.5| a naopak na dikaz E3 = E2 bylo mj. potieba Tvrzeni [1.12
To proto, aby byl splnén jeden z pfedpokladt Véty [D.10] Takze jsme misto jedné
véty mohli dokazovat véty dvé (jednu pro E2 = E3 a jednu pro E3 = E2), jejichz
diikazy by se lisily jen samotnym zavérem.

E2 = E4

Véta 3.9. Funkce f definovand limitou (1.3)) spliiuje diferencidlni rovnici (|1.5)
s pocdtecni podminkou ((1.6)).

Diikaz. Splnéni pocateéni podminky ((1.6)) jsme ukazali v ¢asti Tvrzeni m
a platnost diferencialni rovnice ([1.5]) je obsaZena v Tvrzeni m (pron=1). O

Pozndmka 3.10. Dikaz Véty [3.9]se opird o Tvrzeni[2.28] jehoz diikaz nebyl vitbec
trivialni, a proto dokazat Vétu [3.9| neni rovnéz viibec snadné. Snazsi diikaz vede
ptes jiz dokdzané implikace E2 = E1 a E1 = E4 (a tranzitivitu implikace), viz
Lemma [[.10 a Vétu B3

E2 = E5 a E5 = E2

Lemma 3.11. Pro kazZdé prirozené cislo k plati

k n
n—oo n

Diikaz. Podle definice limity posloupnosti méa platit

(Ve > 0) (Inp € N) (Vn € N;n > ny) ('<1+%>n—1

< 5) : (1.93)
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Zvolme ¢ > 0 pevné. Podle binomické véty plati

() =52 0) () -

> () ()

J=1

- ) | (1.94)
Kk N

—Z o = A 5

kde jsme v souladu s Lemmatem |3.6| oznacili A (n,j) = m, kde 1 < j <n.

Podle Lemmatu pro tato n a j plati nerovnosti 0 < A(n,j) < 1. Odtud

a z (1.94]) dale plyne
E\" & 1 o= Kk
‘(1+ﬁ) —1‘3231 nﬂ__z E;Oﬁ' (1.95)

oo

J

Podle Tvrzeni|1.12|je pro dané k soucet Z = konecné ¢islo. Pro dané ¢ (a dané
— j!

7=0

k) tak urc¢ité nalezneme pfirozené ¢islo ng tak, aby platila nerovnost

Ry
n0>— T,
6]':0‘]'

takze s ohledem na (1.94)) a ((1.95) pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng plati
E\" 1 K K
(o) iz

Volba pevného ¢ byla zcela libovolna, takze definice (1.93|) skute¢né plati. [

Véta 3.12. Pro vsechna redlna cisla x plati

e® = lim <1+£>n.
n

n—o0

Diikaz. S ohledem na definici (1.7]) ¢isla e mame dokézat rovnost

1 n T n
(lim (1+—) ) — lim (1+5) . zeR (1.96)
n—o00 n n—:00 n

Diikaz rozdélime do nékolika ¢asti.
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I) Nejprve dokézeme platnost rovnosti ((1.96) pro vSechna pfirozend x po-
moci matematické indukce. Rovnost ((1.96)) trividlné plati pro z = 1. Necht rov-

nost (1.96]) plati pro x = k € N. Pak plati
‘ 1\" k+1 ‘ 1 n(k+1)
lim (14 — =lim (1+— =
n—o0 n n—00 n
1 nk 1 n 1 nk 1 n
= lim (<1+—> (1—|——)>:lim (1+—) lim (1+—> ,

kde prvni rovnost plyne z Véty o limité soucinu, kterou jsme mohli pouzit
diky Tvrzeni a posledni rovnost plyne opét z Véty [D.6|a diky tomu, Ze plati

(podle téhoz Tvrzeni a téze Véty [D.6):

n\ k n\ k nk
. 1 . 1 . 1
(hm (1+—)) = lim ((1+—)) = lim (1+—) ,
n— 00 n n—00 n n—00 n

1 nk
¢imz je existence vlastni limity lim (1 + —) zajisténa a pouziti Véty |D.6
n

(1.97)

n—oo

v posledni rovnosti v (1.97)) opravnéné. Pokracujme v upravach rovnosti (1.97)):
n\ k+1 n n
1 k 1
(lim (1+—) ) = lim <1+—) lim (1+—) =
= lim (<1+—> (1+—>>:lim (1—i— i +—2> ;
n—oo n n n—o0 n n

kde jsme v prvni rovnosti uzili indukéni pfedpoklad a ve druhé rovnosti Vétu[D.6|
o limité soucinu, kterou jsme pouzili diky Lemmatu a diky Tvrzeni [1.17]
Definujme pro dané k vyraz

E+1  EkE\" E+1\"
14 +—= ] —(1+
n n n

Podle binomické véty plati
N\ (k+1) EN"7 & n\ (k+1Y
Z . 1+ — - .
= \J n n — \J n
. k41 k"
D (n> < ki ) ((1+—2) —1)‘ - (1.99)
= \J n n
n i n—j
S A(n, ) EED ((Hﬁ) —1>,
: 4! n2
7=0
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kde jsme v souladu s Lemmatem oznacili A (n,j) = #’_”,, kde n € N,

j € NU{0}, j < n. Podle Lemmatu pro tato ¢isla n a j plati nerovnosti
0 < A(n,j) <1.Odtud a z (1.99) dale plyne

V) < ‘n (k;l)j <<1+%)n—j_1> _

< ‘n (k ij!l)j (1 + ﬁ)n - 1) = (1.100)

_ (<1+%)n—1 '" (k;l)j ) ((1+%)n—1)§:(1€;1”.

=0

(k+1)
1l

j=0 J:

uzitim Lemmatu [3.11] po aplikaci Véty o limité sou¢inu a rozdilu obdrzime

b () ) S5

R (<1+£)n—1) = (1.101)

= ! n—00 n2

> (k+1) E\"
:E ( + ) <1im <1+—2) —liml):O.
= ]! n—oo n n—so0

Pomoci vztahi (1.99) a (1.100) jsme vyraz V (n) odhadli nésledovné (prvni
nerovnost vyplyva trividlné z definice vyrazu V (n) pomoci absolutni hodnoty)

0<V(n)< ((1+£>n_1)i(k‘; )

J=0

oo
Podle Tvrzeni [1.12] je pro dané k soucet Z konec¢né cislo, takze s vy-

Z Véty o limité seviené posloupnosti aplikované na predchozi dvojici nerov-
nosti a s vyuzitim (1.101]) plyne nh_)rrolo V (n) = 0, a protoze podle Lemmatu

E+1\"
existuje vlastni limita lim (1 + i > , tak z Véty |D.10| dostavame platnost

n—oo n
rovnosti . N Y
lim (l—i— i +—2> = lim <1+ i ) . (1.102)
n—oo n n n—oo n
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Celkové z ((1.98) a ([1.102)) dostavame pomoci matematické indukce platnost

rovnosti (1.96]) pro kazdé = € N.
IT) Necht p € N, g € N. Pak pro z = £ podle ¢ésti I) plati

(o (2)) = o (1) = G

o0

qn
Protoze posloupnost {(1 + q%) } je vybranou posloupnosti z posloup-

n=1

Q

nosti {(1 + %)n};o:l, kterd ma podle Lemmatu vlastni limitu (pro kazdé
p € R, takze i pro p € N), tak podle Véty plati rovnost

qn n
lim <1+£) = 1im (1+2)", (1.104)
n—00 qn n—00 n

diky které mizeme ve vypoctu (|1.103)) pokracovat:

1 n 5 qn qn
(hrn (1 + —> ) = \q/hm (1 —+ ﬁ) = hm I (1 —+ ﬁ) =
p\* AN
= lim (1+—) = lim <1+1) :
n—00 aqan n—00 n

kde jsme ve druhé rovnosti pouzili Vétu jejiz predpoklady jsou splnény
diky rovnosti ((1.104]), dale diky Lemmatu a rovnéz diky faktu, ze kazdy
qn

¢len posloupnosti { (1 + q%) } je zfejmé kladny. Predchozim vypoctem jsme
n=1

ovérili platnost rovnosti ((1.96) pro kazdé kladné x € Q.
IIT) Necht z € Q, x < 0, pak pro y = —z je y > 0 a plati:

()Y (o (o2 oy

lim |1+ —
n—o00 n
= 1 = 1 = lim —1 =
lim (1+5)" lim (1—5)” nooe (1 2)"
n—o0 n n—oo n
~ lim (jf") = A i (142)
e ( - E) (1 + ﬁ) lim (1 _ :E_2> oo n
n—o0 n



kde jsme ve druhé rovnosti pouzili fakt, ze pro vsechna x € R je e® nenulové,
coz plyne z casti Tvrzeni , ve tieti rovnosti pouzili ¢ast II), v paté
rovnosti Vétu E o limité podilu (kterou jsme mohli pouzit diky Lemmatu
a Lemmatu @, v predposledni rovnosti opét Vétu o limité podilu (kterou
jsme mohli pouzit diky rovnosti a Lemmatu a v posledni rovnosti byl
pouzit vztah (1.23)). Tim jsme ovéfili platnost pro kazdé x € Q\ {0}.

Rovnost ((1.96]) vsak plati i pro z = 0 podle ¢asti Tvrzeni a podle
¢asti (i) Tvrzeni @ takZe rovnost plati pro kazdé x € Q.

IV) Podle Véty existuji pro dané redlné z raciondlni ¢isla u; < up <

uz < ... tak, ze lim u, = z. Aplikujeme-li téZe vétu na Cislo —z, pak existuji
n—oo
racionalni ¢isla v; > vy > v3 > ... tak, ze lim v, = x. Pro vSechna pfirozena k

n—o0
proto podle Vét [D.14] a [D.15] jejichz predpoklady jsou ziejmé splnény, plati
dvojice nerovnosti u; < x < v, odkud ihned dostavame nerovnosti

1+ 2 <1+ f<14 (1.105)
n n n

platici pro vSechna prirozena ¢isla n. Pfedchozi nerovnosti budeme chtit umocnit
na n-tou, abychom to vSak mohli u¢init, musime nejprve zaridit, ze budeme
umoctiovat nezaporna ¢isla. Protoze posloupnost {u,} -, je neklesajici a navic
plati uy < z < v, pro vSechna k, tak ze vSech cisel z, u;, v;, j = 1,2,... je
nejmensi u;. Proto uvazujme platnost nerovnosti (|1.105]) pouze pro n > ng, kde
no € N, ng > |uq].

Po umocnéni nerovnosti na n-tou pro n > ng dostavame

U\ ™ T\" UR\ ™
(1+2) < (1+2) < (1+2)".
n n n
Diky Lemmatu [I.5] miZzeme na predchozi dvojici nerovnosti pouzit Vétu [D.§|
o limitnim prechodu v nerovnosti, takze plati

lim (1+%)" < lim <1+5>" < lim <1+%>"
n

n—00 n n—00 n n—00

a po pouziti pfedchozi ¢asti III) déle plati

1 n\ Uk n 1 n\ Vg
(lim (1+—)> < lim (1+§> §<lim (1+—>> .
n—oo n n—oo n n—oo n

Protoze je lim w, = lim v, = =z, tak pfimo z Definice [D.61| obecné mocniny
—r 00 n—0o0

a z Véty o limité seviené posloupnosti dostavame platnost rovnice (|1.96])

pro vsechna realna x. O
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E2 = E6

Véta 3.13. Pro funkci g, kterd je inverzni k funkci f definované limitou (|1.3)),
plati rovnost (2.3)).

Dukaz. V dikazu Lemmatu jsme ukazali, ze posloupnost a, = (1 + %)n,
n € N je pro kazdé x € R neklesajici pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng, kde ng
je takové prirozené (islo, Ze pro dané x je ng > |x|. Jsou tak splnény predpoklady
Véty [D.14] podle které pro funkci f pro vSechna pfirozend k > ng plati
2\ k
f@ﬁz@+g>,xeR.
Navic podle ¢ésti Lemmatu je f(z) > 0 pro vSechna = € R, takze

predchozi nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
k(’“ f(x)—l) >z, x€R,

na kterou mizeme diky Lemmatu 2[I.4] aplikovat Vétu [D.§ o limitnim pfechodu
v nerovnosti

limk(kf(m)—1>2x, reR

k—o0
a dale dokazme, Ze v predchozim vztahu plati dokonce rovnost, tj.

hmk(%ﬂm—w)zg z €R. (1.106)

k—oo

Dikaz rozdélime do nékolika ¢asti.

I) Rovnost ((1.106) plati pro x = 0 s ohledem na &ast Lemmatu m
¢ast ([if) Lemmatu 2 a Poznamky 2)2.16/a pro x = 1 plati podle Lemmatu 2.

a definice ((1.7)) ¢isla e.
IT) Pro libovolna ¢isla x,y € R s vyuzitim Tvrzeni a Casti (il) Véty
plati

w(VFEH D -1) = TG (VT - 1) +n (VTG - 1),

Podle ¢asti Véty ID.58 je lim {/f (y) = 1, takZze podle Véty [D.6| o limité
n—oo

souctu a sou¢inu (a Lemmatu 2J1.4]) aplikované na ptedchozi rovnost plati pro
vSechna z,y € R rovnost

limn("f(x—i—y)—l): limn("f(x)—l)—l—limn("f(y)—l).

n— oo n— 00 n—0o0
(1.107)
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IIT) Z rovnosti (1.107) ihned dostavame dosazenim y = x platnost

limn(” f(2x)—1> =2 limn(" f(ac)—l)
n—oo n—oo
Necht déle plati pro & € N rovnost

limn("f(km)—l):klimn<"f(:c)—1>,

n—oo n—oo

pak odtud a z ((1.107)) plyne

lim n( Fk+1)a)— 1) = lim n(c/f(kﬁx) —1) -
n—oo n—oo
= Tim n (/F (ka) = 1) + Tim 0 (/7 (@)~ 1) =
n—oo n—00
= (k+ 1) Tim 0 (/7 (@) - 1),
takze jsme pomoci matematické indukce dokazali rovnost
limn(" f(q:c)—l) :qlimn(" f(x)—l), qgeN, zeR,
n—oo n—oo

do které staci dosadit + = 1 a s vyuzitim ¢asti I) obdrzime platnost rov-

nosti ((1.106]) pro vSechna pfirozena cisla x.
IV) V casti Tvrzeni dosadme x = 1, takze pro vSechna r € Q plati
f(r)=(f(1)". Necht r = £, kde p,q € N, pak podle ¢asti Tvrzeni m

dostavame
/ (g) — (@)t = /Y = V).

Z predchozi rovnosti a trivialniho pouziti Véty [D.6] o limité soudinu vyplyva

limn<”f<l—))—1>:llin;oqn(qm—l).

Protoze posloupnost {qn ( X/ f(p)— 1)} je vybranou posloupnosti z po-
1

sloupnosti {n <\”/ f(p) — 1) } , kterd ma podle Lemmatu 2/1.4| vlastni limitu,
n=1

tak podle Véty maji obé& posloupnosti tutéz limitu, takZe z predchozi rov-
nosti s vyuzitim ¢asti III) vyplyva

len("f(%)—l)zéli_{nn("f(p)—g:g,

74



neboli rovnost ([1.106]) plati pro vSechna kladna racionalni ¢isla x.
V) Po dosazeni y = —x do (1.107) dostaneme s vyuzitim ¢asti Tvr-

zeni [2.19] ¢4sti () Lemmatu 2]1.2] a Poznamky 2 platnost
lim n(" f(—x)—l) = — limn({‘/f(x)—l)
n—o0

n—oo

pro kazdé redlné ¢islo x a s ohledem na ¢asti I) a IV) rovnost ((1.106]) plati pro
vsechna racionalni cisla x.
VI) Podle Véty existuji pro dané realné ¢islo = racionalni ¢isla u; <

uy < ug < ... tak, ze lim w, = =z, a racionalni ¢isla v; > vy > w3 > ...
n—oo
tak, ze lim v, = z. Pro vSechna prirozena k proto podle Vét |[D.14] a |D.15]
n—oo

jejichz predpoklady jsou ziejmé splnény, plati dvojice nerovnosti u, < x < vy.
S ohledem na Tvrzeni 2.22] je dale f (u;y) < f(z) < f(v) a podle ¢asti (i)

Véty je proto
VF () < V/F (@) < /F (),
odkud ihned plyne dvojice nerovnosti
n (c/f@k) - 1) <n <c/f (x) — 1) <n ({‘/f (08) — 1) .

Diky Lemmatu 2/[I.4] miZzeme na pfedchozi dvojici nerovnosti pouzit Vétu [D.§]
o limitnim prechodu v nerovnosti, takze plati

limn("f(uk)—1>gglrgon(m—l>§ limn(”f(vk)—1>

n—o0 n—o0

a s pouzitim ptredchozi ¢asti V) dostavame platnost

up < limn(”f(x)—l)gvk

n—0o0

pro kazdé prirozené k. Protoze je lim u, = lim v, = x, tak z Véty [D.9 o li-
n—oo n—oo
mité seviené posloupnosti aplikované na prechozi dvojici nerovnosti dostavame
platnost rovnice ((1.106]) pro vSechna realna x.
Pravé dokdzanou rovnost (1.106) miZeme pfepsat na tvar (podle ¢asti
Lemmatu je z = f(x) > 0 pro vSechna = € R)
lim n({z—1)=f"(z)=g(2), z€(0,+0),

n—oo

coz jsme chtéli dokazat. O

Predchozi diikaz jsme provedli podle navodu z [9], strana 118. Tento névod

jsme navic mohli pouzit k dikaztim Vét a|3.14]
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E6 = E2

Véta 3.14. Pro funkci f, kterd je inverzni k funkci g definované limitou ([2.3)),
plati rovnost ((1.3)).

Dikaz. Diikaz provedeme analogicky jako dikaz Véty [3.13] V diikazu Lem-
matu 2jsme ukézali, Ze posloupnost {n (/z — 1)}, je pro kazdé z > 0 ne-
rostouci pro v8echna pfirozend ¢isla n. Jsou tak splnény pfedpoklady Véty [D.15]
podle které pro funkci g a vSechna prirozena k plati

g(2) <k(Vz—1), z€(0,400).

Tato nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

<1+%>k§z, z € (0,+00),

na kterou mtzeme diky Lemmatu [I.5] aplikovat Vétu o limitnim pfechodu
v nerovnosti

k
lim <1+%Z)> <z z€(0,+00)

k—o00
a dale dokazme, ze v predchozim vztahu plati dokonce rovnost, tj.
9(2)

k
lim (1 + —) =z 2€(0,400). (1.108)
k—o0 k

Diikaz rozdélime do nékolika c¢asti.

I) Rovnost ([1.108)) plati podle ¢asti Lemmatu 2, Poznamky 2
a ¢asti (i) Tvrzeni pro z = 1. A podle Lemmatu 2 a definice Cisla e
rovnost ([1.108)) plati i pro z = e.

IT) Pro libovolnd ésla y,z € (0,+00) s vyuzitim Lemmatu 2[1.9 a Lem-

matu [L.10] plati

i (14257 ) = (i (10 52) ) (i (1 57) ) o

III) Z rovnosti (1.109) ihned dostdvame dosazenim y = z platnost

i (1 2E0) = (i (14 20)Y)
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Necht dale plati pro k£ € N, k > 2 rovnost

BN\ " ny k
lim (1+g<z >) - (hm (1+g(z)) ) ,
n— 00 n n— o0 n
pak odtud a z (|1.109) plyne
E+1\\ " k "
lim (1+—g(2 )> ~ lim (1+—g(2 Z)) -
n—00 n n—oo n

(i (22 ) o (0 282) ) = (e 222))

takze jsme pomoci matematické indukce dokézali rovnost

lim (1+M)n: (lim (1+¥)n)q, qgeN, z€(0,+00). (1.110)

n—00 n n—00

Do rovnosti ((1.110]) po dosazeni z = e s vyuzitim ¢asti I) dostavame platnost

q n
lim (1+9(6 )) =e?, g€EN. (1.111)

n—o0 n

IV) Podle ¢asti Tvrzeni 2. a Poznamky 2{2.16| pro r, s € N plati

9(:5) = 29(x) = 29 (), z€ (0, +00),

coz vyuzijeme v nasledujicim vypoctu:

lim <1+M> = lim \3/(1+M) )
n—o00 n n—o0 SN

o0

O\ ST
Posloupnost { (1 + %) } je zfejmé vybranou posloupnosti z posloupnosti
n=1

n

{(1 + M) } , ktera ma podle Lemmatu vlastni limitu, takze podle
n=1
Véty plati

n—00 SN n—o0

lim (1 + 4 (er))m — lim (1 + 9 (eT))n. (1.112)
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Podle c¢asti Tvrzeni m pro vSechna r € N plati ¢" > 1, takze z ¢asti ({i)
Tvrzeni 22.1] a Poznamky 2 proto plyne g (e") > 0 pro dané r € N. Pro

. ’ /w7 . a sn v/ Voo v v
vSechna prirozena n a dana cisla r, s € N je <1 + %) > (, ¢imz jsou spolec¢né

s (1.112) a Lemmatem 2[1.4] splnény piedpoklady Véty [D.11] takze plati

lim \S/<1+g(6)> :\S/lim <1+g(e)> Z\S/G_T:eg,
n—o00 SN n—o0 n

kde jsme ve druhé rovnosti vyuzili (1.111)) a ziskali jsme tak

lim (1 n M) — ¢ reQr>0. (1.113)

n—oo n

V) Necht x € Q, 2 < Opakproy = —z jey € Q, y > 0 a s vyuzitim pFedchozi
Casti IV), ¢asti (i) Tvrzeni 2.19, ¢asti Lemmatu 2[1.2] a Pozndmky 2

obdrzime

Z\\ N 1\ "
lim (1—1—@) = lim (14_&) — lim <1+g(ey)> _
=0 n n—00 n n—00 n

)\ " 1 1
= lim (l_g(€)> = () n:—y:é’_yzexa
n—oo
" lim (1+&> ¢
n—00 n

takze spole¢né s rovnosti (1.113)) (tj. pro x € Q, = > 0) a ¢asti I) (tj. pro z = 0)
plati

: g€\ _ .
lim (1+——2) =€, z€Q. (1.114)
n—00 n
VI) Podle Véty existuji pro dané realné cislo = racionalni ¢isla u; <
uy < ug < ... tak, ze lim u,, = z, a racionalni ¢isla v; > vy > v3 > ... tak, Ze

n—oo

lim v, = x. Pro vSechna ptirozena k proto podle Vét |D.14|a|D.15] jejichz pred-

n—oo
poklady jsou ziejmé splnény, plati dvojice nerovnosti vy < x < vg. S ohledem

na Tvrzeni [2.58 je déle e < e” < e a podle Tvrzeni 2[2.3] a Poznamky 2
je proto

g(e") <g(e”) <g(e™),

odkud ihned pro vSechna prirozena cisla n plyne dvojice nerovnosti

<1+g(z“’“)>" < (IJFQ(:E))”S <1+g(z”’“))”'
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Diky Lemmatu (|1.5) mtiizeme na predchozi dvojici nerovnosti aplikovat Vétu
o limitnim pfechodu v nerovnosti a ziskdme

lim <1+M)n < lim (1+@)ng lim (1+M)n>

n—00 n n— 00 n n—00 n

coz muzeme podle predchozi ¢asti V) prepsat na dvojici nerovnosti

e < lim (1 + M) < e

n—o0 n

platici pro kazdé prirozené k. Protoze je lim w, = lim v, = z, tak z Véty |D.9
n—oo n—oo

o limité seviené posloupnosti dostavame platnost

lim (1 G )) — ¢, zeR (1.115)
n— oo n
Pro funkci f(x) = e je podle ¢asti (iil) Tvrzeni @ Ry = (0,+00), takze
z rovnosti ({1.115)) ihned plyne dokazovana rovnost @ :
Pro uplnost jesté dodejme, ze funkce g(z) je definovana pouze pro z > 0
a nabizi se tedy otédzka, jestli ma proto vyraz g(e*) smysl. Podle ¢asti (i
Tvrzeni je ovSem e” > 0 pro kazdé x € R, a proto mé vyraz g (e*) smysl. [

E3 = E1
Véta 3.15. Funkce [ definovand vztahem splnuge rovnici a pod-
minku (1.9).

Diikaz. Platnost rovnice (1.1]) pro funkei (1.4) jsme jiz dokéazali v Tvrzeni
a nyni dokadzeme nerovnost (|1.2)). Pfimo z definice funkce f definované vzta-
hem (|1.4]) ihned plyne

o $k x© Lk
f)y=) =1+a+) o0
k=0 k=2

takze zfejmé plati

© _k
f(x)—l—x:Z%>O pro z >0,
k=2
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neboli
f(x)>1+x pro x> 0. (1.116)

Vynéasobme rovnost (1.4)) vyrazem (z — 1) a upravujme:

1! 21 3! (1.117)

1
TS L (1 1

kde tfeti rovnost plati diky Vété|D.45| jejiz pfedpoklad je splnén, nebot fada ((1.4)

(a tedy i fada Z %

k=0 i
podle Lemmatu [1.11] Z (1.117)) déle plyne

1+f(m)($—1):x2(%—l)+x3(l‘—i)+.... (1.118)

Protoze pro vSechna k € N plati

L1k,
Eoo(k+D! (B+1) 7

) je absolutné konvergentni pro vSechna =z € R

plyne z rovnosti (1.118))
1+ f(x)(x—1)>0 pro = > 0.

Tuto nerovnost vynasobime f (—z) pro > 0 (nerovnost se diky ¢asti Lem-
matu nezméni) a dostaneme

f(=x)+ f(x) f(=z)(x—1) >0 pro = > 0.
S pouzitim rovnice ([L.1)) a ¢asti (i) Lemmatu ziskdme
f(=x)+ (x—=1)>0 pro z >0,

neboli
f(=z)>1—2x pro x>0,
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coz je ekvivalentni s
f(x)>1+x pro z <0. (1.119)

Celkové tak ze vzahu (1.116) a (1.119)) a ¢asti (i) Lemmatu dostédvame

VeeR: f(x)>1+ux. O

Poznamka 3.16. Misto platnosti podminky ((1.2) pro feSeni rovnice (|1.1]) jsme
mohli ukézat, Ze je splnéna jind podminka (ktera je podle Tvrzeni s touto

] : ] . fle) =1 )
podminkou ([1.2)) ekvivalentni), a sice :lvlir(l) = 1. Plati
>k >k
x x
Y1 il
o Xm P —
. f(z) Qi k=0 i k=1 T rr
lim = lim —— = lim = lim =1,
z—0 T z—0 T =0 I z—0 k!

kde prvni, druha a tfeti rovnost jsou zfejmé a zbyva ovérit ctvrtou rovnost.
Definujme funkci

0 k-1 k-1
go) =) =1+ . z€R
k=1 k=2
. o xk;_l o0 ,’L‘k_l 1 [e'e) (L‘k
Rada Z o ziejmé konverguje pro x = 0 a pro x # 0 je Z T Z "k
k=1 k=1 k=1

pficemz fada (1.4]) je konvergentni podle Tvrzeni m pro vsechna z € R,_takie
zkoumana fada mé polomér konvergence +oo. Podle Véty je proto funkce
g spojitda na R a z definice spojitosti tak dostavame

0 Ok—l

i%g(f)=g(0)=1+; =L

coz jsme chtéli dokazat.

To je evidentné kratsi postup nez ditkaz platnosti podminky , na druhé
strané pro Definici E1 jsme zvolili pravé podminku a nikoli podminku
v podobé limity (1.37), takZe jsme (pracnéji) dokazovali pravé platnost pod-

minky (L2).
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E3 = E4
Véta 3.17. Funkce definovand mocninnou tadou (1.4)) spliuje diferencidalni rov-
nici (1.5) a pocatecni podminku (1.6)).

Diikaz. Platnost podminky (1.6]) jsme dokézali v ¢asti ({i)) Tvrzeni a platnost
rovnice (1.5) v Tvrzeni [2.39] viz vipocet (1.68)). O

E4 = E1

Véta 3.18. Funkce f, kterd je teSenim diferencidlni rovnice (L.5)) s pocatecni

podminkou (1.6)), vyhovuje rovnici (L.1)) a spliiuje podminku (1.2)).

Diikaz. Platnost rovnice ((1.1)) jsme dokazali v Tvrzeni a platnost pod-
minky (L.2) v Tvrzeni[2.51] ]

E4 = E2
Véta 3.19. Pro teseni diferencialni rovnice (1.5) s danou pocdtecni podmin-

kou (1.6)) plati
f(z) = lim <1—|—§> , rx€eR

n—o0

Diikaz. Plyne z Véty a faktu, Ze feSeni diferencialni rovnice (1.5)) s po¢atecni
podminkou ([1.6]) je podle Véty jednozna¢né urcené. ]

Pozndmka 3.20. Protoze dikaz Véty vyuziva Vétu tak s ohledem na
Poznamku (3.10] neni dikaz Véty viibec snadny a snazsi diikaz opét vede
pfes jiz dokdzané implikace E2 = E1 a E1 = E4 (a tranzitivitu implikace), viz

Lemma a Vétu 3.3 a déle pfes Vétu

E4 = E3

Véta 3.21. Pro teSeni diferencialni rovnice (1.5) s danou pocdtecni podmin-

kou (1.6]) plati
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Diikaz. Jednou z metod feseni diferencialnich rovnic je metoda feseni pomoci
mocninnych fad, kterou pouzijeme. Hledejme proto feSeni rovnice ((1.5)) s pocé-
teéni podminkou ((1.6) ve tvaru

[e.9]

> aat. (1.120)

k=0

Z podminky y (0) = 1 ihned plyne ag = 1. Derivujeme-li uvnit¥ intervalu kon-
vergence (o kterém zatim nic nevime, takze derivovani je v tuto chvili pouze
formélni) podle Véty o derivaci mocninné fady fadu ([1.120)), dostaneme

o0 / o0 o0
(Z akxk> = Z apkzt 1 = Z aps1 (k+1 "
k=0 k=1 k=0

a tento vysledek nyni dosadime do rovnice v’ = y a ziskdme rovnost

o0 o0

k
g ag+1 (kK +1 g apx”.
k=0 k=0

Neznamé koeficienty ur¢ime pomoci metody neurcitych koeficientti, takze se musi
rovnat koeficienty u stejnych mocnin proménné z. Musi tedy platit

Vk e N: akH(k—i—l):ak, CL0:1.

Resenim této rekurentni rovnice je

takze hledané Teseni je proto

ok

x

>

k=0
Tato fada konverguje (viz Tvrzeni|1.12)) pro vSechna x € R, jeji polomér konver-
gence je tedy +oo a vysSe provedena derivace fady ¢len po ¢lenu byla opravnéna
jen na intervalu kovergence, tedy na intervalu (—oo, +00). Vzhledem k intervalu
(—00, +00) je nalezené FeSeni rovnice (1.5)) s podminkou (1.6) maximélni.

Zbyvéa otéazka, zda neexistuje feSeni rovnice 3y’ = y s pocateéni podminkou

y (0) = 1, které nelze zapsat jako mocninnou fadu (nalezené feSeni ve tvaru
mocninné fady je diky metodé neurcitych koeficienti urcené jednoznacné mezi
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mocninnymi fadami, tzn. zadné jiné Teseni ve tvaru mocninné fady jiz urcité
neexistuje). Diky korektnosti Definice E4 (viz Vétu vsak vime, Ze FeSeni
rovnice y' = y s pocateéni podminkou y (0) = 1 je urené jednoznacné, a tudiz
nalezené reseni je jediné mozné. [
Nyni by méla na fadu pfijit implikace E4 = E5, k jejimuz dikazu vsak budeme
potfebovat implikaci opac¢nou, proto implikaci E4 = Eb zaradime az po implikaci
E5 = E4.

E4 = E6

Véta 3.22. Funkce g, kterd je inverzni k funkci f, kterd je resenim diferencidlni
rovnice (L.5)) s pocddtecni podminkou (1.6)), vyhovuje diferencialni rovnici (12.5))
a splriiuje podminku (2.6)).

Diikaz. Podle ((1.34) a (|1.35)) pro funkei f plati
f@) =G (= +G), weR,

kde G~! je inverzni funkce k funkci G, ktera je definovana na intervalu (0, +o00)
a pro kterou na tomto intervalu plati G’ (z) = % Z predchozi rovnosti a ¢asti

Tvrzeni pro funkci g = f~! vyplyva
g(Z):G(Z)—G(1)7 Z€(07+OO)7

odkud pro derivaci v kazdém bodé z, z € (0, +00) dostavame

1
g'(2) =G (2) = -,
z
coz je presné diferencidlni rovnice (2.5)).
ProtoZe je g = f!, tak z pocateéni podminky ([1.6) ihned dostdvdme pod-
minku ((2.6)). O

Pozndmka 3.23. Vétu lze dokézat jesté jinym zpusobem: Podle Véty
o derivaci inverzni funkce, jejiz pfedpoklady jsou splnény diky diferencialni rov-
nici , diky casti Tvrzenim (resp. jiz pti dikazu ¢éasti téhoz tvrzeni
jsme ukazali, ze f(z) # 0) a diky Tvrzen{ 2.47 plati

—_
—_




pri¢emz tato rovnost plati pro kazdé x € R, nebot podle Véty je funkce f
definovana na R. Z predchozi rovnosti po substituci z = f (z) obdrzime pfesné

diferencialni rovnici (2.5)), nebot podle ¢asti Tvrzeni je Ry = (0, +00).
Protoze je g = f~1, tak z pocate¢ni podminky ([1.6]) ihned dostavdme pod-

minku ((2.6)).

E6 = E4

Véta 3.24. Funkce f, kterd je inverzni k funkci g, kterd je resenim diferencidlni
rovnice (2.5 s pocdtecni podminkou (2.6)), vyhovuje diferencidlni rovnici (|1.5))
a splriuje podminku ((1.6)).

Diikaz. Podle Véty [D.33] o derivaci inverzni funkee, jejiz pfedpoklady jsou spl-
nény diky diferencidlni rovnici (2.5)), diky Tvrzeni 2[2.3]a Poznamce 2 plati

F(9() = =1 =2,

pfi¢emz tato rovnost plati pro kazdé z € (0,400), nebot podle Véty 2 je
funkce ¢ definovdna na intervalu (0, +o00). Z pfedchozi rovnosti po substituci
r = g(z) obdrzime piesné diferencidlni rovnici (1.5)), nebot podle ¢asti (i)

Tvrzeni 2 a Poznamky 2 je Ry = (—o0, +00).

Protoze je f = g~1, tak z pocatetni podminky (2.6 ihned dostavdme pod-
minku (1.6)). O
E5 = E1

Véta 3.25. Funkce e* vyhovuje rovnici (1.1) a podmince ((1.2)).
Diikaz. Splnéni rovnice ((1.1)) jsme ukézali jiz v Tvrzeni a splnéni pod-

minky (1.2]) vyplyva z Tvrzeni a Tvrzeni 2.60} ]
E5 = E3

Véta 3.26. Pro funkci e® plati

T __
e’ = g T x e R.
k=0

Diikaz. Diky ¢astem (i) a Tvrzeni|2.56, dale diky Tvrzeni a Tvrzeni[2.63]
1ze ditkaz provést uplné stejné jako dukaz Véty [3.1] O
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Pozndmka 3.27. Vzhledem ke stejnému zptisobu dikazu Vét a by se
mohlo zdat, Ze nejsnazsi cesta k dikazu implikace E5 = E3 vede pres Eb = E1
a E1 = E3 (a tranzitivitu implikace). Neni tomu tak — porovname-li potfebna
tvrzeni k diikaztim Vét [3.1] a[3.26] tak vidime, ze k dikazu implikace E5 = E3
pies E5 = E1 a E1 = E3 je potieba navic Tvrzeni 2.8

E5 = E4
Véta 3.28. Funkce e* wvyhovuje diferencialni rovnici (1.5) a pocdateéni pod-

mince (|1.6).
Diikaz. Platnost podminky (1.6]) jsme dokézali v ¢asti ({i)) Tvrzeni a platnost

rovnice (|1.5) v Tvrzeni [2.63] O
E4 = E5

Véta 3.29. Resenim diferencidlni rovnice (1.5)) s pocdtecni podminkou (1.6]) je
funkce €.

Dikaz. Plyne z Véty a faktu, Ze FeSeni diferencidlni rovnice ([1.5)) s poc¢éatecéni
podminkou ([1.6]) je podle Véty jednoznacné urcéené. O

E5 = E6
Véta 3.30. Pro funkci g, kterd je inverzni k funkci e®, plati rovnost (2.3)).

Diikaz. S ohledem na Poznamku po Definici Lb mame dokazat rovnost

lim n({/z—1) =logz, z€ (0,+00).

n—o0
Zvolme z > 0 libovolné a polozme = = logz (podle ¢asti ({il) Tvrzeni 2
a Poznamky 2 je © € R), takZe je z = e”. K dtikazu ptfedchozi rovnosti tak
staci dokazat

lim n({b/e_$—1> =z, xz€R (1.121)

n—oo

Dutkaz se provede uplné stejné jako dikaz rovnosti (1.106) ve Vété |3.13] ke
kterému byly potieba vlastnosti, které jsme jiz dokazali v Tvrzeni [2.55| ¢asti (i

Tvrzeni [2.56] ¢asti Tvrzeni v Tvrzeni a v Lemmatu 2[1.4] O
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E6 = E5
Véta 3.31. Funkce e* je inverzni k funkci g definované limitou ([2.3)).

Diikaz. Podle definice inverzni k funkce, definice funkce ¢, podle ¢asti Tvr-
zeni 2 a Poznamky 2 mame dokéazat

limn(W—l)zx, r eR,

n—oo

coz je ovSem pfesné rovnost (|1.121)), kterou jsme jiz dokazali ve Véte O

Zbvyvajici implikace E1 = E5, E3 = E5, E3 = E6 a E6 = E3 se nam nepodarilo
dokazat ptimo. Jejich diikazy vSak jiz mame diky dokdzanym implikacim (a diky
tranzitivnosti implikace). V nékterych pifipadech méme hned nékolik moznosti
na vybér, jak zatim nedokézanou implikaci dokazat, avsak my uvedeme pouze
jednu moznost, a to takovou, ktera podle nas poskytuje nejjednodusi cestu, jak
danou implikaci dokazat.

El = E5

Véta 3.32. Pro funkci f splriugici rovnici a podminku plati f(x) = €,
r € R.

Diikaz. Thned plyne z dokazanych implikaci E1 = E2 a E2 = E5 dokazanych
v Lemmatu [I.8 a Vété [3.12 a z tranzitivnosti implikace. O

E3 = E5

Véta 3.33. Funkce f definované radou plati f(x) =€*, x € R.
Diikaz. Thned plyne z dokdzanych implikaci E3 = E2 a E2 = E5 dokazanych ve
Vétach a a z tranzitivnosti implikace. O

E3 = E6

Véta 3.34. Funkce g, kterd je inverzni k funkci f definované radou , vy-
hovuje rovnici (2.1) a podmince (2.2)).

Diikaz. Thned plyne z dokdzanych implikaci E3 = E1 a E1 = E6 dokazanych ve
Vétach a a z tranzitivnosti implikace. O
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E6 = E3

Véta 3.35. Pro funkci f, ktera je inverzni k funkci g splnujici rovnici
a vyhovujict podmince , platy

Oox
D=2 g @

Driikaz. Thned plyne z dokézanych implikaci E6 = E1 a E1 = E3 dokazanych ve
Vétach [3.1) a[3.5] a z tranzitivnosti implikace. O

V tuto chvili mame dokézanych vsech 30 implikaci mezi Sesti definicemi expo-
nencialy. VSechny definice pro exponencialu jsou proto ekvivalentni.

Pozndmka 3.36. Pii dikazu nékterych implikaci (napf. E4 = E2) jsme uzili
nasledujici obrat: nejprve jsme dokazali implikaci E; = E; (1,7 = 1,2,...,6,
i # j) aimplikaci E; = E; jsme dokazali pomoci jiz dokédzané implikace E; = E;
a faktu, ze je funkce v Definici E; urcend jednoznacné. V pripadé implikace
E4 = E2 jsme tento obrat pouzili, protoze nas jiny diikaz nenapadl. Tento obrat
jsme vSak samoziejmé mohli pouzit k dikazu celé fady dalsich implikaci, napft.
E3 = E1, E4 = E3, atd.

Pozndmka 3.37. Celou dobu jsme se snazili o pfimé dikazy implikaci (ne vzdy
se ndm to povedlo), avSak v nékterych ptipadech byl diikaz bud obtiZzny nebo
dlouhy. Jak jsme jiz uvedli, k dikazu implikace A = C je mozné pouzit napf.
implikace A = B a B = C (a tranzitivitu implikace) a muze se stat, Ze takovy
dikaz bude snazi nebo kratsi nez diikaz pfimy (viz napf. Poznamku [3.10). Nyni
uvedme jesté jednu moznost dikazu ekvivalence definic.

Nejprve je potieba dokazat, ze funkce v Definici A existuje. Pak je potreba
védét, ze funkce v dalsich dvou Definicich B a C jsou urcené jednoznacné a dale
je potfeba dokazat implikace A = B a A = C. Z téchto podminek jiz nutné
plyne, ze Definice B a C jsou ekvivalentni. Ukazme si to na konkrétnim piipadeé:

Dokazali jsme, 7ze E4 = E2 a E4 = E3 (Véta a Véta [3.21)), a protoze
podle Véty FeSeni rovnice y' = y s pocateéni podminkou y(0) = 1 existuje
na celém R, musi pro vSechna z € R platit (funkce z Definic E2 a E3 jsou
samoziejmé jednoznacné urcené)

i () =2 g
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coz je tedy jiny dikaz ekvivalence definic E2 a E3, nez jaky jsme podali ve
Veéte . Nicméné diukaz Véty byl velmi néro¢ny (Poznamka , takze
puvodni ditkaz Véty je vhodnéjsi nez zde navrhovany dikaz.

Ovsem dtikaz ekvivalence Definic E2 a E4, ktery byl podle Poznédmek [3.10]
a [3:20] velmi obtizny, se timto obratem da provést mnohem jednoduseji: Do-
kézali jsme, ze E1 = E2 a E1 = E4 (Lemma a Véta , dale vime, ze
funkce v Definici E1 existuje (Véta , a podle véty o jednoznacnosti limity
(Véta a Véty jsou funkce z Definic E2 a E4 urcené jednoznac¢né. Odtud
tedy dostame, ze Definice E2 a E4 jsou ekvivalenti. Tak jsme se navic vyhnuli
obtiznému pojmu stejnomernd konvergence poslupnosti funkci, ktery jsme jinak
potfebovali (v Tvrzeni , avSak za cenu, Ze zde uvazovany zpusob dikazu je
velmi dlouhy.
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Kapitola 2

Logaritmus

V celé kapitole budeme postupovat v podstaté iplné stejné jako tomu bylo v pii-
padé exponencialy.

Definice L1. Funkci g, kterda vyhovuje funkcionalni rovnici

9(zy) = g(x) + 9(y), z,y € (0, +00) (2.1)
a podmince
glz) <z -1, z€(0,+), (2.2)

nazyvame logaritmus.

Definice L2. Logaritmem nazyvame funkci definovanou nasledujicim zptisobem

g(z) = lim n (Y —1), z€(0,+00). (2.3)

n—oo

Definice L3. Logaritmem nazyvame funkci definovanou nasledujicim zptsobem

Tdt
g(x) = 5 TE€ (0, +00). (2.4)
1
Definice L4. Logaritmem nazyvame funkci, kterd je maximalnim fesenim dife-
rencialni rovnice

1
== 2.5
V== (2.5)
s pocatecni podminkou

y (1) =0. (2.6)

Definice L5. Inverzni funkci k exponencidle nazyvame logaritmus.
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Pozndmka. V celé praci budeme pod oznacenim log x mit na mysli pouze funkci
z Definice L5 ve smyslu inverzni funkce k funkci e* (i kdyz jde o ,jobecné“
oznaceni logaritmu).

Pozndmka. Definice logaritmu jsme fadili tak, aby si odpovidali s definicemi
exponencialy. A pfi prvnim pohledu je jasné, ze zde chybi definice pomoci moc-
ninné fady, resp. fady Taylorovy. Je to proto, ze Taylorova fada pro logaritmus
v bodé jedna je

3 (-1 —<x_kl)k, 0<z<2

0o
k=1

a tedy neni definovana pro kazdé = € (0, +00), a proto se nehodi k definici loga-
ritmu. Protoze odvozeni Taylorovy fady v této praci nepotiebujeme, nebudeme
jej délat a ¢tenare odkazujeme napi. na strany 298 — 299 v [9].

Pro dplnost dodejme, ze zde na prvni pohled chybi definice pomoci obecné
mocniny, tak je vSak skryta v Definici L5.

2.1 Korektnost definic

Korektnost Definice L1

Definice L1 bude korektni, jestlize funkce s pozadovanymi vlastnostmi existuje
a jestlize takova funkce existuje pouze jedna.

Véta 1.1. Ezistuje prdvé jedna funkce g : (0,4+00) — R vyhovujici funkciondlni

rovnici a podmince (2.9).

Diikaz. Dikaz je obsazen v Lemmatech .4 [1.7, 1.8 a[1.9] O

V nasledujicich lemmatech dokazeme Vétu a pii tom odvodime nékteré
vlastnosti logaritmické funkce (které jsou pro dikaz Véty potieba). Pozdéji
odvodime nékteré dalsi vlastnosti logaritmu.

Lemma 1.2. Pro kaZdou funkci g splnugjici rovnici plati:

> = —g () pro vSechna x € (0, +00);
)

= ng (x) pro vSechna x € (0,+00) a pro vSechna n € N.
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Diikaz.
(i) Dosadime-li y = 1 do rovnice (2.1)), ziskdme rovnost g (z) = ¢ (z) + g (1),
ktera mé platit pro vSechna x > 0 a ze které ihned plyne g (1) = 0.
(ii) Dosadime-li y = 1, 2 > 0 do rovnice (2.1), ziskime s ohledem na jiz
dokéazanou vlastnost (fi) rovnost

0=sW=g (s 1) =a+s(3). ve0+o0),

ze které trivialné vyplyva dokazovana vlastnost.

(iii) Tuto vlastnost dokdZeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 uve-
dend vlastnost plati trivialné. Necht pro & € N plati ¢ (:17’“) = kg (x), pak
s vyuzitim funkcionalni rovnice (2.1)) obdrzime

g(@*) =gz -2") =g@)+g(*)=g@@)+kg(z)=(k+1)g(z). O

Poznamka 1.3. Vsimnéme si, ze k dikazu predchoziho lemmatu nebyla viibec
potieba podminka ([2.2)). To je rozdil oproti diikazu Lemmatu 1 ke kterému

podminka ((1.2)) byla potfeba.

Lemma 1.4. Pro kaZdé redlné cislo x > 0 existuje vlastni limita

lim n (Y —1). (2.7)

n—oo

Diikaz. Zvolme pevné x > 0 a zkoumejme posloupnost a,, = n ({/x — 1), n € N.
Pouzijeme AG-nerovnost (Tvrzeni|D.2)) ve tvaru

n+1
artag+ ...+ ay + Gpy
103 . .. Aplpy1 < )

n+1
kde a; = ay = ... = a, = /x, a,.1 = 1. Pak totiz plati
" nﬁ+1 n+1
n < (VTS
varas (ST
e nw+1 n+1
- n+1 ’
n/x +1
n+1 <
V< n+1 "’

(n+1) "Wz <nyz+1,
(n+1)("Vz—1) <n(Yz-1),
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neboli a,,1 < a,. Posloupnost {a,} je tedy nerostouci pro vSechna n € N
a vSechna x > 0 (volba pevného x byla totiz libovolnd). Proto je posloupnost
{a,} shora omezena (svym prvnim ¢lenem).

Pro z > 1 je /z > 1, a proto je a, > 0, takZe posloupnost {a,} je omezen4
pro x > 1. Podle Véty tak pro pevné zvolené x > 1 existuje vlastni limita

lim n(C/E— 1).

n—oo

Necht je dale 0 < z < 1. Definujme y = %, proto je y > 1. Plati

1 1 -1
a4, =n (V-1 :n(%—1>:n( —1>= n(G—1). (28
( ) y o o (Vy—1). (2.8)
Podle casti Véty [D.58 je lim /y = 1, takze z Véty |D.7] o limité podilu

n—oo

ihned dostavame lim = —1. Jiz vime, Ze pro y > 1 existuje vlastni limita
n—00 {y@

lim n (/y — 1), takze z Véty |D.6|o limité soucinu aplikované na ([2.8)) dostavame
n—oo

existenci vlastni limity lim n ({/z —1) ipro 0 <z < 1.
n—oo

Zbyva moznost 2 = 1, pro tuto hodnotu je /= = 1 a tedy a, = 0 a rovnéz
lim a, =0 (neboli i pro z =1 je zkoumana limita vlastni).

n—oo

Celkové jsme tak dokazali, ze pro kazdé redlné x > 0 existuje vlastni limita
lim n (C/E — 1), nebot volba pevného x byla zcela libovolna. ]
n—oo

Jiny ditkaz monoténie posloupnosti {n ({/z — 1)} -, lze nalézt v knize [9],
strana 99.

Pozndamka 1.5. Existence n-té odmocniny neni nikde zarucena, takze pred zave-
denim logaritmu pomoci Definice L1 (a rovnéz L2) je potfeba se vénovat n-té
odmocniné. Viz Definici [D.56] Vétu a Vétu

Poznamka 1.6. Je zajimavé porovnat monoténii posloupnosti a, = (1 + %)n,
n € N z Lemmatu 1[1.5 a monoténii posloupnosti b, = n(/z —1), n € N
z Lemmatu Zatimco je posloupnost {a,} -, monoténni az od ur¢itého pii-
rozeného ¢isla ngy (takového, ze pro dané =z € R je ny > |z|), je posloupnost
{b,}.>, monoténni pro vSechna pfirozend ¢isla. S ohledem na dikaz monotdnie
posloupnosti {a, },- , jesté uvedme, Ze tato posloupnost je pro z > 0 monoténni
pro vSechna prirozena cisla.

Lemma 1.7. Pro funkci g spliujici rovnici (2.1) a podminku (2.2) plati

g(z) = lim n (Yz —1), z€(0,+00). (2.9)

n—oo
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Diikaz. Zvolme x € (0,4+00) pevné. Z podminky (2.2)) a ¢asti Lemmatu

g g X X ’

tuto nerovnost vynésobime —1 a spolu s podminkou (2.2) dostaneme dvojici
nerovnosti

1
l—-—<g(x)<z-—-1 (2.10)
T
Do vztahu (2.10) dosadme {/x za x:
<g (V)<Yo -1

1—

1
x
Ptredchozi nerovnosti vynasobime c¢islem n a jesté pouzijeme cast Lem-
matu [[.2}

n<1—;§)gg(x)gn(%—1), (2.11)

kde jsme navic pouzili rovnost ({/7)" = .
ProtoZe plati lim {/z = 1 (viz ¢ast Véty D.58)), tak jesté s ohledem na
n—o0
Lemma [1.4] jsou splnény predpoklady Véty [D.7]o limit& podilu, kterou pouzijeme
pro prvni vyraz v (2.11f) a obdrzime

o limn(C/E—l)
hmn(l—%>—hm n(Yr—1) _ oo -

Yr) e Yz lim Yo (2.12)

n—oo

n—o0

= lim n({’/%—l).

n—oo

Nyn{ mtuZeme pouzit Vétu [D.9] o limité seviené posloupnosti, jejiz predpoklady

jsou diky (2.12)) a diky Lemmatu |1.4|splnény, na nerovnosti ([2.11)), ¢imz ziskame
dokazovanou rovnost (2.9)).

Volba pevného z byla zcela libovolna, takze rovnost (2.9)) plati pro vSechna
z € (0,+00). O

Lemma 1.8. Ezistuje nejvyse jedna funkce, kterd vyhovuje funkciondlni rov-

nici (2.1) a podmince ([2.2]).

Diikaz. Na predchozi lemma staci aplikovat jednoznacnost limity (Véta[D.3)). O
Lemma 1.9. Funkce g definovana predpisem (2.9) vyhovuje rovnici (2.1) a spl-
nugje podminku (2.2)).
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Diikaz. Pro libovolna ¢isla x,y > 0 podle ¢asti (fi) Véty plati
n(Yry—1) = fy-n(Ve-1)+n(y—1),

a protoze podle ¢asti (iii) Véty [D.58|je lim {/y = 1, tak jesté s ohledem na
n—oo
Lemma [I.4] jsou splnény predpoklady Véty [D.6 o limité souctu a souéinu, diky

které plati rovnost

lim n(Yzy — 1) = lim n(C/E—l)+7}Lrglon(\’7§—l),

n—oo n—oo

coz je presné funkcionalni rovnice (2.1)).
Déle pro libovolné z > 0 pouzijeme AG-nerovnost (Tvrzeni[D.2)) ve tvaru

a1+a2+...+an>”
n )

alag...an§<

kde a; = x, as = a3 = ... = a, = 1. Pak totiz plati

x§<Ln—1) :(Hx—l) ,
n n
x—1

Ve <1+ :
n

n ({L/E — 1) <z-—1.
Na posledni nerovnost mtizeme diky Lemmatu[1.4] aplikovat Vétu o limitnim
prechodu v nerovnosti a ziskdme tak pfesné podminku ([2.2)). O

V tuto chvili je diikaz Véty dokonden a Definice L1 je korektni.

Korektnost Definice L2

Aby definice L2 byla korektni, je potfeba dokazat, ze limita (2.3) existuje a je
vlastni pro vsechna z > 0. Existence vlastni limity vSak jiz byla dokdzana v Lem-

matu [L4

Korektnost Definice L3

Aby definice L3 byla korektni, je potfeba dokézat, Ze urcity integral (2.4) exis-
tuje.

Véta 1.10. Urcity integrdl (2.4) existuje.

Dikaz. Funkce t — % je na intervalu (0, +00) zfejmé spojita, ur¢ity integral (2.4))
proto podle Véty existuje. O
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Korektnost Definice L4

Definice L4 bude korektni, pokud existuje pravé jedno maximéalni feSeni diferen-
cidlni rovnice (2.5)) s po¢atecni podminkou (2.6). To dokdzeme ve Véts [1.11]

Vé&ta 1.11. Resent diferencidlni rovnice (2.5) s pocdtecni podminkou (2.6]) exis-
tuje na intervalu (0, +00) a je na tomto intervalu uréeno jednoznacneé.

Diikaz. Maximalni intervaly, na kterych je (realnd) funkce x +— % definovana,
jsou (—00,0) a (0,+00). Vzhledem k podmince vsak sta¢i uvazovat jen
interval (0, +00), ktery ozna¢me I.

Diferencialni rovnice s pocatecni podminkou neznamena nic jiného
nez ze hledame primitivni funkci k funkci %, ktera ma v nule funkcéni hodnotu
jedna.

Funkce x — % je na intervalu I zfejmé spojita, proto k ni na tomto inter-
valu existuje primitivni funkce podle Véty Tim jsme dokazali existenci
feSeni diferencialni rovnice na intervalu (0, +00) a vzhledem k tomuto in-
tervalu, coz je maximalni interval, kdy ma rovnice (s ohledem na pocatecni
podminku ([2.6)) smysl, je FeSeni diferencialni rovnice maximalni.

Reseni diferencialni rovnice s pocate¢ni podminkou je jednoznacné,
nebot ze vSech primitivnich funkei k funkci % stac¢i vybrat tu, kterda ma v nule
funkéni hodnotu jedna. [

Poznamka 1.12. Ukazme jesté jiny zptsob, jak dokazat jednoznac¢nost feSeni
diferencialni rovnice (2.5 s po¢ateéni podminkou ([2.6)). Necht funkce f a g vy-

hovuji rovnici (2.5) a podmince (2.6). Pak podle Véty o derivaci rozdilu
plati

1 1
(F=9) @) =J'@) g ()=~ =0
ProtoZe je derivace nulova, je rozdil f — g podle Véty konstantni funkce na
intervalu (0, 4+00). Po jednoduché tipravé proto pro vSechna x € (0,+00) plati
f(z) = K+ g(z), K € R. Z po¢éate¢ni podminky (2.6 ziskdme hodnotu K = 0,
a proto plati f = g.

8

Korektnost Definice L5

Definice L5 bude korektni, jestlize je exponenciala prostd na svém defini¢nim
oboru. To jsme jiz ukéazali v ¢asti (i) Tvrzeni 1, takze Definice L5 je korektni.
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2.2 Vlastnosti logaritmu

Odvozeni vlastnosti z Definice L1

Pfipomenme Lemma (1.2}
Tvrzeni 2.1. Pro funkci g splniujici rovnici a podminku plati:
(i) g(x) <0, z€(0,1);
(i1) g (z) >0, z € (1,400).
Diikaz.
(i) Plyne ihned z podminky (2.2)).
(ii) Cést (i) je evkivalentni s
—g(x)>0, x€(0,1)

a to je podle ¢asti (i) Lemmatu [1.2] evkivalentni s

1
g(_)>07 .TE(O,].),
x
coz je ziejmé evkivalentni s
g(z)>0, ze€(l,4+00). O

V nasledujicim tvrzeni opét nehraje podminka ([2.2) zadnou roli, stejné jako
v pfipadé Lemmatu

Tvrzeni 2.2. Pro funkci g spliiugici rovnici (2.1)) plati:

(i) g (g) =g (x) — g (y) pro viechna x,y € (0,4+00);

(ii) g (aP) = pg (x) pro vsechna x € (0,400) a pro vsechna p € Z;
(i1i) g (z") = rg(z) pro vSechna x € (0,+00) a pro vSechna r € Q.

Dukaz.
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(i) Podle ¢asti Lemmatu a rovnice (2.1)) pro vSechna z,y € (0,400)

plati
o(2)=o(e3) =s@+a(2) =9 -9

(ii) Pro p € N tvrzeni plati podle ¢asti Lemmatu[1.2} pro p = 0 dokazovana
rovnost plati trivialné podle c¢asti (i) Lemmatu Necht je p € Z, p < 0,

pak pro n = —p je n € N a podle casti a Lemmatu plati

1

9@ =g () =5 () = =9(a") = =09 (0) = pa ().

r
q

(iii) Zvolme t = x4, x > 0, p € Z, q € N, pak s vyuzitim pfedchozi ¢asti ({i)

obdrzime
qg9 (1) = g (t*) = g (+") = pg (x),
neboli
(2%) = 2o a)
g\r*)=-9g )
q

takze dokazovana rovnost plati pro vsechna z € (0,+00) a pro vsechna
reQ(r= §). O

Tvrzeni 2.3. Funkce g spliujici rovnici (2.1) a podminku (2.2) je rostouci na
intervalu (0, 400).

Diikaz. Protoze pro z > y > 0 plati % > 1, tak podle ¢asti Tvrzeni plati

nerovnost
T
g (_> > 07
Y

takze s ohledem na c¢ast Tvrzeni dostavame pro vSechna z >y > 0

g(x)>g(y).
A to je definice rostouci funkce. ]

Tvrzeni 2.4. Funkce g spliugjici rovnici (2.1) a podminku (2.2) je prostd na
intervalu (0, 400).

Dikaz. Jde o dusledek predchoziho Tvrzeni O
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Lemma 2.5. Pro funkci g vyhovujici rovnici (2.1) a podmince
. g(@)
il—{%x—l =1 (2.13)
plati
1
g (r) = = pro vdechna z € (0,+00).
x

Diikaz. Podle ¢asti ({if) Lemmatu [1.2] pro derivaci funkce g, ktera je FeSenim rov-
nice (2.1), v bodé 1 plati

—g(1
lim ) gy 9@ =9 gy g (2.14)
z—>1lx —1 21 z—1
Podminka (2.13)) je diky Vété o limité slozené funkce (jejiz predpoklady

jsou zfejmé splnény) ekvivalentni

1
lim gurTy (z+1)
x—0 €

=1. (2.15)
Pro pevné zvolené = € (0, +o00) plati
g(z+h)—g(x)

g(G+1) g5 .
B R i e S

8|3

kde prvni rovnost plati diky a diky Vété o limité slozené funkce
(jejiz predpoklady jsou zFejmé splnény), druhé rovnost diky trividlnimu pouziti
Véty o limité soucinu, tfeti rovnost diky c¢asti Tvrzeni a posledni
rovnost je pfimo definice derivace funkce g v bodé = € (0,+00). A protoze
volba pevného x byla libovolna, tak predchozi vypocet lze provést pro kazdé
z € (0,4+00). O

Tvrzeni 2.6. Pro funkci g vyhovujici rovnici (2.1) jsou nasledugici podminky
ekvivalentni:

(i) g(x) <z —1 pro vsechna x € (0,400);

o ng(x)
(1) 3151—%33—1 = 1.
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Diikaz. Necht plati ¢ast ({i), mizeme tak pouzit dvojici nerovnosti (2.10)) (k di-
kazu byla potieba ¢ast (i) Lemmatu a pravé podminka ({il)). Podle (2.10)
tedy pro funkci g plati

z—1

<g(x) <z —1 pro vSechna x € (0,+00).
x

Vydélenim predchozich nerovnosti vyrazem x — 1 pro x > 1 obdrzime

1_9()

r x—1

<1 pro vechna z € (1, +00) (2.16)

aprol0<z <1

9(2) > 1 pro vSechna z € (0,1). (2.17)

>
=, 1<

8

Podle Véty o limité seviené funkce (ktera plati i pro jednostranné limity)

a (2:10) plati

g(z)
li =1 2.18
Jm (2.18)
a podle téze Véty a (2.17)) plati
g(z)
li =1 2.19
i (219)
1
nebot hm - =1, hml = 1 a totéz plati i pro jednostranné limity v nule

(Véta [D.21)). lelty - (2 maji stejnou hodnotu a tim je (s vyuZzitim
Véty |D.21] m dokazana podmlnka

Necht dale plati podminka (i Deﬁnujme funkei h(z) = g(x) — (z — 1) pro
z € (0,+00) a zderivujme ji:

, , 1 11—z

W) =) 1= —1=1"2
kde druh4 rovnost plati podle Lemmatu [2.5 Zfejmé je h'(z) > 0 pro 0 < z < 1,
h(x) < 0 pro x > 1, proto podle Véty je funkce h na intervalu (0,1)
rostouci, na (1, +o00) klesajici, a protoze navic podle ¢asti (i) Lemmatu plati
h(1) =g (1)—(1 —1) = 0, nabyva funkce h v bodé 1 svého (globalniho) maxima.
Proto plati h(z) < 0, neboli g(z) — (x — 1) < 0 a dokézali jsme tak g(z) <z —1

pro vSechna z € (0, +00).

Celkové jsme tak dokazali platnost implikaci = = , neboli obé
podminky jsou ekvivalentni. O
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Tvrzeni 2.7. Pro funkci g spliujict rovnici (2.1) a podminku (2.2)) plati
1
g (x) = = pro vdechna x € (0,+00).
x

Diikaz. Dikad"| vyplyvé z Lemmatu a Tvrzeni O
Nyni miizeme dokézat Tvrzeni[2.3]jinym zpiisobem nez jak jsme to provedli.

Tvrzeni 2.8. Funkce g spliujici rovnici a podminku je rostouct na
R.

Diikaz. Podle Tvrzenipro viechna z € (0, +o0) plati ¢’ (z) = £ > 0 (uvedena

T

nerovnost je trivialni), takze podle Véty je funkce g rostouci na celém R. [

V tuto chvili mizeme jednoznacnost dokazat jesté jinak, nez jak jsme ji do-
kazali v Lemmatu [L.8

Tvrzeni 2.9. Existuje nejuyse jedna funkce, kterd vyhovuje funkciondlni rov-

nici (2.1) a podmince ([2.2]).

Diikaz. Diky casti ([ij) Lemmatu a Tvrzeni lze dlikaz provést stejné jako
dikaz v Poznadmce [1.12 [

Tvrzeni 2.10. Funkce g spliujici rovnici (2.1) a podminku (2.2) je spojitd na
intervalu (0, 400).

Diikaz. Plyne ihned z Tvrzeni 2.7 a Véty [D.23] O

Podejme jiny ditkaz spojitosti, ke kterému neni pot¥eba Véta [D.23]

Pozndmka 2.11. Funkce g spliiujici rovnici (2.1) a podminku (2.2)) je spojita na
intervalu (0, +00).
Pro vSechna z,a € (0, 4+00) plati

lim(g(x)—g(a))zlimg(z> :glciglllg—_l-<§—1> =

T—a r—a a

zlimﬁlim<§—l),
x%a%—lx—)a a

100pét bychom méli spravné uvést, ze ditkaz vyplyva z Lemmatu a z toho, Ze funkce
g vyhovujici rovnici (2.1]) a spliiujici podminku Tvrzeni rovnéz splituje podminku (i
(tého tvrzeni). V dalsim textu to jiz nebudeme zmifovat.

(2.20)
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kde prvni rovnost plati diky casti Tvrzeni a posledni rovnost plati diky
Véte o limité soucinu, jejiz pfedpoklady jsou splnény, nebot plati

i 26 0 i (f - 1) — 0, (2.21)

z—a L — 1 z—a \ @
a

kde prvni limita plati diky Vété o limité slozené funkce (jejiz pfedpoklady
jsou zfejmé splény) a Tvrzeni a druha limita je trividlni. Hledana limita je

proto podle ([2.20]) a (2.21]) rovna

lim (g () —g(a)) =1-0=0

r—a
a s vyuzitim Véty o limité sou¢tu a soucinu (jejiz predpoklady jsou splnény)
dale plati

0 = lim (g (z) — g (a)) = lim g (z) — lim g (a) = lim g () — g (a).

T—ra Tr—a T—ra Tr—a

Tim jsme tedy dokézali rovnost lim g (z) = g (a), coz je definice spojitosti
T—a

funkce g v libovolném bodé a € (0, +00).

Tvrzeni 2.12. Funkce g spliujici rovnici (2.1) a podminku (2.2) je ryze kon-

kdvni na intervalu (0, +00).

Diikaz. S vyuzitim Tvrzeni (a definice derivace n-tého ¥adu) ziskdme pro

vSechna z € (0, +00)
v = (LY = -2 <o
g - T — 372 )

kde nerovnost plati trividlné. Podle Tvrzeni je g spojita na (0, +00), takze
funkce ¢ je podle Véty ryze konkavni na (0, +00). O

Tvrzeni 2.13. Pro funkci g spliujici rovnici (2.1) a podminku (2.2)) plati:

(1) lim g(z) = 4o0;

T——+00

1 o
(i) lim g(z) = —oo;

(11t) Ry = (—00,+00).
Dukaz.
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(i) Podle definice hrf g(x) = 400 méame dokézat, ze plati
T—>+00

(VK € R) (3o > 0) (V& > 0,2 > o) (g(z) > K) . (2.22)

Zvolme libovolné K € R pevné. K nému urcité nalezneme n € N tak,
ze n > 2K. Z (2.10) dostavame po dosazeni hodnoty x = 2 nerovnost

g(2) > % Podle Tvrzeni a Casti Lemmatu je pro xz > 2"
n n
g(z)>9(2") =ng(2) 2 5 > K,

takZze pro dané K jsme nalezli xy = 2" (n > 2K) tak, Ze pro vSechna
x > x9 je g(r) > K. ProtoZe volba pevného K byla zcela libovolna, je

platnost definice ([2.22)) ovéfena.

(ii) xli>1(1)rl+g(:c) = mgriloog (E) = —gch_g.lo g(x) = —oo, kde druhé rovnost plati

podle ¢asti (i) Lemmatu [1.2] a podle Véty o limité souc¢inu a posledni
rovnost podle ¢asti ([if) tohoto tvrzeni.

(iii) Plyne z Véty [D.30} jejiz pfedpoklady jsou splnény diky Tvrzeni , diky
Tvrzeni a diky ¢astem (i) a (ii) tohoto tvrzeni.

O

Pozndmka 2.14. Nyni struéné uvedme v analogii s exponencidlou, jak to je s do-
dateénymi podminkami pro funkei spliiujici rovnici . V Tvrzeni jsme
ukazali, které podminky jsou ekvivalentni. Néktefi autori u¢ebnic pouzivaji pod-
minku ({if) a jini podminku Tvrzeni , pricemz ve vétsi mife se pouziva
podminka (fii). Opét je dtivodem snaz$i odvozeni dvou duleZitych vlastnosti lo-
garitmu — derivace a spojitosti. I v pripadé logaritmu jsme vsak zvolili méné
¢astou podminku a zdivodnéni je stejné, jako v Poznamce 1[2.16]

Pozndmka 2.15. Stoji za povSimnuti, zZe diikaz Lemmatu a vSechny dikazy
lemmat, tvrzeni a pozniamek az vychdzeji jen a pouze z ptivodnich
podminek na funkci g, a sice a , a vibec nesouvisi s limitou (2.7)).
Zminéné dukazy lze provést aniz vime, zda funkce v pozadovanymi vlastnostmi
vibec existuje (tak jsme ostatné provedli dikaz Lemmatu . S ohledem na
Pozndmku 1JT.4] bychom do znén{ uvaZovanych teorémi akorat pfidali slovni
spojeni , Pro kaZdou funkci g...“.
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Pozndmka 2.16. Odvozeni vlastnosti z ostatnich definic nebudeme na rozdil od
exponencialy délat. V nasledujici podkapitole ukazeme, ze vSechny definice pro
logaritmus jsou ekvivalentni, takze pro funkce z Definic L2 az L5 plati tytéz
vlastnosti jako pro funkci z Definice L1.

2.3 Ekvivalence definic

L1 = L2
Jedné se o Lemma [1.7]

L1 =14

Véta 3.1. Funkce g, kterd vyhovuje rovnici a podmince , splnuge
diferencidlni rovnici (2.5)) s pocdtecni podminkou ({2.5)).

Diikaz. Plyne z Tvrzeni a z casti (i) Lemmatu O

Ll1=L5alL5=1L1
Jedna se o jiz dokazané Véty 1[3.4)a 1[3.5

L2 = L1
Jednd se o Lemma [T.9

L2 =L5al5= L2

Lemma 3.2. Pro viechna ptirozend c¢isla n plati nerovnost n! > 21,

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 dostavame 1! > 2° = 1, coz
plati. Necht pro k € N plati k! > 2¢~!, odkud vyplyva

k+1)!=(k+1)k > (k+1)28 >2. 281 =2F
takze uvazovana nerovnost skutecné plati. O

Lemma 3.3. Pro vsechna prirozena cisla n plati dvojice nerovnosti

1 n 1 n+1
(1+—> <e<(1+—) :
n n
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Diikaz. V Poznamce 1{1.18|jsme ukézali, ze plati rovnost

1 n+1
e = lim (1 + —>
n—oo n

a ze posloupnost {(1 + )nH} je klesajici pro vSechna n € N. Proto podle

Véty [D.15] pro vSechna k € N platl nerovnost

1 k+1
(]. + E) > €,

specidlné pro k = n + 1 (a s ohledem na fakt, ze uvazovand posloupnost je

klesajici) dostavame
1 n+1 1 n+2
o) o)
n n+1

Uvazujme nyni posloupnost a, = (1 + %)n, n € N. Podle binomické véty

plati
n+1 n
n+1 1 n\ 1
Apyl — Ay = E S i
! ( k ) (n+1)F 0 (k> nk

k=0 k=

n

ZWJFZ("Zl)ﬁ— :(Z)%: (2.23)

k=1 k=

n+1)! n!
— >0,
(—l—l"Jrl Zk'<n+1 )Y (n+1—k)! nk(Tl—k)!>

kde nerovnost plati, nebot je (viz odvozeni (|1.87))

(n+1)! n!

(n+1DF (n+1—k) n8(n—k)
B (1_71%1—1) (1_%2%)”'(1_7]21)_
—(1—%) (1—%)...(1—k;1> >0,

coz plati, protoze pro kazdé n e N, c=1,2,... . k—1lal<k<nje

c
>1——.
n+1 n

1—
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Z (2.23)) tak dostavame a, 41 —a, > 0, neboli posloupnost {a,} - je rostouci
pro vSechna n € N.
Podle Véty tak pro vSechna k € N plati nerovnost

+ (&
k -

specidlné pro k = n+1 (a s ohledem na fakt, ze posloupnost {a,}. ., je rostouci)
dostavame
1 n 1 n+1
<1 + —) < (1 + ) <e.
n n+1

Pozndmka 3.4. Monotoénii posloupnosti a,, = (1 + %)n, n € N z predchoziho

lemmatu lze dokazat jesté jinym zpisobem (v analogii dikazu Lemmatu 1]1.5)):
Pouzijeme AG-nerovnost (Tvrzeni [D.2)) ve tvaru

[

a1+a2+...+an+an+1)”+1

aiaz...ana <
102 nlnt1 ( nt1

kde ay =ay = ... =a, =141, a,41 = 1. Pak totiz plati
n+1
1\" n(l+2L)+1
(H_).K(_( ) ) |
n n+1
1 n 1 n+1
(1+—) <(1+ ) ,
n n+1

neboli a,, < a,,+1. Posloupnost {a,} -, je tedy rostouci pro véechna n € N. To
je oc¢ividné kratsi dikaz nez dikaz Lemmatu [3.3] avSak je kratsi jen za cenu, Ze

[ ;e . o) , . ,
se pouzije AG-nerovnost. Monoténii posloupnosti {a,}, ., 1ze dokazat i pomoci
Bernoulliovy nerovnosti (Tvrzeni [D.1]), viz stranu 61 v [3].

Lemma 3.5. Plati
lim n(%—l) = 1.
n—oo
Diikaz. 7 dvojice nerovnosti v Lemmatu plyne (n-tou odmocninu muzeme
diky Tvrzeni 1 pouzit)
l<n(¥e—1) a n("Ve—-1)<Ll (2.24)
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Dale plati
n("We—1)=n+1)("Ve—-1)+ (1- "Ve). (2.25)
Podle ¢asti Véty [D.58]je lim "/e =1 a zfejmé plati

n—o0

lim (n+1) ("V/2 ~ 1) = lim n (7 -1).

n—o0

pfi¢emz tato limita je podle Lemmatu [I.4] vlastni, takze podle Véty o limité
sou¢tu a rozdilu a podle rovnosti (2.25)) dostavame

lim n (Ve —1) = lim n (e —1). (2.26)

n—o0

Diky Lemmatu [I.4 mtizeme na nerovnosti ([2.24) aplikovat Vétu o limit-
nim pfechodu v nerovnosti a s pouzitim rovnosti (2.26|) dostaneme

1< limn(Ye—1) <1,

n—oo

odkud vyplyva jedind moznost, a sice

lim n ({/e—1) =1. O

n—oo

Véta 3.6. Pro kazdé x > 0 plati

lim n(C/E— 1) = logx.

n—oo

Dukaz. Jde presné o dikaz Véty 1)3.30. O

L3 =11

Véta 3.7. Funkce g definovand predpisem (2.4) splnuje rovnici (2.1) a pod-
minku (2.2]).

Dukaz. Plati

Y dt T dt Y dt
— = —+ —, z,y € (0,+00),
1t 1t s 1

kde v poslednim integralu zvolme substituci u = ﬁ (a tedy du = %), takze plati

ode Y du
- = ] ) € 07
/z i A (0, +00)
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a celkové tak dostavame rovnost

/Iydt /xdt_i_ Y du € (0, +00)
— = — —, T 00
1 t 1 t 1 u? 7y ? ?

coz je presné funkcionalni rovnice (2.1)).
ProtoZe na intervalu [1,00) je § < 1, je podle Véty

/ TS/dt:x—l, x € [1,+00). (2.27)
1 1
Na intervalu (0,1) je § > 1 a podle Véty proto plati

v dt Lt !
dt _ _<_/ dt=—(1-2)=z—1 ze(0.1). (228)

r <
1 T T
Celkové z (2.27)) a ([2.28)) dostavame platnost nerovnosti

T dt
/?Sx_la $€(07+OO>7
1

coz je presné podminka (2.2]). O

L3 = L4

Véta 3.8. Funkce g definovand predpisem (2.4) vyhovuje diferencidlni rovni-
ci (2.5) a pocdtecni podmince (2.6)).

Diikaz. Podminka ([2.6)) ihned vyplyva z dosazeni hodnoty = = 1 do ({2.4)). Funkce
t % je na intervalu (0, +00) zfejmé spojitd, takze z ¢asti Véty [D.39| do-
stavame pro kazdé z € (0,+00) rovnost ¢’ () = L | coz je pfimo diferencidlni
rovnice ([2.1)). ]

L4 = L3

Véta 3.9. Pro teseni g diferencidlni rovnice (2.1)) s pocatecni podminkou ([2.6)
plati rovnost ([2.4).

Diikaz. Pro feseni g diferencidlni rovnice (2.1) s pocateéni podminkou (2.6
s ohledem na Vétu plati



coz podle Véty muZeme prepsat na tvar

g(x):/lgﬁﬁ z € (0,4+00)

t )
a to je presné rovnost ([2.4)). O

L4 = L5alb= 14

V pripadé implikace L4 = L5 se jedna se o Vétu 1 a v pripadé implikace
L5 = L4 o Vétu 13.22

V tuto chvili tedy méame dokazané tyto implikace: L1 < L2, L1 < L5,
L2 < L5, L3 < L4, L4 & L5, L1 = L4, L3 = L1. Protoze jsou Definice L3 a L4
v podstaté trividlné ekvivalentni, mame rovnéz dokazané tyto implikace (nebu-
deme je formulovat jako véty):

e L1 = L3 diky L1 = L4 a L4 = L3 (Véty B.1] a B.9);
e L3 = L5diky L3 = L4 a L4 = L5 (Véty [3.8]a 1]3.24));
e L4 = L1 diky L4 = L3 a L3 = L1 (Véty 3.9 a3.7);
o L5 = L3 diky L5 = L4 a Ld = L3 (Véty 13.22 aB.).

Chybi nam primé dikazy implikaci L2 = L3, L2 = L4, .3 = L2 a [.4 = L2,
avSak s ohledem na trivialni ekvivalenci Definic L3 a L4 zbyva ukazat pouze dvé
implikace, napt. L2 = 1[4 a L4 = L2:

L2 = 14

Zde by sla dokédzat obdobna véta jako je Véta 1]3.9) dikaz by se opét opiral
o Vétu o derivaci limitni funkce, podle které bychom mohli provést vypocet
(jiz nebudeme uvédét, podle ¢eho jednotlivé kroky vypoctu plati)

g (z) = ( lim n

n—oo

1 Vr )
= lim — = lim = —,
n—00 ’n, n—oo I T
avSak opét by bylo narocné a dlouhé dokéazat stejnomérnou konvergenci po-

sloupnosti {n (/= — 1)} ¢ n—1- Ditkaz provadét nebudeme a stejné jako v piipadé
Véty 1[3.9]je snazsi tuto implikaci dokézat nésledovné:

(2.29)
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Véta 3.10. Funkce g definovand limitou (2.3|) spliiuje diferencidlni rovnici ([2.5))
s pocdtecni podminkou (2.6)).

Diikaz. Thned plyne z dokazanych implikaci L2 = L1 a L1 = L4 dokazanych
v Lemmatu [1.9 a Véte a z tranzitivnosti implikace. O

L4 = L2

Véta 3.11. Pro teseni diferencidlni rovnice (2.5) s danou pocdtecni podmin-

kou (2.6)) plati
g(z) = lim n (Yz —1), z€(0,+00).

n—oo
Dikaz. Plyne z Véty a faktu, Ze FeSeni diferencidlni rovnice (2.5)) s poc¢éatecéni
podminkou ([2.6)) je podle Véty jednozna¢né urcené. ]

V tuto chvili mame dokédzanych vSech 20 implikaci mezi péti definicemi loga-
ritmu. VSechny definice pro logaritmus jsou proto ekvivalentni.
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Kapitola 3

Porovnani definic

V této kapitole porovname jednotlivé definice pro exponencidlu a logaritmus.
Budeme si v§imat potfebné teorie, naroc¢nosti dokazani korektnosti, obtiznosti
diikazi pfi odvozovani vlastnosti a také budeme diskutovat dokazani ekvivalence
vSech definic. Rovnéz se zamyslime, ktera z definic je vhodna pro zaky na stredni
skole a ktera pro studenty vysokych skol. Kapitolu ovsem za¢neme odpovédi na
otazku, k ¢emu exponencialu a logaritmus vlastné potiebujeme.

Vyznam exponencialy a logaritmu

Zatim jsme se viibec nezminili o vyznamu exponencidly a logaritmu. Obecné
exponencialni a logaritmické funkce maji Siroké uplatnéni ve fyzice (absorbce
zéfeni, radioaktivni rozpad, intenzita zvuku), demografii (populacni modely),
chemii (pH roztoki), ekonomii, statistice, biologii (mnozeni bakterii) atd. Jsou
to bezesporu velmi dulezité funkce, jaky je vSak vyznam téchto funkci pro ma-
tematickou analyzu? V této praci se navic nezabyvame vSemi exponencialnimi
a logaritmickymi funkcemi, nybrz jen témi o zadkladu e, takze nas predevsim za-
jima, jaky je vyznam exponencialy a logaritmu ve vjuce matematické analyzy?

Exponencidlu a logaritmus potfebujeme predevsim k feseni piikladu (vypocet
limit, derivaci, primitivnich funkci). K ¢emu by totiz byla teorie, kdybychom jeji
pouziti nedemonstrovali na prikladech? Navic jak se pozna, ze student néjakou
ucebni latku pochopil? Jednak, Ze teorii dokaze vysvétlit, a hlavné ze teorii do-
kaze aplikovat pri feSeni tloh. Samoziejmé, Ze je mozné néjakou chvili pouzivat
jen polynomy, odmocniny a racionéalni funkce, které se zavedou velmi jednoduse
(v porovnani se zavedenim exponencidly a logaritmu), ale jen s témito funkcemi
nelze vystacit naporad, jak uvidime dale.
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7 motivacniho hlediska jsou obé funkce velmi dtilezité. Exponenciala proto, ze
je to jedina spojita nekonstantni funkce, ktera je rovna své derivaci. K logaritmu
zase vede cesta pomoci integrace: vzorec

xn—i—l
"dy = R\ {0
/:v x mo x € R\ {0}

plati pro kazadé celé ¢islo n s vyjimkou hodnoty n = —1. Podle Véty vsak
d

/_x existuje na intervalu (—oo,0) i na intervalu (0, +00). Na strané 142 v [11]
x

lze nalézt dikaz, Ze primitivni funkei k funkci % na zadném intervalu I C R
neni racionalni funkce, takze integrace funkce % vede k nové funkci, ktera neni
racionalni. To tedy predstavuje vcelku prirozenou cestu, pro¢ v matematické
analyze potfebujeme logaritmus. A to uz je velmi silnd motivace k zavedeni nové

funkece.

Potiebna teorie a priubéh studia

Jiz samotné definice obou funkci naznacily, které partie matematické analyzy bu-
dou pro danou definici potfeba. V pripadé Definic E2 a L2 jsme mohli oc¢ekavat
teorii posloupnosti realnych cisel, v ptipadé Definice E3 teorii ¢iselnych a moc-
ninnych fad, u Definice L3 partie o urc¢itych integralech, u Definic E4 a 1.4 teorii
diferencidlnich rovnic, u Definice E5 opét teorii posloupnosti realnych ¢isel (ta
se navic uziva i u zavedeni obecné mocniny) a u Definic E6 a L5 teorii inverznich
funkci. Zameérné jsme vynechali Definice E1 a L1, protoze u nich nebylo na prvni
pohled plné jasné, jaké teorie bude potieba (na rozdil od ostatnich definic) — sa-
moziejmé jsme ocekavali teorii funkcionalnich rovnic, ale bylo ziejmé, ze pomoci
ni rozhodné nedokazeme korektnost definic. Korektnost Definic E1 a L1 jsme
dokézali pomoci posloupnosti realnych ¢isel, coz ovsem neni jedind moznost, jak
uvidime dale.

To vsak jsou pouze okruhy uciva vyplyvajici pfimo z definic. Déle se dalo oce-
kavat, ze budou potreba znalosti o limitach, derivacich a o primitivnich funkcich
realnych funkci jedné realné proménné.

Podivame-li se na standardni pribéh kurzu matematické analyzy v prvnich
dvou roc¢nicich napi. na Matematicko-fyzikalni fakulté, pak se v prvnim roc¢niku
zacind posloupnostmi realnych cisel a nasleduji funkce jedné realné proménné
(pojmy jako limita funkce, derivace funkce a primitivni funkce). Ve druhém roc-
niku se postupné probiraji ¢iselné a mocninné fady, posloupnosti a fady funkci,
obycejné diferencialni rovnice a funkce vice proménnych.
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Je jasné, ze pokud bychom chtéli pouzit Definici E4 ¢i L4, museli bychom
pockat az do druhého roc¢niku, stejné jako s Definici E3. Kdybychom chtéli po-
uzit Definici L3, tak bychom c¢ekali na konec prvniho ro¢niku. Ve vsech téchto
pripadech to je ovsem celkem pozdé.

7 porovnani potiebné teorie a pribéhu studia matematické analyzy k zave-
deni exponencialy prichazeji v itvahu Definice E1, E2, E5 a E6 a pro logaritmus
Definice L1, L2 a L5 (pfi¢emz Definice E6 pouze v piipadé, Ze se logaritmus
zavede pouze pomoci jedné z Definic L1 a 1.2, a naopak Definice L5 pouze v pii-
padé, Ze se exponenciala zavede pomoci jedné z Definic E1, E2 nebo E5).

Pravé provedené uvahy, ze kdybychom chtéli pouzit Definice E3, E4, L3 a 14,
tak by to bylo celkem pozdé, nemusi byt tplné pravdivé. Vyucujici samoziejmé
miuze volit jiny pribéh studia, tfeba po tématu posloupnosti realnych cisel zaradi
¢iselné a mocninné fady, takze bude mit Definici E3 plné k dispozici jesté pred
infinitezimalnim poc¢tem. Tézko si vsak lze predstavit takovy pribéh uciva, aby
se mohly pouzit co nejdiive Definice E4, 1.3 a L4.

Dalsim faktem, ktery je nutno vzit v ivahu, je, Ze studenti jiz exponenci-
alu a logaritmus znaji ze stfedni Skoly. Pak by se s rigorézni definici téchto
funkci mohlo pockat libovolné dlouho, tfeba az do druhého ro¢niku na probrani
diferencialnich rovnic. To v8ak nedoporucujeme, nebot jak uvidime v nasleduji-
cim oddilu, exponenciala a logaritmus jsou na stfedni skole spise jako okrajové
funkce.

Exponenciala a logaritmus v uc¢ebnicich pro gymnazia']

Pro gymnéazia v podstaté existuje pouze jedna fada ucebnic, které vydava nakla-
datelstvi Prometheus. Jak je tedy zavedena exponenciala a logaritmus v téchto
ucebnicich?

V ucebnici Funkce [19] se pouziva definice pomoci obecné mocniny, avsak
bez nékterych dikazl (coz je samoziejmé vzhledem k matematické trovni zédku
v poradku). Chybi napf. dikaz Véty a predevsim zavedeni mocnin s iracio-
nalnim exponentem je pouze informativni. Exponencialni a logaritmické funkce
se definuji o libovolném zékladu a > 0, a # 1. Zakladu e se vénuji opét infor-
mativné a zavadi jej takto: ,,Hledame takové ¢islo e > 1, aby graf exponencialni
funkce y = e* mél s pfimkou y = = + 1 jediny spolecny bod.“ Pomoci tabulky

1 Gymnézia nejsou samoziejmé jedinym typem st¥ednich gkol, nicméné pfedpokldadame, Ze
v ostatnich uéebnicich pro jiné typy stfednich $kol je situace velmi podobnd (rozhodné vsak
nepredpokladame, Ze je v nich exponenciala a logaritmus zpracovana vice podrobné nez v uc¢eb-
nicich pro gymnézia).
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hodnot se dojde k zavéru, Ze ani jedna z funkci 2* a 3* nevyhovuje a Ze na
kapesnim kalkulatoru lze ovérit, ze hledanym c¢islem je e ~ 2, 718281828. Déle
nasleduje komentar, ze exponencidla ma zna¢ny vyznam v teoretické matematice,
fyzice, chemii a bilogii a Ze se ¢islu e budou vénovat dikladnéji v knize Posloup-
nosti a tady [20]. Logaritmus je definovan jako inverzni funkce k exponencidle.
V [20] je uvedeno, zZe ¢islo e lze definovat limitou a ze se d& dokazat, ze
posloupnost {(1 + %)n}zo:l je rostouci a omezen.

Limitami a derivacemi funkci se zabyva ucebnice Diferencidlni a integralni
pocet [8], kde je bez diikazu uvedeno Tvrzeni , pomoci kterého se odvodi
vzorec pro derivaci exponencidly a nasledné pro vsechny exponencialni a loga-
ritmické funkce.

Déle musime upozornit na skutecnost, ze ne na vsech gymnéaziich se zaci se-
znami s infinitezimalnim poctem. Ten totiz chybi v okruzich uéiva Rdmcového
vzdéldvaciho programu pro gymndzia [26], podle kterého v soucasné dobé gym-
nazia vyucuji. Infinitezimalni pocet tak neni povinnym ucivem a zalezi na kazdé
skole, zda jej do vyuky zaradi.

7 pravé popsaného vyskytu exponencialy a logaritmu v uc¢ebnicich pro gym-
nazia je jasné, ze se jedna spiSe o informativni seznameni s témito funkcemi
a totéz se tyka cisla e.

Déle se podivejme, jak se exponencidla a logaritmus zavadi v riiznych uceb-
nicich pro vysoké skoly.

Exponenciala a logaritmus v ucebnicich pro vysoké skoly

Pokud v nasledujicim textu uvedeme, ze se v dané ucebnici pouziva néjaka defi-
nice logaritmu, pak to zaroven znamena, ze exponenciala se zavadi jako funkce
inverzni k logaritmu a naopak. Navic budeme pouzivat nase znaceni definic.

Definici L1 pouzivaji napt. Barner a Flohr [1]. Hajkova a kol. [6] pouziva
také Definici L1, avsak korektnost této definice dokaze pomoci ekvivalentni De-
finice L3 (v [I] ke korektnosti Definice L3 pouzivaji Vétu 2[1.1] avsak jeji dikaz
je od naseho mirné odlisny).

V ucebnicich pro vysoké skoly je velmi ¢astou definici Definice L3, kterou
pouzivaji napf. Protter a Morrey [18] nebo Protter [21]. V téchto dvou ucebni-
cich se ovSem nezabyvaji korektnosti této definice (Véta 2. V nasledujicich
dvou knihach pouzivaji Definici L3 véetné okomentovani existence urcitého in-
tegralu (2.4): Ghorpade a Limaye [5], Howie [7].

~evs

se ¢islu e“.
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Definici E3 pouziva napt. Morgan [17] nebo Malik [15], v nékterych uc¢ebnicich
se exponenciala pomoci rady definuje rovnou v oboru komplexnich disel,
avsak nasledné se pfejde do oboru realnych cisel a logaritmus se definuje jako
funkce inverzni k exponenciale uvazované pouze na R. Takovym ptikladem je
napf. Rudin [22]. Stejny postup (definice v C a nésledny pfechod do R) pouziva
i Dontova [3], ktera exponencidlu zavadi Definici E2.

Definici E4 jsme v zadné knize nenalezli, nicméné se touto definici zabyva
internetovy ¢lanek McGehee [16] (velmi strucné ovsem) a pfedevsim se ji zabyva
¢lanek v casopise Mathematical Spectrum od Gove a Rychtaf [4]. Stejné jako
v této praci, jsou i v [4] uvedeny rizné moznosti, jak je mozné exponencialu de-
finovat (chybi ovSem definice pomoci obecné mocniny). Déle se v tomto ¢lanku
studuje jen Definice E4. Nejprve se dokaze, ze ostatni definice exponencialy spl-
nuji diferencialni rovnici s pocatecni podminkou (pfesnéji FeCeno se
dokazuji Véty 1., 1. a 1., a nasledné se odvodi vlastnosti exponencialy
z této definice.

Definice E5 je pouzita napt. v Denlinger [2] ¢i v Jarnik [9]. Definici E5 rov-
néz pouziva Kopacek [12], avsak korektnost obecné mocniny nedokazuje, pouze
uvadi, co je tfeba dokazat.

Na zavér jsme nechali pfiklad Definice E1, tu pouziva napi. Vesely [23]. Tuto
knihu jsme na zavér nechali proto, protoze sice logaritmus definuje jako funkci
inverzni k exponenciale, ale zaroven uvadi i postup a potfebné informace k tomu,
jak logaritmus zavést Definici L1. To v ostatnich knihach, které zde uvadime,
nenajdeme.

Definice, které jsme v zadné knize ani ¢lanku nenalezli, jsou Definice L2
a L4. V pifipadé Definice L4 je vysvétleni jasné, nebot tato definice je trividlné
ekvivalentni s Definici L3. Pro¢ jsme vSak v zadné ucebnici nenalezli Definici L2
nevimﬂ nebot tato definice mé ty stejné vyhody a nevyhody (viz déle) jako
Definice E2.

Nyni za¢neme jednotlivé definice pro obé funkce porovnéavat.

Naroc¢nost dokazani korektnosti

Pouhym pohledem na jednotlivé diikkazy korektnosti definic exponencialy zjis-
time, Ze jako nejdelsi se jevi dikaz korektnosti Definice E5 (pfipomindme pii-
slusny komentér v Podkapitole 1.1) nésledovany diikazem korektnosti Definice E1
a o zbylych dikazech korektnosti Definic E2, E3, E4 a E6 mizeme fici, ze jsou
zhruba stejné dlouhé. Totéz v podstaté plati pro definice logaritmu. Nejdelsi byl

13To samoziejmé neznamend, ze zadné takova kniha, kde je pouzita Definice L2, neexistuje.
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diikaz korektnosti Definice L1 a o zbylych diikazech korektnosti Definic L2, L3,
L4 a L5 mizeme Fici, Ze jsou zhruba stejné dlouhé.

Narocénost odvozeni vlastnosti

Odvozeni jednotlivych vlastnosti exponencialy z jednotlivych definic nebylo az na
jednu vyjimku nijak obtizné ani dlouhé. Tou vyjimkou je diikaz derivace funkce
z Definice E2 v Tvrzeni 1[2.28] ke kterému bylo navic potfeba mj. Lemma 1[2.26]
jehoz dikaz byl velmi naro¢ny a byla k nému potieba stejnomerna konvergence
posloupnosti funkci. Tento pojem se navic na MFF standardné probira az ve dru-
hém roc¢niku kurzu matematické analyzy a na FSV se dokonce neprobira viibec,
takze i kdyz Definice E2 na prvni pohled vyzadovala pouze teorii posloupnosti
realnych ¢isel (probiranou standardné na zac¢atku 1. ro¢niku), tak kdyby pedagog
volil k zavedeni exponencialy Definici E2, tak na dikaz velmi dilezité vlastnosti
exponencialy — jeji derivace — by bud musel pockat az do druhého ro¢niku, nebo
by potfebnou teorii nemél k dispozici viibec. U ostatnich definic se tento jev ne-
vyskytl, ze by se k diitkazu nékteré vlastnosti muselo ¢ekat az na pozdéjsi dobu,
protoze potfebna teorie je odlisnd od teorie vyzadované definici (zde neuvazu-
jeme pojmy jako limita ¢i derivace funkce, o kterych predpokladame, ze jsou
potfeba u vSech definic, a které zadna definice na prvni pohled nevyzaduje).

V pripadé logaritmu je situace zcela analogicka, tj. odvozeni vlastnosti loga-
ritmu z jednotlivych definic by nebylo nijak obtizné ani dlouhé s vyjimkou dikazu
derivace funkce z Definice L2 (viz vypocet (2.29)). V minulé vété jsme zdmérné
pouzili podminovaci zpisob, protoze jsme vlastnosti logaritmu odvozovali pouze
z Definice L1, nicméné vzhledem k ¢etnym podobnostem definic logaritmu s defi-
nicemi exponencialy se da predpokladat, ze by prislusné ditkazy byly analogické
(tak tomu ostatné bylo v ptipadé odvozovanych vlastnosti z Definic E1 a L1).

Naroc¢nost dokazani ekvivalence definic

Nejdelsimi dikazy v Podkapitole 1.3 byly dikazy téchto implikaci: E2 = E4,
FE4 = E2, E2 = E5, E5 = E2, E2 = E6, E6 = E2, E5 = E6, E6 = E5. Rovnéz
dtikazy implikaci E1 = E5, E3 = E5, E3 = E6 a E6 = E3 byly dlouhé, nebot
se ndm je nepodafilo dokdzat ptimo. Navic s ohledem na Pozndmku 1[3.20] byly
dikazy implikaci E2 = E4 a E4 = E2 nejen dlouhé, ale rovnéz velmi narocné.
Samoziejmé neni nutné dokazovat vsech 30 implikaci definic pro exponencialu
abychom ukéazali, Ze definice jsou ekvivalentni. Navic by to bylo ¢asové velmi

vz

naro¢né. K ukazani ekvivalence vSech definic se jako nejvhodnéjsi jevi dokazat
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tuto sérii implikaci E1 = E2 = E3 = E4 = E5 = E6 = EIl, avsak diky
dikazim vsech moZznych implikaci v této praci si ¢tenar muze vybrat jinou,
podle néj vyhodné;jsi sérii.

Nejdelsi diikazy v Podkapitole 2.3 byly dtkazy téchto implikaci: L2 = L5
a Lb = L2. Rovnéz dikazy implikaci L1 = L3, L2 = L3, L2 = L4, L3 = L2,
L4 = L2, L3 = L5, L4 = L1 a L5 = L3 byly dlouhé, nebot jsme je nedokazovali
piimo. Na ukazani ekvivalence vSech definic se jako nejvhodnéjsi jevi dokazat
tuto sérii implikaci L1 = L2 = L3 = L4 = L5 = L1 (Ctenar si vSak opét mize
vybrat jinou sérii).

Vyhody a nevyhody jednotlivych definic

Nyni shrneme vyse uvedené poznatky, uvedeme vyhody a nevyhody jednotli-
vych definic a v nékterych pfipadech navrhneme feseni nalezenych nevyhod.
Definice E1 a L1 jsou ze vSech definic nejjednodussi, alespor co se tyka potiebné
teorie k odvozeni zakladnich vlastnosti exponencidly a logaritmu. Korektnost
téchto definic se ovSem dokazuje celkem obtizné. Jiz jsme uvedli, Ze v matema-
tické analyze potfebujeme exponencidlu a logaritmus k feseni ptikladi. K tomu
samoziejmé potiebujeme mit obé funkce definované a musime znat jejich vlast-
nosti, na druhé strané nepotfebujeme ihned védét, ze se jedna o korektné defino-
vané funkce. Je tedy mozné obé funkce zavést Definicemi E1 a L1 (resp. pouzit
Definice E1 a L5 nebo L1 a E6), odvodit jejich zakladni vlastnosti a ditkaz korekt-
nosti nechat na pozdéjsi dobu. V pripadé Definice E1 je mozné diikaz existence
funkce provést pomoci Véty 1[3.1], viz Poznamku 1[3.2] V této pozndmce jsme
polozili otazku, proc se v literatuie k dikazu existence pravé jedné funkce z De-
finice E1 nepouziva Véta 1[3.1f Divodem je zfejmé to, Ze autor, ktery pouzije
Definici E1, chce rovnou dokazat i korektnost této definice a nechce ji odkladat
na pozdéjsi dobu (nicméné je s podivem, ze po odvozeni Taylorovy fady pro ex-
ponencialu nenasleduje alespon komentar analogicky Poznamce 1.. V pripadé
Definice L1 je mozné dikaz existence provést pomoci Vét 2[1.10/a 2[3.7] takovy
postup pouzivd napf. Hajkova a kol. [6] (jak jsme ostatné jiz zminili). Déle je
mozné korektnost Definice E1 resp. L1 dokézat pomoci Vét 1[1.13]a 1]3.3| resp.
Vét 1[1.1T] a 13.1] avsak zde by se muselo pockat az na teorii diferencialnich
rovnic, které se probiraji v 2. ro¢niku, takze by dtikazy korektnosti prisly po-
mérné pozde€, navic by hrozilo, Ze studenti uz lecos zapomnéli a unikly by jim
tak nékteré souvislosti pii zavadéni exponencialy a logaritmu.

Definice E2 a L2 maji jednu velkou nevyhodu, a sice odvozeni derivace funkce
z téchto definic je velmi naroc¢né. Jejich dalsi nevyhodou je fakt, Ze se jedna o ,,ho-
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tové® funkce, tj. studenttim se predklada predpis pro exponencialu ¢i logaritmus.
Ale odkud se ten predpis vzal? K limitam a se jisté néjak doslo, a ne
ze nejprve nékdo zavedl tyto limity a pak je zkoumal. Tyto definice tedy ztraceji
motivaéni nadboj (zatimco Definice E1 a L1 nikoli — v nich se vlastné pfedepisuji
vlastnosti, které jsou od exponencidly a logaritmu vyzadovéany). Jedind vyhoda
Definic E2 a L2, patrna na prvni pohled, teorie posloupnosti realnych cisel pro-
birana v uvodu studia matematické analyzy, zdaleka nekompenzuje nevyhody
téchto definic.

Definice E3 ma dvé nevyhody — potfebnou teorii, ktera se standardné pro-
bird ve 2. ro¢niku, a stejné jako v pfipadé Definic E2 a L2, je jeji nevyhodou
jiz ,hotovy* ptredpis. Na druhé strané jeji vyhodou je odvozovani vlastnosti ex-
ponencialy z této definice, které je vcelku jednoduché, navic ukazuje pouziti
dulezitych vét o ¢iselnych a mocninnych fadach (derivace mocninné fady, souéin
absolutné konvergentnich fad). Muzeme fici, Ze to je celkem elegantni definice,
jejiz vyhody a nevyhodou jsou vyrovnany.

Celkem elegantni definici je i Definice L3, vlastnosti logaritmu se z této de-
finice odvodi snadnd¥], avsak opét je jeji nevyhodou potiebnd teorie. Mohlo by
se zdat, ze dalsi nevyhodou je jiz ,hotovy“ predpis. Neni tomu tak, protoze
o integralu (2.4) nevime kromé existence (Véta 2 viibec nic. Navic pripo-
miname tvahu o potfebé zavést novou funkci pii integraci funkce %, coz je dalsi
vyhoda této definice, tentokrat z hlediska motivace studentt. Jedinou nevyhodu
této definice — potfebnou teorii — je mozné vynahradit tim, Ze se pomoci této
definice dokaze korektnost Definice L1 (viz zpét), neboli Ze se logaritmus zavede
Definici L1, odvodi se zakladni vlastnosti a pozdéji se prejde k Definici L3.

Definice E4 a L4 maji opét nevyhodu v podobé teorie, ktera se probira az
ve 2. ro¢niku. Dikaz korektnosti Definice E4 nebyl prilis obtizny a navic jsme
se pfi ném vyhnuli obecnym vétam o existenci a jednoznacnosti diferencialnich
rovnic (viz Poznamku 1. Odvozovani vlastnosti exponencialy z této defi-
nice je pomérné zajimavé, takze to mizeme povazovat za vyhodu této definice.
Definice 14 je na tom velmi podobné. Jiz jsme diskutovali vyuziti téchto definic
pri dokazani korektnosti Definic E1 a L1.

Definice E5 je velmi zdlouhavé a pomérné obtizné (ne vSak naro¢na na teorii),
na druhé strané miize byt zajimava, protoze k ni vede cesta pres definici obecné
mocniny. Kdyz se nejprve zavede exponenciadla a pak logaritmus, lze obecnou
mocninu definovat takto: 2% = f(ag(x)), z > 0, a € R, f znadi exponencialu
zavedenou napf. Definici E1 a g logaritmus zavedeny napt. Definici L. Studenty

14V této praci jsme vlastnosti logaritmu z této definice neodvozovali, proto odkazujeme napf.
na [18].
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jisté napadne otazka, kam se ztratila ptvodni Definice n-té mocniny (n €
N), tj. definice kterou znaji ze stfedni skoly? To naopak postupné zavedni obecné
mocniny naznacené v Dodatku takovou otazku nevzbudi a nakonec jesté ukaze
vztah mezi obecnou mocninou z% (z > 0, a € R) a exponencidlnimi funkcemi
a® (a > 0, a # 1, x € R) — obecnd mocnina mé zaklad proménny a exponent
pevny, exponencialni funkce to maji presné naopak. Nicméné casova narocnost
zavedeni exponencialy Definici E5 hovoii proti takovému zptisobu zavedeni.

Zbyvéa diskutovat vyhody a nevyhody Definic E6 a L5. Potfebna teorie (napf.
Véta o derivaci inverzni funkce) se vyucuje v 1. ro¢niku, takze nepied-
stavuje zadnou nevyhodu. Vlastnosti funkci se z téchto definic odvodi snadno,
navic je svym zpiisobem definovani exponencialy (resp. logaritmu) jako inverzni
funkce k logaritmu (resp. exponenciéale) nevyhnutelné, takze je jediné dobfte, ze
Definice E6 a L5 nemaji zadnou nevyhodu.

V tuto chvili jsme uvedli vyhody a nevyhody vsSech definic a muZeme na-
vrhnout nejvhodnéjsi postup pri zavadéni exponencidly a logaritmu, a to jak na
stfednich skolach, tak na skolach vysokych. Zaroven odpovime na otazku poloze-
nou v Uvodu, zda je lepsi nejprve zavést exponencialu a logaritmus pak definovat
jako funkci inverzni nebo naopak.

Exponenciala a logaritmus na stfedni skole

Vzhledem k obsahu uciva matematiky stfednich skol je patrné, ze zavedeni ex-
ponencialy pomoci mocninnych fad ¢i diferencidlnich rovnic neptichazi v tivahu.
Definice exponencidly pomoci obecné mocniny také neni piili§ vhodnd, nebot je
prilis ¢asové naro¢na. Nevyhody Definice E2 jsme jiz diskutovali. Touto vyluco-
vaci metodou jsme dosli k zavéru, ze k zavedeni exponencialy se hodi Definice E1,
pripadné Definice E6, ovsem jen pokud logaritmus zavedeme Definici L1. Ana-
logicky dospéjeme v piipadé logaritmu k Definicim L1 a L5 (ovSem jen pokud
exponencidlu zavedeme Definici E1). Zakim stfednich gkol viak déla logaritmus
¢asto problémy, takze by bylo vhodnéjsi nejprve zavést exponencialu Definici E1
a poté logaritmus Definici L5. Tento zptsob zavedeni se rovnéz doporucuje v [25],
kde 1ze nalézt dalsi cenné komentare ohledné zavedeni exponencialy.

Funkcionalni rovnice se ¢asto vyskytuji v matematické olympiadé a celkové
se daji povazovat za zajimavou ucebni latku, kdy se hleda néjaka funkce s po-
zadovanymi vlastnostmi, coz (podle autorovych zkuSenosti) studenty se zajmem
o matematiku bavi. To je dalsi argument pro Definici E1.

Navic je v Definici E1 mozné k funkcionalni rovnici a podmince

pfipojit néjakou dalsi vlastnost (kterd samoziejmé jiz z téchto dvou podminek
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vyplyva), kterd je vSak na odvozeni tézsi, nebot je k tomu potieba néjaké na-

N 24

definovat jako funkei, kterd splituje funkciondlni rovnici (L.1)), podminku
a jejimz oborem hodnot je interval (0,400). Tim se navic neztrati dilezité sou-
vislosti.

Dalsi vyhodou zavedeni exponencidly Definici E1 na stfedni skole jsou po-
tfebna tvrzeni z matematické analyzy (ktera navic uvadime v Dodatku). Velkou
vétsinu z nich lze totiz dokézat i na stiedni skole, pripadné uvést bez dikazu,
a to bez ztraty dilezitych souvislosti.

Shrneme-li vyse uvedené poznatky, pak se k zavedeni exponencialy na stfedni

skole jednoznacné hodi jen a pouze Definice E1 a logaritmus se pak zavede De-
finici L5.

Exponenciala a logaritmus na vysoké skole

Na rozdil od stfedni skoly neni ucitel na vysoké skole omezen ucebni latkou,
ale jak jsme jiz uvedli, je omezen dobou, kdy se dana latka probira. Z tohoto
hlediska jsme za vyhovujici uré¢ili Definice E1, E2, E5, E6, L1, L2 a L5 (viz vyse).
Zavedeni Definici E5 je prilis zdlouhavé a Definice E2 a L2 prinéaseji vice nevyhod
nez vyhod. Takze v tuto chvili zbyvaji Definice E1, E6, L1 a L5. To je jiz na
kazdém uciteli, zda nejprve zavede exponencialu ¢i logaritmus a k definovani té
druhé funkce pouzije inverzni funkce (na vysoké skole snad logaritmus jiz nedéla
studenttim problémy jako tomu je na stiedni skole).

Definice E1 a L1 maji nevyhodu v podobé dokazani korektnosti, kterému se
v8ak lze (na rozdil od stfedni skoly) vyhnout — viz zpét.

V této praci se vyskytuje celd fada tvrzeni, které se ve vyjuce bézné do-
kazuji. Jmenujme nap¥. Taylortv rozvoj exponencialy dokazany ve Vété 1[3.1]
aplikaci Véty o derivaci mocninné fady v dukazu Véty 1]2.39] rovnéz je
jisté zajimavé ukazat, ze jednou z metod feSeni direferencialnich rovnic je feseni
pomoci mocninnych fad, coz jsme pouzili k dikazu Véty 1[3.21] apod. Vysoko-
skolsky pedagog tak v pribéhu celého kurzu matematické analyzy dokéaze celou
fadu tvrzeni, které jsou potfeba pri zavadéni exponencialy. Takze i kdyz uz
ma zavedenou exponencialu (jakymkoli zpiisobem), byla by skoda se k zavedeni
exponencidly nevracet a neupozornovat na dalsi a dalsi souvislosti. Nemél by
(po zavedeni exponencidly jednim zptusobem) pouze skoncit konstatovanim, Ze
ekvivalentné lze exponencialu zavést jesté dalsimi zptsoby, coz je béznéa praxe
v dostupné literatute. To také bylo dtivodem vzniku této prace, nebot autora po
prostudovani zavedeni exponencialy Definici E1 zajimalo, jak zavedeni vypada
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zejména pomoci mocninnych fad a diferencialnich rovnic. Pokud tedy bude ucitel
v pribéhu vijuky upozortiovat na souvislosti s definovanim exponencialy, bude
nakonec mit vétsinu potiebnych diikazl pro zavedeni exponencialy dalSimi zpi-
soby a pokud kdysi uvedl, Ze se exponencidla dé definovat i jinak (nez jak ji
definoval), tak nyni to prokéze (v opa¢ném piipadé by tvrzeni o dalsich moz-
nych definicich exponencidly bylo v podstaté k ni¢emu). V ptipadé logaritmu je
situace odlisna, neni moc tvrzeni v této praci, které se ve vyuce bézné dokazuji,
takze z tohoto hlediska by mozna bylo lepsi uvést odkaz na néjakou knihu, kde
je logaritmus zaveden jinym zptisobem nez jaky byl ve vyuce proveden. Ostatné
kdyz uz by ucitel tvrdil, Ze exponencidla se da zavést i jinak nez jak ji definoval
a v pribéhu dalsi vyuky se uz k exponencidle nebude viibec vracet (ve smyslu
uvedeném vyse), mél by alespon uvést knihu, kde je néjaky jiny zptusob zavedeni
realizovan.

K zavedeni exponencidly a logaritmu na vysoké skole tedy doporucujeme
Definice E1 (nebo E6) a L1 (nebo L5), zaroven vsak doporuc¢ujeme ukazovani
souvislosti s dalsimi definicemi. Jesté uvedme jeden navrh ohledné Definic E1
a L1.

Kdyby byl dostatek casu, bylo by jisté zajimavé zavést exponencialu Defi-
nici E1 a nezavisle na tom zavést logaritmus Definici L1 a poté zacit zkoumat,
zda-li tyto funkce nejsou v néjaké relaci. Dokonce by se mohlo jit jesté dale —
viitbec nefikat, Ze se jedna o exponencialu a logaritmus, studentiim by se mohlo
pouze sdélit, ze zavadime zcela nové funkce a ze nakonec se mozna ukaze, ze
se jedna o dobie znamé funked™| To by urcité neslo realizovat v b&zné vjuce,
autor si vSak dokaze velmi dobfe predstavit zavedeni vybérového seminare, kde
by se mohla podobné zkoumat zavedeni i ostatnich exponencialnich a logaritmic-

kych funkci o libovolném kladném zakladu rizném od jedné, napt. predepsanim
jingch hodnot limit (1.37) a (2.13) a samozfejmé ponechanim funkcionalnich

rovnic a .

Historické souvislosti

Zatim jsme viibec nezminili historické souvislosti, které jsou velmi dtilezité z hle-
diska motivace. Zde se pouze odkiZzeme na velmi pékné zpracovanou historii
vzniku a vyvoje definic exponencidly a logaritmu v [25].

15Samoziejmé by hrozilo riziko, Ze studenti poznaji, Ze jde o exponencialu a logaritmus a Ze
to jsou funkce vzajemné inverzni. Pak by mohl vyucujici reagovat napt. tim, ze je dobré, ze
maji néjakou hypotézu, kterd se ale musi nyni prokazat nebo naopak vyvratit.
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Dalsi zdroje

Pokud by chtél ¢tenar prostudovat dalsi knihy obsahujici problematiku zavadéni
exponencialy a logaritmu, nelze mu nedoporucit seznam literatury na konci prace
a rovnéz seznam literatury na konci ¢lanku v [25].

Nameéty k dalsimu zkoumani

V této praci jsme se zabyvali definovanim exponencialy a logaritmu. Pomoci
téchto dvou funkci se daji definovat vsechny exponencialni a logaritmické funk-
cd'® které se vSak daji definovat i jinak — uz jsme to uvedli — pomoci funkcion4l-
nich rovnic a a limit a , kterym se ovsem predepisi jiné
hodnoty. Nabizi se otazka, jestli pak pro tyto ,nové“ limity neplati ekvivalentni
podminky, jako tomu je u podminek a (2.2). Dalsi otazky se pfimo nabizi -
existuji pro exponencialni a logaritmické funkce definice pomoci diferencialnich
rovnic, mocninnych fad, limit posloupnosti? Pokud ano, opét by se mélo ukazat,
ze jednotlivé definice jsou ekvivalentni.

Zatim jsme mluvili pouze o exponencialnich a logaritmickych funkcich, které
ale nejsou jedinymi elementarnimi funkcemi. I pro dalsi elementarni funkce exis-
tuje nékolik moznych definic a mohla by tak vzniknout podobna prace jako
je tato, vénovana pouze funkcim goniometrickym, dalsi prace studujici pouze
funkce cyklometrické, jina zabyvajici se funkcemi hyperbolickymi a konec¢né
i prace zkoumajici funkce hyperbolometrické.

A nezapomenme ani na ¢islo e. U néj jsou znamy predevsim dvé definice,
jednu jsme v této praci pouzili my, a sice definici , druhé definice je potom
pomoci fady

Neni ale jesté n&jaka jind definice? Odpovéd na tuto otézku je kladna, ¢islo e se
da definovat jako to kladné ¢islo a, pro které je hodnota limity

rovna jedné. Oznac¢ime-li g funkci logaritmus (definovany kteroukoli z Definic L1-
L5), pak musi existovat takové kladné ¢islo e, ze g(e) = 1, nebot jsme v Kapitole 2

6 Exponencilni funkei o zdkladu a, a > 0, a # 1 piedpisem f(xg(a)) a logaritmickou funkci
o tomtéz zakladu predpisem %, kde f znaci exponencidlu (zavedenou napf. Definici E1) a g
logaritmus (zavedeny napft. Definici L1).

122



ukézali, Ze obor hodnot funkce g je R, = (—00, +00). To je tedy jiz ¢tvrta mozna
definice c¢isla e a nevylucujeme, Ze je mozné definovat toto cislo jesté jinym
zpusobem. V této praci jsme jako ,vedlejsi produkt® dokazali, Ze jsou vsechny
tyto definice cisla e ekvivalentni.

Dalsim namétem je zavedeni exponencidly a logaritmu v oboru komplexnich
¢isel. Jiz jsme uvedli, ze n€ktefi autori uc¢ebnic definuji exponencialu rovnou v C
(konkrétné Rudin [22] a Dontova [3]), a to pomoci Fady nebo limity (1.3)).
Je mozné zavést exponencialu v C jesté jinym zptisobem? A co logaritmus? Navic
v oboru komplexnich ¢isel exponenciala néjak souvisi se sinem a kosinem. ..
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Z.aver

V této praci jsme uvedli 6 definic pro exponencialu a 5 definic pro logaritmus.
Dokéazali jsme, ze vSechny definice pro obé funkce jsou korektni, dale jsme odvo-
dili nékteré vlastnosti obou funkci a ukézali jsme, Ze vSechny definice pro danou
funkci jsou ekvivalentni. Nakonec jsme porovnali jednotlivé zptisoby zavedeni ex-
ponencialy a logaritmu z hlediska naroc¢nosti teorie a obtiznosti a délky dikazu.
Rovnéz jsme se zamysleli, jaka definice je nejvhodnéjsi k zavedeni exponencialy
a logaritmu na stifedni skole a jaké definice na skole vysoké. Uvedli jsme vyznam
exponencialy a logaritmu a priklady zavadéni téchto funkci v rtiiznych ucebnicich.
Nyni vSechny tyto poznatky shrneme.

Definice E1 je asi nejcastéji v literature se vyskytujici definici exponencialy,
divodem je potfebna teorie, ktera je vybudovana hned ze zacatku studia mate-
matické analyzy na vysokych Skolach. Tato definice se jako jedina hodi i k defi-
novani exponencialy na stfedni Skole, nebot vétsinu dikazi potiebnych tvrzeni
chat bez ztraty dilezitych souvislosti. Definice E1 se tedy hodi jak k zavedeni na
vysoké skole, tak i na Skole stfedni. Jeji nevyhodou je ovsem obtizné dokazani
existence funkce z této definice, které je vSak mozné na vysoké skole nechat na
pozdéjsi dobu a provést napt. pomoci Definice E3. Nevyhodou Definice E2 je jiz
dany predpis pro exponencidlu a vyvstava otazka, odkud se tento predpis vzal.
Navic bylo naro¢né odvodit derivaci funkce z Definice E2. Nevyhody Definice E3
— jiz dany pfedpis a potiebnéa teorie — jsou kompenzovany snadnym odvozenim
vlastnosti. Pozdni vybudovani teorie se tyka i Definice E4, ktera vsak poskytuje
z motivacniho hlediska velmi zajimavé, mizeme dokonce Tici elegantni, zavedeni
exponencialy pomoci diferencidlnich rovnic. Zavedeni exponencialy pomoci De-
finice E5 je opét velmi dlouhé a v podstaté k nému neni ¢as ani na vysoké skole,
nicméné lze exponencidlu touto definici zavést velmi brzy. Dale tato definice
poskytuje jasnou souvislost mezi exponencialou a obecnou mocninou. S Defi-
nici E6 souvisi otazka, zda-li je lepsi nejprve definovat exponencialu a pomoci ni
a inverzni funkce zavést logaritmus nebo naopak. Jedinym kritériem, které jsme
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nalezli, je pochopeni obou funkci zaky stfednich skol — vétsi problémy totiz déla
logaritmus. To neplati pro studenty vysokych skol, takze je na kazdém uciteli,
zda jako prvni zavede exponencialu nebo logaritmus.

S definicemi logaritmu je situace velmi obdobna jako u exponencialy. Defi-
nice L1 se hodi jak na stfedni skolu, tak na skolu vysokou. Definice L2 dava jiz
hotovy predpis a navic obsahuje jedno velmi obtizné, avsak dulezité odvozeni
(derivace funkce), takZe jej nedoporuc¢ujeme ani pro vysokou skolu. Definice L3
a L4 jsou trivialné ekvivalentni a poskytuji velmi zajimavy zptsob definovani
logaritmu, ktery vsak lze realizovat pomérné pozdé, az po vybudovani teorie
primitivnich funkci. Definice L5 je definici pomoci inverzni funkce a jde o casty
zpusob definovani logaritmu a nelze jej nedoporucit, nebot po zavedeni expo-
nenciély je zbyteéné provadét analogickd odvozeni znovu i pro logaritmus (avsak
kdyby k tomu byl dostatek ¢asu, bylo by zajimavé obé funkce zavést nezavisle
na sobé a pak zkoumat, zda nejsou v néjaké relaci).

Ve 3. kapitole jsme dale uvedli namety k dalsimu zkoumani a dalsi zdroje
zabyvajici se zavadénim exponencialy a logaritmu.

Exponenciala a logaritmus jsou pro matematiku velmi dulezité funkce, které
je nutné zavést co mozna nejdiive, aby bylo mozné fesit priklady s témito funk-
cemi. I kdyz se k tomu nejlépe hodi Definice E1 a L5, pfipadné L1 a E6, ne-
meély by byt ostatni definice opomenuty a po vybudovani potiebné teorie by se
mohl naznacit alespon postup zavedeni exponencialy zejména Definicemi E3 a E4
a u logaritmu Definicemi L3 a L4, obzvlast kdyz se celd fada potfebnych tvrzeni
bézné dokazuje. Tato prace k tomu poskytuje dostatek informaci a rovnéz je
mozné se na ni ve vyuce odkazovat.

Studentim piejeme tUspésné pochopeni zavadéni exponencialy a logaritmu
a rovnéz seznameni se s vice nez jednou moznou definici obou funkci. Ucitelim
pak prejeme, aby alespon k nékolika poznamkam o dalsich definicich exponenci-
aly a logaritmu nalezli dostatek casu.
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Dodatek

V této c¢asti prace uvadime tvrzeni a véty matematické analyzy, které jsme v praci
pii odvozovani pouzivali. Nékteré véty patii k zakladim vysokoskolského kurzu,
nicméné je i pfesto uvadime, nebot jsme se snazili co nejvétsi ¢ast prace zpiistup-
nit stfedoskolakiim. Zaroven vzdy uvadime i odkazy na literaturu, kde lze nalézt
diikazy nasledujicich tvrzeni a vét. Néktera znéni jsme vsak zjednodusili ¢i tro-
chu upravili do takové podoby, kterd byla pro nasi potfebu dostacujici (napf.
vzhledem k pouziti v praci byla znéni nékterych vét prilis obecnd).

Tvrzeni o realnych cislech
Tvrzeni D.1 (Bernoulliova nerovnost). Pro vsechna n € N a vSechna redlnd
cisla x > —1 plati

(14+2)" > 1+ nx,

pricem# pro x >0 an > 1 je predchozi nerovnost ostrdl| ([23], strana 28)

Tvrzeni D.2 (Algebraicko-geometricka nerovnoslf__g]). Pro vsechna prirozend cis-
la n a vSechna nezdpornd redlnd cisla xj, j = 1,2,...,n, plati

<x1+x2+...+xn>"
1Ty ... Ty < ,

n

pricemz rovnost nastdvd jen v pripadé, Ze jsou si vsechna cisla x;, j = 1,2,....n
rovna. ([23], strana 29)

17Uveden nerovnost plati dokonce pro x > —2 (coz neni pfili§ znamo), pro nase tcely viak
postaci obvyklad podminka x > —1.
187kracené AG-nerovnost.
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Véty o posloupnostech realnych cisel

Pozndamka. V nasledujicich vétach budeme posloupnosti znacit zkracenym zapi-
sem {ay,}, kterym mame na mysli zapis {a,} - .

Véta D.3. KazZdd posloupnost realnych cisel md nejvyse jednu limitu.
([12], strana 28)

Véta D.4. Necht {a,} je posloupnost redlnyjch cisel. Potom plati

lim |a,| =0< lim a, =0.
n—oo n—oo

([12], strana 29)

Véta D.5. Je-li posloupnost {a,} redlnych ¢isel omezend a exituje-li prirozené
¢islo ng tak, Ze pro vSechna pfirozend n > ng je posloupnost {a,} monotonni,
pak md posloupnost {a,} viastni limitu. ([12], strana 30)

Véta D.6 (o limité souctu, rozdilu a souéinu). Necht {a,}, {b,} jsou posloup-
nosti realnych cisel. Jestlize existuje vlastni lim a, a vlastni lim b,, potom
n—oo n—oo

lim (a, £b,) = (lim an> + <lim bn> :

n—o0 n—00 n—o0
lim (a,b,) = <lim an> (lim bn) )
n—00 n—»00 n—00
([12], strana 31)

Véta D.7 (o limité podilu). Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnijch cisel.
Jestlize existuje vlastni lim a, a vlastni nenulovd lim b,, potom
n— oo

n—oo
lim a,
. an n—0o0
lim — = ~—"——.
n—oo b, lim b,
n—oo

([12], strana 31)

Véta D.8 (o limitnim pfechodu v nerovnosti). Necht {a,}, {b,} jsou posloup-
nosti redlnych c¢isel, které maji vlastni limity. Necht existuje ng € N tak, Ze pro
vsechna prirozend cisla n > ng plati a,, < b,,. Pak plati

lim a, < lim b,
n—oo n—oo

([12], strana 38)
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Véta D.9 (o limité seviené posloupnosti). Necht {a,}, {b,}, {c.} jsou posloup-
nosti redlnych cisel. Necht existuje ng € N tak, Ze pro vSechna prirozend cisla
n > ng plati

a, < b, < ¢,
Jestlize ddle plati lim a, = lim ¢, = A € R, pak existuje i limita posloupnosti
n—oo n—oo
{bn} a plati pro ni lim b, = A. ([12], strana 39)
n—oo

Véta D.10. Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnych cisel. Necht ddle exis-

tuje vlastni lim a, = a a plati lim |a, — b,| = 0. Pak plati lim b, = a.

n—oo n—o0 n—oo
Diikaz. Necht € > 0 je libovolné pevné. Pro néj existuji pfirozend ¢isla nq a ns
tak, ze pro vSechna pfirozena cisla n > n; plati |a, —a] < § a pro n > ny
je |an —by| < 5. S vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti pro piirozena ¢isla n >

max {ny,ny} tak dostavame

b, — al = |an, —a+ b, — a,| <l|a, —a|l + |b, — an| = |an, — a| + |a, — by| <
e €
<-4-=c .
227"

Nésledujici ditkaz provedeme podle navodu uvedeném na strané 88 v [9].

Véta D.11. Necht k € N, a, > 0 a existuje vlastni lim a, = a. Pak plati
n—oo

lim ¥a, = Va.

n—oo

Diikaz. 7 a, > 0 a existence vlastni lim a,, = a podle Véty |D.§ o limitnim
n—oo

prechodu v nerovnosti dostavame ihned a > 0. Necht je dano ¢ > 0. Kdyby bylo
¥a, > ¥a+ e, tak by po umocnéni na k-tou a po pouziti binomické véty bylo

k

k P

Qp = <) (%)]6k_J Za+gk,
=0 \J

kde posledni nerovnost plati diky nezapornosti vsech ¢lend binomického rozvoje

(je totiz @ > 0 a tedy /a > 0). Nerovnost a, > a + &* viak nemfiZe platit

pro dostateéné velkd n € N, nebof z definice lim a, = a existuje pfirozené
n—oo

¢islo ng tak, Ze pro dané & a vSechna piirozend n > ng plati dvojice nerovnosti
a—¢ <a, <a+e aproe = eF by to nemohlo platit.

Analogicky nemtize byt /a, < /a — € pro dost velka n, takze celkové pro
dost velka n plati dvojice nerovnosti

Va—e < Va, < Va+e,
neboli lim a, = Va. O
n—oo
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Véta D.12. Ma-li posloupnost redlngch cisel {a,} vlastni limitu A, pak kaZdd
posloupnost z ni vybrand md také limitu A. ([12], strana 40)

Véta D.13. Md-li monotonni posloupnost {a,} redlnych ¢éisel néjakou omezenou
vybranou podposloupnost, je posloupnost {a,} omezend.

Diikaz. Necht je posloupnost {a,} neklesajici pro vSechna pfirozend n > nyg,
no € N. Posloupnost {a,} je zdola omezend ¢islem min {ay, as, . .., a,, }. Protoze
je néjaka vybrana podposloupnost {ay, } omezend, existuje ¢islo L > 0 tak, zZe
lag, | < L pro vSechna k, € N. Zvolme pevné n € N a rozliSme tyto pfipady:

1) je-li n < ng, pak plati a, < max{a,as,...,a, 1};

2) je-li n > ny, pak plati a, < ay, < L (je totiz n < k, a posloupnost {a,} je

neklesajici).
V obou ptipadech je ¢len a,, omezeny shora ¢islem max {ay, as, ..., a,,, L}. Cel-
kové je tedy posloupnost {a,} omezena.

Je-1i posloupnost {a,} nerostouci, provede se ditkaz podobné. [

Véta D.14. Exzistuje-li takove prirozene cislo ng, Ze pro vsechna prirozend cisla
n > ng je posloupnost redlnych cisel {a,} neklesajici, je ap < lim a, pro kaZdé
n—oo

prirozené k > ny. ([9], strana 95)

Véta D.15. Exzistuje-li takové prirozené c¢islo ng, Ze pro vsechna prirozend cisla

n > ng je posloupnost redlnych cisel {a,} nerostouct, je ap > lim a, pro kazdé
n—oo

prirozené k > ny. ([9], strana 96)

Véta D.16. Ke kaZdému redlnému cislu x existuje neklesagici posloupnost racio-
ndlnich cisel magict limitu x. ([9], strana 99)

Véty o limitach realnych funkci

Pozndmka. Ve vSech nasledujicich vétach budeme uvazovat jen funkce f : R — R
a budeme to proto ve znéni téchto vét vynechavat.

Véta D.17 (o limité souctu, rozdilu a souc¢inu). Necht f a g jsou funkce redlné
promeénné, které maji limity v bodé xg € R*Eg] Potom plati:

YR* = RU {—00, 00}.
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(@) Jim (7 +9) (o) = (Jim 7)) + im0

kromeé pripadu, kdy jedna z limit je +00 a druhd —oo.

(i) lim (f-g)(x)= <lim f(:z:)) : <lim g(x)) .
T—I0 T—rT0 T—T0
krome pripadu, kdy jedna z limit je 0 a druhd +oo.
([12], strana 61)

Véta D.18 (o limité seviené funkce). Necht f, g, h jsou funkce redlné proménné,

pro které v néjakém redukovaném okoli bodu xo € R plati f(x) < g(z) < h(x).

Jestlize dale plati lim f(x) = lim h(z) = A € R, pak existuje také limita funkce
T—rT0 T—T0

g v bodé o a plati lim g(x) = A. ([12], strana 61)
T—T0

Véta D.19. Necht f, g jsou funkce redlné proménné, pro které v néjakém redu-

kovaném okoli bodu xy € R* plati f(z) < g(x). Je-li lim f(x) = 400, je také
T—T0

lim g(z) = +oo. ([12], strana 62)

T—TQ

Véta D.20 (o limité slozené funkce). Necht f a g jsou funkce redlné proménné,

xo € R. Necht ezistuje limita lim f(z) = A € R a necht g je takovad funkce, Ze

T—T0

lin}‘g (y) = B € R. Jestlize existuje redukované okoli U* (zy) tak, Ze f (z) # A
Yy—r
pro x € U* (xg), pak funkce g o f md v bod€ xqy limitu a plati

li =B= li .
Ap @@ =5=_lm o0

([12], strana 68)

Véta D.21. Necht x9,A € R a [ je funkce redlné proménné. Potom rovnice
lim f(xz) = A plati tehdy a jen tehdy, je-li

T—T0

lim f(z) = lim f(z) = A.

x—)xar =T
([9], strana 168)

Véta D.22. Necht xy € R* a [ je funkce redlné promeénné, pro kterou plati

1
xll}rgo f(x) = +o00. Potom mli_>1r£:10 e =0. ([9], strana 180)
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Véty o derivacich realnych funkci

Véta D.23. Necht [ je funkce redlné promeéenné, kterd je definovand na otevie-
ném intervalu I C R. Md-li f v kaZdém bodé intervalu I vlastni derivaci, je na
tomto intervalu spojitd. ([12], strana 92)

Véta D.24. Necht [ a g jsou funkce rediné proménné, které maji vlastni derivace
v bode xy € R. Potom plati

(f £9) (z0) = [ (x0) £ ¢’ (20),
(f9) (z0) = [ (x0) g (z0) + f (w0) ¢’ (20) -

Je-li navic g (zo) # 0, plati téz

/ / ) — J' (x0) g (xo) — f (20) g’ (w0)
(5) @ (9 @) '

([12], strana 93)

Véta D.25 (o derivaci slozené funkce). Necht f a g jsou funkce redlné proménné,
které magji vlastni derivace f'(a) a ¢'(b), b = f(a), a € R. Potom sloZend funkce
go f ma vlastni derivaci v bode a a plati

(9o f) (a) =g (b) f'(a) = ¢ (f (@) ' (a).
([12], strana 94)

Véta D.26. Necht [ je funkce redlné proménné, kterd je definovand na otevre-
ném intervalu I C R a jejiz derivace je v kaZdém bode I nulovd. Potom f je
konstantni v I. ([12], strana 111)

Véta D.27. Necht [ je funkce redlné proménné, kterd je definovand na otevre-
ném intervalu I C R. Je-li na I f'(z) >0 (f'(x) <0), pak f je na I rostouct
(klesagict ) ([24], strana 248)

Véta D.28. Necht f je funkce rediné proménné, kterd je na otevieném intervalu
I C R spojitd a ktera md v kaZdém bode intervalu I druhou derivaci. Je-li
f"(xz) > 0 (< 0) v kazdém bod¢ intervalu I, pak f je na I ryze konvexni (ryze
konkdvnt).

([9], strana 250)

20Bez ohledu na to, zda je f v I spojita; derivace f’(r) mtze byt v nékterych bodech z
nevlastni.
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Véty o spojitosti realnych funkci

Véta D.29. Necht [ je funkce redlné proménné, kterd je spojitd na intervalu
[a,b], a,b € R a pro kterou plati f(a)f(b) < 0. Potom ezistuje bod xoy € (a,b)
tak, Ze f (zo) = 0. ([23], strana 118)

Véta D.30. Necht [ je funkce redlné proménné, kterd je spojitd a rostouci na
intervalu I s koncovymi body a, b € R*, a < b. Potom Ry je interval s koncovymi
body A = hm f(z), B = hm f(z). Pokud do I patii koncovy bod a, patii do

Ry koncovy bod A (a je navic A f(a)) a patri-li do I bod b, patii do Ry bod
B (a je navic B = f(b)). ([12], strana 71)

Véty o inverznich funkcich

Véta D.31. Necht f je funkce redlné proménné s oborem hodnot Ry, kterd je
rostouct na otevieném intervalu I C R. Potom f~' je na Ry rostouct.
([23], strana 156)

Véta D.32. Necht [ je funkce redlné proménné s oborem hodnot Ry, kterd je
spojitd a rostouct na otevieném intervalu I C R. Potom f~! je na Ry spojitd.
([23], strana 156)

Véta D.33 (o derivaci inverzni funkce). Necht f je funkce rediné proménné,
kterd je rostouci na otevieném intervalu I C R. Necht md f v bodé xg € I vlastni
nenulovou derivaci. Potom funkce g = =1 md vlastni nenulovou derivaci v bodé
A= f(xo) a plati

([23], strana 156)

Véta D.34. Necht [ je funkce redlné proménné, kterd je spojitd a rostouci na
intervalu I s koncovymi body a, b € R*, a < b. Necht je ddle A = hm f(z),

I*)a
B = lim f(x). Potom plati

z—b—

lim f'(y)=a, lim f'(y) =0

y— AT y—B~

([12], strana 71)
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Véty o Taylorové radé realnych funkci

Véta D.35. Necht xg,x € R, x # xq, n € N. Necht ma funkce f na uzavieném
intervalu I s kragnimi body x¢ a x derivace aZ do Tddu (n + 1). Necht ddle plati

") (g .
1) = 3 T a0 Ry(e) = F) - (e,

Potom existuje vnitrni bod ¢ intervalu I tak, Ze

f(n+1) (() n+1
1y &)

(Lagrangeiv tvar zbytku). ([23], strana 189)

Ry(z) =

Véta D.36. Necht xg,x € R, x # xy. Necht md funkce f na uzavieném intervalu
I s krajnimi body xo a x derivace vSech Tddu. Potom rovnost

LB (1)
p) = 30
k=0
plati prave tehdy, kdyz
lim R,(z) =0.

n—oo

([9], strana 296)

Véty o primitivnich funkcich a uréitych integralech

Véta D.37. Je-li f realnd funkce, kterd je spojitd v uzavieném intervalu [a,b],
a,b € R, pak fab f(z)dz existuje. ([L1], strana 51)

Véta D.38. Necht f, g jsou redlné funkce, které maji na intervalu |a,b] Rieman-
niv integral. Je-li f (z) < g(x) na |a,b], pak plati

/abf(:c)dxg/abg(x)dx.

Véta D.39. Necht [ je redlnd funkce, kterd md Riemanniv integrdl na kaZdém
uzavreném intervalu (o, 5] C I C R. Je-li ¢ € I libovolny bod, pak funkce

Fc(x):/xf(t)dt, rel

ma nasledugici vliastnosti:

([12], strana 158)
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(i) je spojitd na I;
(i1) je-li f spojitd v bodé xy € I, pak F! (zo) = f (o).
([12], strana 164)

Véta D.40. Je-li f redlna funkce, kterd je spojitd na otevieném intervalu I C R,
pak mad na I primitivnd funkci. Pro ¢ € I je primativni funkce, kterd je v bodé c
rovnd nule, ddna predpisem

Fc(x)—/xf(t)dt, xel

([12], strana 165)
Véty o rfadach realnych cisel

Véta D.41 (nutnd podminka konvergence). Jestlize tada Z a, konverguje, pak
n=1

lim a, = 0.
n—oo

([13], strana 165)

Véta D.42 (limitni d’Alembertovo podilové kritérium). Necht a,, > 0 pron € N
a necht

lim “ <1,
n—00 (U,
o)
Pak tada Z a, konverguje. ([13], strana 172)
n=1
Véta D.43. Je-li rada Z la,| konvergentni, pak je konvergentni i fada Z Q-
n=1

n=1
([13], strana 179)

Pozndamka. Nasledujici véta je disledkem dvou vét, proto uvadime v citovaném
zdroji dvé strany.

Véta D.44. Necht jsou rady Z Gy G Z b, absolutné konvergentni. Potom plati

n=1 n=1

£ (E) £

([13], strana 167 a 190)
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o0

Véta D.45. Je-li rada Zan absolutné konvergentni, potom kaZdé jeji prerov-
n=1

ndni je absolutne konvergentni rada, ktera ma stejny soucet jako puvodni Tada
oo

Ay, ([13], strana 186)

n=1

Véta D.46. Necht je tada Zan absolutné konvergentni. Potom ke kaZdému
n=1
e > 0 ewxistuje cislo ng € N tak, Ze pro vsechna prirozend k > ny je

o0
Z la,| < e.
n=k+1

([10], strana 87)

Véty o posloupnostech a radach realnych funkci

Pozndmka. V nésledujicich vétach budeme posloupnosti funkei znacit zkracenym
zéapisem {f, (x)}, kterym méme na mysli zapis {f, (z)} —, a budeme uvazovat
jen situaci f, : R — R, n € N, coz budeme ve znéni vét vynechavat.

Véta D.47 (Bolzanova - Cauchyova podminka pro stejnomérnou konvergenci).
Posloupnost funkci {f, (x)} definovanych na intervalu I C R konverguje stejno-
meérné na tomto intervalu prave tehdy, kdyz plati

(Ve > 0) (3ng € N) (Ym,n > ng) (Vo € I) (|fm (x) — fu (x)] < e).
([14], strana 6)

Véta D.48 (o derivaci limitni funkce). Necht {f, (z)} je posloupnost funkci,
které maji na otevieném intervalu I C R wvlastni derivace. Necht ddle posloup-
nost { fn (z)} konverguge alespori pro jedno xo € I a {f} (x)}.~, konverguje stej-
nomeérné na 1. Potom pro vsechna x € I plati

i (i 1o 0) = Jim (00 0)).

([14], strana 15)
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Véta D.49 (o spojitosti limitni funkce). Necht {f, ()} je posloupnost funkci
spojitych na intervalu I C R. Necht{ f, (z)} konverguje stejnomérné na intervalu
I k funkci f. Potom f je spojitd na intervalu I. ([24], strana 393)

Véta D.50 (Diniho). Necht {f.} je monotdnni posloupnost spojitych funkci,
které na omezeném uzavieném intervalu I C R konverguji ke spojité funkci f.
Pak {f.} konverguje stejnomérné k f na I. ([24], strana 399)

Véty o mocninnych radach

Poznamka. V nasledujicich vétach bude pro proménnou = vzdy platit, ze x € R,
coz budeme ve znéni vét vynechavat.

Véta D.51. Soucet mocninné rady je funkce, kterd je spojitd v intervalu kon-

vergence. ([24], strana 415)
Véta D.52 (o derivaci mocninné fady). Md-li tada Zanx” polomér konver-
n=0

gence R > 0 a oznacime-li [ jeji soucet v intervalu (—R, R), pak pro viechna
x € (=R, R) plati

f(z)= Z na,z" .

([24], strana 416)

Véty o diferencialnich rovnicich

Véta D.53. Necht a € R, b € R*. Necht je v rovnici y' = g (y) funkce g spojitd

na |a,b), kladnd na (a,b), g(a) = 0 a ¢, (a) evistuje a je viastni. Necht G je

primitivni funkce k 1/g na (a,b). Pak lim+ G (y) = —o0. ([6], strana 356)
y—a

Véta D.54. Necht a € R. Necht je v rovnici y’ = g (y) funkce g spojita a kladnd
na intervalu (a,+00) a G je primitivni funkce k 1/g na tomto intervalu.

(1) Pokud ezistuje vlastni limita lim M, pak lim G (y) = +oo.
Yy——+00 Yy Yy—r—+00
9(y)

(ii) Existuje-li o« > 1 takové, Ze lim >0, pak lim G (y) je vlastni.
y—+too Y« Yy——+00

([6], strana 357)
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Obecna mocnina

Vsechny nésledujici definice a véty byly prevzaty z [9], ze stran 59 — 64, strany 85
a ze stran 105 — 114.

Definice D.55. Pro véechna n € N a x > 0 definujeme 2! = 2, 2" = z - 2",

1
P=1lazs™"= —. Takto definovanou funkci nazyvame n-t4 mocnina (s celym
x

exponentem).

Definice D.56. Pro kazdé x > 0 a n € N definujeme /2 jako takové kladné
¢islo w, pro které plati w™ = x. Funkci x — {/x nazyvame n-t4 odmocnina.

Véta D.57. Pro kazdé x > 0 an € N existuje prave jedno kladné cislo w, pro
které plati W™ = x.

Véta D.58 (Vlastnosti n-té odmocniny). Necht je x,y > 0, n € N. Pak plati:
(i) Y7 = YTy
(i) je-li v =y, je Yx = /y aje-liz <y, je Jr < /y;

(iii) lim /7= 1.

Definice D.59. Pro kazdé x > 0 a z € QQ definujeme z* rovnici

q

xZ —_= xp7

kde p € Z a q € N jsou takova ¢isla, ze z =

3

Véta D.60. Necht © >0, 2 € Q, z = ]—9, p € Z, q € N. Potom ¢islo x* = v/xP
q

2avist pouze na x (tj. nezdvisi na vyjadreni raciondlniho ¢isla z ve tvaru zlomku
P P . , .

=) a pro z celé Definice|D.59 souhlasi s Definici|D.55,.
q

Definice D.61. Pro kazdé = > 0, z € R definujeme

= lim 2, 2,€Q, lim z,=z.
n—o0 n—oo

Takto definovanou funkci nazyvame obecnd mocnina.

Véta D.62. Necht z > 0, z € R. Potom plati:
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(1) Pro kaZdé z € R existuje posloupnost raciondlnich ¢isel zq, za, . .. konvergu-

gici k z, tj. lim z, = z.
n—r0o0

(2) Je-li z1, 23, ... libovolnd posloupnost raciondlnich cisel, pro kterou plati
lim z, = z, potom existuje limita
n—oo

lim z*" = §.
n—o0

(3) Cislo 3 je kladné a zdvisi pouze na x (tj. mezdvisi na volbé posloupnosti
raciondlnich c¢isel konvergujici k z).

(4) Je-li z raciondlni, pak Definice souhlasi s Definici[D.59

Véta D.63 (Vlastnosti obecné mocniny). Necht je x,y,«, B € R, x,y > 0. Pak
plati:

(i) x%xP = xo+P;
(it) x% = —=;
(iii) (2)° = 27,

(iv) 2% > 2% proa > B, v > 1;

(v) z* > 0.
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