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Posudek disertaén{ prace Zuzany Vlasdkové

“Symmetries of the CR sub-Laplacian”

Laplaciiv operator A = 9%0, na R" je jednim z nejvice studovanych
diferencialnich operatori v analyze a geometrii. Jeho symetrie jsou zcela
klasifikované v praci M. Eastwooda [2]. Tento vysledek byl motivovany mj.
matematickou fyzikou nebo analyzou a svym koncepénim piistupem inicioval
vyzkum symetri{ dalSich operatorti. Konstrukee z [2] zejm. odrazi fakt, ze A
je konformné (a ne jen Riemannovsky) invariantni.

V CR geometrii, kde misto (pseudo)Riemanovské metriky g, na R® miame
Hermiteovskou metriku gz, na C", existuje analogicky operator 0°d, nebo
0%9;. Jina verze CR geometrie vznika na vhodné kvadrice M C C™*!, co je
kontaktni varieta, na jejiz kontaktni distribuci se indukuje komplexni struk-
tura. Takto se ziskd plochy model pro CR geometrie kodimezne 1. Ta je vy-
bavena (pseudo)Hermiteovskou metrikou gz, (na kontaktnf distribuci), ktera
je dana aZ na nasobek. Analogie Laplacianu z R™ je sub-Laplacian [4] (ptes-
ngji tfida téchto operatort [3]), ktery je CR invariantni (tj. nezavisi na volbé
nasobku gz,.) Pfibuznost konformni a CR verze Laplacianu je zdiraznéna
tim, Ze konformni a uvaZovana kontaktni CR struktura spadaji do tfidy tzv.
parabolickych geometrii, kde je k dispozici [1] mnoho néastroji invariantniho
kalkulu.

Symetrie sub-Laplacian A je diferencialni operator S takovy, Ze existuje
operator S’ splijici AS = S’A. Cilem prace je popsat v8echny takové sy-
metrie. Motivovano pfistupem z [2] to znamend dva kroky: nejprve je tfeba
popsat viechny pi{pustné symboly operatoru S a pak pro dany (pfipustny)
symbol sestrojit symetrii s timto symbolem.

Hodnocena prace je sloZena z 8 kapitol, pfi¢emZ jadro je v kapitolach 6
a zejména 7. Prvni dv& kapitoly obsahuji tivod a pfehled zakladni notace.
Kapitoly 3 a 4 obsahuji pfehled vysledkii teorie parabolickych geometrii,
v kapitole 5 je pak definovina uvazovana konatktni CR struktura jakoito
konkrétni pfipad parabolické geometrie.



V kapitole 6 se buduje kalkulus potfebny ke konstrukei symetrii. Analo-
gicky k postupu ve [2] se uvaZuje vnofeni C**! <« C"*? s tim, %e (pevni)
Hermiteovska struktura na C**? indukuje CR strukturu na M. Zejména Her-
miteovsky invariantni operatory za jistych podminek zad4vaji CR invariantnf
operatory na M. Timto se ukéZe, Ze diskutovany sub-Laplacian je CR inva-
riantni (viz Lemma 6.0.4 a Theorem 6.0.1).

V kapitole 7 autorka nejprve pfimym vypoétem najde omezujici pod-
minky pro symboly symetrii (Lemma 7.1.3 a 7.2.1 a zejména Theorem 7.2.1,
ktery diskutuje symboly libovolného ¥adu). Toto omezeni spodiva v invariant-
nim diferencidlnim operatoru — vhodné ireducibilni komponenta vedouciho
symbolu mus{ byt feSenim tohoto operatoru. (Tento operator je pfeureny,
coz ukazuje, Ze vektorovy prostor symetrii do daného fadu mé koneénou di-
menzi. Ta se d4 spoéist z Theoremu 7.2.2.) Theorem 7.2.1 také dava detailni
popis nékterych symbolil niZiich fada. Toho se pak vyuZiva v Theorem 7.2.3,
kde se pro kazdy pFipustny symbol (tj. takovy symbol, ktery je feSenim da-
ného preurteného operatoru) zkonstruuje symetrie s timto symbolem.

Jednim z nedostatkd hodnocena prace je angli¢tina, ktera by asi pfinesla
obtiZe rozenému mluvéimu. Napfiklad pouZiti uréitého ¢lenu v “on the CR
quadric” v prvni vété kapitoly 6 je matouci. (Dalsi p¥iklady jsou chybné
vétné konstrukce obsahujici sloveso “vanish” ve v&tach 65 4, 80 6 a 8176.
(Vyraz 65_ 4 oznaéuje stranu 65 a 4. fadek zespoda, 816 stranu 81 a 6. fadek
odshora.) Préci by také prospéla kontrola pravopisu (napf. “thisd” 48_8).

Z koncepéniho pohledu je nejasna role pfehledu teorie parabolickych ge-
ometrii na stranach 13-47 — k popisu a konstrukei symetrii tato teorie neni
pfimo potfeba. Déle by bylo vhodné zdtiraznit, jestli jsou detaily ambientni
konstrukce v kapitole 6 vypracovany autorkou nebo pfevzaty odjinud. Srozu-
mitelnosti textu by také pomohlo, kdyby vektorova pole na raznych prosto-
rech by byla oznagena riznymi symboly — napf. posledn{ tfi faddku na strané
80 nejsou na prvni pohled srozumitelné. (Symbol V' se obecné pouZiva pfilis
tasto.) Ctivost textu snizuji a chyby v typesettingu, napf. v prvnich dvou
fadcich na strané 67.

V textu se nachézeji chyby v matematickych &astech, které jsou vesmés
lehce opravitelné:

e Znaménka u pZ4 v (6.2) jsou Spatna.

e Ve vyrazu 60 7 chybi zavorky u integralu.



e Poditat komutator v pfedposeldim Fadku na strané 64 je matouci. (Defi-
nice symetrie S vyZaduje AS = S'A pro n&jaké S” a nikoliv AS = SA.)

e Kam vede odkaz na “equations 17 v 74_8 7

e Oznaleni d, na 56_11 a J, na 66 14 nenf konzistentni.
o Vyrazy na 65_9 a 65_ 10 nejsou kompatibilni se (7.2).
e Na konci vyrazu 6011 by mélo byt %y“yn.

e VE&ta na 81°8 “To make ... polynomial” (ktera obsahuje vyraz (7.22)) je
dlouhé a nesrozumitelna. Pritom je to zasadni ivaha v dtkazu Theo-
remu 7.2.3. Role koeficientti aj, , , si zde zaslouZi podrobngjsi komentaf.

Zaveér: Hodnocena prace podava ucelené feeni popisu symmetrii CR
sub-Laplaceova operitoru jakozto vektorového prostoru véetne nastrojiit pro
jejich daldf studium. Ve struktufe textu se dobfe orientuje, vyse zminéné pro-
blémy ale nékde ztéZuji pochopeni detailti. Prace obsahuje piivodni vysledky
(zejm. v kapitole 7) a ukazuje tvirei schopnost autorky aplikovat tcoretické
znalosti na nové problémy. Podle mého ndzoru tato prace splinje pozadavky
na kladené na disertacni praci a doporucuji ji k obhajobé.
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