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UVODNI SLOVO

Tato doktorska disertacni préace je vénovana védeckému dilu Bohumila Bydzovského
(1880-1969), profesora matematiky na Karlové univerzité v Praze, ktery svou
praci ovlivnil respektive doplnil dosavadni vysledky dvou matematickych dis-
ciplin — algebraické a diferencialni geometrie. Vétsi cast své védecké prace
pritom vénoval geometrii algebraické. Tato prace vznikala béhem mého post-
gradualniho studia na Matematicko-fyzikalni fakultée UK v letech 2000-2005.
Navazuje na disertaéni praci Ladislavy Francové Zivot a dilo Bohumila Bydzovského
z roku 2001, ve které jsou podrobné popsany zivotni osudy této velké osobnosti
¢eské matematiky, otdzky stfedoskolské reformy o niz se Bydzovsky zasazoval,
dale je proveden rozbor jeho stiedoskolskych a dvou vysokoskolskych ucebnic

a strucna charakteristika jeho védeckych praci, které jsou pak naplni mé di-
sertacni prace.

Predlozend prace je rozdélena do osmi kapitol, nékteré z nich jsou dale
¢lenény. Prvni kapitola mé ¢isté biograficky charakter, strué¢né seznamuje ¢tenare
s zivotnimi osudy Bohumila Bydzovského. V dalsich Sesti kapitolach se po-
stupné vénuji jednotlivym oblastem Bydzovského odborného zajmu. Prvni
z nich je vénovana algebraickym kiivkam, dalsi dvé kapitoly pojednavaji o
biracionalnich transformacich, nasleduje kapitola o geodetickych kiivkach na
sttedovych rotacnich plochédch druhého stupné. Piedposledni z téchto kapi-
tol zpracovava autorovy préace o konfiguracich a posledni kapitola se vénuje
pracim, které nelze zatadit do zadné z kapitol predchozich. V kapitole osmé je
proveden rozbor jeho tii ucebnic vénovanych studentum vysokych skol. Prace
je zakoncena seznamem publikovanych praci a dostupnych recenzi téchto praci.

Snazila jsem se zachovat ¢asovou chronologii vzniku jednotlivych tema-
tickych celku, ale zatimco nékterych témat se autor ve svych pracich pouze
dotkl, jina sleduje po celou dobu své védecké ¢innosti a tedy tuto souslednost
nebylo vzdy mozné dodrzet.

V citacich, uvedenych v disertacni préci, se ¢asto setkavame s pojmy, které
se dnes jiz nepouzivaji. Ve vlastnim textu disertace se snazim pouzivat nazvoslovi
soucasné. U nékterych pojmu je zcela ziejmé, co chtél autor tici (napf. infleként
— inflexni, bod tvratu — bod vratu, ¢ara — kiivka), nékteré vsak svym dnesnim
ekvivalentum jiz piilis podobné nejsou (napi. soujemné body — body kom-
plexné sdruzené). Rovnéz znaceni bodu malymi pismeny a piimek velkymi,
které u Bydzovského nalézdame v pocéatcich jeho védecké tvorby, se dnes jiz
nepouziva, praveé naopak.

Chteéla bych podékovat vsem pratelum a kolegum, ktefl se mnou mou di-
serta¢ni praci konzultovali a dali mi fadu cennych napadu a podnétu. Zvlastni
dik patti Janu Labutovi za pomoc pri vytvareni nékterych obrazku paté ka-
pitoly za pomoci numerické metody Runge Kutta 4. fddu. Dékuji rovnéz pra-
covnikum archivii a knihoven, ktefi mi pomédhali pii patrani po literatufe.
V praci byly vyuzity materidly z néasledujicich instituci: knihovna MFF UK,
knihovna MU AV CR, Néarodni knihovna v Praze, Stétni technickd knihovna
v Praze. Radu potfebnych materilii jsem prevzala od jiz zminované Ladislavy
Francové, za coz ji timto dékuji.

Velky dik za obétavou pomoc, cenné rady, trpélivost a povzbuzeni patii
mému Skoliteli doc. RNDr. Leo Bockovi, CSc.
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Kapitola 1

Bohumil Bydzovsky

Prof. Bohumil Bydzovsky se narodil 14.bfezna roku 1880 v Duchcové. Jeho otec
Jan Bydzovsky (narozen 1835) byl zaméstnan jako stavebni inzenyr na stavbé
severoCeskych drah. Mimo jiné se zaslouzil o zalozeni ¢eské skoly v Duchcoveé.
Jeho matka Anastézie, rozend Odvarkova, zemfela roku 1883, ve véku pouhych
24 let. Bohumil Bydzovsky se narodil jako tfeti v poradi ze ¢tyt déti. Mél starsi
sestru a dva bratry.

Jeho prvni skolni 1éta byla ovlivnéna neustalymi zménami pracovisté jeho
otce. Do prvni tfidy nastoupil v Duchcové. Jeji konec a polovinu druhé tiidy ab-
solvoval na némecké skole v Kostanech u Teplic. Po otcové opétovném pielozent
se znovu dostava na ¢eskou skolu na prazské Vinohrady. Zde dokoncil druhou
ttidu, vystudoval treti a témér celou ¢tvrtou. Zbytek ctvrté a celou patou tridu
pak absolvoval na némecké skole v Hornim Litvinové. Tato tvrda zivotni lekce
mu jiz v utlém véku prinesla nejen schopnost se houzevnaté probijet skolni
praci, ale i skvélou znalost néméiny.

Roku 1890 nastoupil na akademické gymnazium v Praze. Zde se jiz na-
plno rozvinul jeho talent. Az na prvni pololeti primy mél vzdy vyznamenani
a od kvarty jiz nemél horsi znamky nez jednicky. Vynikal nejen v matema-
tice, ale i v ostatnich predmeétech. Na maturitnim vysvédceni, které bylo sa-
moziejmé s vyznamenanim, si odnesl pochvalnou poznamku za soukromou
cetbu v fectiné. Béhem svych stfedoskolskych studii se téz naucil anglicky,
francouzsky a italsky.

Po maturité roku 1898 nastoupil na filozofickou fakultu Karlovy univer-
zity (tehdy jesté Karlo-Ferdinandovy), kde az do roku 1902 studoval mate-
matiku a fyziku. Zpocatku se vénoval vice filozofii a déjinam literatury. Jeho
pozdéjsi zdjem o geometrii v ném podnitil az jeho univerzitni ucitel Eduard
Weyr!. Zavéreénou statni zkousku vykonal u profesorit Studnicky? a Strou-
hala?. Doktorem filozofie byl promovan 30.listopadu 1903 na zékladé disertace
O integrdlech hypereliptickijch, jiz mu zadal Karel Petr* a vykondni obou ri-
gorosnich zkousek, hlavni z matematiky a fyziky u profesorii Petra, Kolacka®

IEduard Weyr (1852-1903), od roku 1881 Fadnym profesorem matematiky na prazské technice, od roku
1891 predndsi téz na ceské univerzité v Praze.

2F.J.Studnicka (1836-1903), od roku 1866 profesorem na prazské polytechnice, od roku 1871 profesorem
matematiky na Karlo-Ferdinandové univerzité.

3Cenck Strouhal (1850-1922), byl profesorem experimentalni fyziky na prazské univerzité.

4Karel Petr (1868-1950), od roku 1908 fddnym profesorem na Karlo-Ferdinandové univerzité.

5Frantisek Kolacek (1851-1913), od roku 1891 byl profesorem fyziky na eské univerzité v Praze.



a Strouhala a vedlejsi z filozofie u profesori Masaryka a Drtiny.

Mezitim vsak jiz zacal pedagogicky pusobit na stfednich skoldch. Nejprve
to bylo malostranské gymnazium v Praze, potom redlka v Kutné Hore, opét
redlka v Praze a posléze redalky na Kladné a v Karliné (ten jesté tenkrat nebyl
soucasti Prahy), odkud roku 1910 pftesel trvale na vysoké skoly poté, co se
roku 1909 habilitoval na filosofické fakulté Karlovy university.

V tomto obdobi nastava v jeho zivoté velka zména. Roku 1904 se ozenil
s PhDr. Marii Kominkovou. Jeho zena pochézela z trednické rodiny, usa-
zené ve Vesell nad Luznici. Vystudovala historii a zvldsté pak pomocné vedy
historické na filozofické fakulté Karlovy univerzity a stala se profesorkou na
prazském divéim gymnéaziu Minerva. Z mladického manzelstvi vzesly pozdéji
dveé déti. Syn Jan (narozen 1906), ktery vystudoval matematiku a fyziku na
prazské prirodovédecké fakulté a roku 1935 byl povolan do Mezinarodniho
tifadu prace v Zeneveé, a syn Ladislav (narozen 1908), ktery se stal ifednikem
na ministerstvu spravedlnosti.

Jako docent pusobil Bohumil Bydzovsky na Karlové univerzité v Praze
a zéroven vypomahal predndsenfm i na Ceském vysokém uceni technickém
az do roku 1917, kdy se stal mimoiradnym profesorem Karlovy university.

Roku 1918 zacal pracovat jako ministersky tajemnik na nové zalozeném
ministerstvu skolstvi a narodni osvéty, avsak vydrzel zde pouze rok a opét se
vratil na Karlovu univerzitu, kde byl roku 1920 jmenovan radnym profesorem.
O tfi roky pozdéji byl jmenovan predsedou reformni komise pii ministerstvu
skolstvi a narodni osvéty. Ackoli prace této komise nebyla uspésnd a veskeré
jejl navrhy byly zamitnuty diive, nez se dostaly do parlamentu, byl rokul1929
za ministra skolstvi Dérera zvolen znovu predsedou této komise. Nové vypraco-
vand skolskd reforma (znam4 pod jménem Dérerova) byla roku 1933 zavedena
do skol a hluboce ovlivnila vyvoj naseho skolstvi, zejména pak stiedniho.

Vedle tady stiedoskolskych ucebnic se Bohumil Bydzovsky vénoval také
sepsani novych ucebnic vysokoskolskych. Roku 1923 vysla jeho ucebnice Uvod
do analytické geometrie, roku 1930 Zdklady teorie determinanti a matic a jich
uziti. Vrcholem téchto snah byla rozsahla ucebnice Uvod do algebraické geo-
metrie, kterd vysla roku 1948. Za toto své dilo dostal pozdéji statni cenu. Zde
na témeér sedmiset stranach seznamuje autor ctendte s algebraickymi utvary
v roviné a 3-rozmérném prostoru v homogennich projektivnich soutadnicich
a uvadi jej do teorie algebraickych transformaci, prevazné linearnich. Bohu-
mil Bydzovsky byl vynikajici pedagog, mél vsechny své prednasky dukladné
promyslené, mezi studenty byl velmi obliben®.

Po uzavteni ¢eskych vysokych skol Némci v ¢ervenci 1940 byli vSichni cesti
vysokoskolsti profesoti déani do vysluzby. Z tohoto duvodu se Bohumil Bydzovsky
prestéhoval z Prahy do svého domu ve Veseli nad Luznici. V zari roku 1942
byl spolu se svou zenou zatcéen gestapem a dopraven do internacniho tabora ve
Svatoborticich u Kyjova na Moravé. Némecké urady totiz podeziivaly jeho syna,
jez se zdrzoval v ciziné, z emigrantstvi. Pro nedostatek dukazu byli oba v lednu
1943 z tabora propusténi. Ve skutec¢nosti Jan Bydzovsky opravdu emigrantem
byl, nebot od roku 1941 byl ve sluzbach nasi zahranicni vlady v Londyné.

Po skonceni vélky byly po Sestileté prestavce opét zahdjeny prednasky na
ceskych vysokych skolach. Bohumil Bydzovsky, prestoze nemél v Praze byt,

6Pted kazdou prednaskou si ve své pracovné cely text zopakoval. Studenti védéli, ze ho po tu dobu nemaji
rusit. Ve chvili, kdy si zacal zpivat pisnicku Kdyby sedm kandri... jiz studenti védli, ze skoncil, a Ze mohou
vstoupit (z vyprdvéni prof. Stefana Porubského).



se ihned ujal prednaseni na Karlové univerzité. V roce 1946 byl jednoznacné
zvolen rektorem Karlovy univerzity pro rok 1946/47. V jeho rektorském ob-
dobi byla konec¢né ztizena pii univerzité nova pedagogicka fakulta, jez konecéné
realizovala ddavnou touhu ucitelstva po vysokoskolském vzdélani.

Jeho nastupce v aradu rektora prof. Dr. Englis byl po tinorovych udalostech
roku 1948 nucen vzdat se své hodnosti. Jelikoz se blizily oslavy 600 let zalozeni
university, bylo zadouci, aby byl zvolen novy rektor. Jednomyslna volba padla
na prof.Bydzovského, ktery se tedy stal podruhé rektorem, coz byla véc do té
doby nevidana.

Bohumil Bydzovsky byl za svého zivota ¢lenem tady vyznamnych matema-
tickych i jinych obci.

V letech 1922-1935 byl hlavnim redaktorem Casopisu pro péstovdni mate-
matiky a fysiky. V letech 1931-1933 se stal ptedsedou Jednoty ceskych matema-
tikt a fysiki (jejim ¢lenem byl od roku 1898 a od roku 1908 byl élenem jejtho
vyboru). Tuto funkci prijal pak jesté jednou v letech 1945-1956. Za vSestranny
piinos pro Jednotu byl jiz roku 1928 zvolen jejim Cestnym ¢lenem, jako vibec
prvni takovy.

Profesor Bydzovsky byl dale fadnym clenem Krdlovské ceské spolecnosti
nauk a od roku 1945 jejim predsedou, az do ukonceni jeji Cinnosti v roce
1952. Roku 1919 byl zvolen dopisujicim, 1920 mimoiddnym a 1924 fadnym
clenem Ceské akademie véd a uménd. V roce 1952 — pii vzniku Ceskoslovenské
akademie véd — byl jmenovan jejim akademikem. Ke vSem témto namahavym
funkefm pfibyla v ¢ervnu 1949 jesté funkce predsedy Ceskoslovenské ndrodni
rady badatelské.

Zucastnoval se také témeér vSech mezinarodnich matematickych kongresu
(1912, 1920, 1924, 1928, 1936) mimo kongres curyssky (1932) a kongres v USA
(1950). Téz se zucastnil sjezdu matematiku slovanskych zemi (Varsava 1929,
Praha 1933), sjezdu matematiku polskych a ¢eskych (1949). Mimo to zastupo-
val Bohumil Bydzovsky nase univerzitni a védecké korporace na ruznych jinych
zahrani¢nich sjezdech, zasedédnich a oslavdch (napt. v Londyné 1946, Nice 1946,
Princetonu 1947). Je zhola nemozné podat presny popis této ¢innosti profe-
sora Bydzovského, ale jiz z pfedeslého naznaku je patrné, kolik casu vénoval
své praci.

Bohumil Bydzovsky byl ¢lovék, ktery vzdy dovedl svému okoli piimo rozdavat
svou dusevni pohodu a vyrovnanost. Obdivuhodnym rysem jeho povahy bylo
to, ze dovedl zit vice ze vzacnych ismévu osudu, nez jeho mnohem castéjsim
neptiznim podléhat.

Akademik Bydzovsky zemfel dne 6. kvétna 1969, jeho zena Dr. Marie Bydzovska
jej nasledovala o tii tydny pozdéji. Jeho zpopelnéné ostatky jsou ulozeny na
Olsanskych hibitovech.



Kapitola 2

Algebraické krivky

2.1 Kubické krivky

Prvni védecké prace Bohumila Bydzovského jsou vénovany racionalnim kiivkam,
zejména pak kubikdm a jejich soustavam. Jedna se o prace [B1], [B2] a [B5],
které vysly v rozmezi let 1906 az 1908. Po letech se Bydzovsky k tomuto tématu
vraci v pracich [B73] z roku 1930, [B91] z roku 1939 a v praci [B107] ze sklonku
jeho tvurciho obdobi z roku 1950, kdy mu bylo tctyhodnych 70 let.

Ackoliv vétsina Bydzovského praci patii do algebraické geometrie, prvni tii
vyse zminéné prace patii svym zamérenim spise do geometrie projektivni. Ne-
nalezneme zde jedinou rovnici, vSechny postupy jsou opisovany pouze slovneé.
Pricinu téchto ,projektivnich” zacatku Bydzovského je mozné hledat v tom, ze
vétsina jeho nejblizsich uciteld, zejména pak Eduard Weyr, se vénovala prave
projektivni geometrii. Snad az Bydzovského pozdéjsi ucitel a zadavatel jeho
disertacni prace Karel Petr, jenz se zabyval prevazné algebrou a teorii ¢isel,
jej privedl ke studiu geometrie algebraické.

Pted samotnym studiem praci se podivejme na koho Bydzovsky navazoval
a na jakych vysledcich stavél své vlastni teorie. V prvnich pracich Bydzovsky
casto k overeni svych vysledku pouziva kvadratickych transformaci. Jedna se
o nejjednodussi pripad tzv. Cremonovych transformaci.

Luigi Cremona (7.12.1830-10.6.1903) byl italsky matematik druhé poloviny
osmnactého stoleti. Napsal fadu knih o projektivni i o algebraické geometrii.
Jednu z nich, knihu Uvod do geometrické theorie krivek rovinnich prelozil Cre-
monuv dobry ptitel, bratr Bydzovského ucitele Eduarda Weyra Emil Weyr, do
ceského jazyka.

Tim podstatnym, co z Cremonova dila Bydzovsky prevzal a déle rozvijel
byla tedy jeho teorie geometrickych transformaci. Bydzovsky pouzival kvad-
ratické transformace v tzv. Steinerové tvaru. Nikde ve svych prvnich pracich
tyto rovnice neodvozuje, pouze v praci [B1] nachézime struény slovni popis,
jak takovou transformaci sestrojit. V ostatnich pracich se autor spokoji s kon-
statovanim, ze transformace byla pouzita a jaké ma dusledky. Ackoliv je témto
transformacim vénovana v dalsim textu celd kapitola, k hlubsimu pochopeni
prvnich praci je tieba alespon ¢éstecné do teorie kvadratickych transformaci
proniknout. Na nasledujicich dvou stranéch jsem se pokusila rovnice této trans-
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formace odvodit, vychézeje ze zminéného autorova ndvodu!.

Kvadraticka transformace mezi dvéma rovinami je piibuznost, v niz souradnice
bodu kazdé z rovin jsou vyjadreny jako kvadratické formy jemu odpovidajiciho
bodu ve druhé roviné.

Zvolme v prvni roviné t¥i body Oy, Oy, O3 a ve druhé roviné rovnéz tii body

1, O, O%. Pritadme nyni projektivné svazku o sttedu O; svazek o stiedu
O} (podobné pro body O,, O, Osz, O}) tak, aby paprsku O;0, odpovidal
paprsek O] 035, paprsku 0,04 by odpovidal paprsek O505%. Toto zobrazeni velmi
zjednodusime tim, ze nechame obé roviny splynout tak, ze oba hlavni tiirohy
padnou na sebe svymi vrcholy stejné oznacenymi. Dostaneme tim involutorni
kvadratickou transformaci.

Podivejme se nejprve na svazek pifmek se stfedem O;. Pifmka O;0, se m4
zobrazit na pifmku 0,03 a naopak pifmka O;03 na piimku O,0,. Libovolna
primka tohoto svazku

axs + bxs =0, (a,b) # (0,0)
se zobrazi opét na piimku tohoto svazku
Abzo + paxs =0, A\ # 0.
Obdobné se piimka svazku o stiedu Oq
cxy +dxs =0, (¢,d) # (0,0)

zobrazi na primku
pdxy + ocrs =0, po # 0.

A konec¢né i piimka svazku o sttedu Oz
exy + fxa =0, (e, f) # (0,0)
se zobrazi na piimku téhoz svazku
efry + dexy, €0 # 0.
Ptredpokladejme déle, ze pokud se primky
are +brs3 =0, cx; +drs =0, ex; + freg =0

protnou v jednom bodé, bude totéz platit i pro jejich obrazy a ze spolecny bod
prvnich t¥i se zobrazi na spolec¢ny prusecik obrazu. Prvni tfi piimky se protnou
v jednom bodé pravé tehdy, kdyz bude determinant sestaveny z koeficientu
jejich rovnic roven nule, tj.

0 a b
c 0 d|=0,= bef+ade=0.
e f O
Totéz vyjadiime pro obrazy piimek:
0 Ab pa
pd 0 oc | =0, = loebcf + pduade = 0.
ef de 0

L[B1], str. 2, prvni odstavec. Ponékud odligny postup lze nalézt v Bydzovského uéebnici [B103] str. 612
614, ktery je prezentovan v kapitole o Cremonovych transformacich.
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Aby mohly byt tyto dvé rovnosti splnény zaroven, musi platit:
POl = Aoe.
Spolecny bod piimek

01’1 + axs +b1’3 =0
CXq +05L’2 +dSL’3 =0

za predpokladu, ze a, ¢ # 0 mé souradnice (ad, bc, —ac). Kdyby bylo a = ¢ = 0,
byl by spoleénym prusecikem piimek bod (f, —e, 0). Spoleénym bodem obrazu

Ol’l + >\bl’2 + nars = 0
pdry + 0x9 + ocxs =0

je bod (Aabe, ppad, —Apbd). Opét je ovsem nutné uréit piipad b = d = 0, pro
néjz je prusecikem bod (de, —ef,0).
Pokusme se tedy vysledky prehledné shrnout.

a=c=0 : (f,—e,0) — (0,0,1)
b=d=0 : (0,0,1) — (de,—¢f,0)

V ostatnich piipadech plati:
(ad,be, —ac) — (Aobe, puad, —\pbd)
A tedy za predpokladu x3 # 0 plati :

1T
(@1, T2, 23) — (A2, puas, AP%) = (Aowows3, puz1 T3, Ap1172).
3

Rovnice této transformace tedy nabudou jednoduchého tvaru:

Ty = QX273
zy = frixs, afy#0
Ty = Yx12o

Zvolime-li navic ve druhé soustavé za jednotkovy bod ten, ktery v trans-
formaci odpovidd jednotkovému bodu prvni soustavy, bude platit a = § =~
a rovnice kvadratické transformace se tim takto zjednodusi:

Ty = zox3
/

Lo = T1T3

Ty = T1T9

Az na vyjimky odpovida kazdému bodu v této transformaci pravé jeden bod.
Tyto vyjimky tvoii body Oy, Oy, O3. Kazdému totiz odpovida celd piimka a to
vzdy ta piimka soufadnicového trojstranu, na niz tento bod nelezi. Soucasné
se kazdy bod primky soutradnicového trojstranu zobrazi na soutadnicovy bod
na ni nelezici.

Prochazi-li kiivka stupné n napiiklad bodem Oy, zobrazi se na krivku stupné
2n, jez se rozpadne na kiivku stupné 2n —1 a ptfimku z; = 0. Kdyby méla tato
ktivka bod O; za r-nasobny, rozpadne se jeji obraz na krivku stupné 2n — r
a r-nasobné pocitanou primku z; = 0. Jestlize krivka stupné n bodem O; ne-
prochézi, pak z podminky, ze protina piimku z; = 0 obecné v n bodech plyne,
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ze se zobrazi na ktivku stupné 2n, kterd ma bod O; za n-nasobny. Vhodnou
volbou bodu Oy, Oy, O3 lze tedy docilit snizeni stupné dané krivky a tim
zjednodusit zkoumani jejich vlastnosti, ¢ehoz Bohumil Bydzovsky ve svych
pracich mistrné vyuzival. Dukaz predchozi véty muzeme nalézt v Bydzovského
ucebnici Uvod do algebraické geometrie. Bydzovsky zde algebraickym transfor-
macim vyssich radu vénuje celou jednu kapitolu, rovnéz zde odvozuje rovnice
kvadratické transformace, ovSem jinym zpusobem, nez jsem ukézala vyse.

Podivejme se tedy na prace samotné. Vubec prvni védecky ¢lanek, ktery Bo-
humil Bydzovsky publikoval, se nazyva Inflekéni primka kubické ktivky
raciondlni.

Kvadratickou transformaci kuzelosecky

azrs + bzg + cx129 + drix3 + exsxs = 0 (2.1)

prochézejici bodem Oq, ziskame kiivku

r1(ar1 73 + by w3 + croms + drirs + exwoms) = 0.

Je to krivka stupné ¢tvrtého rozpadajici se na kubiku s dvojnym bodem v O,
a piimku 0,05. Z rovnice je patrné, Ze na kubice lezi rovnéz body Os,0s5.

Tuto racionalni kiivku stupné tietiho, o niz Bydzovsky tvrdi, Ze je vSeobecné
ti{dy étvrté, znaci symbolem C3. Plat{ to viak skutecné vieobecné? V Bydzovského
ucebnici algebraické geometrie [B103] nalezneme vétu, kterd rika, ze:

Tecny transformované krivky v hlavnim bodu jsou primky, které odpovidaji
primkam, jimiz se z prislusného hlavniho bodu promitaji pruseciky krivky dané
s protilehlou hlavni primkou.”

Bude-li se kuzelosecka (2.1) dotykat piimky O,03, obé tecny transformo-
vané kubiky v dvojném bodé splynou, a tedy bude mit bod vratu. Podle
prvniho Pliickerova vzorce je tato kubika tiidy treti. Bydzovsky ovsem nikde
nespecifikuje, ze by se jednalo pouze o kubiky s bodem uzlovym.

Racionélni kiivka tretiho stupné mé podle druhého Pliickerova vzorce 3
realné inflexni body, je-li dvojny bod bodem isolovanym. Je-li dvojny bod
bodem uzlovym, mé 1 realny inflexni bod a 2 imaginarni. Je-li dvojny bod
bodem vratu, ma pouze jeden inflexni bod. Inflexni body kubiky lezi na primce,
kterou nazyvame rovnéz inflexni.

Posledni vétu si pro kubiku s bodem uzlovym snadno dokazeme. Bydzovsky
ve své ucebnici [B103] dokazuje, ze v8echny kubiky s uzlovym bodem lze pfi
vhodné volbé soustavy soufadnic pievést na tvar®:

x% + x% — 612903 = 0, (2.2)

odkud vyplyva, ze kazdé dvé takové kubiky jsou projektivné ekvivalentni.
Snadno uréime inflexni body kubiky jako pruseciky s jejim Hessianem. Ten
ma rovnici

0 —62153 —6:152
—6r3 61y —61; | = —216(2d + 23 + 2212013) = 0.
—61’2 —61’1 6!13'3

2[B103], str. 618.
3[B103], str. 450.
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Spolecné body téchto kubik (tj. kubiky a jejtho Hessidnu) musi splnovat rovnici
T1X2T3 = 0.

Pro x5 = 0, nebo x3 = 0 dochazime k uzlovému bodu Oy, vSsechny tii inflexni
body musi tedy lezet na ptimce x; = 0.

Bydzovsky se ve svém ¢lanku snazi nalézt jednoduchou konstrukei inflexni
pifmky z prvka, které kiivku C§ urcuji. Vyuziva k tomu véty:

Dwojice priseki ¢dry C3 s paprsky svazku, jeho? stied x leZi na édre, promitagi
se z dvojného bodu o1 paprskovou involuci, jejiz jeden pdr jsou obé tecny
v dvogném bodé, a paprsky dvojné ty, které promitaji dotycné body obou tecen
z bodu x k C3 vedengjch.*

Tato véta byla jiz difve dokdzdna napt. Emilem Weyrem?®, ovSem zpusobem,
ktery je pro konstrukci inflexni primky nepouzitelny.
7, ptedchozi véty ihned vyplyva dalsi véta:

Dotyéné body tecen, vedengjch postupné z jednotlivich bodi édary C3 k této
care, promitaji se z dvojného bodu pdry paprskové involuce, jejiz dvoné ele-
menty jsou obé tecné v bodé dvojném.b

Pod pojmem tectné zde Bydzovsky rozumi tecny. Prvni z obou vét byla
ziejmeé prevzata z textu jiného autora, ktery jiz pouzival modernéjsi nazvoslovi.

Bydzovsky na nékolika stranach dokazuje, ze inflexni pfimka (oznacme ji J)
kubiky C3 se dotyka vech kuzelosecek, jez prochdzeji dvojnym bodem a jednou
dvojici konjugovanych bodu, v nichz maji tecny s ¢arou spolecné. Oznaéime-
li tecnovy bod piislusné dvojice konjugovanych bodu X, bude bod dotyku
inflexni ptimky s kuzeloseckou lezet na paprsku X O;. Tento bod dotyku pak
spolu s dvojnym bodem harmonicky oddéluje bod X od pruseciku paprsku
X O se spojnici konjugovanych bodu.

Odtud jiz snadno vyplyva mozna konstrukce inflexni primky.

7 libovolného bodu x wvedeme k care tecné; dotycénymi body og,03 a bo-
dem o0, vedeme kuZelosecku, jeZ v obou bodech o0y,03 md s carou spolecné
tecny. V priseku p spojnice o1z s kuzeloseckou zrFidme tecnu, kterd je totoind
s primkou J."

Tuto konstrukei 1ze vsak formulovat jesté jinak:

Z libovolného bodu x vedeme obé tecné, spojime dotycné body oo, 03; na o1x
tim vznikne prusek xy. Stanovime bod p harmonicky sdruZeny s oy vzhledem
kx,x1 a najdeme paprsek harmonicky sdruZeny s oyp vzhledem k pos, pos. Tento
paprsek je hledand primka J.®

V zavéru clanku autor fesi opacnou tlohu, a to jak pomoci inflexnich prvkua
zkonstruovat kiivku C3. Dozvidame se zde, Ze vée, co bylo dokdzano pro kiivku
C3, lze dudlnim zpusobem aplikovat na kiivkuC4, tj. na kiivku étvrtého stupné
se tfemi body vratu.

4[B1], str. 3.
5Weyr, E., Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde, Leipzig, 1869.
6[B1], str. 3.
7[B1], str. 8.
8[B1], str. 9.
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Pro jednozna¢éné urceni kubické kiivky je potieba znat libovolnou obec-
nou skupinu jejich deviti bodu. Sta¢i ndm ovSem znéat i mensi pocet, maji-li
tyto body na kubice specifickou polohu. O dvou bodech kubiky fekneme, ze
jsou konjugované, lezi-li prusecik tecen kubiky v téchto bodech opét na kubice.
V nasledujicich odstavcich si ukazeme, Ze k jednoznacnému urceni kubiky staci
tii dvojice takovych bodu. Ve svém ¢lanku [B5] Kubickd kfivka raciondlnd
jakozZto souhrn dvojic konjugovanych bodu Bydzovsky vychazi z nasledujici
vety:

Souhrn bodi, z nichZ se promitaji tri obecné leZici dvojice bodu tremi dvo-
gicemi paprski v involuci, tvori obecnou krivku stupné tretitho C2, na niZ ony
dvojice lezi tvorice dvojice bodi konjugovanijch.’

Autor uvadi tuto vétu bez dikazu. Ve své ucebnici [B103] Bydzovsky uvadi
jiné projektivni zavedeni kubiky, jako mnoziny vsech pruseciki projektivné
si odpovidajicich prvku ve svazku piimek a svazku kuzelosecek. Bohuzel zde
nenajdeme ani zminku o pojmu dvojice konjugovanych bodu. Naznac¢im tedy,
jak se dé toto tvrzeni analyticky odvodit.

Zvolme si dané tti dvojice bodu nésledujicim zpusobem:

B(1,0,0) C(0,1,1) A(ai,as,as)
B'(0,1,0) C'(1,0,1) A'(by, by, bs3).
Prochazi-li libovolna primka
axy + Pre + yrs =0
hledanym bodem Y (y1, 92, y3), zméni se jeji rovnice nasledovneé:
B(y12 — yor1) + ¥(y123 — ysz1) = 0.

Je to rovnice svazku pfimek o homogennich soutradnicich (/3,7). Soutradnice
primek YA, YA’ ..., YC' ve svazku (Y') snadno dopocitame jako:

YB = (y3, —y2)

YB = (0,1)

YC = (-1,1)

YC' = (y3— 1, —¥2)

YA = (ysa1 —y1a3,y1a2 — yoa1)

VA = (ysbi — yibs, y1b2 — yab1)
Involuce ve svazku piimek (V') je ddna rovnicemi
B =rB+sy
V=t —ry

Z podminky, ze dvojice pitimek Y B, YB' a YC, Y(C' si odpovidaji v této
involuci ziskame vztahy pro r, s a t. Az na nenulovy nasobek plati:

ro= 1Y
S = Y3
;= Ya(y1 — yz)'
Ys — U1

9[B5], str. 13.
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Rovnice involuce tedy nabudou tvaru

B = yalys —v1)B +ys(ys — v1)y

Y =yl —y2)8 — yolys — y1)v

Dosazenim soutadnic tfeti dvojice piimek YA, Y A’ do rovnic involuce ziskdvame
podminku pro bod Y:

arbiypys (Y2 — ys) + arbsyiya(ys — ya2) + asboyiys(ys — y1)+
+absy1y2(y1 — y3) + asbiyrya(ys — y2) + asbayiya(y1 — ys)+
+asbsy1y2(y2 —y1) =0

Odtud jiz vidime, ze tii dvojice svazku primek si budou odpovidat v involuci,
pokud stted svazku bude lezet na kubice.
Bydzovsky déle pise, ze

...souhrn vsech bodu konjugovanich promitd se z dvou libovolniych konjugo-
vanych bodu édary involucemi projektivnymi v poloze poloperspektivné, takové
totiz, Ze té dvojict involuce v jednom bodu, jejiz jeden paprsek je spojnice obou
bodii, odpovidd v druhé involuci dvojice, obsahujici tijZ paprsek.'?

Dvojny bod muzeme pokladat rovnéz za dvojici konjugovanych bodu. Z druhé
véty tedy plyne, 7ze z kazdého bodu kiivky C3 se promitaji dvojice konjugo-
vanych bodu paprskovou involuci, jejiz jeden dvojny paprsek prochazi dvojnym
bodem kiivky. Jelikoz je tento bod vzdy redlny, je tato involuce nutné hy-
perbolickd. V ¢lanku [B5] autor hleda podminku, kterou musi dané tii pary
konjugovanych bodu spliovat, aby hledand kiivka byla racionalni. Ne kazdymi
tremi pary bodu (Ay, As), (B, Bs), (C1, Cy) totiz racionédlni kubika prochazi.
V bodech €, C5 jsou znamy vySe zminované involuce o nichz vime, jak jsou
si projektivné pridruzeny. Vime, Ze si musi odpovidat paprsky jdouci body
Ay, Ay, resp. By, By. Déle vime, ze dvojice obsahujici paprsek C;C5 se zobrazi
na dvojici obsahujici paprsek CyCy, ¢imz je tato projektivnost jednoznacné
urcena. Vznikla kubika bude raciondlni pouze v piipadé, ze jeden dvojny pa-
prsek involuce v ' bude touto projektivnosti pridruzen jednomu dvojnému
paprsku involuce v Cy, coz ovSem obecné nenastane.

Pokladejme nyni A; By, A1 By, A3 By, Ay Bs za teény urcujici fadu kuzelosec¢ek
a oznacme ji (Ay, Ay, By, By). Vedeme-li z C tecny k témto elementum tady,
dostavame involuci, kterd obsahuje také dvojice C1A; C1 Ay, C1By C1B5. Je
tedy shodna s puvodni involuci. Totéz plati i pro bod Cs.

Bodem C prochézeji dveé redlné kuzelosecky tady. Jejich tecny v C; jsou
dvojné paprsky involuce (C}) (tj. involuce se stfedem v bodé C1). V involuci
(Cy) jim odpovidaji dvojice tecen k témto kuzeloseckam vedenych z bodu Cs.
Ma-li dvojny paprsek ptejit opét do dvojného paprsku, musi bod Cy lezet na
jedné z obou kuzelosecek.

Toto musi platit obecné pro libovolnou z dvojic Ay A, B1Bs, C1Cs a zaroven
se musi prislusné tecny stale protinat v jednom bodé. Bydzovsky tedy dochazi
k zaveéru, ze:

Jedna z obou kuzelosecek, jdoucich libovolnym bodem Cy na C3 a opirajici
se o strany uplného ctyrstranu, jehoz dvé dvojice protéjsich rohu jsou dvojice

10[B5], str. 13.
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konjugovanych bodi, protind ¢dru v bodu, jenz je k Cy konjugovdn. Teény v obou
bodech k této kuzelosecce vedené protinaji se v bodu dvojném.'!

Je-li dan bod dvojny a dvé dvojice konjugovanych bodi, sestroji se snadno
libovolny pocet dalsich bodu kubiky. Zvolme si ptimku p prochéazejici dvojnym
bodem kubiky. Tato pifmka protne paprsky A; Ay, B;B, v bodech o, resp. 3.
Sestrojme nyni body o/, resp. (3’ tak, aby platilo (A; Asaa’) = —1, (B1ByS3') = —1.
Piimka o’ 3" pak protne piimku p v hledaném bodu kubiky P. Snadno nahlédneme,
ze se z bodu P promitaji obé dvojice bodu A; Ay, B1 B, dvojicemi paprsku, jez
harmonicky oddéluji paprsky p, o/F'.

Podivejme se jesté na ptripad, kdy bude hledané kubika singularni. Mnozinou
vsech bodu C konjugovanych na racionédlni kubice k bodu C} jsou obé kuzelosecky
fady (Ay, Ag, By, Bsy), jez prochézeji bodem C;. Tyto kuzelosecky maji nutné
jesté jeden redlny prusecik. Zvolme jej tedy za bod Cs. Pak si budou obé
involuce v bodech C, Cy projektivné piidruzeny tak, ze si odpovidaji obé
dvojice dvojnych paprski. To znamend, Ze prislusna kubika C§ m4 dva dvojné
body a tedy se nutné rozpada. Spojnice téchto bodu méa s kubikou spoleéné
¢tyti body a je jeji soucasti. Dalsi soucasti singularni kubiky je kuzelosecka
prochézejici body C4, Cs, vytvorena projektivnimi svazky v téchto bodech.
Lezi na ni rovnéz body Ay, As, By, Bs.

Tecny kuzelosecky v bodech sdruzenych involucemi (C}), (Cs) se protinaji
na spojnici dvojnych bodu, tj. vlastnost konjugovanych bodu zustava za-
chovana.

V praci [B2| Prispévek k theorii svazku kubickych kiivek raciondlnych
se Bydzovsky zabyva specialnimi skupinami bodu ve svazku racionédlnich ku-
bik. Svazek je jednoznacné urcéen svym dvojnym bodem, oznacme ho Oq, a péti
dalsimi body jednoduchymi 1, 2, 3, 4, 5 (jelikoz dvojny bod plati za tii urcujici
podminky pro rovnici kubiky). Bohumil Bydzovsky v ¢lanku uvadi, ze musi
platit jedna z nasledujicich moznosti.

Bod o, je bud’
a) pro vSechny krivky svazku bodem uzlovym, nebo také
b) pro nekonecné mnoho krivek bodem isolovanym; v tom pripadé dvé z ¢ar
svazku jsou tridy treti majice v bodu oy bod vvratu; nebo
c¢) pro vsechny krivky bodem uzlovym vyjimaje jednu, jez je tridy treti; v tom
pripadé vSechny c¢dry maji v bodu oy jednu tecnu spolecnou, t. j. jeden bod base
splynul s 01; nebo konecné
d) pro vsechny krivky bodem tvratu'®; pak maji vsechny spoleénou teénu vvratu
t. 5. dva body base splynuly s 0;.*3

Jak je uvedeno jiz v uvodu prace, v citacich ponechavam puvodni Bydzovského
znaceni bodu a primek, zatimco ve vlastnim textu disertace pouzivam znaceni
opacné, na néz je soucasny ctenar zvykly.

Autor uvadi tyto véty bez dukazu, ale poznamenava, ze snadno nahlédneme
spravnost téchto vét, transformujeme-li svazek involutorni kvadratickou trans-
formaci. Tyto véty se ovsem rovnéz daji dokazat bez pouziti zminované trans-
formace. Podivejme se jak.

11 [B5], str. 16.
12V soucgasné literatuie se ¢astéji pouziva pojem bod vratu.
13[B2], str. 6.
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Necht jsou dany dvé kubiky, jez maji bod O; za dvojny.
Ql : l’l(al'% + 2()213‘25(73 + CLIZ':%) + Fg(.ﬁl]g,l‘g) = 0,
Qg : Il(d,fg + 2625‘25(33 -+ f.f(f%) -+ Gg(l‘g, l’g) = 0,

kde F3,Gj jsou kubické formy o neurcitych x,,x3. Alespon jedna z trojic
(a,b,c), (d,e, f) musi byt ruzna od (0,0, 0). Kdybychom tuto podminku vyne-
chali, mohl by nastat ptipad, kdy obé kubiky budou mit bod O za trojnésobny,

nasledkem cehoz by se vSechny kubiky svazku rozpadly na tii primky prochézejici
bodem O;.
Tyto kubiky muzeme nyni povazovat za bazi svazku

Ay (az3+2bzoxs+cxy)+ Fy(we, 23)]+ulr) (doy+2exszs+ f13)+Ga (22, 23)] = 0,
kde (A, ) # (0,0), coz lze rovnéz zapsat takto:
z1[(Aa + pd)xs + 2(Ab + pe)zors + (Ae + pf)as]) + A3 + puGs = 0

Clen u x; reprezentuje tecny v bodé O;.

I.
Podivejme se, muze-li byt néktera kubika svazku rozlozitelnd. Je-li hodnost

matice
a b c\ 1
d e f ) 7

umime najit takové p pro néz plati

d = pa
e = pb
f= pec

Rovnice svazku kubik nabude tvaru
z1(A + pp)(axh + 2bxaws + cx3) + A3 + pGz = 0
Volbou (A, ) = (—p, 1) dostavame kubiku
AFs + uGs,

pro niz je bod O; trojnasobnym. Tuto moznost Bydzovsky ve svém clanku
vubec nezminuje.

Pro ostatni volby (A, i) dostavame kubiky, pro néz je O; bodem dvojnym
a to bodem vratu, spliuji-li koeficienty a, b, ¢ podminku ?> —ac = 0. V opaéném
pripadé se jedna o bod uzlovy. VSechny kubiky svazku maji v Op stejné tecny,
coz je patrno z toho, ze rovnice tecen nezavisi na parametrech A, pu.

11.
a b ¢
(d ¢ f):2’

Bude-li hodnost matice

nebude O; pro zadnou kubiku svazku bodem trojnasobnym. O; bude bodem
vratu, bude-li pro nékteré dvojice (A, u) platit rovnost (Ab + pe)? — (Aa +
pd)(Ae+ pf) =0, tj.

K = X (b* — ac) + \u(2be — af — dc) + p?(e* — df) = 0. (2.3)
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Ila.

To muze nastat, budou-li se vSechny tti vyrazy v zavorkach rovnat nule.
ac = b%, df = €%, 2be = af + dc.

Snadno zjistime, ze z toho vyplyva podminka

a b c
h( d e f ) =1
a tudiz se dostavame do sporu s predpokladem.

IIb.
Necht plati pouze

ac = b*, df = €%
Pak bude K = 0 pravé tehdy, kdyz plati A = 0 nebo p = 0. Dostavame tedy
dvé kubiky s bodem vratu Oq, ostatni maji O; za bod uzlovy. Tecny v bodu
uzlovém jsou ruzné od tecen vratu, jak snadno nahlédneme, zvolime-li vhodnou
soustavu soutadnic.

Ilc.
Necht je nyni b* # ac (= p # 0). Pak plati
T A 2
— (0" — ac) + =(2be — af — dc) + (e* — df) = 0.
u u
Zkoumejme nyni vyraz
L = (2be — af — dc)* — 4(b* — ac)(e* — df).

Je-li L = 0 pak jedna z kubik svazku ma v O; bod vratu, ostatni bod uzlovy, je-
li L # 0 jsou ve svazku dveé kubiky s bodem vratu, ostatni s bodem uzlovym.
Pro variantu L = 0 dale plati, Ze vSechny kubiky svazku maji jednu te¢nu
spolecnou s tec¢nou vratu.

Pohybujeme-li se v redlnych ¢islech, je tfeba dale rozlisSovat L > 0, L <0
resp.K >0, K <0, (b*—ac) > 0, (b*—ac) < 0. Pro kladné hodnoty dostavame
bod uzlovy, pro zaporné bod izolovany. V komplexnich ¢islech nemusime tento
problém uvazovat.

Vratme se k Bydzovského textu. Dals{ ¢ast ¢lanku je vénovana singuldrnim
kubikam svazku. Namisto pojmu singuldrni vSak autor hovoii o zuvrhlych ele-
mentech svazku.

Vedeme-li kuzelosecku bodem O; a libovolnymi ¢tyimi dalsimi body baze
a zvolime-li na ni bod X, pak se kubika svazku urcena body Oq,1,2,3,4,5, X
rozpadne na kuzelosecku a paprsek spojujici bod Oy se zbyvajicim bodem béze.
Takto ziskame nasledujicich pét kubik.



Neptihlizime-li nyni k paprskum O;1, ... tvoii tyto singuldrni elementy
zvlastni konfiguraci péti kuzelosecek. Jinak feceno:

Sesti body je urceno 3est kuzelosecek takovijch, Ze kazdym z bodii prochdzi
kuZelosecek pét; o kazdé skupine takovych péti plati pak véta:

Kazda ze Sesti kuzelosecek protind ostatni v péti bodech, jez tvori skupinu
projektivnou se skupinou téchto péti kuzelosecek.'*

Kazdému bodu pak prislusi kuzelosecka, ktera jim neprochazi.

Treti kapitola ¢lanku se zabyva krivkou bodu tec¢novijch. K této kiivece Bydzovsky
dospéje pri Feseni otazky, je-li bod baze inflexnim pro nékterou kubiku svazku.
Vezméme si napifklad bod 1 a vedme jim tecny ke vSem kubikdm svazku.
Kazda tato teéna protne kubiku jesté v tzv. te¢novém bodu.

Bydzovsky problém tesi opét pouzitim kvadratické transformace o hlavnich
bodech O, 1, 2, pomoci niz zobrazi svazek kubik na svazek kuzelosecek.
Oznacéme te¢nové body piislusnych kuzelosecek (transformovanych kubik) m.
Pifmky 1m vytvaii svazek projektivni se svazkem kuZzelosecek, tj. spolu vytvéareji
kiivku kubickou. Tato kubika se ovSem rozpada na primku O;2 a kuzelosecku,
ktera prochazi body 1, 3, 4, 5. Zobrazime-li ji opét kubickou transformaci,
dostaneme kiivku, ktera je obecné stupné ¢tvrtého, skladé se ovsem z kubiky
a primky. Bydzovsky tedy dochézi k vysledku:

Geometrické misto tecnovijch bodu prislusniych bodu base je édra stupmé
tretiho, majici v tomto bodu bod dvojny.*®

Tuto kiivku znaci T?, kde ¢ = 1, 2, 3, 4, 5 se vztahuje k bodu base.
Bydzovsky k tomu jesté dodava, ze body této kiivky muzeme projektivné
pritadit ktivkdm svazku.

Jeji tecné v bodé dvogném jsou ty tecné v bodé 1, které protinaji prislusné
édry po druhé zase v bodé 1, tj. jsou to tecny inflekend.t

Odtud vyplyva:

Kazdy bod base je inflekénim bodem pro dvé édry svazku.'”

Opét naznac¢im teseni tlohy bez pouziti kvadratickych transformaci. Méjme

dény dvé kubiky prochazejici body Oy, 1, 2, 3, 4, 5 (pro zjednoduseni volme
body Oy, 1, 2 za body (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))

Q1 : 71 (axs + 2bxyw3 + cx3) + drjas + ewgr; = 0

Qs : w1 (a3 + 282973 + y23) + 053 + €mprs = 0.

Aby mohly tyto dvé kubiky tvotit svazek, musi mit matice utvorena z je-
jich koeficienti hodnost dvé. Svazek kubik je pak dan rovnici AQy + p@e =
0, (A, p) # (0,0), neboli

21 [(Aa+pa)z5+2(Ab+pB) vaws+(Actpy) x5+ (Ad+pd ) w33+ (Ae+pe) var; = 0.
(2.4)
Tecna v bodé 1 = (0,1, 0) ke kubice svazku urcené hodnotami (A, u) je ddna
rovnici
(Aa + pa)zy + (Ad + pd)xs = 0.

14[B2], str. 8-9.
15[B2], str. 10.
16[B2], str. 10.
17(B2], str. 10.
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Body této primky lze vyjadrit parametricky

rg = (Aa+ pa)t. (2.5)

Teéna protne kubiku svazku podruhé v bodé, ktery ziskdme dosazenim rovnic
(2.5) do rovnice (2.4)

—t(Ad 4 p0)[2(Ab + pf)xa(Aa + pa)t + (Ae + py)(Aa + pa)?t?]+
+(Ae + pe)zo(Aa + pa)*t? = 0. (2.6)

Tecna o rovnicich (2.5) bude inflexni, kdyz ¢ = 0 bude trojndsobnym kotenem
rovnice (2.6). To nastava v piipadé, ze

Ta(Aa + pa)[=2(Ad + o) (Ab + pB) + (e + pe)(Aa + pa)] = 0.

Vyraz (Aa + pa) je jisté nenulovy, v opaéném piipadé by se kazdd kubika
svazku rozpadla na kuzelosecku a primku x3 = 0. Musi se tedy rovnat nule
vyraz v hranatych zavorkach, tj. musi platit

M(ae — 2bd) 4+ M\pu(ea + ae — 2(df + b6)) + p?(ce — 236) = 0,

coz je kvadratickd rovnice v p a A. Tato rovnice mé dva kofeny (1, A1)
a (2, A2), to znamend, ze dvé kubiky svazku maji bazovy bod 1 za inflexni.

Vratme se k rovnici (2.6). Vyjadifme-li z ni hodnotu parametru ¢ a do-
sadime-li ji do rovnic (2.5), dostaneme az na nésobek toto parametrické vyjadient
krivky tecnovych bodu:

r1 = —(Ad+ pd)[—2(Ad + ud)(Ab + uB) + (Ae + pe)(Na + pa)]
xo = (A4 pd)(Ae+ py)(Aa + pa) (2.7)
r3 = (Aa+ pa)[—2(Ad + pd)(Ab + uf) + (Ae + pe)(Aa + pa)]

Vsechny tfi souradnice jsou polynomy tretiho stupné v proménnych A, pu,
jednd se tedy o krivku ttetiho stupné. Z rovnice (2.6) je patrné, ze bod 1 je
pro tuto kiivku skuteéné bodem dvojnasobnym.

7 Bydzovského clanku se dozvidame, jak muzeme vyuzit singularnich kubik
svazku pro konstrukei kiivky teénovych bodu. Kubika 77 m4 totiz v bodé O,
stejnou tecnu jako kuzelosecka Kj.

S krivkou bodu tecnovych souvisi krivka bodu dotyéngch, tj. bodu dotyku
tecen vedenych ke kiivkam svazku z bodu béze (ruzného od O;). Kubika s uz-
lovym bodem je kiivka tiidy ctvrté, lze tedy vést z bodu mimo ni k ni ctyti
tecny, lezi 1i bod na kiivce, lze z néj vést ke kubice dvé tecny. Kvadratic-
kou transformaci se tecnové body zobrazi do pruseciku kuzelosecek svazku
s prislusnymi polarami bodu 1. Dale autor uvazuje takto: kuzelosecky, které
prochazi body Oy, 1, libovolnym dalsim bodem béze a vzdy dvojici dotycnych
bodu tecen vedenych z bodu 1, tvoti svazek. Oznadi py ¢tvrty bod baze tohoto
svazku (k = 2, 3, 4, 5 podle toho, ktery z téchto bodu jsme zvolili za bod
béaze).

Kazdy ze ¢tyt takovych moznych svazku je projektivni se svazkem kubik
C3. Nyn{ Bydzovsky vezme dva tyto svazky, necht jsou to napifklad svazky o
bazich (01, 1, 2, p2) a (01, 1, 3, p3). Tyto svazky jsou projektivné sdruzeny
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tak, ze pruseciky sdruzenych kuzelosecek jsou vzdy dva zminéné tecnové body.
Ovsem dva projektivné sdruzené svazky kuzelosecek, které maji spolecné dva
body béze, vytvori kvartiku, jez ma ve spole¢nych bodech body dvojné.

To znamend, ze mnozinou vSech bodu dotyku tecen vedenych z bodu 1 je
kiivka ¢tvrtého stupné, kterou Bydzovsky déle oznacuje Dj.

V dalsim autor hledd podminky, jez by usnadnovaly konstrukei kiivky Dj
a rovnéz ukazuje jaky je vzajemny vztah kiivek D} a T7:

Cdra T? je geometrické misto vsech bodii, které jsou s i harmonicky sdruZeny
vzhledem k dvogicim, v nichZ D} protinaji paprsky bodem i vedené'®

Jinymi slovy je tedy T prvni polara ¢ary D} vzhledem k bodu 4. Bodem i
se zde samoziejmé rozumi ten bod baze, jemuz prislusi kiivky D} a T3.

V posledni ¢asti clanku autor jesté podrobné popisuje kuzelosecku, kterou
obaluji tétivy prislusné k bodu baze, zatimco kubika probiha svazek. Rovnéz
ukazuje, ze i inflexni piimky kubik svazku obaluji kuzelosecku.

V pozdéjsich letech se Bohumil Bydzovsky vraci k teorii kubickych kiivek
a jejich svazku v pracich [B73], [B91] a [B109]. Prace [B91] a [B109] jsou
tematicky podobné, coz nelze Fici o praci [B73] Kolineace kubickych kiivek
harmonickych a ekvianharmonickych. Tato prace byla sepsana nezavisle
na pracich predchozich, jeji vysledky o nékolik let pozdéji autor pouzil ve své
ucebnici [B103].

7 textu prace je patrné, ze obdobi, v némz se zabyval prevazné geometrii
projektivni, ma jiz za sebou, a na celou problematiku pohlizi z ¢isté alge-
braického hlediska.

Zabyva se zde automorfnimi kolineacemi syzygetickych svazku téchto kiivek
(tj. svazku kubik, jejichz bézi jsou inflexni body dané kubiky). Kubika je zde
vySetfovana ve tvaru'®

T} + 25 + 25 + 6az vz = 0. (2.8)

V ¢lanku jsou nalezeny kolineace reprodukujici kubiky harmonické (tj. ta-
kové, jez jsou totozné se svym druhym Hessidnem; v poctu 36), ekvianharmo-
nické (tj. takové, jejichz druhy Hessidn je totozny s prvnim Hessidnem, ktery
se rozpadd na inflexni trojstran dané kubiky ;v poc¢tu 54) i tzv. obecné (nejsou
harmonické, ekvianharmonické ani singuldrni; v poétu 18).

Bylo by jisté zajimavé zkoumat nejen pocet automorfnich kolineaci, ale také
pocty ne obecnych kubik svazku a tyto kubiky samotné.

Vezmeéme si svazek kubik ve tvaru, jenz se od (2.8) lisi pouze tim, ze obsahuje
také soutadnicovy trojstran zixox3 = 0:

m(a] + x5 + x3) + 6nwirazs = 0 (2.9)

Singularni kubiky svazku (2.9) jsou 4. Snadno zjistime, zZe jejich koeficienty
musi splnovat podminku

m=0 VvV (m*+8n*) =0.

18[B2], str. 13.
19Kazdou kubickou kiivku lze pfevést na tento tvar, zvolime-li za soufadnicovy trojstran trojstran inflexn{
a zvolime-li vhodné jednotkovy bod. Viz napi. [B103], str. 437.
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Jednd se o 4 inflexni trojstrany

123 — 0
x? + a:g + arg —3x1moxs = (21 + 29 + 23) (21 + axo + a’x3)(z1 + o + ax3) =0
o3+ ad +ah — Bamixers = (21 + 22 + axz) (2 + axs 4+ x3) (21 + o’z + alaz) =0
o3+l + xg —3ad%rimoxs = (1 4 x2 + &Pa3) (w1 + axg + axs)(zy + oPxy +23) =0,

kde a = %i‘/g, tj. a je tfeti odmocnina z jedné. Vzdy existuje kolineace,
ktera prevadi jeden inflexni trojstran ve druhy.

Hessian kubiky je determinant sestaveny z druhych parcialnich derivaci ku-
biky a mé tedy rovnici

(m? 4 2n®) 2 m9w3 — mn® (25 + 25 + 23) =0

Jednd se tedy opét o kubiku daného svazku, pro niz plati

_ 2 m3 + 2713
m=mn°, N =————
6
Ma-li byt kubika totoznd se svym Hessidnem, musi platit
m n 1 3 3
mn _ma_gzn3 = —ém(m + 8n ) =0.

Pti blizsim prozkoumani rovnice zjistime, ze kubiky totozné se svym Hessidnem
jsou pravé kubiky singularni.
Kdy bude kubika totozna se svym druhym Hessidnem? Hledejme teSeni

rovnice
m n
_ m3+2ms
6

=0.

‘ mn?
Po dosazeni za m, n dostdvame nésledujici vztah
m(m? + 8n?)(m° — 20m*n® — 8n°) = 0.

Je to rovnice desatého stupné, 4 z jejich kotenu davaji kubiky singularni. Pro
ostatni koreny, které urcuji tzv. kubiky harmonické, 1ze odvodit vztah

m=n(l++v3)y, 7*=1.

Je tedy patrné, ze syzygeticky svazek obsahuje celkem Sest harmonickych ku-
bik, z nichz pouze dvé jsou realné. Pti vhodné volbé soutadnic maji rovnice
téchto kubik tvar

T3+ x5 + 28 4 3y(£V3 — Dagagas =0, 43 = 1.

Déle se podivejme na ekvianharmonické kubiky. Pro né plati, Ze jejich druhy
Hessidn je totozny s prvnim Hessianem. Z vySe odvozenych vysledku je pa-
trné, ze kiivka je totozna se svym Hessianem, pravé tehdy, kdyz je singularni.
Pti hledéni ekvianharmonickych kubik tedy muzeme tesit tlohu kdy je prvni
Hessian ktivky rozlozitelny. Bude to pravé tehdy, kdyz bude mit kubika ale-
spon jeden singuldrni bod (pfesné feceno bude mit prave tii singuldrni body),
tedy pri splnéni podminky

m=0 VvV (m®+8n°) =0,
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respektive po dosazeni za m, n
(m? + 2n3)3
63

Po vylouceni singularnich kubik svazku zbyva podminka

mn? =0 VvV (m*n®—8 )=0.

n=0V (m—ny)=0, 7> =1.

Je ztejmé ze takové kubiky jsou 4, coz lze odvodit i z toho faktu, ze i rozlozitelné
kubiky svazku jsou 4. Podobny postup, jaky jsem zde uvedla, nalezneme i
v Bydzovského ucebnici [B103].

V préaci [B107] Sur certain points remarquables d’une cubique rati-
onelle plane se Bohumil Bydzovsky opét vénuje raciondlnim kubikam s uz-
lovym bodem. Studuje zde obecnéjsi problém, nez je problém inflexnich bodu,
a to body, v nichz maji kfivky n-ho stupné s kubikou dotyk 3n-bodovy.

Vyjdéme z rovnice raciondlni kubiky s uzlovym bodem

T} 4 2 — 6x 1915 = 0. (2.10)
Soutadnice jejich bodu lze vyjadrit parametricky ve tvaru
x1 = 6t, 2y = 612, x5 =11 (2.11)
Ktivka n-ho stupné
rhug + 25 g 4.+, =0, (2.12)

kde u; jsou formy stupné ¢ v proménnych xy, o, protina kubiku obecné v 3n
bodech. Pro parametry téchto bodu tq, ..., ts, musi platit

tltg ce e t3n + (_1)n—1 - 0,

coz plyne z toho, ze v rovnici ziskané dosazenim rovnic (2.11) do rovnice (2.12)
je koeficient u 3" stejny jako absolutni ¢len. M4-li mit kiivka n-ho stupné
s kubikou dotyk 3n-bodovy, musi platit

tih=1=... =13, — t3n—|—(—1)n_120

Pro n = 1 dostavame rovnici
£+1=0

jejimz tesenim jsou body inflexni. Je vidét, ze body inflexni lezi na piimce
] 5mi

x3 = 0. Jsou to body o parametrech —1, €%, e5 .
Pro n = 2 dostaneme rovnici

1= -DE+1) =0

Ziskavame tedy jednak inflexni body, jednak body splitujici rovnici 2 —1 = 0,
tj. body, v nichz ma kuzelosecka Sestindsobny dotyk s kubikou, které také
nazyvame sextaktickymi. Parametry téchto bodu jsou 1, e%, e

Snadno se ukaze, ze vedeme-li tecny ke ktivce z bodu inflexnich, dosta-
neme jako body dotyku pravé body sextaktické. Ukazme si naptiklad, ze bod

o parametru t = —1 je tecnovym bodem bodu o parametru ¢t = 1.
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Pro t = —1 dostavame bod o soutadnicich (—1,1,0), pro t = 1 dostdvame
bod (3,3, 1). Spojnice téchto bodt je ddna rovnici

l'1+1'2—6{23'3:0.

Spoleéné body této primky a kubiky (2.10) jsou fesenim nésledujici rovnice:

(.Tl - $2)2(l’1 -+ 1’2) = 0.
A tedy pro x; = xs dostdvame dvojnasobny prusecik (3,3,1) a pro 1 = —xs
dostavame jednoduchy prusecik (—1,1,0), coz jsme chtéli ukazat.
rovnici

Na obrazku (2.1) je celd situace zndzornéna na piikladu kubické kiivky o

B 1423

y - 61' )
ktera m4 Sestindsobny dotyk v bodé [1, 1

, 3) 8 kuzeloseckou

r = 9y>.

Na obrazku je znazornéna i spole¢nd tecna obou krivek prochazejici inflexnim
bodem kubiky [—1,0].

05 15

Obréazek 2.1:

Raciondalni kubika s bodem uzlovym se reprodukuje grupou Sesti kolineaci
. / . / _ /
_ / 2./ !
1’1 — O[.Il, .’EQ .’Ez, 1’3 — 1’3

(2.13)
= axh, r3=14

=a
T = o’xh, xy
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/ / /

T = arh, 1o =T, 13 =1} (2.14)
Ty = a’Th, 1o = ax, 13 =1}
kde « spliiuje rovnici a® = 1. Prvni tii vyjadiuji identitu a dvé terndrné

cyklické kolineace. Parametry kubiky se pii nich transformuji pomoci vztahu
t = t/y/1. Zbylé tii rovnice vyjadiuji involutorni kolineace, jejichz stiedy jsou
body inflexni a osy jsou primky spojujici uzlovy bod s tim sextaktickym bodem,
pro néjz je je dany bod bodem tecnovym.

Kuzelosecku ) a;jx;2; =0, i,j = 1,2, 3 budeme nazyvat kovariantni prave
tehdy, kdyz se bude reprodukovat tymiz kolineacemi.

Dulezita vlastnost sextaktickych bodu je ta, ze kovariantni kuzelosecka,
ktera je obsahuje, se v nich kubiky dotykd a je zaroven kuzeloseckou tétiv
kubiky. Pocet bodu 3n-dotykovych pro n > 2 je vzdy délitelny Sesti; tyto body
lezi po Sesti na kovariantnich kuzeloseckach.

Pro n = 3 dostdavame body 3n-dotykové , jichz je Sest. Tyto body jsou
vrcholy dvou teénovych trojuhelniku kubiky, tj. trojihelniku kubice opsanych
a zaroven vepsanych.

Zminku o sextaktickych bodech nalezneme jiz v prvni Bydzovského praci,
kde tika, ze kazdym bodem racionalni kubiky Ize vést dvé tétivy s vyjimkou
téch bodu, jez maji za tecnové body inflexni. Nikde je zde ovSem nenazyva
sextaktickymi. Touto problematikou se autor zabyval jiz v praci [B109] Sur
les points et les coniques sextactiques d’une cubique plane, kde na-
lezneme odvozeni rovnic sextaktickych kuzelosecek. Je zde rovnéz zkouman
svazek kubik, majicich spolecné tii inflexni body, lezici v piimce a déle tii
body sextaktické.

2.2 Krivky Sestého stupné

Algebraické kiivky Sestého stupneé jsou naplni ¢tyt praci profesora Bydzovského.
Prvni dvé z téchto praci byly sepsédny v letech 1912-1913 a autor v nich zkouma
sextiky, jejichz jediné singularity jsou body dvojnasobné. Snadno se urci, ze
sextika muze mit maximalné 10 dvojnasobnych bodu. Polohu singularnich
bodu kfivek stupné mensiho nez Sest lze volit zcela libovolné. Neni tomu tak
u kiivek Sestého stupné rodu jedna a nula (tj. u kiivek s deviti, resp. desiti
singularnimi body).

V préci [B21] Dvojndsobné body kiivek sestého stupné Bohumil Bydzovsky
odvozuje podminky, kterym musi tyto body, lezici na sextice, vyhovovat. Do-
kazuje, ze osm dvojnasobnych bodu rovinné sextiky muze byt voleno libovolneé,
devaty dvojnasobny bod, nemé-li se krivka rozpadnout, jiz libovolné volit nelze.
Bydzovsky v préaci dokazuje, ze

Vsechny devdté dvojndsobné body nerozpadajicich se krivek sestého stupné
magicich dangch osm bodu dvojndsobnijch lezi na kiivce (J) stupné devdtého;
obrdcené kazdy bod této krivky muze byti dvojndsobnym bodem nerozpadajici
se K8, mimo dvandct bodii D.?°

20(B21], str. 9.
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Zminéné body D jsou dvojnésobné body kubickych kiivek svazku uré¢eného
danymi osmi body. Prvni ¢ast véty odvodil jiz Cayley?! ve svém pojednani
A second memoir on quadric surfaces® z roku 1870. Druhou ¢ast véty jiz
Cayley nezminuje, pouze pise, ze kazdy bod kiivky (J) muze byt devéty
dvojnasobny bod kiivky K°, aniz by rozlisoval kiivky reguldrni a slozené.
Bydzovsky v préaci nékolikrat poukazuje na nepfesnosti a netplné vysledky
svych predchidct Cayleye a Salmona?.

Déle nalezneme v Bydzovského ¢lanku dukaz, ze kiivka (J) ma danych osm
bodu za trojnasobné. Tato krivka je témito body jednoznacné urcena. Jeji
tecny v kazdém tomto bodu jsou totozné s tecnami sextiky, jez mé tento bod
za trojnasobny a ostatnich sedm za dvojnésobné.

Co se tyce desatych dvojndsobnych bodi, snadno se nahlédne, ze tyto body
musi lezet rovnéz na kiivce (J), ur¢ené danymi osmi dvojndsobnymi body.
Oznacme tyto body Ay, ..., Ag, devaty dvojny bod, vyhovujici vyse zminéné
podmince, ozna¢me B. Sestrojime-li kiivku (./;), uréenou body As, ..., Ag, B
tak, jako je kfivka (J) urcena body Aj,..., As, pak na této kiivce musi
lezet jak bod A; tak i desaty hledany bod C. Lze tedy tyto body hledat jako
pruseciky kiivek (J) a (J1). Bydzovsky dokazuje vétu:

Svazek krivek Sestého stupné o spolecnych deviti dvojndsobnijch bodech ob-
sahuje dvandct krivek, jeZ magji desaty dvojndsobny bod; tyto krivky obecné se
nerozpadaji.**

V zavéru autor popisuje charakteristickou vlastnost skupiny desiti dvojnasobnych
bodu, ktera usnadnuje konstrukeci této krivky. Uplnou konstrukei sextik se
zabyva az ve svém dalsim ¢lanku, vydaném o rok pozdéji. Specialné se zameéruje
na sextiky rodu nula az tii. Ma-li takova kiivka alespon jeden trojnasobny bod,
lze ji kvadratickymi transformacemi prevést na kiivku stupné 4, za urcitych
specialnich podminek i stupné nizsiho, ¢imz 1ze problém povazovat za vyteseny.
V pripadé, ze ma kiivka pouze dvojnasobné body, nelze zadnou Cremonovou
transformaci snizit jeji stupen.

Je tedy tfeba postupovat ptimymi metodami. O to se snazi Bohumil Bydzovsky
v praci [B26] Konstrukce rovinnich kiivek Sestého stupné rodu 0 azZ 3,
kde postupneé rozebira piipady sextiky se sedmi, osmi az deseti dvojnasobnymi
body.

Obecnd metoda konstrukce kiivek Sestého stupné spociva v urceni dvou
svazku kiivek, jejichz projektivnim ptidruzenim hledand kiivka vznikne. Aby
dany bod byl dvojnasobny pro vytvorenou ktivku zajistime tim, ze jej zvolime
za spoleény bod pro oba svazky. To vsak, podle jedné véty Kiipperovy?®, lze
udélat pro sextiky majici maximalné sest dvojnasobnych bodu. Pro sextiky se
sedmi dvojnasobnymi body nachézi autor konstrukci, vychazejici z metody
pravé popsané, pro kiivky s vice dvojnasobnymi body je konstrukce zcela
odlisné. Je zalozena na tom, ze tyto kiivky jsou hypereliptické. Kromé kon-
strukce bodu krivky se Bydzovsky vénuje i konstrukei teéen. V zavéru popi-
suje téz zajimavou konstrukci sextiky, jez ma jeden bod trojndsobny a sedm
dvojnasobnych.

21 Arthur Cayley (1821-1895), britsky matematik.

22Kiivku (J) zde nazyva ,dianodalni“.

23Salmon, G., Treatise on the analytic geometry of three dimensions, 1862; Bydzovsky mél k dispozici
francouzsky preklad préice: Traité de géométrie analytique.

241B21], str. 12.

25Mathematische Annalen 48., str. 410-416.
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Dalsi dvé prace o sextikdch vznikly s mirnym ¢asovym odstupem. V roce
1924 byl profesor Bydzovsky spolu s MiloSem Koésslerem?® vyslan jako zdstupce
¢eskoslovenské matematické skoly na konferenci do Toronta?”. Na této konfe-
renci prednesl kratky piispévek o sextikach s osmi dvojnasobnymi body [B56]
Contribution d la théorie de la sextique d huit points doubles, ktery
byl poté otistén ve sborniku konference.

Bydzovsky v ivodu ptfipomina, ze sextika s osmi dvojnasobnymi body se
reprodukuje involuci 17-ho fadu, tzv. Bertiniho involuci. Snazi se pak zjistit, ja-
kou vzajemnou polohu musi mit téchto osm bodu, aby se kivka reprodukovala
involuci fadu nizsiho. Probira situace, kdy tti z dvojnych bodu jsou kolinearni,
kdy Sest z danych bodu lezi na kuzelosecce atd. Zajimé se rovnéz o piipad,
kdy tyto body lezi na kubické kfivce, majici v jednom z nich dvojny bod.
Dokazuje, Ze v tom pifpadé se Bertiniho®® involuce redukuje na Geiserovu?®
involuci Tadu 8. Autor v ¢lanku operuje s fadou pojmu, aniz by je vysvétloval
a aniz by uvedl odkazy na literaturu, z niz ¢erpal.

Involuci 17. tadu, kterou se reprodukuje sextika s osmi dvojnasobnymi body,
se Bohumil Bydzovsky zabyval ve své praci [B38], kde ji vySetiuje v ramci po-
mocné ulohy k sestrojeni jisté jednodvojznacné transformace mezi body dvou
rovin, nikde ji vSak nenazyva Bertiniho involuci.

Série Bydzovského ¢lanku o sextikach vyvrcholila v letech 1928 a 1929.
Tehdy Bohumil Bydzovsky publikoval praci Prispévek k teorii eliptické
sextiky, v niz navazuje na praci [B21]. Podava zde navod, jak sestrojit body
vysSe zminované kiivky devatého stupné. Jedna se o ilohu kubickou, konstruk-
tivné tedy velmi slozitou, proto se Bydzovsky snazi najit takové polohy osmi
dvojnasobnych bodu, pro néz se kiivka (J) co nejvice zjednodusi. Odvozuje
vysledek:

Jestlize osm dvojndsobnych bodu sextiky je voleno tak, Ze devdty bod, jenz
skupinu téchto osmi doplnuje na basi svazku kubickych krivek, je jeden vrchol
ctyrrohu, jehoZ dalsi tri vrcholy i tri vrcholy diagondlni naleZeji do zvolené
skupiny, pak neexistuje Zadnd nerozpadajici se sextika soustavy majici devaty
bod dvojndsobnij lezici mimo téchto osm bodii.>

Ve druhé poloviné autor popisuje nékteré vlastnosti svazku eliptickych sex-
tik.

Clanek vzbudil pozornost profesora Godeaux z univerzity v Lutychu, mezi
nimz a Bydzovskym se poté rozvinula bohata védecka korespondence. Godeaux
na Bydzovského c¢lanek navazal praci Poznamka k teorii eliptické sextiky, jez
vysla v ¢eském piekladu Bohumila BydZovského roku 19293!. Godeaux zde

Na Bydzovského vysledky rovnéz navéazali jeho studenti. Bohumil Machytka3?
chystal rozsdhlou praci o Bertiniové involuci, zemfel vSak jesté ptred jejim do-
kon¢enim. Posmrtné byla ta ¢ast jeho rukopisu, ktera byla tplné propracovana,

26Milos Kossler (1884-1961),0d roku 1918 piisobil na ¢eské univerzité v Praze, roku 1927 jmenovén pro-
fesorem.

27Sedmy mezindrodni matematicky kongres, Toronto, 11.-16.8.1924.

28Fugenio Bertini (1846-1933), byl profesorem geometrie na univerzité v Pisse, jeho ucitelem byl Luigi
Cremonna.

29Karl Friedrich Geiser (1843-1934), byl profesorem na polytechnice v Curychu, zabyjval se algebraickou
geometrii, jeho strycem byl Jacob Steiner.

30[B64], str. 204.

3LCPMF 58 (1929), str. 300-303.

32Bohumil Machytka (1890-1928), od roku 1926 docent geometrie na Univerzité Karlové i na Ceském
vysokém uceni technickém v Praze.
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publikovdna pod nézvem Degenerace Bertiniovy involuce®®. Jan Bilek®® stu-
doval vlastnosti sextik s dvojndsobnymi body, odvozené pomoci Cremonovych
transformac{®®. Sextikdm je rovnéz vénovana disertacni prace dalstho z Bydzovského
studentu Vladimira Mahela Sextiky invariantni vici jedné nebo vice kvadra-

tickym inversim3S.

2.3 Krivky ¢tvrtého stupné

Mezi prvnimi pracemi Bohumila Bydzovského zaujimaji dulezité misto ¢lanky
[B7] a [B8], které vysly pod stejnym nézvem Gruppa kollineaci prosto-
rové krivky bikvadratické prvého druhu®’. Pod pojmem bikvadratickd
krivka se zde rozumi kvartika, kterd je prunikem dvou kvadratickych ploch.
Ke studiu téchto kiivek je zde vyuzito skutecnosti, ze se tato kiivka reprodu-
kuje celkem 32 kolineacemi. Bydzovsky v prvni ¢asti prace podrobné studuje
tuto grupu i jeji podgrupy po strance geometrické, v dalsi ¢asti se vénuje bo-
dovym skupinam na kiivce, které jsou vytvoreny danou grupou, resp. jejimi
podgrupami. Z vlastnosti grup kolineaci, které zachovavaji danou kiivku, nebo
skupiny bodu na ni pak autor odvozuje fadu vysledku, z nichz nékteré jiz byly
znamy, ovsem ne vzdy v tak obecné formulaci. Bydzovsky touto praci sjedno-
cuje do té doby znamé poznatky o prostorovych kvartikach a ukazuje nékteré
nové vnitini souvislosti.

O kvadratickych transformacich, jimiz se reprodukuji rovinné algebraické
krivky ¢tvrtého stupné rodu jedna, prednasel Bohumil Bydzovsky na me-
zindrodnfm matematickém sjezdu konaném ve Strasburku roku 1920. Jiz Ed-
gardo Ciani dokdzal®®, Ze se tato kiivka reprodukuje deviti transformacemi.
Bydzovsky tyto transformace studuje po strance geometrické a vytycuje si tikol
najit takové specialni kiivky toho druhu, jez se reprodukuji jinym poctem kvad-
ratickych transformaci, nez kiivky obecné. Tato predaska byla pod nazvem Sur
les transformations quadratiques reproduisant une quartique ellip-
tique plane [B39] publikovéna ve sborniku konference. Prvni ¢ast zminéného
tikolu je vyfesena v praci [B41], kde autor hleda ty kvartiky rodu jedna, které se
reprodukuji méné nez deviti kvadratickymi transformacemi. K tomu muze dojit
dvojim zptisobem, bud nékteré z transformaci splynou, nebo se nékteré z kva-
dratickych transformaci redukuji v kolineaci. Druhou ¢ast pak tesi v pracich
[B40] a [B55], kde studuje ty kvartiky rodu jedna, pro néz je pocet kvadra-
tickych transformaci, jimiz se reprodukuji, vétsi nez u kiivky obecné. Ve vsech
pracich, zminénych v tomto odstavci si Bydzovsky pomaha vyjadienim kiivky
parametricky pomoci eliptickych funkei.

Posledni z praci vénovanych kvartikdam a rovnéz viubec posledni Bydzovského
praci je clanek [B111], ktery vysel roku 1963 v Casopise pro péstovani matema-
tiky a fyziky Imflexni body nékterych rovinnych kvartik. Bydzovskému
bylo tehdy jiz 83 let. Podivejme se na tuto praci podrobnéji.

33Viz CPMF 58, 1929, str. 219-225.

34 Jan Bilek (1907-1972), byl docentem (od roku 1952) a poté profesorem (od roku 1959) matematiky na
Vysoké skole chemicko-technologické.

35Bilek, J., Nekteré vlastnosti sextik s dvojndsobnymi body, odvozené pomoci Cremonovijch transformact,
Veéstnik Kralovské ceské spolecnosti nauk V, 1947.

36Bohumil Bydzovsky tuto praci oponoval (ve skolnim roce 1952/53).

37Tato dvé pojednani pozdéji autor tspésné piedlozil jako svou habilitaéni préci.

38Ciani, E., Le quartiche piane invertibili, Gior. di matematiche, vol. LVII, 1917, str. 31-75.
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Uvazujme nerozlozitelnou kiivku stupné n, kterd ma pouze obycejné uzlové
body (v poc¢tu u) a obycejné body vratu (v po¢tu k) a nemd dalsich singularit.
Pocet inflexnich bodu takovéto kiivky udava druhy Pliickeruv vzorec:

i =3n(n —2) — 6u — 8k.

Bydzovsky se zabyva pouze témi kvartikami, jejichz pocet inflexnich bodu je
nasobkem stupné kiivky. Resf zde otdzku, mohou-li inflexni body byt dplnym
prunikem kvartiky s kfivkou vhodného stupné. Jednd se o tyto pripady:
kvartika bez singuldrnich bodu ma 24 inflexnich bodu,

kvartika s jednim obyc¢ejnym bodem vratu ma 16 inflexnich bodu,

kvartika se dvéma obycejnymi uzly ma 12 inflexnich bodu,

kvartika se dvéma obycejnymi body vratu mé 8 inflexnich bodu a konecné
kvartika se dvéma obycCejnymi uzly a jednim oby¢ejnym bodem vratu ma 4
inflexni body.

Bydzovsky v ¢lanku rozebird pouze posledni tii pripady. Podivejme se blize
na piipad binodélni kvartiky, tj. kvartiky jez mé 12 inflexnich bodu, dalsi dva
resi Bydzovsky analogicky. Autor si voli uzly kvartiky za soutradnicové body
01, O, a za bod Oj voli prusecik piimky oddélujici harmonicky spojnici 010,
od tecen kvartiky v bodé O; s piimkou oddélujici harmonicky tutéz spojnici
od tecen kvartiky v bodé O,. Poté uvadi rovnici kvartiky bez jakéhokoliv
vysvétleni ve tvaru:

f(z) = afo + xg(blz):l + byxy) + :Bg(coz):f + 121y + cowd) + daizi =0 (2.15)

Tvar rovnice neni na prvni pohled zfejmy, ale snadno si ukazeme, jak k nému
autor dospel. Tecny v bodé O urcuji koeficient u x?. Ten m4 tvar

axs + Brars + YI3.
Tato kuzelosecka se skldda ze dvou piimek (tecen kvartiky)
(twg + vas)(rag + sxs).

Aby tyto dvé piimky byly harmonicky sdruzeny s primkami o rovnicich zo = 0
a 3 = 0, musi jejich smérové vektory [(¢,v), (1, s), (1,0), (0, 1)] splnovat rov-
nici:

t v t v
10 0 1
: =—1.
s ros
1 0 ' 0 1 ‘
Snadnym vypoctem dostaneme
vr 4 st = 0.

Z cehoz plyne, jelikoz awi+ Brors+vyx2 = (tre+vas)(roa+sxs), ze koeficient
je roven nule. Obdobny vysledek dostaneme, budeme-li zkoumat teény v bodé
O,. Nulové budou té7 koeficienty u zi, %, x5 a x3.

V dalsim Bydzovsky urcuje Hessidn kiivky, nebot inflexni body kiivky jsou
vsechny jeji nesingularni pruseciky s jejim Hessianem.

H(x) = (2c073 + 2dz3)(2c922 + 2dx?)[12a23 + 623(b1 71 + bawa)+
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+2(cox? + 11179 + c3)] + 2(123 + 4dzy12) (30173 + 4o 3 + 201 T073)-
-(Bbax? + 2c1 2113 + deawaws) — (20023 + 2d3) (3bax3 + 2017123 + 4coTomws)®—
— (2023 4 2dx?) (3by 22 + 4dcory 3 + 2010913)% — [12a23 + 623(byzy + bowo)+
+2(coz? + 17179 + cox3)|(c123 + 4dw179)* = 0 (2.16)

Bydzovsky uvazuje soustavu kiivek
H+Qf =0, (2.17)

kde @ je kvadraticka forma o koeficientech a;;. VSechny tyto kiivky prochazeji
inflexnimi body kiivky f. P¥i vhodné volbé koeficientu @ (a3 = 24cod, as =
2402d, 19 = 1201d, a3 = 36b1d, o3 — 36b2d, as3 je thVOll’ly) lze z levé
strany rovnice (2.17) vytknout x3 ve druhé mocniné a sextika H + Qf = 0 se
tedy rozpadd na dvojnasob pocitanou primku O;0s a kiivku ¢tvrtého stupneé,
jez bude jednoduse prochazet body O; a Os.

H+Qf = 22K". (2.18)

A tedy Bydzovsky dochézi ke stejnému vysledku, jaky jiz pred nim publikoval
A. Brill®, tj. Ze:

12 inflexnich bodu binoddlni kvartiky je vytindano kvartikami svazku, k jehoZ
bazi nalezi oba uzly. Kvartiky tohoto svazku maji v kazZdém uzlu spolecnou
tecnu. 0

To si snadno dokazeme, kdyz si uvédomime, ze primka x3 = 0 nemuze byt
tecnou kvartiky K*. Kdybychom pak uvazovali, ze kazda kvartika svazku bude
mit v uzlech jiné tecny, zakonité by pro nékterou kvartiku musela byt tecnou
i piimka x3 = 0.

Déle se Bydzovsky zabyva otdzkou, za jakych podminek budou inflexni
body kvartiky f lezet na kubice.

K tomu staci, aby se jedna z kvartik nalezené¢ho svazku rozpadla na tuto
kubiku a na piimku x3 = 0. To znamena, ze pro tuto kvartiku musi byt
koeficient u 3 identicky nulovy. A to je splnéno pouze pokud je ¢g = co = 0
nebo pokud je ¢; = 0. Prvni pfipad by ovSem znamenal, Ze oba dvojnasobné
body jsou body vratu a tudiz ho musime vyloucit. Druhy vede ke kvartice o
rovnici

axy + x5 (bimy + bowy) + 23 (coxt + cox3) + dajas.

Tato kvartika mé zajimavou geometrickou vlastnost. Kvartika o rovnici (2.15)
ma v uzlovych bodech tecny dany rovnicemi

dxs + cor3 = 0, dr] + co; = 0.
Pruseciky kvartiky sklddajici se z téchto tecen s kvartikou (2.15) lezi na kuzelosecce
(ad — coca)x3 + das(bizy + bowa) + crdaie = 0.

Tato kuzelosecka se rozlozi na primku x5 = 0 a dalsi primku jen tehdy, kdyz
c; = 0. Tato dalsi piimka protne kvartiku jesté v dalsich ¢tyfech bodech
ruznych od Oy, O,. Dostavame se tedy k vysledku:

39Brill, A., Uber die Wendepunkte der Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten, Math. Annalen 17,
1880.
40[B111], str. 225.
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Nutnd a postacugici podminka pro to, aby inflexni body binoddlni kvartiky
byly na ni vytaty kubikou, je ta, aby tecny v uzlech protaly krivku mimo uzly
ve étyrech bodech primky.*!

Nabizi se otdzka, mohou-li inflexni body kubiky byt na ni vytaty téz kuzeloseckou.
Bydzovsky ve svém clanku ukazuje, ze pokud jsou oba uzly kiivky inflexni, pak
ma tato kfivka rovnici

CLLUg + .CL’%(C(]SL’% + Cgl‘%) + dl’%xﬁ = 0, bl = bg =C = 0. (219)

Spocitame-li Hessidn kiivky a dosadime-li do rovnice (2.17), zjistime, Ze z levé
strany lze vytknout zj, a tedy sextika se rozpadne na ¢tyindsob pocitanou
piimku x3 = 0 a kuzeloseckou o rovnici ' = 0.

Q' = 72(ad — coea)[3(cor] + cax3) + 2a73).

Vyraz (ad — coca) je jisté nenulovy, jinak by kvatrika 2.19 byla rozloziteln4.
Protoze i coca # 0 a a # 0 dostava Bydzovsky nasledujici vysledek:

Binoddlni kvartika, jejiz oba uzly jsou inflexni, ma dalsich 8 inflexnich bodui,
které jsou z kvartiky vytaty requldrni kuZeloseckou.*?

Uvahy vedouci k feSeni piipadu kvartiky bikuspidalni jsou obdobné, pro
kvatriku se ¢tyimi inflexnimi body je v ¢lanku ukézano, ze nemohou jeji inflexni
body lezet na piimce.

Ziidka se v Bydzovského pracich setkdme i s problematikou kiivek patého
stupné. Piipomenme alespon praci [B46] UZiti principu promitdini v teo-
rit geometrickych pribuznosti, kde jako jeden z vedlejsich vysledku autor
studuje prostorovou kvintiku rodu 2 (nejvyssi mozny) a nachazi transformace,
kterymi se tato kiivka reprodukuje. o

4B111], str. 226.
42[B111], str. 228.
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Kapitola 3

Kolineace

Druhé téma, které lze vysledovat v Bydzovského pracich, navazuje a tizce sou-
visi s tématem prvnim, jedna se o teorii rovinnych a prostoroviych kolineact
a jejich grup.

Jde celkem o Sest praci, z obdobi 1907-1914, které vychazely pfevazné
v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky, respektive jako vyroéni zpravy
redlek na Kladné ¢i v Karliné, v nichz tehdy mlady Bydzovsky pedagogicky
pusobil. Jedna z praci byla publikovana ve francouzstiné.

Jedna se o prace [B4], [B6], [B10], [B17], [B28], [B31] a [B36].

Veénujme nyni vétsi pozornost prvni z téchto praci, tj. praci Podrobnost:
k theorii terndrné cyklické kollineace. Clének je rozdélen do étyt kapitol
(I. Vety zakladni, II.Utvary invariantni, III. Invariantni kiivky kubické, TV.
Zaverek), které jsou jesté dale ¢lenény.

V tvodni kapitole Bydzovsky ,,definuje® zakladni pojmy. Uvozovky pouzivam
proto, ze definice v jeho pojeti neni to, s ¢im se dnes bézné setkavame v ucebnicich.
Jednad se spiSe o obsirny vyklad pojmu vétsinou bez pouziti formélniho zapisu.

Ma slova potvrzuje hned prvni definice celého ¢lanku:

Kollineace terndrné cyklickd je takovd, jeZ trikrdte opétovina jsouc, dd
totoznost. UZitim této kollineace sdruzi se body roviny v trojice bodové, a to
tak, Ze kazdému bodu se pridruzi bod s nim sdruZeny v kollineaci dané a mimo
to bod s nim sdruzeny v kollineaci inversni, cili coZ je totéz, v kollineaci jez je
dvakrdte opétovanou kollineaci danou.'

Jednim z nejjednodussich pifklada takové kolineace je otoc¢eni v roviné o
120° (respektive o 240°).

Pracujeme tedy s ternarné cyklickym rovinnym polem, které ma nasledujici
vlastnosti:

Obsahuje-li pole jedinou trojici sdruZenych bodi, je terndrné cyklické.?

Dnes bychom asi tekli: obsahuje-li pole alespon jednu trojici sdruzenych
bodu, pak jich obsahuje nekoneéné mnoho a je tedy ternarné cyklické. Ovsem
neni to zcela presné. Véta neplati, pokud jsou tyto tii sdruzené body kolinearni.

1[B4], str. 5.
2[B4], str. 5.
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Terndrné cyklické pole obsahuje jediny redlny bod dvojny a jediny redlny pa-
prsek dvojny, tento paprsek je harmonikdlou onoho bodu vzhledem ke kaZdému
trojithelniku, jehoZ vrcholy tvori trojici bodovou.?

V soucasné terminologii by slovo dvojny nahradil vyraz samodruzny, trojici
bodovou je zde myslena trojice bodu sdruzenych v dané kolineaci. Pfipomenme
si jesté vyznam pojmu harmonikala.

Harmonikéla (respektive harmonicka polara) daného bodu S vzhledem k trojihelniku
o vrcholech A, A’, A” je piimka, jejiz tii body ziskdme nasledovné: promitneme
dany bod z vrcholu trojuhelniku na protéjsi strany a ke kazdému prumeétu se-
strojime ctvrty harmonicky bod vzhledem k dalsim dvéma vrcholum trojihelniku.
Dany dvojny bod S nesmi lezet na zadné strané trojihelniku (obr. ¢. 3.1).

Obréazek 3.1:

Ve druhé casti prvni kapitoly Bydzovsky ukazuje jak z danych dvou trojic
bodovych ziskat trojici tieti, zavadi pojem tii konjugovanych trojic bodovych.
Vyuziva k tomu nasledujici véty, kterd je v ¢lanku i pomérné jasné dokazana:

Jsou-li 1, 2, 3; a, b, ¢ dvé trojice cyklického pole rovinného, protinaji se
paprsky 2¢, 3b na la (a podobné 1c, 3a na 20; 1b, 2a na 3c).*

Konjugovana trojice se pak urci nasledujicim zpusobem (obr. 3.2):
my = (la[3b resp. 2c)
my = (3a()2b resp. 1c)
mg = (2a()1b resp. 3c)

V zavéru prvni kapitoly Bohumil Bydzovsky pfripomind, ze ke stejnym
vysledkum bychom dospéli, kdybychom misto trojic bodovych (sdruzenych
terndarné cyklickou kolineaci) uvazovali trojice paprski.

Druhé kapitola se zabyva zkoumanim invariantnich utvaru pro danou cyk-
lickou kolineaci.

Nepromenné body jsou tri : O1, Oy, Os. Z nich jeden, napt. Oy redlny, druhé
dva immagindarné s redlnou spojnici Iy = O203. Nepromenné paprsky jsou tri,

3[B4], str. 5.
4[B4], str. 6.
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Obrazek 3.2:

geding z nich I redlny, druhé dva immagindrné, jejich prusek Oy = (Is, I3)

redlny. V kazZdém neproménném bodu, resp. paprsku vznikd ternarné cyklicka
projektivnost paprskovd resp. bodovd.’

Vratime-li se zpét k nasemu konkrétnimu piikladu otoceni o 120°, bude
O; stiedem otaceni S = (1, 0, 0) a body Oy, Oz budou lezet na nevlastni
primce, budou to tzv. isotropické body (nékdy nazyvané téz kruhové, ¢i ve
starsi literatute cirkularni), jejichz souradnice jsou (0, 1, i) a (0, 1, —i).

Daéle autor bez dukazu tvrdi, ze vSechny kuzelosecky, jez jsou v této kolineaci
samodruzné, tvori tii svazky.

... base svazku Sy, jsou body O;, Oy a v nich pevné tecny O,LO; a OOy, tj. O
a O;0y, pol a polara. Jen svazek Sy, jehoZ spolecnyj pol a poldra jsou redlné, ob-
sahuje rediné kuzelosecky; druhé dva svazky takovijch kuZelosecek neobsahugi.’

Pro¢ pouze tyto tii svazky? Snadno si ukazeme, ze zadné dalsi svazky inva-
riantni nejsou.

Je-li totiz kuzelosecka invariantni, musi napi#. pifmku 0,03 protinat v bo-
dech O, a O5. Piedpoklddejme, ze tomu tak neni, tj. kuzelosecka QNO5,03 = A,
(A # Oy, A # O3) . Protoze 0503 je samodruznd, plati A'(# A) € 0,03 A
A"(#£ A, # A') € 0,05 . Prinik kuzelosecky s piimkou vSak muze byt nejvyse
dvoubodovy, ¢imz se dostavame do sporu.

Pozorny ¢tenaf muze namitnout, ze invariantni kuzelosecka se muze primky
0,03 pouze dotykat napt. v bodé O,. Pak ovem nastava piipad, kdy kuzelosecka
v bodé Oy proting pifmku O;0,, tudiz ji protind jesté v bodé O;. Cyklickd
zameéna indexu nemad zadny vliv na geometrické vlastnosti svazku invariantnich
kuzelosecek.

Jesté je tieba ukdzat, ze invariantni kuzelosecka protinajici 0,05 v bo-
dech Oy, O3 mé za tecny paprsky O;0,, 0103 (obr. 3.3). Avsak teény v sa-
modruznych bodech musi byt samodruzné piimky a jediné samodruzné primky

5[B4], str. 7.
6[B4], str. 7.
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jdouci body O,, Os, jsou prave 0104, O103.

Obréazek 3.3:

V dalsim Bydzovsky vysvétluje, ze kazdou sdruzenou trojici bodovou prochézi
jedind invariantni kuzelosecka, stejné tak kazda trojice sdruzenych piimek
urcuje jedinou invariantni kuzelosecku.

V patém odstavci II. kapitoly se autor vraci k jiz citované vété ...Jsou-
li 1, 2, 3; a, b, ¢ dvé trojice cyklického pole rovinného.... Uvazuje nyni dveé
trojice bodové lezici na kuzelosecce (1, 2, 3; a, b, ¢), tj. Sestiroh la,2b,3c.
Dle Pascalovy véty pak body m; = (1a N 3b), ms = (3a N 2b), ms = (2a N 1b)
jsou kolinedrni. Protoze ternarné cyklické pole obsahuje jediny realny dvojny
paprsek (tj. paprsek obsahujici trojice bodové), plati nasledujici véta (resp.
véta dudlni):

Nutna a postacugici podminka pro to, aby dvé trojice bodové lezici v terndrné
cyklickém poli ndleZely téze kuzelosecce, jest ta, aby treti trojice bodovd, s danymi
konjugovanda leZela na dvojné primce.

Nutnd a postacugjici podminka pro to, aby dvé trojice paprsku leZici v terndrné
cyklickém poli nalezZely téze kuzZelosecce, jest ta, aby treti trojice paprsku, s danymi
konjugovand prochdzela dvojniym bodem. 7

Zavér druhé kapitoly obsahuje jakysi navod, kterak ziskat libovolné dalsi
body invariantni kuzelosecky. Je-li totiz jedna trojice bodova pevna na kuzelosecce
a druha probihd dvojny paprsek, tieti trojice probiha kuzelosecku.

Treti kapitola ¢lanku je vénovana invariantnim kubikam, a to pouze tém,
jez maji tii redlné body inflexni (vSechny realné kiivky stupné tiettho tiidy
Sesté a ty raciondlni, jez maji izolovany bod dvojny).

Pokusme se nezavisle na Bydzovském odvodit rovnici invariantni kubiky
pro nasi konkrétni kolineaci (oto¢eni o 120°).

Rovnice otoceni v roviné o tihel « (stted otdceni v po¢atku soustavy soutradnic)
zni:

x =12 cosa — 1y sina

y =’ sina + 1y cos a.

7[B4], str. 8.
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Pro o = 120° plati cosa = —=, sina = ? Po dosazeni dostavame :
—ZL'/ o y/\/g

2
l’,\/g o y/

y = 5 (3.1)

Vezmeéme si rovnici obecné kubiky :
Az® + Ba?*y + Cay? + Dy’ + Ex* + Foy +Gy* + Hr + Ky + L =0 (3.2)

Aplikujeme-li kolineaci na tuto kubiku, musime dostat znovu kubiku o rov-
nici (3.2). Dosadme tedy nyni za x, y z rovnic (3.1) do rovnice (3.2). Po-
rovnavanim koeficientu u stejnych mocnin z, y dostavame podminky

C=-3A, B=-3D, E=G, F=H=K=0.
A tedy rovnice hledané invariantni kubiky znf :
Az® — 3Dx*y — 3Azy* + Dy* + E(2* + y*) + L = 0. (3.3)

Zajimavy navod, jak ur¢it rovnici invariantni kubiky nachazime v dalsi ¢asti
Bydzovského textu.

Budiz C3 obecnad krivka stupné tretiho, magici tri rediné body inflexni. Mad-
li byti invariantni, musi spojnice jejich redlniych inflexnich bodi byti o sobé
movartantni, tj. musi to byti realny dvojny paprsek 11 dané kollineace; redlné
inflexni body musi na tomto paprsku tvoriti trojici bodu a tecny v téchto bodech
trojici paprski.®

Pomoci tohoto navodu si muzeme zkontrolovat, zda predchozi vypocet rov-

nice invariantni kubiky byl spravny. Mame tedy kubiku o rovnici (3.3). Prejdéme
k homogennim soufadnicim. Rovnice potom nabude tvaru :

Az} — 3Dxixy — 3Am 75 + Dy + Exg(a] + x3) + Lag =0 (3.4)

Muzeme zvolit soustavu souradnic tak, aby kubika prochédzela bodem (0, 1, 0)
na nevlastni piimce. Dosazenim do (3.4) zjistime, ze A = 0. Déle si muzeme
rovnici zjednodusit volbou D = 1 na tvar

x3 — 3wiwy + Exg(x] 4+ 23) + Lag =0 (3.5)

Ma-li byt X = (0, 1,0) inflexnim bodem kubiky, musi platit, ze tecna v ném
mé ho za prusecik alespon trojndsobny. Teéna v bodé X ma rovnici (koefici-
ent u z?)

EZIZQ — 3!13'2 =0. (36)

Dosad'me nyni z (3.6) do rovnice (3.5).

Fx Fx Fx
(TO)3 _ 393370 + Exo(a? + (TO

= 70(4E° +27L) =0

)3 + Laj =0 (3.7)

8[B4], str. 10.
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JelikoZ obecné neplati 27L = —4FE3, pouze v piipadeé, kdy je pifmka (3.6)
soucasti kubiky, kterd se pak rozpada na tuto primku a kuzelosecku, musi byt

=0=23=0.

Bod X tedy odpovida trojnasobnému kotenu rovnice (3.7). Déle bychom mohli
urcit zbylé dva pruseciky nevlastni primky (zq = 0) s kubikou (3.5) a stejnym
zpusobem bychom dokazali, ze jsou inflexni.

Vyse zminéna podminka, jak pomérné jasné v ¢lanku Bydzovsky dokazuje,
je pro invariantnost kiivky nejen nutna, nybrz také dostacujici.

V dalsi ¢asti treti kapitoly se autor vénuje svazkum kubickych kiivek. Do-
kazuje, ze:

Tremi trojicemi bodu v obecné poloze je urcena jedind krivka stupné tretiho,
kterd je invariantni; tr trojice jen tehdy urcuji svazek, jsou-li to trojice kon-
Jugované. Jednotlivé krivky tohoto svazku jsou invariantnd.

Sestrojime-li k libovolnym dvéma trojicim na invariantni kiivce trojici kon-
Jugovanou, lezi i tato trojice na krivce.

Kazdé dvé invariantni krivky stupné tretiho prochdzejici dvéma trojicemi
bodu protinaji se v trojici s obéma konjugované.

Promitneme-li z libovolného bodu invariantni krivky body trojice, protnou
paprsky promitact krivku podruhé zase v bodech trojice. Onen bod pak ndlezi do
trojice s obéma konjugované.®

Diky témto vysledkim jsme schopni sestrojit libovolny pocet bodu krivky
urcené tfemi nekonjugovanymi trojicemi bodu.

Zaver treti kapitoly obsahuje dikaz, ze se mezi invariantnimi kiivkami téz
vyskytuji kiivky racionalni, jez maji Oy za redlny dvojnasobny bod.

V posledni ¢asti ¢lanku autor shrnuje poznatky z predchozich kapitol. Dochazi
k nasledujicimu zavéru:

Vsechny véty, jez byly vysloveny o jednotlivijch invariantnich krivkdch, plati
0 kazdé krivce kubické, jezto kazZdou lze pokladati za invariantni vzhledem k urcité
terndrné cyklické kolineaci (a k ni inversni).*°

Clanek obsahuje nutny, ale ne nezajimavy podklad pro ¢isté geometrickou
teorii transformaci kubické kiivky. Skoda, ze prace neobsahuje vice konkrétnich
piikladu, jez by celou teorii udélaly mnohem ptistupnéjsi. Jelikoz je kazda
ternarné cyklicka kolineace az na izomorfizmus shodné s oto¢enim o 120°, dala
by se celd teorie vysvétlit pravé na tomto prikladu.

Roku 1911 vysel v Casopise pro péstovani matematiky a fyziky clének
Prispévek k theorii cyklickych projektivnosti.

Na rozdil od ptedchozi prace se zde Bydzovsky vénuje obecnéjsimu tématu,
a to cyklickym projektivnostem n-tého stupné.

Rest zde nasledujici dlohu: Nalézti podminky, jimz musi vyhovovati skupina
n elementu, aby tvorila cyklus v cyklické kollineaci. Aby toho dosdhl, snazi se
dokazat platnost nasledujiciho tvrzeni:

9[B4], str. 13.
10[B4], str. 17.
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Tvori-li n elementi cyklus v cyklické projektivnosti n-tého stupné, existuje
prdvé n involuci, jimiZ se tento cyklus reprodukuge.** (1)

Bydzovsky zde pouzil diikaz, jez provedl Jakob Liiroth!? v éldnku Das Ima-
gindre in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen'3. Ditkaz vychézi z této
vety:

Je-li na kuzelosecce dana bodovd projektivnost XY ZU... N X'Y'Z'U’ ..., lezi
body (XY, X'Y), (XZ',X'Z), (YZ',Y'Z) atd. na téze primce, tzv. ose pro-
jektivnosti. M (2)

Liirothuv dukaz tedy tise predpoklada, ze n bodu tvori cyklus v n-arné
cyklické kolineaci, lezi-li tyto body na kuzelosecce. Bydzovského ¢lanek dukaz
tohoto neobsahuje. Podivejme se na Liirothuv dukaz.

Meéjme dénu cyklickou projektivnost n-tého stupné, specialné jeden jeji cyk-
lus Ag, Ay, As, ..., A,_2, A,_1. Body tohoto cyklu jsou razeny tak, ze kazdy
prejde projektivnosti v bod nasledujici. Bod A,,_; ptejde v bod Ay. Pouzijeme-
li danou projektivnost k-krat, dostaneme se do bodu o k mist vzdélenéjsiho.
Liiroth ve svém dukazu ptipousti libovolné velké indexy, ovsem s podminkou,
ze dva elementy jsou ruzné pouze tehdy, nejsou-li jejich indexy kongruentni
modulo n.

P jednom pouziti dané projektivnosti prejde fada bodu

AOa A17 A2a"'> An—2> An—l

v Tadu

Ay, Ao, Az, Anoq, Ao

Veéta (2) k4, ze piimky AgA, 1 a A1 A,,_5 se protinaji na ose projektivnosti.
Oznacme tento prusecik S,_;. V témze bodé na ose projektivnosti se ovsem
protinaji i A1A,_» a AsA,_3, atd. Obecné spojnice vSech bodovych dvojic,
jejichz soucet indexu je n — 1 protinaji osu projektivnosti v .S,,_1.

To vsak znamend, Ze tyto dvojice tvori dvojice involuce indukované na kuZelosecce
bodem S, _1; tim je nalezena jedna involuce, kterou se reprodukuje cyklus n ele-
menti.t?

Stejné tak spojnice bodu, jejichz soucet indexu je n — 2 prochazeji tymz
bodem S,,_5. Ziskavame tim dalsi involuci, jiz se cyklus reprodukuje. Takto
ziskame celkem n involuci, jezto Ay muzeme spojovat s body Ag, ..., A, 1.

V dalsi ¢asti ¢lanku doplnuje Bohumil Bydzovsky Liirothuv dikaz uréenim
samodruznych bodu téchto involuci.

Je treba rozlisovat pripady, kdy je n sudé a kdy liché. Involuce piislusna
k souctu indext & necht je oznacena .Jj.

Klademe si otazku, existuje-li index h pro néjz plati A, = Ay_j,. Postupnym
odvozovanim ziskava Bydzovsky pro n licha nésledujici vysledek:

Cyklus n elementu, prislusny n-drné cyklické projektivnosti pro n liché vy-
znacuje se tou vlastnosti, Ze vytkneme-li libovolny jeho element, lze zbyvajict

1 B17], str. 281.

12Jakob Liiroth (1844-1910), némecky matematik, piisobil na technikdch v Heidelbergu, Karlsruhe, Mni-
chové a Freiburgu.

13Mathematische Annalen, sv. 11, 1877, str. 84-110.

14[B17], str. 281., v rozsifeném znén{ nalezneme vétu napi. téz v K. Havlicek : Uvod do projektivni geometrie
kuzelosecek, str. 79, resp. E. Weyr : Projektivnd geometrie, str. 110.

15[B17], str. 282.
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seskupiti ve dvojice, jez vsechny oddéluji tento element harmonicky od téhoZ
pevného elementu, leZiciho mimo cyklus.'S

Tj. jeden samodruzny element kazdé involuce Ji je obsazen v cyklu, druhy
lezi mimo cyklus.
Pro n sudé dostavame:

Cyklus n elementu, prislusny n-darné cyklické projektivnosti pro n sudé vy-
znacuje se tou vlastnosti, Ze lze jej setaditi ve dvojice takové, Ze jedna z nich
oddéluge harmonicky vsechny ostatni; to lze uciniti § zptsoby. Prdvé tolika
zpusoby lze cyklus rozvrhnouti ve dvojice harmonicky sdruzené dle téze pevné

dvojice, lezici mimo cyklus.'”

Pro n sudé je kazdy element cyklu samodruzny v jedné z n involuci Jy; a sice
je Ay samodruzny v involuci Jap. Naopak jen takovd involuce Ji, pro niZ k je
sudé md samodruzné elementy v cyklu , a to oba; samodruzné elementy involuce
J. pro k liché lezi mimo cyklus.'®

Je tedy zfejmé, ze pro sudé a liché n nabyvame rozdilnych vysledku. Pro n
liché dostavame pouze jeden druh involuci, zatimco pro n sudé dva.

Involuci prvého druhu nazyvame tu, jez ma samodruzné elementy v cyklu,
involuci majici samodruzné elementy mimo cyklus nazyvame involuci druhého

druhu.

Druha ¢ast Bydzovského clanku se zabyva zkoumanim podminek postacujicich
pro to, aby skupina n elementu tvorila cyklus.

Opét je tteba uvazovat n sudé a n liché. Snadno zde odvozuje, ze existence
n involuci je postacujici podminkou pro nas piipad. Vice se autor zabyva
obecnéjsi otazkou: zda k tomu, aby skupina tvorila cyklus, staci i existence
libovolnych dvou involuci, jimiz se reprodukuje.

Pro n liché dostavame vysledek:

Jestlize skupina n elementu se reprodukuje dvéma involucemi, z nichz jedna
prevddi samodruzny element druhé (a to ten, jenz lezi ve skupiné) v element o
k mist vzdalenéjsi (v daném cyklickém usporaddni), tvori tato skupina cyklus
v n-arné cyklické projektivnosti tehdy a jen tehdy, kdyz cisla k a n nemaji —
mimo 1 — spolecné miry.*

A tedy:

Je-li n prvocislo, staci vidy existence kterychkoliv dvou involuci skupinu
reprodukujicich, k tomu aby tato skupina tvorila cyklus.?

0ddil je zakoncen tfemi nazornymi piiklady.

Pro n sudé je situace komplikovanéjsi v tom, ze je tieba rozeznavat involuce
prvého a involuce druhého druhu. Resime tedy tii piipady a to: obé involuce
jsou prvého druhu, obé involuce jsou druhého druhu, jedna involuce je prvého
a jedna druhého druhu.

V prvnich dvou ptipadech se snadno ukéze, ze existence téchto dvou involuci
nestaci. Pro tieti pripad plati nasledujici véta.

16[B17], str. 284.
17[B17], str. 284-285.
18[B17], str. 284.
[B17], str. 288.
20[B17], str. 288.
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Jestlize skupina n elementu se reprodukuje dvéma involucemi, z nichz jedna
ma samodruzné elementy ve skupiné, druhd nikoliv, a tato prevadi samodruzny
element prvé v element o k mist vzdalenéjsi (v daném cyklickém usporaddani),
tvori tato skupina cyklus v n-drné cyklické projektivnosti tehdy a jen tehdy,
kdyz ¢isla k a n nemaji — mimo 1 — spolecéné miry.*!

Pokud je n = 2m, kde m je libovolné prvocislo, staci vzdy existence dvou
involuci (pokud neni m = k).
Opét je tato ¢ast doplnéna nazornymi ptiklady.

Posledni ¢dst tohoto ¢lanku je vénovana shrnuti predchozich vysledku a ob-
sahuje nahled do problematiky vyssich dimenzi. Nalézame zde tvrzeni:

Jsou tedy dostatecné podminky pro to, aby n bodu tvorilo cyklus v n-drné
cyklické kollineaci rovinné, tyto:

a) tyto body musi lezet na kuzelosecce

b) na této kuzelosecce (tj. itvaru prvého rddu) hovéti podminkdm v predchozim
nalezenym.* (3)

Prvni ¢ast véty plati pouze pro cykly redlnych kolineaci. Bydzovsky ji ne-
dokazuje, pouze odkazuje na jiz zminovany clanek Liirothuv.

Vyse zminéné podminky jsou vzdy splnény pro n = 4, jelikoz je ¢tyimi dvo-
jicemi bodu kolineace urc¢ena. Danymi ¢tyfmi body lze pak jedinym zpusobem
prolozit kuzelosecku tak, aby se tyto ¢tyti body reprodukovaly néjakou involuci
prvého druhu.

Obréazek 3.4:

Budiz to involuce oznacend Jy, jeji samodruzné body Ay, As. Spojme Ag,
Ay Ay, As. K priseciku S obou téchto paprski sestrojme (viz. obr. 3.4 23)
cturty harmonicky bod vzhledem k Ay, As; oznacme jej Sy. KuZelosecka, majici
v Ay a A tecny AgSy, resp. AsSy a prochdzejici bodem Ay, prochdzi ovsem
také bodem As. Jsou pak Ay, As body sdruzené v involuci, indukované bodem
So na této kuzelosecce, a Ay, As jeji samodruzné body. Je pak pouhy nasledek

21[B17], str. 291.
22[B17], str. 292.
230brézek je vytvoren podle vzoru z Bydzovského préce.
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poldrné vlastnosti kuzelosecky, Ze tytéz body se reprodukuji involuci o stredu Ss,
takze skutecne existuji dvé involuce prvého druhu, jeZ polohu cétyr bodu nijak
neomezuji, nybrz uréuji jen polohu prisluiné kuzelosecky.?*

Pti ptechodu od rovinnych cyklickych kolineaci k prostorovym se situace
ponékud komplikuje. Ptesto lze az do n = 6 nalézt prostorové kubiky, které
prislusny cyklus obsahuji a jsou invariantni pro danou cyklickou kolineaci.

Bydzovsky se zabyva piipadem pro n = 5, nebot prostorovd kolineace je
jednim jejim cyklem urcena. Je zde vyfesena tloha:

...je dano 5 libovolnych bodi prostoru, z nichz Zdadné 4 nelezi v roviné.
Temito body jest poloZiti krivku kubickou tak, aby na ni se skupina bodi re-
produkovala dvéma involucems.?®

Pomah4 si tim, ze kubickou kfivku promitne z jednoho bodu cyklu do roviny
v kuzelosecku. Promitnutim bodu cyklu dostaneme opét 5 bodi, jez musi tvorit
cyklus na kuzeloseéce. Cimz se tiloha ponékud zjednodusi.

Zaroven je zde vyteSen problém, jak wurciti rovinnou kollineaci kvindrné
cyklickou, jsou-li dany ctyri body jednoho cyklu.

Zavérem se autor snazi motivovat studenty k pokracovani v zapocatém stu-
diu n-arné cyklickych kolineaci. Udava konkrétni ptiklad, jez by bylo zajimavé
roziesit.

Redlnymi cyklickymi kolineacemi se ve své disertac¢ni praci zabyval i jeden
z Bydzovského zgku Karel Sindeldi®®. K 80. narozenindm prof. Bydzovskému
vénoval clanek Redlné cyklické korelace v roviné a trojrozmérném prostoru,
v némz provadi analytickou metodou klasifikaci cyklickych korelaci.

V dalsich pracich se Bohumil Bydzovsky vénuje grupam kolineaci, jimiz se
reprodukuji obecné kubické kiivky. Zkouma ruzné bodové skupiny na kiivce
a popisuje jejich vlastnosti. Tak je tomu naptiklad v praci Grupa Sesti kolli-
neaci rovinnych nebo prostorovych. Tato prace je rozdélena do tii casti.
V tvodu se autor zabyva cisté algebraickou teorii grup.

Obrazek 3.5:

24(B17], str. 292.

25[B17], str. 293.

26Sindelsf, K., Redlné cyklické kolineace, 1949; Bohumil Bydzovsky byl spoleéné s prof. Cechem oponentem
této prace.
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M4-1i Sest elementu tvorit grupu, musi tato grupa byt bud cyklickd (tj. tvaru
1, a, o, o3, a*, a®) nebo metacyklickd (tj. tvaru 1, «, o?, 3, Ba, Ba?, kde
a, o jsou elementy stupné tfetiho, 3, Ba, Ba? stupné druhého).

Grupa cyklicka je vSeobecné znama a proto se Bydzovsky vénuje pouze
grupé metacyklické.

Nejlépe si Bydzovského teorii, ktera bude nasledovat, priblizime na konkrétnim
prikladé. Asi nejjednodussim a nejlépe predstavitelnym piikladem takovéto
grupy kolineaci je grupa permutaci tii prvku. Vezmeme-li za tyto prvky vrcholy
rovnostranného trojihelniku, dostavame grupu shodnosti tohoto trojihelniku

123 se zobrazi na 231),  osova symetrie s osou uréenou bodem 3 a stfedem
strany 12 (123 — 213).

Pak je a? otoceni 0 240° (123 — 312), Ba je osové symetrie, jejiz osa je spojnice
bodu 1 se stiedem strany 23 (123 — 132), Sa? je osové symetrie, jejiz osa je
spojnice bodu 2 se stredem strany 13 (123 — 321).

Snadno nahlédneme, ze pro skladani téchto zobrazeni plati néasledujici ta-
bulka:

1 a | o® | B | Ba | Ba?

1 1 « a? B | Ba | Ba?
Q@ « a? 1 | pa®| B | Ba
a? | o? 1 a | Ba | Ba?| B
3 B | Ba | Ba? | 1 a | o?
Ba | Ba | Ba® | B | o a
Ba? | Ba?| B | Ba| a | a? 1

tab. 1

Z tabulky je ziejmé, Ze grupa obsahuje komutativni podgrupu stupné tretiho.
To je znamy vysledek, Bydzovsky jej ve svém clanku rovnéz uvadi. Dale zde
odvozuje podminku, jiz musi elementy grupy spliovat, a to affa = .

V dalsich dvou c¢éastech clanku se autor snazi nalézt vsechny takovéto grupy
kolineaci s omezenim na prostor dvou a tiirozmérny.

Zéklad grupy tvoii ternarné cyklicka kolineace «, coz muze byt pouze
ternarné cyklicka homologie, nebo neperspektivni ternarné cyklicka kolineace.
Prvni pripad za pouziti podminky afa = ( vede ke sporu.

Musi tedy kolineace o mit tvar

pry = )
pry = exy (3.8)
pry = ey

kde €2 = 1. Bydzovsky to sice nikde v textu nezdiraziuje, ale z kontextu je
opét patrné, ze se pohybuje v oboru komplexnich cisel.

27Jedn4 se o dvé izomorfni grupy (tj. obecnd grupa metacyklickd a grupa shodnosti trojihelniku), celd
teorie by se tedy dala vylozit na tomto konkrétnim pripadé.
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Ma-li nyni kolineace f3

pr1y = bllxll + 6121’/2 + blgl'/g
pPry = lel’/l + b22$/2 + bggl’g
pPrs = bgll'll + 6321’,2 + bggl’é

spliiovat rovnici affa = 3, muzeme ji zvolit nasledujicimi tFemi zpusoby:

/ / /
pPL1 = bllxl pPT1 = b12$2 pPT1 = blgl’g
/ / /
PLo = bggl’s PLo = bgll'l PTo = 6221’2
/ / /
pr3 = b3pxs pr3 = bazws pr3 = b3

Na prvni pohled je patrné,ze vsechny tii ptipady jsou analogické, proto se autor
zabyva pouze pripadem prvnim. Vime, ze [ je involuce, musi tedy platit:

2
pry = by
/
pPro = b23b32$2
/
pPry = b32523553

Volme by3 = 1 a dostaneme podminku bgy = b2,. A tedy involuce  ma
rovnice:

/
pr1 = bnxl
/
prz = I3
2 .
prs = by

Osou této involuce je piimka x3 = by1xo, sttedem bude prusecik primek
T = 0a T3 = —blll’g.
Bydzovsky tyto vysledky shrnuje:

...rovnici afa = [ hovi pri daném « involuce (3, jejiz osa prochdzi jednim
dvojnym bodem kollineace o, je vsak libovolna, a jejiz sted lezi na spojnici
druhgjch dvou dvojniych bodi a oddéluje od téchto bodu prusecik osy harmo-
nicky.?®

Pod pojmem dvojny bod je zde, stejné jako v predchozich textech, minén
bod samodruzny. Vratime-li se zpét k nasemu konkrétnimu prikladu a zvolime-
li vrcholy trojihelniku za soutadnicové body Oq, Oy, Os, jsou kolineace v a (3
dany rovnicemi:

: L _ L
Qi pry = T B pry =14
/ /
/ /

Osou involuce ( je piimka xo = w3, stied ziskame jako prusecik pirimek
r9 = —x3 a x1 = 0, coz odpovida Bydzovského vypoctum.

28[B6], str. 5.
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Déle Bydzovsky odvozuje, ze viechno, co plati pro 3, plati i pro Ba a Ba?,
a dochazi k zavéru (ponechiavdm zde Bydzovského znaceni bodu (malymi
pismeny) a pifmek (velkymi pismeny)):

Obé kollineace terndarné cyklické magi tyz samodruzny triroh oy, 09, o03.
Vsechny involuce grupy maji své stiedy si, ss, sz na téZe strané tohoto trirohu
napt. na O = 0,03; tyto stiedy tvori trojici bodii sdruzenou podgrupou 1, o, o
a kazZdé dva se vymeénugi uzitim involuce prislusné ku tretimu stredu. Osy in-
voluci Sy, So, S3 prochdzeji vsechny bodem o, a oddéluji s prislusnymi stredy
harmonicky body oo, 03. Stredy s; a pruseciky os S; se stranou Oy tvori tri
dvojice téZe involuce, jejiz dvojné body jsou 0o, 03.%°

Nyni uz si autor pripravil vSechny nalezitosti, aby mohl zkoumat racionalni
kubiky, jez se libovolnou grupou Sesti rovinnych kolineaci reprodukuji. Ta-
kovych kubik je nekonecné mmnoho, vSechny maji spolecny dvojny bod Oy,
v ném tecny 0105, 0103 a tii inflexni body Sy, Ss, Ss3, tvoii tedy tyto kubiky
svazek.

Bydzovsky zde uvadi racionalni kubiku ve tvaru

y? =42 — gox — g3 (3.9)
s podminkou
g5 — 2795 = 0.
Poté vyjadiuje kiivku parametricky (u...parametr, w...perioda)

2 2 3 U

T m 1 s Cos 5
T = ) : = . W 3.10
12w 4w? sin® 2" 4 4w sin® 24 (310)

Vhodnou volbou periody (2w = 7) a pomoci afinity (3y = 2y/, 3z = ') lze
kubiku prevést do tvaru

3y* = 1% — 31 — 2, (3.11)
resp.:
3
r = -1+ -
S1i- u
COosSu
y = —3—>3—
Sl u

Podminka kolinearnosti tii bodu o parametrech wuy, us, u3 zni:
up + us +us =nmw, n € Z.

Vzéajemné jednoznacna zobrazeni mezi body kiivky, kterd zobrazi tii ko-
linearni body opét na tfi kolinearni body, budou potom nami hledané kolineace
reprodukujici kiivku. Autor dochazi k nasledujici metacyklické grupé:

= +u

T
= +u + =
3
2T
u = Zu +—
3
Touto grupou jsou vyéerpany vsechny kolineace, jimiz se kiivka (3.11) re-
produkuje.

29B6], str. 6.
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Diéle autor nachdzi body inflexni (jejich parametry jsou v = 0, u = %,
u = %”) a body sextaktické. Promitneme-li libovolny bod kubiky z inflexnich
bodi na ktivku, dostaneme dalsf t¥i body (—u, —u+ %, —u+ 2?”) Z nich jeden
muzeme opét promitnout ze vSech tii inflexnich bodu, ¢imz ziskdme opét tii
body kubiky (u, v+ %, u + %’T) Opakovanim tohoto postupu vsak jiz dalsi
nové body neziskame.

...pormitneme-li libovolny bod krivky z bodu inflexnich, a néktery z promitnutych
rovnéz, obdrzime dalsich pét bodu, jez s puvodnim ddvaji skupinu Sestibodovou
(Gg), tj. skupinu bodi vznilkou uZitim kollineact grupy Gg.*°

Jelikoz soucet argumentu bodu skupiny (Gg) je roven nule, lezi tyto body
na kuzelosecce. Autor tuto kuzelosecku hleda nasledujicim zpusobem. Vi, ze ji
reprodukuje kolineace . Vezme tedy obecnou rovnici kuzelosecky:

2 2 2
an Ty + 225 + 3373 + 2@125(7125’2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 =0
a zobrazi ji kolineaci a:
2 2. .2 2 9 9 2 9 _ 0
1127 + A228° 5 + a336x3 + 201260102 + 2a138° X103 + 2a230203 =

Maji-li obé rovnice urcovat tutéz kuzelosecku, musi mit tato kuzelosecka jednu
z nasledujicich rovnic:

2

111 + 2&231’21’3 =0
2

22Ty + 2&131’11’3 =0

2
a33Tq + 2&125(311’2 =0

Vsechny tyto kuzelosecky lze charakterizovat nasledujici vétou:

...pro terndrné cyklickou kollineaci jsou invariantni kuZelosecky, jez prochdzeji
dvéma jejimi dvojnymi body a v nich se dotykaji dvojnijch paprski.®!

Je-1i libovolna kuzelosecka invariantni pro « (tj. v bodech Os, O3 se dotyka
paprsku 010, 0103) je invariantni i pro § (S a s; jsou pdl a polara této
kuzelosecky) a tedy:

...Jsou vsechny kuzelosecky svazku, urceného body o2, 03 a tecnami 0103, 0103,
invariantni pro Gg.3?

Posledni kapitola ¢lanku je vénovana kolineacim prostorovym. Postup je
zcela analogicky jako u rovinnych kolineaci s tim rozdilem, ze v prostoru
ziskavame vice moznych kombinaci. o muze byt homologie, dvouosa kolineace,
resp. planarni ternarné cyklicka kolineace. Prvni pripad opét vede ke sporu.

Je-li @ dvouosd kolineace (tj. ma dvé samodruzné osy) ukaze se, ze (5 pak
musi byt také dvouosa kolineace.

Je-li o planarni ternarné cyklickd kolineace (tj. ma dva dvojné paprsky,
z nichz jeden méd vsechny body dvojné, druhy jen dva), muze § byt bud
dvouosé kolineace, jejiz osy se opiraji o obé osy kolineace «, nebo muze byt
centralni involuci, jejiz rovina prochazi paprskem samodruznych bodu koline-
ace Q.

30[B6], str. 9.
311B6], str. 9.
32(Be], str. 9.
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Kolineacemi, jimiz se reprodukuje kubicka kiivka, se Bohumil Bydzovsky
zabyva rovnéz v praci [B10] O jisté grupé rovinnych kollineact.

Autor tentokrat studuje grupu 18-ti kolineaci G5, jimiz se obecna kubicka
krivka reprodukuje. Kubiku parametrizuje pomoci eliptickych funkci, zminéné
transformace pak popisuje vztahy mezi parametry eliptické funkce:

2mw + 2w’
u’z:l:u—l—w (m, n=0, 1, 2). (3.12)

Zminéna grupa se sklada z transformaci druhého a tietiho stupné, Bydzovsky
ukazuje, ze obsahuje podgrupy stupné druhého, tietiho, Sestého a devatého.
Dle jedné véty Frobeniovy pak odvozuje, Ze se jedné o grupu metacyklickou®?.

Podstatnou ¢éast ¢lanku tvori vySettovani bodovych skupin na kubice, které
jsou sdruzeny kolineacemi grupy. Uzitim kolineaci na bod kubiky lze totiz
ziskat dalsich sedmnéact bodu kfivky. Spolu s bodem danym tedy ziskavame
skupinu osmnaécti bodu, invariantni vzhledem ke grupé Gig , jez mohou byt
vsechny navzdjem ruzné, nebo mohou nékteré z téchto bodu splynout.

Pi hledéni skupin bodu, jez nejsou navzajem ruzné, autor vyuziva eliptické
parametrizace. Snadno odvozuje vysledek, ze jediné takto vyznacné skupiny
bodu tvoii devét bodu inflexnich a 27 bodu sextaktickych, jez se rozpadaji na
t1i skupiny devitibodové, z nichz kazda je vzhledem ke grupé invariantni.

Bydzovsky rovnéz zkouma vzajemné vztahy mezi body osmnéctibodové sku-
piny. Budeme-li brat v iivahu pouze substituce libovolné podgrupy grupy Gis,
sdruzi se body skupiny ve skupiny tiibodové ¢i Sestibodové. Autor pak tyto
skupiny vysSetiuje, stale za pomoci eliptickych funkei odvozuje fadu tvrzeni,
které jsou z ¢asti puvodni, z ¢asti se jednd o tvrzeni jiz znam4, avsak vyjevena
z nového thlu pohledu.

Ponékud odlina od ostatnich je préace [B28] Resend zvld3tniho problému
projektivnosti a jeho wziti. Bohumil Bydzovsky zde nejprve pfipomind
Chaslestiv problém projektivnosti>*:

Ddno v roviné sedm bodi ay, ..., ar a sedm jinych bodu by, ..., b7; sta-
noviti body o, o tak, aby paprsky, jimiz se body a, promitaji z bodu o, tvorily
projektivny svazek se svazkem sedmi paprsku, jez promitaji body b, z bodu o'.

Reseni tohoto problému je znamé® . Bydzovsky tento problém zobeciuje
tim, ze hledané svazky paprsku nahrazuje svazky kuzelosecek. Problém pak
lze formulovat nasledovné:

V dtvaru prvého tadu je dana skupina prvki oq, ..., ag; v roviné je dana
skupina stejného poctu prvku Ay, ..., Ay. Jest urciti svazek kuzelosecek o basi
Xy, Xy, X3, Xy tak, aby byla vyplnéna projektivnost vyjadrend vztahem

[Xl, Xg, Xg, X4](A1, cee Ak)K(Oél, cee Oék>36.

Pod pojmem ttvar prvniho fadu ma autor na mysli svazek. Symbol na
levé strané rovnosti znaci kuzelosecky svazku urcené body X, Xo, X3, X4

33 Jelikoz stupeni grupy Gig se da zapsat ve tvaru p"q, kde p, ¢ jsou prvoéisla. Viz napi. Weber, V.,
Lehrbuch der Algebra II., 2. vydani str. 33 a 145.

34Viz napt. Weyr, E., Projektivnd geometrie zdkladnych ttvari prvého 7ddu, 1898, str. 97.

35Viz napf. Sturm, S., Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, svazek 1., str. 348-366. Eduard
Weyr fesi problém pouze pro 5 bodu.

36B28], str. 273.
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adalsfm z bodi Ay, ..., Ay. Ulohamdsmyslpro4 < k < 11.Prok =4, ..., 9
tuto ulohu fesil jiz Herman Kortum?’, ktery za svou knihu, vénovanou nejen
této problematice, ziskal Steinerovu cenu®®. Bydzovsky nalézd ve své praci
jednodussi feSeni pro vSechny pripustné hodnoty k. V zavéru je poukazano i
na moznost aplikace nalezenych vysledku na konstrukei rovinné ktivky patého
stupne.

Podivejme se alesponi ve struc¢nosti na ptipad k& = 5. Pro tento piipad lze
vysSe uvedenou ulohu formulovat takto:

Je ddno pét pevnijch bodu Ay, ..., As a skupina proki aq, ..., as v dtvaru
proniho tadu; ke trem danym bodum E, F, X je urciti bod X' tak, aby platil
vztah

[E, F, X, X/](Al, ey A5) A (Oél, Cey Oé5)39.

Bydzovsky pfi feseni tlohy, vyuziva pomocny bod P, jez spliuje vztah
[P](Ay, ..., A5) A (aq, ..., as).

Odvolavéa se pii tom na jiz zminovanou ucebnici Eduarda Weyra, v niz je
konstrukce tohoto bodu popsana. Musi pak rovnéz platit

B, F, X, X'[(A1, ..., As)A[P|(Ay, ..., As).

Vezmeme-li nyni v tivahu projektivni vytvoreni kubiky za pomoci svazku kubik
projektivniho se svazkem ptimek, musi body

E, F, X, P, A, ..., As, X'

lezet na kubické kiivee. Kubika je urcena deviti svymi body. Bod X' lze pak
sestrojit z podminky, ze bod P je koresidualni s body F, F, X, X'. Tj. se-
strojime napf. bod A/ jako prisecik kubiky se spojnici PA;. Sesty prisecik
kuzelosecky urcené body E, F, A;, A}, X pak bude hledany bod X'.

Ostatni piipady, tedy k£ = 6, ..., 11 jsou komplikovanéjsi v tom, ze namisto
kubické kiivky je tieba pracovat s kiivkou stupné ¢tvrtého resp. se svazkem
takovych ktivek.

O tfi roky pozdéji Bydzovsky tuto problematiku jesté vice zobecnil v praci
[B36] Resent zvldstniho problému projektivnosti pro svazek kubickijch
krivek. Autor zde hleda konstrukei svazku kubickych kiivek o bazi [ X, ..., X,
tak aby kubiky svazku uréené postupné body A;, ..., Ay (lezicimi v roviné),
byly projektivni se skupinou prvku ag, ..., az v Utvaru prvniho tadu.

Tato tloha mé smysl pro £ =4, ..., 19. V préci jsou nalezeny konstrukce
zv1ast pro hodnoty & = 4, ..., 7, ostatni pifpady jsou pak feSeny obecnou
metodou.

Posledni z praci zafazenych do této kapitoly je ¢lanek [B31] Remarque
sur les points d‘inflexion d‘une cubique d point double, publikovany
roku 1914 v svycarské Zenevé. Tuto praci se bohuzel nepodafilo dohledat.

37"Kortum, H. L., Uber geometrische Aufgaben dritten und vierten Grades, Bonn, 1869, str. 34-58.
38Tuto cenu udélovala Berlinskd akademie véd.
39[B28], str. 279.
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Kapitola 4

Cremonovy transformace

Dalsim tématem, které se na nékolik let stalo sttedem zajmu profesora Bydzovského,
jsou biraciondlni transformace. Jedna se o takové transformace mezi dvéma
kiivkami, v nichz lze soutadnice jedné kiivky vyjadiit jako racionalni funkce
soutadnic ktivky druhé a soucasné soutadnice kiivky druhé jsou racionalnimi
funkcemi soutadnic kiivky prvni. Specidlnim ptipadem takovych transformaci
jsou transformace Cremonovy, jejichz zkoumanim se Bydzovsky intenzivné
zabyval predevsim v letech 1920-1937.

V predchozich kapitolach jsme se pomérné podrobné seznamili s nejjed-
nodussim typem Cremonovy transformace, konkrétné s jednim typem invo-
lutorni kvadratické transformace (v roviné).

Cremonova rovinnd transformace T je az na vyjimky vzajemné jednoznacné
zobrazeni mezi body P, P’ dvou rovin S, S

Necht P jsou dény svymi homogennimi soufadnicemi z;, 3, z3; potom
soutadnice x, 74, 4 bodu P’ jsou jimi jednoznaéné urceny, a existuje mnozina
vztahu

Tl a =1 gt P, (4.1)
kde ¢; jsou homogenni polynomy proménnych xi, xs, x3, stejného stupné
(feknéme n) bez spoleéného faktoru. Rovnice tohoto tvaru ovsem neurcuji
nutné Cremonovu transformaci, protoze jsme doposud vytvareli transformaci
jednoznacnou pouze v jednom sméru.

Kdybychom naopak znali P’ a tedy i @, x5, x5, dostaneme z rovnice (4.1)
vztahy

Ty3 — 2361 = 0, 1503 — 25 = 0.
Jednd se o rovnice dvou kiivek stupné n v roviné S, které se protinaji v n?
bodech. Ty jsou vsechny libovolné, pokud nejsou formy ¢; nijak specializovéany.
O vzajemné jednoznacné zobrazeni se tedy jedna pouze v trividlnim piipadeé,
kdy n = 1.

Ma-li byt transformace Cremonovou, musi byt jednozna¢nd v obou smérech.
Chceme tedy, aby se spolu s ménicim se bodem P’ ménil pouze jeden z n?
bodii. Coz znamend, Ze kiivky uréené formami ¢; musi mit pravé n? — 1 bodu
spolecnych, pocitanych i s jejich ndsobnosti.

V pripadé kvadratické transformace, tedy transformace druhého stupneé,
urcuji formy ¢; kuzelosecky, které se protinaji ve tfech bodech.
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Hledame-li tedy rovnice kvadratické Cremonovy transformace v roviné, vychazime
z predpokladu, ze soutadnice bodu roviny S’ lze vyjadrit jako kvadratické
formy v soufadnicich bodu roviny S,

/
Upravou téchto rovnic ziskame pro dand 2, ), 2% rovnice dvou kuzelosecek

71 Q3(x) — 25Q1(z) = 0, 25Q3(x) — 25Q2(2) = 0,
které se protinaji ve ¢tyfech bodech. Checeme, aby pro libovolnou trojici o, o7,
xf mély tyto kuzelosecky tii body spoleéné, tedy napt. i pro ) = 0, 2, = 0,
coz znamena, ze tyto tii pevné body obsahuje také kuzelosecka (). Obdobné
lze ukazat, ze tyto tTi pevné body lezi na vsech kuzeloseckach Q);. Zvolime-li je
za souradnicové vrcholy, vypadnou v rovnicich (4.1) vSechny kvadratické cleny.

T, = 1X2T3 + Ax1T3 + a301T2
/
Ty = bll’gl’g + b2$1$3 + bgl’ll’g (42)
/
T = C1X2%3 + CoX123 + C3T1T2
ay Qag as
D - b1 bg b3 % 0
1 C2 C3

Kdyby byl tento determinant roven nule, byly by kuzelosecky @); linearné
zavislé a tedy by nalezely do téhoz svazku, coz neni pravda. Vyjadieme nyni
x;x; z rovnic (4.3).

roxs = Ajx) + Biah + Chay

rir3 = Agx/l + BQLU/Q + Cgl’é (43)

rxe = Asx] + Bsxh + Csay
A;, B;, C; jsou doplnky prvku v determinantu D. Jelikoz D # 0, jsou i linearni
formy na pravych strandch rovnic linedrné nezavislé, jedna se tedy o rovnice
ti1 primek neprochazejicich tymz bodem. Zvolime-li je za soutadnicové osy
v druhé roviné v daném poradi, nabudou rovnice (4.3) tvaru:

.fL’ll = ]{511'25(73
ZL'/2 = k‘gl’ll'g (44)
.fL’ll = ]{531'15(72

Budeme-li navic pozadovat aby se jednotkovy bod jedné roviny zobrazil na
jednotkovy bod roviny druhé, budou vsSechny konstanty k; stejné a rovnice
kvadratické transformace muzeme tedy psat takto:

Ty = T2T3

/
Ty = T1T3 (45)
Ty = I1%o

Snadno se odvodi, ze rovnice zobrazeni, které naopak bodum prvni roviny
pritazuje body roviny druhé, ma stejny tvar:

ry = l’/zl'é
Ty = iy (4.6)
T3 = Sl,’/ll';
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Jedna se o vzdjemné jednoznacné zobrazeni az na konecny pocet vyjimek,
které tvori vrcholy souradnicového trojuhelniku. Jim by totiz podle predchozich
rovnic neodpovidal zadny bod. Zato je patrné, ze se kazdy bod lezici na libo-
volné soutadnicové ose zobrazi na protilehly soutradnicovy vrchol. Ma-li byt

vztah mezi body obou rovin vzdjemny, musi tedy bodu O; odpovidat kazdy
bod piimky O;0;.

Libovolna ptimka roviny S se zobrazi na kuzelosecku v roviné ', ktera
prochazi kazdym z hlavnich bodu transformace. Vsechny tyto kuzelosecky tvori
tzv. homaloidni sit transformace.

Kvadraticka transformace ma mezi ostatnimi Cremonovymi transformacemi
jakési vyjimecné postaveni: vSechny ostatni transformace lze totiz rozlozit
do fady transformaci kvadratickych! . Toho se hojné vyuziva pro studium
rady subjektt, zdaleka nejvice vsak jsou aplikovany na studium vlastnosti
krivek vyssich stupnu z jiz znamych vlastnosti kiivek stupnu nizsich a rovnéz
k vysettovani vyssich singularit rovinnych ktivek.

Bydzovsky ve své ucebnici Uvod do algebraické geometrie, resp. ve svych
védeckych pracich rozebirad pouze jeden ptripad kvadratické transformace, a to
ten, kdy jsou vSechny bazové body sité homaloidnich kuzelosecek ruzné. Rovnéz
muze nastat situace, kdy dva resp. vSechny tii tyto body splynou. Podivejme
se pro zajimavost na prvni z nich.

V piipadé splynuti dvou bézovych bodu je homaloidni sit uréena dvéma
body a tecnou v jednom z nich. Oznacéme si bézové body A;, Ay, As. Necht
ma napft. splynout bod As s bodem Aj. Soutadnicovy trojihelnik zvolme tak,
aby O; = A; a O3 = Az. Bod O, zvolme libovolné na spojnici Ay, Az (obr. 4.1).
Bod As pak bude mit souradnice (0,¢,1) a pifimka x3 = 0 prejde do piimky
x9 — exg = 0. Plati, ze Ay — A3 pro ¢ — 0. Rovnice (4.5) urcuji ti linedrné
nezavislé kuzelosecky homaloidni sité (x;z; = 0). Piejde-li bod Ay do bodu
Az, kuzelosecky tuto vlastnost ztrati, je tedy tieba hledat nové tii linearné
nezavislé kuzelosecky.

X2=0

Obrazek 4.1:

Jedno feseni tohoto problému muzeme najit v knize Cremona transformati-
ons od Hildy P. Hudsonové. Za linearné nezavislé homaloidy voli 3 kuzelosecky

1Viz napf. Nother, M., Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen, Math. Annalen 5,
Gottingen Nachrichten, 1872.
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singularni, slozené z piimek O Ay, O103; 0103, 0305 a 0105, 0503. Pro ¢

nenulové dostavame rovnice
Pl ) : e
Xy xy twy = xo(xg — Ex3) 1 T1X9 1 Ty 1 T3 (4.7)

A tedy pro limitni ptipad, kdy As splyne s Az dostavame rovnice nasledujici:

P a2 e
Xy 1T Ty =25 T 1 Tyt Xy (4.8)

Daly by se odvodit i rovnice kvadratické Cremonovy transformace, v niz by

VVVVVV

S jednim typem involutorni kvadratické transformace, kterou Bydzovsky
struéné nazyva kvadratickou involuci, jsme se jiz seznamili diive. Podivejme
se jesté na druhy typ involutorni kvadratické transformace, tzv. kvadratickou
inversi, jiz se Bydzovsky rovnéz zabyva ve své ucebnici [B103].

V kvadratické involuci odpovidala kazdému hlavnimu bodu protilehla hlavni
primka, u kvadratické inverse odpovida pouze jednomu hlavnimu bodu proti-
lehla hlavni piimka, zbyvajicim dvéma odpovidaji hlavni piimky jimi prochéazejici.

Zvolime-li bod, jemuz odpovida protilehld hlavni ptimka za Oz, snadno
nahlédneme, ze rovnice kvadratické inverse budou mit tvar

Ty = 13
LU/2 = TI273 (49)
Ty = T1%o

V inverzi si odpovidaji vzdy pary bodu konjugované vzhledem ke kuzelosecce,
urcené tecnami 0301, O30, s body dotyku Oy, O,, a jsou kolinearni s bodem
O3. Na této kuzelosecce lezi vSechny samodruzné body transformace. Tyto
body totiz musi splnovat rovnice

prL = X173
pPra = T2T3
pr3 = X122

a tedy po vylouceni p napt. z prvni a tieti rovnice, resp. ze druhé a tfeti rovnice
dostavame rovnici vySe zminované kuzelosecky:

T3 — 1119 = 0. (4.10)

Kuzelosecka samodruznych bodu se nazyva zakladni kuzelosecka inverse, hlavni
bod na ni nelezici stfedem inverse. Spojnice zbyvajicich dvou hlavnich bodu
je polarou stiedu inverse vzhledem k dané kuzelosecce. Je-li tato kuzelosecka
kruznici, stfed inverse jejim stfedem, dostavame znamou kruhovou inversi.
Zbyvajici hlavni body, jezto lezi na polaie stfedu inverse, musi byt kruhové
neboli isotropické body.

Jelikoz je ovsem kazd4 kuzelosecka (4.10) az na kolineaci ekvivalentni s kruznici,
muzeme kazdou kvadratickou inversi prevést na inversi kruhovou (obr. 4.2).
Ackoliv to Bydzovsky opét nikde neuvadi, z textu je patrné, ze se pohybuje
v komplexnich ¢&islech, neni tedy tieba rozlisSovat kuzelosecky realné a ima-
gindrni.
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Obréazek 4.2:

Bydzovsky napsal celkem 13 ¢lanku vénovanych tomuto tématu, 6 v ¢eském
jazyce a 7 ve francouzstiné. Neékteré z praci se tematicky prekryvaji, nebo jsou
prekladem z jednoho jazyka do druhého. Vétsi ¢ast z nich je vénovana kvadra-
tickym involucim v n-rozmérném prostoru. V fadé dalsich praci pak Bydzovsky
transformace pouze poziva jako ndstroj ke zkouméani jinych objekttu®. A pravé
tak, jako je na biracionédlnich transformacich zalozeno vysettovani algebraickych
kiivek rovinnych a prostorovych, je na algebraickych kiivkach zalozeno vysetrovani
téchto transformaci a jejich grup, predevsim, pokud jde o dukazy tplnosti, jak
je tomu v pracich [B68] a [B69]. Z prednasek o grupach Cremonovych trans-
formacich na mezinarodnim matematickém kongresu v Bologni a na sjezdu
ceskoslovenskych piirodozpytct a lékait v Praze vznikly préce [B66] a [B67].
luce v prostoru n-rozmérném, v niz Bydzovsky odvozuje nutné podminky
pro homaloidni soustavu kvadratickych nadploch a z toho vyvozuje rovnice
nejobecnéjsi kvadrokvadratické Cremonovy transformace pii vhodné zvolené
soustavé souradnic.

Autor vychazi z obecnych rovnic, které musi splnovat kvadraticka transfor-
mace dvou projektivnich n-rozmérnych prostoru

kde @Q; jsou kvadratické formy proménnych ) ... 2] ;. Mé-li byt tato trans-
formace Cremonova a zaroven kvadratickd v obou smérech, musi se dat predchozi
soustava fesit racionalné podle proménnych z a toto feseni musi mit stejny
tvar jako soustava (4.11). Bydzovsky odvozuje, ze viechny nadkvadriky homa-
loidni soustavy S/, resp. S, musi mit spole¢nou kvadratickou varietu (n — 2)-
rozmérnou a kromé ni jesté jeden pevny bod. Tuto varietu pak nazyva varietou
hlavni a podobné zminény bod nazyva hlavnim bodem. (n — 2)-rozmérna kva-
draticka varieta urcité lezi v néjaké nadroviné, zvolime-li ji za souradnicovou
nadrovinu v druhé soustavé, muzeme psat rovnice variety ndsledovné

1 =0, Qa),...,x,.,) =0,

kde @ je kvadratickda forma. Spolecny dalsi bod vsech homaloidnich kvad-
rik vezméme za bod O}(1,0,...,0) Vhodnou volbou transformaci soustavy

2Vétsinou viak bez pouziti algebraického aparatu, pouze s konstatovanim, ze transformace byla pouzita
a jaké ma to ma dusledky.
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souradnic Bydzovsky prevadi rovnice transformace (4.11), jejiz homaloidy spliuji
vyse zminénou nutnou podminku, na tvar

= Q)
v, = wal, i=2,...,n+1 (4.12)

Stejné rovnice dostaneme i pro transformaci v opa¢ném sméru.

Je zajimavé se podivat jak se zobrazi hlavni bod resp. hlavni varieta. Podle
rovnic (4.12) je patrné, ze kazdému bodu, pro ktery je 2} = 0 a zaroven
Q(z") # 0, odpovidd bod Oy, tomuto bodu tedy obrécené odpovida kazdy bod
roviny } = 0 (az na body kvadratické variety Q(x’) = 0). Nez ukézeme, které
body jsou pridruzeny kvadratické varieté

1 =0, Qa),...,x,.,) =0,

ukazme, ze jsou si v transformaci projektivné piidruzeny (n — 1)-rozmérné
svazky o sttedech Oy, O}. Z rovnic (4.12) totiz plyne

. . . — R
1’2.1’3.....l’n+1—l’2.l’3.....l’n+1,

coz vyjadiuje kolineaci mezi dvéma (n — 1)-rozmérnymi prostory. Zobrazi se
tedy na sebe i oba nadkuzele, které z téchto bodu promitaji obé hlavni kvad-
ratické variety. Bod na piimce spojujici O] s libovolnym bodem hlavni variety
¥; Mma rovnice

oy =Ny, v =y i =2, n+ 1

Dosadime-li je do rovnic (4.12), dostavame bod o souradnicich
r1 =0, z; = (A + ) - pyi,

jezto je Q(¢') = p*Q(y') = 0. Plati pak Q(x) = p*>(A+ py;)*Q(y') = 0. A tedy
libovolnému bodu uvedené piimky odpovida bod na hlavni varieté. V opacném
sméru pak bodu na hlavni varieté odpovida celda ptimka prochazejici izolo-
vanym hlavnim bodem, konkrétneé je to ta piimka, jiz ve vyse zminéné kolineaci
odpovida primka protinajici hlavni varietu v uvazovaném bodé.

Bydzovsky se rovnéz zabyva pripadem, v némz oba sobé odpovidajici pro-
story splynou. M&-li takova transformace byti involutorni, musi splynout oba
izolované hlavni body, obé hlavni variety a tedy i obé hlavni nadroviny. Oba
hlavni nadkuzele jsou rovnéz soumistné a vysSe zminénda kolineace, v niz si
odpovidaji, se stava involutorni. Zvolime-li soustavu soufadnic stejné jako
v predchozim pripadé, lze nejobecnéjsi kvadratickou Cremonovu involuci psat
ve tvaru

. . o / / A RN /W . . /W
Tyt i T = Qg ) Ty Ty =X =T,

Pocet zapornych znamének urcuje ruzné typy kvadratickych involuci. Bydzovsky
se jimi podrobné nezabyva, nebot kazda takové involuce se dé slozit z kvadra-
tické involuce o rovnicich

) . N A R,
Ty Ty = Qi xiah L aT (4.13)
a linearni involuce

. . — RSV ! . . !
le'l.....$n+1—$1.$2.....$h.—1’h+1.....—l’n+1.
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Rovnice (4.13) vyjadiuji kvadratickou inversi. V dalsim autor dokazuje, ze

...k dané inverzi vidy existuje nekonecné mnoho inversi takovych, Ze jsou
s ni zdmeénné a slozeny s ni ddvagji kvadratickou involuci®.

V tadé dalsich praci, které vysly pfevazné ve francouzském jazyce, Bydzovsky
na tyto vysledky navazuje a rozsifuje je. Jednd se hlavné o prace [B81], [B86],
[BS7].

V jiz zminované préaci Hildy P. Hudsonové muzeme najit odkaz na Bydzovského
clanek [B12] O jisté mnekoneéné grupé Cremomnovych transformact,
v niz autor zkouma, zda vzajemné jednoznacnym transformacim v roviné, které
reprodukuji kubickou ktivku C', neodpovidaji vzajemné jednoznacné transfor-
mace celé roviny.

Za zminku jisté stoji i prace [B38|, v niz Bydzovsky konstruuje jednodvoj-
znacénou transformaci mezi dvéma rovinami &, £'. Jelikoz tato transformace
neni jednoznacna v obou smérech, nejedné se o priklad Cremonovy transfor-
mace, uzce vSak s jistou Cremonovou transformaci souvisi. Bydzovsky totiz
vychazi z involutorni Cremonovy transformace 17. stupné, oznac¢me ji J. Poté
konstruuje vztah mezi rovinami &, ', v némz bodum &’ pritazuje dvojice in-
voluce J v roviné £ a obracené, kazdym dvéma bodum roviny &, sdruzenym
v involuci J piifazuje tento jediny bod v roviné &'. Bydzovsky dale vysetiuje
hlavni body a hlavni kiivky obou rovin, odvozuje véty o stupni transformo-
vané krivky. Vysledky pak aplikuje na studium kiivky 6-ho stupné s osmi
dvojnasobnymi body, kterd se transformaci prevadi na dvojnasob pocitanou
racionalni kiivku stupné ctvrtého s trojnasobnym bodem. Z teorie téchto jed-
nodussich kiivek pak odvozuje zavéry o teorii kiivek Sestého stupneé.

Na zavér této kapitoly se podivejme trochu do historie této problematiky:.
Prvni zminky o vzdjemné jednoznacénych zobrazenich mezi body dvou rovin
lze nalézt u Ponceleta, v jeho dile Traité des propriétés projectives des figures
z roku 1822. Zde pracuje jakoby mimochodem se vzajemné jednoznacnym vzta-
hem mezi pary konjugovanych bodu vzhledem ke dvéma kuzeloseckdm (obecna
kvadraticka involuce prvniho typu). Ke stejné transformaci dochézi i Bobillier
ve své praci Recherches sur les lois genérales qui régissent les lignes et surfaces
algébriques z let 1827-27. Dosel k ni jako ke specialnimu piipadu vicenasobné
relace mezi bodem a grupou pruseciku jeho prvnich polar vzhledem ke svazku
kiivek libovolného stupné. Rovnéz nalezl i odpovidajici prostorové transfor-
mace. Tyto dva francouze lze povazovat za prvni prukopniky teorie rovninnych
resp. prostorovych transformaci.

Algebraicka linie pristupu se odvijf od bilinedrnich rovnic. Roku 1830 pfi po-
pisu homogennich soufadnic v praci Uber ein neues Coordinatensystem dava
Pliicker rovnice v roviné do jejich nejjednodussiho tvaru za’ = a?, atd. coz
jest obecna kvadraticka involuce prvniho typu. Konstrukce rovinné kvadra-
tické transformace ve smyslu projektivné si odpovidajicich svazku byla poprvé
provedena italskym matematikem Belavitiem v knize Saggio di geometria de-
rivata. Jacobi ve své praci z let 1841-1842 a stejné tak ale ponékud rozséhleji
Bataglini konstruuji kvadratickou transformaci jako kombinaci dvou korelaci.

Cela tada vyznamnych matematiku tak ¢i onak prispéla k feseni rovinnych
i vicerozmérnych transformaci, z téch nejznaméjsich jmenujme jesté Steinera,

3[B74], str. 224.
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Liouvilla nebo Mobia. Nejvyznaméjsim badatelem v této oblasti vsak byl Luigi
Cremona, podle néjz je cela teorie pojmenovana. V roce 1863 vytvoril Cremona
obecnou teorii rovinnych transformaci v prvni z fady velkych monografii Sulla
transformacioni geometriche delle figure piane. Rada geometrit brzy pfinesla
podstatné pridavky, z nichz daleko nejdulezitéjsi je Notheruv ¢lanek Zur Theo-
rie der eindeutigen Ebenentransformationen. V ném nalezneme dukaz tvrzeni,
ze kazda Cremonova rovinna transformace muze byt rozlozena na kvadratické
transformace. Ten se provadi tak, Ze se ukdze, ze kazd4 homaloidni sit muze byt
transformovana na sit piimek sérif kvadratickych transformaci aplikovanych na
vhodné zvolené trojice zakladnich bodu.

56



Kapitola 5

Geodetické krivky

Mezi Bydzovského pracemi muzeme nalézt i dveé, které se vénuji diferencialni
geometrii. Jednd se o prici [B20]O wvytvoreni geodetickych ktivek na
rotaénich ellipsoidech a na ni navazujici praci [B32] O vytvoreni geode-
tickych krivek nma rotacénich plochdch centrdlnich druhého stupné,
které byly publikovany v letech 1912 a 1915 v Casopise pro péstovani mate-
matiky a fyziky.

V prvni z praci Bydzovsky vysetiuje geodetické kiivky na protahlém a zplostélém
rotacnim elipsoidu a pruméty téchto krivek do roviny rovniku. Vychazi pti tom
z prace G.H.Halphena'. Ten ve své knize Traité des fonctions elliptiques et de
leurs applications® celou situaci popsal, ale pouze pro elipsoid protahly.

Piipomenme, ze lokalné jsou geodetické krivky nejkratsi spojnice dvou bodu
na ploge. Definuji se jako kiivky, jez maji v kazdém bodé bud kiivost nulovou
(inflexni bod), nebo je oskulaéni rovina kiivky v daném bodé kolmé na tecnou
rovinu plochy. Pro rozvinutelné plochy pak plati, ze kazdy oblouk geodetické
krivky po rozvinuti piejde do tsecky.

Jiz Halphen o geodetickych kiivkach na protdhlém rotaénim elipsoidu vy-
slovil a dokazal vétu,

...2e kazda tato krivka se promitd do roviny rovniku v krivku, kterou lze
vytvoriti elipsou, jejiz stied je pevny a jez se kotdli po této roviné.

Halphenuv diukaz byl zalozen na tom, ze rovnice prumétu geodetické kiivky
jsou formélné shodné s rovnicemi herpolhodie, t.j. kiivky, ktera vznikne kotdlenim
plochy druhého stupné o pevném stiedu po roviné. Tato shoda vede k realnému
vysledku pouze pro protahly elipsoid, a to v tom specidlnim piipade, kdy
kotalejici se plocha prejde v elipsu.

Bydzovsky se pokusil vytesit problém bez pouziti herpolhodie, pticemz zjis-
til, ze 1ze tytéz vypocty pouzit i na pripad elipsoidu zplostélého. Déale dochézi
k zaveru, ze je mozné vypocty aplikovat nejen na projekce geodetickych kiivek,

LGeorges Henri Halphen (1844-1889), francouzsky matematik; za svou védeckou &innost ziskal fadu me-
zindrodnich ocenéni (napf. 1880 ocenila francouzskd Académie des Sciences jeho prace o linedrnich dife-
rencidlnich rovnicich, roku 1882 ziskal Steinerovu cenu, udélovanou berlinskou akademii véd, za své prace o
algebraickych krivkach).

2Paris, 1888, I1. dil ze tif, str. 239-250. Prvni dil této uéebnice (vysel roku 1886) obsahuje teorii eliptickych
funkci a jejich rozvinuti v fadu, druhy dil ucebnice je vénovan aplikacim eliptickych funkei v mechanice,
fyzice, geodesii, geometrii a integralnim poctu. V poslednim dile (1891) je uvedeno né&kolik aplikac{ v algebfe,
konkrétné v teorii rovnic 5. stupné, dale pak aplikace z teorie ¢isel. Bydzovsky se na tuto préaci ¢asto odvolava,
nejen co se tyce geodetickych krivek.

3viz. Halphen, str. 250.
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ale i na kiivky samy. Formuluje véty, jez ukazuji, jak lze kotdlenim vytvoriti
geodetické ktivky na rotacnim elipsoidu.
Bydzovsky uvazuje rovnici rota¢niho elipsoidu ve tvaru:
2,2 2
74y Z
= 1— R (5.1)
Geodetické krivky stejné jako Halphen popisuje pomoci eliptickych funkei.
Aby bylo toto zavedeni zfejmé, podivejme se nyni na rovnici geodetickych
krivek, jak k ni dospél Halphen. Ten vychazi z predpokladu, ze teény vektor
geodetické kiivky f'(t), vektor f”(t) a vektor normély plochy F' jsou linedrné
zavislé. Bereme-li za parametr oblouk, je vektor f”(t) kolmy na tecény vektor

geodetické kiivky (ten lezi v roviné kolmé na vektor normaly plochy) a tedy
2 d? d?z
(%5 & &

muzeme uvazovat, ze vektor f”(s) = ) je nasobkem vektoru

F= (%, %, ). To vede k podmince
'y —zy” =0,
kterou lze zjednodusit na tvar
'y —zy' =, (5.2)

kde ¢ je konstanta. Je-li kiivka parametrizovana obloukem, musi byt velikost
jejich tecnych vektoru jednotkova a tedy

dr., —dy., dz.,
(dS) +(d$) _I—(dS) _17

strucénéji zapsano
oyt 427 =1 (5.3)
Derivovanim rovnice (5.1) ziskdme vztah

/

xx' +yy 2z
— + i 1. (5.4)
S vyuzitim identity

(2% +y?) (@ + y°) — (zy — 2'y)* = (z2" +yy')?

a rovnic (5.1), (5.2), (5.3) a (5.4) dochazime po nékolika snadnych tpravach
k hledané rovnici

@ 12 d(2) o 42%(2 + ) (S50 — 2) (55)
4 ds © (22 + a2b_4b2>2 . .

Nyni Bydzovsky hledd eliptickou funkci p proménné u. Pouziva pro nas
nezvyklého zépisu pu namisto p(u). Toto nezvyklé znaceni vsak nachdzime
jiz u Halphena a fady dalsich autoru. Je ztejmé, ze Bydzovsky pod pojmem
eliptické funkce rozumi Weierstrassovu eliptickou funkci. Ta se definuje jako
inverzni funkce k prvnimu Weierstrassovu kanonickému typu eliptickych in-
tegralu:

Z(S)_/OO dr
s \/47"3—927"—937
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kde g2, g3, jsou konstanty. Tento integral lze téz zapsat ve tvaru
dx

\/4($ —e1)(r —er)(x — 63)’

kde e; jsou kofeny vyrazu pod odmocninou a plati e; + es + e3 = 0 (¢ehoz lze
docilit vhodnou substituci i v pripadé, ze polynom pod odmocninou obsahuje
clen r?).

Pro Weierstrassovu eliptickou funkci p(u) plati identita

[ (u)]* = Alp(u)]* — gap(u) — g5

neboli

" (1) = 4(p(u) — ea)(p(u) — es)(p(u) — ), (5.6)
kde e,, €g, e, je zndmé znaceni korenu rovnice p?(u) = 0 a stejné jako
v pfedchozim ptipadé plati e, + es + e, = 0. Konstanty g2, g3 jsou tzv. inva-
rianty eliptické funkce p(u). V nasem konkrétnim pripadé (viz rovnice (5.5))
potfebujeme, aby platilo

o (u) = 422 + b2)(“ a_f B 2?)
Odtud muzeme odvodit
2= 7ep — p(u)), (5.7)
242 = P - pw).
a’ —

b = Tp(u) —ey),

kde 7 je vhodné zvolena konstanta.

Zavedeme-li na kiivku g jako parametr oblouk (tj. u = u(s)) a dosadime-li
vyse uvedené vztahy pro parametry eliptické funkce do rovnice (5.5) dostdvame
vztah, ktery musi spliiovat element oblouku geodetické kiivky,

2 _ K2
3—2 - TLbb(ea — o). (5.8)

Zde by bylo mozné Bydzovského praci vytknout absenci podminky a® > ?.
Autor totiz nikde nezduraznuje, ze tento vypocet provadi pro elipsoid zplostély.
Konstanta ¢ ma pro zplostély i protahly elipsoid jednoduchy geometricky
vyznam. Kazda geodetika se totiz nekonecnékrat dotyka dvou rovnobézkovych
kruznic o poloméru ¢, které jsou soumérné sdruzené podle roviny rovniku.
Doposud uvedené rovnice jsou vSechny ptevzaté od Halphena, Bydzovsky
jejich zavedeni nevysvétluje, pouze se odkazuje na zminénou knihu.

—22 + 5
a

Po zavedeni rovnice geodetickych kiivek se Bydzovsky vénuje prumétum
geodetickych kiivek na rovinu rovniku. Vychézi z jednoduchého vztahu, ktery
musi spliovat element oblouku (s;) prumétu geodetiky.

ds? = ds* — d2*.

Pouzitim vztahu (5.6), (5.7), (5.8) prevadi predchozi rovnici na tvar:

d&=ﬂw¢féfwa—mwﬂ+ﬂ@wwm@mwwww- (5.9)
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Po prepocitani vysledku vsSak dostaneme vyraz, ktery jiz pod odmocninou
neobsahuje 72. Tato chyba u Bydzovského vznikla pii pomocném vypoctu dz
z rovnice (5.7), v dalsim v8ak jiz autor pracuje se spravnym vysledkem.

Pomoci fady dalsich uprav pak autor uvadi rovnici prumeétu geodetickych
krivek do roviny rovniku do koneéného tvaru:

ds; = %T(@lv — £4)dv. (5.10)

Nové zavedend eliptickd funkce p1v se od puvodni funkce pu lisi pouze o kon-
stantu

b2
10 = pu + o (ea — €3),
Kofeny ¢,, €5 a &, rovnice p?v = 0 souvisi s hodnotami e,, eg a e,
nasledovné:

1
£y = @[ea(Baz — 2b%) + 2b%e,]

1
£g = —@[ea(?)az — ) + e, (3a® + b%)]

1
€y = @[b2€a + 67(30,2 — b2)]

Snadno nahlédneme, Ze je opét splnéna rovnost €, + €5 + €, = 0.

Po odvozeni rovnice (5.10) Bohumil Bydzovsky za¢ind z druhého konce
a zkouma4 elipsu o parametrickych rovnicich

x = a cosp
y =10 singp.
Oblouk této elipsy oznacuje sy a snazi se nalézt vztah pro dss, jez by byl

formalné shodny s rovnici (5.10). Opét si vypomaha eliptickymi funkcemi a po
fadé vypoctu dochazi k rovnici
dsy = \/1v - (Prv — E4)dv.
Maji-li byt obé rovnice shodné pro vsechna v, musi byt splnéna podminka
2

a
H= b_2T g
dale musi byt totozné obé eliptické funkce v a prv, coz vyzaduje rovnost
invariantu a také musi platit e, = &,. Z posledni podminky a rovnosti invari-
antu pak plyne eg = €3, e, = &, respektive €5 = &5, €, = €3, coz ovsem vede
ke stejnému vysledku.
Z téchto vztahu pak Bydzovsky urcuje poloosy @, b’ elipsy, jez méa stejny
element oblouku (dsy) s projekei geodetiky (ds;). Dale pak porovnavé velikosti
pruvodi¢u prumétu geodetiky (r) a elipsy (p), odvozuje vztah

p*—r?=—(b* —a?) (5.11)

a své zavery poté shrnuje do nasledujicich vét:

I. Pro ellipsoid protdhlyj je b* > a2, tj. p> —r? >0, p?> = r? + k2%, kde k? je
velicina kladna. Je pak zrejmo, Ze nase ellipsa, je-li jeji stred pevné umistén
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ve vzddlenosti k od stredu ellipsoidu kolmo k roviné rovniku, kotalenim vytvori
projekci geodetiky, nebot pak skuteéné je stdle vyplnén vztah (5.11). To je véta
Halphenova.

II. Pro ellipsoid splostélyj je a® > b2, tj. r® —p? > 0, tedy r* = 0* +k?, kde k*
je velicina kladna. I lze z délek r, p, k zase sestrojiti pravouhly trojuhelnik, s tim
rozdilem, Ze v tomto pripadé je r jeho preponou. I vznikne prumét geodetiky
splostéelého ellipsoidu na rovinu rovniku kotdlenim ellipsy, jejiz stred md od
stredu ellipsoidu stdalou vzddlenost, mérenou kolmo k roviné ellipsy. Jestlize
tedy do stredu elliptické desky zabodneme kolmo tycinku délky k a kotdlime
elipsu tak, Ze volny konec tycinky stdle spocivd ve stredu ellipsoidu, vytvori
obvod desky projekci geodetiky. Jinak lze si véc predstaviti takto: primy kuZel
ellipticky o vysce k, jehoZ vrchol tkvi ve stredu ellipsoidu, kotdali se po roviné
rovniku; tim se jeho pldst rozviji do roviny a ellipsa, jeho Fidici krivka, do
projekce geodetiky.

Vety prdave dokdzané ukazugi, jaky je tvar obou projekci geodetik. Tyto krivky
probihaji v nekonecné mnoha shodnych elliptickijch zdvitech mezi dvéma kruznicems
soustrednymi (o polomérech a, c), jichz se kazdy zdvit dvakrdate dotkne. Pri el-
lipsoidu protahlém oba konce téhoz zduvitu pres sebe presahugi, pri ellipsoidu
splostélém k sobé nedosahuji, tak Ze zdvit je otevien.*

Bohumil Bydzovsky se poté od projekci geodetiky vraci zpét ke geodetikam
samotnym a dokazuje, zZe i je lze vytvorTit kotalenim elipsy po elipsoidu:

I11. Geodetickd ¢dra na splostélém ellipsoidu vznikne kotalenim ellipsy po el-
lipsoidu. Stred této ellipsy ma od stredu ellipsoidu pevnou vzddlenost, meérenou
kolmo k roviné ellipsy. Jinak a ndzornéji: primy kuZel ellipticky, jehoz vrchol
tkvi ve stredu ellipsoidu, kotali se pro ellipsoidu; jeho Tidici krivka se pri tom
rozviji do geodetiky. Je vsak zrejmo, Ze lze také nejprve wvytvoriti rovinnou
krwvku kotalenim ellipsy — jako v pripadé projekce geodetiky dle véty I1., — stred
této krivky umistiti ve stredu ellipsoidu a kotaleti 71 po ellipsoidu; tak vznikne
geodetika.

Pro ellipsoid protahly primy vznik kotdlenim ellipsy po plose je mdlo ndzorny
(stred ellipsy md stdlou — nikoliv kolmou — vzddlenost od stiedu plochy, jeji
pruvodic je stdle preponou pravouhlého trojihelniku, jeZ se pohybuje zdroven
s ellipsou). Lépe je predstaviti si — jako v pripadé III. — Ze se vytvori ro-
vinnd krivka kotdlenim ellipsy, jako pro projekci geodetiky (pripad 1.), stred
této krivky se umisti ve stredu plochy a krivka kotdalenim po ellipsoidu vytvori
geodetiku.’

Podobny postup nalezneme jiz u Karla Schweringa® v ¢lanku Neue Geome-
trische Darstellung der geoddtischen Linie auf dem Rotationsellipsoid”.
Schwering uvazuje rovnici rotacniho elipsoidu ve tvaru

1'2 y2 2’2

i (5.12)
Déle autor pravdépodobné pouziva Clairautovy véty, kterd iika, ze kosinus

uhlu a, ktery svira v daném bodé rotacni plochy tecna k rovnobézkové kruznici

4[B20], str. 327-328.

5[B20], str. 329-330.

6Karl Schwering (1846-1925), némecky matematik.

7 Zeitschrift fiir Mathhematik und Physik, 1879, str. 405-407. Na tento ¢ldnek mé upozornil prof. Zbynék
Nadenik, za coz mu timto dékuji.
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s tecnou geodetické kiivky, ndsobeny polomérem rovnobézkové kruznice p je
konstantni.
p-cosa=k.

Uvazujeme-li tedy plochu o rovnici (5.12), pak je (z,y,0) vektor uréujici smeér
spojnice bodu plochy se stiedem prislusné rovnobézkové kruznice. Tecny vektor
rovnobézkové kruznice pak je (—y,z,0), a je-li geodetickd kiivka ddna para-
metrickymi rovnicemi ¢(t) = [z(t),y(t), 2(t)], je jeji tetny vektor (2',y’, 2).
Geodetické kiivky tedy splnuji rovnici:

. ,— /-
Val+ oy LYoy k. (5.13)

\/x2 + yz . \/:17’2 + y’2 Y

Schwering pouziva parametrizaci obloukem, plati tudiz:

ds — /l./2 +y/2 + 2/2.

dt

Déle snadno nahlédneme, ze plati jiz jednou zminovana identita:

(@* +y*) (2™ +y*) — (z2’ +yy)* = (2 — 2'y).

Derivovanim rovnice (5.12) ziskdme vztah

Dosazenim téchto vysledku do rovnice (5.13) dochdzime k vysledné diferencidlni
rovnici geodetické kiivky, kterou Schwering predklada bez predchoziho odvo-
zeni.

a-pf 2, 2
(1+ c—=)dzt = (1— — — —)ds”. (5.14)
g B o
Stejné snadno se ukaze, ze kazda geodeticka kiivka dana touto rovnici se
bude dotykat rovnobézkové kruznice prochazejici bodem o souiadnicich x = 0,

y=k,z=+/6(1—- %2) Poté tato kiivka protne rovnik a dotkne se odpovidajici

shodné rovnobézkové kruznice, opét protne rovnik, dotkne se puvodni rov-
nobézkové kruznice atd. Geodetickd ktivka lezi tedy mezi dvéma symetricky
polozenymi rovnobézkovymi kruznicemi elipsoidu, jichz se nekonecné krat dotyka.

Promitneme-li kiivku do roviny rovniku a zavedeme na ni polédrni souradnice,
dostaneme rovnici:

Va2 —(a—3)e?
\/ag\/g2 _ kQ\/a _ 92

Dostavame rovnice kiivky, kterda se nekonec¢nékrat dotyka kruznic o po-
lomérech k a /.

V dalsi ¢ésti ¢lanku Schwering zacind z druhého konce. Uvazuje elipsu o
poloosach a a b, jejim stfedem vede kolmici k roviné elipsy a na ni sestroji
bod ve vysce c. Tento bod pak spoji se vSsemi body elipsy, ¢imz dostava primy
elipticky kuzel. Nyni tento kuzel rozvine do roviny. Snadno se ukaze, ze elipsa,
ktera je hranici podstavy se rozvine do kiivky, kterda celd lezi mezi dvéma
soustfednymi kruznicemi o polomérech va2? + ¢ a v/b? + c2. Polozme

dp =k do. (5.15)

r =acosy,y = bsiny.
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Vzdalenost sttedu bazové elipsy od tecny v bodé x,y je ddna vztahem
9 a’b?
b= sin? ) + b2 cos2 1)’

Vzdalenost vrcholu kuzele od této teény je pak

Po rozvinuti bazové elipsy kuzele do roviny a po zavedeni polarnich souradnic
dostavame rovnici:

\/(02 +a2)(02 +b2) —0292
dp = 0
Q\/Q2 —_p2 — 02\/a2 L2 — 92

Chceme ukazat, ze za jistych podminek je tato rovnice formalné shodna
s rovnici (5.15). Porovnéanim obou rovnic ziskdme podminky

(5.16)

Oé2

V+c =k, d*+f=aqa, (+d)(F+V)=7 5
a_

Odtud plyne
o — [

«

A=k

, b2:k‘2§, ad - =a—k.

Schwering zde automaticky predpoklada, ze a > 3, coz ovSsem lze pouze pro
pripad elipsoidu zplostélého. Nikde v textu vsak neni zminka o tom, ze by byl
vypocet provazen pouze pro tento pripad.

V zavéru shrnuje Schwering své vysledky do véty:

Je-li na rotacnim elipsoidu ddna libovolnd geodetickd krivka, pak muzeme
vZdy sestrojit omezeny elipticky kuZel, jehoZ rozvinutd okrajovd krivka pldsteé je
identickd s projekci geodetické kvivky do roviny rovniku.

Pokusme se dosavadni vysledky shrnout. Nejstarsi z téchto praci je Schweringuv
¢lanek, v némz autor ukazuje, ze pruméty geodetickych kiivek na zplostélém
elipsoidu na rovinu rovniku Ize vytvorit kotalenim eliptického kuzele. Ziejmé
byl presvédcen o tom, ze tak 1ze vytvorit prumeéty geodetickych kiivek na vsech
typech rotacnich elipsoidu. Poté vznikla prace Halphenova, v niz autor za po-
moci eliptickych funkei ukazuje, ze prumeéty geodetik na elipsoidu protahlém
lze vytvorit kotalenim elipsy. Na néj pak navazal Bohumil Bydzovsky, ktery
sice podstatnou ¢ast vypoctu prevzal od Halphena, ale na rozdil od svych
predchudcu jiz jasné odlisuje piipad elipsoidu protahlého a zplostélého a navic
vySetTuje nejen prumeéty geodetickych krivek, ale i ktivky samotné.

Bydzovského pristup k feseni problému se vSak zda byt ponékud kompliko-
vany, diferencialni rovnici geodetickych kfivek na rotaénim elipsoidu lze snadno
nalézt i bez pomoci eliptickych funkci jesté jinym zpusobem, nez k ni dosel
Schwering. Vezméme si rovnici rotacniho elipsoidu ve zjednoduseném tvaru

2
Pyt =1, ¢>0. (5.17)
C

8 Geometrische Darstellung der geodiitischen Linie auf dem Rotationsellipsoid, Zeitschrift fiir Mathhema-
tik und Physik, 1879, str. 407.
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,Horni* polovina elipsoidu ma pak parametrické vyjadieni

p(z,y) = (z,y,c\/1 — 2% — y?).

Je-li kiivka kiivkou na plose, budou oba jeji puvodni parametry zavislé na
novém parametru ¢, tj. x = x(t),y = y(t). Geodetickou kiivkou plochy nazyvame
tu jeji kiivku, jejiz oskulacni rovina v kazdém bodé prochazi prislusnou normalou
plochy. A tedy kifivka p(t) na plose je geodetickou, jestlize vektory p'(t), p”(t), F
jsou linearné zavislé.

Op(z,y) Op(z,y)
ox dy

Pro zprehlednéni vypoctu budu misto p(t) psat pouze p apod.

)

= \F = (cx,cy, /1 — 2% — y?).

/ N —x:c’ - yy/

p =y, C—F—
( V1= 22— 2

"noon —(LL’SL’/ + yy/>2 B (1 B I2 - y2)(l’/2 + yl2 + vx” + yy”)

/!
P ="y c
| (1—2? —y?)y1—a?—y?

Dostavame tak podminku pro to, aby p(¢) byla geodetickou kiivkou ve tvaru

).

_ I_ /
x/ y/ c T —Yy
1—x2—y2
2"y C—(m'-i-yy')z—(1—962—92)(x'2+y’2+:c:c”+yy") =0

(1=t=p)/ 12—

cr ey V1= 22— 2

Vynédsobime treti sloupec /1 — 22 — y2? a poté k nému pricteme cx nasobek
prvniho sloupce a cy nasobek druhého sloupce. Determinant se zjednodusi na
tvar:

oy 0

a" oy —C(ff;y_yy); —c(2?+y?) | =0.

cx cy 14 (=1 (2*+y?)

Odtud jiz dostavame rovnici geodetickych kiivek na rotacnim elipsoidu:

(I —a2® =921+ (& = 1) (2 + y)](@"y" — 2"y’ )+
+2[(2? 4+ y?) — (ay' —ya')?](2'y — y'z) =0 (5.18)

Pro ¢ = 1, tedy pro pripad kulové plochy, dostaneme integraci hlavni polo-
kruznice.

K podobné rovnici, jako je rovnice (5.18) bychom dospéli i za pomoci jiz
zminované Clairautovy véty. Napisi zde jiz jen konecny vysledek:

(22" +yy)[(1 —2* —y?)[1 + (¢ = 1)(a? + y?)|(«'y" — 2"y )+
+c[(2” +y”?) — (zy — y2')?’|(2'y — y'z)] = 0
Vidime, ze timto postupem dostavdame navic podminku zx’ 4+ yy’ = 0, neboli
po integraci) 24y~ je konstantni, ktera ovSem nefika nic jiného, nez ze kiivka,
. t . 2 2 . k t 't ’ kt 7z ~ v/k/ . . /h ~ ~ kv. k

splnujici tuto rovnici je rovnobézkovou kruznici plochy. Snadno nahlédneme, ze
rovnobézkové kruznice rovnéz splnuji podminku udanou Clairautovou vétou.

Je-li kiivka na plose polednikem, je rovnéz kiivkou geodetickou. Snadno
nahlédneme, ze pomér z(t) a y(t) je pro tyto kiivky konstantni, coz vede

64



k podmince xy’ — 2’y = 0. Vylouc¢ime-li poledniky z nasich tivah, muzeme rov-
nici (5.18) nésobit vyrazem zy’ —z'y (ktery je nenulovy). Dostaneme tak rovnici
ekvivalentni s puvodni rovnici, ktera je vsak navic symetrickd v proménnych

T, 1.

(1 =2 =)L+ (¢ = (a® + )| (@'y" — 2"y)(@'y — 2y')+
+2[2” 4y — (ay’ — 2'y)?|(2'y — 2y')? =0

Tuto rovnici lze po upravach prevést na tvar

(1 =2 =)L+ (¢ = D@ +y)][(@” + y*) (@2” + yy") -
—(wa’ +yy) (@ +y'y")] + Al +y? = (27 4 y?) (@ + %)+ (5.19)
+ar' + gy Pl +y?) (2 +y?) — (2 +yy)?* = 0

Zacnéme nyni stejné jako Bydzovsky i Schwering z druhého konce. Elipsa
o parametrickém vyjddieni [acost,bsint| , kde a,b > 0, m& tecny vektor
(—asint,bcost). Druhd mocnina vzdalenosti bodu elipsy od jejiho stiedu je
rovna
a’ cos*t + b? sin®t.
Pro element ds oblouku elipsy pak plati

ds
(=)
dt
Tytéz dve rovnice spliiuje i elipsa, kterou dostaneme otocenim elipsy puvodni
okolo pocatku.

2= ¢%sin?t + b cos? t.

Obrazek 5.1:

Podivejme se nejprve na ptipad valeni primého eliptického kuzele o vysce
v s vrcholem v pocatku po roviné zy (obr. 5.1). Vztah pro vzdalenost bodu
dotyku podstavné elipsy kuzele (necht se jednd o elipsu pravé zminénou) s ro-
vinou zy od vrcholu kuzele snadno uréime z Pythagorovy véty”
2? + % = v* +a®cos® t + b*sin®t
Element oblouku kotalejici se elipsy musi byt stejny jako element oblouku
vytvorené kiivky, musi tedy platit

2?4+ y"”? = a®sin®t + b% cos® t.

9Jedn4 se o druhou mocninu pravodice vytvorené kiivky.
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Podobné vztahy odvodime i pro ptipad kotdleni elipsy (obr. 5.2), jejiz stied
lezi na ose z ve vzdélenosti v od roviny zy. Vzdélenost bodu dotyku elipsy
s rovinou xy od pocatku je'”

2? + 1% = —v? 4+ a’ cos’ t + b? sin’t.
Pro oblouk odvalené kiivky bude stejné jako v predchozim piipadé platit

2+ = a*sin?t + b* cos? t.

Z
y
%

Obrazek 5.2:

Abychom mohli obé tyto varianty vySetiovat najednou, zavedeme misto v,
resp. —v? novou proménnou m (m € R).
2 +1y? = m+a®cos’t + b*sin’t
2% +y? = a’sin®t + b? cos’ t. (5.20)

7 téchto rovnic lze odvodit nasledujici vztahy

za' +yy' = (b* — a?)sint cost,
2’2" +y'y" = (a* — b*)sint cost,
zx” + gy’ = —a® cos’ t — b*sin*t.

Nyni se ptame, zda muzeme zvolit hodnoty a, b a m tak, aby se kfivky
vzniklé jednim z vySe popsanych pohybu shodovaly s projekcemi geodetickych
krivek.

Dosazenim téchto péti rovnic do rovnice (5.19) dostavame podminky

(a® — b*)*[(c®* — 1)a*b® + (1 — m)m] = 0
a2(m + b2 - 1)[b2 + (m + b2)(b2c2 o b2 - C2CL2)] =0
a*(a®> = b*)(m +b* — 1)(b*c* — b + *m) = 0

Provedme nyn{ diskusi téchto rovnic. Varianta, kdy a nebo b je nulové, vede
k polednikum, neni ji tedy tfeba blize vySetfovat.

I. a®> = 1? # 0. Prvni a tieti rovnost jsou tim splnény, ze druhé rovnosti
dostavame vztah
a*b*(m +b* —1)* = 0.

100pét se jedns o druhou mocninu privodice.
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Plat{ tedy @ = b a m = 1 — b%. Dosazenim do prvni z rovnic (5.20) vidime, ze
se v tomto pripadé jedna o rovnik

24+ y* =10+ b cos’t + b?sin’t = 1.

II. Uvazujme nyni a®> # 0> A m + b* — 1 = 0. Vidime, Ze druhd a tiet{
rovnice jsou splnény automaticky, z prvni rovnice dostavame po tupravach

m = a*(1 — c?).

Jelikoz je ¢ > 0, a® > 0, zadvis{ znaménko m na znaménku vyrazu 1 — c2.
A tedy plati

m>0&c<l,

m<0&sc>1,
Prvni pifpad vede k elipsoidu zplo§télému a muzeme tedy nahradit m = v

Ve druhém pifpadé se jednd o elipsoid protahly a lze psiat m = —v?.

1. a® # b* A m+b*—1 # 0 VySetfovdnim tohoto pifpadu bychom dospéli
ke stejnym zavérum jako ve II., staci zaménit hodnoty a a b.

Na obrézcich (5.3) jsou zobrazeny ¢ésti prumétu geodetickych kiivek na
rovinu rovniku na zplostélém elipsoidu pro ruzné hodnoty a, b, m.

Vratime-li se jesté k piipadu II., snadno nahlédneme, ze v piipadé ¢ = 1
dostavame m = 0. Zde muzeme krésné sledovat prechod od elipsoidu protédhlého,
resp. zplostélého ke kulové plose. Bude-li se hodnota ¢ blizit k jedné, bude
se hodnota m blizit k nule. Pro ptipad elipsoidu zplostélého se tedy bude
zmensovat vyska eliptického kuzele, az tento kuzel prejde v elipsu se stredem
v pocatku, lezici v roviné zy. Podobné pro piipad elipsoidu protahlého se bude
postupné zmensovat vzdalenost stfedu kotalejici se elipsy od roviny zy, az
prejde v elipsu lezici v této roviné.

Podarilo se nam tedy bez pouziti Weierstrassovy funkce odvodit stejny
vysledek, k némuz dospél Bydzovsky. A tedy, ze kotalenim elipsy o pevném
sttedu ve vzdalenosti v od roviny rovniku, resp. kotalenim piimého eliptického
kuzele o vysce v s vrcholem ve stiedu plochy, lze vytvotit projekce geodetickych
kiivek na protahlém, resp. zplostélém elipsoidu.

Zde je jesteé potieba dodat, ze kazda geodeticka ktivka je jednoznacné urcena
pocatecnimi podminkami, tj. jednim svym bodem a tecnym smérem v tomto
bodé. Lze tedy timto zpusobem ur¢it pruméty vsech geodetickych krivek na
rotacnich elipsoidech.

S fesenim problému geodetickych kfivek na zplostélém rotaénim elipsoidu
se muzeme setkat i v ucebnici Deskriptivni geometrie II od autoru Kaderavka,
Klimy a Kounovského!!'. Nachdzime zde ndvod ke konstrukei geodetické kiivky
prochézejici bodem lezicim na rovniku, uréené tecnym vektorem v tomto bodé,
pri niz se autofi odvolavaji na Bydzovského vysledky. Na rozdil od vSech dosud
zminovanych praci se zde jedna se o postup synteticky, nikoliv analyticky.

Ve své druhé praci vénované této problematice Bohumil Bydzovsky navazuje
na své predchozi vysledky a snazi se problém tesit obecné pro stredové rotacni

str. 909-911.
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plochy druhého stupné. Opét si klade za cil urcit kiivky, jejichz kotalenim
lze vytvorit projekce geodetickych kiivek resp. tyto kiivky samotné, pricemz
kotéleni je stejné jako v prvni praci toho druhu, pfi némz rozdil ctvercu
pruvodicu kotalejici se kiivky a kiivky vytvorené je konstantni.

Element oblouku hledané kfivky (oznacuje ho narozdil od predchozi préace o)
musi byt shodny s elementem oblouku kiivky vytvorené, musi tedy, vratime-li
se k vzorci (5.10), platit

a

do = ET(plv — £4)dv. (5.21)

Pro pruvodi¢ projekce geodetiky autor v predchozi praci odvodil vztah:

,  a*T? 2a* + (a* + b?)
L= 1Y * 3a?

Ma&-li byt rozdil ¢tvercu pruvodicu konstantni, musi pruvodi¢ hledané krivky
splnovat rovnici

2.2
2 a~T

=0 (p1(v) — k), (5.22)
kde k je konstanta. Hledand kiivka musi vyhovovat rovnicim (5.21) a (5.22).
K jejich teseni Bydzovsky vyuziva polarnich soutradnic. Polarni thel v ro-
viné hledané kiivky oznacuje 1, pro strucnost dale zavadi znaceni p1v = w,
@jvdv = dw. Po tadeé uprav pak prevadi rovnici (5.21) do tvaru

. dw keq —epey —w(2e, + k)
Y - k>\/ 0w —ey) 2

Jelikoz vyraz 2e, + k obecné neni roven nule, muze zavést ,pohodInéjsi* kon-

stantu ¢ vztahem

keq — €pey

€= ——
2eq + k

Po upravé dostava

VA (w—¢)dw
2w —k)/(w—e)w—es)(w—¢g,)

kde A = —(2¢, + k). Pro dalsi vypocty pak zavddi do vztahu Weierstrassovu

dd =

(5.24)

v prvnim ¢lanku)), kterd se od funkce w lisi pouze o konstantu m, volenou
tak, aby soucet kofenu rovnice dw” = 0 (g,, €, €,) byl nulovy. Po integraci
a nekolika dalsich upravach pak dochazi ke konecné rovnici

9005 (ug) = —ulp' (uo) + 2Ap(us) — £,)C o)+
(p(ug) — £)) log Tt (5.25)

kde
€q — €

k
3 +
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a ¢ znaci funkei zndmou z teorie eliptickych funkei'?. Rovnici (5.22) pak snad-
nou upravou prevadi na tvar

2.2
2 a~T

r=—0 (pu — pug).*? (5.26)
Rovnice (5.25) a (5.26) vyjadiuji parametricky poldarni soufadnice bodu hle-
danych ktivek, 1ikol vytyceny v tivodu je tedy timto splnén. Bydzovsky k tomu
dodava, ze

.dze k vzdy voliti tak, aby pro kazZdou geodetickou krivku odpovidalo tomuto
analytickému vesent redlné veseni geometrické. !

Vhodnou volbou konstanty k se muze nalezend kiivka vyrazné zjednodusit.
Bohumil Bydzovsky vénuje dalsi, velice podstatnou cast clanku hledani ta-
kovych moznosti, kdy eliptické funkce, které se v teseni vyskytly, degeneruji.
Vratime-li se zpét k rovnici (5.23), vidime, ze pro 2e, + k = 0 nebude zde
obsazeny integrand obecné elipticky (zustavé zde odmocnina pouze z kvadra-
tického trojclenu). Z rovnice (5.24) je zase patrné, ze pokud hodnota € splyne
s nékterou z hodnot €3, €,, nebudou kofeny piislusné eliptické funkce ruzné,
coz pro obecnou geodetiku nenastava. Bydzovsky se tedy podrobné vénuje
témto ttem pripadum:

I. k= —-2¢,
II. e = €
III. e = ¢,

I. Pro prvni variantu snadno odvozuje, ze tyto kiivky lze vhodnymi dpravami
prevést na tvar
2 2
x y:
Ty b
kde b2 2 b2 2
c c
a? = — b? = —2+a2—02.
a a
Jedna se o kuzelosecku, jejiz poloosy jsou vyjadieny konstantami , urcujicimi
geodetiku. Pro rozdil druhych mocnin pruvodicu plati vztah
2

2 2 C o o

T —pl—?(b —a®).
Poté provadi diskusi Teseni vzhledem k velikosti ¢ a vzhledem ke znaménku
a?, b* (bereme-li a, b € C). Své zdvéry shrnuje ndsledovne:

Projekce geodetik rotacnich ellipsoidu a jednoho druhu geodetik rotacniho
hyperboloidu jednoplochého na rovinu rovniku lze vytvoriti kotdlenim kuzelosecek;
pro ellipsoidy ellipsy, pro hyperboloidy hyperboly. Pri ellipsoidu protahlém je
stred kotalejici se ellipsy pevny; v obou zbyvajicich pripadech bézi o wvaleni

primého kuzele, majictho prislusnou kuZelosecku za zdkladnu, po roviné.*®
12Jde o jednu z Weierstrassovych funkci. S funkci (u) souvisi nésledujicim vztahem o = —¢’(u).
Bydzovsky ve své praci pouziva vztah zndmy z teorie eliptickych funkci
@ (uo)

o(a0) — pluy — Clo @)+ C(uo —u) = 2 (uo).

13Za povsimnuti stoji Bydzovského nejednotnost ve znaceni Weierstrassovy eliptické funkce. Ve dvou po
sobé nésledujicich vzorcich pouziva jednou zdpis bez zévorek pug (viz vzorec (5.25)), podruhé se zdvorkami
p(uo) (viz (5.26)).

14B32], str. 158.

15[B32], str. 161.
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Rota¢énim elipsoidum je vénovana celd predchozi prace, Bydzovsky se proto
déle soustfeduje pouze na pifpad jednodilného hyperboloidu. Podrobné popi-
suje prubéh kotaleni, vychazi pii tom z takové polohy, v niz se kotdlejici se
hyperbola dotyké roviny rovniku svym vrcholem A (obr. 5.4 16).

Obréazek 5.4:

V této poloze jedna vétev hyperboly, na pr. ta, jez se roviny dotyka, je
pod rovinou rovniku, druhd nad ni; stred hyperboly S a tedy i spojnice jeho se
stredem plochy nad rovinou. Kdyz nastane kotaleni nékterym smérem, vzdalugje
se dotycny bod od kruznice rovnikové; stred hyperboly se sklani k roviné rovniku.
Stred tento octne se v rovine rovniku, kdyz dotyény bod vzddli se do nekonecna;
pak rovina hyperboly protind rovinu rovniku kolmo v jedné asymptoté hyperboly.
JezZto kazdd tecna kotdlejici se hyperboly v bodé dotycném s rovinou je zaroven
tecnou krivky vytvorené, je asymptota hyperboly v této poloze zaroven asympto-
tou projekce geodetiky.

Dalsi kotaleni déje se tak, Ze druhd vétev hyperboly se pocéne dotykati ro-
viny; stred hyperboly klesa pod rovinu, dostoupi nejnizsiho mista, kdyz se ro-
viny dotkne druhy vrchol hyperboly, a stoupd pak k roviné, v niZ se ocitne
soucasné s druhou asymptotou hyperboly. Pak opét kotdleni prejde na pruni
véetev hyperboly a tak se véc stale opakuje. Timto zpusobem vznikne nekonecné
mnoho shodnijch véetvi tvaru hyperbolického, vytvorengch stridavé jednou a dru-
hou vétvi hyperboly. '

Kazdé dveé takto po sobé vytvorené vétve maji spolecnou asymptotu a lezi

160brazek byl pievzat z Bydzovského préce.
17(B32], str. 163.
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po téze jeji strané. Bydzovsky dokazuje vétu, ze tihel dvou asymptot kotalejici
se hyperboly je mensi, nez tihel obou asymptot téze vétve kiivky, ktera kotalenim
vznika. Poté zkoumd, jak se méni projekce geodetiky, kdyz ¢ nabyvéa vSech
pripustnych hodnot od 0 do \/ij

IL.+III. Vysetiovanim piipadu, kdy € = eg, resp. € = €, Bydzovsky dochazi
k velice podobnym rovnicim, a to pro II.:

a2(c27a2) a2(c27a2)

resp. pro pripad III.:

oy [ a2(c2—a2) o a2(c2—a2)
7’[6(0 190)\/ 22, (v 190)\/ V22 ]: 2/ a2 — e, (528)

Rozdil ¢tverci pruvodici r? — p? je pak v prvnim piipadé roven —a?, ve

druhém —c?. Bydzovsky pak pro oba pifpady provadi podrobnou diskusi podle
toho, zda a®—c? je &islo kladné, resp. zadporné. Vesmés dochézi k riznym typim
geodetik na jednodilném ¢i dvojdilném hyperboloidu.

Zajimava je geometrickd interpretace téchto vysledku. Obé rovnice (5.27)
a (5.28) jsou téhoz tvaru, kazdd z nich ovSem urcuje dvé podstatné odlisné
kiivky, podle toho, je-li exponent realny, nebo ryze imaginarni.

V prvnim ptipadé jsou obé rovnice tvaru

rled?=00) — =AW= — 9B, (5.29)
kde A, B jsou realna c¢isla. Podrobnym zkoumanim tohoto pripadu vsak Bydzovsky
dochazi k zaveéru, ze

...Ze uzitim krivky (5.29) nelze sledovati vznik projekce geodetiky kotdlenim,
jezto néekterym bodim této krivky bychom se bliZili jen asymptoticky,'®

a déle se pripadem nezabyva. Ve druhém ptipadé maji rovnice (5.27) a (5.28)
tvar . .

r[eAi0=00) _ o= AiI=00)) — 9; B, (5.30)
kde A a B jsou opét cisla redlna. Tuto rovnici lze téz psat v jednodussim tvaru
rsin A(Y —1vy) = B.

Bydzovsky dokazuje, ze kotdlenim kiivky o této rovnici, pti némz je rozdil
¢tvercu pruvodice kotélejici se kiivky a pruvodice kiivky vytvorené staly, 1ze
vytvorit projekce vsech geodetik rotacnich hyperboloidu.

Jelikoz zména konstanty 1y znamena pouze otoceni kiivky, stac¢i uvazovat
pouze piipad ¥y = 0, tedy kfivku o rovnici

rsin AY = B.

Z této rovnice hned pozndame, pro které hodnoty thlu bude pruvodi¢ nekoneény

(0, &, 2%,...) a pro které bude minimdlni, tedy roven B (5, 3% 22 )
Kdyz v se meéni od 0 do 7, probéhne bod soumérnou vetev sahagici do ne-

. . s . « . v e s 2
konecna, jez se dotykd kruznice o poloméru B; kdyz O roste ddle od % do =,

zmeéni v znaménko a bod probéhne vétev s predchozi shodnou, poloZenou ve
vedlejsim tseku roviny, avsak opacné orientovanou.'

18[B32], str. 172.
19[B32], str. 173.
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Obrazek 5.5:

Kazda vetev kiivky ma dvé asymptoty, které spolu sviraji ihel . Dvé po
sobé jdouci vétve maji vzdy jednu asymptotu spolecnou a lezi po téze jeji
straneé.

Je zajimavé sledovat, jak se méni prubéh vétvi kiivky v zavislosti na hod-
noté A. Pro A > 1 bude thel asymptot jedné vétve mensi nez 7 a kiivka se
bude kruznice o poloméru B dotykat vné. S klesajicim A se bude thel asymptot
zvétSovat az pro A = 1, prejde vytvorena kiivka v piimku. Pro A < 1 bude
thel asymptot vétsi nez m a kruznice o poloméru B se bude kiivky dotykat uv-
niti. Pro A = % budou asymptoty krivky navzajem rovnobézné. Pro hodnoty
mensi nez 3 bude vétev kiivky sama sebe protinat. Na vlozenych obrazcich®

(5.5) a (5.6) je celd situace zndzornéna pro A =3 a A= 1.

Obréazek 5.6:

Pocet vétvi této kiivky je konecny, je-li A racionalni ¢islo, v opac¢ném
pripadé je nekonecny.

200brizky jsou pievzaty z Bydzovského prace.
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Bohumil Bydzovsky v dalsim textu postupné rozebira jednotlivé pripady ge-
odetik na jednodilném i dvojdilném hyperboloidu, popisuje jejich vznik kotalenim
praveé popsanych kiivek. Co se tyc¢e hyperboloidu jednodilnych, jedna se vzdy
o ten druh kotdleni, kdy stied kotélejici se kfivky neni pevny, ma vsak kon-
stantni vzdalenost od stfedu plochy (valeni piimého kuzele po roviné rovniku,
jehoz ridici kiivka je kiivka pravé zminénd a jehoz vrchol lezi ve stredu plochy).
V pripadé hyperboloidu dvojdilného se jedna vzdy o kotaleni kiivky, jejiz rov-
nice v poldrnich soutadnicich ma tvar rsin AY = B (A < 1), po roviné rovniku,
pii némz je stied kotalejici se kiivky pevny. Jeho vzdélenost od stfedu plochy,
kolmo k roviné rovniku, je rovna vedlejsi poloose hyperboloidu.

V poslednich odstavcich ¢lanku, stejné jako v praci predchozi, se autor vraci
zpét od prumétu geodetik ke geodetikam samotnym a zkoumad kiivky jejichz
kotdlenim lze geodetiky vytvorit a dochézi k velice podobnym zavérum.

Bydzovsky v téchto dvou ¢lancich opét ukazal dalsi z moznych aplikaci
eliptickych funkci, tentokrate v geometrii diferencidlni.
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Kapitola 6

Teorie rovinnych konfiguraci

Kdybychom meéli posuzovat Bydzovského vysledky podle poctu lidi, ktefi na
Diky jeho podnétum se dokonce rozhotela soutéz mezi studenty Bohumila
Bydzovského a berlinského matematika Maxe Zachariase, ve které nakonec
jasné zvitézili nasi matematici, jak se jesté pozdéji zminim.

O tomto tématu sepsal Bohumil Bydzovsky celkem 5 praci v rozmezi let
1927 az 1954. Prvni z jeho praci se tematicky odlisuje od ostatnich, da se fici,
prvni ¢lanek o rovinnych konfiguracich typu (124, 163).

Soustavu bodu a piimek v roviné nazyvame konfiguraci, jestlize na kazdé
piimce soustavy lezi vice nez dva body soustavy a kazdym bodem soustavy
prochdazi alespon dvé primky soustavy. Konfigurace obsahujici m bodu a n
pifmek se znac¢i (my,n,), jestlize kazdym z téchto bodu prochédzi p piimek
a na kazdé z téchto piimek lezi ¢ bodu. Je ziejmé, ze pak plati

mp = ngq.

Abychom se mohli s konfiguracemi blize seznamit, je potieba jesté zavést
nékolik pojmi. Rikdme, ze dva konfiguraéni body A, B jsou spojeny, lezi-li na
jedné konfiguracni piimce. Nelezi-li na jedné konfiguracni ptimce, tikame, ze
takovéto dva body jsou oddéleny. Prvni ptipad zapisujeme A— B, druhy A : B.
Piimka, na které lezi ¢ konfigurac¢nich bodu, nemusi byt nutné konfiguraéni,
pro takovou piimku byl zaveden pojem cizi primka.

Velky zajem Bydzovského poutaly prave konfigurace typu (124, 163), jejichz
body v nékterych ptipadech lezi na kubické kiivce. Sdm prof. Max Zacharias
konstatuje, ze

... aZ do zasahu BydZovského panoval obecny nazor, Ze jsou mozné jen dvé
ruzné konfigurace tohoto typu, z nichz jednu objevil Hesse a druhou de Vries
1
Tradicné byly tyto konfigurace oznacovany Al a AIl a nékdy jsou téz obé
nazyvany de Vriesovy 2, ackoliv prvni z nich znali jiz matematici Hesse ®, Sal-

1Viz cldnek Metelka, J., K 80. narozenindm akademika Bohumila Bydzovského, Pokroky matematiky,
fysiky a astronomie 5, 1960, str. 606.

2De Vries, J., Uber gewisse ebene Konfigurationen, Acta mathematica 12, 1889, str. 67.

3Hesse, O., Uber Curven dritter ordnung ..., J. reine angew. Math. 36, 1848, str. 153—-176, a fada dalsich
praci.
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mon * a Reye °. Konfiguraci Al objevil tedy jiz roku 1848 némecky matematik
Ludwig Otto Hesse (1811-1874). Lze ji popsat nésledovné: vedeme-li ze ti1
bodu kubiky rodu jedna, které lezi na ptrimce, tecny k této ktivce, dostaneme
dvanact dotykovych bodu, z nichz vzdy tii lezi na ptimce a kazdym z téchto
bodu prochézi 4 piimky, obsahujici jesté dalsi dva z téchto bodu. Oznacime-li
konfigura¢ni body malymi pismeny wu;, v;, w; (i = 1...4), lze schema této
konfigurace zapsat nasledovné, ptricemz kazdy sloupecek tabulky reprezentuje
jednu konfiguracni primku:

up | X | X | x| X
Us X | X | X | X
Us X | X | x| X%
Uy X | X | X | X
v | X X X X
Uy X X X X

w3 X X | X X

tab. 1

Takovyto popis konfigurace se nazyva tuplné schéma. Konfigurace muze
byt definovana i nékolika tuplnymi schématy. Ta vSak maji tu vlastnost, ze
prechéazi jedno na druhé pii pouziti nékteré permutace bodu wq,...ws. Ta-
kovym schématum pak fikame ekvivalentni.

S Hesseovym jménem byva spojovana jesté jina konfigurace bodu lezicich na
kubické kiivce. Této konfiguraci se Bohumil Bydzovsky vénuje ve své ucebnici
Uvod do algebraické geometrie. Jedna se o konfiguraci inflexnich bodu kubiky
rodu jedna, ktera je typu (94, 123). Bydzovsky zde mimo dukazu, ze tyto body
skutecné tvoii zminénou konfiguraci rovnéz dokazuje, ze:

... kazda konfigurace (94,123) je skupinou deviti inflexnich bodi a dvandcti
inflexnich primek kubiky rodu jedna. ©

Roku 1889 uvedl J. de Vries konfiguraci odlisnou od Al, ktera na rozdil od
Hesseovy konfigurace mize lezet i na kubice rodu nula 7. Obé konfigurace se
skladaji ze tii ¢tveric bodu takovych, ze body Ctvetice jsou navzajem oddéleny.
De Vriesouvu konfiguraci lze popsat schématem uvedenym v tabulce tab. 2.

4Salmon, G., Analytische Geometrie der héheren ebenen Kurven, 1873, ¢l. 151, 152.
SReye, T., Konstruction der Konfigurationen, Acta mathematica 1, 1882, str. 97.
6[B103], str. 434.

"Diikaz miizeme nalézt napt. v Bydzovského éldnku [B106], str. 251.
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Wo X X X X

Wy X X x | x
tab. 2

Lze snadno nahlédnout, ze tii ¢tvefice navzdjem oddélenych bodu jsou
U, Uy, W, W3; Us, Us, Wi, ws a body v;. Tabulkovy zpusob zapisu, ktery zde
pouzivam, prevzal ve svych pozdéjsich pracich Bohumil Bydzovsky z praci
Maxe Zachariase.

Bohumil Bydzovsky a hlavné pak jeho néasledovnici objevili celou fadu
dalsich konfiguraci tohoto typu a podrobili je velice detailnimu zkoumani.

Vratme se ale na zacatek. Prvni prdce, v niz se Bydzovsky zabyva ro-
vinnymi konfiguracemi, vysla roku 1927 ve Véstniku kralovské ceské akademie,
a nese nazev Prispévek k teorii Brianchonovy konfigurace. Jak jsem jiz
zminila vySe, tato prace se od ostatnich lisi. Bydzovsky zde vychazi ze znamé
Brianchonovy véty, ktera rikd, ze t¥i spojnice protilehlych vrcholu Sestitthelniku
opsaného kuzelosecce se protinaji v jednom bodé. Kazdych pét ze Sesti vrcholu
Brianchonova Sestirohu urcuje kuzelosecku. V kazdém vrcholu pak uvazujme
tecnu té kuzelosecky, jez neobsahuje protilehlého vrcholu. Bydzovsky v ¢lanku
dokazuje, ze:

... kazdou trojici vrcholu, z nichZ Zddné dva nejsou protilehlé, prochdzi pak
kuzelosecka, jez se v nich dotykd primek sestrojengjch v téchto bodech zpusobem
prdvé uwvedenym.®

Tecny vedené ve vrcholech Brianchonova Sestirohu ndm vytvari Sestiroh
novy, ktery autor struéné nazyva sdruzenym opsanym Sestistranem. Vrcholy
Brianchonova Sestirohu oznacuje Bydzovsky cislicemi 1, 2, 3, 1, 2/, 3’ (kde
1, 1" a pod. jsou vrcholy protilehlé), zatimco vrcholy sdruzeného Sestistranu
oznacuje fimskymi ¢islicemi I, I1, 11, I', II', I11'. O tomto Sestistranu pak
dokazuje, ze si s Brianchonovym Sestirohem odpovida v polarité tak, ze

... kazdému vrcholu odpovidd strana prochdzejici vrcholem protilehlym.®

Z polarity téchto dvou utvaru vyplyva, ze pruseciky piimek (I, 1), (I1,11'),
(I11,111")l1ezi na téze piimce, ktera v polarité odpovida pruseciku piimek 1,1’
2,2, 3,3 Piimky I, II, 111, I', II', I1I' tedy tvoii Sestistran Pascaluv.

V dalsim textu pak Bydzovsky ukazuje, ze:

Vircholy Brianchonova sestirohu prochdzi kubickd krivka, které je prislusny
sdruzeny opsany Pascaliiv Sestistran opsdn.*”

8[B62], str. 3.
9[B62], str. 8.
10[B62], str. 9.
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K dukazu, jak je jiz u néj zvykem, vyuziva eliptickych funkci, aby pak mohl
ukazat souvislost celé prace se zminovanou Hesseovou konfiguraci Al.

7 dvandcti bodu Hesseovy konfigurace lze sestaviti 12 zpusoby Brianchonovy
Sestirohy; protilehlé vrcholy kazZdého z nich jsou vidy dvojice sdruzenych bodi
téze soustavy na prislusné kubické krivce.'!

Pod pojmem sdruzené body téze soustavy ma autor na mysli body, jejichz
parametry u, v splnuji rovnost

uU=v-+w,

kde w je poloperiodou zminované eliptické funkce. Takovymi body jsou v nasem
pripadé dvojice protilehlych vrcholi Brianchonova Sestirohu.

Od roku 1939 se pozornost Bohumila Bydzovského zamétila jiz vyhradné na
hledéni novych konfiguraci typu (124, 163). Prvni takovou konfiguraci predstavil
svetu v némecky psaném c¢lanku Uber eine ebene K onfiguration (124, 163).

Prochazeji-li kazdym bodem konfigurace ¢tyti primky, je tento bod spojen
s dalsimi 8 body, jelikoz kazda konfiguracni piimka obsahuje tii konfiguracni
body. Tento bod je tedy od zbyvajicich tii konfiguracnich bodu oddélen. Do
té doby znamé konfigurace byly toho typu, ze jejich dvanact bodu bylo mozno
rozdeélit do tii ¢tveric takovych, ze kazdy bod jedné ctvetice je spojen s body
zbylych dvou ¢tveric a oddélen od bodu téze ¢tverice. Bydzovsky ve své praci
vytvari konfiguraci novou, kterd tuto podminku nesplnuje. Tato nova konfi-
gurace lezi na kubické kiivce rodu 1, kterou autor parametrizuje pomoci elip-
tickych funkci tak, ze kolinedrnost tii bodu o parametrech u, v, w, kiivky je
vyjadiena podminkou:

u+v+w=0.

Predpokladame-li tedy, ze tii body B, C, D, oddélené od daného bodu A,
nejsou navzajem oddélené, mohou pro jejich vzajemnou polohu nastat jesté
¢tyfi moznosti. Bud lezi tyto body na jedné konfiguraéni pifmce, nebo jsou
pouze dva z téchto bodu oddéleny a ostatni spojeny, nebo jsou pouze dva
z nich spojeny a ostatni oddéleny, nebo jsou vSechny spojeny, nelezi vsak na
jedné primce. Bydzovsky v ¢lanku nachazi a vysetiuje posledni ze zminénych
pripadu. Nachazi konfiguraci, jez obsahuje pouze jednu skupinu bodu navzajem
oddélenych, zatimco pro ostatni nastava vyse zminovany piipad. Oznacime-li
u;, v;, w;, 1= 1,2,2,4 parametry konfigura¢nich bodu, lze tuto konfiguraci
popsat schematem:

U1V U1V2W2 U1 U2V3 U U3Vy
UV W2 UV U3U4V3 UU4Vy
U3zV1W3 U3V2Wy UswiWws V4 W1 W2
U4V Wy U4V2W3 V3WaWy V4 Ww3Wy

kde ujvyw; znamend, ze body o parametrech uq, vy, w; lezi na jedné kon-
figuracni primce. Snadno nahlédneme, Ze skupinu navzajem oddélenych bodu
tvori body v;. Dale muzeme nahlédnout, ze body u; . .. v4 jsou po fadé oddéleny
od trojic bodu

UgW3Wy, UIW3W4, UW1W2, UITW1W2, UIU4W4, UIU4W3, UIU2W2, UIU2W].

11 B62], str. 13.
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V kazdé z téchto trojic jsou kazdé dva z bodu spojeny, vSechny tii vSak spojeny
nejsou.

Bydzovsky se snazi dokazat, ze i tato nova konfigurace, podobné jako kon-
figurace AI a AII lezi na kubické kiivce rodu 1 '2. Za timto ucelem piepisuje
predchozi schéma pomoci kongruenct:

1. w4+vi4+w =0
2. UQ+U1+1UQEO
3. uz+vi+w3=0

16. U4—|—'LU3—|—U}4EO,

Bydzovsky tedy vychéazi z predpokladu, ze body wy, ..., w, lezi na kubické
kiivce rodu 1. Jednoduchymi tpravami rovnic 1,...,16 dochazi k zavéru, ze
tyto body skuteéné tvoii vyse zminovanou konfiguraci. Popisuje dokonce i po-
stup, jakym lze tuto konfiguraci zkonstruovat. Zjistuje totiz, Ze body u; maji
spolecny tecnovy bod —2ui, body w; maji spoleény tecnovy bod —2u; + ws,
kde w3 definuje kongruenci

2(4)1 + 2(4)2 + 2&)3 = 0,

v niz 2wy, 2wy jsou obé periody pouzivané eliptické funkce. Te¢novym bodem
spole¢nym pro body vy, vy je pak 4u; + ws, pro body vs, vy je to bod 4u;.
Body —2u;, —2u; + w3 maji rovnéz spolecny tecnovy bod a to bod 4u;, body
4uy, 4u; + ws maji spoleény tecnovy bod —8uj.

Konstrukei konfigurace lze tedy popsat nasledovné: z libovolného bodu
lezictho na kubické kiivce vedme k ni dvé teény, jejich body dotyku oznaéme
B, Bs. Z bodu B; vedme ke kiivce viechny ¢tyti tecny, jejich dotykové body
oznacme Cy, Cy, C3, Cy a sice tak, ze C, Cy (a nasledné body Cs, Cy) patii
do stejného systému jako body Bi, Bs. Z bodu C; vedme ke kiivce viechny
4 tetny s body dotyku Dy, Do, D3, Dy; z bodu Cy vedme rovnéz ctyii tecny
s body dotyku D}, D), D}, D). Nakonec vedme z bodu B ke kiivce dvé
tecny takové, ze jejich dotykové body C7, C% patii do jiného systému, nez
body B, Bs,. Potom tvoii body D;, D. a déle pak body C;, C,, Ci, C}
hledanou konfiguraci. Je tieba jesté poznamenat, ze body patiici do stejného
systému se liS{ o tutéz pulperiodu zvolené eliptické funkce.

V zavéru ¢lanku pak autor konstruuje tuto kolineaci, aniz by predpokladal,
ze lezi na kubické kiivce a ukazuje, ze jejimi body lze prolozit jedinou kubickou
krivku. Vychéazi z toho, ze zadné tii body v; nejsou kolinearni, muze tedy volit
jejich soutadnice

v1 (1,0,0)
vy (0,1,0)
(% (0,0, 1)
vy (1,1,1).

Déle pise, ze totéz, co pro body v; plati i pro body vy, v3, v4, uy, coz je
zcela patrné ze schématu konfigurace. Bod u; popisuje souradnicemi (a, b, ¢)
a doplnuje podminkou abc # 1. Zde se ziejmeé jedna o prepis. Tato podminka
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totiz nema zadny geometricky vyznam. Vzhledem, k tomu, ze vyjadiujeme
body v homogennich soutadnicich, 1ze vzdy dosdhnout vhodnym néasobkem
soutadnic bodu u; aby platilo abc = 1. Skute¢nost, ze bod u; nelezi na zadné
z piftmek v;v;, 1ze vyjadiit podminkami

abc #0, a #0b, a#c, b#c.

Pokud chtél autor pouze poznamenat, ze bod u; nelezi na zadné ze souradnicovych
os, stacila by podminka
abe # 0.

Pomoci bodu uy, vy .. .v4 pak Bydzovsky odvozuje souradnice vSech ostatnich
bodu konfigurace a poznamenava, ze konfigurace je péti svymi body urcena.
Bydzovsky sice nepiSe, ze konfigurace je urcena kazdou pétici svych bodu, bylo
by vsak spravné poznamenat, ze pro nékteré volby toto tvrzeni neplati. Snadno
nahlédneme, ze napiiklad ze soutadnic bodu wq, v1, v9, w1, wy lze odvodit
jiz jen soutadnice bodu us jakozto pruseciku primek viws a vowq. DA se tedy
fici, ze autor ukéazal, ze konfigurace je urcena péti svymi body, z nichz zadné
tTi nejsou kolinearni.

Déle Bydzovsky voli dvé trojice ptimek konfigurace, urcené tymiz deviti
body, které prohlasi za bazi svazku kubickych ktivek. Dosazenim libovolného ze
zbyvajicich ti{ konfiguraénich bodu do rovnice svazku ziskava rovnici hledané
kubiky ve tvaru:

a'(cxy — bxs)(cdzy + axs)[(a'b — ac)ry + alc — a')xy + d'(a — b)x3] —
a(adzy + a'bxsz)(cxy — d'x3)[(b— ¢)x1 + (¢ — a)xg + (a — b)x3] = 0,

kde o', ¢ splnuji rovnice
(a+a)bo=(a+bc, (a—0b) =2ab— (a+b)c.

Tim tedy autor dokazuje, ze kazda konfigurace popsatelna vyse uvedenym
schématem lezi na kubické kiivce.

Bydzovsky v ¢lanku poznamenava, ze nemuze tvrdit, ze by nalezena konfi-
gurace byla jedinou konfiguraci danych vlastnosti, tj. takova, ze dvanéact kon-
figuracnich bodu lIze rozdélit do tii ¢tveric takovych, ze pouze body jedné
¢tvetice jsou navzajem oddéleny a body oddélené od libovolného z osmi zbyvajicich
bodu tvorii trojuhelnik.

Naskytala se tedy otazka, zda existuji jesté dalsi konfigurace daného typu
cas prerusilo veskerou autorovu snahu, avsak hned po navratu z internaéniho
tabora se autor opét zacal problematikou konfiguraci typu (124, 163) zabyvat.
V té dobé se zacala rozvijet plodna korespondence mezi Bydzovskym a jeho
zédkem Josefem Metelkou, ktery vysledky své prace shrnul v ¢lanku O jistych
konfiguracich (124,163) v roviné. '3

Metelkovi se podafilo nalézt novou konfiguraci odlisnou od predchozich tii.
K bodum wu;, v;, w;, kde ¢ = 1...4, tvoricim Bydzovského konfiguraci, kterou
autor v textu oznacuje BI, ptidava jesté body vs, vg, které rovnéz lezi na kubice.
Bod v navic spliuje kongruence

u1+v5+w350

13Vestnik kralovské ceské spolecnosti nauk, 1944, ¢lanek 21, 8 stran.
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Uy +vs +wy =0
uz +vs +w; =0
ug +vs +wy =0

Bod wvg spliuje kongruence

U1 +vg +wy =0
U + v + w3 =0
uz + vg +wy =0
us +vg +wp =0

K puvodnim Sestnacti primkam Bydzovského konfigurace Metelka pridava
osm novych, v nize uvedeném schématu jsou to primky ve sloupcich V a VI.

I II 111 1A% A% VI
U1v1wy U1V2W2 U1U2V3 UTU3V4 U1V5W3 UV Wy
UV W2 UV W1 U3U4V3 UgU4Vy UV5Wy UVeW3
UzV1W3 U3V Wy V3wiws V4w W U3V5W1 U3 VW2
U4V Wy U4V2W3 V3WaWy V4 W3Wy U4V5W2 U4VeW1

Vynechame-li libovolné dva z téchto sloupcu a tedy libovolné dva body
v;, dostaneme vzdy piimky, resp. body tvotici konfiguraci (124, 163). Téchto
konfiguraci je celkem 15, ale ne vSechny jsou navzajem ruzné. OznaCme si
jednotlivé varianty:

TIIOIIV) (1) | 111V VI) 6) | IIIIIVV)  (11)
IIIIV) (2) | (IIIIV V) (7) | (IIIIIIV VL)  (12)
(IIIIVI)  (3) | AIIIVVI)  (8) | (ITIIVVI)  (13)
(IIIIVV)  (4) | (IIIV VI) 9) | (IIIVV VL)  (14)

(IIIVVD)  (5) | IIVVVI)  (10) | (IIIVVVI)  (15)

Metelka ve své praci naléza bodové transformce, které prevadéji jednotliva
schémata na sebe. Dochazi k zavéru, ze z 15 schémat jsou pouze 4 rozdilné,
a to schéma (1) (a s nim ekvivalentni schémata (7), (12) a (15)), schéma (2)
(a s nim ekvivalentni schémata (3), (4), (5), (9), (10), (13) a (14)), schéma (6)
a schéma (8)(s nim je ekvivalentni schéma (11)).

Daéle ukazuje, ze schémata (6) a (8) popisuji De Vriesovy konfigurace Al
a All, schéma (1) popisuje Bydzovského konfiguraci BI, zbyva tedy jesté jedna
dosud nezndméd konfigurace (BII), popsana schématem (2), tj. konfigurace:

I IT ITT \Y
U1 W U1VW9 U1U2V3 U1V5W3
U2V W2 U2V W1 U3U4V3 U2V5W 4
U3vV1Ws3 U3V2W4 V3W1W3 U3V5W1
U4V1 W4y U VW3 V3WorW4y U V5Wo

Metelka ve své praci dokazuje, ze konfigurace BI i BII lezi na téze kubické
krivee. V zavéru poznamenava :

O konfiguracich typu A je zndmo, Ze existuji jen dva druhy Al a AII. Nasim
predeslym vysetrovdnim jsme ukdzali, Ze konfigurace typu B se vyskytuji také
alespon. ve dvou druzich Bl a BII, ale nerozhodli jsme, zda neexistuji dalsi
druhy tohoto typu. Autor hodld v nejblizsi dobé podat v samostatném clanku
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odpovéd na obecnéjsi otdzku: Které jsou vibec mozné typy a druhy konfiguraci
(124, 163) v roviné, jez magi prdavé jednu ctverici navzdjem oddélengjch bodai.'*

Je vidét, ze s kazdym novym objevem se vynofily nové a nové otazky.
Touto problematikou se zacal zabyvat i berlinsky profesor matematiky Max
Zacharias, ktery roku 1948 podal prostorovou konstrukci nové konfigurace
(124,163) 5. Pro tutéz konfiguraci pak podal i jeji rovinnou konstrukci 1°
a v téze praci provedl i rovinné konstrukce vSech do té doby znamych kon-
figuraci (124, 163). Prof. Zacharias zna¢i konfiguracni body velkymi pismeny
A;, By, C; (kde i = 1,2,3) a konfigura¢ni primky znaci malymi pismeny
a, a;, b;, ¢, d;, e; (i = 1,2,3). Jeho konfiguraci, ¢asto oznacovanou jako
konfigurace Z, lze popsat schématem:

a; as as bl b2 b3 C1 Cp C3 d1 d2 dg €1 €9 €3
X X X

Ay
Ay
Az
B X X X X
By X X X X
Bs X X X X
Ch X X X X
Cy X X X X

X|X| X[
X
X
X

tab .3

Bydzovsky se touto konfiguraci podrobné zabyva ve své praci O dvou
novych konfiguracich (124,163), kterd vysla v néméiné a rovnéz v kréatkém
¢eském prekladu. Autor zde popisuje jednoduchou souvislost této konfigurace
s konfiguraci Hesseovou.

Na kubické krivce rodu jedna existuje konfigurace odpovidajici této konfi-
guracni tabulce, jeji body jsou: tri inflexnd body leZici v primce a dotykové body
tecen vedengjch ke krivee z téchto 7 inflexnich bodii.'”

Témito inflexnimi body jsou body A;. B; jsou body dotyku tecen vedenych
ke kubice z bodu A;. Body dotyku tecen vedenych z As jsou body Cj, z bodu
Ay pak D;. Trojice bodu A;, B;, C; jsou kolinearni, coz plyne ze znamych
vlastnosti inflexnich bodu kubiky.

Téchto dvanact bodu vsak tvoii zaroven jiz zminovanou konfiguraci Hes-
seovu, v tom priipadé, ze tii kolinearni body, z nichz vedeme tecny ke kiivce
jsou pravé body inflexni. Je tedy nutné k deviti dotykovym bodum ptipocitat
i inflexni body samotné, jako body dotyku inflexnich tecen. Hesseova konfigu-
race vSak neobsahuje piimky ByByBs, C1C3C5, Dy DyDs3, jelikoz tyto body
v obecném ptipadé kolinearni nejsou. Hesseova konfigurace obsahuje navic
piimky B1C3Dq, BoCh D3 a B3Cs D1y, které neobsahuje konfigurace Z. Bydzovsky
své zavery shrnuje do véty :

MMetelka, J., O jistijch konfiguracich (124,163) v roving, str. 8.
15Zacharias, M., Mathematische Nachrichten, 1948, str. 332.

16 Zacharias, M., Mathematische Nachrichten, 1952.

17[B108], str. 220.
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Tri inflexni body kubické krivky rodu jedna, leZici v primce, a devét bodu
dotykovijch tecen poloZenyjch ke krivce z téchto tri bodu tvori skupinu dvandcti
bodu, které lezi po trech na devatendcti primkdch. Vynechdme-li z nich vhodné
volené tri, dostaneme bud konfiguraci Hesseovu nebo konfiguraci Z.'8

Konfigurace Z vsak nenfi jedinym feSenim incidenéni tabulky tab. 3. Bydzovsky
v clanku dokazuje, ze kromé realného teseni, jez popisuje konfigurace Z, ma tato
tabulka jesté jedno imaginarni feseni, jehoz konfiguraéni body lze soutadnicove
popsat nasledujicim zpusobem, v némz y je realné cislo, o imaginarni tfeti od-
mocnina z jedné.

Al(l +Oé’y,1 —|—Oéy,]. _a2 _y) A2(y> _a2 _ayvy) A3(071 +ay> _y)
Bl(O,l,O) Bg(y,l,O) Bg(—Oéy,l,O)
Ci(1,1,1) Co(—a —a?y,1,1) Cs(y,1,1)
D4(0,0,1) Dy(1 4 ay,0,1) Ds(—a — a?y,0,1)

Snadno se ukéze, ze tyto body splnuji incidenc¢ni tabulku. Také lze nahlédnout,
ze neplati B1C3D,, BoC1 D3, BsCy Dy, tedy ze se tyto tfi primky neprotinaji
v jednom bodé. To méa za nasledek, ze body této konfigurace nelezi na ku-
bické kfivce. Jednalo se v té dobé o prvni znamou konfiguraci této vlastnosti.
race Z neobsahuje zadné cizi piimky, obsahuje vsak cizi bod. D4 se ukazat, ze
konfiguracni piimky B1CyD3, BoC3Dq, B3C1Dy se protinaji na konfiguracni
piimce A; A; As, tento prusecik vsak, prestoze jim prochézeji ¢tyti konfiguracni
piimky, ke konfiguraci nepatii.

Redlné (konfigurace Z) i imagindrni feseni inciden¢ni tabulky tab. 3 se od
dosud znamych konfiguraci lis{ tim, ze obsahuji tii body takové, ze trojice
bodu oddélena od kazdého z nich je kolinearni. Ani jedna z nich vSak neni
¢ista v tom smyslu, ze by neobsahovala cizi primky, resp. cizi body. Bydzovsky
ve své praci tuto zavadu odstranil a sestrojil ,,¢istou” konfiguraci tohoto typu,
jejiz schéma lze popsat pomoci tabulky tab. 4.

I x| x| x|X

2] x X | X | %

3| % X | x| %

4 X X X X

5) X X X X

6 X X X X

7 X X X X
8 X X X | X

9 X X X | X
10 X X | X X
11 X X X | X
12 X X X X

tab. 4

Pro body 1,2,3 lezi body od nich oddélené na piimce, body oddélené od
ostatnich bodu tvoti vzdy trojuhelnik. Tato tabulka poskytuje celkem tii realnd
a jedno imaginarni feseni. Bydzovsky v ¢lanku podava i navod, jak konfiguraci
pro jedno z jejich redlnych feseni jednoduse nakreslit (viz obr. 6.119).

18[B108], str. 221.
190brazek je vytvoren podle vzoru z Bydzovského préce.
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Obrézek 6.1:

Problematikou rovinnych konfiguraci typu (124, 163) se v dalsich letech
zabyvala skupina Bydzovského zakt, mezi nimiz vynikali jiz zminovany Jo-
sef Metelka, jeho bratr Vaclav a Jiti Novak. Obdobné skupina se vyvinula
kolem berlinského profesora Maxe Zachariase. Ve svém projevu u prilezitosti
80. narozenin akademika Bydzovského Josef Metelka mimo jiné pronesl:

Po jistou dobu se vyvinula dokonce jakdsi soutéz okolo konfiguraci (124, 163)
mezi prazskou Skolou prof. BydZovského a berlinskou skolou prof. Zachariase,
soutéz, v niz velmi zahy prokdzala prazskd skola svou naprostou prevahu. Meél
jsem stésti, Ze jsem byl ucastnikem tohoto zdvodu, ba stdl jsem u samého
jeho vzniku, nebot uZ v druhé poloviné vdlky jsem mohl vymeénit s profesorem
BydzZovskym bohatou védeckou korespondenci o téchto konfiguracich, korespon-
denci, kterd obsahuje nékteré dodnes nepublikované vysledky. 2°

Jak jsem jiz zminila diive, prvnim uspéchem Josefa Metelky na poli této
problematiky bylo objeveni konfigurace BII, publikované roku 1944.

7 vySe zminéného projevu se dozvidame, ze k sedmdesatym narozeninam,
tj. roku 1950, studenti svému uciteli neoficidlné slibili, ze problém konfiguraci
definitivné roztesi a uzaviou. Jejich cilem bylo sestavit tiplnou tabulku vsech
moznych konfiguraci typu (124, 163), které se daji v projektivni roviné nad
télesem komplexnich cisel realizovat. K tomu vsak bylo zapottebi vnést do
znaceni druhu konfiguraci (124, 163) jisty tad. Oznacime-li si konfiguracni body
¢islicemi 1,...,12, a povazujeme-li body 1,2, 3 za body oddélené od bodu 4,

20Metelka, J., K 80. narozenindm akademika Bohumila Bydzovského, Pokroky matematiky, fysiky a ast-
ronomie 5, 1960, str. 606.
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muzeme zavést nasledujici znaceni.
Rikdme, ze bod 4 je typu
A, jestlize body 1,2, 3 jsou navzajem oddéleny,

B, jestlize body 1, 2, 3 jsou navzajem spojeny, ale nelezi na jedné konfiguracni
pfimce

C, jsou-li jen dva z bodu 1,2, 3 oddéleny,
D, jsou-li jen dva z bodu 1,2, 3 spojeny a
E, lezi-li body 1,2, 3 na jedné konfiguracni piimce.

Podle tohoto znaceni bychom napiiklad fekli, ze konfigurace je typu B3CgFs,
jestlize obsahuje tii body typu B, Sest bodu typu C a tii body typu F. Tuto
klasifikaci je zapotiebi v ptipadé bodu typu B, C, E jesté zjemnit, uvedu jen,
7e jsou dale rozliSovany body typu B, ..., B body typi C!, C? a body typu
E', E2

7 ¢lanku Josefa Metelky z roku 1955 2! se dozviddme, Ze bylo v té dobé
znamo jiz kolem 50 konfiguraci. V ¢lanku jeho bratra Vaclava O jistych ro-
vinnych konfiguracich (124,163) které obsahuji alespon jeden bod
typu D z téhoz roku nalezneme metodu, jakou pouzivali pro hleddni novych
konfiguraci, ptricemz tplny vycet vSech realizovatelnych schémat konfiguraci,
které obsahuji bod typu D publikuje az o dva roky pozdéji 22.

Ve své dalsf préci z roku 1962 23 hledd Vaclav Metelka ty konfigurace, které
lezi na kubické kiivce rodu jedna. Jeho vysledky lze shrnout do nasledujici
vety:

Jen osm rovinnych konfiguraci (124,163) md tu vlastnost, Ze jejich body
lezi na kubice rodu jedna. jsou to dvé konfigurace De Vriesovy Al a All, ddle
konfigurace BI akademika BydzZovského, konfigurace BII mého bratra a konecéné
ctyri konfigurace typii BsC3Ey, Bia, E3CLC3, E2C2, uvedené v této prdci.**

D& se fici, ze veskeré usili bratii Metelku a Jiftho Novaka, jez prispél
predevsim tim, ze ve svych pracich popsal nové, lepsi metody tiidéni konfi-
guraci, bylo zavrseno v ¢lanku Véclava Metelky O jistgych rovinngch kon-
figuracich (124,163) obsahugjicich B, C a E-body a konfiguracich
singuldrnich. ® V této praci popisuje celkem 104 schémat téchto konfigu-
raci, u patnacti z nich vsak dokazuje, ze jsou nerealizovatelna pomoci bodu
a primek v projektivni roviné nad télesem komplexnich ¢isel. Schémata konfi-
guraci obsahujicich alespon jeden bod typu A, resp. D byly popsany ve vyse
zminované literature.

Na zaveér této kapitoly bych méla zminit jesté jednoho z pozdéjsich Bydzovského
zaku, ktery na toto téma vyrazné navazal, kterym byl Jaromir Krys. Jeho po-
zornost se na rozdil od bratii Metelku nesousttedila na hledani konfiguraci typu
(124, 163), vénoval se této problematice v obecnéjsim méritku. V letech 1969
1978 napsal o konfiguracich celkem 8 ¢lanki, které vychazely vesmeés v Casopise
pro péstovani matematiky a které lze tematicky rozdeélit do dvou ¢asti. V prvni

2AMetelka, J., O rovinngch konfiguracich (124,163), CPM 80, 1955, str. 134.

22Metelka, V., Rovinné konfigurace (124,163), které obsahuji D body, CPM 82, 1957, str. 385-438.
23Metelka, V., Zbjvagici ctyri rovinné konfigurace (124,163), jejichz body lezi na kubice rodu jedna, 1962.
24Tamtéz, str. 52.

25CPM 105, 1980.
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se vénuje konfiguracim bodu rovinné kubiky, kde rovinou rozumi projektivni
rovinu nad télesem komplexnich ¢isel, druhd ¢ést jeho praci je zaméfena na
konfigurace v afinnich prostorech nad télesem redlnych cisel dimenze n. Jeden
z clanku, vénovany pamatce Bohumila Bydzovského, se specializuje na kon-
figurace typu (3n,,n3), jejimz specidlnim piipadem je pro n = 4 konfigurace
(124, 163).
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Kapitola 7

Ostatni prace

Vedle jiz diive zminovanych praci napsal Bohumil Bydzovsky nékolik, které
nelze jednoznacné zaradit do zadné z predchozich kapitol. Jednou z nich je
i prace [B3] Teorie mazim a minim. Autor ji napsal na zacatku svého
tvurciho obdobi v roce 1907, kdy jesté pusobil jako stredoskolsky ucitel.

Clanek je tvodem do diferencidlniho poctu funkef jedné proménné. Autor
zde vychézi z velice jednoduché tlohy:

Kladné ¢islo a jest rozloziti ve dva scitance tak, aby soucet jednoho scitance
a poloviéniho cétverce scitance druhého byl co nejmensi (minimdlni)*,

coz lze strucéné zapsat takto: urcete minimum funkce

yza:%—%(a—x)? (7.1)

Jednoduse by se dala tato tloha fesit upravou pravé strany rovnice (7.1) na

ctverec: 1 1
=—(z+(1-a)+a—=,
y=s+(1-a)f+a-3

odkud je jiz vidét, ze pro x = a — 1 dostdvame minimalni soucet a — %

Bydzovskému ovsem nejde az tolik o to urcit feseni této konkrétni tlohy,

nybrz chce nalézt obecny princip pro feseni tloh vedoucich na rovnice vyssich

stupnit. Autor fesi rovnici (7.1) podle neznamé x
1’172:(&—1):{: 2y—(2a—1).

Ma-li byt z redlné, musi byt vyraz pod odmocninou nezaporny a tedy mi-
nimalni hodnota, jiz muze y nabyvat je a — %

Bydzovsky se vSak nespokojuje s timto zjisténim a pro konkrétni hodnotu
a = 3 se zabyva otazkou:

... kdyz x roste od jisté dané hodnoty k jiné, jak se meni y? t. j. roste také
hodnota vy ¢i klesd??

Pro tento ucel zavadi prirustky Az a Ay. Do upravené rovnice (7.1)

1 9
y=—2°—21+

; S (7.2)

1[B3], str. 169.
2[B3], str. 170.
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kde a = 3, dosazuje za x, y hodnoty = + Az, y + Ay.

1 9
y+Ay:§(x+Ax)2—2(:c+A:c)+§.

Tuto rovnici lze zjednodusit dosazenim (7.2) za y na tvar

Ay = Az(zx —2+ %Am)

Bydzovsky zjistuje, Ze pro vhodné volené malé kladné hodnoty Ax zavisi
znaménko Ay pouze na znaménku vyrazu (z — 2). Sleduje, kdy je Ay kladné,
kdy zaporné, a v souvislosti s tim kdy y roste a kdy klesa a tedy ze y nabyva
svého minima pro hodnotu x = 2. Tento postup pak zobeciiuje pro libovolnou
kvadratickou rovnici

y = ax® + 2bx + c,

kde plati
Ay = Az(2az + 2b + aAx)

Funkce tedy nabyva extremalni hodnoty pro = = —g.

V dalsim Bydzovsky fesi podobnou tulohu, kterda vede na rovnici tretiho
stupné. Vyraz, ktery rozhoduje o znaménku Ay zde jiz oznacuje y’. Autor
zde provadi stejné uvahy jako v ptfedchozi tloze, jez vedou k nalezeni dvou
extremalnich hodnot. Pfedchozi nalezend pravidla pak shrnuje do nasledujici
vety:

Kdyz nezdvisle proménnd roste (napr. od —oo do +00), funkce jeji bud roste
nebo klesd; a sice lze najiti jisty vyraz y', jenz je rovnéz funkci x, té vlastnosti:
pro ty hodnoty x, pro nézZ y' > 0 roste y, pro ty hodnoty x, pro néz y < 0,
klesa y; jestlize pak x je tak wvoleno, Ze y' = 0, prechdzi klesdani ve stoupani
nebo naopak a y nabyjvd hodnoty minimdlni nebo mazimdlni.?

Pro oba priklady, které Bydzovsky v praci rozebira, tj. funkce

3 a2?

9 .
y= 5 + 5 3r + 5 y =3sinx + 2cosz,
vyse uvedend véta skutecné plati. Obecné to ovsem tvrdit nelze. Nejjednodussim
protipiikladem je funkce y = 2. Tato funkce je v celém svém definiénim
oboru rostouci, neplati tedy posledni ¢ast véty, kterd iika, ze se v bodé, pro
ktery je ' = 0, méni funkce z rostouci na klesajici, respektive naopak. Dnes
bychom tuto vétu doplnili podminkou: . .. jestliZe pak x je tak voleno, Ze y' = 0
a zaroven y" # 0, prechdzi klesani ve stoupdni . . .
V posledni ¢asti clanku Bydzovsky vysvétluje vyznam vyrazi

Ay AY
AQL” Ax—0 A[L’

Druhy z vyrazu, ktery oznacuje j—g, pak nazyva differencialnym kvocientem
funkce y podle proménné x, nebo struénéji derivaci funkce y podle z a popisuje
jejl geometrickou souvislost s tangentou uhlu, ktery svira tec¢na v prislusném
bodeé s kladnym smérem osy x. Dale autor odvozuje deriva¢ni formule nékterych
jednodussich funkci, napt. y = ¢, y = x, y = 2", y = sinx, rovnéz i pravi-
dla pro derivovani souctu, sou¢inu, resp. podilu dvou funkei a funkce slozené.

3[B3], str. 185.
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Zminuje se i o druhé derivaci funkce, vysvétluje jeji vyznam pii vySettovani
typu lokalnich extrému. Na zaveér fesi fadu zajimavych tloh na vyuziti dife-
rencialniho poctu a to nejen v geometrii, ale i ve fyzice.

Dalsi z téchto praci se nazyva O imagindrniyjch bodech®*. Bydzovsky v ni
fesi konstrukcéni geometrické tlohy, jejichz feseni nejsou redlnd, resp. k jejichz
feSeni vyuziva imaginarnich elementu.

Autor se zde specialné vénuje geometrickym ulohdm kvadratickym, tj. ta-
kovym, jejichz analytické teseni vede ke kvadratické rovnici. Jelikoz v oboru
komplexnich ¢&fsel mé kazda kvadraticka rovnice vidy dvé feseni, at jiz rizn4,
nebo splyvajici, zabyva se Bydzovsky otazkou, zda ma rovnéz kazda kvad-
raticka geometrickd tloha dvé tfeSeni. Nejjednodussi kvadratickou tlohou je
urceni pruseciku primky a kruznice. Bydzovsky proto zavadi imaginarni body
timto zpusobem:

Je-li v roviné dana kruznice a primka mimobézna, pravime, Ze tato primka
a kruznice magi spolecné dva body imagindarné. Dle obdoby kvadratickych rovnic,
u nichZ imagindrnd reSent jsou sdruzend, nazyvame tyto body imagindrnymi
sdruzenymsi.’

Daéle se zabyva otazkou, jak pozname, zda dvé dvojice takovych bodu jsou
totozné nebo ruzné, neboli zda dvé ruzné kruznice protnou tutéz primku v téze
dvojici imagindrnich bodu. K tomu, aby si mohl na tuto otazku odpovédét, do-
kazuje radu pomocnych vét. Zabyva se vztahem mezi kruznicemi protinajicimi
se kolmo, zavadi svazek kruznic prvniho druhu, jakozto svazek, jehoz vSechny
kruznice maji dva body spoleéné a svazek druhého druhu, jehoz kruznice se
neprotinaji. Nebo jinak:

... kruznice sekouci kolmo dvé kruznice, jeZ se meprotinaji, tvori svazek
prvého druhu atd.. . .5

Na zakladé rady dokazanych tvrzeni dochézi k zavéru, ze:

... dvojice imagindrnych bodi sdruzeniych jsou totozné, jsou-li vytindny na
téze primce kruznicemi téhoz svazku, jez ma tuto primku za spolecnou chorddlu.

... dve kruznice, které se neprotinaji v bodech redalnyjch, protinaji se ve dvo-
jici imagindrnich bodi sdruzeniyjch, které lezi na chorddle téchto kruznic.”

Dnes bychom svazky prvniho respektive druhého druhu nazvali eliptickym,
resp. hyperbolickym. 7 textu je patrné, ze parabolicky svazek bychom nemohli
zatadit do zadné z téchto kategorii, ale tento je pro zkoumani naseho problému
zcela nepodstatny, jak za chvili ukazi.

Bydzovsky v zavéru prvni casti clanku nastinuje projektivni feseni tlohy,
podivejme se na néj podrobné.

Necht je tedy ddna piimka p a kruznice k. Zvolime-li na pifmce p libo-
volny bod X, jeho polara vzhledem ke kruznici k& protne piimku p v dalsim
bodé z'. O této dvojici bodu pak fikdme, ze jsou polarné sdruzeny vzhle-
dem ke kruznici k. Vsechny dvojice takovych bodu pak tvoii na p tzv. involuci
sdruzenych pélu, ovsem s vyjimkou pripadu, kdy se ptimka p kruznice k dotyka.

Podivejme se tedy na jednotlivé piipady (obr. 7.1):

4V CPMF byla prvni &st tohoto &lanku chybné vytidténa pod nazvem O immagindrngch bodech.
5[B14], str. 319.
6[B14], str. 325.
7[B14], str. 327.
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Protina-li primka kruznici ve dvou redlnych bodech A, B, jsou tyto dva
body ve vySe zminované involuci samodruzné, nebot jejich poldry vzhledem
ke k jsou tecnami ke kruznici v téchto bodech a protinaji tedy p v bodech
A" = A, B’ = B. Vzhledem k znamé vlastnosti polary plati, ze harmonicky
oddeéluji kazdou involutorni dvojici X, X'.

V piipadé dotyku maji k a p jediny realny prusecik C'. Pro libovolny bod
X € pplati X’ = C. V tomto piipadé se tedy nejednd o involutorni zobrazent,
nebot vsechny body piimky p se zobrazi do jediného bodu.

V pripadé, ze kruznice k neprotne p, dostavame piipad podobny prvni vari-
anté s tim rozdilem, ze neumime najit zadné redlné samodruzné body involuce.
Ale jelikoz plati véta ®:

... kazdd involuce md vidy dva vzdjemné rizné samodruzné proky. . .,

ma tato involuce 2 samodruzné body imaginarné sdruzené. Ve shodé s prvnim
pripadem, muzeme i tyto dva samodruzné body povazovat za pruseciky primky

p a kruznice k. V prvnim piipadé se tato involuce nazyva hyperbolicka, v po-
slednim elipticka.

B=B'

Obréazek 7.1:

Uvazujme nyni vSechny kruznice, které vytinaji na piimce p tutéz eliptickou
involuci. Necht je tato involuce ddna stfedem, tj. obrazem nevlastniho bodu
(S «— S, ), a jednou dalsi dvojici odpovidajicich si bodu X, X’. Polara
nevlastntho bodu na p vzhledem ke k je prumér této kruznice kolmy k p,
prochézejici bodem S. VSechny kruznice, které vytinaji na p tuto involuci, musi
mit stied na této primce. Polara bodu X vzhledem k libovolné kruznici svazku
prochézi bodem X’. Maji-li tyto kruznice tvorit svazek, musi mit libovolny bod
piimky p ke vSem témto kruznicim stejnou mocnost, a tedy musi byt délky
tecen z tohoto bodu vedenych ke vSem kruznicim svazku stejné dlouhé.

Dokazme to tedy pro jiz zadany bod X, pro libovolny jiny bod by byl
postup stejny. Necht ki je jedna z uvazovanych kruznic. Bod 1 je prisecik
piimky X O; s polarou bodu X vzhledem k této kruznici. Ozna¢me déle T" bod
dotyku teény ke kruznici k; vedené z bodu X. Z Eukleidovy véty o odvésné
muzeme odvodit:

| XT]* = |X1|| X0,

8Viz napf. Havlicek, K., Uvod do projektivni geometrie kuzelosecek, Praha, 1956, str. 57.
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Snadno nahlédneme, zZe trojuhelniky AX X'l a AXO1S jsou podobné. Plati
tedy pro pomeéry jejich stran vztah:

| XS X1

(X0 [XX'|

a tedy

| X1]|X 04| = | XS] XX'|.
Odtud jiz vidime, ze vzdélenost | XT'| vubec nezavisi na nami zvolené kruznici
svazku, nybrz pouze na vlastnostech dané involuce. A tedy kazda kruznice
vytinajici na p stejnou involuci, tj. protinajici p ve stejnych imaginarné sdruzenych
bodech, nalezi do svazku uréeného jednou takovou kruznici a ptimkou p, jakozto
chordalou tohoto svazku (obr. 7.2).

Obréazek 7.2:

Uvazujme nyni svazek kruznic urceny libovolnou kruznici a chordalou p.
Muzeme naopak dokazat, ze vsechny kruznice svazku vytinaji na p tutéz invo-
luci, tj. ze pro libovolny bod X a libovolnou kruznici k; palti, ze polara bodu
X vzhledem ke k; protne p vzdy v bodé X’. Z vyse uvedenych vztahu vyplyvé
rovnost

IXS||XX'| = |XT|?
Vzdélenost | XT| je pro vsechny kruznice svazku stejnd a tedy poloha bodu X’
nezavisi na volbé kruznice k;.

V druhé poloviné clanku pak autor ukazuje, jakym zpusobem lze napft.
zkonstruovat kruznici uréenou jednim realnym a dvéma imaginarnimi body,
nebo tecnou a dvéma imaginarnimi body. V zavéru tesi i tlohu sestrojit elipsu
danou stredem, smérem jedné osy a dvojici imaginarnich bodu.

Podobné tlohy, jako zde tesi Bydzovsky lze nalézt i v publikaci Imagindrni
elementy v geometrii z roku 1941, jejimz autorem je Ladislav Seifert. Narozdil
od Bydzovského zde ovsem ftesi ulohy nejen geometricky, ale i analyticky:.
V tvodu této knihy, kde Seifert zavadi zdkladni véty geometrie polohy, lze
nalézt odkaz na jednu z Bydzovského stiedogkolskych uéebnic aritmetiky .

9Bydzovsky, B., Teply S., Vygcichlo, F., Aritmetika pro VI.-VIIL. 7. st. skol, JCMF, Praha 1935.
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Jednou z mala cisté algebraickych praci Bohumila Bydzovského je ¢lanek
Sur les matrices orthogonales symétriques, ktery vysel roku 1936 v Casopise
pro péstovani matematiky a fyziky. Od té doby doslo k mensim zménam
v néazvoslovi. To, ¢im byla dfive nazyvana ortogonalni matice dnes castéji
nazyvame matici ortonormalni. Ortogondlni matici dnes nazyvame matici, pro
niz plati, pouzijeme-li Bydzovského znaceni 9, CC" = k2.J pro néjaké nenulové
redlné k', zatimco ortonormélni matice spliuje rovnost CC’ = J. Muzeme se
dnes setkat ale i s puvodnim Bydzovského nazvoslovim.

Autor se tedy v ¢lanku vénuje ortonormalnim symetrickym maticim, tj.
maticim, pro néz plati jednak C' = C”, jednak C’ = C'~!. Z téchto dvou rovnosti
jiz rovnou vyplyva tieti C? = J.

Bydzovsky v ¢lanku odvozuje, ze kazda takova matice C' je ekvivalentni
s matici J,, kterd vznikne z matice jednotkové zménou znamének u (n — p)
poslednich prvku, pticemz n zna¢i fad matice, p zna¢i hodnost matice (J 4 C').
Existuje tedy ortonormaélni matice A = (a; ;) takovd, ze

C=AJA

Diky této znalosti pak Bydzovsky dokazuje, ze kazdé ortonormalni syme-
trickd matice C, pro niz (C' 4+ J) mé hodnost p, je souc¢inem (n — p) orto-
normdlnich symetrickych matic ve tvaru (J — 2aa’), kde a jsou sloupce orto-
normalni matice A.

Vysledky Bydzovského prace se daji pékné aplikovat na skladani geome-
trickych zobrazeni v prostorech n-rozmérnych. Predpokladejme, ze ve vekto-

rovém prostoru V,, jsou dany dvé ruzné baze
H

(er....ey  {d,...d}

Matici prechodu mezi jednotlivymi bazemi nazvéme A. Pro jeji prvky a;. musi
platit vztah:

H

di = Zaire—r? (7.3)

Uvazujme nyni libovolny automorfismus ¢ prostoru V,,. Vzhledem k vyse zminovanym
bazim je ¢ reprezentovan ruznymi maticemi. Ozna¢me si matici automorfismu
¢ vzhledem k prvni bazi C' = (¢;;) a vzhledem k druhé bazi B = (b;;).

p(e) =Y e p(d) =) buds (7.4)
s t

Nyni muzeme snadno odvodit vztah, ktery plati pro matice C, B a A. Dosa-
zenim vztahu (7.3) do druhého ze vztahu (7.4) ziskdvame rovnost

(> ;&) = bjane, (7.5)
T t,s

Upravime-li levou ¢ast rovnice podle prvniho ze vztahu (7.4), dostavame

AjrCrs€Cs = bjtats €s (76)
r,S t,s

100" oznacuje matici transponovanou, J oznacuje matici jednotkovou.
HMuzeme se té7 setkat s dalsim zpusobem definice, v némz matice C je ortogonélni, pokud matice CC’
ma na hlavni diagonale kladné ¢isla a mimo ni nuly.
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Odkud jiz vyplyva vztah
Z AjrCrs = Z bjrays (7.7)
T t

ktery lze maticové zapsat AC = BA, neboli C' = A~'BA.

Predpokladejme, ze V,, je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a ze
{€{,...e,} je jeho ortonormdlni bdze. Matice C' bude ortonormalni matici
pravé tehdy, jestlize zobrazeni ¢ zachovava skalarni soucin, tj. ¢ je unitarni
automorfismus prostoru V,,. Plati pak vztah

cC'=J = O =Cc"

Je-li matice C' navic symetrickd, plati jiz vySe zminovany vztah C' = '
neboli C? = J a tedy automorfismus ¢ je navic involutorni. Kazdému ta-
kovému automorfismu lze pritadit jedinou shodnost euklidovského prostoru,
jejiz pocatek je samodruzny bod. V nasem pripadé tedy ¢ reprezentuje soumérnost
podle néjakého podprostoru V,,_, C V. Ortogonalni doplnék tohoto podpro-
storu ozna¢me V,,. Ortonormalni bazi {d_f, . cTn)} pak lze volit tak, ze

o(d) = deV,, i=12..n—p
o(d;) = —d; €V, i=n—p+1,...n.

Matice B automorfismu ¢ méa tedy tvar

10 0
01 O
00 1
-1 0
0 -1

Automorfismus ¢ muzeme dostat téz slozenim p automorfismi ¢; (kde
j = n—p+1,...,n), pro které plati

H
pi(d;) = —dj,
0i(d;) = di, 1# ],

pricemz je muzeme slozit v jakémkoliv poradi. Automorfismus ¢; je tedy repre-
zentovan matici, kterda ma na misté j-tého radku a j-tého sloupce -1, jinak jsou
na hlavni diagonale jednicky a mimo ni nuly. Jaka je vSak matice automorfismu
@; v bézi {e7,...¢,}? Je to matice

Cj - A_lBjA — A_l(J - 2DJ)A,

kde D; je matice, kterd ma v j-tém fadku a j-tém sloupci ¢islo 1, vSechny jeji
ostatni prvky jsou nulové. Proto

Cj - J - 2A_1DjA

a jeji prvek c¢;, v i-tém fadku a k-tém sloupci je

Cjik = Ojy — 2 E Aridjr sl = Oi — 2a5;Qj.

T8
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Tedy C; = J — 2d}a;, kde a; = (aj1, a2, .., a;,). Podobné jako jsme zobra-
zeni ¢ ziskali sloZzenim n — p zobrazeni ¢;, je matice C' rovna soucinu n — p
symetrickych matic C,_p11, Chpia, ...,y , pricemz opét nezdlezi na jejich
poradi.

Veskeré zde provedené tivahy a vypocty shrnuje nasledujici schéma:

Y = Pn—pt1°Pn—pr20...0¢y
C - Cn_p+1 . Cn_p+2 Cee. Cn
] T 7 7

B - Bn—p+1 . Bn—p+2 Ceelt Bn

7, predchozich odstavcu vyplyva, ze ortonormalni matice C' reprezentuje
libovolné involutorni shodné zobrazeni. Jelikoz 1ze kazdou takovou matici C'
rozlozit na vySe zminény soucin, lze tedy i kazdou involutorni shodnost slozit
z konecného poctu soumérnosti podle nadrovin.

Ovérme si tyto vysledky pro elementarni piipad. Mluvime-li o involutornich
shodnostech v roviné, jedna se vzdy o stfedovou nebo osovou soumérnost.
Kazda stredova soumérnost v roviné je reprezentovana matici

(0 )

Hodnost matice (C' + J) je 0, matice J, je tedy totozna s matici C. Ma-
tice prechodu A je pak matici jednotkovou. Stredovou soumérnost lze slozit
z osovych soumérnosti podle os x, y, které jsou reprezentovany po radé mati-

cemi
1 0 -1 0
0o —1 )’ o1/

Prvni z matic ale ziskdme také jako matici (J — 2aa’), kde a je druhy sloupec
matice jednotkové. Druhou z matic pak ziskdme jako matici (J — 2b0'), kde
b je prvni sloupec matice jednotkové. Souc¢inem obou matic ziskdme puvodni
matici C.

Vétsiho smyslu nabyvaji Bydzovského vysledky az pro zobrazeni v prosto-
rech dimenze alespon 3. Vezméme si napiiklad symetrii podle ptimky v troj-
rozmérném euklidovském prostoru. Necht tato pifmka prochdzi pocitkem a je
déle urcena nenulovym vektorem W = (u,v,w).

Matice tohoto zobrazeni ma tvar:

u?—v2—w? 2uv 2uw
u2+02+w2 u2+02+w2 u2+v2+w2

C — 2uv —u?4v2—w? 2vw
u2+02+w2 u2+02+w2 u2+v2+w2
2uw 2vw —u?—v?4w
u2+02+w2 u2+02+w2 u2+v2+w2

Hodnost matice (C'+ J) je 1, je tedy ekvivalentni s matici

1 0 0
J,=10 -1 0
0 0 -1

Tato matice odpovida matici B, pouzijeme-li znac¢eni zavedené na predchozich
strandch. K matici .J, bychom mohli dospét i tim zpusobem, ze bychom sou-
stavu soutadnic zvolili tak, aby dana primka splynula s osou x, pricemz hledana
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matice A je tvaru

- u - v - w
VaZt o tw? Va2t tw? Va2t tw?
A — v __ _u 0
= VTR el
—uw —vw u2+v2

VuZ+o2+w2Vu2+02 Vu2+o+w2Vu24+02 Va2 o2 +w2vu2 402

Snadno nahlédneme, 7e matice A je ortonormélni, tedy, Ze plati AA~! = J.
Symetrie podle osy x se da slozit ze symetrii podle rovin y = 0 a z = 0.
Symetrie podle roviny z = 0 je reprezentovana matici

Odpovidajici matice C7, neboli matice, reprezentujici tentyz automorfismus,
oviem vzhledem k ptvodni bézi, je pak ddna vztahem C;, = A~'B;A nebo
téz C; = J — 2A7 D, A, kde D, je matice, kterd ma na misté tietiho rfadku
a tretiho sloupce 1, jinak vsude 0.

w4 2uvi ot 4vlw? —ulw? —Quvw? 2uw
(u2+v?) (u2+v24w?) (u2+v?) (u2+v24w?) (u2+v2+w?)

C o —2uvw? ut2u2 vl Fottulw?—v2w? 2uw
1 — (u2+v2)(u2+v2+w2) (u2+v2)(u2+v2+w2) (u2+v2+w2)
2uw 2vw w2 —u2—v?
(u2+v2+w?) (u2+v2+w?) (u2+v24w?)

Symetrii podle roviny y = 0 lze vyjadrit matici

1 0 0
By=|10 -1 0
0 0 1

Stejné jako v predchozim pifpadé je matice Cy rovna soucinu matic A= By A,
a tedy

_ —uP? 2uv 0
(u2+v?)  (u? +v22
02 — 2uv —u’4v
@+ @)
0 0 1

Snadno se ovéri, ze soucinem matic C; a Cy je matice C' a tedy ze se nam
podarilo nalézt rozklad ortonormalni matice C' na souc¢in elementarnich matic
reprezentujicich soumérnosti podle nadrovin.

Dalo by se ve stru¢nosti tici, ze Bydzovsky v této praci ukazal, ze kazda invo-
lutorni shodnost se da slozit ze soumérnosti podle nadrovin, i kdyz to takto jed-
noduse neformuloval, dokonce ani nezminil souvislost maticového poctu s jed-
noduchymi geometrickymi zobrazenimi, i kdyz si muzeme byt témeér jisti, ze o
ni vedel.

Posledni praci, kterou zde zminim, je ¢lanek Redlné body hyperoskulacéni
algebraickych krivek rovinniych, ktery vysel v Casopise Rozpravy ceské
akademie roku 1916. Bydzovsky se v této praci snazi nékteré véty platici pro
inflexni body kubickych kiivek v jistém smeéru zevseobecnit pro body kiivek
vyssich stupnu. Inflexni bod je pro kubiku bodem hyperoskula¢nim, t.j. ta-
kovym, v némz ma tecna s kiivkou stupné n dotyk n-bodovy. Préice se omezuje
pouze na realné hyperoskulacni body.
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Bydzovsky vychazi z jednodussiho pripadu, kdy m& krivka n-ho stupné 3
realné hyperoskulacni body. Soustavu soutadnic voli tak, ze prvni dveé hy-
peroskulacni tecny splynou se souradnicovymi osami

1 =0, 13 =0,
jim odpovidajici hyperoskulacni body definuje podminkami
o —ax3 =0, xr3—x; =0.
Tteti hyperoskulacni bod pak Bydzovsky voli na ose
r3 = 0.

Je-li navic
1T + Qo + 3Ty = 0

rovnice tfeti hyperoskulacni tecny, je hledana kiivka dana rovnici
(Oéll'l + Qoo + Oégl’g)un_l(l’l, T, 1’3) + l’g = 0, (78)

kde w,_1(x1, 29, 23) je forma (n — 1)-ho stupné. V dalsim textu pak autor
zjistuje, jaké podminky musi dand kiivka spliiovat, aby méla skuteéné pifmku
r1 = 0, resp. x5 = 0, za hyperoskulacni tecnu, tj. aby se rovnice kiivky po
dosazeni dané podminky redukovala na n-tou mocninu dvojclenu xy — x5, resp.
T3 — Xq.

Dochéazi k tomuto zavéru:

Ma-li redlnd krivka tri redlné body hyperoskulacni, leZi tyto body na primce,
je-li stuperi krivky lichy; je-li sudy, lezi bud na primce, nebo na kuZelosecce,

jez se v téchto bodech krivky dotijkd.'?

Lezi-li hyperoskulaéni body na pifmce (n sudé nebo liché), 1ze rovnici kiivky
vyjadrit nasledovné. Je-li tato pifimka dana rovnici p = 0 a tecny v téchto
bodech p; =0, p, =0, p3 =0, je jeji rovnice

P" + pipapstn—3(x1, xe, x3) = 0.

Lezi-li tyto body na kuzelosecce (n sudé) o rovnici k = 0, jejiz tecny v téchto
bodech jsou dany rovnicemi ¢t; = 0, to = 0, t3 = 0, je podle Bydzovského
kiivka dana rovnici

k‘% + tltgtgun—2(x1>$2>$3) =0.

Zde se ziejmeé jedna pouze o prepis, protoze je-li forma u stupné n—2, tecny
t1,ts, t3 kazda stupné prvniho, tato kiivka by byla stupné (n+ 1). Sprdvné ma
byt forma u z predchoziho vztahu stupné (n — 3), podobné jako v predchozim
pripadeé.

Bude-li pocet hyperoskulacnich bodu vétsi nez 3, lze z predchozich pravidel
snadno odvodit nové pravidla pro tyto body:

...pro n liché lezi vsechny na primce, jezto kazZdy cturty lezi na primce
uréené dvéma z pivodnich tii.'3

12(B33], str. 7.
13[B33], str. 8.
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7 ¢ehoz vyplyva, ze kazda kiivka n-ho stupné pro n liché muze mit nejvyse
n hyperoskulacnich bodu. Pro kiivky sudého stupné lze pak odvodit vétu
nasledujici.

Jestlize tri redlné body hyperoskulacni krivky stupné sudého leZi na primce,
lezi na této primce vsechny ostatni. NeleZi-lv Zadné tri realné body hyperoskulacni
na primee, pak leZi na kuZelosecce, jeZ se dotyjkd v nich krivky.**

A tedy i pro n sudé muze mit kiivka maximélné n hyperoskulaénich bod.
Jsou to totiz opét bud’ pruseciky vyse zminéné pifmky s kiivkou, nebo viechny
body dotyku kuzelosecky s kiivkou, jichz muze byt nejvyse n, nebot je kazdy
pocitan s nasobnosti alespon 2.

| 10
[
8
L6
y
L4
J 72
_10 _8 6 4 2 2
X
2

Obréazek 7.3:

Ukazme si vSe alespon na jednom konkrétnim ptipadu. Vezméme si kiivku
¢tvrtého stupné se tiemi hyperoskulacnimi body lezicimi na kuzelosecce

T1To — X123 — Toxz = 0, (7.9)
tecny v nich necht jsou dény rovnicemi
Ty = T3, T3 =T, To = —T1. (7.10)
Forma u,,_3(x1, T, x3) necht je tvaru
T = 0.
Kvartika je pak dana rovnici

(z129 — 123 — 22w3)? + (12 — 23) (71 — 23) (71 + 22) (T2) = 0. (7.11)

14B33], str. 9.
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Soufadnice hyperoskula¢nich bodu, lezicich na této kvartice, jsou (1,0,0),
(0,1,0) a (0,0,1). Kfivky (7.11), (7.9) a (7.10) jsou znazornény na obrézku
7.3.
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Kapitola 8

Vysokoskolské ucebnice

Profesor Bohumil Bydzovsky se béhem svého dlouhého pusobeni na akade-
mické pudé vénoval nejen véde, ale také, a to predevsim, svym studentum.
Napsal pro né fadu ucebnic, z nichz vétsina je vénovana zakum vyssich tiid
realnych skol a redlnych gymnazii, t¥i jsou vénovany studentum vysokych skol,
respektive nadanéjsim studentum skol stiednich.

Roku 1909 probéhla na ¢eskych skoldch Marchetova ! reforma uéebnich
osnov. V jejim ramci byla pfijata rovnéz nova osnova pro matematiku, kterd
reagovala na evropské reformni ndvrhy ? modernizovat matematické vzdelan.

Jednota ¢eskych matematiku a fyziku tehdy povérila nékolik svych zastupcu
sepsanim novych ucebnic. Na Bohumila Bydzovského pripadl kol sepsat uc¢ebnice
aritmetiky a algebry pro vyssi tiidy stfednich skol.

Nové ucebnice se od starsich ligily hlavné snahou autoru o vysvétleni pod-
staty veskeré predkladané problematiky. Latka je zpracovana do logicky uspotadaného
systému.

Zdk se béhem studia setkdvd s jednotlivymi matematickymi pojmy nékolikrdt,
pricemz pri kazdém novém ndvratu k problematice byla latka metodicky i kon-
cepcné vykladana s vétsi obecnosti, pri vyuZiti predchozich zkuSenosti, tj. na
kvalitativne vyssi drovni. Tak mohla byt dana troven abstrakce uciva mnohem
lépe do souladu s vékem Zdki. >

Bohumil Bydzovsky tedy v letech 1910 az 1912 sepsal celkem Sest ucebnic 4,
které jsou vesmés vénovany aritmetice, pouze Sbirka uloh z matematiky pro
vyssi tridy strednich skol ([B24]), kterou autor napsal spole¢né s Janem Vojtéchem,
se vénuje aritmetice a geometrii °. Vsechny tyto ucebnice se dockaly fady
dalsich vydani, nékdy nezménénych, jindy mirné nebo zcela prepracovanych.

Jednim z motivu pro pozdéjsi prepracovani ucebnic byly dalsi zmény os-
nov vyuky matematiky na stfednich skolach z roku 1933. Spoluautory téchto
novych vydani ¢ byli vesmés Stanislav Teply, Frantisek Vy¢ichlo a jiz zmifiovany

LGustav Marchet byl v obdobi 2.6.1906-15.11.1908 &eskym ministrem kultu a vyucovani v ramci
Habsburské monarchie.

2Roku 1905 byl na shromézdéni némeckych piirodovédci v Meranu piijat tzv. meransky program jehoz
obsahem byl niavrh reformy matematicko-fyzikalniho vzdéldvani.

SPotucek, J., Vijvoj vyucovdni matematice na Geskyjch strednich skoldch v obdobi 1900-1945 II.ddl, Pe-
dagogické fakulta ZCU v Plzni, 1993, str. 17.

4Jedn4 se o prace [B15],[B16],[B18],[B19], [B22] a [B24].

5Bydzovsky je autorem aritmetické césti, Vojtéch je autorem geometrické Césti.

6[B79],[B80],[BSS].
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Jan Vojtéch. Tehdejsi reforma skolstvi se snazila o unifikaci studijnich plant
vsech typu strednich skol, a tedy z ucebnic pro realné skoly, gymnézia a realnd
gymnazia vznikaly jednotné ucebnice. Obsahova néapln nezaznamenala vyraznych
zmeén, ty se projevily spise v uspotradani uciva.

Teémto stfedoskolskym uéebnicim se podrobné vénuje jiz zminovana diser-
tace Ladislavy Francové Zivot a dilo Bohumila Bydzovského, ve které je rovnéz
proveden rozbor prvnich dvou ucebnic vysokoskolskych. Z duvodu uplnosti své
prace jsem do této kapitoly zaradila rozbor vsech tii vysokoskolskych ucebnic
Bohumila Bydzovského, tedy nejen ucebnice Uvod do algebraické geometrie,
jejimz podkladem byla fada Bydzovského védeckych ¢lanku.

8.1 Uvod do analytické geometrie

Prvni Bydzovského ucebnice, zamérend svym obsahem na studenty vysokych
skol, vysla roku 1923 a jeji naplni jsou zdkladni partie z analytické geomet-
rie. Tato ucebnice byla vydédna s upravami jesté dvakrat a to v letech 1946
a 1956. Ucebnice je pomérné rozsahla, jeji prvni vydani ma 408 stran, tfeti do-
konce 491 stran. Prace je rozdélena do dvou dilui, analytické geometrie v roviné
a analytické geometrie v prostoru, které jsou dale ¢lenény do kapitol, paragrafu
a odstavcu. Bydzovsky byl puvodné pripraven napsat pouze uvod do analy-
tické geometrie v prostoru, vybor Jednoty ¢sl. matematiku a fyzika jej vsak
pozadal, zda by podobny tvod nesepsal i pro rovinnou analytickou geometrii.
Bydzovsky o podstaté analytické geometrie pise:

Analytickd geometrie studuje vlastnosti geometrickyjch utvari prostredky pocetnimi
(analytickymi) opirajicimi se o zavedeni souradnic.

Dulezita ¢ast analytické geometrie je t. zv. geometrie diferencidlnd (¢. infi-
nitesimdlni), k niz vede dusledné uziti infinitesimdlniho poctu na geometrické
wvahy. Obycené se vsak nazvu ,analytickd geometrie“ uZiva — a tak je tomu
také v této knize — ve smyslu uzZsim, tak totiz, Ze se z ni uvahy infinitesimdlni
(iplné nebo velkou vétsinou) vylucuji, takze pocetni prostredky, jichz se vyuzivd,
jsou omezeny na algebru. *

Prvni dil u¢ebnice je rozdélen do sedmi kapitol, které jsou dale ¢lenény do
paragrafu a odstavcu. Prvni z nich nese nazev Ulohy zakladni. Bydzovsky
zde zavadi soutadnice v orientované piimce, vysvétluje pojem délici pomér,
pricemz upozornuje, ze jeho hodnota nezavisi ani na zvolené orientaci primky,
ani na zvolené jednotce. Za pomoci délictho poméru a matematické indukce

piimce:

mir, + Moo + ...+ MyTy
To = > (81)
mi+mo+...+my,

kde x;, respektive m; jsou soutadnice jednotlivych bodu soustavy, respektive
hmoty, soustifedéné v jednotlivych bodech.

Déle autor zavadi pojem dvojpomér Ctyf kolinearnich bodu a dokazuje,
ze jeho hodnota se neméni linedrni substituci. Autor ma na mysli substituci

7[B47], str. 9.
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vyjadienou rovnici

ar +b

cx+d
kterou bychom dnes nazvali substituci linearné lomenou. V dalsim textu defi-
nuje souradnice bodu v roviné, osu z nazyva osou usecek, osu y osou poradnic.
Rozlisuje souradnice pravouhlé a kosouhlé, podle toho, zda duty thel 9, jez
sviraji osy  a y je ¢i neni pravy. Castéji nez s pojmem duty thel se v dnesnich
ucebnicich setkame s nazvem konvexni, iihel konkavni se v tehdejsi terminolo-
gii nazyval vypukly. Dale hovoii o orientaci soustavy podle vzajemné polohy
oS T ay.

Ve druhé casti prvni kapitoly nazvané smeérové thly, Bydzovsky definuje

tthel dvou orientovanych piimek v orientované roviné (pq), jako

...ten whel mensi nez 2w, o ktery je nutno otociti ve smyslu kladném primku
p kolem jejiho priseciku s primkou q, aby s touto primkou splynula i co do
smyslu.

Bydzovsky zde odvozuje znamy vzorec, ktery iikd, ze délka pravoihlého
prumétu tusecky o délce a na piimku, s niz tato usecka svira thel ¢, se
rovna acos . Nahradime-li tsecku lomenou carou, lze tuto vétu zobecnit
nasledujicim zpusobem:

Soucet pruméti stran lomené édary rovnd se prumétu spojnice pocdtecniho
bodu lomené ¢dry s bodem koncoviym. °

Kosiny uhlt « a 3, jez svird orientovana piimka se soutradnicovymi osami,
autor nazyva smerovymsi kosiny a ukazuje, ze dvéma smérovymi kosiny je urcen
pravé jeden smér. Bydzovsky odvozuje vzajemny vztah mezi smérovymi thly
«, # dané orientované primky a thlem 1) kosotuhlych souradnych os z, .

1 cosa cosf
cosa 1 cost | =0
cos3 cos? 1

V posledni casti prvni kapitoly se autor podrobné vénuje transformacim
stupné celou problematiku zobecnuje. Za¢ina transformaci posunutim a pies
transformaci pravothlych souradnic v kosouhlé o stejném pocatku, respektive
kosouhlych soutadnic v kosoihlé o stejném pocatku se dostava az k transfor-
maci zcela obecné, tj. takové v niz se zméni jak pocatek soustavy souradnic, tak
sméry os. Ve vSech piipadech odvozuje rovnice transformaci v obou smérech
a ukazuje, ze

Obecnda transformace souradnic v roviné je vyjddrena celistvou linedrni sub-
stituct proménnijch; modul této substituce je roven £ sin’ : sind, kde 9 je ihel
puvodnich, ¥ ihel novijch os souradnijch, pri cemz znaménko + plati, kdyz ori-
entace obou soustav jsou stejné, znaménko —, jsou-li opacné.

Modul substituce je determinant sestaveny z koeficientu pti novych proménnych

v substitucnich rovnicich. Ten je roven +1 v pripadé, ze navzajem transfor-
mujeme pravouhlé soutadnice se spolecnym pocatkem. Autor dale vysvétluje

8[B47], str. 10.
9[B47], str. 12.
10[B47], str. 24.
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souvislost se zakladnimi transformacemi roviny, tj. s posunutim, otacenim,

¢i obecnym pohybem roviny. Pro blizsi priblizeni latky Bydzovsky ukazuje
moznost aplikace transformace soutadnic na vypocet obsahu trojihelniku. Oznacime-
li soutadnice vrcholu trojihelniku (z;,y;), (i =1,2,3), 1ze jeho obsah vyjadrit

jako determinant

1 T1 U 1
A= 5 sin T2 Y2 1
r3 ys 1

Bydzovsky jesté dopliuje, ze tento vyraz bude kladny resp. zdporny, podle
toho v jakém smyslu obihdme zadany trojihelnik.

Déle se autor vénuje rovnéz polarnim soutadnicim a zcela obecnym kiivocarym
soutadnicim.

Zvolime v roviné dvé soustavy car takové, aby kaZdd cdra jedné soustavy
protinala kaZdou caru druhé a aby mimo to kaZdym bodem roviny prochdzela
jak cdra jedné, tak druhé soustavy. KaZdy bod je pak urcen jako prusecik dvou
téchto car, jedné z kazdé soustavy. Jestlize pak dovedeme néjak urciti a vyjddrit
kazdou c¢aru téchto soustav cislem, lze pokladati ¢isla, jimiZ jsou vyjadreny ty
dvé krvky, jez se v daném bodu protinaji za soutadnice tohoto bodu v Sirsim
smyslu. 11

Kapitola je zakoncena Sestatiiceti tilohami k procviceni latky. Svou néaroénosti
ulohy odpovidaji studentum prvnich roéniku vysokych skol, pro néz byla uc¢ebnice
prevazné urcena.

Druha kapitola se jmenuje Pfimka. Autor se v ivodu vraci k tloze o obsahu
trojuhelniku, lezi-li totiz tfeti vrchol P(x,y) na spojnici vrcholu Py(xq,y1),
Py(x1,y2), je obsah trojihelniku PP; P, roven 0.

1 oy 1
Ty Y2 1| =2(yr —y2) +y(@1 — 22) + (212 — 12y — 1) = 0.
r y 1

Bydzovsky poukazuje na geometricky vyznam koeficientu této rovnice:

...koeficienty pri promeénnijch jsou pruméty usecky omezené danymi body do
obou os; élen absolutni je roven dvojndsobnému obsahu trojihelniku O Py P,. 12

Vyse uvedenou rovnici pak prepisuje do tvaru
Ar+ By +C =0,

kde (A, B) # (0,0), v opacném piipadé by totiz body Py, P, byly totozné. Je-
likoz je primka dvéma svymi body jednoznacné urcena, lze tedy kazdou piimku
vyjadrit vyse uvedenou rovnici. V dnesnich ucebnicich se jiz s takovymto za-
vedenim rovnice piimky nesetkame. Autor se poté specidlné vénuje tvarum
této rovnice pro pirimky prochazejici pocatkem ¢i rovnobézné s nékterou ze
soutfadnicovych os. Pro pifmky neprochazejici pocatkem, které nejsou rov-
nobézné s nékterou ze souradnicovych os, pak definuje tzv. iisekovy tvar rovnice
primky a upozornuje na vyhodnost tohoto tvaru pro sestrojeni piimky:.

A O
a+b—1,a— A,b— 5

11[B47], str. 31.
2[B47], str. 34.
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Déle autor zavadi parametrické rovnice primky a odvozuje vzorec pro vzdalenost

bodu od primky. Hleda rovnéz prusec¢ik dvou piimek a jejich thel. Veskeré
vypocty provadi v kosouhlych souradnicich, které si ¢tenar snadno sam muze
prevést na soutadnice pravouhlé.

Déle zavadi pojem svazek piimek a uvadi nutnou podminku pro to, aby tii
primky L;, Ly, L3 o koeficientech A;, B;, Cy, (i = 1,2, 3), nalezely svazku:

Al Bl Cl
Ag BQ C2 - 0
As Bs Cj

V tom pripadé, lze pak rovnici treti ptimky vyjadrit jako kyLy + koLo = 0,
kde alespon jedno z ¢isel ky, ko je nenulové.

V dalsi ¢asti se autor vénuje nevlastnim bodum, které zavadi jako spolecny
bod dvou rovnobéznych primek. Zamysli se nad tim, jak nevlastni body ¢iselné
vyjadiit, jelikoz na rozdil od bodu vlastnich je nelze vyjadiit kartézskymi '3
soufadnicemi.

Nevlastni bod spojnice dvou bodu je ciselné vystizen tim, Ze md vzhledem
k téemto dvema bodum délici pomeér roven 1.

Tento délici pomeér zustane tyz, i kdyz volime na primce jiné dva body
zakladni.

Primka ma jediny nevlastni bod; v tomto bodu ji protinaji vsechny primky
s ni rovnobéiné. 14

Bydzovsky dale zavadi homogenni soutadnice, ¢imz odstranuje nedostatek
dvojiho ciselného vyjadieni bodu vlastnich a nevlastnich. Vyjadiuje rovnici
piimky v homogennich soutadnicich a popisuje vyhody takového zapisu. Autofi
Studnicka !9, pouzivali homogennich soutradnic jen ziidka. D4 se fici, Ze v tomto
sméru je Bydzovského ucebnice o krok dale, jeji vysledky jsou kompaktnéjsi.

V zavéru kapitoly se autor zabyva bodovymi radami a svazky ptrimek. De-
finuje dvojpomér v bodové fadé a ukazuje, ze je invariantni vuci promitani
svazkem piimek o libovolném stiedu. Rovnéz zavadi dvojpomér ve svazku
piimek a poukazuje na jeho souvislost s dvojpomérem v tadé. Zavér kapi-
toly je doplnén dvaaSedesati ulohami na procviceni latky. Vesmés se jednd o
ulohy zadané obecné, ne pomoci konkrétnich ¢iselnych parametru.

Dalsich pét kapitol prvniho dilu uéebnice je vénovano kuzeloseckam. Jejich
zakladni vlastnosti popisuje kapitola tieti. V iivodu Bydzovsky definuje al-
gebraickou kiivku, stupen algebraické kiivky a ukazuje, ze se stupen neméni
transformaci souradnic. Obecnou rovnici kuzelosecky zapisuje ve tvaru

a1 ®® + azny® + 2a197y + 2a137 + 2093y + azz = 0,

kde a;; jsou realna ¢isla. Ucelnost zptusobu znaceni koeficientt vysvitne teprve,
pokud pfevedeme rovnici do soutadnic homogennich, kde index 1 odpovida
proménné z, index 2 proménné y a index 3 proménné z.

anx® + axny® + ass2® + 20190y + 201302 + 2a93yz = 0 (8.2)

13Bydzovsky pouzivé stardf ndzev Descartesovy soufadnice.

14[B47], str. 51.

15Skiivan, G., Zdkladové analytické geometrie v roviné, Praha, 1864.
16Studnicka, F. J., Uvod do analytické geometrie v roviné, Praha, 1902.
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Déle Bydzovsky vysetiuje pruseciky kuzelosecky s ptrimkou. Pro pripad, ze
piimka kuzelosecku neprotne v redlnych bodech, zavadi body imaginarni a hovoii
téz o imaginarnich pirimkéach. Podrobnéji se zabyva téz pripadem, kdy primka
kuzelosecku protina ve dvou splyvajicich bodech a je tedy jeji te¢nou. Bydzovsky
uvazuje i piipad, kdy ma primka s kuzeloseckou vSechny body spoletné a je
tedy jeji soucasti. Zavadi kuzelosecku slozenou, odvozuje jeji rovnici jako souc¢in
dvou linearnich mnohoclent popisujicich ptimky, z nichz se kuzelosecka sklada.
Déle definuje diskriminant kuzelosecky jako determinant sestaveny z koefici-
entu rovnice (8.2), popisuje vyznam hodnosti diskriminantu a zabyva se sin-
gularnimi body kuzelosecek.

V dalsi ¢asti této kapitoly se vénuje polarnim vlastnostem kuzelosecek. Defi-
nuje polaru bodu vzhledem ke kuZelosecce zvlast pro body mimo kuZelosecku
a zvlast pro body lezici na kuzeloseéce. Odvozuje rovnici poldry, vysvétluje
souvislost mezi tecnami kuzelosecky vedenymi bodem nelezicim na kuzelosecce
a polérou tohoto bodu a rovnéz se vénuje konstrukci polary pro kuzelosecku
slozenou.

Teprve v dalsi kapitole provadi tFidéni kuzelosecek podle poctu pruseciku
s nevlastni primkou, jez ma v homogennich souradnicich rovnici z = 0. De-
finuje pojem stied kuzelosecky a rozlisuje kuzelosecky stiedové a nestredové.
V dalsim textu seznamuje ¢tenafe s pojmy osy a hlavni sméry kuzelosecky;,
vhodnou volbou soufadnicové soustavy prevadi rovnici kuzelosecek vSech typu
do tzv. normalniho tvaru. V zaveéru této kapitoly shrnuje pfedchozi vysledky
do ptehledné tabulky, kterd nam podava jednoduchy navod, jak zjistit ,ja-
kost* kuzelosecky. Pismenem A oznacuje diskriminant kuzelosecky, A;; znaci
subdeterminanty A.

A. KuZelosecky jednoduché: A # 0.

a) Agz > 0; elipsa (kruznice, jestlize ajo = 0,a11 = as); elipsa je redlnd,
jestlize ajn A < 0 (nebo axA < 0); imagindrni, jestlize a;1 A < 0 (nebo
a22A < 0)

b) Assz < 0; hyperbola (jez je vidy redlnd).

c) Asz = 0; parabola (jez je vidy redlna).

B. Kuzelosecky jednoduché: A = 0.

a) Asz > 0; dvé primky imagindrni sdruzené, riznobézné.

b) Ass < 0; dvé primky redlné ruznobéziné.

c) Asz = 0; dvé primky rovnobézné. Je-li ayy # 0 jsou primky redlné rizné,
kdyz Ass < 0,imagindrni sdruzené, kdyz Ass > 0, redlné totoiné, kdyz

Agy = 0. Je-li ayy = 0 (je vidy Asy = 0), rozhoduje se zcela stejné podle
hodnoty Aqp. 17

Nasleduji dva tesené piiklady, na nichz autor vysvétluje probranou teorii,
a dalsich triasedmdesat prikladi nefesenych, které jsou uvedeny bez vysledku.

V dalsi kapitole se Bohumil Bydzovsky vénuje kruznici. Uvadi ruzné tvary
jeji rovnice, rozlisuje kruznice redlné , imaginarni a kruznici nulovou. Ukazuje,
ze nulova kruznice, jejiz rovnice ve stiedovém tvaru je

(. —m)*+ (y —n)* =0,

17(B47], str. 113-114.
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je slozena ze dvou imaginarnich ptimek, Ize ji totiz zapsat ve tvaru

[(z —m) +i(y = n)][(z —m) —i(y = n)] = 0.

Jedna se tedy o kuzelosecku slozenou. Bydzovsky kruznice slozené zkouma
podrobnéji a dokazuje vétu:

Kruznice miZe se rozpadnouti dvojim zpiusobem: bud rediné, totiz ve dvé
primky redlné, z nichz (alesponi) jedna je nevlastni ; nebo imagindrné, totiz ve
dvojici primek isotropickych. '8

Autor rovnéz definuje pojem kruhovy bod, isotropickou primkou pak nazyva
spojnici libovolného bodu s bodem kruhovym. V dalsim hleda spole¢né tecny
dvou kruznic a prislusné stiedy stejnolehlosti. Definuje svazek kruznic rovnici

k1 Ky + koK = 0,

kde Ki(x,y,z) = 0, Ko(z,y,z) = 0 jsou rovnice dvou zdkladnich kruznic
svazku, pomeér o nazyva parametrem svazku. Z nasledujici definice je patrné,
ze rozliSuje ¢tyfi typy svazku, prvni tfi z nich bychom dnes nazvali elipticky,

hyperbolicky a parabolicky svazek.

Souhrn kruznic prochdzejicich danymi dvéma body redlnymi; nebo dvéma
imagindarnimi body sdruzenymi; nebo bodem danym, v némz maji vsechny spolecnou
tecnu; nebo koneéné souhrn kruinic o daném stiedu je svazkem kruznic. **

V dalsim Bydzovsky vySetiuje vlastnosti svazku kruznic, definuje pojmy
centrala a chordala svazku, zkouma za jakych podminek je dana kruznice kolma
ke dvéma kruznicim svazku a dokazuje véty:

Kruznice ortogonalni ke dvema danym jsou ortogondlni ke vsem kruznicim
svazku urceného téemito dvema dangymi.

Kruznice ortogondlni ke vsem kruznicim svazku tvori rovnéz svazek, jehoZ
chorddlou je centrdla a centrdlou chorddla svazku. 2°(obr. 8.1)%

Obrazek 8.1:

18[B47], str. 124.
19B47], str. 133.
20[B47], str. 138.
210brazek byl prevzat z Bydzovského prace.
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Velice podrobné se zde autor vénuje také kruhové inverzi. Bod P’ je inverzni
vzhledem k bodu P v kruhové inverzi se stiedem O (O, P, P’ kolinearni),
jestlize je splnéna podminka

|OP|-|OP'] = |kl,

kde k je dand nenulové konstanta. Tato konstanta je kladna, lezi-li bod P’
na polopiimce OP, v opactném piipadé je k zaporné. Bydzovsky odvozuje
vztahy mezi souradnicemi libovolné dvojice bodu P, P'. Zduraznuje, ze az na
tTi vyjimky odpovida kazdému bodu v inverzi jediny bod. Tyto vyjimky tvori
stfed inverse a kruhové body, jimz odpovidaji celé ptimky. Podrobné rozebira,
jak se v inverzi zobrazi ptimka, resp. kruznice a hledd samodruzné kruznice
inverze.

Predposledni kapitola prvniho dilu ucebnice nese nazev Prameérové a oh-
niskové vlastnosti kuzelosecek. Bydzovsky zde definuje sdruzené prumeéry
kuzelosecky jako sttedni pticky rovnobézniku kuzelosecce vepsaného. Dnes je
obvyklejsi definovat sdruzené prumeéry jako dva prumeéry, z nichz kazdy je
polarné sdruzen se smérem druhého. Je zajimavé, ze se Bydzovsky o této
moznosti nezminuje, ackoli polarni vlastnosti kuzelosecek jsou v ucebnici vysvétleny.
V dalsim textu pak nalézame souvislost sdruzenych priumeéru s osami elipsy a je
podén névod jak osy zkonstruovat pomoci tzv. Rytzovy konstrukce. Bydzovsky
v textu nazev konstrukce neuvadi, ackoliv byl v jeho dobé jisté znamy. Autor
dale zkouma, za jakych podminek jsou dveé kuzelosecky stejnolehlé, definuje po-
jem ohnisko kuzelosecky a podrobné zkouma jeho vlastnosti. Zabyva se rovnéz
kuzeloseckami konfokalnimi (viz obr. 8.2)%%:

Kazdym bodem roviny prochdzeji dvé kuzelosecky o danych (redlnych) ohniscich;
jedna je elipsa, druhd hyperbola.

Stredové kuZelosecky navzdjem konfokdlni jsou vsechny vepsany do téhoz
Ctyrstranu, jehoZ strany jsou dvé dvojice isotropickych primek. Obrdcené sou-
hrn kuzelosecek vepsangjch do takového ctyrstranu je totozny se soustavou kuzelosecek
konfokdlnich; rediné priseciky onéch dvojic jsou spoleénd redind ohniska. 3

Obrazek 8.2:

Vsechny takové kuzelosecky lze psat pomoci nésledujici rovnice, kde k je

220brazek byl vytvoren podle origindlu z Bydzovského préce.
23B47], str. 185.
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proménny parametr, a a b jsou poloosy nékteré elipsy soustavy (a > b).

:]_. .
RN (8.3)

Kdyz k stoupd od —oo je kuZelosecka nejprve elipsa, jejiz poloosy stdle
klesaji, pri ¢emz délka hlavni osy se blizi délce 2e, aZ se elipsa smrsti na
dvogndsobnou usecku omezenou obéma ohnisky (pro k = b*); pak prejde v hy-
perbolu, jeZ se nejprve tésne primykd ke dvojnasobné zbyvajici ¢asti osy hlavnt,
jejiz hlavni osa je mensi nezZ zminénda usecka a stale se zmensuje, kdezto osa
vedlejsi roste, aZ — pro k = a® — hyperbola prejde ve dvojndsobnou osu ved-
lejsi.(viz. obr.) 24

Budeme-li fesit rovnici (8.3) pro konkrétni bod roviny (xg,yo) vzhledem
k neznamé k, snadno nahlédneme, Ze po tpraveé tato rovnice

K+ k(af + y5 — a® — b%) + a®b* — b?af —aPyp =0
méa s vyjimkou ohnisek vzdy dva realné ruzné koteny, z nichz jeden lezi
v intervalu (—oo, b?), druhy v intervalu (b?, a?). Piislusi tedy ke kazdému ta-
kovému bodu jedind dvojice konfokalnich kuzelosecek, elipsa a hyperbola, které
se v tomto bodé protinaji. Bydzovsky v ucebnici timto zpusobem zavadi elip-
tické soutadnice bodu, podobné odvozuje i parabolické souradnice pomoci dvou
opacné orientovanych souosych konfokalnich parabol.

V posledni kapitole ¢asti vénované rovinné geometrii, kterd se nazyva Po-
drobnéjsi vlastnosti kuzelosecek, se autor vénuje projektivnimu vytvoreni
kuzelosecek. Dokazuje, ze kuzelosecka je jednoznacné urcena péti body a podava
nékolik ndvodu (napt. pomoci Pascalovy véty), jak z danych péti bodu sestro-
jit neomezeny pocet dalsich bodu. Dale zkouma vlastnosti tecen kuzelosecky
v souvislosti s polaritou. Ukazuje, ze kuzelosecka je urcena rovnéz péti svymi
tecnami a dokazuje vétu dualni k Pascalové vété, takzvanou vétu Briancho-
novu.

Véty, které v této kapitole Bohumil Bydzovsky dokazuje, jsou zékladem tzv.
projektivni geometrie kuzelosecek. Jak sam autor piSe, podrobné studium této
partie geometrie se vSak vymyka ramci této knihy. Pravé z tohoto duvodu je
Bydzovsky v pozdéjsich dvou vydanich u¢ebnice vynechal.

V zavéru kapitoly se jesté vénuje kiivosti kuzelosecek, odvozuje vzorce pro
uréeni poloméru a stiedu kiivosti zvlast pro kuzelosecky stfedové a pro para-
bolu, definuje pojem evoluta kiivky. Déle fesi ilohu sestrojeni normély k dané
kuzelosecce vedené z bodu na ni nelezicim.

Druhy dil ucebnice je vénovan geometrii v trojrozmérném prostoru. Je
stejné rozsahly jako dil prvni a je rozclenén do osmi kapitol. V iivodni kapitole
nazvané Ulohy zakladni Bydzovsky definuje soutadnice bodu a vysvétluje
jejich geometricky vyznam, zavadi orientaci soustavy soutradnic. Na rozdil od
prvniho dilu pouziva vyhradné soutradnice pravouhlé, kosotihlym je vénovan
pouze jeden paragraf posledni kapitoly. Déle definuje smérové tihly a smérové
kosiny primky, resp. sméru a dokazuje, ze soucet ¢tvercu smérovych kosinu
téhoz sméru je roven jedné. Urcuje vzddlenost dvou bodu, hledd odchylku
dvou smeért, zjistuje za jakych podminek jsou kolmé, resp. rovnobézné. Na

24[B47], str. 186.

108



zakladé toho pak hleda smérové kosiny sméru, jez je soucasné kolmy ke dvéma
smérum, urcuje tedy vlastné smér nejkratsi pricky dvou mimobézek.

Podrobné se vénuje také transformacim soustavy soutadnic. Nejprve se
zabyva jednodussimi piipady, tj. transformaci posunutim, resp. transformaci
zménou smeéru os, teprve poté prechézi k tloze obecné.

Ve druhé kapitole se autor vénuje roviné v prostoru trojrozmérném. Zajimavym,
avsak pomérné komplikovanym zpusobem, se kterym se v dnesSnich ucebnicich
nesetkame, odvozuje jeji rovnici. Vychazi z rovnice roviny zy

z=0.

Na libovolnou rovinu p, jejiz rovnici hledd, spusti z pocatku O kolmici, jejiz
patu oznaci P, jeji smérové thly pak znaci «, 3,. Libovolny bod (zo, yo, 20)
roviny p zvoli za novy pocatek soustavy soutradnic, rovinu p za rovinu XY a za
osu Z kolmici k této roviné ve zvoleném bodé, ktera je rovnobézna a shodné
orientovand s ptuvodné zkonstruovanou kolmici (obr. 8.3)%.

Obrazek 8.3:

V této nové soustavé ma rovina p rovnici
Z =0.

Nyni Bydzovsky do této rovnice dosadi za Z vyraz, kterému se Z rovna podle
transformac¢nich rovnic odvozenych v ptredchozi kapitole a dostava rovnici p
v puvodnich souradnicich:

(x —xo) cosa+ (y — yo) cos B+ (z — z9) cosy =0
Tuto rovnici pak ptepisuje do tvaru
Ar+ By+Cz+ D =0,

ktery nazyva normalni rovnici roviny a vysvétluje vyznam jednotlivych koefi-
cient:

Koeficienty pri promeénngch v rovnici roviny jsou umeérné smérovym ko-
sinum normdly této roviny; absolutni ¢len déleny druhou mocninou ze souctu

Ctvercu téchto koeficientu, pri niZ volime znaménko takové, jako md tento ab-
solutni ¢len, rovnd se vzddlenosti roviny od pocdtku. 26

250Obrézek byl prevzat z Bydzovského prace.
26[B47], str. 248.
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Kromé normélniho tvaru uvadi Bydzovsky jesté tsekovy tvar rovnice ro-
viny a parametrické rovnice roviny. Odvozuje vzdalenost bodu od roviny po-
moci transformace soufadnic, pfi niz tento bod posune do pocatku soustavy
soufadnic. Definuje rovnéz pojmy svazek a trs rovin. Hleda vztah, ktery plati
mezi obsahem rovinného obrazce a obsahem jeho prumétu do roviny. Daéle
pocita objem ctyisténu urceného svymi vrcholy jako jednu Sestinu determi-
nantu sestaveného ze souradnic vrcholu doplnéného o sloupec jednicek, odkud
vyvozuje podminku pro to, aby ¢tyii body lezely v jedné roviné:

1 oy o2 1
To Y2 22 1
r3 Yz 23 1
Ty Yo 2zg 1

Treti kapitola se jmenuje Pfimka. Bydzovsky nejprve vyjadiuje obecné rov-
nice piimky, jakozto rovnice libovolnych dvou navzajem ruznych rovin, v nichz
dand piimka lezi. Z téchto rovnic dopoc¢itava smérové kosiny piimky a urcuje
podminky, za nichz je dand piimka rovnobézna s nékterou ze souradnicovych
rovin. Dale odvozuje parametrické rovnice piimky. Zkouma vzijemny vztah
piimky a roviny, pocita jejich odchylku, prusecik, odvozuje podminky pro
rovnobéznost, resp. kolmost piimky a roviny a tuto kapitolu dopliuje dvéma
fesenymi priklady. Dale se autor zabyva nevlastnimi utvary v prostoru, tj. ne-
vlastnimi body, nevlastnimi ptimkami a nevlastni rovinou. Stejné jako v prvnim
dile ucebnice zavadi homogenni soufadnice, které umoznuji jednotny popis
vlastnich i nevlastnich bodu. Nékteré z predchozich vysledku pak prepisuje po-
moci téchto souradnic. Déle vysetiuje vzajemnou polohu dvou pfimek, poc¢ita
vzdalenost dvou mimobézek a vzdalenost bodu od primky.

Dalsi kapitola nese nazev Obecné vlastnosti ploch druhého stupné.
Bydzovsky si nejprve klade otazku, jaka je mnozina vsech bodu, jejichz soutradnice
vyhovuji rovnici

f(z,y,2) = 0.

Dochazi k zavéru, ze se jednd o rovnici plochy v obvyklém nazorném slova
smyslu. Specialné se vénuje piipadu, kdy tato rovnice obsahuje jen dvé proménné
a vyvozuje, ze se jednda o valcovou plochu, jejiz povrsky jsou rovnobézné s osou
vyloucené proménné. Zabyva se také rovnici prostorové kiivky, ktera je obecné
dana rovnicemi dvou ploch, které se v této kiivce protinaji. Hovoti o kiivce
rovinné, je-li jedna z téchto ploch rovina, v opacném pripadé se jedna o kiivku
prostorovou. V dalsim textu se jiz vénuje pouze plocham druhého stupné, je-
jichz rovnici v obyéejnych (nehomogennich) souradnicich 1ze zapsat

a2’ +a22y2 +ass2?+ 20191y ~+201312+ 2093y 2+ 20140+ 2094y + 20342+ g4 = 0.

Zkouma prunik kvadratické plochy s rovinou a dokazuje nasledujici véty:
Rovina protne plochu kvadratickou v kuZelosecce

Plocha je protata dvéma rovinami rovnobéznymi v kuZeloseckdch téhoz druhu
a tak polozenyjch, Ze dvojice sméru sdruzenyjch jsou rovnobézny. Tyto kuzelosecky
jsou podobné, jsou-li obé jednoduché, vyjma pripad, Ze jsou to hyperboly, z nichz
jedna je podobna hyperbole sdruzené s druhou.
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Protne-li plochu rovina v kuZelosecce stredové, protnou ji v takovijch kuzeloseckdch
vSechny roviny s ni rovnobéiné; stiedy vsech téchto kuzelosecek lezi na primce. 27

Déle pocita priseciky pifmky a plochy a zjistuje kdy je pifmka resp. rovina
soucasti plochy.

V dalsi ¢asti kapitoly se vénuje polarnim vlastnostem kvadratickych ploch.
Obdobné jako v roviné definuje polarni rovinu bodu, resp. pél dané roviny
vzhledem ke kvadrice, zabyva se polarné sdruzenymi body, rovinami ¢i ptimkami.
Déle definuje pojem diskriminant a vysvétluje jeho vyznam pro urcovani re-
gularity kvadriky. Vénuje se také prumérovym vlastnostem kvadrik.

V paté kapitole Bydzovsky podrobné rozebirda Jednotlivé druhy ploch
kvadratickych. Zacind u plochy kulové, kterou vSude v textu nazyva kouli.
V dnesni terminologii maji tyto dva pojmy odlisné vyznamy. Poté autor po-
pisuje ruzné tvary rovnice kulové plochy, vénuje se jejimu pruniku s rovinou.
Jakousi obdobou isotropickych bodu, které jsou spoleéné véem kruznicim v ro-
viné je tzv. absolutni kruznice, kterou Bydzovsky hleda jako prunik kulové
plochy s nevlastni rovinou, a ukazuje, ze tuto imaginarni kruznici obsahuje
kazda kulova plocha. Dale definuje pojmy mocnost bodu ke kulové plose, sva-
zek kulovych ploch a potencni rovina dvou kulovych ploch.

Déle se autor vénuje rotacnim kvadratickym plochdm, pificemz vychézi
z rotacnich ploch obecné, urcuje velice obecné rovnici rota¢ni plochy a pak
za rotujici kiivku voli kuzelosecku. Rota¢ni plochu kvadratickou s osou rotace
v ose z v nejobecnéjsim tvaru zapisuje pomoci nasledujici rovnice:

A(z® +y*) + B2 +2C2 + D = 0.

Podle hodnot koeficientu A, B a C pak provadi tfidéni rota¢nich kvadratickych
ploch. Velice podrobné se vénuje plocham singularnim a to nejen u ploch
rotacnich. Tt{d{ je nejprve podle hodnosti diskriminantu na plochy obsahujici
jediny samodruzny bod, plochy obsahujici piimku samodruznych bodu a plo-
chy obsahujici rovinu samodruznych bodu. Poté provadi podrobnéjsi tiidéni
ploch s jednim samodruznym bodem podle hodnosti subdeterminantu Ayy.

Dalsi cast této kapitoly je vénovana elipsoidu a hyperboloidum. Z rovnic
rotacnich elipsoidu, vzniklych rotaci kolem jednotlivych souradnicovych os,
Bydzovsky odvozuje obecnéjsi rovnici elipsoidu trojosého. Hovoii o hlavnich
rovinach, neboli o rovinach soumérnosti plochy, pomoci nich pak definuje osy
a vrcholy plochy, zabyva se rovnéz prunikem plochy s rovinou. Stejné tak i u
jednodilného ¢i dvoudilného hyperboloidu odvozuje obecnou rovnici z rovnic
rotacnich hyperboloidu a u obou ploch vySetiuje totéz co u elipsoidu, navic
tu nachazime definici asymptotického kuzele. Bydzovsky dale upozornuje na
nékteré spolecné vlastnosti téchto ploch.

Poté se stejnym zpusobem veénuje i eliptickému paraboloidu. Dokazuje, ze
na této plose nelezi zadné hyperboly a rovnéz poukazuje na moznost vytvorit
tuto plochu posouvanim paraboly lezici v hlavni roviné takovym, pii némz
vrchol této paraboly se pohybuje po parabole lezici ve druhé hlavni rovineé.
Zameénou jednoho znaménka v rovnici eliptického paraboloidu

2 2
$_+y_:22
p q

27[B47], str. 292-293.



ziskava plochu hyperbolického paraboloidu

S S g

p q

O této plose pak ukazuje, ze na ni nelezi zadné elipsy a ze ji lze rovnéz vytvorit
jako plochu translacni. V zavéru se opét vénuje spolecnym vlastnostem obou
ploch.

Sest4 kapitola mé ndzev Rozbor rovnice druhého stupné. Bydzovsky se
zde zabyva otazkou urceni poctu a polohy hlavnich rovin plochy dané obecnou
rovnici druhého stupné. Tento problém souvisi s hleddnim os plochy druhého
stupné, jelikoz kazda osa je prusec¢nici dvou hlavnich rovin. Bydzovsky od-
vozuje, ze pro TeSeni tohoto problému je nutné studovat nasledujici kubickou
rovnici pro hlavni sméry (tak nazyva smér kolmy k hlavni roviné):

—p3+p2(a11+a22+a33) —P[(anam—G%Q)+(a11a33—a%3)+(a22a33—a§3)]+A44 =0,

kde Ay je znamy subdeterminant diskriminantu. Jednd se vlastné o rovnici pro
urceni vlastnich ¢isel matice A plochy druhého stupné. Bydzovsky o korenech
této rovnice dokazuje, ze jsou vSechny realné a ze jsou to tzv. ortogonalni in-
varianty, tj. Ze se nemén{ pii zméné souiadnicové soustavy. Resenfm piedchozi
rovnice Bydzovsky nachézi nasledujici souvislost mezi koteny rovnice a pocty
hlavnich sméru:

a) Kubickd rovnice md jeden koren trojndsobny; kazdy smér je hlavni. (Plo-
cha je koule.)

b) Rovnice md jeden koten jednoduchy, jeden dvojndsobny. Plocha md ne-
koneéné mnoho sméru hlavnich, totiz vsechny smeéry kolmé k urcéitému jed-
nomu, jenz je rovnéz hlavni.

c) Rovnice md vSechny tri koreny ruzné. Plocha md tri sméry hlavni, jez
jsou navzdjem kolmé. 8

Snadno se nahlédne, ze pro kazdou plochu existuje alespon jedna trojice
navzajem kolmych hlavnich sméru. Autor dale dokazuje, ze kazdému hlavnimu
sméru pifslusi jedna hlavni rovina, neni-li ptislusny koten nulovy. Neni tézké
pak napt. odvodit, ze varianté b) odpovidaji plochy rotacni, jez maji nekoneéné
mnoho rovin soumérnosti, které jsou rovnobézné s danym smérem. V dalsim
textu Bydzovsky Sikovné vyuziva hlavnich sméru ke zjednoduseni rovnice kva-
dratické plochy. Kromé nereSenych piikladu, jez jsou v zavéru kazdé kapitoly,
je tato kapitola doplnéna také ¢tyimi fesenymi piiklady.

Predposledni kapitola knihy se zabyva podrobnéjsimi vlastnostmi ploch
druhého stupné. Autor se zde zabyva otazkou, jakou polohu musi mit ro-
vina, kterda protina kvadratickou plochu v kruznici, resp. ve dvojici primek.
Jiz. v ptedchozich kapitolach Bydzovsky dokéazal, Ze protne-li rovina plochu
v kruznici (tzv. cyklickd rovina), protnou ji v kruznici i vSechny roviny s ni
rovnobézné. Vysetiuje tedy, které kvadriky, mimo kvadrik rotacnich, obsahuji
soustavu, resp. soustavy navzajem rovnobéznych kruznic. Dochézi k zavérum:

Kazda nerotacni plocha druhého stupné — mimo paraboloid hyperbolicky,
valec hyperbolicky a parabolicky — mad dvé redlné soustavy cyklickijch rovin, jeZ

28(B47], str. 360.
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gsou kolmé k té hlavni roviné, jeZ odpovidd prostrednimu korenu rovnice pro p
a soumeérné poloZeny vzhledem ke druhym dvéma.

..U Plochy rotacni splynou tudiz obé soustavy kruznic v jedinou, ta je ndm
zndma, je to soustava rovnobézek této plochy. *°

Podobné jako v ptipadé kruznice hleda feSeni pro dvojici ptimek. Dochazi
k zavéru, ze z jednoduchych kvadrik pouze dvé — jednodilny hyperboloid a hy-
perbolicky paraboloid — maji tu vlastnost, ze kazdym jejich bodem prochéazeji
pravé dveé realné primky plochy. Bydzovsky uvadi jejich rovnice a dokazuje,
ze zadné dvé primky téze soustavy se neprotinaji a naopak kazda primka
jedné soustavy protina kazdou piimku soustavy druhé. Hledané roviny jsou
tedy tecné roviny téchto dvou ploch. V zavéru této kapitoly se autor vénuje
prumérovym vlastnostem stiedovych kvadratickych ploch.

Posledni, osméa kapitola této uc¢ebnice se nazyva Doplinky a najdeme v ni
latku, ktera nebyla nezbytnd pro predchozi vyklad, presto vsak neni nezajimava
a ucebni text vhodné dopliuje. Jedna se predevsim o transformaci pravothlych
soutadnic do soutradnic kosotihlych. transformaéni vzorce autor doplnuje vyctem
vysledku, které po transformaci zustavaji v platnosti a téch, které se zméni, u
nékterych popisuje jak. Dokazuje, ze diskriminant rovnice kvadriky je invari-
antem v kazdé kartézské soustavé soutradnic.

V zéavéru ucebnice nalézame strucny historicky prehled, v némz popisuje
vyvoj analytické geometrie od jejiho vzniku az do konce devatenactého stoleti.
Poté se vénuje specidlné vyvoji studia kuzelosecek, za jejichz objevitele je fadou
autoru pokldddn Menaichmos (kolem roku 350 pred Kr.), sleduje jejich vyvoj
az do jeho soucasnosti a zminuje se rovnéz o studiu ploch druhého stupné.
V tplném zavéru autor studenty, jez chtéji do analytické geometrie proniknout
hloubéji nabada k dalsimu studiu v nékolika konkrétnich oborech a pripojuje
seznam literatury, kterou lze k tomuto doplnéni studia pouzit. Jedna se o
literaturu, z niz, jak sam piSe, také pri sepisovani ucebnice cerpal.

Recenzi k této ucebnici sepsal Vaclav Hlavaty. Kromé velice strué¢ného shr-
nuti obsahu v ni nalezneme ocenéni Bydzovského ucebnich metod:

V obou castech seznamugje autor svym osvédcéenym zpusobem ctendre se
zakladnimi problémy analytické geometrie. Zde je nejlépe dokumentovdno prislovi,
Ze podle volby a vybéru pozndme mistra. Neni jiste snadné stanoviti vhodnou
kvantitu latky pro ucebnici analytické geometrie, ale autoru podarilo se vybrati
z rozsahlé latky této discipliny pravé to, co jest k jejimu studiu potrebné. Pritom
vsak postup volen takovy, Ze ctendr postupné ziskavd i znalosti pocetnich metod
analytické geometrie...Zpusob podani jest prdaveé tyz, kterého autor pouZival ve
svych prednadskdch. To jest, myslim, nejlepsim doporucenim knihy pro ty, kteri
byli posluchaci prof. Bydzovského. 3°

Ve vykladu prof. Bydzovského nenajdeme pro fadu soucasnych ucebnic
tak typickou posloupnost definice, véta, diukaz...Dukaz vétsinou vysloveni véty
predchazi a student je tak vzdélavan méné nasilnou formou, vétsina vylozenych
poznatku je davana do souvislosti s ostatnimi vysledky, ¢imz prohlubuje stu-
dentovy znalosti a usnadnuje zapamatovani.

Prvni z Bydzovského vysokoskolskych ucebnic se dockala jesté dalsich dvou
vydani v letech 1946 a 1956. Druhé vydéani se od toho prvniho lisi predevsim

29[B47], str. 377.
S0CPMF 55, 1926, str. 185.
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usporadanim latky, které odpovida lépe algebraickému razu analytické geome-
trie a seskupuje latku podle stupné rovnic v souradnicich, ne podle dimenze
prostoru, jak tomu bylo ve vydani prvnim. V tomto novém uspoiddani je
ucebnice ¢lenéna do tii dilu, jejichz nézvy jsou Geometrie linedrni, Zdklady
geometrie kvadratické a Podrobnosti geometrie kvadratické. V prvnim dilu na-
lezneme navic kapitolu vénovanou teorii vektoru, kterda byla, jak sam autor
piSe, v prvnim vydani pravem postradana, naopak byly vynechany nékteré
méné dulezité odstavce. Druhy dil témér beze zmény odpovida kapitolam tii
a Ctyfi z prvniho dilu a ¢tyti az Sest z druhého dilu prvniho vydéani. Nové se zde
objevuje pojem kvadratické formy. Obsah tietiho dilu odpovida paté a Sesté
kapitole prvniho dilu a sedmé kapitole druhého dilu prvniho vydéani. Zcela vy-
nechany jsou c¢asti, tykajici se projektivni geometrie linedrnich a kvadratickych
utvart. Vynechén je rovnéz seznam doporucené literatury.

Treti, posledni vydani ucebnice Uvod do analytické geometrie se obsahove
témér nelisi od vydani druhého. Déli se stejné jako druhé vydani do ti{ ¢asti.
V prvni ¢éasti byl rozsiten vyklad o vektorech, netvoii vsak jiz samostatnou
kapitolu, ale je uicelnéji zarazen a pouzit v samotném textu ucebnice. Ukazme
si tuto zménu ve vykladu latky na ptikladu odvozeni rovnice roviny, jemuz jsem
vénovala pozornost i v predchozim textu, pro zajimavost uvadim Bydzovského
vyklad beze zmény:

Na libovolnou rovinu, neprochdzejici pocdtkem, spustime z pocatku kolmici
¢ilt normdlu; budiz Py jeji pata, P libovolny bod roviny, r jeho mistni vektor,
ngy jednotkovy vektor na kolmici spusténé z pocdatku na rovinu a orientované
kladné ve smyslu od O k Py. Prumét vektoru r do uwvedené kolmice je roven
délce p = OP,. Je tedy podle definice skaldrniho souc¢inu dvou vektori — protoze
jeden vektor je jednotkovy —

T Ty = T COS P,
je-li ¢ uhel vektoru r, ng. Je vSak rcosp = p, i davd predchozi rovnice

- ny = p.
Tato rovnice plati pro kazdy bod roviny a jen pro body této roviny. 3!

Pod pojmem mistni vektor ma Bydzovsky na mysli pruvodi¢c bodu P, ne-
boli vektor spojujici pocatek s bodem P. Od vektorové rovnice roviny pak
autor prechézi k souradnicovému vyjadreni roviny, zde se jiz oba vyklady sho-
duji. Na rozdil od predchozich dvou vydéani se v tomto vydani pracuje témeér
vyhradné jiz jen se soutfadnicemi pravoihlymi, nové se zde objevuji Pliickerovy
soufadnice ptimky v prostoru. V ¢asti vénované kuzeloseckam se Bydzovsky
vénuje i nékterym krivkam vyssich stupnu.

Porovnédme-li naroky kladené na tehdejsi studenty s pozadavky dnesnimi,
byl by rozsah dnesni ucebnice témeér poloviéni. Bydzovsky v zavéru prvniho
vydani piSe, ze ucebnice je urcena pro ty, kteii znaji nejjednodussi zaklady ana-
lytické geometrie ze sttedoskolského studia. Rovnéz je tieba predpokladat ale-
spon minimalni znalosti z teorie determinantu a maticového poctu, jez v textu
autor bézné pouziva.

Jiz diive jsem, v souvislosti s absenci homogennich souradnic, zminovala
dvé z knih, které predchazely Bydzovského ucebnici. Jejich autory byli Gustav

311B110], str. 126.
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Skiivan®? a Frantiek Josef Studnicka. K témto pracem je tieba jesté dopl-
nit u¢ebnice Karla Zahradnika®® Analytickd geometrie v roviné z roku 1883
a Analyticka geometrie I., kterd vysla roku 1907. Ve druhé z nich se homo-
genni soutadnice jiz objevuji, ovSem ne v takovém rozsahu, jako u Bohumila
Bydzovského. V zadné z téchto ucebnic se nesetkame s pojmem vektor, jez se
u Bydzovského vyskytuje az ve druhém vydani, ani s pojmem smér, jenz je
dulezity pro jednoznacné urcéeni polohy bodu.

letech 20. stoleti. Prvni z nich byla dvoudilné ucebnice Eduarda Cecha Zdklady
analytické geometrie z let 1951 a 1952. Autor zde buduje analytickou ge-
ometrii ryze algebraickym zpusobem, nezavisle na predchozim studiu synte-
tické geometrie. Pracuje s geometrickymi objekty v n-rozmérném prostoru,
ucebnice Bydzovského. Z dalsich ucebnic zminme Uvod do analytické geometrie
linearnich utvart a kuZelosecek E. Masného z roku 1952, Analytickou geomet-
rii linedrnich dtvary od Emila Kraemera z roku 1954 a Vancurovu dvoudilnou
ucebnici Analytickd metoda v geometrii z let 1957 a 1958.

8.2 Zaklady teorie determinantti a matic a jich uziti

Druhaé z Bydzovského ucebnic je co do rozsahu vyrazné mensi, svym vyznamem
vsak urcité za ucebnici analytické geometrie nezaostava. Jiz diive jsem se
zminovala, ze studovat predchozi Bydzovského ucebnici lze pouze za predpokladu,
ze Ctenar ma alespon miniméalni znalosti z teorie determinantu a matic. Hlavnim
smyslem této publikace bylo tedy vytvorit pomucku pro studium analytické
geometrie. Ukol to nebyl jednoduchy, jelikoz Bydzovsky se na védecké trovni
determinantum nevénoval, i kdyz je tfeba podotknout, ze je ve svych pracich
casto pouzival.

Uz sam nazev napovida, ze se ucebnice skladd ze dvou c¢asti. Prvni dil,
jehoz rozsah pokryva asi dvé tretiny ucebnice, ma nazev Teorie determi-
nantt a jich uziti, druhy se jmenuje Teorie matic a jich uziti. V dnesnich
ucebnicich se teorie matic vykladéa pred teorii determianntu, nékteré véty a de-
finice maji proto odlisnou formulaci. Hodnost matice je naptiklad definovana
pomoci hodnosti determinantu, coz je pojem, s nimz se v soucasnych ucebnicich
jiz nesetkavame. Duvod tohoto postupu je mozné hledat v tom, ze teorie matic
se zacala vyvijet az z rovijejici se teorii determinantu, postupem ¢asu se ji vsak
stala naukou nadtrazenou.

Da se Tici, ze sepsani druhé c¢asti ucebnice bylo prukopnickym ¢inem na
poli teorie matic. Zatimco ucebnic o determinantech vysla do té doby celd
rada (zaklady teorie determinantu a jejich uziti byly soucasti jiz témér kazdé
ucebnice algebry), uéebnice maticového poctu nevysla do té doby v ¢eském
jazyce zadnd, a ani na mezinarodnim poli tomu nebylo o moc 1épe. Bydzovsky
ve své ucebnici zminuje pouze dvé ucebnice, v nichz lze zaklady teorie matic
nalézt. Jedna se o praci Maxima Bochera Finfihrung in die hohere Algebra

32Gustav Skiivan (1831-1866), od roku 1863 profesorem matematiky na technice.
33Karel Zahradnik (1848-1916), ¢esky matematik, od r. 1876 profesorem univerzity v Zahiebu, od r. 1899
profesorem ceské techniky v Brné.
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z roku 1925 a o rok pozdéji vydanou praci Finfihrung in die Axiomatik der
Algebra, jejimz autorem byl Hans Beck.

Prvni dil Bydzovského ucebnice je rozdélen celkem do jedenacti paragrafi,
z nichz prvnich Sest bylo tehdejsi naplni prvniho semestru studia na vysoké
skole. V prvnim paragrafu, nazvaném Ptipravné ulohy, se autor snazi po-
malou nenasilnou cestou dovést studenty pii feseni soustavy dvou rovnic o
dvou neznamych k pojmu determinant. Ukazuje jednoduchost vypoctu de-
terminantu rfadu dva, popisuje jeho vlastnosti. Predchozi postup vyuziva i
k teseni soustavy tfi rovnic o tfech neznamych, zatim bez definic ukazuje
zpusob vypoctu determinantu fadu tfi pomoci rozvoje podle prvniho radku.
Déle autor ukazuje souvislost determinantu s permutacemi t¥i prvku a dava
navod jak determinant spocitat pomoci tzv. Sarrusova pravidla. V zavéru ka-
pitoly provadi uplné feseni soustavy tii rovnic o tfech neznamych postupem,
ktery zname pod nédzvem Cramerovo pravidlo. Cela prvni kapitola vychazela
z predpokladu, ze determinant soustavy je nenulovy. V zavéru nalezneme jeden
feseny piiklad a fadu netresenych piikladu k procviceni latky. Tyto nefeSené
priklady nalézame, jak jsme u Bydzovského zvykem na konci kazdé kapitoly,
fesené priklady se vyskytuji ztidka.

Druhy paragraf se jmenuje Obecna definice determinantu. Je znamo,
ze s rostoucim stupném determinantu jsou pravidla pro jeho vypocet ¢im dam
komplikovanéjsi, bylo tedy zapotiebi podat jasnou definici, kterda by platila
pro determinanty vSech tadu. Bydzovsky definuje pojem permutace n prvku,
definuje, kdy je permutace suda a kdy lichd. Pise, ze dvé permutace patii
do stejné tridy, jsou-li obé sudé nebo obé liché, jinak maji ruzné tiidy. Déle
pak dokazuje nékolik vét o permutacich, zavadi pojem inverze v permutaci.
Néasleduje definice matice nejprve obecné, poté ¢tvercové, na ni jiz navazuje
samotnd definice determinantu:

Je-li m = n, nazgyvame matici (jeZ obecné je pravouhld) étvereénou. tato
matice md n?® prvki a zni:

a1 a1 ... QAip
21 Q22 QA2p,
Gp1  Ap2 Qpn

Utvorme soucin ay11a22a33 . . . Gy, tJ. soucin vsech n prvku, jichZ oba indexy
jsou stejné; permutujme v ném vSechny indexy sloupcové a kazdy soucin tak
vznikly

A1y A2ky A3k - - - Qnky,

opatime znaménkem + nebo - podle toho, zdali permutace
k17k27"'7kn

je sudd ¢i lichd. Soucet vSech takovych soucini, opatrenych znaménky takto
uréenymi, nazijvdme determinantem matice, ¢. determinantem jejich n? proki 3*

Dale autor definuje pojmy prvek determinantu, clen determinantu, stupen
determinantu. Radky i sloupce determinantu nazyva souhrnnym nézvem fady

34[BT71], str. 13-14.
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determinantu. Dale pak dokazuje, ze hodnota determinantu se nezmeéni, zaménime-
li sloupce za tadky, aniz bychom pii tom meénili potadi sloupcu ¢i tadkiu, neboli,
v feci dnesni matematiky, zaménime-li matici danou za matici transponovanou.

Zakladni vlastnosti determinantu jsou naplni tfetiho paragrafu. Autor
zde napt. dokazuje, ze po zaméné libovolnych dvou rovnobéznych fad deter-
minant zméni znaménko, nebo ze determinant je roven nule, jsou-li dvé rov-
nobézné rady stejné. Ukazuje, ze determinant lze chépat jako linedrni homo-
genni funkci prvku kterékoliv jeho rady, jak lze snadno nahlédnout, spoc¢itame-
li rozvoj determinantu podle dané fady. Navic ukazuje, ze tato funkce je ne-
rozlozitelna.

Déle definuje linearni kombinaci soustav cisel, aby mohl dokazat, ze prictenim
linedrni kombinace fadku (sloupcu) k jinému fadku (sloupci) se hodnota de-
terminantu nezmeéni.

Ve ¢tvrtém paragrafu se autor zabyva Subdeterminanty. Jakysi ndznak
prace se subdeterminanty se objevuje jiz v kapitole prvni, obecné jsou vsak
definovany az nyni. V souvislosti s tim definuje pojem doplnék prvku v de-
terminantu a ukazuje souvislost s rozvojem determinantu podle jeho libovolné
fady. Poté Tesi soustavu n rovnic o n neznamych stale jesté za predpokladu,
ze determinant soustavy je ruzny od nuly. Stejné jako v pripadu tii rovnic o
tfech neznamych odvozuje Cramerovo pravidlo, ale tento nazev nepouziva.

Déle autor poukazuje na mozné vyuziti véty o rozvoje determinantu pro
definici derivace determinantu. Uvazme, ze ve vzorci pro rozvoj determinantu
podle r-ho radku

A = arlArl —|— argArg —|— e —|— amAm, (84)

vnémz A,; (i = 1,...,n) je doplnék prvku a,; v determinantu, se prvek a,
vyskytuje na pravé strané pouze v jediném clenu. Pokladame-li prvky deter-
minantu za nezavisle proménné a zderivujeme-li jej parcidlné podle prvku a,,
dostavame jako vysledek:

0A
= Ars
Oa,s '
Je mozné tedy rovnici (8.4) upravit nasledovné:
A 0A N 0A P 0A
e a?” e am— a?” D — N arn
! 0arl 2 8ar2 aarn

Determinant je funkci vsech svych prvku, o nichz predpokladejme, Ze jsou
vsechny funkei stejné proménné x. Podle véty o derivovani slozené funkce plati

dx ZZ]; Oa;, dx ZZ]; Rk

Zafixujeme-li na pravé strané rovnice radkovy index i, 1ze ji podle predchozi
rovnice nahradit determinantem, jehoz prvky v i-tém fadku jsou nahrazeny
svymi derivacemi. To ndm dava jednoduchy névod, jak spocitat derivaci de-
terminantu:

Derivace determinantu rovnd se souctu n determinantu, které se obdrzi
z determinantu daného, kdyz se v ném postupné vsechny proky jednotlivych
rovnobéznyjch Fad nahradi svymi derivacemi. 3°

35[B71], str. 36.
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ay A a1n a1 a1z a1n
dA | an ax Gz | | @21 G2 U |,
dr | oo

Gp1  Gp2 Qpn ap1  ap2 Qpn

V zaveéru tohoto paragrafu se Bydzovsky zabyva subdeterminanty (téz mi-
nory) libovolného stupné, dokazuje nékolik vét o vzdjemnych vztazich subde-
terminantu ruznych stupnu a definuje pojem hodnost determinantu.

V nasledujicim paragrafu pak definuje pojem hodnost matice a ukazuje,
které pocetni tkony provadéné s matici neméni jeji hodnost. Definuje po-
jem linedrni zdvislosti a nezavislosti soustav ¢isel (tak autor struéné nazyva
usporadané n-tice ¢isel) a ukazuje souvislost s hodnosti matice téchto soustav
a s hodnotou determinantu.

Sesty paragraf ma nézev Teorie soustavy linearnich rovnic. Bydzovsky
se zde zabyva nejprve soustavou n rovnic o n neznamych. Levé strany rovnic
soustavy nazyva linedrni formy proménnych z1, . .
Definuje linearni zavislost forem, hovori o hodnosti matice a hodnosti matice
rozsitené. Dokazuje znamou Frobeniovu vétu o teSitelnosti soustavy rovnic.
Poté prechazi k obecnéjsim soustavam m rovnic o n neznamych a stejné jako
v predchozim piipadé dochazi k zavéru, ze

Nutnd a postacujii podminka pro resitelnost soustavy libovolného poctu rov-
nic o libovolném poctu nezndmyjch je ta, aby matice soustavy a matice rozsirend
mély touz hodnost. 30

Zabyvé se rovnéz soustavami homogennimi, popisuje tvar jejich feseni. Dale
definuje pojem resultant dvou algebraickych rovnic a poukazuje na moznost
aplikace predchozich vysledku na problém hledani spole¢ného korene dvou rov-
nic.

Sedmy paragraf uc¢ebnice se nazyva Véta Laplaceova. Zde autor nejprve
definuje pridruzené subdeterminanty (prvky jednoho subdeterminantu jsou
vybrany ze vSech tadku a sloupct, z nichz nejsou vybrany prvky druhého;
soucet stupnu obou musi byt n) a doplnék subdeterminantu jako subdeter-
minant pfidruzeny k danému, néasobeny éislem (—1)°@+5*) - Jsou-li prvky
daného determinantu vybrany z fadku iy,...,4,. a sloupcu kyq,..., k. je pak
S(i) =i1+... 41, resp. S(k) = k1 +...+k,. Poté vyslovuje Laplaceovu vétu:

Determinant rovnd se souctu soucin, které dostaneme, kdyz ndsobime kazdiy
subdeterminant r-ho stupné vzaty z urcitiych r vad jeho doplikem. 37

Bydzovsky poté odvozuje nékolik dusledku Laplaceovy véty, zabyva se rovnéz
determinanty vroubenymi *® a jejich vlastnostmi.

V dalsim paragrafu se Bydzovsky zabyvéa nasobenim determinanti. Doka-
zZuje vétu:

36[B71], str. 69.

37(B71], str. 83.

38Determinant p-krat vroubeny se vytvoii z determinantu fadu n pfipsénim napravo dalsich sloupct a dolu
dalsich radku, oboji v poc¢tu p.
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Soucin dvou determinanti n-ho stupné lze vyjadriti opéet determinantem n-
ho stupné; jeho prvek stojici v i-tém radku a k-tém sloupci je roven soucinu
i-ho Tddku jednoho a k-ho vddku druhého determinantu.

Chceme-li nasobit dva determinanty A, B stupnu m, n (m < n), je tieba
nejprve determinant A doplnit podle nasledujicitho schematu

a1 A1m 0 0

| A 0 0
A= 0 0 1 01’

0 0 O 1

dalsi postup je jiz zcela analogicky. Obdobné Bydzovsky pocita i druhou moc-
ninu determinantu a definuje tzv. fadkovy soucin matic.

Devaty paragraf, ktery je z celé ucebnice nejkratsi, pojednava o determi-
nantu reciprokém vzhledem k danému determinantu. Lze jej definovat jako
determinant, jehoz prvky jsou doplnky A;. prvku a;; determinantu A, a to
tak, ze Aj; stoji v i-tém tadku a k-tém sloupci.

Bydzovsky dokazuje, ze soucin determinantu A a determinantu k nému
reciprokému a se rovna n-té mocniné determinantu A.

Predposledni paragraf prvniho dilu je vénovan determinantum soumérnym
a polosoumérnym. V dnesni terminologii bychom tyto determinanty nazvali
synetrické a antisymetrické. Sdruzenymi prvky nazyva autor prvky soumérné
podle hlavni uhlopticky. Nejprve se vénuje determinantum soumérnym a do-
kazuje nékolik zajimavych vét:

Doplnky proku sdruZenych v determinantu soumérném jsou stejné.
Determinant reciproky k soumérnému je opét soumérnsj. 4°

V dalsim textu pak vysetiuje tzv. sekuldrni ' rovnici, v dnesni terminologii
bychom ji nazvali charakteristickou rovnici:

app +r  a a3 A1n
a1 Qg2 + a3 A9
flz) = a31 a32 asz +x ... A3 =0.
Qn1 An2 an3 Qpp + T

Autor v textu dokazuje dulezitou vétu o redlnych vlastnich ¢islech redlné
symetrické matice:

Jsou-li pruky soumérného determinantu vesmeés redlné, md prislusnd rovnice
sekuldrni viechny koreny redlné. 42

39(B71], str. 92.
40[B71], str. 113.
41N4zev sekuldrni odvozen od toho, Ze se tyto rovnice ¢asto vyskytuji v teorii sekuldrnich poruch obé&znice.
2[B71], str. 113.
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Déle Bydzovsky odvozuje podminku nésobnosti kotene sekularni rovnice.
Vénuje se polosoumérnym determinantim lichého a sudého stupné a dokazuje,
ze:

Polosoumérny determinant lichého stupné je roven nule *3

Polosoumerny determinant stupné sudého je roven c¢tverci celistvé raciondlni
funkee** svijch proki. *°

Posledni paragraf prvniho dilu vénovaného determinantim nese nazev Geo-
metrické aplikace. Autor zde rozebira nékteré méné znamé aplikace determi-
nantu, které, jak sam tika, byvaji v geometrickych vykladech ¢asto opomijeny.
Zvlaste se pak jednd vyuziti véty o radkovém soucinu matic. Muzeme zde
naléz napt. odvozeni zakladnich rovnic sférické trigonometrie, vypocet objemu
¢tytsténu jako funkce jeho hran, vypocet obsahu trojuhelniku, ¢i feseni tlohy
o minimu, v niz nalezneme uplatnéni determinanti vroubenych.

Druhy dil ucebnice je vénovan maticovému poctu. V soucasnych ucebnicich
maticovému poctu casto predchazi pocet vektorovy, ten se v Bydzovského
ucebnicich vyskytuje az ve druhém vydani Uvodu do analytické geometrie a je
skutecné zaclenén do vykladu az ve tietim vydani této ucebnice. Tento dil
ucebnice je rozdélen do ¢tyr paragrafu, které jsou dale ¢élenény do odstavcu,
v zaveéru je pripojen kratky historicky ptrehled.

Uvodn{ paragraf nese ndzev Pocet maticovy. Definici matice jsme mohli
nalézt jiz v uvodu prvniho dilu, jelikoz byl pomoci ni definovan pojem deter-
minantu. V této ¢asti knihy Bydzovsky nejprve definuje matici nulovou, dale
pak definuje zakladni operace s maticemi a popisuje vlastnosti téchto operaci.
Kazdou matici pokldda za ctvercovou, ¢ehoz lze vzdy dosdhnout doplnénim
matice o nulové tady. Podrobnéji se vénuje nasobeni matic. Pripomina jiz
difve definovany rfadkovy soucin matic, jehoz vysledkem ovSsem nebyla matice
ale ¢islo. Jeho definice nasobeni matic je diky tomu, ze pracuje pouze s ma-
ticemi ¢tvercovymi, jednodussi, jelikoz kazdé dveé ctvercové matice, na rozdil
od obdélnikovych, mezi sebou lze nésobit. Definuje rovnéz matici diagonélni,
jednotkovou a poc¢ita matici inverzni. Nepouziva vsak Gaussova eliminacniho
algoritmu, ktery nalezneme v dnesnich ucebnicich, k jehoz feseni neni poteba

znat determinanty, ale pouziva doplinku prvku matice puvodni, a tedy (za
predpokladu A # 0)

An Ani

A_l A e A
Aln nn

A A

Tento postup samoziejmé v dnesnich ucebnicich nalezneme také, ale z duvodu
jiného uspotradani latky byva probiran pozdéji. Co vsak v dnesnich uc¢ebnicich
nenalezneme, je déleni matic. Bydzovsky definuje déleni tak, jako se definuje
déleni cisel, tj. jako opacnou operaci k nasobeni:

Déliti matici B matici A znamend tedy nagiti matici X nebo Y tak, aby
platilo
B = AX nebo B = YA.

43[B71], str. 119.
44 Misto pojmu celistva raciondlni funkce se dnes ¢asté&ji pouziva pojem polynom.
45[B71], str. 121.

121



Matice X, resp. 'Y nazyvad se pak podilem matic B a A. Déleni je v podstaté
dvoji, co? je ndsledek toho, Ze ndsobeni matic neni obecné zdménné. 46

Bydzovsky se omezuje pouze na piripady, kdy matice A je regularni, feSeni
je pak velice jednoduché:

X=A1B, Y=B-A%

V dalsim textu pak dokazuje napft. vétu, ze transponovanim soucinu dvou
matic dostavame soucin téchto matic transponovanych v opacném potadi

A-B= B - A,

¢i vétu obdobnou pro matici inverzni k souc¢inu dvou matic.

Ve druhé kapitole se Bydzovsky zabyva linearnimi a bilinearnimi formami.
Nejprve definuje linedrni transformaci rovnicemi

xi:Cile‘l‘---‘l‘Cian, Zzl,,n

Dokazuje, ze je-li transformace reguldrni, existuje k ni transformace inverzni
a zaroven matice obou zobrazeni jsou navzajem inverzni. Ukazuje, ze skladanim
linearnich transformaci ziskame opét linedrni transformaci. Poté pracuje se
soustavou m linearnich forem, hovoii o linearni zavislosti skupiny forem a de-
finuje pojem hodnost skupiny linedrnich forem. V dalsim textu definuje formu
bilinearni a popisuje nékteré jeji vlastnosti. Hledd normdlni tvar bilinearni
formy a zabyva se ekvivalenci bilinearnich forem.

Treti a ctvrtd kapitola je zamérena na kvadratické formy, tj. formy, které lze
definovat jako mnohoclen, jehoz kazdy clen je druhého stupné v n proménnych
x; a lze ji strucné zapsat ve tvaru

f: E Qi Ti Ty
ik

Bydzovsky definuje matici kvadratické formy a odvozuje, ze je symetricka.
Vychazi totiz z predpokladu, ze a;; = ay;. V nékterych soucasnych ucebnicich
se kvadraticka forma definuje pomoci formy bilinedarni, kde tento predpoklad
splnén neni. Ruzné bilinearni formy mohou definovat tutéz formu kvadratickou.
Pak bychom mohli fict, ze kvadratickou formu lze vzdy vhodné upravit tak,
aby jeji matice byla symetrickd. Déle Bydzovsky definuje determinant formy
a rozlisuje formy regularni a singularni, popisuje vyznam hodnosti kvadratické
formy. Ukazuje, za jakych podminek je kvadraticka forma rozlozitelna.

Je-li hodnost kvadratické formy dvé, je tato forma rovna soucinu dvou riuznijch
linedrnich forem; je-li hodnost kvadratické formy jedna, je forma rovna ctverci
formy linedrni. A obrdcené. *7

Predstavime-li si pod pojmem kvadratické formy tii proménnych rovnici
kuzelosecky v roviné v homogennich soutradnicich, dalo by se zde krasné poukazat
na souvislost s rozlozitelnosti kuzelosecky. Je-li totiz hodnost diskriminantu
kuzelosecky 3, jedna se o kuzelosecku nerozlozitelnou, je-li hodnost 2, kuzelosecka
se sklada ze dvou ruznych primek, zatimco, je-li hodnost 1, skldda se kuzelosecka

46[B71], str. 148.
47[B71], str. 172.
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z jedné dvojnasobné pocitané piimky. Mozna je skoda, ze Bydzovsky nepou-
kazuje na konkrétni souvislosti s geometrii analytickou, pro jejiz potieby byla
tato ucebnice vytvorena.

Dale Bydzovsky dokazuje dulezitou vétu, kterd umoznuje libovolnou kuzelosecku
transformaci soutadnic prevést na norméalni tvar:

Kazda kvadratickd forma n proménnych mize bijti uwvedena vhodné volenou
linearni substituci requldrni na tvar linedrni kombinace ¢tverci promeénnijch,
t.7. na tvar

ar: + ...+ cpxt 4.

Autor se rovnéz vénuje ekvivalenci dvou kvadratickych forem. Déle zkouma
nékteré specialni transformace, predevsim ty, které jsou ortogonalni. Doka-
zuje, ze k tomu, aby transformace byla ortogonalni je nutné a postacujici, aby
jejl matice transponovana a matice inverzni byly totozné. Dtereminant orto-
gonalni matice nazyva ortogondlni determinant a dokazuje nékteré jeho vlast-
nosti. Dokazuje, ze vzdy existuje realna ortogonalni substituce, ktera prevadi
danou redlnou kvadratickou formu v linedrni kombinaci ¢tvercu. V zavéru pak
dokazuje zakon setrvacnosti kvadratickych forem. Rozdéluje formy na definitni
kladné, definitni zaporné a indefinitni, popisuje nékteré jejich vlastnosti a od-
vozuje kritérium, podle kterého lze urcit typ dané kvadratické formy:.

Definitni forma kladnd je pro vsechny redlné hodnoty proménnsjch bud’ kladnd
nebo rovnd nule; definitni forma zdpornd je pro vsechny redlné hodnoty promeénngjch
bud zdpornd nebo rovnd nule; forma indefinitni nabyjvd pro rediné hodnoty
proménngjch hodnot jak kladnijch tak zdpornijch, tak i hodnoty nulové®.

V soucasném nazvoslovi tyto formy nazyvame pozitivné definitni, negativné
definitni a indefinitni, navic jesté rozlisujeme formy pozitivné semidefinitni
a negativné semidefinitni. Podle Bydzovského definice bychom do kategorie
forem definitnich kladnych zatadili formy pozitivné definitni i pozitivné semi-
definitni.

Ucebnice je zakonéena stru¢nym historickym prehledem. Autor zde popisuje
Leibnitzovy a Cramerovy zésluhy na objeveni determinantu a jejich pozdéjsi
vyvoj v devatenactém stoleti. Vénuje se rovnéz prispévkum ceskych matema-
tiku k této problematice. Popisuje uziti determinantu v algebte, analytické
geometrii ¢i matematické analyze. Zminuje se téz o vyvoji vykladu a znaceni
determinantu a uddava seznam nejdulezitéjsi literatury, zabyvajici se touto te-
matikou.

Recenzi této uc¢ebnice napsal Karel Rychlik. Vyzdvihuje v ni jasnost a sro-
zumitelnost vykladu,

...velkou prednosti je mnozstvi prikladu ke cvicend, pridaniych k jednotlivim
paragrafum a historicky prehled, uwvddéjici i prdce ¢eskiych matematiku v tomto
oboru. Svym obsahem a metodou je kniha pristupnd i zacatecnikum. Dobrou
sluzbu bude konati zejména posluchacum matematiky v pronich letech jejich
studia; @ studugici nejvyssich trid strednich skol a posluchaci technik budou
moci, alespori nékteré odstavce, s prospéchem studovati. >

48[BT1], str. 175.
49[B71], str. 189-190.
S0CPMF 62, 1933, str. 61-62.
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Pod nepatrné pozménénym nazvem Uvod do teorie determinanti a matic
a jich uziti byla tato ucebnice vyddna podruhé tésné po valce roku 1946. Toto
vydani se od prvniho lisi pouze drobnymi stylistickymi tpravami textu, coz
jisté svedci o kvalité této ucebice.

V historickém zavéru se Bohumil Bydzovsky zminuje o nékolika ceskych
ucebnicich, ¢ pojednénich o determinantech. Tyto knihy vznikaly v dobé kdy
jesté nebylo ustaleno ceské nazvoslovi v tomto oboru, nékteré pojmy se tedy
v kazdé ucebnici nazyvaji jinak. Naptiklad inverze v permutaci se v uc¢ebnici
Martina Pokorného® Determinanty a vyssi rovnice z roku 1865 nazyva nelad,
v Zahradnikové ucebnici Prvé pocdtky nauky o determinantech z roku 1879 se
nazyva obrat. Misto pojmu permutace se muzeme v Pokorného ucebnici setkat
s pojmem prestava. K rozvoji ceského nazvoslovi velice ptispél Frantisek Josef
Studnicka %2, ktery o determinantech napsal fadu publikaci, hodné se vénoval
specialnim typum determinantu.

Stiredoskolsky profesor Martin Pokorny sepsal svou ucebnici na popud Gustava
Skiivana. Determinantum je vSak v ucCebnici vénovano pouze 40 stran, ve
zbytku se zabyva TeSenim soustav linearnich rovnic a algebraickych rovnic.
Rovnéz pouze tivod do teorie determinantu nalezneme ve Studnickové prvni
ucebnici vénované tomuto tématu O determinantech z roku 1870. Zahradnikova
ucebnice Prvé pocdtky nauky o determinantech z tohoto trendu nevybocuje.
Definuje sice, stejné jako ostatni, determinant obecné (fddu n), ale v dalsim
textu pracuje jiz jen s determinanty maximalné radu 3. To jiz neplati o Za-
hradnikové druhé ucebnici O determinantech z roku 1905, urcené hlavné pro
studenty techniky. Rozsah vétsiny téchto ucebnic, nebo ¢asti vénovanych de-
terminantum, vétSinou nepfesahuje padesdt stran. Vyjimkou je Studnickova
druhd ucebnice Uvod do nauky o determinantech z roku 1899 (230 stran),
ktera kromé zakladu teorie determinantu obsahuje i nékteré jeho vysledky o
mocninnych a sestavnych determinantech.

Na Bydzovského ucebnici navazuje dvoudilna ucebnice jeho zédka Vaclava
Vodicky Determinanty a matice v theorii ¢ v praxi z roku 1950, jez je hodné
zamérena na praktické vyuziti determinantu.

8.3 Uvod do algebraické geometrie

Posledni z Bydzovského vysokoskolskych uéebnic je vénovana zédkladnim i po-
krocilejsim partiim algebraické geometrie. Byla vydana v roce 1948 a tehdy jiz
témer sedmdesatilety Bydzovsky do ni zahrnul vétsinu vysledku své celozivotni
prace. Jedna se o zdaleka nejrozsahlejsi Bydzovského publikaci (665 stran).
Jako jedind z jeho ucebnic se nedockala dalsitho vydani. Pri¢inu toho muzeme
hledat jednak v jeho vysokém véku, ale téz v tom, Ze tato kniha nepotiebovala
prepracovani, tak jako napiiklad do ucebnice analytické geometrie bylo tieba
zahrnout vektorovy pocet. Kazdd kapitola, kazdy paragraf byl predem nékolikrat
prednesen a jeho srozumitelnost mnohokrat vyzkousena na jeho studentech.
Rovnéz stovky prikladu, obsazené v uc¢ebnici byly predem mnohokrat propoc¢itany.
Za toto své dilo byl profesor Bydzovsky vyznamenan statni cenou.

51Martin Pokorny (1836-1900), sttedoskolsky profesor matematiky, v letechv letech 1878 az 1900 predseda
Jednoty ceskyjch matematiki.
52Vice o tom v préci: Némcova, M., Frantisek Josef Studnicka 1826-1903, Praha, Prometheus, 1998.
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Studium této ucebnice predpoklada zakladni znalosti teorie determinantu
a teorie matic a podrobnéjsi znalosti z elementarni analytické geometrie.

V kapitolach pojednavajicich o rovinnych kiivkach nalézame ucelenou dopo-
drobna propracovanou teorii, v kapitolach vénovanych algebraickym plocham
a prostorovym kiivkdm tomu jiz tak neni a nebylo to ani cilem této ucebnice.
Autorovou snahou bylo seznamit ¢tenate se zakladnimi pojmy a nejjednodussimi
fakty pottebnymi k dukladnému poznani plochy kubické a prostorovych kiivek
tretiho a ¢tvrtého stupné. Obecnd teorie, kterd je znacné rozsahlejsi nez v ro-
viné, se vymyka ramci této knihy:.

Ucebnice je rozdélena do dvaceti kapitol, jez jsou dale clenény do 273 od-
staveu. Kazda kapitola je zakoncena fadou nefesenych prikladu.

Prvni kapitola ma nazev Prostor m-rozmeérny. Autor zde vede ¢tenare
k tvaham vicedimensiondlni geometrie struénym zopakovanim védomosti o
homogennich soutadnicich (které pak v ucebnici témér bez vyjimky pouziva),
vysvétluje co nazyvame bodem a jeho soutradnicemi v m-rozmérném pro-
storu. Zabyva se linearni zavislosti bodu a nasledné zavadi pojem r-rozmérny
linearni prostor. Po zavedeni soutadnicové soustavy odvozuje rovnice trans-
formace soutadnic. Popisuje rovnéz souradnice v ,nizsich“ linedrnich prosto-
rech, tj. v prostorech o dimenzi r (r < m), které jsou obsazeny v prostoru
m-rozmérném. V zavéru prvni kapitoly definuje pojem rada bodova, zakladni
body fady a parametr bodu v radé.

Ve druhé kapitole autor definuje nadrovinu v prostoru m-rozmérném rovnici:

T i) ceo Tima1
1 1 1
NUR N U
SRR SR T
kde x; jsou souradnice bodu nadroviny a yi(l), e ,yi(m) jsou soutadnice linearné

nezavislych bodu urcujicich nadrovinu. Dokazuje, Ze se jednd o linearni homo-
genni rovnici mezi soutadnicemi () a;x; = 0), jejiz koeficienty nejsou vesmeés
rovny nule. Zabyva se prunikem p nadrovin, specialné pak prinikem nadroviny
s piimkou. Definuje svazek nadrovin a vénuje se projektivnosti svazku nadro-
vin, nezapomind ani na perspektivitu, jako specidlni ptipad projektivnosti.
Zavadi nadrovinové soutadnice, popisuje analogii mezi témito souradnicemi
a soufadnicemi bodovymi a vyslovuje tzv. princip duality:

7 geometrické vety odvozené na zaklade homogennich souradnic se obdrzi
opét spravnd véta geometrickd, kdyz v proni vété vymenime navzdjem slova

Lbod“ a ,nadrovina®.

Pomoci duality pak prechézi od projektivnich fad k projektivnim svazkum
nadrovin.

Ve tieti kapitole se Bohumil Bydzovsky zabyva kolineaci a korelaci v m-
rozmérném prostoru (soumistna kolineace bodu téhoz prostoru). Vysvétluje
pojem kolineace inverzni, aby mohl definovat kolineaci involutorni. Popisuje
vlastnosti kolineace, hleda samodruzné tutvary. Je-li kolineace dana rovnicemi

m+1
/ .
€T; = E cijxj,Z:l,...,m—i—l,
=1

53[B103], str. 40.
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respektive (fesime-li tuto soustavu podle neznamych )

m—+1

, .

l’i: E Cjixj,z:l,...,m—l—l,
j=1

ma pifslusna charakteristicka rovnice tvar

Ci1 — P Ci2 wo Clomd1
C21 €2 —pP - Comtl

D(p) = ’ =0.
Cm+1,1  Cm+4+1,2 -+ Cmglm+1 — P

Bydzovsky nejprve ukazuje, ze samodruzné utvary jsou nezavislé na volbé
soustavy soutradné, poté vyse uvedenou rovnici podrobné vysetiuje, pricemz
zavadi pojmy samodruzny bod a samodruzna nadrovina. Podle nasobnosti
korenu charakteristické rovnice a podle hodnosti charakteristického determi-
nantu pak provadi klasifikaci kolineaci specidlné pro prostory o dimenzi m =
1,2, 3. Dokazuje vétu:

Souhrn vsech kolineact v prostoru °* tvori grupu; tato grupa se nazijvd pro-
jektivni grupou prostoru. 5°

Bydzovsky dale zkoum&a podgrupu projektivni grupy do niz patii ty ko-
lineace, jez zachovavaji pevnou nadrovinu. Tuto podgrupu pak nazyva afinni
grupou, zavadi znamé afinni soutadnice a popisuje jejich vztah se souradnicemi
homogennimi.

Dale se Bydzovsky zminuje o singularnich kolineacich. Uvadi definici a popi-
suje zakladni vlastnosti korelace mezi dvéma m-rozmérnymi prostory, definuje
korelaci soumistnou a korelaci involutorni. Zabyvéa se rovnéz korelacemi sin-
gularnimi.

Ctvrtd kapitola ma ndzev Algebraické nadplochy. Autor nejprve definuje
algebraickou varietu a na jejim zakladé pak algebraickou nadplochu stupné n.
Zabyva se projektivné invariantnimi vlastnostmi nadploch, jako je stupen (také
rad), tiida, ¢i reducibilita. Zabyva se tetnou rovinou v regularnim bodé nad-
plochy a také nadkuzelem te¢en v bodé r-ndsobném. Definuje polaru vzhledem
k nadplose, zavadi polarni operator a podava navod, jak pomoci néj urcit r-
tou polaru vzhledem k nadplose. Zkouma také vztah polar a singularnich bodu
a dokazuje véty:

r-ndsobny bod plochy je pro s-tou poldru bodu ruzného od od tohoto bodu
r-ndsobného bodem (r-s)-ndsobnym.

Polary rddu vyssiho nez r-1 neprochdzeji r-ndasobnym bodem.

Je-li r-ndsobny bod nadplochy polem, je r-nasobnym bodem také vsech polar
vzhledem k nadplose 5 a viechny tyto poldry maji v ném tyZ nadkuZel tecen

jako nadplocha dand. Poldra nejvyssiho radu, kterou tento pdol md, je prdave
tento nadkuzel. 57

54 Autor mé na mysli prostor m-rozmérny.

55(B103], str. 60.

56 Autor mé na mysli polary daného r-nisobného bodu.
57[B103], str. 83.
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Poté Bydzovsky definuje Jakobidn, jeho specidlni ptipad Hessidn a popi-
suje souvislost Hessianu s urcovanim singularnich bodu nadplochy. Kapitola je
zakoncena zkoumanim a odvozovanim vét pro svazek nadploch.

Specialnim typem nadploch se zabyva pata kapitola a to nadkvadrikami, tj.
nadplochami druhého stupné. Jejich rovnici dostaneme tak, ze polozime rovnu
nule nenulovou kvadratickou formu:

flx) = Zaijxixj =0. (8.5)

Bydzovsky v textu podminku nenulovosti kvadratické formy neuvadi. V pripadé
nulové kvadratické formy ovsem rovnici (8.5) spliuji véechny body m-rozmérného
prostoru a tedy tato forma neurcuje v tomto prostoru nadkvadriku.

V dalsim textu autor definuje diskriminant nadkvadriky, jakozto determi-
nant A sestaveny z koeficientu a;;. Dokazuje, Ze se jedna o projektivni inva-
riant nadkvadriky a ze je az na nenulovy nasobek shodny s jejim Hessianem.
Bydzovsky dale rozebira vztah mezi nadkvadrikou a piimkou, hledd singuldarni
body nadkvadriky. Rozebird polarni vlastnosti nadkvadriky. Jedinou polaru,
kterou muze vzhledem k nadkvadrice mit bod (y), pak nazyvé polarni nadro-
vinou bodu (pdlu) (y) a vysvétluje jeji geometricky vyznam:

Poldrni nadrovina bodu, leziciho mimo nadkvadriku (pro m > 2), vzhledem
k ni je geometrickym mistem bodu, které s polem oddéluji harmonicky pruseciky
nadkvadriky s primkami pélem vedenymi. °°

V dalsim textu se sezndmujeme s tecnovou rovnici nadkvadriky. Na rozdil od
bodové rovnice nadkvadriky, jiz splnuji vSechny jeji body, vyhovuji te¢nové rov-
nici vSechny tecné nadroviny nadkvadriky. Bydzovsky rovnéz odvozuje normalni
tvar rovnice nadkvadriky

a dokazuje, ze na tento tvar lze vhodnou volbou soustavy soutadnic prevést
kazdou rovnici nadkvadriky. Podivejme se na tryvek z jeho nésledného vykladu:

Pro zodpovézeni otazky, jak je treba zvoliti soustavu soutadnic, aby rovnice
nadkvadriky nabyla této normdlni formy, omezme se jen na pripad nadkvadriky
requldrni. Pak jsou vSechny koeficienty a;; ruzné od nuly. Poldrni nadrovina
bodu O, * vzhledem k této nadkvadrice je

z, = 0.

Ma tedy souradnicovy simplex takovou polohu vzhledem k nadkvadrice, Ze poldrni
nadrovina kazdého jeho vrcholu je protilehld nadrovina simplexu. Simplex této
vlastnosti nazyvame poldrnim simplexem nadkvadriky.

Zvolime-li obrdcené poldrni simplex nadkvadriky

E Cl,ijl’il'j = 0,

za souradnicovy, md bod O; poldrni nadrovinu

E aijl’j = 0,
58[B103], str. 94.

59Tak autor oznacuje vrcholy soufadnicového simplexu.
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kterd je totoZnd s nadrovinou x; = 0, z c¢ehoZ plyne a;; = 0 pro kazdé i,j, kde
i 7.

Tim je dokazdino:

b) Rovnici requldrni nadkvadriky uvedeme na normdlni tvar, jestlize vez-
meme za souradnicovy simplex poldrni simplex nadkvadriky a jen timto zpisobem. ©°

V zavéru kapitoly Bydzovsky vysetiuje dvé nadkvadriky, resp. svazek nad-
kvadrik. Provadi diskuzi charakteristické rovnice svazku a hleda ve svazku
singuarni nadkvadriky.

Nasledujici kapitola se nazyva Projektivni geometrie v piimce. Autor
nejprve provadi klasifikaci téchto projektivnosti podle poctu kotenu charak-
teristické rovnice a hodnosti charakteristického determinantu. Definuje cha-
rakteristicky dvojpomér projektivnosti, projektivnost inverzni a involutorni,
hovoii o reguldrnich i singuldrnich (samodruznych) dvojicich bodu involutorni
projektivnosti, definuje rovnéz apolarni dvojici bodu. Jednd o regularnich i
singuldrnich svazcich dvojic bodovych a uvadi nutnou a postacujici podminku
pro to, aby tfi dvojice bodu nélezely do téhoz svazku, neboli, jak iika autor,
byly v involuci.

V dalsim textu Bydzovsky odvozuje vlastnosti trojice bodové. Definuje ji
jako koreny binarni kubické formy, ktera je polozena rovna nule:

Definuje pojem regularni (kubickéd forma ma pouze jednoduché koteny) a sin-
gularni trojice bodové. Uvadi Hessian trojice bodové, odvozuje jeji polarni
vlastnosti a uvadi rovnici urcujici kubické formy na normalni tvar

3 3
apT] + asx;.

V zavéru prechazi ke geometrii afinni a metrické a dokazuje nékteré jejich

specialni vlastnosti, které v geometrii projektivni neplati.

Kapitola sedma se zabyva linedrni projektivni geometrii v roviné. Autor
zde probird pojmy soutradnice, bod, piimka, zabyva se rovnéz geometrii ve
svazku ptrimek. Poté definuje uplny ¢tyiroh, resp. uplny ctyistran a popisuje
jejich vlastnosti. Vénuje se kolineaci dvou rovin i kolineaci v rovine, uvadi
podminky pro jeji jednoznacné urceni, provadi klasifikaci kolineaci. Déle se
vénuje kolineaci involutorni a korelaci dvou rovin, resp. korelaci v roviné. Poté,
stejné jako v predchozi kapitole, prechazi ke geometrii afinni, popisuje afinni
grupu rovnicemi

/ / /

rr = 1Ty -+ C12T9 -+ C13T3
/ / /

To = €217y + C22T5 + C23T3
!

1’3 - 1’3,

z nichz je hned patrné, ze kazda transformace této grupy ma souradnicovou
osu o3 za samodruznou piimku. Vynechanim této piimky pak z projektivni
roviny vznika rovina afinni, v niz Bydzovsky zavadi afinni souradnice. Dale se
zabyva geometrii ekviformni a metrickou.

60[B103], str. 100.
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Obdobnou strukturu jako predchozi dvé kapitoly ma i kapitola osma, na-
zvana Linearni projektivni geometrie v prostoru trojrozmérném. Navic
se zde objevuji pojmy svazek a trs rovin.

Kapitola devata se jmenuje Kuzelosecky. Rovnici kuzelosecky obdrzime,
kdyz polozime rovnu nule nenulovou®! ternarni kvadratickou formu

f(l‘) = ZCLUIZ‘IJ‘ = 0, aij = CLjZ‘.

Bydzovsky zavadi pojem hodnost kuzelosecky jako hodnost jejiho diskrimi-
nantu a provadi klasifikaci kuzelosecek podle hodnosti a uvadi, ze

Kazdé dve kuZelosecky téZe hodnosti a jen takové dvé kuzelosecky jsou pro-

jektivné ekvivalentni, t.5. existuje kolineace, kterou lze jednu prevésti ve dru-
hou. 62

V dalsim textu Bydzovsky odvozuje véty o urcenosti kuzelosecky, zabyva
se teCnami a polarnimi vlastnostmi kuzelose¢ek. Odvozuje tzv. prvni normalni
(jinak také tecnovy) tvar rovnice kuzelosecky

2
2275 + 2@135(711’3 = 0,

popisuje projektivni vytvoreni kuzelosecky. Dale uvadi parametrické rovnice
kuzelosecky a dokazuje znamou Pascalovu vétu. Uvadi dalsi normélni tvar
rovnice kuzelosecky, tzv. polarni

2 2 2
a1y + (22T + az3ls = 0,

piinémz je za soutadnicovy trojstran zvolen trojstran polarni, ktery Bydzovsky
definuje jako diagondlni trojstran uplného ¢tyrrohu vepsaného kuzelosecce.
Poté autor vysetiuje svazek kuzelosecek, zabyva se rovnéz singularnimi svazky;,
provadi rozbor charakteristické rovnice svazku. Déle provadi klasifikaci typu
dvojic regularnich kuzelosecek, v souvislosti tim odvozuje geometricky vyznam
simultannich invariantu O, O,, jez se objevi pri feseni charakteristické rovnice
svazku. Podrobné se Bydzovsky zabyva také Desarguesovou vétou o svazku
kuzelosecek, ktera tika, ze

Svazek kuzelosecek protne primku neprochdzejici Zadnym bodem base v bo-
dové involuci; dvé kuzelosecky svazku se této primky dotykaji a to v dvojndsobniyjch
bodech této involuce. %3

Je odvozena a dokazana také zobecnéna Desarguesova véta, o niz Bydzovsky
poznamenava, ze ji ve véku 16-ti let objevil Eduard Weyr:

Kuzelosecky svazku protinaji kuZelosecku pevnou, kterda obsahuje dva body
base svazku, ve dvojicich bodové involuce, jejiz stred lezi na spojnici zbyvagicich
dvou bodi base. Dvé kuzelosecky svazku se pevné kuZelosecky dotykaji a to ve
dvojndsobnijch bodech involuce 4

Jiz bez dukazu jesté uvadi vétu, ktera je dusledkem véty predchozi a jejimz
zvlastnim piipadem je véta o spole¢ném bodu chordal t¥1 kruznic, které nenalezi
témuz svazku:

61Bydzovsky podminku nenulovosti formy opét vynechévé.
62[B103], str. 196.
63[B103], str. 227.
64[B103], str. 229.
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Maygi-li tri kuZelosecky dva spolecné body, protinaji se tri spojnice vZdy zbyvajicich
dvou priseciki v témze bodé. %

V zavéru kapitoly dualisuje nékteré z odvozenych vlastnosti kuzelosecky
(uvedena napft. véta Brianchonova).

V desaté kapitole, obdobné jako v kapitole devaté o kuzeloseckéach, jsou
klasifikovany a vylozeny vlastnosti kvadrik.

Kapitola jedenacta mé nazev Zakladni vlastnosti algebraickych krivek
rovinnych. Rovinnda algebraicka kiivka je zavedena pomoci jiz diive defino-
vaného pojmu algebraické nadplochy v prostoru dvojrozmérném. Bydzovsky
zde definuje stupen (fad) kiivky, odvozuje vzorec pro obecnou skupinu bodu
(pro urceni kiivky)
n(n+ 3)

2
a vyslovuje podminky, za nichz muze byt skupina N bodu obecnou skupi-
nou. Vyslovuje vétu o poctu pruseciku kiivky s primkou. Uvadi rovnici teény
krivky, definuje tecnu inflexni jakozto primku, jez mé s kiivkou styk vice nez
dvoubodovy, teprve poté definuje inflexni bod. Zabyva se dvojndsobnymi i
vicenasobnymi body, nachézime zde zpusob ttidéni dvojndsobnych bodu podle
hodnosti Hessianu v daném bodé.

Déle je definovan resultant dvou ktivek a vysvétleno jeho pouziti pii hledani
spoleénych bodu dvou kiivek. Je dokdzana véta Bezoutova:

N =

Dwvé krivky stupnu n, m, jez nemaji spolecné soucdsti, magi prdave mn spolecnijch
bodii, pocitdme-li kazdy prisecik tolikrdt, kolik uddvd jeho ndsobnost.

a Tada dalsich pomocnych tvrzeni. Déle autor dokazuje, Ze nerozlozitelna
krivka stupné n nemuze mit vice nez

(n—1)(n—2)
2

dvojnasobnych bodu a rozebira ptripady krivek s maximalnim po¢tem dvojnasobnych
bodu pron = 2, 3, 4. Dalsi vlastnosti algebraickych kiivek je jejich rod. Bydzovsky
jej definuje pro nerozlozitelné kiivky, které nemaji jiné singularity, nez dvojnasobné
body, postupné vsak definici rozsituje i na krivky slozené, které neobsahuji
vicenasobnou soucast, i na kiivky se singularitami o nasobnosti vyssi nez dve.
Bydzovsky upozoriuje na vyznam tohoto pojmu, kiivky stejného rodu, i kdyz
ruznych stupnu, maji ¢asto spoletné nékteré velmi vyznamné vlastnosti, jako
napf.:

Souradnice bodu nerozloZitelné krivky rodu nula lze vyjadriti jako celistvé
raciondlni funkce jednoho parametru. 57

Souradnice bodu krivky rodu jedna lze vyjadrit jako funkce raciondlni v t
a ve druhé odmocniné z mnohoclenu v t. %8

65
66
67
68

B103], str. 230.
B103], str. 322.
B103], str. 341.
B103], str. 342.
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V dalsim textu jsou rozebrany polarni vlastnosti algebraickych krivek a vlast-
nosti linedrnich soustav kiivek.

Dalsi kapitola popisuje pouziti algebraickych funkci jedné komplexni ¢
proménné v teorii kiivek. Bydzovsky tuto funkci definuje rovnici

f(z,u) =0,

kde f je mnohoclen s komplexnimi koeficienty v proménnych z, u. Pricemz z
je nezavisla komplexni proménna a u je definovano jako funkce z. Poté autor
definuje kritické hodnoty, resp. kritické body algebraické funkce, dale pojmy
cyklus a stupen cyklu a hovoii o moznosti rozvinout elementy funkce nélezejici
do téhoz cyklu k-ho stupné v fady tvaru

u,-:co%—cgi)(z—zo)%+cg)(z—zo)%+..., i=1,... k.

V dalsim textu pak autor definuje dulezity pojem vétve kiivky, hovoti o poc¢atku
vétve, definuje charakteristicka cisla vétve (stupen a tiida vétve) a uvadi, jaké
dusledky pro vétev kiivky ma transformace souradnic. Poté autor provadi kla-
sifikaci dvojnasobnych bodu kiivky podle stupné vétvi, resp. vétve, které jej
maji za pocatek. Odvozuje zakladni vétu o nasobnosti pruseciku dvou kiivek,
s jeji pomoci pak vysvétluje geometricky vyznam charakteristickych ¢isel vétve:

Primka, prochdzejici pocdatkem vetve stupné k-ho a tridy h-té, protne ji
v tomto bode v nasobnosti k, s vyjimkou tecny vétve, kterd ji protne v ndsobnosti

(k+h). ™

Vétu dale vyuziva pro vypocet nasobnosti pruseciku kiivky a jeji prvni
polary pro ruzné polohy pélu, resp. pruseciky kiivky a jejtho Hessianu.

Kapitola tfinacta se jmenuje Vzorce Pliickerovy. Touto kapitolou je ukoncena
obecnd teorie algebraickych rovinnych ktivek. Je zde vysvétlen pojem trida
krivky, uveden prvni Pliickeruv vzorec pro vypocet tiidy kiivky n-ho stupné ,
ktera ma w uzla a k obyéejnych bodu tvratu:

m=mn(n—1) — 2u — 3k.

Bydzovsky déale pojednava o poctu tecen ke kiivce vedenych z bodu, které
maji specialni polohu, modifikuje vyse uvedeny vzorec pro kiivku, ktera ma
oby¢ejny bod r-nasobny a zabyva se stanovenim horni meze pro pocet bodu
uvratu na kiivce. Poté zkoumd kvartiku se tfemi body uvratu, zabyva se
Hessianem nerozlozitelné i rozlozitelné kiivky a dokazuje, ze

NerozloZitelnd krivka md koneény pocet inflexnich bodii. ™

Poté uvadi druhy Pliickeruv vzorec pro pocet inflexnich bodu kiivku stupné
n, kterd ma u obyc¢ejnych uzlu a k bodu uvratu a nemad jiné dalsi singularity:

i =3n(n—2)— 6u— 8k.

Definuje Hesseovu a Steinerovu kiivku, jako mnoziny bodu na kiivce uréitych
specidlnich vlastnosti, odvozuje tecnovou rovnici kiivky, jako rovnici dualni

69 Misto komplexni pouzivd Bydzovsky termin soujemné.
70[B103], str. 377.
711B103], str. 397.
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k bodové rovnici kiivky a popisuje vlastnosti vétve kiivky dudlni. Na zaveér
odvozuje posledni dva Pliickerovy vzorce,

n = m(m-—1)—27—3i
k= 3m(m—2)—67 —8i

které jsou duslni k jiz odvozenym vzorcum. Cisla n, m, u k, T(pocet dvojnésobnych
tecen), ¢ nazyva Pliickerovymi charakteristickymi ¢isly kiivky a dokazuje, ze

...8est Pluckerovyjch cisel vyhovuje trem nezdvislym podminkdam; lze tedy tri
z mich voliti, zbijvajici t¥i jsou jimi urcena. ™

Kapitola ¢trnacta a patnéctd doplnuji obecnou teorii algebraickych ro-
vinnych kfivek na ptikladech rovinné kubiky a kvartiky. Na zacatku prvni
z téchto kapitol autor pojednava o spolecnych bodech dvou kubik a o jed-
noznacném urceni kubiky. Poté autor popisuje projektivni vytvoteni kubiky,
vénuje se jejim polarnim vlastnostem. Zabyva se poctem tecen vedenych ke
kubice z jejiho bodu a dokazuje vétu (Salmonova):

Duvojpomeér ctyr tecen vedenych ke kubice z jejiho bodu je pro vsechny body
kubiky tyz. ™

Poznamenava, ze véta plati i pro body inflexni, pokud mezi tecny vedené
z tohoto bodu poéitame také samotnou inflexni tecnu. Inflexnim bodum se pak
vénuje podrobnéji, zkouma konfigurace inflexnich bodu lezicich na kubice rodu
jedna.

Dokazuje, ze inflexni body kubiky lezi po tfech na dvanécti primkach a ze
kazdym bodem prochazeji ¢tyti tyto piimky. Tvoii tedy inflexni body konfigu-
raci typu (9, 123)™.

Dale ukazuje, ze devét inflexnich bodu tvoii pro urceni kubiky skupinu
specidlni (tj. ne obecnou, prochdzi jimi vice nez jedna kubickd kiivka), lze je
tedy pokladat za bazi svazku kubickych krivek. Takovy svazek se pak nazyva
syzygeticky svazek kubik. Bydzovsky uvadi jeho rovnici a dokazuje, ze tento
svazek obsahuje ctyti nerozlozitelné kubiky, z nichz kazdéa je trojici piimek.
Vénuje se dalsim charakteristickym vlastnostem této konfigurace, ukazuje mimo
jiné, ze

...dvandct primek konfigurace lze rozdéliti na ctyri trojice takové, Ze kazdd
z nich obsahuje vsech devét bodii konfigurace. ™

Poté se autor zabyva inflexnimi trojstrany, neboli singuldrnimi kubikami sy-
zygetického svazku a uvadi rovnici svazku na normalni tvar tim, Ze za souradnicovy
trojstran voli libovolny trojstran inflexni.

Zabyvé se téz kubikami harmonickymi a ekvianharmonickymi, zjistuje podminky
ekvivalence dvou kubik rodu jedna. Popisuje grupu automorfnich kolineaci ku-
bik rodu jedna a to zejména piipadu ekvianharmonického a harmonického.
Tyto vysledky odvozuje jiz ve své praci [B73], ktera vysla o 18 let diive.

V zaveéru kapitoly se autor vénuje kubice s bodem uzlovym a kubice s bo-
dem tvratu.

72[B103], str. 414.
73[B103], str. 431.
70 tom vice v kapitole Sesté.
75[B103], str. 434.
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V tvodu dalsi kapitoly autor zduvodnuje vétu o ¢tyfech kuzeloseckach,
které tvori uzavieny fetéz na kvartice, vénuje se kuzeloseckdam ctyinasob do-
tykovym a jejich soustavam. Dale se Bydzovsky zabyva vlastnostmi soustav
dvojnasobnych tecen kvadriky™, specidlné pak kvartiky rodu nula (se t¥emi
uzlovymi body). Déle popisuje projektivni vytvotreni kvartiky a polarni vlast-
nosti kvartiky s bodem uzlovym.

Algebraickou geometrii v roviné ukoncuje kapitola sestnacta Tvar rovinnych
kiivek algebraickych. Autor se zde snazi dosavadni ryze abstraktni tvahy
nazorné zobrazit. Zavadi pravouhlé soutradnice, znovu opakuje rozdily mezi
soufadnicemi homogennimi a nehomogennimi, popisuje vlastnosti nevlastni
piimky, a vyslovuje véty o poctu bodu (redlnych a imagindrnich) na redlné al-
gebraické kiivce. Odvozuje rovnici teény kiivky v nehomogennich pravothlych
soutadnicich, specidlné pak definuje asymptoty, jako tecny kiivky v bodech
nevlastnich a popisuje zpusob hledani asymptot. Vénuje se rovnéz bodum
vicenasobnym. Poté uvadi nékolik piikladu algebraickych kiivek (kfivky Laméovy,
kubika, kvartika), na nichz postupné ukazuje metody a prostiedky pouzivané
k urceni tvaru kiivky. Poté poc¢ita rozvoje v daném bodeé kiivky, pouziva New-
tonova polygonu pro urceni piibliznych kfivek ktivky dané v daném bodé
(obr. 8.4™). Vysetiuje prubéh vétvi nejnizsich stupni, podrobné zkouma
tvar kiivky v okoli dvojnasobného bodu, pro prozkoumani tvaru kiivky v okoli
nevlastnich bodu pouziva tzv. analyticky trojihelnik.

Obréazek 8.4:

Nésledujici ti kapitoly se zabyvaji geometrii prostorovou. Prvni z nich, kapi-
tola sedmnactd, nese nazev Algebraické plochy a algebraické krivky pro-
storové. Autor zde seznamuje ¢tendre se zakladnimi pojmy nutnymi k poznani
téchto ploch a ktivek. Definuje urcenost algebraické plochy, algebraickou pro-
storovou kiivku pak definuje jako prunik dvou algebraickych ploch, vyslovuje

"6Kvartika je kfivka nejnizsiho stupné, kterd muze mit dvojndsobné tecny.

7T Tato teorie je pomérné slozitd. Zjednodusené se dé Fici, ze hleddni pfibliznych kiivek spo¢ivéa v tom, ze
z rozvoje dané kiivky v jejim bodé vezmeme jen nékolik prvnich ¢lent, ¢imz ziskdme kiivku nizsiho stupné,
nez je kiivka puvodni. Tato kiivka v okoli uvazovaného bodu pfiblizné vyjadiuje kiivku danou.

"8Obrazek je prevzat z Bydzovského préce.
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Bezoutovu vétu o stupni prostorové kiivky. Je definovana plocha ptimkova
a dokazéno, ze kazda ptrimkova plocha, jejimz kazdym bodem prochazi dvé
piimky plochy je regularni kvadrika. Déale se autor zabyva tecnou rovinou
a tecnou algebraické plochy, studuje tecné roviny podél primky plochy, defi-
nuje torsalni, resp. vicenasobnou piimku plochy. Vyslovuje dulezitou vétu, na
jejiz dukaz odkazuje do ucebnic diferencialni geometrie:

Rada dotykovijch bodii na primce piimkové plochy a svazek tecnich rovin
v nich jsou projektivni. ™

Déle jsou definovany a podrobné prozkoumany parabolické body, je dokazano,
ze parabolické body jsou regularni pruseciky plochy s jejim Hessianem. Poté
Bydzovsky zkoumda Hessovu a Steinerovu plochu, popisuje vztah Hessianu
k pfimkam plochy a Hessian plochy rozvinutelné, jejiz kazda piimka je torzalni.
Autor se zabyva singuldrnimi body plochy (rozlisuje body konické, biplanarni
a uniplandrni), popisuje kuzel te¢en vedenych z bodu ku plose, definuje pojem
ttida plochy.

Poté se vice vénuje prostorovym kiivkam, popisuje vztah kiivky a primky.
Piimku protinajici kfivku nazyva sekantou, podle poc¢tu pruseciku pak rozlisuje
unisekantu, bisekantu, atd. Mezi sekantami si nejvice vsima tecen kiivky, které
definuje jako prusecnice teénych rovin ploch, jejichz prunikem je dana pro-
storova kiivka. Body, v nichz tetné roviny tvoticich ploch splyvaji, nazyva
singuldrnimi body kiivky.

V dalsim textu pak muzeme nalézt navod, jak lze studovat prostorovou
krivku z jejtho prumétu do roviny, déle je zde podéana obecnéjsi definice pro-
storové krivky. V zavéru kapitoly je pak ukadzano pouziti duality v teorii alge-
braickych ploch i prostorovych algebraickych kiivek.

Nésledujici dvé kapitoly jsou vénovany geometrii prostorové. Prvni z nich
se zabyva studiem kubické plochy. Bydzovsky nejprve zkouma nerozlozitelnou
kubickou plochu bez singularnich bodu a dokazuje, ze na ni lezi 27 primek.
Poté se seskupenim piimek na kubické plose zabyva podrobnéji a dochazi
k nasledujicimu zavéru:

Primka plochy je protata prdvé deseti dalsimi primkami plochy, jeZ leZi po
dvou v péti rovindch poloZenyjch danou primkou.

Lezi-li na kubické plose piimky, musi na ni lezet i kuzelosecky, jakozto
pruniky plochy s rovinou prochazejici primkou plochy. Prolozime-li libovolnou
piimkou plochy svazek rovin, ziskame prunikem s kubickou plochou vesmeés
regularni kuzelosecky, az na pét vyjimek, zminovanych v predchozim odstavci.
Bydzovsky zvolenou primku plochy nazyva osou soustavy kuzelosecek a doka-
zuje vétu:

Soustava kuZelosecek kubické plochy protind svou osu v bodové involuci; dvé
z téchto kuzelosecek se tedy osy dotykagi. 8

Bydzovsky déle odvozuje, ze kubicka plocha bez singularnich bodi ma 27
soustav dvojnasob tec¢nych rovin a 45 trojnasob tecnych rovin. Poté autor
zkoumd ty piimky plochy, které jsou navzajem mimobézné, roziazuje je do
tzv. dvojsestic ptimek, zkoum4 jejich charakteristické vlastnosti a jejich vztah
k ostatnim primkam plochy i k plose samotné.

79[B103], str. 514.
80[B103], str. 546.
811B103], str. 547.
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Déle autor zkoumd i plochy, které obsahuji singularni body, zabyvéa se
piimkami plochy, které prochazeji jejim dvojndsobnym bodem a torzalnimi
primkami plochy. Jednotlivé rozebird ptipady kubické plochy s jednim bo-
dem konickym, s jednim bodem biplandrnim a bodem uniplanarnim. Zkouma
plochu se tfemi resp. ¢tyimi dvojnasobnymi body a dochéazi k zavéru, ze na
nich lezi vzdy koneény pocet piimek. Ma-li kubickd plocha byt piimkova (je
myslena plocha nekuzelova), tj. ma-li obsahovat nekoneény pocet primek, musi
mit i nekoneény pocet singularnich bodu. Bydzovsky vysetiuje primkové ku-
bické plochy dvou typu, do prvniho z nich fadime napt. plochy obsahujici
dve ridici ptimky (jednu dvojndsobnou, jednu jednoduchou), druhy typ repre-
zentuje v ucebnici kubickd plocha Cayleyova, jez mé jedinou tidici primku
(dvojndsobnou). V zavéru jesté zkoumd plochu duélni ke kubické plose se
¢tyfmi konickymi body, tzv. plochu Steinerovu (fimskou), kterd je ¢tvrtého
stupne.

Nasledujici kapitola se zabyva prostorovou kubikou a kvartikou. Popisuje
parametrické vyjadieni kubiky, zkouma vzajemnou polohu kubiky a roviny,
kubiky a piimky, ur¢uje hodnost a tiidu kubiky. Poté kubiku promita z bodu
kvadratickym kuzelem do roviny, zkouma vlastnosti prumétu a odvozuje tak
vlastnosti kubiky prostorové. V dalsim textu je nalezen minimalni pocet bodu,
potfebny pro jednoznacéné urceni prostorové kubiky, vysvétleno jeji projek-
tivni vytvoreni a podano zobecnéné parametrické vyjadreni. Poté autor uvadi,
ze prostorova kubika je utvar sam k sobé dudlni v tom smyslu, ze bodum
a oskula¢nim rovindm prostorové kubiky v dualité odpovidaji oskulaéni roviny
a body zase prostorové kubiky. Co se tyce prostorovych kvadrik, je vysvétleno
jejich vytvoreni, rozdéleni do dvou zdkladnich typu. Autor rovnéz zkouma je-
jich zakladni vlastnosti, dvojnasob dotykové roviny a zabyva se kvartikami
obsahujicimi singularni body. Prostorovymi kvartikami se Bohumil bydzovsky
zabyval jiz ve svych pracich [B7] a [B8], v nichz studuje grupu kolineaci, jmiz
se tato krivka reprodukuje.

Posledni kapitola Bydzovského ucebnice se ponékud lisi od ptedchozich,
autor v ni rozebira ptiklady algebraickych transformaci vyssich stupnu. Se-
znamuje ctenare s nejjednodussimi ptiklady tzv. Cremonovych transformaci,
predevsim pak s kvadratickou transformaci mezi dvéma rovinami. Jiz z 1. a 4.
kapitoly této disertacni prace vime, ze se jedna o vzajemné jednoznacnou bodo-
vou piibuznost, v niz jsou souradnice bodu kazdé roviny vyjadieny jako kvad-
ratické formy souradnic bodu jemu odpovidajiciho v druhé roviné. Bydzovsky
odvozuje rovnice takové transformace, definuje pojmy hlavni body a hlavni
piimky transformace. Ukazuje, ze obrazem piimky jedné roviny v transfor-
maci je kuzelosecka prochéazejici vsemi hlavnimi body druhé roviny a zavadi
pojem homaloidni sif kuzelosecek. Uziva tuto transformaci na kiivku n-ho
stupné a ukazuje vyhody tohoto pouziti. Zabyva se téz kvadratickou trans-
formaci involutorni a kvadratickou inversi. Poté kratce pristupuje k transfor-
macim vyssich stupiiti a bez dikazu®? vyslovuje vétu:

Kazdou Cremonovu transformaci lze rozlozZiti v néekolik transformaci kvadr-
tickyjch.83

82Jiz ve ¢tvrté kapitole jsem zmifiovala, ze tento ditkaz lze nalézt v Néther, Zur Theorie des eindeutigen
entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen Dimension, Math. Annalen 3, Gottingen Nachrichten,
1870.

83[B103], str. 632.
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Vice se vénuje Cremonovym transformacim v prostoru trojrozmérném. Au-
tor nejprve definuje soustavu homaloidnich kvadrik, poté se postupné vénuje
transformaci kvadrobikvadratické, kvadrokubické a kvadrokvadratické a in-
volutorni transformaci kvadrtické. V zavéru Bydzovsky uvadi zobrazeni al-
gebraické plochy, specidlné pak kubické plochy, na rovinu pro podrobnéjsi
zkoumani jejich vlastnosti. Obecné se problematikou zobrazovani z prostoru
vyssich dimenzi do prostoru nizsich dimenzi zabyva v praci [B46] Uziti principu
promitani v teorit geometrickych pribuznosti.

Ucebnice je zakoncena vécnym seznamem, na rozdil od predchozich uc¢ebnic
zde neni strucny historicky prehled vyvoje této problematiky ani seznam li-
teratury pro dalsi studium v tomto oboru, ¢asto se vsak v textu odkazuje na
rozlicné vétsinou zahrani¢ni ucebnice ¢i publikace vénované tomuto tématu.
Uvedme zde alespon nékteré znich. Roku 1939 vysla v Berliné kniha Bartela
van der Waerdena FEinfihrung in die algebraische Geometrie, v niz muzeme
nalézt zaklady této teorie. Uplnéjsi a ucelenéjsi je uc¢ebnice Juliana Lowela Co-
olidge A treatise on algebraic plane curves, vydana roku 1931 v Oxfordu. Velice
casto se autor odkazuje na treti svazek (Geometrie) rozséhlé Encyklopddie der
mathematischen Wissenschaften, jez vyznikala v letech 1903-1915. Z ¢eskych
ucebnic nejcastéji cerpd ze své ucebnice o determinantech, z knihy Diferencidlni
pocet od Karla Petra, které vysla roku 1923 v Praze a z ucebnic diferencialni
geometrie Hostinského® a Hlavatého®. Jesté je tfeba zminit jednu knihu, o
niz sam Bydzovsky v tivodu své knihy pise

Kniha ma cetné stycné body s knihou prof. J. Vojtécha o projektivni geomet-
rii,%0 ) lis7 se vsak od ni jednak tim, Ze je to uéebnice a nikoli kompendium, jako
kniha Vojtéchova, jednak tim, Ze viychodisko knihy Vojtéchovy je ryze geomet-
rické, kdezto vijchodisko knihy mé formdiné algebraické. Ctendi najde v knize
Vojtéchové ryze geometrické pouceni o mnohych c¢astech latky vykladané v mé
knize algebraicky.®

Pomérneé rozsdhlou recenzi k této ucebnici napsal profesor brnénské techniky
Otto Hlinka®. Kromé podrobného vypisu obsahu knihy zde Hlinka chvali nejen
vyklad, ale i technickou stranku knihy.

Po vnéjsi strance kniha vynikd dobrou upravou typografickou a vzorné narysovanymi
obrazci (v poctu 46); je doplnéna abecednim ukazatelem a seznamem opra-
venych chyb a nedopatreni tiskoviych a jinych.

Profesor BydzZovskiyj se v tomto spise opét ukdzal jako mistrny ucitel prenasejici
na ¢tendre svuj viely pomeér k vyklddané ldtce. Jeji viybér je promyslené vyvdzen,
takze neni prehnany odhad, Ze pro kazZdého, kdo se hodld zabyvati geometrii, 1
kdyz ne algebraickou, Bydzovského kniha je nezbytnou a dokonalou pripravou.

S politovanim musim poznamenat, ze troven dnesni vyuky algebraické ge-
ometrie je nizsi. Soucasni studenti ucitelského oboru matematika a deskrip-
tivni geometrie na MFF UK, kde se tento predmét vyucuje v ramci jednoho
semestru®, se napiiklad vitbec neseznami s pojmy vétev kiivky, Newtontiv

84Hostinsky, B.,Diferencidlni geomertie kiivek a ploch, Praha, 1942.

85Hlavaty, V.,Diferencidlni geometrie kiivek a ploch a tensorovy pocet, Praha , 1937.

86Vojtech, J., Geometrie projektivni, Sbornik Jednoty ceskoslovenskych matematikii a fysiki, &is. XIX,
Praha, 1932.

87[B103], str. 8.

88CPMF 75, 1950, str. 440-443.

89Hodinov4 dotace predmétu je 2/0.
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polygon, ¢i Cremonova transformace. Dalo by se fici, ze na ucitelském stu-
diu prevlada geometricky pristup ve vyuce algebraické geometrie, zatimco na
oboru Matematika, prevlada ptistup algebraicky.

Dva roky po Bydzovského uc¢ebnici vysla v Princetonu u¢ebnice Algebraic
curves od Roberta J. Walkera. Jeji pojeti této problematiky se od Bydzovského
piistup mnohem vice vychéazi z geometrie, Walkeruv pristup bychom spise na-
zvali algebraicky. Kniha obsahuje nezbytny tvod z linearni algebry. Daleko
veétsi duraz, nez v knize Bydzovského je zde kladen na pouziti algebraického
aparatu formalnich mocninnych fad pro zkoumani vétvi krivek, racionédlnich
transformaci kiivek a biracionalnich korespondenci. U¢ebnice vysla o dva roky
pozdéji téz v ruském jazyce.

Cisté z algebry vychdzi i uéebnice rakouského matematika Wolfganga Grobnera
Moderne Algebraische geometrie z roku 1949. Jeho jméno je znamé v souvis-
losti s Grobnerovymi bazemi které jsou uzitecnym pocetnim nastrojem, ¢asto
pouzivanym v algebraické geometrii®.

Zasadni rozdil mezi Bydzovského ucebnici a ucebnicemi pozdéjsimi byl
v drovni obecnosti, na niz byl vyklad provadén. Bydzovsky latku mnohem
vice probira na konkrétnich ptikladech.

K Walkerové ucebnici sepsal roku 1970 profesor Alois Svec sbirku Fesenych
pifkladi®!. Prvni ¢esky ucebni text algebraické geometrie, vydany po Bydzovského
ucebnici, vysel az v roce 1975. Kniha se jmenuje Algebraické krivky a jejim au-
torem je Jarolim Bures. Kniha obsahové neptesahuje Walkerovu ucebnici, jez
byla, jak sdm autor piSe, hlavnim zdrojem pro sepsani knihy, ¢erpal rovnéz
z ucebnice profesora Bydzovského.

90Vyuzivaji se napt. k feSeni soustav polynomidlnich rovnic.
9Gvec, A., Priklady z algebraické geometrie, Praha, 1970.
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Kapitola 9

Prilohy

9.1 Seznam publikovanych praci

Nasledujici seznam publikaci Bohumila Bydzovského byl témér beze zmeény
pievzat z prace Zivot a dilo Bohumila Bydiovského od Ladislavy Francové.
Hlavnim zdrojem tohoto prehledu byl seznam, ktery sestavil Karel Sindelaf po
smrti Bohumila Bydzovského, publikovany roku 1970 v 95. roéniku Casopisu
pro péstovdni matematiky'. Pii jeho sestavovani autor vychézel ze seznamt
uvetejnénych v letech 1950 a 1955 od autortt Karla Koutského? a Karla Havlicka?.
Sindeldfuv seznam obsahoval celkem 60 praci, nebyly v ném zahrnuty ¢lanky
referativniho charakteru (s vyjimkou nekrologn), ¢lanky s pedagogickym ¢i
elementarné-matematickym obsahem, ani stfedoskolské ucebnice matematiky
a sbirky uloh. Po peclivém provéreni a doplnéni tento pocet vzrostl na 111
praci.

Vice nez polovina (32) Bydzovského védeckych praci byla publikovéna v Casopise
pro péstovdni matematiky a fysiky (pozdéji prejmenovaném na Casopis pro
péstovdni matematiky). V seznamu je pro tento ¢asopis pouzita zkratka CPMF
(resp. CPM). Zhruba ¢tvrtina praci (14) byla publikovéana v ¢asopise Rozpravy
I1. tiidy Ceské Akademie véd a umeénd, ktery v seznamu nazyvam strucné ,, Roz-
pravy“. Casopis Véstnik Krdlovské ceské spolecnosti nauk cituji jako ,, Vestnik .
Ostatni nazvy ¢asopist jsou ponechany beze zmén.

U jednotlivych polozek seznamu publikaci jsou uvedeny odkazy na tyto
referativni casopisy:

J = Jahrbuch uber die Fortschritte der Mathematik,
RS = Revue semestrielle des publications mathématiques.

Odkazy jsou doplnény Sifrou, nebo jménem referenta. Jsou zde uvedeny
téz citace recenzi v.CPMF nebo jinych ¢asopisech. U nékterych praci jsou
v hranatych zavorkach poznamky nejruznéjsiho charakteru.

K poradovému ¢islu praci je pripojeno pismeno B, aby se prace Bohumila
Bydzovského odlisily od ostatnich pramenu citovanych v jednotlivéch ¢lancich
této prace.

'Sindelds, K., Pamdtce akademika Bohumila Bydzovského, CPM 95 (1970), 100-113.
2Koutsky, K., Sedmdesdtiny prof. dr. Bohumila Bydzovského, CPMF 75 (1950), D349-D357.
3Havlicek, K., Akademik Bohumil Bydzovsky pétasedmdesdinikem, CPM 80 (1955), 247-249.
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[B1]

[B2]

B3]

[B6]

B8]

Inflekeni primka kubické krivky raciondIng.
CPMF 35 (1906), 1-23

J: 37 (1906), 569 Pe

RS: XV-1, 93 Petr

Prispevek k theorii svazku kubickiych krivek raciondlnich.

Zprava c. k. statni redlky krél. hor. mésta Kladna za VI. skolni rok 1905
1906, 5-30

J: 37 (1906), 569 Pe
CPMF: 36 (1907), 295 Petira

Theorie maxim a minim.

CPMF 36 (1907), 169-196, 297-315
J: 38 (1907), 333 Pe

RS: XVI-1, 110 Petr

Podrobnosti k theorii ternalné cyklické kollineace.

VII. Zprava c. k. statni redlky v kral. hornim meésté Kladné za skolni rok
1906-1907, 5-17

J: 38 (1907), 572 Pe
CPMF: 38 (1909), 309 Petira

Kubickd krivka raciondlnd jakozto souhrn dvojic konjugovanych bodi.
CPMF 37 (1908), 13-24

J: 39 (1908), 616 Pe

RS: XVII-2, 108 Petr

Grupa sesti kollineaci rovinngch nebo prostorovijch.

Tricata pata roc¢ni zprava cis. kral. ceské vyssi redlky Karlinské za skolni
rok 1907-1908, 3-14

J: 39 (1908), 205 Pe

CPMF: 38 (1909), 311 Petira

Grupa kollineact prostorové krivky bikvadratické prvého druhu.
Rozpravy, 17 (1908), ¢. 18, 39 stran

J: 39 (1908), 706-707 Pe

RS: XVIII-1, 112 Petr

Veéstnik ¢eské Akademie: 17 (1908), 320 Petr

Grupa kollineaci prostorové krivky bikvadratické prvého druhu.
Rozpravy, 17 (1908), ¢. 27, 13 stran

J: 39 (1908), 706707 Pe

RS: XVIII-1, 112 Petr

Véstnik ceské Akademie: 17 (1908), 380 Petr, Sobotka
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[BY]

[B10]

B11]

[B12]

[B13]

[B14]

[B15]

[B16]

Gruppe der Kollineationen der biquadratischen Raumkurve erster Art.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 14 (1909), 163-175

[Jde o zkraceny preklad praci [B7] a [BS].]

J: 40 (1909), 702 Pe

RS: XIX-1, 102 Mannoury

O jisté grupé rovinnych kollineact.
CPMF 38 (1909), 25-32, 150-164
J: 40 (1909), 647 Petr

RS: XIX-1, 99 Petr

Budoucnost matematiky.

CPMF 38 (1909), 129-149

[Clanek H. Poincarého pielozil Bohumil Bydzovsky.]
RS: XIX-1, 100 Petr

O jisté nekonecné grupé Cremonovijch transformaci.
Rozpravy, 18 (1909), ¢. 34, 8 stran

J: 40 (1909), 729 Pe

RS: XX-1, 107 Petr

Véstnik Ceské Akademie: 18 (1909), 445 Sobotka

Uber eine unendliche Gruppe von Cremonaschen Verwandtschaften.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 15 (1910), 1-5

[Jde o zkraceny preklad prace [B12].]

J: 41 (1910), 744 Pe

RS: XX-1, 106 Mannoury

O imagindrnich bodech.
CPMF 39 (1910), 317-329, 417-426
RS: XX-1, 104 Petr

Arithmetika pro IV. a V. tridu gymnasii a redlnych gymnasii.
Nékladem JCM, v Praze 1910, 181 stran

CPMF: 40 (1911), 488-489 Hostinsky

RS: XXI-2, 138

Arithmetika pro IV. tridu skol redlnijch.
Nékladem JCM, v Praze 1910, 149 stran
[Céstecné se shoduje s ucebnici [B15].]
CPMF: 40 (1911), 488489 Hostinsky
RS: XXI-2, 138
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[B17]

[B18)]

[B19]

[B20]

[B21]

[B22]

[B23]

Prispévek k theorii cyklickych projektivnosti.
CPMF: 40 (1911), 281-295

J: 42 (1911), 703 Pe

RS: XXI-2, 104 Velisek

Arithmetika pro VI. a VII. tridu gymnasii a redlnych gymnasii.
Nékladem JCM, v Praze 1911, 154 stran

CPMF: 41 (1912), 74-76 Hostinsky

RS: XXI-2, 138

Arithmetika pro V. aZ VII. tridu skol realnijch.
Néakladem JCM, v Praze 1911, 196 stran
[Céstecné se shoduje s uéebnicemi [B15] a [B18].]
CPMF: 41 (1912), 74-76 Hostinsky

RS: XXI-2, 138

O wvytvorent geodetickych krivek na rotacnich ellipsoidech.
CPMF 41 (1912), 319-330

[Préce je obsazena ve ,Sbornfku praci mathematickych a fysikdlnich vy-
daném na pocest dra Fr. Kolacka®; sbornik je soucasti CPMF ']

J: 43 (1912), 721-722 Pe
RS: XXI-2, 107 Velisek
Nasge veda: 2 (1915-1918), 261 Vojtéch

Dvojnasobné body krivek Sestého stupne.

Rozpravy, 21 (1912), ¢. 42, 12 stran

J: 43 (1912), 676 Pe

RS: XXI-2, 113 Velisek

Vestnik Ceské Akademie: 21 (1912), 470-471 Petr, Sobotka
Nage veda: 1 (1914), 107-108 Vojtéch

vvvvv

Nékladem JCM, v Praze 1912, 179 stran
[Spoluautor Jan Vojtéch.|
CPMF: 42 (1913), 201-202 Hostinsky

vvvvv

Nékladem JCM, v Praze 1912, 176 stran
[Jednd se o ¢astecné upravenou ucebnici [B22]. Spoluautor Jan Vojtéch.]
CPMF: 42 (1913), 201-202 Hostinsky
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vvvvv

Néakladem JCM, v Praze 1912, 329 stran

[Spoluautor Jan Vojtéch zpracoval ¢ast geometrickou, ¢ast arithmetickou
zpracoval B. Bydzovsky s ¢astecnym pouzitim 7. vydani Hromadkovy
a Strnadovy ,,Sbirky tloh z algebry“.]

[B25] Arithmetika pro IV. a V. tridu gymnasii a redlnijch gymnasii.
Néakladem JCMF, v Praze 1913, 181 stran

[Jde o druhé, nezménéné vydani ucebnice [B15].]

[B26] Konstrukce rovinnijch krivek Sestého stupné rodu 0 az 3.
Rozpravy, 22 (1913), ¢. 46, 20 stran
J: 44 (1913), 615 Pe
RS: XXV-1, 74 Bydzovsky
Vestnik Ceské Akademie: 22 (1913), 426-427 Sobotka
Nase veda: 1 (1914), 318-319 Bydzovsky

[B27] Konstruktion der ebenen Kurven sechster Ordnung vom Geschlechte 0
bis 3.

Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 19 (1914), 314-329
[Jde o zkraceny preklad prace [B26].]

[B2§] Resent zvldstniho problému projektivnosti a jeho uZitd.
CPMF 43 (1914), 273-290
J: 45 (1914-1915), 781 Pe
RS: XXV-1, 72 Bydzovsky
Nasge veda: 2 (1915-1918), 264-265 Vojtéch

[B29] O zvldstnim druhu konstrukci.
Véstnik, ti. math.—pi., 1914, ¢. 21, 6 stran
J: 45 (1914-1915), 850
RS: XXV-1, 77 Bydzovsky
Nasge veda: 2 (1915-1918), 256 Vojtéch

[B30] Prispévek k theorii elliptické krivky normdln.
Rozpravy, 23 (1914), ¢. 39, 6 stran
J: 45 (1914-1915), 897 Pe
RS: XXV-1, 76 Bydzovsky
Nasge veda: 2 (1915-1918), 264 Vojtéch

[B31] Remarque sur les points d’inflexion d’une cubique d point double.
L’Enseignement mathématique, Geneve, 16 (1914), 366-368
J: 45 (1914-1915), 787-788 Zch
RS: XXIII-1, 39 B. de Greve
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[B32]

[B33]

[B34]

[B35]

[B36]

[B37]

[B38)]

O wvytvorent geodetickych krivek na rotacnich plochdch centrdalnich druhého
stupné.

CPMF 44 (1915), 151-193

J: 45 (1914-1915), 897 Pe

RS: XXV-2, 47 Bydzovsky

Nage veda: 2 (1915-1918), 261 Vojtéch

Redlné body hyperoskulacni algebraickych krivek rovinngch.
Rozpravy, 25 (1916), ¢. 50, 9 stran

J: 46 (1916-1918), 971 By

RS: XXVIII-2, 94 Bydzovsky

Vestnik Ceské Akademie: 25 (1916), 320-321 Sobotka
Nasge veda: 2 (1915-1918), 259 Vojtéch

Sur un théoréme concernant les courbes elliptiques normales.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 20 (1916), 101-106
[Jde o preklad préace [B30].]

Krivky rovinné stupné 2n-ho s tremi body n-ndsobnymi.
CPMF 46 (1917), 1-16

J: 46 (1916-1918), 970 By

RS: XXVIII-2, 85 Bydzovsky

Nase veda: 2 (1915-1918), 258-259 Vojtéch

Resent zvldstniho problému projektivnosti pro svazek kubickijch krivek.
Rozpravy, 26 (1917), ¢. 20, 17 stran

J: 46 (1916-1918), 971 By

RS: XXVIII-2, 95 Bydzovsky

Véstnik Ceské Akademie: 26 (1917), 184 Sobotka

Nage veda: 4 (1921-1922), 55 Petr

Arithmetika pro IV. a V. tridu gymnasii a redlnych gymnasii.
Nékladem JCMF, v Praze 1917, 181 stran

[Jde o tTeti, nezménéné vydani ucebnice [B15].]

Priklad jednodvojznacné pribuznosti dvou rovinnych poli.
CPMF 47 (1918), 247262

J: 46 (1916-1918), 913 By

RS: XXVIII-2, 87 Bydzovsky

Nasge veda: 2 (1915-1918), 266267 Vojtéch
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[B39] Sur les transformations quadratiques reproduisant une quartique elliptique
plane.

Comptes rendus du Congrés internat. des Math., Strasbourg 1920, 383—
387

J: 48 (1921-1922), 705 Mz

[B40] Kvadratické transformace obecné rovinné krivky bikvadratické rodu 1.
Rozpravy, 29 (1920), ¢. 17, 10 stran
J: 47 (1919-1920), 608 By
RS: XXX-1, 85 Bydzovsky
Vestnik Ceské Akademie: 28-29 (1919-1920), 146 Petr
Nase veda: 4 (1921-1922), 223 Bydzovsky

[B41] SniZeni poctu kvadratickijch transformaci rovinné krivky elliptické stupné
cturtého.

Rozpravy, 29 (1920), ¢. 23, 10 stran

J: 47 (1919-1920), 608 By

RS: XXX-1, 86 Bydzovsky

Véstnik Ceské Akademie: 28-29 (1919-1920), 148 Petr
Nase veda: 4 (1921-1922), 223 Bydzovsky

[B42] Sbirka Uloh z mathematiky pro vyssi tiidy strednich §kol.
Nékladem JCMF, v Praze 1920, 332 stran

[Jednd se o druhé, malo upravené vydani sbirky [B24]. Spoluautor Jan
Vojteéch.]

[B43] Aritmetika pro IV. a V. tridu skol strednich.
Nékladem JCMF, v Praze 1920, 189 stran

[Jde o ¢tvrté, upravené vydani ucebnice [B15].]

[B44] Aritmetika pro IV. — VII. tridu skol strednich, dil druhjj.
Nékladem JCMF, v Praze 1921, 160 stran

[Jednd se o druhé, upravené vydani ucebnice [B19].]

[B45] Sbierka Uloh z matematiky pro vyssie triedy skol strednijch.
Nékladem JCMF, v Praze 1921, 336 stran

[Jde o jen malo upravenou sbirku [B24] prelozenou do slovenstiny. Spolu-
autor Jan Vojtéch.]

[B46| Uziti principu promitani v teorii geometrickyjch pribuznosti.
CPMF 52 (1923), 11-18
[Préce obsahuje kratky francouzsky vytah.]
J: 49 (1923), 432 By
RS: XXXI-2, 167 Bydzovsky
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[B47] Uvod do analytické geometrie.

Knihovna spist matematickych a fysikalnich, svazek 8, ndkladem JCSMF,
v Praze 1923, 408 stran

CPMF: 55 (1926), 185 Hlavaty

[B48| Réduction du nombre de transformations quadratiques d’une quartique
elliptique plane.

Bulletin Int. de ’Acad. des Sci. Prague, 23 (1923), 68-71
[Jde o zkraceny preklad prace [B41].]

[B49] Sur les transformations quadratiques d’une qartique plane générale de ge-
nre umn.

Bulletin Int. de 1’Acad. des Sci. Prague, 23 (1923), 72-75
[Jde o zkraceny preklad prace [B40].]

[B50] Aritmetika pro IV. — VII. tridu skol strednich, dil pront.
Néakladem JCSMF, v Praze 1923, 176 stran

[Jde o pété, upravené vydani ucebnice [B15].]

[B51] Aritmetika pro 1V. — VIL. tiidu $kol strednich, dil druhy
Nékladem JCSMF, v Praze 1924, 144 stran

[Jde o tFeti, upravené vydani ucebnice [B19].]

Néakladem JCSMF, v Praze 1924, 335 stran
[Jde o tfeti, mélo upravené vydani sbirky [B24].]

[B53| Pozndmka ke studiu specidlnich kvartik rovinngch.
CPMF 53 (1924), 27-31
[Préce obsahuje kratky francouzsky vytah.]
J: 50 (1924), 430 By
RS: XXXII-1, 162 Bydzovsky

[B54| Mezindrodni sjezd matematiki . 1924.
CPMF 53 (1924), 340

[B55] Eliptické kvartiky rovinné, projektivné specialisované.
Rozpravy, 33 (1924), ¢. 32, 36 stran
J: 50 (1924), 430 By
RS: XXXIII-2, 212 Bydzovsky
Veéstnik Ceské Akademie: 33 (1924), 48 Bydzovsky
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[B56] Contribution d la théorie de la sextique d huit points doubles.

Proceedings of the international mathematical Congress, Toronto 1924,
729-731

J: 54 (1928), 688 Fgl.

[B57] Sur des quartiques elliptiques planes, spéciales au point de vue projectif.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 25 (1925), 200-205
[Jde o zkraceny pieklad prace [B55].]

[B58] Odpoved k 7 Pozndmkdm”klasickijch filologii.
Vydalo Statni nakladatelstvi, v Praze 1925, 12 stran
[Spoluautor J. Cenék.]

[B59] Predmluva.

Uvod do neeuklidovské geometrie. Napsal Véclav Hlavaty. Nakladem JCSMF,
v Praze 1926, 56

[B60] Aritmetika pre 1V. — VII. triedu strednijch skol, diel prvy.
Néakladem JCSMF, v Praze 1926, 176 stran
[Jednd se o preklad ucebnice [B50] do slovenstiny.|

[B61] Aritmetika pre IV. — VII. triedu strednijch $kol, diel druhy.
Nékladem JCSMF, v Praze 1927, 144 stran
[Jednd se o preklad ucebnice [B51] do slovenstiny.|

[B62| Prispévek k teorii Brianchonovy konfigurace.
Rozpravy, 36 (1927), ¢. 53, 13 stran
J: 53 (1927), 608 Bydzovsky
RS: XXXIV-2, 179 Bydzovsky
Vestnik Ceské Akademie: 36 (1927), 64-65 Bydzovsky

[B63] Contribution d la théorie de la configuration de Brianchon.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 27 (1927), 51-52
[Jde o zkraceny preklad prace [B62].]

[B64] Prispévek k teorii eliptické sextiky.
CPMF 57 (1928), 202-207
[Obsahuje kratky francouzsky vytah.]
J: 54 (1928), 688 Bydzovsky
RS: XXXIV-2, 172 Bydzovsky

[B65| Prispévek k teorii eliptické sextiky.

Sbornik praci matematickych a fysikdlnich vydany na pocest sedesdtého
vyroci narozenin Dra Karla Petra. Nakladem JCSMF, v Praze 1928, 34-39

[Pretisténa prace [B64].]

147



[B66] Remarque sur les groupes finis de transformations de Cremona.

Atti del Congresso Internazionale dei matematici, Bologna 1928, Tomo
IV, 43-44

J: 57 (1931), 1535 Fgl

[B67] O nékterych grupach Cremonovych transformaci v roviné.

Zpravy sjezdu ¢sl. prirodozpytcu a lékaiu, 1928

[B68| Sur les involutions symétriques du cinquiéme ordre.
Rozpravy, 38 (1929), ¢. 2, 17 stran
J: 55 (1929), 356 Bydzovsky
RS: XXXVI-1, 125 Bydzovsky

[B69] Sur une espéce particuliére de groupes d’involutions planes de Cremona.
Véstnik, ti. mat.—pt., 1929, ¢. 11, 26 stran
J: 55 (1929), 356 Bydzovsky
RS: XXXVI-1, 128 Bydzovsky

[B70] O zvldstnim druhu grup Cremonovych involuci v rovineé.
Zpréavy sjezdu matematiku zemi slovanskych, Varsava 1929, 314-317
J: 56 (1930), 543 Bydzovsky

[B71] Zdklady teorie determinanti a matic a jich uZiti.

Knihovna spistt matematickych a fysikélnich, svazek 14. Nakladem JCSMF,
v Praze

1930, 212 stran
CPMF: 62 (1933), 61-62 Rychlik

[B72] Jazykové starosti védeckého pracovnika.

Shornik pifrodovedecky, svazek 7, Ndkladem Ceské akademie véd a umeént,
v Praze

1930, 38-52

[B73] Kolineace kubickych krivek harmonickyjch a ekvianharmonickijch.
CPMF 59 (1930), 168-171
[Préce obsahuje kratky francouzsky vytah.]
J: 56 (1930), 556 Bydzovsky
RS: XXXVI-1, 124 Bydzovsky

[B74] Kvadratické involuce v prostoru n-rozmérném.
CPMF 60 (1931), 214-224
[Préce obsahuje kratky francouzsky vytah.]
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[B75] Literatura matematickd.

Ceskoslovenskd vlastiveda, dil X., Osvéta, Pod protektordtem Masary-
kovy akademie prace, Praha 1931, 408-415

[B76] Jan Sobotka.
Néakladem Ceské akademie véd a umeéni, v Praze 1932, 45 stran
[Nekrolog.|

[B77] Bedrich Prochdzka.
Nékladem Ceské akademie véd a umeéni, v Praze 1934, 18 stran
[Nekrolog.]

[B78] Sir Thomas Muir.
CPMF 63 (1934), 311
[Podepséano znackou By.|

[B79] Aritmetika pro IV. tridu strednich skol.
Néakladem JCSMF, v Praze 1934, 106 stran

[Jde o Sesté vydani ucebnice [B16], pfepracované podle osnov z r. 1933.
Spoluautofi St. Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

CPMF: 64 (1934-1935), D58 Bilek
CPMF: 66 (1936-1937), D150-D152 Cifka

[B80] Aritmetika pro V. — VII. tridu strednich skol.
Nékladem JCSMF, v Praze 1935, 212 stran

[Jde o Sesté vydani ucebnice [B19], pfepracované podle osnov z r. 1933.
Spoluautoii St. Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

CPMF: 66 (1936-1937), D 150-D 152, Cifka

[B81] Sur les involutions quadratiques dans [’espace d n dimensions.
CPMF 64 (1934-1935), 188-190
J: 61 (1935), 687688 Pinl

[B82] Sur les involutions quadratiques dans [’espace d n dimensions.
Zpravy o druhém sjezdu matematiku zemi slovanskych, v Praze 1934.
Nékladem JCSMF, v Praze 1935, 188-190
[Jde o pretisk prace [B81].]

[B83] Aritmetika pre IV. triedu strednych $kol.
Nékladem JCSMF, v Praze 1935, 102 stran
[Jedna se o preklad ucebnice [B79] do slovenstiny.|
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[B84] Aritmetika pre V. — VII. triedu strednijch $kol.
Nékladem JCSMF, v Praze 1936, 214 stran

[Jednd se o preklad ucebnice [B80] do slovenstiny.|

[B85] Sur les matrices orthogonales symétriques.
CPMF 65 (1935-1936), 189-194
[Obsahuje kratky cesky vytah.|
J: 62 (1936), 60 Wielandt

[B86] Cas spécial de la transformation quadratique involutive dans l’espace d n
dimensions.

Véstnik, ti. mat.—pt., 1936, ¢. 10, 8 stran
J: 63 (1937), 609 Keller

[B87] Décomposition d’une transformation quadratique involutive dans l’espace
a n dimensions.

Comptes rendus du Congrés International des mathématiciens, Oslo 1936,
Tome II, 146-147

J: 63 (1937), 611

(B8] Sbirka Uloh z matematiky pro IV. — VIII. tiidu strednich skol.
Nékladem JCSMF, v Praze 1936, 274 stran

[Jednd se o ¢tvrté, iplné prepracované vydani sbirky [B24]. Spoluautofi
Jan Vojtéch, St. Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

[B88a] Nové osnovy ucebné.
Stiedni skola 16 (1936), 246-257

[B89] Nase stredoskolskad reforma.

Nékladem Profesorského nakladatelstvi a knihkupectvi, Praha 1937, 331
stran

[B90] Neékolik pozndmek matematikovijch k filosofii Vorovkove.

Vorovkuv sbornik. Tiskem a nakladem ¢sl. grafické unie, v Praze 1937,
61-63

[BI1] Sur les points et les coniques sextactiques d’une cubique plane.
CPMF 68 (1938-1939), 137146
[Obsahuje kratky cesky vytah.]
J: 65 (1939), 683 Weiss

[B92] Uber eine ebene Konfiguration (124, 163).
Véstnik, ti. mat.—pt., 1939, ¢. 2, 8 stran
J: 65 (1939), 684 Weiss
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[B93] O simultdnnim invariantu ® dvou kvadrik.
Rozpravy, 50 (1940), ¢. 21, 10 stran
[Spoluautor V. Knichal.]
J: 66 (1940), 1322 Hlavaty
Vestnik Ceské Akademie: 49 (1940), 119 Bydzovsky, Knichal

[B94] Sur linvariant simultanné ® de deux quadriques.
Bulletin Int. de I’Acad. des Sci. Prague, 41 (1940), 196-200
[Jde o zkréceny pieklad prace [B93]. Spoluautor V. Knichal.

[B95] Aritmetika pro IV. tridu strednich skol.
Nékladem JCSMF, Prag — Praha 1940, 106 stran

[Shodna s u¢ebnici [B79]. Jednd se o sedmé, v podstaté nezménéné vydani.
Spoluautofi St. Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

[B96] Studium geometrie.
CPMF 70 (1940-1941), D 182-D 185

[B97] Uvod do analytické geometrie.

Knihovna spist matematickych a fysikalnich, svazek 8, nakladem JCSMF,
v Praze 1946, 436 stran

[Jde o druhé piepracované vydani dila [B47].]

[BI8] Aritmetika pro IV. tridu strednich skol.
Nékladem JCSMF, Praha 1945, 106 stran
Nékladem JCSMF, Praha 1946, 108 stran
Nékladem JCSMF, Praha 1947, 108 stran

[Témer shodnd s ucebnici [B79]. Jde o dotisky sedmého vydani. Spolu-
autoti St. Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

[B99] Aritmetika pro V. — VII. tridu strednich skol.
Nékladem JCSMF, Praha 1947, 208 stran

[Jde o dotisk Sestého vydani, shodny s ucebnici [B80]. Spoluautoii St.
Teply a Fr. Vy¢ichlo.]

[B100] Sbirka Uloh z matematiky pro IV. — VIII. tridu stiednich skol.
Nékladem JCSMF, v Praze 1946, 276 stran
Nékladem JCSMF, v Praze 1947, 276 stran
Nékladem JCSMF, v Praze 1948, 276 stran

[Jde o dotisky ¢tvrtého vydani, shodné s ucebnici [B88|. Spoluautori Jan
Vojtéch, St. Teply a Fr. Vy¢cichlo.|
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[B101] Pro stdtni jednotnou skolu.
Komenium, Praha 1947, 16 stran

[Jde o prednasku pronesenou 26. 3. 1947 v Praze na manifestacnim pro-
jevu v akei , Tyden Statni jednotné skoly“.]

[B102] Uvod do teorie determinanti a matic a jich uZiti.

Knihovna spistt matematickych a fysikélnich, svazek 14, nakladem JCSMF,
v Praze 1947, 240 stran

[Jde o druhé piepracovné vydani knihy [B71].]

[B103] Uvod do algebraické geometrie.

Knihovna spist matematickych a fysikélnich, svazek 14, nakladem JCSMF,
v Praze 1948, 668 stran

CPMF: 75 (1950), D440-D443 Hlinka

[B104] Aritmetika pro IV. tridu stiednich a méstanskijch skol.
Nékladem JCSMF, Praha 1948, 108 stran

[Jde o dotisk sedmého vydani, jehoz platnost byla rozsitena pro méstanské
skoly. Shodné s ucebnici [B79]. Spoluautofi Jan Vojtéch, St. Teply a Fr.
Vy¢ichlo.

[B105] Predmluva.

Cerné umeéni ve sluzbach vedy, napsali Karel Wick a Oldfich Miiller,
v Praze 1948, 5-6

[B106] Pozndmky k theorii konfigurace (124, 163).
CPMF 74 (1949), 249-251

[Obsahuje kratky francouzsky vytah. Uvefejnéno v publikaci Zpréva ze
spoleéného sjezdu ¢s. a pol. matematiki.]

[B107] Sur certains points remarquables d’une cubique rationnelle plane.
CPMF 75 (1950), 219-229
[Obsahuje kratky cesky vytah.]

[B108] O dvou novych konfiguracich (124, 163).
CPM 79 (1954), 219-228
[Jde o zkraceny preklad prace [B109].]

[B109] Uber zwei neue ebene Konfigurationen (124,163).

Cechoslovackij matématiceskij zurnal — Czechoslovak mathematical Jour-
nal 4 (79) (1954), 193-218

[Obsahuje kratky rusky vytah.]

152



[B110] Uvod do analytické geometrie.
Nékladem CSAV, v Praze 1956, 491 stran
[Jde o tFeti prepracované vydani knihy [B47], resp. [B97].]

[B111] Inflezni body nékterych rovinnych kvartik.
CPM 88 (1963), 224-235
[Obsahuje kratky rusky a francouzsky vytah.]
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