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Uvod

Cilem rovnovazné statistické mechaniky je popis makroskopického stavu systému
na zakladé jeho znamé mikroskopické struktury. Tento program se dari ispésné
realizovat v pripadé slabé interagujicich systému, jejichz stav se méni hladce v
zavislosti na vnéjsich parametrech, jakymi jsou naptiklad teplota, magnetické pole
nebo chemicky potencial. Jsou vSak znamy systémy, které pii jistych hodnotach
téchto parametru vykazuji skoky v energii, magnetizaci nebo hustoté a praveé
pochopeni fazovych prechodi na mikroskopické tirovni a jejich rigorozni popis
predstavuje dulezity test statistického pfistupu.

Pro Sirokou t¥idu systému se osvédc¢uji ruzné aproximativni techniky, pro néz
je zpravidla spolecna predstava ‘stiedniho pole’ pusobiciho na kazdou ¢astici sys-
tému a buzeného souborem ostatnich c¢astic. Do této tiidy lze zaradit van der
Waalsovu teorii fazového prechodu kapalina-plyn, Weissovu teorii molekularniho
pole ve ferromagnetikach, pfipadné teorie Landau-Ginzburgova typu. Dlouho ne-
bylo jasné, jestli je statistickd mechanika schopna jit za ramec téchto metod. Je
totiz zfejmé, ze konecné systémy nemohou vykazovat neanalyti¢nost termodyna-
mickych funkci a rozsifeni statistickych metod na nekonecné systémy piedstavo-
valo netrivialni problém.

Prelom nastal ve tiicatych letech, kdy se objevil dikaz existence fazového pte-
chodu I. druhu v Isingové dvoudimenzionalnim ferromagnetickém modelu, ktery
do kazdého bodu miize Z? umistfuje ‘spin’ nabyvajici hodnot x; = %1 a jehoZ
hamiltonian je dan formalnim pfedpisem

Zx Ty — tht,
t

(s,t)

s interakci mezi nejbliz§imi sousedy. Magnetizace

m(ﬁ, /\h/nzl2 |A| teZAxt
je nespojita v bodé h = 0 pro 3 dost velké. Postatnym bodem dikazu byla re-
formulace modelu prostfednictvim kontur jakoZto objektu oddélujicich jednotlivé
zékladni stavy a vyuziti dobrych vlastnosti ziskaného konturového modelu.
K dalsimu rozvoji doslo az v Sedesatych letech, kdy byly podrobné studovany
vlastnosti abstraktnich konturovych modeli, které byly nasledné pouzity k obec-
néjsi analyze miizovych modela. Vysledkem byla Pirogov-Sinajova teorie (déle



jen PS-teorie) poskytujici nizkoteplotni fazové diagramy mfizovych modelu s ko-
neénym poctem periodickych zékladnich stava (viz [3]). Podstatny kvalitativni
vysledek se da formulovat jako tvrzeni, Ze nizkoteplotni fazovy diagram je pouhou
spojitou deformaci fazového diagramu pti nulové teploté. Diikaz tplnosti téchto
fazovych diagramu byl podan v ¢lanku [2]. Poudeni o PS-teorii lze také nalézt
napi. v [1, 6, 10].

PS-teorie také umoziuje ospravedlnit formélni poruchovou teorii (viz napf.
[12]), alespon pro systémy s koneénym poétem periodickych zdkladnich stavu.
Formalni poruchova teorie pracuje s vhodnou mnozinou ‘referen¢nich stavi’, nad
kterymi konstruuje omezeny soubor ‘excitaci’ nizkého radu. Intuitivné lze oceka-
vat, ze skutecny makrostav je ‘malou odchylkou’ nékteré referencni konfigurace a
1ze jej dobte aproximovat omezenym souborem excitaci nad touto referen¢ni kon-
figuraci. Jako referen¢ni konfigurace zpravidla volime soubor zédkladnich stavi na
okoli vysetfovaného bodu v mnoziné parametri a ty zékladni stavy, které mini-
malizuji hustotu volné energie omezeného souboru, oznacujeme jako dominantni.
Ocekavame prave faze jsouci malou odchylkou dominantnich zékladnich stavu.

Ukazuje se, ze v mnoha modelech s nekoneénym poctem zakladnich stavu
formalni poruchové rozvoje nevykazuji zadné patologické chovani a predpovidaji
existenci kone¢ného poctu dominantnich zakladnich stavi. Jestlize tedy model
reformulujeme tak, aby konfigurace byly nahrazeny omezenymi soubory (faktori-
zace modelu), ziskdme model s koneénym poctem zobecnénych zakladnich stavi.
Ptislusné rozsifeni PS-teorie bylo pfedlozeno v praci [7] (nadale BS-teorie).

Prestoze rigorozni pristup dosahl zna¢nych tspéchu, jsou ziejma i jeho ome-
zeni. Veskeré vysledky, kterych bylo dosazeno, se tykaji pouze mfizovych model,
coz predstavuje rozumnou aproximaci pouze pro nékteré realné systémy. Tento
popis je vhodny pro studium termodynamickych vlastnosti ferromagnetik nebo
kapalnych smési, zatimco naptiklad rozbor fazového prechodu kapalina-plyn je
mimo ramec uvedenych technik. Dalsi omezeni se tyka teploty — veskeré vysledky
jsou pro nizkoteplotni oblasti, v nichz nedochézi ke kritickym jevim. Podstata
tohoto omezeni spoc¢iva v podmince konvergence clusterovych rozvoju, které jsou
zékladnim technickym nastrojem zminénych metod.

V této praci se budeme zabyvat moznosti aplikace uvedenych metod na roz-
bor nizkoteplotnich vlastnosti trojslozkovych amfifilickych systému. Takto ozna-
¢ujeme kapalné smeési tvorené dvéma nemisicimi se kapalinami a amfifilickou sloz-
kou, jejiz molekuly maji tendenci vyhledavat rozhrani mezi obéma kapalinami a
tak snizovat pfislusné povrchové napéti. Jejich neméné zajimavou vlastnosti je
schopnost organizovat zbylé dvé komponenty a vytvaret pravidelné struktury.
Podrobny ptehled o vlastnostech téchto systému viz [8, 9].

Zaméiime se na Alexanderuv model (viz odst. 2.2.2) a ukdZeme existenci
oblasti v mnoziné parametri s lamelarnimi fazemi tfidy (1), (2), (3) a (1,2)
(definice téchto pojmu viz odst. 3.1), blokovymi fazemi tiidy (1;1;1), (2;2;2),
(3;3:;3), (1,2;1,2;1,2) a usporadanymi fazemi dalsich typu (viz faze typu M a
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M zavedené v odst. 3.3). Nejde o vycerpavajici rozbor nizkoteplotniho fazového
diagramu Alexanderova modelu, ale pouze o studium reprezentativniho souboru
lyotropickych fazi (viz kap. 2), které lze provést pomoci BS-teorie, pfipadné stan-
dardni PS-teorie.

Prace je uspofadana nasledujicim zptusobem. V kap. 1 jsou definovany za-
kladni pojmy statistické mechaniky mfizovych systému. Je zde popsan abstraktni
parametricky model, jehoz fazové chovani je studovano, a podrobné vysvétlen
pojem fazového diagramu tohoto modelu. Zna¢na pozornost je vénovana kon-
turovym modelim a pfislusnym clusterovym rozvojum. Posledni dva odstavce
nosti amfifilickych smési a jsou zde uvedeny nejznaméjsi miizové modely téchto
systému. Podrobné je zde diskutovan Alexanderuv model, jehoZ rozboru je véno-
vana kap. 3. Omezujeme se pouze na studium lamelérnich fazi, obecnéjsi tridy
blokovych fazi a rozbor vhodné zvoleného fezu fazového diagramu.



Kapitola 1

Nizkoteplotni chovani klasickych
miizovych modeli

1.1 Zakladni pojmy

Necht 7" oznacuje v-dimenzionalni miiz a predpokladejme v > 2. Metriku
na mrizi definujme takto:

d(s,t) = max|s; — t;|, s,t€Z”. (1.1)

Pro kone¢nou mnozinu A C Z" ozna¢me A° jeji doplnek a definujme téz I-okoli,
l-vnitrek a I-hranict (I > 0):

RA={tezZ' dit,A) <1}, RuA={teZ dtA°)>1}, (L2
OA = {t € A; d(t,A°) <1}

Rekneme déle, Ze mnozina A je l-souvisld, jestlize neexistuje rozklad
A= A1 U AQ, kde A1>2 7é @, d(AhAg) > 1.

Ozna¢me S konfiguraéni prostor nad miiZovym bodem (mnozinu ‘spini’),
necht |S| < oo. MnoZina konfiguraci na mnoziné A je potom S* (SZ° = Q).
Dohodnéme se také, ze pro x € ) bude z, oznacovat restrikci konfigurace na A.

Model je definovan potencidlem jakozto zobrazenim, které kazdé kone¢né mno-
7ziné B C 7" a konfiguraci xp ptifadi redlnou energii ®5(zp). V dalsim se ome-
zime na modely s potencidlem koneéného dosahu R, tzn. ®5(xp) = 0, kdykoliv
diam B > R.

Hamiltonian

H(z)= )Y ®p(zp) (1.3)

BCzv
je pouze formalni vyjadieni, nebof pro miizovy systém, majici nekone¢né mnoho
stupnu volnosti, suma obecné diverguje. Smysl maji jen rozdily energie konfiguraci
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lisicich se pouze na kone¢né podmnoziné miize (‘rovnych skoro vsude’, zkracené
s. V.)
H@) = Hy) = Y [@p(rs) - slys), o=y s.v.,  (14)
BCzv
pripadné energie konfigurace na kone¢né mnoziné A s volnou nebo deterministic-
kou okrajovou podminkou

H(xp) = ) ®p(wn), (1.5)

BCA

H(xplzpe) = Z Sp(zrp). (1.6)
BgAc
Bijektivni zobrazeni 7 : @ —  nazyvame operaci symetrie potencialu @,
jestlize pro né existuje takova bijekce 7 na mnoziné vSech kone¢nych podmnozin
miize Z, ze pro vSechna x € Q a B C Z" plati

P75((7T2)75) = ®r(zn).

Grupu operaci symetrie potencialu ® ozna¢ime F(®). Rekneme také, 7ze konfigu-
race z,y € ) jsou ekvivalentni vzhledem ke grupé symetrie potencialu F (&) nebo
zkracené F-ekvivalentni, jestlize existuje takové 7 € F(®P), pro néz plati 7x = y.
Konfiguracni prostor {2 se rozpada na tiidy F-ekvivalentnich konfiguraci.

Specialnim typem symetrie jsou transla¢ni symetrie a periodicita potencialu.
Necht Z¥ je podgrupa grupy Z". Rekneme, ze ® je periodicky potencidl vzhledem
k Zg, jestlize pro kazdé t € Z{ je zobrazeni 7; : {0 — (2 definované predpisem

(Tix)s = xpys, SEL

operaci symetrie potencidlu ®. Jestlize Z§ = 7", mluvime o translacni symet-
rit potencidlu. Nadéale budeme predpokladat, ze model je transla¢né invariantni,
pokud nebude feceno jinak.

1.2 Rovnovazny stav systému

Pojmem stav rozumime pravdépodobnostni miru definovanou na vhodné o-algebte
meétitelnych mnozin zkonstruované nad konfiguracnim prostorem (2. Stav ter-
modynamické rovnovahy (Gibbsuv stav) je definovan pfirozenym zpusobem pro
systémy s koneénym poctem stupnu volnosti, v daném piipadé pro konecnou
podmnozinu m¥ize (pravdépodobnost konfigurace je tmérna prislusnému bolt-
zmannovskému faktoru). Pro systémy s nekoneénym poctem stupnu volnosti jeho
definice spoc¢iva na predstavé ‘vnitini rovnovahy’ kazdého konecného podsystému
s okolim jako termostatem: podminéné rozdéleni na konfigura¢nim prostoru ko-
necné mnoziny je gibbsovské.



Mnozinu w C 2 nazyvame cylindrickou, jestlize je urcena projekci na konfigu-
ra¢ni prostor {2, néjaké konecné mnoziny A, tzn. lze ji psat ve tvaru kartézského
soucinu

W= X Qpe, ©C Q.
Cylindrické mnoziny generuji o-algebru, kterou oznacime B.
Pravdépodobnostni miru P na méfitelném prostoru (€2, B) nazveme Gibbsuv

stav, jestlize pro kazdou konefnou mnozinu A je podminéné rozdéleni na 25
s pravdépodobnosti 1 rovno?

exp|— G H (zp|zac)]
ZA(:L‘AC) ’
Zn(zae) = Y exp|—[H (zalzac)].

TAEQA

P(xa|zae) = (1.7)

Mnozinu vSech Gibbsovych stavu pfifazenych potencidlu ® oznacme G(P).
Tato mnozina je konvexni a jeji extremalni body (nelze je zapsat jako netrividlni
konvexni kombinace mér z G(®)) nazyvame cisté stavy. Pro periodicky cisty stav
vyhrazujeme termin ¢istd faze a mnozinu vsech ¢istych fazi potencialu ® oznacime
Gp(P).

Vybavime-li mnozinu pravdépodobnostnich mér topologii

lim P, =P < VwCQ w jecylindrickd mnoZina : lim P, (w) = P(w),
lze dokézat tvrzeni (viz napft. [1], véta 2.22), podle néhoz kazd4 limita Gibbso-
vych mér na konec¢nych mnozinach s libovolnymi okrajovymi podminkami, pokud
existuje, dava Gibbsuv stav z G. Pfesnéji: definujeme-li pro rostouci posloupnost
mnozin A™ 7 7 a posloupnost okrajovych podminek :cg\ril) posloupnost meér
na (€2, B) predpisem

n def n
P (w) & Pwym|z(.) (1.8)

pro libovolnou cylindrickou mnozinu w, plati

Jim P € G(0),
pokud limita existuje.

Naopak ([1], véta 2.23), kazdy ¢isty stav je limitou vhodné posloupnosti
kone¢né-objemovych Gibbsovych mér?. To umoziuje alternativni pohled na Gi-
bbsovy stavy jako na vSechny termodynamické limity provedené na systém pod
vlivem nejruznéjsich okrajovych podminek.

V§raz na pravé strané je koneéné-objemova Gibbsova mira na konfiguraénim prostoru 4
urcend okrajovou podminkou xpe.

2Plati silngjsi tvrzeni ¥ikajici zhruba toto: ‘témét kazdy’ Gibbsiv stav je limitou jisté po-
sloupnosti Gibbsovych mér na koneénych objemech.



Jak se dale ukazuje (podrobné opét viz [1], véta 2.24), ¢isté stavy jsou izolo-
vané v tom smyslu, Ze existuje makroskopické méreni schopné je navzajem odlisit.

Mnozina G(®) je navic simplex, tzn. kazdy prvek této mnoziny lze jednoznacné
zapsat jako konvexni kombinaci ¢istych stavi.

Gibbsovy stavy P a P’ oznac¢ime jako F-ekvivalentni, jestlize existuje operace
symetrie potencialu 7 € F, pro niz plati

TP =P

v bé&ném smyslu zobrazeni na méfitelném prostoru (€2, B) generovaného zob-
razenim na konfiguraénim prostoru 2. Mnozina G(®) se tak rozpada na tiidy
F-ekvivalentnich Gibbsovych stavi.

Ekvivalence potencialu

Rekneme, 7e potencidly ® a ®’ jsou ekvivalentni, jestlize G(®) = G(®'). K tomu
je ziejmé postacujici, aby pro kazdou konfiguraci € 2 a koneénou mnozinu A
platila rovnost?

P(zp|zac) = P(xp|TAc).
Z (1.7) potom plyne podminka nezavislosti rozdilu
H'(zp|wpe) — H(zp|Tpc)

na konfiguraci .
Necht potencial je urcen potenciélem ® pomoci predpisu

ZXB ‘I>B !EB)

pro kazdou konefnou mnozinu K. Soubor realnych parametru xp(K) nazyvame
vahovd funkce. Najdeme podminky, jaké musi tato funkce spliovat, aby poten-
cidly ® a @’ byly ekvivalentni. Protoze energie ®’. () smi zaviset pouze na
konfiguraci x, musi platit

x5(K) =0 provsechna K, B ¢ K.
Dale lze psat

HI(SL’A|37Ac) = Z Z XB (I)B SL’B)

K¢A¢ BCK
= Z Z xB(K)®p(rp) Z Z xB(K)®p(rp).
B¢ A® K:BCK K¢ A BCA®

Protoze druhy ¢len zavisi pouze na konfiguraci xac, dostavame podminku ekvi-

valence
> xs(K)=

K:BCK
Dokazujeme tak jednoduché

3Ve skuteénosti je to také nutnd podminka, alespont v pripadé 3 < co (srovnej [1], Tvrzeni
2.18).



Lemma 1. Je dan potencial ®. Definujme novy potencial ®' vztahem
Oy (rk) =) x(K)Pp(rp)
B

pro kazdou konfiguraci x € €} a konecnou mnozinu K C Z". Vyhovuje-li vahova
funkce xp(K) podminkam

xs(K) =0, jestlize B¢ K,

> xs(K)=1 pro vSechna B C Z",
K

potom jsou potencialy ® a ®' ekvivalentni.

1.3 Zakladni stavy

1.3.1 Definice

Obecné terminem zakladni stav rozumime Gibbsuv stav pii nulové teploté (viz
[1]). My vSak nebudeme potfebovat tento pojem ve své plné obecnosti a uchylime
se k bézné uzivané terminologii (napf. [2], [3]), ponékud pFitom zaménujice pojmy
konfigurace a stav. Zakladni stav v tomto smyslu bude odpovidat terminu ‘ground
state configuration’ zavedenému v [1].

Rekneme, Ze konfigurace = € € je zdkladnim stavem, jestlize pro libovolnou
konfiguraci y = x s. v. plati nerovnost

H(y) — H(x) > 0, (1.9)

tzn. energie konfigurace se nezmensi, jestlize konfiguraci zménime na konecné
podmnoziné mfize.

Necht je tato nerovnost navic ostra pro y # z. Potom Gibbsova mira pii
nulové teploté na libovolné koneéné mnoziné A s okrajovou podminkou z,c je
ziejmé

) 1 proyx = xa,
Pnlex) ={ o Pt T

a tudiz ptislusny Gibbsuv stav jako limita mér tohoto typu (viz (1.8)) spliiuje

rovnost
P({a}) = 1.

Je tedy lokalizovan pouze na konfiguraci z, kterou budeme oznacovat terminem
rigidni zdakladni stav.



1.3.2 Metody urceni zakladnich stavi

Necht @ je periodicky potencial a Qcn je mnozina vSech periodickych konfigu-
raci. Pro x €  lze definovat stredni hustotu energie jako limitu*
H (SC A)

e(r) = Ah/HZlV A (1.10)

Plati nasledujici

Tvrzeni 1. Periodicka konfigurace x € O je zakladni stav periodického potenci-
alu, pravé kdyz minimalizuje stiedni hustotu energie na mnoziné €1, tzn.

e(x) = rynelgr; e(y).

Dikaz viz [3], Lemma 1.1.

<

Potencial ® nazveme m-potencidl, jestlize existuje konfigurace x € €1, pro niz
plati
(I)B(ZCB) :myin<I>B(yB) (111)

pro kazdou kone¢nou mnozinu B C Z".

Takovou konfiguraci potom nazyvame lokdlni zdkladni stav. Je ziejmé, ze lo-
kalni zékladni stav je zadkladnim stavem ve vyse uvedeném smyslu, opac¢né tvrzeni
obecné neplati.

Necht periodicky m-potencial ma periodicky lokalni zakladni stav (zpravidla
1ze takovy vybrat). ProtoZe podle Tvrzeni 1 vSechny periodické zakladni stavy na-
byvaji stejné sttedni hustoty energie, musi také minimalizovat potencial ve smyslu
(1.11). Jestlize totiz existuje mnozina B C Z”, na niz konfigurace y € O nabyva
vétsi hodnoty energie nez je minimalni, generuje celou t¥idu mnozin tohoto typu
ziskanych vhodnym periodickym prodlouzenim a stfedni hustota energie nemize
nabyvat minima. Tim dokazujeme jednoduché tvrzeni, podle néhoz metoda m-
potencialu dava vsechny periodické zakladni stavy.

Tvrzeni 2. Necht periodicky m-potencial ma alespon jeden periodicky lokalni
zakladni stav. Potom vsechny periodické zakladni stavy jsou také lokalni zakladni
stavy.

Nemé-li @ vlastnost m-potencidlu, muzeme se pokusit najit ekvivalentni
m-potencial.

Dokéazat, ze zékladni stav z je rigidni znamend ovérit jednoznacnost prodlou-
7eni xae na zakladni stav pro libovolnou kone¢nou mnozinu A.

4Limita je ve smyslu % — 0. V dalsim to jiz nebude explicitné zduraznovano.



Mnozinu vSech lokélnich zékladnich stavi potencidlu ® budeme znacit g(®) a
jeji podmnozinu vSech periodickych lokalnich zakladnich stavu g(®). Je zfejmé,
ze mnozina g(®) obsahuje vzdy celé tiidy F-ekvivalentnich lokalnich zékladnich
stavi. Jestlize jsou vSechny lokalni periodické zakladni stavy rigidni, existuje
zfejmé bijekce mnoziny §(®) na mnozinu gz(,o)(@) vSech distych fazi pii nulové
teploté.

Je uzite¢né pojem lokalniho zékladniho stavu ponékud rozsitit. Konfiguraci
xpx € Qp nazveme lokdlnim zdkladnim stavem ma mnoziné A, jestlize spliiuje
podminku

®p(rp) = min ®p(ys)

pro kazdou mnozinu B C A.

Mnozinu vSech lokalnich zékladnich stavii na A oznacime symbolem g, (®).
Lokalni zékladni stav 25 € ga(®P) na mnoziné A obecné nemusi byt restrikci zadné
konfigurace = € g(®).

1.4 Parametricky model

1.4.1 Definice parametrického modelu

V dalsim budeme uvazovat parametricky model definovany transla¢né invariant-
nim m-potencidlem ®,, ktery lze zapsat ve tvaru

r—1

(I)u:q)0+ZMi(I)ia o= (,ul,...,,ur_l) GRT_l. (112)

i=1
Plati jednoduché

Lemma 1. Pro takto definovany parametricky model existuje oteviena mnozina
U(0) c R, 0 € U(0), na niz plati

g(®,) C g(®o) pro vsechna ;i € U(0), (1.13)

specialné tedy
g(®,) C §(®o) pro vsechna ;i € U(0). (1.14)

Diikaz. Pro konfiguraci z € {2 oznacme
2]l = Slép [®,.8(x5) — PuB],

kde
(I),uB = 1;3116151 (I),uB(xB)-
Definujme dale

®||, = inf .
|9l = int ol
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Evidentné plati ||z|lo = 0, pravé kdyz = € g(Py). Uvédomime-li si, ze potencial
®,, je urcen energii na kone¢ném poctu mnozin B (modulo translace) a mnozina
S je konefna, je zfejmé, ze ||®||o > 0. Protoze ||®||, je spojita funkce proménné
i, je nenulova na nékteré oteviené mnoziné U(0), 0 € U(0). Na ni potom ziejmé
zadna konfigurace = ¢ g(®o) nemuze byt zédkladnim stavem potenciélu .

<

Grupou symetrie F parametrického modelu budeme rozumét spolecnou grupu
symetrie souboru potenciala @, pro p € Z"°. Pojem F-ekvivalence (konfiguraci,
Gibbsovych stavi) zavedeny v predchozich odstavcich budeme v kontextu para-
metrického modelu uzivat pro ekvivalenci vzhledem ke grupé symetrie F para-
metrického modelu.

1.4.2 Fazovy diagram

Me¢jme parametricky model definovany v predchozim odstavci a navic predpo-
kladejme, Ze vsechny lokalni zakladni stavy potencidlu ®q jsou rigidni. Pojmem
fazovy diagram parametrického modelu na oteviené mnoziné U(0) C Z"® rozu-
mime zobrazeni, které kazdému bodu p € U(0) pfifadi mnozinu G,(®,) ¢istych
fazi. Teplota 37! zde vystupuje jako implicitni parametr.

Speciélné fazovy diagram pri nulové teploté na U(0) je zobrazeni pfifazujici
kazdému bodu p € U(0) mnozinu QI(,O)(CPM). Pfipomerime, ze mnozina QI(,O)(CI)M)
Cistych fazi pii nulové teploté je jedno-jednoznac¢né urcena mnozinou §(®,) lo-
kalnich periodickych zékladnich stavi.

Je vhodné nasi definici ponékud upravit, aby lépe odpovidala standardni pred-
stave fazového diagramu jako souboru kfivek a ploch rozdélujicich mnozinu pa-
rametru na oblasti, ve kterych existuji ‘fize ruznych typu’. Tim intuitivné ro-
zumime stavy charakterizované jistymi specifickymi, parametricky nezavislymi,
vlastnostmi a odligené navzajem vhodnym oznacenim’. Tyto Gvahy déle ponékud
zpresnime.

Necht danou c¢istou fazi 1ze nalézt jako limitu konec¢né-objemovych Gibbso-
vych mér (1.8) s okrajovou podminkou, ktera je restrikei jisté konfigurace X € (.
Potom budeme tuto ¢istou fazi oznacovat jako X-faze. Jde pouze o vhodnou, pa-
rametricky nezavislou, klasifikaci jednotlivych cistych fazi, proto je otazka jedno-
znacnosti volby konfigurace X nepodstatna. Pro zjednoduseni oznaceni budeme
nadéle pod pojmem X-faze rozumét jednak Gibbsuv stav, jednak (parametricky
nezavislou) konfiguraci X. Na uvedenou formalni konstrukei lze tak nahlizet jako
na zduvodnéni moznosti osvobodit pojem ¢ista faze od zavislosti na parametru u.

5Vyhybame se problému tplnosti této grupy, tento pozadavek se objevi v nésledujicim od-
stavci ve formé F-uplnosti fazového diagramu pii nulové teploté.

6Mnozina U (0) nemusi vyhovovat predpokladu Lemmatu 1.

"Pouzivame napf. pojmy kapalnd a plynna fize, piestoze faze jako Gibbsiiv stav je samo-
zfejmé parametricky zavisla.
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Fazovy diagram na mnoziné U(0) lze nyni znazornit nasledujicim zpusobem.
Oznacme jednotlivé tiidy F-ekvivalentnich ¢istych fazi, které se vyskytuji v uve-
deném fazovém diagramu, symboly G, G, ..., G,, tzn.

Gp(®,)/F C {G1,...,G,} pro vsechna p € U(0)
a predpokladejme n < co. Fazovy diagram lze zadat jako zobrazeni
a:U(0) = 0X,, (1.15)
kde 0X,, oznacuje hranici n-rozmérného kladného oktantu

0X, = {t e R™; min ¢; = 0}. (1.16)

Pritom a(u) = (ag, (1), - - ., ag, (1)) uréuje mnozinu G,(®,) predpisem

Gp(Pu)/F = {Gk; ag, (1) = 0}. (1.17)

Rekneme, 7Ze fazovy diagram je F-tplng, jestlize zobrazeni (1.15) je homeomorfis-
mus oteviené mnoziny U(0) C R"~! na oteviené okoli bodu 0 € 9X,,%. Je zfejmé,
ze F-uplny fazovy diagram ma tyto vlastnosti:

1. existuje jeden bod koexistence praveé n tiid F-ekvivalentnich Cistych fazi,

2. existuje n otevienych variet dimenze 1 koexistence pravé n — 1 trid F-
ekvivalentnich ¢istych fazi a hranici kazdé variety tvori bod maximalni ko-
existence z bodu 1,

k. existuje (kfl) otevienych variet dimenze k —1 koexistence pravé n—k-+1 tiid
F-ekvivalentnich ¢istych fazi a hranici kazdé variety tvoii variety dimenze
k — 2 z ptedchoziho bodu,

n. Existuje n otevienych variet dimenze n — 1, kde existuje praveé jedina tfida
F-ekvivalentnich ¢istych fazi a hranici kazdé variety tvoii variety dimenze
n — 2 z predchoziho bodu.

Predpokladejme, ze U(0) je dostateéné malé, aby byl splnén predpoklad Lem-
matu 1. Oznacime-li prvky mnoziny §(®)/F tiid F-ekvivalentnich lokélnich pe-
riodickych zékladnich stavii symboly ¢, ..., ¢, a uzijeme-li oznaceni ey, (1) pro
stfedni hustotu energie konfiguraci t¥idy g, vzhledem k potencialu ®

4, MuzZeme

8Protoze topologicka dimenze variety X, je n — 1, je nutnou podminkou tiplnosti rovnost
n=r.

12



zobrazeni (1.15) v pfipadé fazového diagramu pfi nulové teploté definovat pred-
pisem
ag) (1) = g (1) — ngmn eg, (1) prok=1,...,n.

Je-li fazovy diagram pii nulové teploté F-uplny, fekneme, ze soubor porucho-
vych potenciali {®;}:=7"! dplné snimd degeneraci mnoziny g(®,) vzhledem ke

grupé F.

1.5 Konturové modely

1.5.1 Abstraktni definice

Zakladnim pojmem, se kterym pracuji teorie zabyvajici se studiem rovnovaznych
vlastnosti miizovych modeli, je pojem kontury. Je to objekt spolecny jak pro
Pirogov-Sinajovu teorii a jeji rozsifeni studujici nizkoteplotni chovani téchto sys-
tému, tak i pro vysokoteplotni techniky. Neni mozné vycCerpavajicim zpusobem
definovat, co to kontury jsou a jak je v konkrétnich pripadech zavést, jejich kon-
krétni realizace zavisi na povaze problému.

Reformulace modelu v terminech kontur predstavuje zjednoduseni problému
hlavné proto, ze pro Sirokou t¥idu konturovych modeli byla dokizana fada sil-
nych tvrzeni umoziujicich dobrou kontrolu nad jejich chovanim. Zde si v§imneme

[5])-

Abstraktni konturovy model budiz definovan nasledujicim zptusobem. Dana
spocetna mnozina /C, jeji prvky nazveme kontury a budeme je znacit pismenem .

Necht + C KC x K je reflexivni symetricka relace nekompatibility. Rekneme, Ze
konecna mnozina 0 C K je kompatibilni soubor kontur, jestlize kazdé dvé ruzné
kontury 71, v2 € 0 jsou kompatibilni. Je-li A C I kone¢na mnozina kontur, potom
mnozinu vSech kompatibilnich soubort 0 C A oznacime symbolem A(A).

Konturovy model je uréen vdhovou funkci jakozto zobrazenim w : K —C. Pro-
stfednictvim vah kontur pfifadime modelu particni sumu na mnoziné A predpi-

sem
Zaw) = Y T[w6). (1.18)
OeA(A) veo
Zobrazeni 7 : K —N s nosi¢em definovanym jako supp 7 = {v;7(y) > 0} nazveme
cluster, jestlize |supp m| < oo a neexistuje rozklad

T=m +m, Ta2#0, VY12 €supp ma2: 71,72 jsou kompatibilni.

Pritadime-li mnoziné IC graf, jehoz vrcholy budou kontury spojené hranou préave
tehdy, jsou-li nekompatibilni a zobrazime-li 7 jako indukovany podgraf na téch
konturach, které lezi v mnoziné supp m, lze Tici, Ze zobrazeni 7 je cluster, prave
kdyz je tento podgraf konecny a souvisly.

13



Mnozinu vsSech clusteru 7 s nosi¢em supp ©# C A oznac¢ime C(A). Definujme
dale vahu clusteru a jeho ndsobnost

w' = T[w()™, n(m) =Y =) (1.19)

veK veK
a dohodnéme se na oznaceni

= I 2 o (1.20)
=1 =(7)!, = . .
~veK awﬂ H'yEIC 8w<’y)ﬂ(7)

Zakladni tvrzeni o konvergenci clusterového rozvoje pro In Z, (w) lze, v poné-
kud slabsi verzi nez je uvedeno v [4], formulovat takto:

Tvrzeni 3. Necht wy : K —R*, b: K —=R™ jsou dvé nezaporné funkce spliiujici
podminku

> wo(M)b(A)

FEK ALy

exp < b(v) (1.21)

a zvolme kone¢nou mnozinu A C K. Potom plati:

1. veli¢ina In Zx(w) je analytickou funkci proménné w na mnoziné Wy(A) =
{w; Vv € A : |w(y)| < wo()} a lze ji vyjadiit pomoci konvergentniho

rozvoje
InZy(w)= > almuw™= > q(n). (1.22)
reC(A) reC(A)

Koeficienty a(m) jsou realna ¢isla nezavisejici na w, A a plati pro né vyjad-
feni 5 (w)
1 0™ In Zgupp »(w

a(m) = — . 1.23

(m) = - S (1.23)

w=0

2. Pro kazdy cluster plati nerovnost

Zwesupp 7 Wo (7)6(7) )

<
ja(m)| < p

(1.24)

Silné&jsi verze tohoto tvrzeni a jeho dukaz viz [4], Theorem 2.1.

1.5.2 MrFiZové realizace konturovych modelu

Vratme se zpét ke miizovym modelim. Konturou budeme ve zbytku této kapitoly
rozumét objekt I' = (dom I', Zgom 1) definovany konecénou I-souvislou mnozinou
dom I' C Z" a konfiguraci na této mnoziné. Kompatibilita bude dana predpisem

'’y < dom I'y Udom T's je [-souvisla mnozina.
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Ozna¢me pro zjednoduseni |I'| = |dom T'| jako délku kontury a necht

dom 7 = Uregupp »dom ', |mr| = Y 7(T)|T]. (1.25)
rek
Dohodnéme se také na tom, ze A bude oznacovat jednak podmnozinu mfize,
jednak mnozinu vSech kontur I', dom I' C A. Plati nésledujici

Lemma 2. Vyse zavedené kontury spliuji podminku
{[; [T'| =n,t € dom(I")}| <exp(cn), neN, teZ”, (1.26)
kde konstanta c zavisi na v, |S| a l.
Dukaz. Lze psat
T |T| = n,t € dom(T")} < |S|"{4;]|A| =n,t € A, A je [-souvisla mnozina}.

Na pocet souvislych mnozin velikosti n obsahujicich dany bod provedeme nésle-
dujici velmi hruby odhad. Souvislou podmnozinu A mfize lze chépat jako sou-
visly graf (body mnoziny A znézornime jako uzly, které jsou spojeny hranou,
pravé kdyz je jejich vzdalenost < [). Pocet hran tohoto grafu je nejvyse %(QZ)VTL.
Souvisly graf lze zadat sledem uzlu a hran a,ab, b, be, ... (a,b,... oznacuji uzly,
ab, be, . .. hrany grafu), ktery lze vzdy volit tak, abychom kazdou hranou prosli
nejvyse dvakrat, tzn. v daném piipadé o délce < (21)"n. Pocet souvislych mnozin
velikosti n obsahujicich bod ¢t € Z" je potom nejvyse roven poctu takovych sledu
vychézejicich z bodu t, lze jej tedy odhadnout shora jako

(200"

To ukazuje nejvyse exponencidlni zavislost po¢tu kontur dané délky n (modulo
translace) na n.
o

Zvolime-li nyni b(T') = €'l wy = e~™Fl 1ze splnit podminku (1.21) pozadav-
kem
Ze—(m—b)ll“l < |l
r
Diky Lemmatu 2 a pozorovani, ze pocet kontur délky n nekompatibilnich s danou
konturou I je nejvyse roven (20)”|I'|e®”, 1ze podminku piepsat do tvaru

00 b
—(t0—b—c)n

E e < .

n=1 (2l)y

Splnéni této nerovnosti a tim také podminky platnosti Tvrzeni 3 zajistime volbou
dostatecné velké hodnoty parametru 7.

Bude-li splnéna silngjsi podminka |[w(T)| < el 7 > 75, dostavame z (1.24)
nasledujici odhad na vahu clusteru:

lg(m)] < [supp |~ (1.27)

Odvodime jesté jiny odhad, ktery je zdanlivé silnéjsi, ale ve skutecnosti pouze
vyuziva silnéjsi verze Lemmatu 2.
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Lemma 3. Pro vyse zavedené kontury plati:
{meC; |r|=n,t €dom 7} <e™, neN, teZ. (1.28)

Podstata dikazu. Podobné jako v pripadé Lemmatu 2 problém prevedeme na
odhad poctu soubort souvislych mnozin, jejichz sjednoceni je souvisla mnozina
obsahujici zvoleny bod ¢ € Z" a jejichz soucet velikosti je n (soucet pres vSechny
konfigurace lze opét odhadnout faktorem |S|").

Vyuzijeme-li reprezentace Z" pomoci grafu, lze kazdy takovy soubor znézor-
nit sledem vychazejicim z bodu ¢ a prochézejicim postupnné vSemi mnozinami a
v ramci kazdé mnoziny vSemi jejimi body s krokem délky nejvyse [. Rlizné mno-
ziny mohou ovSem obsahovat spolecné body, proto prechod mezi jednotlivymi
mnozinami vyznac¢ime v tomto sledu zarazkami. Takovyto sled se zarazkami jed-
noznacné zadava dany soubor mnozin a lze ho volit s délkou nejvyse rovnou
konst x n jako v dikazu Lemmatu 2 (exaktni zduvodnéni je vSak ponékud jem-
néjsi). Pocet vSech takovych sledu s libovolnymi zardzkami a pevnou délkou n
potom zavisi na n nejvyse exponencialné.

Podrobny matematicky zapis vsech kroku by byl ponékud tézkopadny.

o

Uzitim tohoto Lemmatu a nerovnosti (1.27) muZzeme odhadnout soucet vah
vSech clusteru obsahujicich zvoleny bod t € Z:

OIVCTED ST
n=0

meC:tedom 7

pro 7 dost velké (v 1. kroku jsme vyuzili odhadu |supp 7| < el™).
Jako zavér muzeme formulovat

Tvrzeni 4. Pro vyse definované kontury spliiujici podminku |w(I')| < e~7I'l,
7 dost velké, plati nasledujici odhady pro clusterové vahy:

lg(m)] < 73, rec, (1.29)

S Jgm)|<eE, tez (1.30)
neC:tedom 7
&

Nadale predpokladejme, ze konturovy model je translacné invariantni, tzn.
definujeme-li operaci translace na konturach

I"'=7T < dom(I") =dom I + ¢, Z4om 1yt = Tdom T

plati
w(I") = w(T).
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V tomto pripadé lze ve vyjadieni pro In Z, oddélit objemovou a povrchovou ¢ast
a dokdzat existenci termodynamické limity. Plati®:

InZ, = Z q(ﬂ)zz Z q(m) =

w€eC(A) teA weC(A):(dom m)1=¢
= D C RS e =
teA | weC:(dom )=t 7¢C(A):(dom w)1=t
- _Z/Bft+BA7
teA

kde jsme oznadili (dom 7); jako 1. bod mnoziny dom 7 ve smyslu libovolné
zvoleného pevného lexikografického usporadani a veli¢iny f = f; (nezavislost f;
na ¢ plyne z transla¢ni invariance modelu), B, jsou dany vztahy

Bf=— > alm=- 3 _atr)_ tez,

weC:(dom )=t meC:tedom |dom 7T|’
By = - ) q(7).
wZC(A):(dom 7)1€A
podle Tvrzeni 4 plati odhady
1Bf| <ez,
|Bal < > la(m)| < e 2[AA].

m€C:dom wNA,AcH£(]

Existence termodynamické limity je nyni ziejma, nebof

. anA
A%, A - A

Vysledky zformulujeme do

Tvrzeni 5. Pro translacné invariantni konturovy model s konturami definova-
nymi vyse, jejichz vahy sphiuji podminku |w(T)| < e~ 7 dost velké, Ize psét

InZy = —Bf|A| + By, (1.31)
s odhady na veli¢iny f, By danymi nerovnostmi

1Bf| <e3, (1.32)

|Ba| < e 5|01 (1.33)

9Ve vyjadieni kone¢né sumy jako rozdilu dvou nekoneénych sum vyuzivame jejich konver-
gence podle Tvrzeni 4.
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Konturovy model pripousti termodynamickou limitu a pro hustotu volné energie
f mame vyjadieni

Bf=— > Mg (1.34)

mweC:tedom 7 |dOII1 7T| ’

Volna energie je také analytickou funkci vSech parametru, v nichz jsou konturové
vahy w(T') analytické.
o

Na zavér této kapitoly jesté najdeme vyjadieni pravdépodobnosti realizace
zvoleného kone¢ného kompatibilniho souboru 0 € A(A) (pfedpokldddme nyni
realny model). Lze psat:

1
Proby(0) = > JJw@) =

2 JEA(N):0CHTED

Zn\[9
= w3,

kde jsme zavedli vahu kompatibilniho souboru

w(9) = ] w(T)

I'eo

a [0] oznac¢uje mnozinu vsech kontur nekompatibilnich alespon s jednou konturou
z 0

Pouzijeme-li pro vyjadreni parti¢nich sum clusterovy rozvoj, dostaneme

Tvrzeni 6. Pravdépodobnost realizace kompatibilntho souboru 0 € A(A) na
konfiguracnim prostoru A(A) je dana clusterovym rozvojem

Proby (0) = w(9) exp [— > q(ﬂ)] (1.35)
TeC(A):mLd
a horni odhad této veliciny je
Proby (0) < w(0). (1.36)

<

Obecnéjsi tvrzeni o korela¢nich funkeich viz [5].

1.6 Pirogov-Sinajova teorie

Tato kapitola je vénovana rozboru nizkoteplotnich vlastnosti modelu s kone¢nym
poc¢tem periodickych zakladnich stavi. Tato zakladni tloha statistické mecha-
niky miizovych systému je fesena Pirogov-Sinajovou teorii, jeji puvodni forma
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viz napf. [3]. Elegantni formulace zaloZend na myslence metastabilnich modelu
sestrojenych nad jednotlivymi zakladnimi stavy umoznujici vyuzit dobte analy-
zované vlastnosti tlumenych konturovych modelu byla poprvé uvedena v ¢lanku
2], jeji rozsifeni na systémy s komplexnimi interakcemi (modely teorie pole) viz
[6].

Zakladni myslenka této teorie spociva v reformulaci mfizového modelu zpusobem,
ve kterém ustrednim objektem jsou kontury jako komponenty hranic oddélujicich
jednotlivé zakladni stavy. Ukazuje se, ze pravé vlastnosti téchto rozhrani jsou
urcujici pro chovani celého systému. PS-teorie poskytuje silné tvrzeni o topolo-
gickych vlastnostech nizkoteplotniho fazového diagramu, tvrdic, ze je pouhou spo-
jitou deformaci fazového diagramu pii nulové teploté. Klade pii tom v podstaté
jedinou podminku, aby energetické bariéry mezi oblastmi jednotlivych zakladnich
stavu byly dostatecné striktni (Peierlsova podminka).

Nalezeni asymptotiky fazového diagramu je predmétem poruchové teorie, jejiz
ospravedlnéni PS-teorie rovnéz poskytuje.

Nasleduje nikoliv vycerpavajici formulace této teorie, ale jeji shrnuti v takové
formé, ve které bude pouzita v kap. 3 pri rozboru konkrétniho modelu.

1.6.1 Reformulace modelu

Budeme uvazovat parametricky model popsany v odst. 1.4.1. V situacich, ve
kterych budeme pouzivat vysledky Pirogov-Sinajovy teorie, bude vzdy splnéna
nasledujici podminka.

Podminka M. Je dan parametricky model definovany translacné invariantnim
m-potencidlem konecného dosahu splilujici tyto podminky: 1) potencial ®o ma
pouze konecny pocet lokalnich zakladnich stavu, tzn. |g(®g)| < oo, 2) existuje
takové | > R, pro néz kazdy lokalni zakladni stav na mnoziné R,(t) pro t € Z"
ma prodlouZeni na lokalni zakladni stav (na Z").

<

Poznamenejme, 7Ze ¢ast 2) této podminky ma pouze technicky charakter a
patrné neni zcela nezavislad na bodu 1). K tomuto problému se jesté vratime pii
dukazu Peierlsovy podminky pro tento model.

Protoze potencial @y je podle predpokladu transla¢né invariantni, je nutné
kazdy lokalni zakladni stav x € g(®g) periodicky (jinak by bylo mozno pomoci
translace neperiodického zakladniho stavu zkonstruovat nekonec¢né mnoho tako-
vych zakladnich stavi) a plati tedy rovnost §(®o) = g(®o).

Bez Gjmy na obecnosti lze dokonce predpokladat, ze tyto zédkladni stavy jsou
translac¢né invariantni. V opa¢ném pripadé bychom totiz provedli ‘coarse-graining’
spoCivajici v nalezeni spole¢né grupy symetrie W (podgrupa grupy translaci Z")
zékladnich stavii, zdméné Z” — W a identifikaci bloka!® Z" /W +t, t € W jako

0Pprvky faktorgrupy Z" /W lze ptirozené identifikovat jako podmnozinu Z .
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bodii nové miize W. Transformace spinové mnoziny je S — SZ°/W a novy poten-
cial definujeme tak, aby byl ekvivalentni ®. Nadale tedy budeme predpokladat,
ze mnozina g(®Py) obsahuje pouze translacné invariantni konfigurace a lze ji proto
zadat mnozinou ) C S, pro niz konfigurace

x; =q pro vSechna i € Z", g € Q

jsou pravé vsechny zakladni stavy z mnoziny g(®g). Symbolem ¢ budeme nadéle
oznacovat prvky mnoziny () a soucasné pro zjednoduseni téz konstantni konfigu-
race z mnoziny €2, které jsou rovny ¢ ve vSech mrizovych bodech.

Pro konfiguraci € €2 a [ > R provedeme nasledujici klasifikaci bodu. Bod
t € 7V nazveme q-reguldrnim bodem konfigurace x, jestlize xg,;) = q pro ¢ € Q.
Bod, ktery neni ¢-regularni pro zadné q € (), oznac¢ime terminem irrequldarni bod
konfigurace x.

Konfiguraci = € ) nazveme q-zredénou, jestlize x = ¢ s. v.

Definujeme konturu ziedéné konfigurace x jako objekt I' = (dom I', z4om 1),
kde dom T' je souvisla komponenta mnoziny vsech irregularnich bodu. Souvisla
komponenta A mnoziny (dom I')¢ je g-komponenta, jestlize x4 = qoa''. Neko-
ne¢nou komponentu (dom I')¢ ozna¢ime symbolem Ext I'. Jde-li o ¢-komponentu,
budeme konturu psat jako I'?. Dale zavedeme standardni oznaceni Int,,,I" pro sjed-
noceni vSech konecnych m-komponent a dale

Int I' = UpeqInt,, I, V(') =dom I'UInt I'.

JestliZe pro vSechny kontury g-zfedéné konfigurace x € Q plati V(I') C R_1(A),
nazveme ji q-zredénou konfiguraci v A. Mnozinu vsech takovych konfiguraci ozna-
¢ime Q4. Pro kazdou konfiguraci x € Qf je ziejmé xpc = q.

Konturu, jejiz nosi¢ neni obsazen ve vnitiku zadné jiné kontury, nazveme
wnéjsi konturou.

Hamiltonian konfigurace x € Q4 lze psét takto:

Hislow) = 3 3 2208 = S afa) + ¥

B¢ A< teB teA BgZAe¢

[B\A|

i P\ dp(xp), (1.37)

kde jsme zavedli hustotu energie konfigurace v bodé ¢ vztahem
)
ef(z)= Y #. (1.38)
B:teB | |

Druhy ¢len na pravé strané vztahu (1.37) zévisi pouze na A a q a lze jej tedy vy-
nechat (dostaneme ekvivalentni model ve smyslu odst. 1.2). Ozna¢ime-li A, C A

1V diisledku translaéni invariance konfiguraci z mnoziny g(®g) ‘obarveni’ kazdé komponenty
existuje a je jednoznacné.
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sjednoceni mnoziny vSech ¢-regularnich bodu v mnoziné A a nosi¢u vsech g-kontur
konfigurace = € Qf, plati

H(xp|xpe) = ZQeq|Aq| +> E(D) (1.39)

s hustotou energie e, v g-oblasti

eq = e(q) (1.40)

nezavisle na vybéru bodu ¢t € Z" a energii kontury FE(I'?) definovanou pfedpisem

EM) = > le(z)—ey. (1.41)

tedom I'¢
Oznacime-li jesté veli¢inu
w(T) = e PED) (1.42)
jako vdhu kontury, muzeme parti¢ni sumu Zj vSech g-zfedénych konfiguraci v A
psat ve tvaru

Zi= > JJw() ﬁ e~ Pealal, (1.43)

zeQf T

Pripomenme, ze veli¢iny e,, w(I') zavisi na parametru su.

Takto zapsany model pfipousti novou interpretaci. Kazd4 konfigurace x € Q%
je jednoznacné urcena kompatibilnim souborem kontur, jejichz vlastnosti jsou ur-
¢eny zadanim nosice dom I', vdhy w(I") a pfedpisu na pfifazeni stavu (‘obarvent)
jednotlivym komponentam (dom I')¢. Kompatibilita je v tomto piipadé defino-
vana 1) kompatibilitou nosi¢t (ve smyslu dom I'y U dom I's neni souvisld mno-
7ina), 2) kompatibilitou barev (pfedpisy na obarveni kazdé komponenty mnoziny
72"\ U dom T jsou slucitelné), 3) kompatibilitou kontur a okrajové podminky ¢
(vnéjsi kontury souboru musi byt ¢-kontury). Kazdému zakladnimu stavu ¢ € @
pfifazujeme hustotu energie e,. Mnozina 2} bude nadédle oznacovat podmno-
zinu konfigura¢niho prostoru €2 stejné jako mmnozinu pfislusnych kompatibilnich
souboru kontur.

Abstraktni model tohoto typu je nazyvan Pirogov-Sinajuv model.

Rekneme, 7e PS-model spliiuje Peierlsovu podminku, jestlize pro kazdou kon-
turu I' plati nerovnost

w(T) < e~ 7ldom T (1.44)

s konstantou 7 vyhovujici pfedpokladim Tvrzeni 5.
Nasleduji Lemma ukazuje, Ze vyse uvazované modely vyhovuji Peierlsové pod-
mince na jisté mnoziné U(0) x (o, 00).
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Lemma 4. Necht parametricky model vyhovuje Podmince M. Potom existuji
[ > R, oteviend mnozina U(0) C R"! a konstanta K takové, Ze plati*?

E,(T') > K|dom I'| pro p € U(0).

Poznamka. Bod 2) Podminky M pravdépodobné neni nezavisly a je v néjakém
smyslu dusledkem bodu 1). Plati totiz tvrzeni (Holsztynski-Slawny, viz napt. [1]),
podle néhoz kazdy konecné-dosahovy m-potencial s konecnym poctem lokalnich
zékladnich stavu spliuje Peierlsovu podminku. Dukaz tohoto tvrzeni vSak nemé
konstruktivni charakter a neposkytuje tedy odhad konstanty vystupujici v Pe-
ierlsové podmince. Splnéni dodatecného predpokladu tuto moznost dava a jeho
ovéreni je zpravidla trivialni.

Dikaz. Energie kontury je definovana vztahem (1.41). Zavedme oznaceni

= 14
Cn = T Cuas (1.45)

z)lu(t) = D lens(@) —ey], (1.46)

SER(t)
1@l = inf ], (). (1.47)

x€Q,t:t je irreg. bod z
Jestlize zvolime [ tak, aby byl splnén bod 2) Podminky M, potom pro kazdy
irregularni bod ¢ € Z" konfigurace x plati, Ze xp,; neni lokalni zakladni stav na
Ry(t) a nutné tedy ||z||o(t) > 0. Pouzitim analogickych argumentu jako v dikazu
Lemmatu 1 (potencidl je transla¢né invariantni a spinovd mnozina kone¢nd, tudiz
mnozina vSech hodnot ||z||o(¢) je kone¢nd) dostaneme nerovnost ||®|o > 0. Pro
konturovou energii lze pouzit odhad
1

B,(L) 2 7 1] Jdom T

Protoze veli¢ina ||®||, je spojitou funkci proménné 4, nutné plati

|®]|,, > konst > 0 pro vSechna p € U(0),

coz dokazuje uvedené lemma.

1.6.2 Metastabilni modely

Pirogov-Sinajuv model zavedeny v ptfedchozi kapitole neni konturovy model ve
smyslu odst. 1.5.2 (pozadavek kompatibility barev vede k dalekodosahové in-
terakci kontur a navic takto definovand kompatibilita nema binarni charakter)

127de je explicitné vyznacena parametricka zavislost konturové energie, podobné jako v pii-
padé veli¢in e, v dikazu lemmatu.
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a proto nelze pfimo vyuzit dobrych vlastnosti, jaké tyto modely maji. Je vsak
velmi vyhodné ptrepsat partiéni sumu Z} do tvaru parti¢ni sumy konturového mo-
delu, pfestoze kontury tohoto modelu ztrati pfimy fyzikalni vyznam. Ten ztstane
zachovan pouze na drovni vnéjsich kontur, to vsak bude dostacujici k rozboru
vlastnosti pfislusného Gibbsova stavu ziskaného jako termodynamickou limitu
kone¢né-objemovych Gibbsovych mér s okrajovou podminkou gq.

Ztotoznime-li konfiguraci x € Q% s odpovidajicim kompatibilnim souborem
kontur {I',} a oznac¢ime-li jeho podmnozinu vnéjsich kontur {I', } gy, 1ze prepsat
parti¢ni sumu do tvaru

= Y eﬁqu\Im'H[ (T9) H Immrq]. (1.48)

{F }Ext

Tento vztah predstavuje rekurentni rovnici pro vypocet parti¢ni sumy. Ve vyjad-
feni parti¢ni sumy systému s okrajovou podminkou ¢ vystupuji velic¢iny typu 2™,
m # q. Prepiseme-li formalné

ZX — Z e_ﬁeq\A\InﬂZq [Hw Fq H ZInth ‘|
{8 YExt m Zntmf‘q

a opakujeme-li tento proces, dostaneme nasledujici

Tvrzeni 7. Particéni sumu konfiguracniho prostoru Q4 lze psat ve tvaru particni
sumy konturového modelu

74 = 0N S [T K(T), (1.49)

{ra} «

kde se scita pres vSechny kompatibilni soubory g-kontur, pricemz kompatibilitou
se nyni rozumi relace

r\ry < d(dom I'f,dom I') < 2.

Nové vahy kontur jsou dany vztahem

VA
K(T9) =wT)]] ZI“W : (1.50)
m Inthq

o

Konturovy model pritazeny okrajové podmince g nazyvejme ¢-model. Konturu
I nazveme stabilni, jestlize jeji vaha splniuje nerovnost

K(I) < e 2ldom I, (1.51)
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kde 7 je konstanta vystupujici v Peierlsové podmince (1.44). Definujeme metasta-
bilni ¢-model nad zakladnim stavem ¢ € () tak, Ze zakazeme nestabilni kontury.
Partiéni sumu metastabilniho g-modelu definujeme piedpisem

74 = e Pl AN T K (T9), (1.52)

{ra} «

kde se sc¢ita pres kompatibilni soubory stabilnich kontur. Tento konturovy mo-
del splnuje predpoklady Tvrzeni 5, plati tedy pro néj vsechny v tomto Tvrzeni
uvedené zavéry. Predevsim systém pripousti termodynamickou limitu a hustota
volné energie

In Z}f

o 1
f 5 A/Z” |A|

(1.53)

je uréena konvergentnim clusterovym rozvojem (1.34). Obsahuje-li g-model pouze
stabilni kontury, oznacime ¢ jako stabilni okrajovou podminku a Gibbsuv stav,
ktery je limitou konecné-objemovych Gibbsovych mér s okrajovou podminkou ¢,
jako stabilni q-fazi.

1.6.3 Vldastnosti stabilnich fazi

Pro stabilni okrajovou podminku ¢ je Z] = Z}g. Protoze hustota volné energie
nazavisi na okrajové podmince, je nutné f = f,.

Zabyvejme se nyni charakterem stabilni faze. Protoze pravdépodobnost reali-
zace konfigurace na A obsahujici zvolenou vnéjsi konturu I'? 1ze vyjadrit vztahem

ProbyI) = = Y [KTY),

ZA {TL}:T9e{le gy @

je zfejmé, ze g-model dava stejnou odpovéd na otazky tykajici se vnéjsich kontur
jako pivodni model. Lze tedy vyuzit Tvrzeni 6, podle néhoz'3

Prob, (I'") < K(I'?).

Uréeme nyni pravdépodobnost Prob(x; # ¢;), Ze konfigurace v bodé ¢ nenabyva
hodnoty ¢q. Lze ji zfejmé odhadnout shora jako pravdépodobnost, zZe existuje
kontura I', pro niz ¢t € V(I'). Protoze pocet takovych kontur délky n je nejvyse
roven (2n)"c", kde ¢ je konstanta vystupujici v Lemmatu 1, méme odhad

e}

Prob(z; # ¢) Z c"e_%”.

Odtud plyne po trividlnim zobecnéni

130dhad plati pro véechny kontury, tim spise tedy pro vnéjsi.
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Lemma 5. Necht parametricky model spliuje Podminku M a okrajova pod-
minka q je stabilni v bodé (u, 3). Potom pro prislusnou stabilni q-fazi plati ne-

rovnost
Prob(z4 # q4) < e 514 (1.54)

pro kazdou kone¢nou mnozinu A C 7.
o

Necht nyni existuje kiivka p(3), limg_,o ¢ = 0, na niz je okrajova podminka
g stabilni. Potom podle vyse uvedeného Lemmatu

ma Prob(z4 # q4) = 0.

To vSak znamena, ze

lim P8, 4(3) = P, (1.55)

kde jsme oznagcili symbolem P, Gibbstv stav pfi nulové teploté lokalizovany na
zakladnim stavu ¢ (viz odst. 1.3). Tento zavér zduvodnuje oznaceni ‘g-faze’: je to
Gibbstuv stav lokalizovany ‘v blizkosti’ konfigurace q.

V dalsich dvou odstavcich se budeme vénovat struktufe fazového diagramu na
okoli bodu p = 0, 3 = co. Nejprve budeme uvazovat pripad, kdy mnozina () ob-
sahuje pouze F-ekvivalentni zakladni stavy a volna energie je analytickou funkei
pripadu, kdy tyto zékladni stavy nejsou F-ekvivalentni a objevuje se netrivialni
fazovy diagram.

1.6.4 Ekvivalentni zakladni stavy

Pfipomeiime, ze F je spole¢na grupa symetrie mnoziny potenciala ®,, kde p €
U(0). Predpokladejme, Ze mnozina () obsahuje pouze F-ekvivalentni zakladni
stavy. Evidentné potom plati g(®,) = g(®Po) pro vsechna p € U(0). VySetfujeme
tedy nyni chovani modelu v oblastech fazového diagramu pii nulové teploté, kde
se neméni pocet zakladnich stavu.

Dusledkem ekvivalence zakladnich stavu je rovnost

71 = Z;\q pro vSechna ¢, ¢ € Q,

ze které plyne
K(T) = w(T).

Podle Lemmatu 4 existuji U(0) a 3y takové, Ze pro u € U(0), 5 > [y je splnéna
Peierlsova podminka a tudiz vSechny kontury jsou stabilni. Vyuzijeme-li jesté
Tvrzeni 5 a netriviadlniho vysledku tykajiciho se Gplnosti ziskaného v [2], muzeme
vysledky shrnout do
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Tvrzeni 8. Je dan parametricky model spliiujici Podminku M a necht vSechny
zakladni stavy z mnoziny g(®o) jsou F-ekvivalentni. Potom existuji U(0) a [y
takové, ze plati:

i) pro vSechna p € U(0), B > [y existuje pravé |g(®Po)| stabilnich fazi,

ii) volna energie f(f3,p) je analytickou funkci svych proménnych na mnoziné
(B,00) x U(0) (tvrzeni o neexistenci fazového pfechodu na malém okoli

bodu u =0, = 00).
o

Tvrzeni zahrnuje mj. problém koexistence '+’ a ' faze v Isingové ferromag-
netickém modelu pfi nulovém vnéjsim poli a dost nizké teploté, naopak neresi
napi. zajimavy problém existence dvou antiferromagnetickych fazi v Isingové
antiferromagnetickém modelu pfi nizkych teplotach a slabém vnéjsim poli (pii
nenulovém vnéjsim poli totiz oba antiferromagnetické zakladni stavy nejsou ekvi-
valentni vzhledem k symetrii potencialu). Tento pfipad vyzaduje ponékud jem-
néjsi rozbor, presto i zde lze pomoci clusterovych rozvoju ukazat stabilitu obou
antiferromagnetickych okrajovych podminek (podrobnosti a exaktni dikaz viz

[10]).

1.6.5 Obecné zakladni stavy

Nyni se vénujme obecnému pfipadu, kdy ¢(®¢) neobsahuje nutné pouze F-
ekvivalentni zédkladni stavy. Potom je chovani jednotlivych metastabilnich modela
rozdilné a definujeme index metastability okrajové podminky ¢ predpisem

ag(8, 1) = fo(B, 1) = (B, ), (1.56)

kde jsme oznacili

(B, 1) = min fo (5, ). (1.57)

Skutec¢na hustota volné energie nezavisi na okrajové podmince a je shodna
s hustotou volné energie metastabilniho modelu prifazeného stabilni okrajové
podmince. Intuitivné lze tedy ocekavat, ze stabilni okrajové podminky budou
pravé ty s nulovym indexem metastability, nenulovy index totiz signalizuje, Ze
podstatné prispévky do parti¢ni sumy nebyly zahrnuty (pravé nestabilni kon-
tury umoznujici ‘laciny’ pfechod do vyhodnéjsi faze). Piesné tvrzeni je obsazeno
v nasledujici véte.
Tvrzeni 9. Necht je dan parametricky model splnujici Podminku M. Potom
existuji By a U(0) takové, ze pro libovolné 3 > By, u € U(0) plati:

i) jestlize a,diam A < 1, potom je kazdd kontura I'Y, dom I'? C A stabilni.
Specidlné pokud a, = 0, pak okrajovda podminka q je stabilni a poskytuje
tak stabilni q-fazi,
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ii) stabilni faze predstavuji iplnou mnozinu ¢istych fazi,

iii) systém piipousti termodynamickou limitu a hustota volné energie je rovna
f(B, 1) danému vztahem (1.57).

Dikaz. Plyne z teorému 3.1 v [6] a teorému v [2] kap. 3.2 diky Lemmatu 4
(splnéni Peierlsovy podminky pro modely vyhovujici Podmince M).

o

Fazovy diagram parametrického modelu je definovan v odst. 1.4.1. Podle vyse
uvedeného Tvrzeni vyhovuje zobrazeni

pw—a(f, 1) = (ag,. .., a,,),

kde jsme oznacili symbolem ¢, tiidu F-ekvivalentnich konfiguraci z mnoziny
9(®p), podminkdm kladenym na funkci (1.15). Plati nasledujici véta, kterad je
pfimym zobecnénim teorému 1.10 (fazovy diagram) a 3.2 (uplnost) v [2].

Tvrzeni 10. Necht je dan parametricky model spliujici Podminku M, jeho
grupu symetrie ozna¢me F. Necht soubor poruchovych potenciali {®;} uplné
sniméa degeneraci mnoziny g(®g) vzhledem k F. Potom existuje oblast (3, 00) X
U(0), na niz je fazovy diagram JF-uplny.

<

Zbyva vyresit problém, jak nalézt fazovy diagram, jehoz existence je zarucena
diky predchozimu tvrzeni. Jde nam tedy o rozvinuti poruchové metody, ktera by
umoznila nalézt alespon asymptotické chovani tohoto diagramu.

Kiivka a = 0 koexistence |Q| fazi je dana podminkou f; = ... = fg. Zvolime-
li hladinu energie D, lze uréit takové [ (vystupujici v definici kontur), Ze pro
kazdou konturu I'?, pro niz E(I') < D, je Int I'? = Int, I'? (zpravidla ovéfujeme
splnéni ponékud silnéjsi podminky Int 'Y = ()). Takovou konturu nazveme ez-
citaci zakladniho stavu g. Mnozinu vsech excitaci zakladniho stavu ¢ s energii
neprevysujici D ozna¢me K%, a mnozinu vSech clusteru téchto excitaci C},. Pro
excitaci plati K(I') = w(I') a diky konvergenci clusterového rozvoje pro volnou
energii metastabilnitho g-modelu lze psat (viz odst. 1.5.2)

fo=eq—07" Z aim) +o(e™P).

rech |dom 7|

Porovnanim hustot volnych energii téchto ‘plynt excitaci’ zkonstruovanych nad
jednotlivymi zdkladnimi stavy dostaneme kiivku p = p(/3) koexistence |@| ¢istych
fazi s presnosti o(e?P). Analogicky bychom postupovali v piipadé asymptotiky
variet koexistence vyssi dimenze.
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1.7 Systémy s nekonecnym poctem zakladnich
stavi

V této kapitole popiseme v zakladnich rysech teorii, ktera byla vyvinuta v praci
[7] a vénuje se rozboru nizkoteplotnich vlastnosti systému pripoustéjicich forméalni
poruchové rozvoje (requldarni systémy). Ttida takovych systému je pomérné siroka
a zahrnuje mnoho modelu s nekoneénym poctem zakladnich stavu. V ¢lanku [11]
byla tato teorie aplikovdna na rozbor lamelarnich fazi Widomova modelu (viz
ptrehled v néasledujici kapitole), z této prace také ¢astecné uzijeme terminologii a
metodu analyzy prostfednictvim BS-teorie.

Poruchovy rozvoj zde neni pouze technickym prostfedkem umoznujicim efek-
roli. Strategie analyzy modelu totiz spoc¢iva v takové jeho reformulaci, kdy jed-
notlivé zakladni stavy jsou nahrazeny ‘plynem excitaci nizkého fadu’ (konstrukce
omezenych souboru fizend poruchovym rozvojem) a novy potencidl je teplotné
zavisly. Podstatné je, Ze novy (‘renormalizovany’) model muze mit lepsi vlast-
nosti nez model puvodni. Podafi-li se touto technikou dosédhnout situace, kdy
renormalizovany model bude mit pouze kone¢ny pocet lokalnich zakladnich stavi
(dominantni zdkladni stavy jako vyzna¢né zakladni stavy puvodniho modelu), lze
nad témito zakladnimi stavy reprezentovanymi soubory konfiguraci puvodniho
modelu rozvinout teorii, ktera predstavuje rozsiteni Pirogov-Sinajovy teorie.

Pres zna¢né mnozstvi predpokladu nutnych k platnosti zde formulovanych
tvrzeni predstavuje tato teorie mocny nastroj umoznujici analyzu Siroké tridy
modelu klasické statistické mechaniky.

1.7.1 Konstrukce faktorového modelu

Budeme vychazet z parametrického modelu definovaného v odst. 1.4.1 a zamétime
se nyni na piipad, kdy |g(®g)| = oo. Zakladnim pfedpokladem bude rigidita
kazdého zékladniho stavu X € ¢(®g) (viz odst. 1.3) zarucujici jednoznacnost
prodlouzeni konfigurace X . na lokalni zakladni stav.

Prvni faze konstrukce bude podobna postupu, jimz jsme v odst. 1.6.1 zavedli
kontury. Ukaze se vsak, ze objekty takto zavedené nemaji dobré vlastnosti a
stanou se pouze pomocnym objektem teorie.

Zvolme | > R. Pro konfiguraci x € €) fekneme, ze t € Z" je regquldrni bod,
jestlize restrikce g, je lokalni zakladni stav na Rt (viz odst. (1.3)) vzhledem
k potencidlu ®y, v opacném pripadé ho nazveme irregularnim bodem. Souvislé
komponenty mnoziny vSech irregularnich bodi spole¢né s konfiguracemi na téchto
komponentach nazveme defekty a oznacime D = (dom D, Zgom p). Energii defektu
D = (dom D, xgom p) definujeme piedpisem

Ey(D)= > [®op(zs)— Posl,

BCdom D
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kde jsme oznacili
®op = min Pop(xp).

Necht X € ¢g(®p). Konfiguraci y € Q nazveme X-zfedénou, jestlize y = X s. v.
Jestlize kazdy defekt D konfigurace y spliiuje podminku dom D C A, kde A C Z¥
je konecna mnozina, fekneme, Ze konfigurace y je X-zfedéna v A a mnozinu vsech
takovych konfiguraci budeme znacit €2, x.

Kontury I' definované v odst. 1.6.1 mély tu vlastnost, ze jednoznac¢né urcovaly
‘obarveni’ souvislych komponent mnoziny (dom I')¢. Presnéji: jestlize konfigurace
y € Q obsahovala jedinou konturu I', potom pro kazdou komponentu A mnoziny
(dom I')¢ existoval lokélni zakladni stav X € g(®Pg), pro néjz platilo X4 = ya. Zde
zavedené defekty tuto vlastnost nemaji, nebot obecné pro D = (dom D, Yqom 1)
neexistuje lokalni zakladni stav X € g(®y), pro néjz Xgy p = Y« p- Defekt tedy
destruktivné ovliviiuje sviij vnéjsek, coz vede k efektivni interakci vnéjsich defekti
(vnéjsi defekty definujeme analogicky jako vnéjsi kontury), kterd neni zélezitosti
pouze jejich nosi¢u a nemd binarni charakter (v pfipadé PS-teorie tato vlastnost
typickd pro konturové modely byla zachovana pro vnéjsi kontury, coz umoznilo
preformulovat model pfifazenim konturového modelu kazdé okrajové podmince).
BS-teorie Tesi uvedeny problém tak, ze pozaduje obnoveni této vlastnosti alespon
na urovni defekti do jisté hladiny energie.

Pro kazdy defekt D = (dom D, zqom p) plati, Ze konfigurace s dom 1) je
lokalni zakladni stav na 9;(dom D). Jestlize existuje rozsifeni této konfigurace na
lokalni zékladni stav na dom D, fekneme, ze defekt je odstranitelny. Pozadujeme,
aby model vyhovoval nésledujici podmince (v [7] je nazyvéna ‘retouch property’)
s vhodnou konstantou D (bude specifikovana pozdéji):

Podminka R. Necht je model zadan translacné invariantnim m-potencialem ®
konecného dosahu a vsechny jeho lokalni zakladni stavy jsou rigidni. Pozadujeme,
aby kazdy defekt, jehoz energie nepievysuje D, byl odstranitelny.

<

Pro odstranitelné defekty s energii nepfevysujici D zavedeme termin ezcitace
a pro odliseni je budeme znacit symbolem &£. Necht &, & jsou dvé excitace. Na-
zveme je kompatibilni, jestlize dom £ U dom &, neni souvisl4 mnozina. Rekneme
déle, Ze excitace £ = (dom &, Yaom &) je kompatibilni s lokdlnim zdkladnim stavem
x na mnoziné A, jestlize dom £ C A a Zg,dom £ = Yo,dom &-

Mnozinu vsech excitaci do fadu D lokalniho zédkladniho stavu z, na A budeme
znacit Kp(zy) a nazveme ji omezeny soubor radu D nad x,. Piislusnou mnozinu
clusteru téchto excitaci oznac¢ime Cp(x,). Defekty s energii prevysujici D budeme
nazyvat velke defekty.

Nyni pristoupime k ‘renormalizaci’ modelu. Na konfigura¢nim prostoru {2 za-
vedeme nasledujici relaci ekvivalence: konfigurace jsou ekvivalentni, jestlize obsa-
huji stejny soubor velkych defektu. Faktorizaci mnoziny €2 podle této ekvivalence
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dostaneme soubor t¥id ekvivalentnich konfiguraci, ktery lze bijektivné zobrazit
na mnozinu vSech konfiguraci neobsahujicich excitace. Nazveme je faktorovée kon-
figurace a mnozinu vsech faktorovych konfiguraci oznac¢ime 2*. Specidlné Q} y
bude oznacovat mnozinu vsech faktorovych X-zfedénych konfiguraci v A.

Parti¢ni sumu Z, x konfiguracniho prostoru 2, x lze psat ve tvaru particni
sumy mnoziny konfiguraci 2} y takto:

ZAX _ Z e—ﬁH(yA|yAc) — Z e—ﬁH*(yA‘yAc)7 (158)

YyeQA x yer\,X

kde

H*(y/\‘yl\c) = H(yl\‘yl\c) - 571 In @A\Udom D(yA\Udom ’D) pro y € 97\7)(14- (159)

Symbolem O, (ys) pro y € ga(Po) pfitom oznacujeme partiéni sumu mnoZiny
Kp(ya) excitaci do fadu D nad lokdlnim zakladnim stavem y, na mnoziné A.
Smysl Podminky R je v tom, zZe tento ‘plyn excitaci’ nyni tvoii konturovy model
ve smyslu odst. 1.5 s vahami

wo(E) = e PFE) (1.60)
a tudiz lze psat clusterovy rozvoj (1.22)

InOx(ya) = Z qo(m), (1.61)

mE€CD (Ya)

kde suma jde pres vSechny clustery excitaci lokalniho zakladniho stavu x, na A.

Dospéli jsme k faktorovému modelu s konfigura¢nim prostorem €2* a teplotné
zavislym hamiltonidnem definovanym vztahem (1.59). Hamiltonidn H*(ya|yac)
pro y € {2 x lze interpretovat jako volnou energii mnoziny vSech konfiguraci na
mnoziné A obsahujicich stejny soubor velkych defektu jako y; okrajova podminka
je urcena lokalnim zékladnim stavem X.

1.7.2 Lokalné dominantni zakladni stavy

Dalsi postup spociva v rozboru zékladnich stavu faktorového modelu a rozvinuti
vhodné konturové techniky Pirogov-Sinajova typu. Vrafme se nyni k parametric-
kému modelu definovanému potencidlem ®,. VySe provedend konstrukce zistane
beze zmény, jednotlivé veli¢iny se vsak stanou parametricky zavislymi.

Je ztejmé, ze faktorizace modelu meéni potencial pridanim clusterovych pti-
spévku, které jsou vyssiho fadu (libovolné slabsi). Hledame-li tedy zakladni stavy
faktorového modelu, staci se omezit na mnozinu zakladnich stavu puvodniho mo-
delu, clusterova interakce pouze snima jejich degeneraci.

14Symbol Udom D oznaéuje sjednoceni defini¢nich oborii velkych defektii konfigurace y.

30



Formalni hamiltonian faktorového modelu lze pro konfiguraci X € g(®y) psat
ve tvaru

Hy(X) =3 ®up(Xp) =70 >0 qu(m) =3 2p(Xp). (1.62)

FECD(X)

Potencial definujici tento hamiltonian nazveme efektivnim potencidlem. Pro dalsi
postup je podstatny predpoklad, Ze lze k nému nalézt ekvivalentni efektioni m-
potencidl.

Rekneme, 7e X € g(®) je lokdlné dominantni zdkladni stav fadu D na kiivce
= p(B), jestlize je lokalnim zakladnim stavem potencialu (1.62) na této kiivce.
Mnozinu vSech lokdlné dominantnich zakladnich stavi fadu D na kiivce p = u(5)
budeme znacit g7,(Po; ().

Podminka D. Parametricky model spliuje nasledujici predpoklady: 1) na kiivce
w = p(B) existuje pouze kone¢ny pocet lokalné dominantnich zakladnich stavii
radu D, tzn. |g5(Po; u(B))| < oo, 2) jestlize konfigurace xg,, prot € Z" neni
restrikce zadného lokalné dominantniho zakladniho stavu z mnoziny g}, (®o; 1(8)),
potom plati nerovnost

H; () — min H () > ce P
)

kde ¢ > 0, nezavislé na x.

Poznambky:.

1) Vyznam druhé ¢asti Podminky D je analogicky jako v pfipadé Podminky
M — zarucuje, zhruba feceno, existenci dostatecného energetického prispévku
pripadajiciho na kazdy bod, jehoz okoli je odlisné od vsech lokalné dominantnich
zékladnich stavi, a tim umoznuje definovat kontury nad témito zdkladnimi stavy,
které spliuji néjakou variantu Peierlsovy podminky (srovnej Lemma 4).

2) Ve skutecnosti budeme ovétovat Podminku D v ponékud jiné formé. Mno-
zinu Cp(z) clustert excitaci do fadu D nahradime jeji podmnozinou Cpy(x) téch
clusteru, jejichz energie spliiuje nerovnost w(m) < exp(—GD). Potencidl ®* za-
vedeny v (1.62) ma potom koneény dosah. Dokazeme-li lokalni dominanci v této
formé na kiivee p = p(f3), je lokdlni dominance pozadovand Podminkou D spl-
néna na jisté kiivece p = u(3) + o(e FP).

Dalsi postup pouze naznac¢me v hrubych rysech, protoze podrobny zapis a
dukaz vSech kroku je pomérné slozity. Miiz pokryjeme krychlemi o hrané L,
kde L je zavislé na teploté (teplotné zavisly coarse-graining). Pro faktorovou
konfiguraci y € Q" fekneme, Ze krychle C' je reguldrni, jestlize konfigurace yr, ()
je restrikci lokdlné dominantniho zakladniho stavu. Jestlize pro krychli C' existuje
velky defekt D, pro néjz dom D N C # 0, fekneme, ze krychle C' je irreqularni.
Krychle, které nejsou vyse uvedenych typtu, oznacime jako semirequldrni. Je-li
C semiregularni krychle faktorové konfigurace z, potom restrikce z¢ je lokalni
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zékladni stav na C' vzhledem k potencidlu @, ale neexistuje prodlouzeni z¢
na lokalné dominantni zakladni stav. Kontury zavedeme jako souvislé mnoziny
irreguldrnich a semiregularnich krychli.

Chceme-li nyni pouzit néjakou variantu Pirogov-Sinajovy teorie, musime za-
jistit splnéni Peierlsovy podminky pro takto definované kontury. Je ziejmé, ze
irregularni krychle jsou dostateéné energeticky bohaté, problémem zustavaji se-
miregularni krychle.

Je vyzadovan néasledujici technicky predpoklad.

Podminka L. Necht C je krychle o hrané L a konfigurace x¢ je lokalni zakladni
stav na C' vzhledem k potencialu ®(, ktery neni restrikci zadného lokalné domi-
nantniho zékladniho stavu. Potom existuje alespori L* bodi t € R_;C, pro néz
xR, neni restrikci zadného lokalné dominantniho zakladniho stavu.

<

Jsou-li splnény Podminky D a L, obsahuje kazda semiregularni krychle
nejméné |C' |% bodti, z nichZ kazdy piispiva energii alesponi (fadové) e 7P k jeji
energetické nevyhodnosti. Zvolime-li L dost velké, lze dosdhnout toho, aby energie
pripadajici na semiregularni krychli byla dostate¢né vysoka. Faktorizaci modelu
jsme tedy dosahli moznosti rozumné definovat kontury, pricemz kazda krychle ob-
sazena v nosici kontury pfispiva k jejimu energetickému zisku. Vskutku lze ukazat,
ze takto je mozné splnit Peierlsovu podminku. Dalsi postup spociva v rozvinuti
Pirogov-Sinajovy teorie se slabé interagujicimi konturami. Podrobnosti viz [7].

1.7.3 Fazovy diagram parametrického modelu

Hlavnim vysledkem préce [7] je tvrzeni o charakteru fazového diagramu parame-
trického modelu na okoli bodu p = 0, které lze formulovat takto:

Tvrzeni 11. Je dan parametricky model vyhovujici podminkam R a L. Necht je
déle splnéna podminka D na k¥ivce jg = po(3). Jestlize soubor poruchovych po-
tencidli {®;} iplné snima degeneraci mnoziny g*(®o; po(3))) vzhledem ke grupé
symetrie F, potom existuji konstanty 3y a o > 0, pro které existuje F-uplny
fazovy diagram na oblasti

B> o, = po(B) < e P,

Poznamka. Na rozdil od PS-teorie, ktera zarucuje existenci F-tuplného fazo-
vého diagramu na néjaké mnoziné U(0) x (3, 00), vySe uvedené tvrzeni garantuje
jeho existenci pouze na jistém ‘klinovitém’ okoli kiivky lokalni dominance.
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Kapitola 2

Ternarni amfifilické systémy

Je zndmo, ze mnohé kapaliny jsou pii béznych teplotach nemisitelné — jako
nejjednodussi priklad slouzi voda a olej — a znac¢né praktické uziti proto maji
latky, které jsou schopny tuto situaci zménit. Ukazuje se, ze pridanim vhodného
mnozstvi tieti slozky, oznacované jako amfifilické, 1ze dosahnout nejen vyrazného
snizeni povrchového napéti na rozhranich voda—olej a tim také poklesu kritické
teploty, ale obecné vzniku mnozstvi komplexnich struktur. Jako ptiklad lze uvést
vodni roztoky vackovitych utvaru naplnénych olejem, jejichZ stény jsou ‘usity’
z amfifilickych molekul nebo pravidelné struktury tvorené valcovymi kontejnery
naplnénymi olejem a oddélenymi od vodniho prostfedi amfifilickym stitem. Prave
schopnost amfifilickych molekul organizovat zbylé dvé slozky a usporadavat je do
pravidelnych struktur je jejich druhd zajimava a prakticky vyuzivana vlastnost.

VsSechny tyto jevy maji spolecnou pfic¢inu, kterou jsou specifické chemické
vlastnosti amfifilickych molekul. Jde totiz o molekulu protahlého tvaru, pro niz
je typicka vyrazna odlisnost v afinité obou jejich konci. Zatimco jeden konec tvo-
feny iontovou skupinou preferuje vysoce polarizovatelné vodni prostiedi a je tedy
oznacovan jako hydrofilni, druhy konec, hydrofobni, je ve vodé nerozpustny a pre-
feruje tak olej. Energie amfifilické molekuly je nejnizsi, jestlize je adsorbovana na
rozhrani voda—olej a tim lze vysvétlit jednak pokles povrchového napéti na téchto
rozhranich, jednak schopnost samoorganizace amfifilickych smési. Diky této po-
vrchové aktivité jsou amfifilické molekuly také oznacovany jako surfactanty.

7Z teoretického hlediska jsou smési obsahujici surfactanty zajimavé predevsim
pro velkou rozmanitost kapalnych fazi, které tyto systémy vykazuji v zavislosti
na chemickych vlastnostech surfactantovych molekul, relativnich koncentracich
jednotlivych slozek, teploté, apod. Obtiznost dobrého mikroskopického popisu
téchto systému spociva pravé v komplexnosti jejich chovani a také v tom, ze
jednotlivé faze ¢asto vykazuji usporadani na mezoskopické trovni (to je problém
zejména miizovych modelu). Pfesto se dafi alespon kvalitativné na modelové
urovni zachytit generické chovani takovych smési.

Po kratkém prehledu experimentalné ziskanych znalosti o fazovém chovani
amfifilickych smési se budeme vénovat mfizovym modelim vyvinutym k jejich
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popisu, podrobné pak Alexandrovu modelu, kterého se bude tykat zbytek této
prace.

2.1 Fazové chovani

Tato kapitola obsahuje kratky prehled typickych fazi objevujicich se v ternarnich
amlfifilickych systémech, podrobnéji viz [8] a [9]. Obecné je lze rozdélit na ne-
usporadanou fazi zvanou mikroemulze objevujici se pri malych surfactantovych
koncentracich a vyssich teplotach a usporadané lyotropické faze, které jsou vyjad-
fenim organizacnich tendenci surfactantovych molekul pfi vyssich koncentracich.

Lyotropické faze tvoii pravidelné struktury vykazujici dalekodosahové uspo-
rfadani. Protoze jejich vlastnosti jsou do jisté miry podobné vlastnostem pevnych
latek (periodicita, vysoké viskozita), oznacuji se Casto terminem fdze kapalnijch
krystali. K jejich vytvoreni dochazi pii vysokych surfactantovych koncentracich
a dostatecné nizkych teplotach.

Jejich typickym predstavitelem jsou lameldarni faze, ve kterych voda a olej jsou
uspotfadany do rovnobéznych vrstev navzajem oddélenych surfactanty. Tato faze
se obvykle objevuje v pripadech, kdy koncentrace vody a oleje jsou porovnatelné.

Jinym prikladem jsou hexagondlni faze, ve kterych olejové domény jsou valco-
vité utvary usporadané do uzliu 2D-trojahelnikové mtize, kubické fdze s olejovymi
doménami ve tvaru krychle, apod. Olejové domény jsou oddéleny od vodniho
rozpoustédla monomolekularni surfactantovou vrstvou a ttvary tohoto typu se
obecné oznacuji terminem micely. Nabyvaji zpravidla mezoskopické velikosti.

Jestlize surfactantova koncentrace je dostatecné vysoka na prekonani tendenci
k fazové separaci, ale z duvodu vysoké teploty nevznikaji lyotropické faze s dale-
kodosahovym uspofadanim, objevuje se faze zvanad mikroemulze. Jde v podstaté
o homogenni micelarni roztok, vodni a olejové domény jsou tedy stale dobtfe oddeé-
leny monovrstvami surfactanti. Micely maji opét mezoskopickou velikost a maji
zpravidla tvar globuli pfi nizkych koncentracich nebo kvazivrstev, je-li surfactan-
tova koncentrace vyssi.

Ukazuje se, ze povrchové napéti na rozhrani mezi mikroemulzi a vodou, resp.
olejem je ve srovnani s povrchovymi napétim mezi vodou a olejem o nékolik Ffadu
nizsi. Pravé kvuli této vlastnosti tato faze pritahuje znacnou pozornost a méa velké
uziti.

1Zpravidla se toto oznadeni uziva pro separované domény kulového tvaru.
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2.2 Mikroskopické modely na mrizi

2.2.1 Uvod

vvvvvv

ného systému na zakladé fyzikalnich vlastnosti ¢astic, které systém tvori. Sna-
hou je pochopit danou generickou vlastnost jisté tfidy systému na mikroskopické
urovni a tak ziskat moznost predikovat jejich chovani a cilené ho vyuzit.

V daném ptipadé odhlédneme od vnitini struktury jednotlivych molekulér-
nich komponent amfifilického systému a nahradime je objekty charakterizova-
nymi pouze malym poc¢tem stavovych parametri. Vychazime z predpokladu, ze
uvazované termodynamické vlastnosti uvedenych systémiu jsou dusledkem inter-
akce molekul a ta je zvolenymi stavovymi parametry dobfe urcena. Spole¢ny pro
v8echny modely je predpoklad pfitazlivé interakce mezi polarnimi objekty (voda
a hydrofilni konec surfactantu), stejné jako mezi nepolarnimi (olej a hydrofobni
konec surfactantu) a odpudiva pfi kontaktu polarniho a nepolarniho objektu.

Kapalné smési jako priklady silné interagujicich systému jsou vhodné k po-
pisu pomoci mfizovych modelu, ty vsak pfedem predpokladaji jistou periodicitu,
kterou by mél model sdm poskytovat. Na rozdil od kontinualnich modelu (teorie
Ginzburg-Landauova typu) vSak umoziuji jednak rozumné proveditelné simu-
lace metodou Monte-Carlo, jednak analyticky rozbor prostfednictvim Pirogov-
Sinajovy teorie a jejich rozsifeni (viz minulé kapitola).

2.2.2 Alexanderuv model
Definice modelu

Uvazujme pravothlou miiZz dimenze v a dohodnéme se na terminech vrcholy a
hrany mfize. Vrcholy mrize Z” budeme ve shodé s predchozi kapitolou oznacovat
s,t,... a hrany (s,t) nebo nékdy pro zkraceni b, ¥, ... Molekuly vody a oleje se
mohou nachéazet pouze ve vrcholech mfize a jejich stav je zcela urcéen polohou,
pritom kazdy vrchol musi byt obsazen pravé jednou molekulou. Oznac¢ime z; =
+1, je-li v bodé s molekula vody a x, = —1 v pripadé molekuly oleje. Soubor
{25} sezv je potom konfigurace binarniho systému voda—olej.

Nejjednodussi mrizovy model binarniho systému 2 nemisicich se kapalin je
dan formalnim hamiltonidnem

H(x)= Y Y PAPIE® =3 Popa, (2.1)

(s,t) a,b=1 s a=1

kde P2 je pocet ¢astic typu a ve vrcholu s (0 nebo 1), E% je interakéni energie
castic typu a a b v sousednich vrcholech a p, je chemicky potencial castic typu

a. Protoze plati

1 s 1— s
plo-t% pr 17T (2.2)
2 2
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lze hamiltonian psat v ekvivalentnim tvaru:

H(x) = —JZ Ty — hZ:ps, (2.3)

(s,t)

kde jsme oznacili
J=(2E"% - E" - E*)/4,

h= [ — po — v(EY — E#)))2.

Vidime, Ze binarni smés lze v zdkladnim piiblizeni popsat ferromagnetickym Isin-
govym modelem (nemisitelnost je vyjadfena nerovnosti J > 0). Na kiivce h = 0,
8 > (. dochézi ke koexistenci ‘4’ a ‘—’ faze, tzn. faze bohaté na vodu a faze bohaté
na olej. Pri nadkritickych teplotach § < . se obé kapaliny stavaji misitelnymi
(existuje jediny Gibbsuv stav).

Pro amfifilické molekuly vyhradime mista hran mtize. Polozime pfitom o, = 1,
jestlize hrana b bude obsazena surfactantem a o, = 0, pokud misto zustane
prazdné. Konfigurace surfactantu je potom soubor {o,} ‘spint’ na hranach mfize.
Nage priblizeni spociva v predpokladu, ze stav surfactantové molekuly je urcen
pouze polohou, odhlizime tedy od jejich smérovych vlastnosti (pfedpokladame,
ze se molekula orientuje energeticky vyhodnéjsim zpusobem a odnimame ji tak
tento stupen volnosti).

Ternarni interakci surfactantu s molekulami ve vrcholech miize popiseme po-
moci parametri F% predstavujicich interakéni energii ¢astic typu a a b v sou-
sednich vrcholech, je-li hrana neobsazena a E'® v piipadé, Ze hrana je obsazena
surfactantovou molekulou. Hamiltonidn (2.3) je nutné pozménit takto:

2 2 2
Hi(z,0) =Y Y PY(1—0y4)P'E+> " Y PlogPYE™ =" Plu,. (2.4)

(s,t) a,b=1 (s,t) a,b=1 s a=1

Hamiltonian samotné surfactantové slozky predpokladame v obecném tvaru

[:[2(0') = —TZO’bO'b/ — SZ/O'bO'b/ —pZ/IO'bO'b/ — ﬂZO'b, (25)

b,t/ b,b b,b’ b

pritom 1. suma jde pfes dotykajici se hrany svirajici thel 7, jsou-li obsazeny
surfactantem, 2. suma pies hrany svirajici tthel 7/2 a 3. suma pfes rovnobézné
sousedni hrany.

Alezanderuv model je potom zadan celkovym hamiltonidnem

H(zx,0) = Hy(z,0) + Hy(o). (2.6)

Ve skutecnosti uvedeny model predstavuje jisté rozsifeni Alexandrova modelu
uvedeného v [8], zde pfidavame navic interakci rovnobéZnych sousednich sur-
factantu vyjadienou parametrem p.
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Nadale budeme piedpokladat symetricky piipad E'' = E?? = E, E"! =
E™? = E' a omezime se na kiivku koexistence p; = j5. To nepiedstavuje prilis
velké omezeni, protoze se ukazuje, ze tento model se nechova prilis rozumné, je-li
jedna z komponent silné znevyhodnéna. Zatimco realné systémy reaguji na tuto
situaci (dvojkomponentova limita, napi. voda—surfactant) vznikem surfactanto-
vych dvojvrstev, uvedeny model, pozadujici, aby oba konce amfifilické molekuly
byly v kontaktu s nékterou z obou zakladnich slozek, vynucuje jejich prosté roz-
pousténi.

V tomto ptipadé je vyhodné prepsat hamiltonian do tvaru

H(z,0) = Hi(z,0) + Hy(0), (2.7)
kde n
=AY (1-0y)( 5+ B Y ou(—5) (2.8)
2 — 2
(4,3) (i,3)
= —TZO’bO'b/ - SZ OOy —pZ”O'bO'b/ — MZO’{, (29)
b,b’ b,b’ b,b’

Pouzili jsme pfitom oznaceni
A=E?-E>0, B=FE —-FE">0,

p=p+v(E—E").

Aproximace slabého surfactantu

Amfifilické smési zahrnuji Sirokou tfidu systému, pritom fyzikalni vlastnosti jed-
notlivych komponent mohou byt znacné rozdilné. Zpravidla je vsak splnéno, ze
vzajemna interakce mezi surfactanty je slabsi nez interakce surfactantu s ostat-
nimi dvéma komponentami ([9], kap. 1). Chceme-li v mnohaparametrickém Ale-
Xanderové modelu ziskat néjaké analytické vysledky, je nutno zvolit Vhodné pri-
Vlastnostl realnych systému. Omezime se tedy i zde na limitu slabého surfactantu
a budeme predpokladat splnéni zesilenych nerovnosti

7], Is], p| < A, B.

Nyni mame k dispozici dvé asymptotické oblasti vhodné k nizkoteplotnimu roz-
boru. Pfedné jde o intermedialni oblast 3~! > |r|,|s|, |p|, kdy jsou interakce
surfactantu efektivné vypnuty a lze je polozit rovny 0, to je situace analogicka té,
kterou popisuje zakladni verze Gompper-Schickova modelu, pifipadné vektorovy
model vySetfovany v [9] (viz struény piehled v nasledujicim odstavci). V daném
pripadé neni tato oblast prilis zajimava.

Druhou vhodnou oblasti je 37! < A, B, ktera ideové odpovidd Widomové
modelu. V tomto pripadé lze polozit A = B = oo a zcela tak zakazat konfigurace
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I E ® ® O
O ® O
a) b)

Obrazek 2.1: Konfigurace na sousednich vrcholech miiZe: a) zakdzané, b) pii-
pustné.

zndzornéné na obr. 2.1a (pfislusné excitace jsou silné potlaceny a nemohou tak
ovlivnit strukturu nizkoteplotniho fazového diagramu).

Zvolime-li si tuto asymptotickou oblast, lze hamiltonian modelu pfepsat do
jednoduchého tvaru

H(ZL‘,O’(ZL‘)) = —TZO’bO'b/ — SZ/O'bO'b/ —pZ”O'bO'b/ — ,LLZO'I). (210)

by by by b

Konfigurace je pfitom uplné uréena hodnotami spint na vrcholech m¥ize {z;}czv,
na hranach Ize jednoznacné doplnit ve shodé s obr. 2.1b konfiguraci

. 1 — TiZj

Vidime, Ze pouzité aproximace nam umoznili pfepsat Alexanderuv modelu na
1/2-spinovy model Isingova typu (viz také Widom-Wheeleruv model v pfehledu
na konci této kapitoly).

Symetrie modelu

Alexanderuv model ve tvaru (2.10) vykazuje nékteré symetrie, jejichz znalost
zjednodusi rozbor zakladnich stavii modelu i jeho nizkoteplotniho fazového dia-
gramu. Evidentni jsou tyto:

1. Invariance potencialu vzhledem k operacim symetrie m¥ize (translacni in-
variance a invariance vuci permutacim soutadnicovych os).

2. Invariance potencialu vzhledem k zobrazeni
T — —X; Vi e 7V
(‘spin-flip” symetrie).

Grupu symetrie potencialu budeme znacit symbolem F.
Vsimnéme si jesté jedné vlastnosti symetrie, ktera se tyka fazového diagramu.
Uvazujme zobrazeni dané predpisem



Protoze odpovidajici transformace na konfigura¢nim prostoru surfactanti mé
tvar o, — 1 — o, pro vSechna b, 1ze snadno ovéfit, ze plati

H(z;p) = H(z;—p—2r —4(v —1)s = 2(v — 1)p) + C(r, 8, p, ).

Tento zapis je pouze formalni, nebotf pracujeme s hamiltonidnem na celé mfizi
a aditivni konstanta je nekonecnd?. ProtoZe C nezdvisi konfiguraci, dostaneme
jejim vynechdnim ekvivalentni potencial. Oznacime-li jesté

d=p+r+2v—1)s+ v —1)p, (2.12)

lze psat
H(x;8) & H(z; —0).

Protoze oba potencialy jsou ekvivalentni, maji nutné stejny fazovy diagram. Od-
tud dostavame symetrii fazového diagramu vzhledem k zobrazeni

r—T, 00— —0. (2.13)

ato symetrie, oznacme ji umoznuje omezit se pri vysetfovani fazového dia-
Tat trie, S, t t f ho d
gramu na poloprostor § < 0 a druhou ¢ast diagramu ziskat symetrickym prodlou-
zenim.

2.2.3 Strucny prehled ostatnich modelt
Gompper-Schicktiv model

Tento model spoc¢iva na predstave, ze slabé amfifilicky systém lze popsat jako oby-
¢ejnou ternarni smés bezstrukturnich ¢astic, tedy prostiednictvim Blume-Emery-
Griffithsova modelu, ktery je zobecnénim Isingova modelu (viz model bindrni
smési v minulé kapitole) na spin 1. Bezprostfednim efektem, ktery tento model
predpovida je snizeni kritické teploty smési voda-olej. Tvorbu lyotropickych fazi
objevujicich se pfi vyssich surfactantovych koncentracich tento model téz dokaze
postihnout za predpokladu, Ze pfidame ternarni interakci preferujici konfigurace
typu ‘+0—".

Vektorovy model

Vektorovy model vychazi z Gompper-Schickova modelu, jednotlivé ¢astice opét
obsazuji vrcholy mtize, ale amfifilické molekuly jsou reprezentovany vektory mi-
ficimi do libovolného miizového sméru. Tento dalsi stupen volnosti surfactantu
umoznuje lépe popsat charakter jejich interakce se zbyvajicimi komponentami
(iontovy konec pritazlivé interaguje s polarnim a hydrofobni s nepolarnim pro-
stfedim).

2Piesny zapis by spoéival ve vyjadieni energie konfigurace na kone¢né mnoziné s obecnou
okrajovou podminkou.
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Widom-Wheeleruv model

V tomto modelu jednotlivé Castice zaujimaji mista hran mfiize, amfifilické mo-
lekuly jsou navic vybaveny orientaci. Vzéjemnd interakce mezi polarnimi (voda
a hydrofilni konec surfactantu) a nepolarnimi objekty (olej a hydrofobni konec)
je nekonecné repulsivni. Vyhodou tohoto modelu je jednak zahrnuti smérovych
vlastnosti amfifilické interakce a také skutecnost, ze jej lze pfepsat na obycejny
miizovy 1/2-spinovy model (Isingova typu).
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Kapitola 3

Rozbor Alexanderova modelu

V predchozi kapitole jsme se struc¢né seznamili se zakladnimi vlastnostmi ternar-
nich systému obsahujicich amfifilickou slozku a poté s nékterymi modely, které
si kladou za cil tyto vlastnosti popsat. Zvlastni pozornost pii tom byla véno-
véna Alexanderovu modelu (odst. 2.2.2), jemuz také bude patfit celd nasledujici
kapitola. Nepujde zdaleka o vycerpavajici rozbor, nebot to ani neni v moci analy-
tickych prostfedki, kterych bude pfi tomto rozboru uzito. Zakladnim omezenim
nizkoteplotniho rozboru je vylouceni mikroemulzi, k jejichz vzniku dochézi pfti
vyssich teplotach a tvoii jakousi intermedialni oblast mezi lyotropnimi a vysoko-
teplotni fazi. Lze vsak na této tirovni popsat rizné typy usporadanych fazi a tak
ovérit mikroskopickou podstatu samoorganizacnich schopnosti amfifilickych mo-
lekul. Prvni ¢ast bude vénovana lamelarnim fazim jako jejich typickym predsta-
vitelim, jejichZ rozbor je nejjednodussi. Poté se budeme vénovat blokovym fazim
predstavujicim jejich trojrozmérné zobecnéni a zahrnujicim krychlové faze uve-
dené v prehledu a nakonec rozebereme jednu z asymptotickych oblasti v mnoziné
parametri, ktera kromé vyse uvedenych fazi poskytuje také micelarni struktury
jinych typu.

Rozbor bude provadén metodami uvedenymi v kap. 1. Za¢neme vzdy nale-
zenim zéakladnich stavi metodou m-potencidlu (viz odst. 1.3) a konstrukei pii-
slusného fazového diagramu pii nulové teploté. Poté se pokusime nalézt jeho
deformaci pfi konecnych teplotach, uzivajice v mensi mire vysledky standardni
Pirogov-Sinajovy teorie s odpovidajici poruchovou metodu, ve vétsi mire pak
metodu omezenych souboru nad jednotlivymi zakladnimi stavy popsanou v odst.

1.7.
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3.1 Lamelarni faze

3.1.1 Zakladni pojmy

Lamelarni faze predstavuji nejjednodussi ptiklad s moznosti aplikace metody
omezenych soubori k analyze fazového diagramu a jsou tedy jejim prirozenym
testem.

Alexanderuv model produkuje faze tohoto typu ve zna¢né ¢asti prostoru para-
metru. Aby byl rozbor co nejjednodussi, je vhodné vybrat asymptotickou oblast

ozn

|T|7 |p| < 57 S -, (31)

ve které jsou vyrazné znevyhodnény konfigurace obsahujici surfactanty na do-
tykajicich se, navzajem kolmych hranich miiZe (‘rohy’). Je intuitivné jasné, ze
prave tato oblast bude lamelarnim fazim ptiznivé naklonéna. Hamiltonian modelu
je dan predpisem

H(SL’,O’(ZC)) = —T Z 0ij0jk + S Zlaijajk —p Z”Uz‘jakl - ,LLZ Oij, (32)

(1,3) (G, k) (1,3) (G:k) (1,9) (k.0 (i,3)

sCita se postupné pres sousedni dotykajici se hrany svirajici piimy a pravy thel
a pres sousedni rovnobézné hrany. Surfactantova konfigurace je dana jako

0y = (3.3)
2

Konfiguraci z € Q) nazveme lameldrni konfiguract, jestlize je urcena primkou
7 C 7V (vertikdlni osa konfigurace x) a restrikci zz na tuto pfimku, pfi¢emz na
rovinach kolmych k této pfimce (horizontdini roviny konfigurace x) konfigurace
nabyva konstantni hodnoty. Vrstva je posloupnost po sobé jdoucich horizontalnich
rovin téhoz spinu, pokud predchazejici a nasledujici roviny k této posloupnosti
maji spin opacny. Translac¢ni a ‘spin-flip’ symetrie modelu umoznuji zavést bézné
oznaceni

<ll7 127 ey lk>
pro tiidu F-ekvivalentnich periodickych lamelarnich konfiguraci slozenych z vrs-
tev Sitky [y, ..., l; v uvedeném potadi; specidlné (co) oznacuje t¥idu konstantnich

konfiguraci.
Lamelarni konfigurace predstavuji specialni tfidu blokovych konfiguraci, kte-
rym se budeme vénovat v odst. 3.2.

3.1.2 Zakladni stavy

K nalezeni mnoziny ¢ lokalnich zakladnich stavi parametrického modelu (3.2)
pouzijeme metodu m-potencidlu uvedenou v odst. 1.3. Tvrzeni 2 nas ubezpecuje
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o tom, ze Uspésné pouziti této metody poskytne vSechny periodické zakladni
stavy.

Abychom si situaci maximalné zjednodusili, provedeme nasledujici pomocnou
uvahu. Protoze dosah potencidlu je R = 2, lze jej ekvivalentné nahradit tak, ze
hamiltonian ma tvar

H(x) = Z Oy (zk), (3.4)

Kczv

kde K oznacuje krychle o hran¢ 3'. Diky predpokladu (3.1) nemtiZe konfigu-
race krychle minimalizujici potencial obsahovat rohy a musi tedy mit lamelarni
charakter (je-li hrana obsazena surfactantem, lze si snadno uvédomit, Ze sou-
sedni nedotykajici se rovnobézné hrany musi téz obsahovat surfactant, a proto
surfactanty budou vyplinovat vzdy celé ‘roviny’ tvofené navzajem rovnobéznymi
hranami mfize, jejichz koncové body tvori dvojici sousednich soutadnicovych ro-
vin — viz pojem surfactantové roviny v odst. 3.2). Protoze kazda takova konfi-
gurace krychle méa globalni prodlouzeni, jedna se o m-potencial a vSechny lokalni
zékladni stavy budou mit lamelarni charakter. Zapiseme-li formalni hamiltonian

modelu obecné jako
H(z) =) _ ®p(xp),
B

muzeme jej pro lamelarni konfiguraci x € 2 ekvivalentné ptrepsat do tvaru

Hia)= 30 5 5= () (35)

Zcz7v B

kde prvni suma jde pfes vSechny vertikalni linie konfigurace z. Smysl této re-
formulace je v tom, zZe diky translacni invarianci modelu jsou piispévky vsech
vertikdlnich linii shodné a dostéavame tak formalné 1-dimenzionalni model. Lze

tedy psat
H(z)= Y Hi(zz) (3.6)

zcz
a po dosazeni (3.2) do (3.5) dostaneme 1D-hamiltonidn
Hy(xz) = —r Y oyou—(v—=1pY oy5—p) o=
(1,3) (G:k) (i, (i,)

= Z (I)p(ZL‘p), (37)

PCZ

Kde P oznacuje usecky délky 3 a ekvivalentni potencial je dan vztahem

v—1)p+
(I)P(I‘P) = —T Z Jijajk — w Z Uz’j- (38)
(4,9)(4,k)CP (i,5)CpP
Oznacime-li jeste
o=p+ (¥ —1p, (3.9)

!To znamen4, e hrana obsahuje 3 miizové body.
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je potencial explicitné dan takto?:
)
Op(eee) =0, Pp(ece) =—r —§, Pp(eeo) = —5 (3.10)

Je evidentni, Ze model je nyni formulovan pomoci m-potencialu, nebot kazda kon-
figurace tsecky délky 3 ma globalni prodlouzeni na konfiguraci na Z a to dokonce
jednozna¢nym zpusobem. Porovnanim energii jednotlivych konfiguraci ziskdme
parametricky zavislou mnozinu lokélnich zékladnich stava ¢ (abychom zjednodu-
sili oznaceni, nebudeme explicitné vypisovat parametrickou zavislost jednotlivych
veli¢in) a fazovy diagram pfi nulové teploté znazornény na obr. 3.1.

A

.
14 (1)
gl = 2v
R
| | T | |
5 0 26
(00)
gl =2 SR o
9| = 4v ’
Ry
Cy

Obréazek 3.1: Fazovy diagram pii nulové teploté v fezu S, p = konst.

Sklada se z oblasti existence lameldrnich zakladnich stavu tiidy (1) (oblast
Ry), (2) (oblast Ry) a (00) (oblast R.). Na plose Cy dané rovnici § + r = 0,
r > 0 koexistuji zdkladni stavy typu (oco) a (1), jejich pocet je tedy konecny
(9 = 2v + 2). Zakladni stavy na plose Cy dané rovnici 6 = 0, r < 0 jsou vSechny
lamelarni konfigurace neobsahujici vrstvy sitky 1 (¢ = o0) a podobné na plose Cj
s rovnici 6 + 2r = 0, r < 0 konfigurace s vrstvami Sitky 1 a 2 (¢ = 00). Na plose
T dané jako r = 0, § = 0 jsou vsechny lamelarni konfigurace zédkladnimi stavy.

3.1.3 Nizkoteplotni fazovy diagram

V dalsim se omezime na dimenzi v = 3. Zakladni podminkou pouzitelnosti metod
kap. 1 k rozboru nizkoteplotniho fazového diagramu je rigidita kazdého ze za-
kladnich stavi. Je trividlni ovérit, ze tfida lamelarnich konfiguraci tento pied-

2Cerné a bilé krouzky oznac¢uji spiny opa¢ného znaménka.
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poklad spliuje. Necht = € 2 je lamelarni konfigurace a zvolme kone¢nou mno-
zinu A C Z". Necht M je libovolna horizontalni rovina konfigurace x, pro niz
M NA # 0. Potom plati zpna = konst a jediné konstantni prodlouzeni na A N M
dava konfiguraci na M, ktera muze byt restrikci néjaké lamelarni konfigurace.

Protoze pouziti BS-metody uvedené v odst. 1.7 je zavislé na splnéni Podminek
R a L, zkontrolujme, zZe t¥ida lamelarnich konfiguraci témto podminkdm vyhovuje.

Co se tykd Podminky R (umoziiujici rozumnou faktorizaci modelu), je tfeba
ovérit, ze pro dostatecné velkou hladinu energie D (jeji velikost ukaze az rozbor
lokalné dominantnich zakladnich stavi) existuje takové [ > R (dosah potencidlu
je R = 2), ze kazdy defekt D s energii F(D) < D je odstranitelny, tzn. konfigurace
na [-hranici mnoziny dom D ma prodlouzeni na lokalni zakladni stav na dom D.
Ukéaze se, ze hladiny D nutné k dukazu lokalni dominance vzdy budou takové, ze
vSechny excitace D s energii E(D) < D budou natolik ‘malé’, ze tuto podminku
splni automaticky s konstantou [ = 2. Problém ovéfeni této podminky je tedy
v tomto piipadé (a zpravidla i v jinych reguldrnich modelech) ¢isté akademicky.

Ve skutec¢nosti je Podminka R splnéna pro vSechny hladiny D a zduvodnéni
je mozno zapsat nasledujicim zpusobem. Model je requldrni v tom smyslu, Ze pro
kazdé D existuje ¢(D) > 0 takové, Ze kazdy 2-defekt® D s energii E(D) < D
spliiuje podminku [dom D| < ¢(D), tzn. pouze koneéné mnoho 2-defekttt modulo
translace ma energii nepfevysujici D. Lze tedy jisté zvolit takové [ = [(D), ze
pro kazdy [-defekt D s energii E(D) < D existuji kvadry W (D), pro néz plati
R_y(dom D) ¢ Wy € Wy C dom D a W)\Wj je souvisla mnozina. OvSem
konfigurace na W)\W; C 0;(dom D) je lokalni zakladni stav, ktery z diavodu
souvislosti této mnoziny musi byt restrikci néjaké lamelarni konfigurace. Z rigidity
potom plyne jednozna¢nost prodlouzeni na R_;(dom D).

Podminka L (nutnéd ke splnéni Peierlsovy podminky pro kontury zavedené
v odst. 1.7.2) bude evidentné vzdy splnéna diky charakteru lamelarnich konfigu-
raci, které jsou definovany pouze restrikci na vertikalni osu.

Pted rozborem excitaci je vyhodné prepsat model takto:

Pcz3 ccz3

kde P ma stejny vyznam jako diive, C' je ¢tverec o strané 2 a potenciél je urcen
jako

0
(I)p(l‘p) = —T Z 004k — 5 Z Oij, (312)
(i.3)(3,k)CP (i.j)epP
(I)C(gjc) =9 Z /Uijajk —p Z”Uz’jakl —+ g Z Oij- (313)
(i,4) (4,k)CC (1.7 (k1) (:4)

3Defekt definovany prostiednictvim konstanty ! budeme také zkracené oznadovat jako
l-defekt.
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Lze snadno ovéfit, ze tento potenciél je vskutku ekvivalentni (3.2) (6 je definovano
vztahem (3.9)). Smysl tohoto zépisu je v oddéleni energetickych pfispévku ruzné
velikosti. Navic pro kazdou lamelarni konfiguraci z plati ®¢(z¢) = 0.

Poznamenejme, ze toto vyjadieni je m-potencial a lze tedy pomoci n€j najit
fazovy diagram pii nulové teploté (k této metodé se vratime v odst. 3.2), coz jsme
v predchozim odstavci provedli prevedenim na 1D-problém. Smysl diive pouzi-
tého postupu je v tom, ze ukazuje obecnéjsi techniku prace s lamelarnimi konfi-
guracemi, kterou vzapéti pouzijeme pii hledani lokalné dominantnich zakladnich
stavi.

Méjme libovolnou lamelarni konfiguraci x € 2 a nad ni omezeny soubor
Kp(x) excitaci do fadu D. Efektivni potencial je dan vztahem (1.62) (viz také
Poznamku 2 k Podmince D), ktery lze v daném piipadé zapsat ve tvaru

BH(z) = ﬁ;@P($P) - Z q(m). (3.14)

WEC(D) ($)

Nyni pracujeme s modelem, jehoz konfigurac¢ni prostor tvori lamelarni konfigurace
a potencial je definovan vyse uvedenym vztahem. V analogii s metodou uzitou
pii rozboru zakladnich stavi prepiseme ekvivalentné hamiltonian do tvaru

H*(z)= > Hif(zz) (3.15)
ZCZ3
se sumaci pres vertikalni osy konfigurace x a 1D-modelem

|dom 7 N Z|
|dom 7|

BH{(xz) =8> ®plzp)— >

PCZ WGC(D) (z)

q(7). (3.16)

Opét pouzijeme argument translacni invariance, abychom se mohli omezit pouze
na vysetfovani tohoto 1D-modelu. Vyse uvedené vyjadieni bude zédkladem pro
pozdéjsi reformulace v terminech m-potencialu nezbytné pro dikaz lokalni domi-
nance.

Nyni se vénujme obecnému schematu rozboru excitaci. VSimnéme si, ze poten-
cial je rozdélen na silnou ¢ast predstavovanou destickami typu C' a ¢ast vyrazné
slabsi (desticky typu P), vyhradime pro né oznaceni hlavni a dekorativni ¢ast
potencialu.

Rozbor excitaci 1ze proto provést na dvou trovnich. Nejprve nalezneme exci-
tace nejnizsich fadu z hlediska hlavni ¢asti potencialu, dekorativni ¢ast poté mize
pouze sejmout degenerace energii téchto excitaci (ostré nerovnosti mezi energi-
emi excitaci zustanou pridanim dekorativni interakce zachovany) a vytvorit tak
jakousi jemnou strukturu.

Prvni ¢ast tohoto schematu je shodna pro celou mnozinu parametri, muzeme
ji proto provést ihned. Uvazujme obecny 2-defekt D = (dom D, xgom p). Pro-
toze konfigurace zgom p neni lokalni zakladni stav na dom D, avSak zy,dom D
ano (na dydom D), musi nutné existovat alespon trojice rovin M takovych, ze
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M Ndom D # 0 a Tyndom p neni lokalni zakladni stav na M N dom D, témto
rovindm ftikejme ezxcitované. Je snadno vidét, ze kazda excitovana rovina musi
obsahovat alesponi 4 excitované ctverce typu I*.

Odtud je zfejmé, ze defekt nejnizsiho fadu vznikne preklopenim libovolného
spinu lamelarni konfigurace, nebot poskytuje pravé 12 excitovanych ¢tvercu typu
I a zadny typu II. Defekt nejblize vyssiho fadu musi obsahovat alespon 4 exci-
tované roviny, tzn. nejméné 16 excitovanych desticek typu 1. Defekt s prave 16
excitovanymi destickami typu I neobsahujici zadnou excitovanou desticku typu
IT vznikne pieklopenim dvou sousednich spint stejného znaménka. Analogickym
zpusobem muzeme postupovat dale a ziskat tak soubor defektii nejnizsich fadu
(zatim uvazujeme pouze hlavni ¢ast potencidlu). Uvedend metoda na rozdil od
urcovani defektu ad-hoc umoznuje prirozenou kontrolu, ze zadny defekt nizsiho
fadu nebyl zapomenut. Vime totiz, ze defekt D s n excitovanymi rovinami ma ale-
sponl 4n excitovanych desticek typu I, tedy energii E(D) > 4n(S + p). Zvolime-li
nizsi hladinu energie, musi kazdy defekt s energii nepfevysujici tuto hladinou mit
méné nez n excitovanych rovin a soubor takovych defektu lze snadno kontrolovat.

Najdeme-li vSechny 2-defekty, jejichz energie nepievysuje zvolenou hodnotu
22(S + p), zjistime, Ze jsou odstranitelné a maji tedy charakter excitaci. Pro ex-
citaci £ = (dom &, xgom ¢) existuje jednoznacny lokalni zékladni stav yqom ¢ na
dom &, pro néjz plati Yg,dom & = Ta,dom £ Lize definovat nosic excitace jako mno-
zinu {t € dom &; z; # y, }. Tuto excitaci znazornime tak, Ze zakreslime prislusnou
konfiguraci ygqom ¢, priCemz Cerné a bilé krouzky predstavuji spiny opacného zna-
ménka. Velké krouzky potom odpovidaji bodim nosic¢e supp £.

Vsechny excitace s energii nepfevysujici 22(S + p) jsou zakresleny na obr. 3.2
(konfigurace na mnoziné dom £\supp € je libovoln4, proto neni zakreslena).

Dohodnéme se také na oznaceni, které budeme pouzivat. Napi. symbo-
lem 3 440c. Ve vyjadieni 1D-efektivniho potencidlu budeme rozumét sumu pies
vSechny vyskyty uvedené sekvence a sekvenci, které jsou F-ekvivalentni, v kon-
figuraci x, to znamena

=2 F X X+ )

LLISISH ++—-€x ——+€xr +——€xr —++ex
Zapis potencialu praveé v této formeé se ukaze velmi vyhodnym pti konstrukei ekvi-
valentniho m-potencidlu a dikazu lokalni dominance v konkrétnich pripadech.
Casto se také budu odvoldvat na formalni identity pro tyto sumy, napf. pro
konfigurace x obsahujici pouze vrstvy Sitky 1 a 2 plati

D IRDSD IO

[ TolSH i [ JeL ISk 4 eeCy ee0CT eeC Ty

4Excitované étverce typu I a II jsou po fadé konfigurace

o= (22 )we=(22).
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Obrazek 3.2: Excitace nejnizsich fadu z hlediska hlavni ¢asti potencidlu (S =
S + p) a jejich energie.

Tyto a podobné rovnosti plati ve smyslu ekvivalence potenciali (viz odst. 1.3),
tzn. rozdil levé a pravé strany v exaktnim vyjadfeni na konecné podmnoziné
miize A pro konfiguraci x, s okrajovou podminkou z e nezavisi na konfiguraci x,.
Protoze napr. sekvence eeoe reprezentuje cely soubor sekvenci + + —+, — — +—,
+ — 4++4, — + ——, je tieba pfi zduvodnéni téchto identit jisté opatrnosti. Napr.
druhé z uvedenych identit mé nasledujici zduvodnéni:

IR IED IS O

o0 ++— =+ +——  —++

= 2) 42> =2>".
++ - oe
Symbol * bude zastupovat libovolnou hodnotu spinu. Napft. tedy

LD MR IR O

000k ++—x% —— 4 *F—— *——4+

Oblasti Ri, Ry, Re

Na kazdé z téchto oblasti existuje pouze konecny pocet lokalnich zakladnich stavi
a k dikazu Podminky M staci oveérit, ze kazdy lokalni zékladni stav na mnoziné
Rot, kde t € Z®, m4 prodlouZeni na lokalni zékladni stav (na Z3). To je oviem
trivialni, nebof kazdy lokalni zédkladni stav na Rst méa lamelarni charakter (viz
napft. uvaha s krychlemi o hrané 3 v odst. 3.1.2). Protoze lokalni zakladni stavy
na kazdé oblasti jsou F-ekvivalentni, jsou splnény predpoklady Tvrzeni 8.

Uvazujme napf. oblast Rs. Mtzeme vyuzit konstruktivniho charakteru dukazu
Lemmatu 4 k nalezeni odhadu na teplotni interval, ve kterém je splnéna Peierlsova
podminka. Tu lze zapsat ve tvaru

B||®| > 7 pro 7 dost velké,

kde veli¢ina ||®| je definovana vztahem (1.47) v odst. 1.6.1. Jestlize t € Z3 je
irregularni bod konfigurace x, potom restrikce xg,; neni lokdlni zakladni stav na
Rt a obsahuje alespon jednu neminimalizujici desticku P. Lze proto psat odhad

|®|| > konst [min{®p(eee); Pp(ece)} — Op(eeo)].
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Peierlsova podminka tedy bude splnéna, jestlize bude platit nerovnost

8>

T

min{g; —r — g ’

s dostatecné velkou konstantou 7. S vyuzitim tohoto jednoduchého rozboru lze
dusledek Tvrzeni 8 psat v nasledujicim tvaru.

Zavér. Na oblasti

-
[S,p.m.0,8]: S>> |pl|r|; 0<6 <—=2r; B> —— 5
min{§; —r — 3}
v mnoziné parametri existuje pravé 12 F-ekvivalentnich cistych fazi tiidy (2) a
hustota volné energie f(S,r,p,d,3) je analytickou funkci svych proménnych.

<

Mohli bychom také vyrazné zeslabit nerovnost (3.1), tim se vSak nebudeme
okoli variet C, Cy a (.

Analogické vysledky plati i pro zbyvajici dvé oblasti. Zduvodnili jsme tak
neexistenci fazového prechodu na téchto oblastech.

Plocha koexistence (]

Na ploge C je mnozZina g lokalnich zakladnich stavi koneéné (|g| = 8) a obsahuje
konfigurace t¥idy (0o) a (1). ProtoZe je splnéna Podminka M a fez r = konst > 0,
p = konst, S = konst diagramem 3.1 dava F-tplny fazovy diagram pii nulové
teploté na okoli bodu 6 = —r (ve smyslu odst. 1.4.1), lze vyuzit vysledku Pirogov-
Sinajovy teorie (Tvrzeni 10), podle néhoz existuje F-uplny fazovy diagram na
okoli bodu § = —r, f = .

Jeho asymptotiku uré¢ime pomoci poruchové metody diskutované v odst. 1.6.5.
Je ziejmé, Ze tato metoda je vlastné soucasti metody omezenych souboru z odst.
1.7, a proto uzijeme jeji oznaceni i postup.

Oznacenim 6 = —r + ¥ ziskava plocha C] tvar r > 0, ¥ = 0. Dekorativni ¢ast
potencialu je nyni urcena jako

r_ v

Op(eee) =0, Pp(ece) =—1), Dp(eeo) = 57 5" (3.17)

Excitace 1. a 2. Tadu jsou znazornény na obr. 3.3 Jejich energie je vypoctena na
plose (', je zfejmé, ze to nema vliv na vedouci asymptotiku plochy koexistence.
Dekorativni ¢ast potencialu nedava zadné jemné rozliseni.

Efektivni potencidl je dan vztahem (3.16), v daném pfipadé do 2. fadu plati:

BH{(z)=— > B = (w1 +2w) — > w.

[ Jel 1SH [ ISH eeCT
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a) b)

Obrazek 3.3: Excitace do 2. fadu a fazovy diagram na okoli plochy C v fezu
S, p,r = konst.

Ekvivalentné lze psat

BH; (x) =3 p(zp),

P
1
(I)};(.CCP) = —WwWy1 — 271)2 — Z 519 — 5 Z Wo.
eoeCTp [ LISH )

Odtud trivialné dostaneme porovnanim konfiguraci (co) a (1) asymptotiku kiivky
koexistence a muzeme vyslovit nasledujici

Zavér. Rez fizového diagramu rovinou S, p,r = konst, kde r > 0,5 > |r|,|p|, je
F-uplny fazovy diagram na okoli bodu 6 = —r, = oo vzhledem k fazim tiidy
(00) a (1) a kiivka koexistence téchto fazi ma asymptoticky tvar

B8N = —Br + wy + o(w,). (3.18)

Plocha koexistence (5

Oznac¢ime-li R = —r, je plocha C5 urcena jako § = 0, R > 0. Dekorativni ¢ast
potencialu je dana takto:

Op(eee) =0, Dp(eeo) = —g, $p(ece) = R — 0. (3.19)

Lokalni zakladni stavy jsou nyni vSechny lamelarni konfigurace, které neobsahuji
vrstvy Sitky 1. VSechny 1-spinové excitace jsou dekorativni interakci rozliseny do
4 74d1, viz obr. 3.4. Energie jednotlivych excitaci jsou urceny pravé na plose Cs.
Uvidime, zZe to nebude mit vliv na nize provedené tvahy.
Budeme vysetfovat fez fazového diagramu rovinou S, R, p = konst, R > 0.
Zactneme dukazem stability faze (3) na okoli kfivky = 0, 3 > . Efektivni
potencial fadu 1 je dan vztahem

ﬁH;‘(l)(x):— Z wy, w; =e P

ceeecT

20



Q_.+. E, =125 +12p + 2R

Ey =125 +12p+ 3R

oo @ oo Es =125 +12p+ 4R
oo @O E, =125 +12p+5R

Obrazek 3.4: 1-spinové excitace na okoli plochy Cs.

ktery plyne ptimo z (3.16)°. Je evidentni, 7ze zakladnimi stavy tohoto modelu
budou pravé konfigurace t¥idy (3), ukazme explicitné jejich lokalni charakter.
K tomu je tieba najit ekvivalentni m-potencial. Budeme ho hledat ve tvaru

BH{ D (z) = 3 @15 (z15))s
L(5)

Prey(rp) = D>, a+ Y, as
*00@eET [, (5) ceeexCT (5)
Pritom L(n) bude oznacovat tsecky délky n. Koeficienty a2 jsou vazany pod-
minkou ekvivalence zvoleného potencidlu a ptivodniho modelu. Uvédomime-li si,
ze kazda sekvence ceee dava prispévek —w; do efektivniho potencidlu a soucasné
existuji dvé mnoziny typu L(5), do nichz tato sekvence ptispiva celkovou ¢astkou
ay + aq, je ziejmé, ze ekvivalence vyzaduje splnéni podminky

a; + ay = —w;.

Tato elementarni ivaha je samoziejmé ve shodé s Lemmatem 1, které dava jeho
rigorozni ospravedlnéni. Zustava nam 1 stupen volnosti pii volbé vhodného po-
tencialu. Protoze pro restrikce konfigurace (3) na L(5) plati

(I)L(5)(...OO> =das, (I)L(5)(OOOOO> = 2as,

je hledany m-potencial dan volbou a; = —%wl. Evidentné potom plati
2
<I>L(5)(ooooo) = (I>L(5)(ooooo) — _gwh
1

Ppr(5)(eeeee) =0, O (eeeeo) = _gwl’ D, (5)(e8000) = 0

5Nadale jiz nebudeme explicitné vypisovat vztah mezi energii excitace a jeji vahou, jednotlivé
excitace rozliSime prostifednictvim indexu.
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a minimalizujici konfigurace x5y maji jednoznacné prodlouzeni na konfigurace
typu (3), coz dokazuje lokalni dominanci zédkladnich stavi tiidy (3) v bodé 6 =0
a tim existenci pfislusnych stabilnich (3)-fazi na okoli kiivky 6 = 0, 5 > (3, podle
Tvrzeni 11 (vyuzivame toho, Ze dominantni zakladni stavy jsou F-ekvivalentni
a tudiz plati specialni pripad Tvrzeni 11 analogicky Tvrzeni 8 tykajicimu se
ekvivalentnich zdkladnich stava v PS-pfipadé).

Také dalsi postup rozboru fazového diagramu bude vyuzivat tuto strategii.
Nebude-li mit efektivni potencial vlastnost m-potencialu, budeme se snazit o jeho
ekvivalentni reformulaci pomoci vét§ich mnozin. Pfi tom si budeme ponechavat
jistou volnost, kterou vyuzijeme k tomu, aby vSechny restrikce oc¢ekavanych lokal-
nich zakladnich stavii mély stejné energie. Ovérime-li, Ze tyto restrikce predstavuji
jediné® minimalizujici konfigurace potencialu a jejich prodlouZeni je jednoznacné,
dokazujeme v konkrétnich pripadech lokalni dominanci danych zékladnich stav.

Poznamenejme také, ze dikaz lokalni dominance je ‘poruchova zalezitost’, to
znamena, ze ho provadime zvlast v jednotlivych fadech. Efektivni potencial tedy
rozepiseme do rady

pH; = pH;"Y + gHT® +

podle fadu jednotlivych prispévku a sledujeme ‘sejmuti degenerace’ mnoziny za-
kladnich stavii ptisobenim excitaci v jednotlivych fadech.

Dokazeme nyni existenci kiivky koexistence fazi (co) a (3). Efektivni potenciél
f4du 1 je dan (viz (3.16) a obr. 3.4) predpisem”

BH{ M (2) = =3 860 — 3wy

[ JolSH i [ X 1 TeISH

Prepiseme jej v ekvivalentnim tvaru

BHY (z =Y Dru(zr),
L(4)

1
(I)L(4)($L(4)):—§ Z 55(1)— Z wy.-

O@OX*ET T, (4) 0000CT (1)

Na ktivce 55(1) = —2w, potom dostaneme
Dpr(s)(000e) = Dy (0000) = Dy (0000) =0,

P (a)(®000) = 2w;.

6To zarucuje splnéni bodu 2) Podminky D.
"Evidentné plati rovnost
> =2

eeoCT eoEcx
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Ziskali jsme m-potencial, jehoz lokalni zakladni stavy jsou vSechny konfigurace
neobsahujici vrstvy sitky 2. Soucasné vidime, ze 1. fad nestaci k izolovani konec-
ného poctu téchto zakladnich stavii a splnéni Podminky D.

Skutecnost, ze excitace 1. fadu neni schopné rozlisit konfigurace obsahujici
vrstvy sitky > 3 je ve skutecnosti velmi jednoduchy fakt, ktery lze snadno pocho-
pit. Pro tyto konfigurace evidentné plati formélni identita (ve smyslu ekvivalence

potencialu)
>, =22,

eee0CT [ JeISH4

a proto lze efektivni potencial psat ve tvaru

BHW(2) = —(86© + 2uwy) 3.

eocx

Odtud je zfejmé, ze efektivni potencial pro libovolnou konfiguraci uvazovaného
typu je konvexni kombinace efektivniho potencidlu pro konfigurace (o) a (3)
(tyto konfigurace obsahuji extremalni pocet sekvenci typu eo). Na kiivce koexis-
tence téchto dvou konfiguraci je potom nutné vyse uvedena degenerace. Uvahy
tohoto typu budeme v dalsim také pouzivat, abychom si zjednodusili vypocet.

Relevantni ¢ast prispévku 2. fadu do efektivniho potencidlu (tzn. po vynechéni
¢lenu véazanych na sekvence e a ceeo) je

BHP(z) = =3 86D — 3wy,

eocx LI YT ISHA

Ekvivalentni m-potencial budeme hledat ve tvaru

BH{P (2) = 3" Dy (a15),
L0

Py (Tr)=— >, we— >, ar— >, a.

oooooeazL(5) oo***ExL(5) *oo**exL(5)

Podminka ekvivalence pozaduje
2a1 + 2a9 = ﬁé(z).
Pro restrikce konfiguraci (3) a (oo) plati
D) (e0000) = —wy, B (09800) = —ay, Bps)(e0008) = —2a;

a podminka rovnosti energii téchto konfiguraci dava

1
a; = i’wg, g = W2, 65(2) = 3IU2.
Protoze zbyva jedina netrivialni konfigurace, pro niz je

1
POy (5) (e0ee0) = oW > —Wo,
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zkonstruovali jsme efektivni m-potencial. Z jednoznac¢nosti prodlouzeni minima-
lizujicich konfiguraci potom dostavame zaveér, ze lamelarni konfigurace typu (o)
a (3) tvori mnozinu lokalné dominantnich zdkladnich stavu fddu 2 na nalezené
kiivce.

Podle tvrzeni 11 potom existuje kiivka

B8N = _2101 + 3w,y + o(w,)

koexistence fazi t¥idy (3) a (co) a na ‘klinovitém’ okoli této kiivky existuje
F-uplny fazovy diagram vzhledem k fazim téchto typu.

Mohli bychom také snadno ukazat dominanci lokalniho zédkladniho stavu (oo)
v fadu 1 na libovolné kiivce

B6W = qw;, a< —2

a tim vylou¢it moZnost existence fazi tfidy (4), atd. To je vSak jednoduchy
dusledek existence kiivky koexistence (3) a (co) a tvaru efektivniho potencidlu.

P1i vypoctu jsme se dopustili jisté nepresnosti tim, Ze jsme za energie excitaci
dosazovali jejich hodnoty na plose (5. Je evidentni, Ze jsme se tim dopustili
chyby fadu O(w?) v urceni kiivky koexistence fazi (oo) a (3) a stejného Fadu je
chyba ve vyjadreni efektivniho potencialu na této krivce. Protoze nam k dukazu
lokalni dominance postacoval 2. fad, nemuze tato chyba ohrozit vySe provedené
uvahy. Protoze stejny argument lze pouzit i v dalsich pripadech, nebudeme se jiz
k tomuto problému vracet.

Nyni se vénujme fazovému prechodu mezi (2) a (3). Efektivni potencial fadu 1

dany predpisem
BHyY = = 3" 550 — 37wy

eoCT eee0CYT

ekvivalentné prepiseme do tvaru

5Hf(1) = Z ‘I’L(5) (iCL(5))7
L(5)

1
Orey () =— Y, wi— 1 > B,
0000xET  (5) ®0ET L, (5)

Protoze pro 36 = 4w, plati
P, (5)(00000) = D (5)(c0000) = O/ (5 (e0000) = —2uwy,

(I)L(5)(.....) = O, (I)L(5)(....O) = —wi,

jde o m-potencial a lokalné dominantni zakladni stavy fadu 1 na uvedené kiivce
jsou vSechny lamelarni konfigurace obsahujici vrstvy sitky 2 a 3.

Ukazeme si nyni, ze 1-spinové excitace nemohou sejmout nekonec¢nou degene-
raci na kiivce koexistence. Vyuzijeme k tomu analogickjch argumentu jako vyse.
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Obréazek 3.5: Excitace snimajici degeneraci na plose koexistence (2) a (3).

Vsimnéme si, Ze tyto excitace jsou vazany na sekvence ecoe a ecooce. Uvédomime-
li si platnost formalnich identit pro tyto konfigurace

D=2 Fd X =2t )

L ISH eec T e0EX eecy [ ] JeloISH [ YololeY Ya¥ii)
D=2 =2+ )
[ oISk ee00CX e000® [ Jelol JSHA

je ziejmé, ze efektivni potencial do fadu 4 lze ekvivalentné vyjadrit prostfednic-
tvim sumy pres sekvence typu e a eo. Odtud je jiz patrné, ze efektivni potencial
do fadu 4 obecné konfigurace obsahujici vrstvy Sitky 2 a 3 je konvexni kombinaci
efektivniho potencidlu pro konfigurace (2) a (3). Na kiivce koexistence je potom
evidentni degenerace.

Z obr. 3.2 je patrné, ze excitace, jejichz nosic¢ lezi v jedné vrstvé, jsou vazany
na sekvence téhoz typu jako excitace fadu 1 az 4 a z vySe uvedenych argumentu
plyne, Ze nemohou nekonecnou degeneraci sejmout. Nejnizsi excitace, jejiz nosic¢
nelezi v jedné vrstvé, je ta na obr. 3.2f. Vezmeme-li nyni v Givahu dekorativni ¢ast
potencialu, obdrzime excitaci na obr. 3.5 s energii E. Relevantni ¢ast efektivniho
potencialu fadu F je (uzitim (3.16)) dana vztahem

ﬁH;F(E) _ Z B6E) — Z 4w = Z D16 (21(6)),
L(6)

eocT 000000CT

1

Pre)(zre) =— D>, Adw-— 1 3 35

ee0000E T, (5) 0Otk KOOTEAE T (5)
Na kiivce S8F) = 8w plati
By 5)(#09000) = D) (#80008) = B () (s000w8) = D (5 (s00880) = —du,
D1 (6)(e00000) = —2uw.

Vidime, ze uvedeny ekvivalentni prepis poskytuje m-potencial a lokalni zakladni
stavy jsou pouze konfigurace typu (2) a (3) (ukézali jsme, Ze tato excitace dis-
kriminuje jejich netrividlni kombinace). Tim dokazujeme splnéni Podminky D.
Podle Tvrzeni 11 potom existuje F-uplny fazovy diagram vzhledem k fazim typu
(2) a (3) na okoli kiivky

B826) = gy + o(wy).

Vysledky muzeme shrnout takto:
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o @ o0 E; =128 +12p — 6R

Ey =125 +12p — 5R

o O @ o0 E3 =128 +12p — 4R
o—O0—@)—0—o0 Ey=12S +12p — 3R

b) O @@ oo E =165 + 16p — 10R

Obrazek 3.6: Relevantni excitace na okoli plochy Cj.

Zavér. Rez fazového diagramu rovinou S,p,r = konst, kde r < 0, S > |r|, |p|,
obsahuje na malém okoli bodu § = 0, 3 = 0o pouze faze t¥idy (c0), (3) a (2).

Plocha koexistence (5

Zavedeme-li oznaceni r = — R, = —2r + ¢, je plocha koexistence C3 lamelarnich
konfiguraci obsahujici vrstvy sitky 1 a 2 urcena jako R > 0, ¢ = 0. Dekorativni
¢ast potencidlu mé po této substituci explicitni tvar®

Op(eee) = R, Dp(eeo) = —%, Op(ece) = —c. (3.20)

Opét studujeme tez S, p,r = konst a postupujeme analogicky jako v pripadé
plochy C5. Dekorativni ¢ast potencialu rozlisuje 1-spinové excitace do 4 radiu, viz
obr. 3.6a.

Efektivni potencidl fadu 1 na kiivce € = 0 je

BHV(2) == 3 w =3 @ps) (213,

LY Yo Yot L(5)

1 2
@L(s)(%(s)):—g > w13 > .

0000+ ET [, (5) *@@0OC T (5)

Plati: 2
<I>L(5)(ooooo) = (IDL(E,)(ooooo) = _gwh

1

(5 (eece0) = —gwl, P, (5)(90008) = D/ (5 (e0000) = 0.

8Kviili vyhodnosti je ke kazdé desti¢ce pfidana konstanta R.
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Zvolena ekvivalentni forma je tedy m-potencidl a lze snadno ovérit, ze mini-
malizujici konfigurace maji jednozna¢né prodlouzeni na (1, 2), ¢imz dokazujeme
Podminku D. Na malém okoli kiivky 6 = 0, § > [ tedy existuje soubor
F-ekvivalentnich fazi tiidy (1,2).

Nyni dokdzeme existenci kiivky koexistence fazi (1) a (1,2). VyuZijeme-li
formalnich identit platnych pro konfigurace obsahujici vrstvy sitky 1 a 2, které

maji tvar
J S S SR

ee0CT L1 ISHA [ IelSH [ Tel 1SH

muzeme pro efektivni potencial 1. faddu v obecném piipadé psat

BH{ D (z) = = 3 e = 30w =Y Bugn(vrw),
eocx ee00CT L(4)
o 1 1)
L@ (Trw) = =5 oo g — > wy
OOX*¥ET T, (4) 0000C T (g)

Na kfivce B = 2w; maji jednotlivé konfigurace energie
Dp(g)(0000) = Dy (0000) = D)y (@000) = =2y,

O (4)(e@00) = 0.

Nejnizsi fad tedy pouze diskriminuje konfigurace obsahujici dvojici sousednich
vrstev Sitky 2.
Efektivni potencidl 2. fddu (pouze relevantni excitace vazand na sekvenci

.0.0.)Z
BH;(Z)(:E) _ Z ﬁg(Q) _ Z Wo = Z D5
[Yel=ti eceOOCT L(5
1 1
Drp)(orm) =5 2 05 X P w
OOX**ET [, (5) *oo**exL(5) 00e0eE T (5)

Na kfivce Be® = —3w, plati

(I)L(5)(.O.O.) = (I)L(E))(..O..) = @L(5)(.O..O) = 2w2’

(5 (eece0) = éwz,

Konfigurace obsahujici sekvenci vrstev sitky 1, 1, 2 jsou tedy touto excitaci po-
tlaceny a vyse uvedeny m-potencial ekvivalentni efektivnimu potencidlu radu 2
ma pouze koneéné mnoho lokalnich zakladnich stavu (je jednoduché vidét, ze mi-
nimalizujici konfigurace maji jednoznac¢né prodlouzeni na (1) a (1,2)). Existuje
tedy kiivka (e = 2w; + o(wy), na jejimz malém okoli je fazovy diagram F-uplny
vzhledem k fazim typu (1) a (1,2).
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Nyni se budeme vénovat fazovému pfechodu mezi (1,2) a (2). K tomu ptepi-
seme efektivni potencidl 1. fadu jesté jinym zpusobem, neZ jsme ucinili vyse:

*(1 Z (I)L

1 1
Pr(@w) = -7 X ﬁé‘(l 5 > V= 3w
®O**¥ET (4 *@OXET [, (4) 0000CT (y)
Potom totiz na k¥ivee e = —4w; plati

@L(ﬁl)(..oo) - @L(4)(.OO.) = ¢L(4)(..O.) — 2w1’

D (a)(e0@0) = 4wy

a dostavame tak m-potencial, jehoz lokalni zakladni stavy jsou konfigurace neob-
sahujici dvojici sousednich vrstev o Sifce 1.

Uvédomime-li si nyni platnost formalnich identit pro uvazované konfigurace
neobsahujici sousedni vrstvy o Sifce 1

2= b X =)t

ecT e0EX e [ JelSHA [ Jol 1SN eec T
=2+ >
eeCT [ ol ISH4 ee00CX

je ztejmé, ze efektivni potencial do radu 4 lze vyjadrit prostfednictvim sum pies
sekvence e a o (relevantni excitace do fadu 4 jsou totiz vazany pouze na sekvence
typu eeco a eecee). Efektivni potencial do fadu 4 obecné konfigurace je potom
nutné konvexni kombinace efektivniho potencidlu pro ty konfigurace, které obsa-
huji extreméalni pocet sekvenci typu ee a eo tedy (2) a (1,2). Excitace tohoto
typu tedy nemohou sejmout nekonecnou degeneraci na kiivce koexistence (2) a
(1,2).

Nejnizsi vicespinova excitace pochazi podle tivah ze zacatku této kapitoly
z preklopeni dvojice sousednich spint téhoz znaménka. Vezmeme-li v iivahu de-
korativni Cast potencialu, obdrzime jako nejnizsi excitaci tohoto typu excitaci
znazornénou na obr. 3.6f; jeji energii oznacime E. Efektivni potencial fadu F
opét prepiseme jako m-potencial:

gH¥ =3 e — 3 w=3 e

eoCcx [ YeX I YoI ) L(6
1
) (vre) = —7 > pe® — 3w
OOxkx%, x@OX ¥ X EL [ () 000e00CT Y (6)
Na kiivce fe®) = —2w potom méame

D6 (e00008) = D/ ) (900000) = D/ () (e00000) = D) ) (e00008) = W,
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a) b)

Obréazek 3.7: Fazovy diagram a) na okoli plochy Cs, b) na okoli plochy C3 v fezu
S, p,r = konst.

3
(6 (e@0000) = iw.

Tato excitace tedy na kiivce koexistence diskriminuje netrividlni kombinace
konfiguraci (2) a (1,2) a dokazuje tak existenci koneéného poc¢tu lokalné domi-
nantnich zakladnich stavu v fadu E. Existuje tedy kfivka fe = —4w; + O(wy),
na jejimz malém okoli pro 3 > [, existuje F-uplny fazovy diagram vzhledem
k fazim typu (2) a (1, 2).

Zavér. Rez fazového diagramu rovinou S,p,r = konst, kde r < 0, S > |r|, |p|,
obsahuje na malém okoli bodu § = —2r, 3 = oo pouze faze tiidy (1), (1,2) a (2).

Analogicky jako v pfipadé ploch koexistence Cs, C3 lze provést rozbor fazového
diagramu na okoli variety T, ktera je urcena rovnici r = 0, § = 0. Ukazuje se, zZe
existuje kiivka koexistence lamelarnich fazi tidy (oco), (1), (2) a F-tplny fazovy
diagram vzhledem k témto tfidam F-ekvivalentnich fazi.

3.2 Blokové faze

V tomto odstavci se budeme vénovat blokovym fazim predstavujicim trojroz-
mérné zobecnéni lamelarnich fazi studovanych v predchozi ¢asti. Lamelarni kon-
figurace jsou tvoreny sekvenci rovnobéznych rovin konstantniho spinu a jsou tedy
jednoznacné zadany restrikci na svou vertikalni osu. Tento pozadavek nyni po-
nékud zeslabime. V§imneme si pfitom jiné podstatné charakteristiky lamelarnich
konfiguraci, totiz, ze preklopenim souboru rovnobéznych rovin je lze transformo-
vat na konstantni konfigurace. Vynechame pozadavek rovnobéznosti téchto rovin
a budeme se zabyvat obecnéjsi t¥idou konfiguraci, které lze ziskat z konstantnich
(‘ferromagnetickych’) konfiguraci peklopenim libovolného souboru rovin. Struk-
tura téchto konfiguraci je zfejma: maji charakter ‘trojrozmérné sachovnice’ s po-
licky libovolnych typu véetné 2D-struktur (‘valcové’ konfigurace) a 1D-struktur
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(lamelarni konfigurace). Tyto konfigurace jsou jednozna¢né urceny restrikci na
trojici navzajem kolmych primek a spliuji jeden z predpokladu pouzitelnosti BS-
teorie, totiz Podminku L — pfeklopeni spinu v jednom bodé implikuje pieklopeni
jisté roviny, mé-li vychozi stav zustat blokovou konfiguraci. Blokové konfigurace
jsou tedy dalsi tfidou, pro niz lze rozvinout uvedenou techniku rozboru nizkotep-
lotniho fazového diagramu.

7 hlediska amfifilickych ternarnich systému faze blokového typu pokryvaji
urcity soubor lyotropickych fazi, véetné krychlovych fazi uvedenych v prehledu.

3.2.1 Zakladni pojmy

Oznacme W grupu vsech transformaci nad konfigura¢nim prostorem, jejimiz ge-
neratory jsou operace preklopeni spinu na soufadnicovych rovinach {i € Z" :
i, = konst} pro kK = 1,...,r. Jinou mnoZinu generatoru této grupy tvori operace
pteklopeni spinu na poloprostorech M = {i € Z" : i > konst} pro k =1,...,v
majici za nasledek zobrazeni na konfiguraénim prostoru surfactant®

Oij jinak.
Mnozinu hran {(i, j) : iy = konsty, ji = konsts}, kde k = 1,..., v, nazveme sur-

factantovou rovinou konfigurace x € (), jestlize pro kazdou hranu z této mnoziny
plati 0;; = 1. Zformulujme nejprve nasledujici jednoduché

Lemma. Necht z € ). Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. existuje transformace T € W, pro niz plati (Tx); = konst pro vSechna

1 € 7V, tzn. konfigurace x je ekvivalentni konstantnim konfiguracim vzhle-
dem ke grupé W,

2. je-li néktera hrana zaplnéna surfactantem, obsahuje konfigurace celou sur-
factantovou rovinu urc¢enou touto hranou,

3. restrikce konfigurace x na c¢tverce C' o strané 2 maji tvar

cel(za( )

Dikaz. 1) a 2) jsou ziejmé ekvivalentni podle tivah vySe. Mnozina konfiguraci
na C uvedenych v 3) je invariantni vzhledem ke grupé W, odtud plyne ekvivalence
1) a3).

o

Konfigurace, o kterych je v Lemmatu fe¢, nazveme blokové. Je ziejmé, ze tato
tfida konfiguraci obsahuje lamelarni konfigurace jako specialni ptipad.

9Pfipometime, Ze 0;; = (1 — z;2;)/2.
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Konfigurace ¢tverce C, které mohou byt restrikcemi blokovych konfiguraci,
maji tu vlastnost, Ze jsou jednozna¢né zadany zzenim na libovolnou trojici bodu.
Dusledkem této skutecnosti je, ze blokové konfigurace jsou jednoznac¢né uréeny
restrikci na souradnicové osy.

Blokovou konfiguraci (obecné na podmnoziné miize tvaru kvadru) lze tedy
uréit sekvencemi spinu na wv-tici navzajem kolmych protinajicich se primek,
vyznac¢ime-li na kazdé sekvenci prusecik. Je tedy zfejmy vyznam zapisu napi.
v=(++>4++;+— "=+ +;++ = —+) pro konfiguraci € Q na krychli o
hrané 5. Pro tfidu F-ekvivalentnich periodickych blokovych konfiguraci lze potom
zavést analogické oznaceni jako pro periodické lamelarni konfigurace. Symbolem

(N S N L

budeme oznacovat blokovou konfiguraci, jejiz restrikce na jednotlivé soutadni-
cové osy jsou 1D-periodické konfigurace sloZené z konstantnich sekvenci délky

H,...,l{, kde 0 < j < v, v uvedeném potadi. Lamelarni konfigurace s v-tou
vertikalni osou jsou v uvedené symbolice dany jako (oo;...;00;1;...1;), ‘antife-
romagnetickd’ konfigurace je ozna¢ena symbolem (1;...;1), apod.

3.2.2 Zakladni stavy blokového typu

Vratme se k Alexanderovu modelu a omezme se opét na dimenzi 3. NaSim ci-
lem je najit oblast v mnoziné parametri, ve které zakladni stavy jsou blokové
konfigurace. Analogicky jako v pripadé lamelarnich zékladnich stavi se nam ne-
podaii nalézt tplnou mnozinu parametru tohoto typu, ale prostfednictvim me-
tody m-potencialu identifikujeme alespon jeji podmnozinu, kterd bude vhodna
k nizkoteplotnimu rozboru.

Pripomenme, ze model je zadan formalnim hamiltonidnem

H(z)=—r Y oyopu—s Y. 'oyop—p > "o50m—pY, oij, (3.22)
(i.5)(.k) (1.3)(3.k) (i.5) (k1) (i.5)

kde
1— Xy j

5
Vhodny ekvivalentni potencial 1ze hledat v riznych tvarech, diky charakteru po-
tencialu se nabizi napriklad prepsat hamiltonidn jako sumu pres obdélniky o stra-
nach 2 a 3. Pfi tomto prepisu bychom si ponechali jistou volnost podobné jako
jsme postupovali v minulém odstavci pti hledani lokalné dominantnich zakladnich
stavu. Tuto volnost bychom vyuzili k tomu, aby restrikce vybranych blokovych
konfiguraci na tyto obdélniky mély stejné energie a podminka miniméalnosti téchto
konfiguraci by poskytla hledanou oblast parametri. Ukazuje se vSak, ze v daném
pripadé je podstatné jednodussi jiny zpusob, kterym také budeme postupovat.

(3.23)

Jij =
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Vsimnéme si, ze podle Lemmatu jsou blokové konfigurace charakterizovany
mnozinou konfiguraci na ¢tvercich o strané 2. Je proto rozumné pfepsat hamil-
tonian jako sumu pfes tyto ¢tverce C' a tsecky P délky 3. Model zapiseme v
ekvivalentnim tvaru

Hx) = 3 dclze)+ Y Oplap), (3.24)

ccrr pPczv
kde P
Qo(wc) = —s Z/Uijajk -Pp Z"Uz‘jakl + 9 Z Tijs (3.25)
O’ijO'jkCC O’ijO'leC O’ijCC
M
Op(zp) = —1 Y —(5 +p) Y. 0
00k CP 0ijCP

Vyuzijeme-li jesté symetrie fazového diagramu (2.13) a pfejdeme tak k proménné
0= p+r+2p, (3.26)
ma potencial explicitni tvar

vo( 2 2)=ve( )0 m (2 o) =man (D)= ste

(3.27)
Op(eee) =0, Dp(ece) = —0, Dp(eeo) =

2
Odtud s vyuzitim Lemmatu plyne, Ze na mnoziné parametru uré¢ené podminkami

s=0, p>0

je (3.25) m-potencial a vSechny lokalni zékladni stavy jsou blokového typu. Vyu-
zivame zde toho, ze kazd4a konfigurace tisecky délky 3 mé prodlouzeni na blokovou
konfiguraci. Nyni je jiz jednoduché nalézt fazovy diagram pti nulové teploté, ktery
je v tezu s = 0, p > 0 znazornén na obr. 3.8.

Lokalni zakladni stavy na oblasti R, jsou blokové konfigurace t¥idy (oco; 0o; 00),
na oblasti R; konfigurace t¥idy (1;1;1) a na oblasti Ry konfigurace t¥idy (2;2; 2).
Na plose Cj obsahuje mnozina lokalnich zdkladnich stavi konfigurace tiidy
(00; 00;00) a (1;1;1) (tedy |g| = 4). Na plose Cy jsou lokalnimi zakladnimi stavy
blokové konfigurace, jejichz restrikce na soufadnicové osy neobsahuji konstantni
sekvence délky 1 a na plose Cy blokové konfigurace s restrikcemi na souradnicové
osy obsahujicimi konstantni sekvence délky 1 a 2. Na varieté T" koexistuji vSechny
blokové konfigurace jako lokalni zékladni stavy.

Nyni jsme v ponékud jednodussi situaci, nez v piipadé s — —o0o, jimz jsme
se zabyvali v minulém odstavci, a ktery poskytl zakladni stavy lamelarniho typu.
Tento fazovy diagram pfi nulové teploté totiz vykazuje symetrii vzhledem k zob-
razeni 0 — —0, 0;; — (1 — 0y;). Stacl se tedy zabyvat pouze ¢asti § < 0 tohoto
diagramu.
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Ch

CQ RQ Cé

Obrazek 3.8: Fazovy diagram pii nulové teploté v fezu s = 0, p > 0.

3.2.3 Nizkoteplotni fazovy diagram

V tomto odstavci se budeme zabyvat nizkoteplotni deformaci fazového diagramu
pii nulové teploté. Nékteré zavéry muzeme provést okamzité.

Protoze na kazdé z oblasti R.,, R, Ry existuje pouze konec¢ny pocet F-ekvi-
valentnich lokalnich zakladnich stavi, je splnéna Podminka M a podle Tvr-
zeni 8 existuje na malém okoli libovolného bodu soubor stabilnich fazi jedno-
jednoznac¢né prifazeny mnoziné lokalnich zékladnich stavii. Tyto oblasti tedy ne-
vykazuji nizkoteplotni fazové prechody.

Na plose C; dané podminkami s = 0, p > 0, r > 0, § = 0 existuji 4 lokalni
zakladni stavy t¥idy (oo; 00; 00) a (1;1; 1), je splnéna Podminka M a fez diagramu
3.8 rovinou s, p, r = konst, kde s = 0, p > 0, r > 0, je F-uplny fazovy diagram pti
nulové teploté. Podle Tvrzeni 10 potom existuje na okoli bodu § = 0, 3 = oo tplny
fazovy diagram vzhledem k fazim typu (oo;00;00) a (1;1;1). Uzitim symetrie
diagramu muzeme dokonce tvrdit, ze kfivka koexistence ma tvar 6 = 0.

Na varieté T ur¢ené podminkami s =7 =§ = 0, p > 0 jsou zakladnimi stavy
vS8echny blokové konfigurace (|g| = 00) a tvori F-ekvivalentni mnozinu. Maji tedy
nutné ekvivalentni excitace a selhava BS-teorie, nebot se v zadném radu nepodafi
nalézt konecny pocet dominantnich zakladnich stavii. O tomto ‘degenerovaném’
bodé tedy BS-teorie neni schopna provést zadnou predikci.

Netrividlni ztustava pouze rozbor plochy C5 koexistence blokovych zékladnich
stavu, jejichz restrikce na jednotlivé souradnicové osy neobsahuji konstantni sek-
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[ ‘% O E=12p

Obrazek 3.9: Excitace 1. fadu na okoli plochy Cs.

vence délky 1.

Po substituci r = —R, § = r + & ma plocha Cy tvar s = 0, p > 0, R > 0,
¢ = 0. Budeme vySetfovat Tez s, p, r = konst. K nalezeni excitace nejnizsiho fadu
provedeme standardni avahu. Kazdy defekt (I > 2) musi obsahovat alespon trojici
excitovanych rovin (podrobné viz pfedchozi odstavec) a kazda excitované rovina
nejméné 4 excitované ¢tverce C. Je tedy ziejmé, ze defekt D = (dom D, Zgom D)
nejnizsiho fadu z hlediska c¢asti potenciadlu uréené mnozinami typu C' je zadan
konfiguraci xqom p, ktera se lisi od lokalniho zakladniho stavu na dom D pouze
preklopenim jednoho spinu. Ma tedy charakter excitace. Analogickymi argumenty
jako v minulém odstavci lze dokazat splnéni Podminky R pro libovolnou hladinu
energie D, ale ve skutecnosti nam postaci pouze excitace nejnizsiho radu.

Vezmeme-li nyni v vahu ¢ast potencidlu definovanou mnozinami P, ob-
drzime excitaci nejnizs§iho fadu znazornénou na obr. 3.9. Pro tuto excitaci
€ = (dom &, Zgom ¢) je dom & krychle o hrané 4 a nechf ygom ¢ 0znacuje pri-
slusny lokalni zéakladni stav na dom £. Uvedena excitace je vazana na konfiguraci

Ydom £ = (0000; 0080; 0080)

ve smyslu oznaceni vyse.
Efektivni potencial fadu 1 je dan vztahem

BH* W (z) = 52 Pp(zp) — Z q(m). (3.28)

7TEC(1) ($)

Jediné clustery, pfes néz se s¢itd v této rovnici, jsou tvofeny excitacemi 1. fadu
s nasobnosti jedna. Nyni se pokusime prepsat efektivni potencial do tvaru, ktery
bude vhodny pro néasledné reformulace v terminech m-potencialu.

Zacneme vysvétlenim obecného schematu. Efektivni potencidl méa obecné tvar

B
Vyuzivame ekvivalentni prepis (viz odst. 1.2)

BH*(z) = Z P (k) (3.30)
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kde
Ox(rx) = Y xB(K)Pp(zp) (3.31)

s podminkou pro vahovou funkci

> xg(K) =1 pro viechna B. (3.32)
K:BCK

Je vyhodné pracovat jesté s ponékud odlisnym vyjadienim. Obecny ptispévek do
efektivniho potencidlu je vazan na néjaky kvadr B a konfiguraci ¢g urcenou tro-
jici sekvenci na soutadnicovych osach (‘projekce’ konfigurace 15 na soufadnicové
osy) (VL 9%4; %), vahu tohoto ptispévku oznacime @ g(1)p). Efektivni potenciél
ma tedy nasledujici strukturu:

BHYx)= 3 | > > > @s(s)], (3.33)

(B2WB) |vhexs phens vieas

kde prvni suma jde pres vSechny kvadry B a konfigurace na téchto kvadrech
1 modulo symetrie potencialu a zbyvajici sumy pocitaji pro kazdou konfiguraci
urc¢enou projekcemi (Yk;1%;1%) pocet vyskytia v konfiguraci z. Uvedeny za-
pis predstavuje alternativni vyjadieni pro (3.29). Zatimco v puvodnim vyjadieni
jsme séitali pfes vSechny kvadry B, zde s¢itame pres vSechny sekvence (modulo
symetrie) davajici netrividlni pfispévek do potenciélu.

Hledame-li ekvivalentni potencial ve tvaru (K oznacuje libovolné kvadry)

BH(z) =) Pk (zk), (3.34)

kde

Ox(rk)= Yo D Xuwn(K)Pp(s)|, (3.35)

(BWB):BCK |yLexl y%ea? vdexd,

musime splnit podminku ekvivalence

> X(Bws)(K)=1 pro viechna (B,v¥5). (3.36)

K:BCK

Tento zapis prechodu k ekvivalentnimu potencidlu umoznuje pracovat s vaho-
vou funkci, kterd muze napriklad zaviset na poloze mnoziny B v K, apod. To
s vyhodou vyuzivame pii konstrukci ekvivalentniho m-potenciadlu v konkrétnich
pripadech.

Jako dostacujici se ukaze predpoklddat vadhovou funkci v separovaném tvaru

3
XBws) (K) = T x5t 0 (K) (3.37)
=1
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s podminkou
Y X (K =1 (3.38)
K#:BiCK'

V dalsim budeme pouzivat uvedenou strategii, pouze v konkrétnich pripadech
zjednodusime oznaceni. Poznamenejme, Ze tato metoda byla jiz pouzita v odstavci
vénovaném lamelarnim fazim, zde jsme ji pouze zapsali formalnim spusobem v
obecnéjsim piipadé blokovych fazi. Efektivni potencial 1. fadu (3.28) lze tedy
psat ve tvaru

B y ey iy sy iy sy » £

ee0CT] 0C T2 OCT3 eC] e00C Ty 0CT3 eCx| 0CITo 000CT3

2 > D w

0000C | 0000C T 0000C T3

Nejprve dokdZeme existenci (3; 3; 3)-faze na okoli kiivky ¢ = 0.
Ozna¢me krychle o hrané n symbolem K (n). Efektivni potencial 1. fadu pre-
piseme pro ¢ = 0 jako

5H*(1 Z ‘I’K(5 ZUK(5))

K(5)

3
D) (zr() = — 1 Yoot D xe|w,
=1

oooo*Ele(s) *ooooEle(s)

X1+ x2 =1

V tomto pripadé je situace velmi jednoduchd, nebot potencidl ma separovany

tvar
3

P (zre) =] @}((5)i(x}<(5))
i=1

a z obdobné situace v pripadé lamelarnich fazi vime, ze volbou y; = %, X2 =
% dosdhneme toho, Ze 1D-potencidl ®° je m-potencial s lokalnimi zakladnimi
stavy typu (3). Odtud je zfejmé, Ze stejnou vlastnost ma i potencial ¢ a lokalné
dominantni zékladni stavy fadu 1 jsou blokové konfigurace tf¥idy (3;3;3). To
dokazuje existenci (3; 3; 3)-faze na okoli kiivky € = 0; § = oo ve smyslu Tvrzeni
11.

Nyni se budeme vénovat fazovému ptrechodu mezi (3;3;3) a (00;00;00).
Uzijeme-li formalni identity

DIEED o

ee0CT; e0CT;

1ze efektivni potencial 1. fadu zapsat v ekvivalentnim tvaru

BHD = 3" @) (x(5)),
K(5)

66



(I)K(E)) (xK(E'))) = _58(1) ?:1 |:Zoo***€x X1 + Z*oo**Ex X2:|

3
- i=1 [Zoooo*Ex

K(5)

X3 + Z*ooooEx X4:| w

K(5) K(5)

s podminkami
20t tx2) =1, xs+xa=1

Oznacime-li pro zjednoduseni zapisu jednotlivé 1D-sekvence feckymi pismeny
K — 00800, )\ — @000e, l,L — 00000, |/ — 00000, 7T — 00000

a zvolime-li

1 1 2 B
X1_67 X2_37 X3_37 X4_37
, o- 8
plati na kiivee geM = — 57w rovnosti

q)K(s)(/f; Ky k) = ‘PK(s)(/’f; Ky A) = (I)K(S)(Kv; AA) = Px(s ()\ A A) = Pre( )(M?M?M) =0
a ve vsech ostatnich pripadech

(I)K(5) (w[((5)) > 0.

Protoze minimalizujici konfigurace na K (5) maji jednozna¢né prodlouzeni na
konfigurace tfidy (3;3;3) a (oo; 00; 00), dokazujeme tim jejich lokdlni dominanci.
Existuje tedy kiivka e = —-w+o(w) koexistence fézi t¥idy (3;3; 3) a (oc0; 00; 00)
a F-uplny fazovy diagram vzhledem k témto fazim na malém okoli bodu ¢ = 0,
8 = oo0.

K dikazu existence kiivky koexistence fazi (2;2;2) a (3;3;3) je nutno pouzit
vétsich mnozin, a to krychli o hrané 6. Ukazuje se totiz, ze Podminka D je opét
splnéna v 1. fadu, ale k dukazu této skutecnosti nestaci pouzit krychle K(5).
Jednoduchy ‘1D-argument’ spociva v tom, ze na tseckach délky 5 nelze diskrimi-
novat netrividlni kombinace konfiguraci typu (2) a (3); v 3D-ptipadé je situace
obdobnd. Nepodarilo by se tedy zkonstruovat m-potencial pomoci krychli K(5).

Efektivni potencial 1. fadu proto napiseme nasledujicim zptusobem:

BH*D(z) = 3" @y (Tr(e),
K(6)
3 1
(I)K(G)(xK(G)) = _65(1) i=1 {Zoo****exK(G) 12 + Z*oo***ex K(6) _'_ Z**oo**exK(G) 3

3
— H@':l [ZQQQOEJ:K(G) 3:| w.

Konstrukce tohoto potencialu vychazi z vySe uvedeného obecného schematu a
lze snadno ovérit jeho ekvivalenci ptivodnimu modelu. Oznacme opét jednotlivé

67



(3;3;3) (1,21,2,1,2)

0 o+ 0 d—r
a) b)

Obrazek 3.10: Fazovy diagram a) na okoli plochy Cy, b) na okoli plochy C% v fezu
s=0,p>0,r<Q0.

1D-sekvence

(X = 000000, [ = ©0000@, 7 = 000008, ) = €00080,
[l = e00000 |/ — 000000 T — 000000, ) — 0000080,

g — e0000e.

Potom na kiivce fe(V) = Lw dostévdme
24
Cre) (3 0) = Pre) (5 05 5) = Pree) (5 05 5) = Pree) (05 05 B) = — 5w,
24
Cx(©)(1377) = Pr()(7:0;0) = Pr(6)(7:0;0) = Pr()(0;0;0) = —Zw

a ve vSech ostatnich pripadech

24
(I)K(G) (¢K(6)) > ——w.

27
Tim jsme zkonstruovali hledany m-potencial a uvazime-li jednoznac¢nost pro-
dlouzeni minimalizujicich konfiguraci, dokazujeme splnéni Podminky D. Podle
Tvrzeni 11 potom na okoli nalezené kiivky existuje F-uplny fazovy diagram
vzhledem k fazim (2;2;2) a (3;3;3).
Vzhledem k symetrii fazového diagramu lze potom formulovat nésledujici

ZAvér. Rez fazového diagramu s = 0, p = konst > 0, r = konst < 0, obsahuje na
malém okoli bodu 6 = r, # = 0o pouze faze tridy (0o; 00;00), (2;2;2), (3;3;3) a
na malém okoli bodu § = —r, § = oo faze tiidy (1;1;1), (2;2;2) a (1,2;1,2;1,2).
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3.3 Rez fazového diagramu rovinou r = 0

V tomto odstavci si zvolime oblast v mnoziné parametri zadanou rovnici 7 = 0 a
budeme se zabyvat nékterymi aspekty nizkoteplotniho chovani takového systému.
Vybér prave této oblasti je spise nez fyzikalnimi divody ovlivnén relativni jedno-
duchosti rozboru v tomto pripadé. Polozime-li totiz » = 0, bude dosah potencialu
roven 1 a lze jej ekvivalentné prepsat prostfednictvim energie konfiguraci na ele-
mentarnich krychlich. To ndm umozni nalézt fazovy diagram pii nulové teploté
— to bude provedeno v nésledujicim paragrafu. Jeho nizkoteplotni deformaci je
potom vénovan paragraf 3.4.3.

3.3.1 Zakladni stavy

Jestlize r = 0 a v = 3, Ize model ekvivalentné zadat nasledujicim zptusobem:

Pcz3

kde P oznacuje ¢tverce o strané 2 a potencial je urcen vztahem

(I)P(:CP) = —8§ Z/O'bo'b/ —p ZI/O'bO'b/ — % ZJb, (340)

b,b/CP bb'CP bCP
kde
. 1— Xy j
Jij =
2

Jak vime z diskuse symetrii modelu v kap. 2, je vhodné misto chemického poten-
cidlu p pracovat s parametrem 0, ktery s p souvisi vztahem

w=—4s—2p+4

a vyuzit tak S-symetrie fazového diagramu. Pfipomenme, ze S-symetrii fazového
diagramu rozumime jeho invarianci vzhledem k zobrazeni

z— 7, kde #; = (—1)"lz; pro viechna i € Z3,

6 — —0.

Na obr. 3.11 jsou uvedeny vsSechny konfigurace (s ohledem na symetrie mo-
delu) ¢tverce P s piislusnymi energiemi. Je ziejmé, Ze pro konfigurace P! existuje
jednozna¢éné prodlouzeni na konfigurace tiidy (oo;oo0;00), podobné P! lze jed-
nozna¢né prodlouzit na (1;1;1). Protoze tyto konfigurace jsou S-ekvivalentni,
jsou piislusné oblasti zakladnich stavi (co;00;00) a (1;1;1) symetricky sdru-
zené vzhledem k roviné § = 0. Konfigurace P? m4 nekoneéné mnoho prodlouzeni
na lokalni zdkladni stav na Z3, kazdé vsak ma tu vlastnost, Ze pro libovolnou
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Pp(PY) =0 — K!

Pp(P)=s+p—2 K2

‘e ot

E g Pp(P?) =252 — mneprodlouiteln

Obrazek 3.11: Konfigurace elementarniho ¢tverce P a jejich prodlouzeni na ele-
mentarni krychli.

konecnou mnozinu A je jednoznacné urceno restrikci na A° a je tedy rigidnim
zékladnim stavem. Diky S-symetrii je oblast, kde tyto konfigurace tvori zakladni
stavy, symetrickd vzhledem k roviné § = 0.

Problémem je konfigurace P3, signalizujci, Ze existuje oblast v mnoziné pa-
rametru, kde (3.40) neni m-potencial. Nebudeme problém fesit v celé obecnosti,
ale pouzijeme jednoduchého triku, ktery nam umozni nalézt kompletni fazovy
diagram pii nulové teploté s vyjimkou nékterych variet nizsi dimenze v prostoru
parametri, jejichz rozbor je nutno provést zvlast.

Model ekvivalentné pfepiseme pomoci krychli o hrané 2 a pokusime se nalézt
lokalni zakladni stavy. Nebudeme vsak uvazovat vsechny konfigurace krychle, ale
pouze takové, které obsahuji alespoii jednu desticku typu P? a navic konfigurace
znazornéné na obr. 3.11. Pfedem tedy vylouc¢ime konfigurace krychle, které ob-
sahuji soucasné alespon dvé ruzné desticky P, ale neni mezi nimi zadna desticka
P3 (viz obr. 3.12). Je totiZ ziejmé, Ze tyto konfigurace krychle nemohou mini-
malizovat potencial na oteviené mnoziné v prostoru parametru, protoze vhodna
‘porucha’ zvyhodni jednu z desti¢ek a ta ma (samostatné) globéalni prodlouzeni.

Lze ucinit tento zaveér. Nalezneme 'nedegenerované’ oblasti v prostoru para-
metri, na kterych bude minimalizovat potencial jedina z vyse uvedenych konfi-
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K3

K5

KG

e

Obrazek 3.12: Konfigurace elementarni krychle obsahujici desticku typu P3.

guraci krychle. Potom je totiz zfejmé, ze vynechané konfigurace nutné musi mit
vyssi energii a jsou tedy irrelevantni.
Hamiltonian Ize psat ve tvaru

H(z)= > ®Px(zx), (3.41)

Kcz3

kde 1

PCK

Vime, 7Ze stac¢i urcit fazovy diagram pouze na poloprostoru § < 0 a vyuzit
S-symetrie diagramu. Budeme uvazovat pouze konfigurace, které nejsou oznaceny
pruhem. Je totiz ziejmé, ze konfigurace krychle s niz§im poctem surfactantu —
to jsou pravé vyse zminéné konfigurace — budou ze dvou symetricky sdruzenych
oblasti zaujimat tu v poloprostoru d < 0. S-ekvivalentni konfigurace krychle typu
K? a K2, které jsou sloZeny z desti¢ek typu P2, nabyvaji evidentné téze energie.
Energie relevantnich konfiguraci na K:

(I)K(Kl) =0 7 (I)K(K4) = %S+%p— %5
(I)K(K2) = (I)K(Kz) = 3s + 3p — 35 ‘I)K(K5) =45 — (S (343)
P(K¥) =3s+p—20 Py (K®) =4s+2p— 36

Porovnanim téchto energii obdrzime hledané oblasti, na kterych potencial mi-
nimalizuje jedina konfigurace krychle. Protoze se ukazuje, ze pouze konfigurace
typu K!, K2, K® a K® vyhovuji vyse diskutovanému omezeni a tyto konfigurace
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S
K! 21 K!
g =2 9] =2
G —
K® o] K® 0+4s=0
lg| =6 lg| =6

Obrazek 3.13: Fazovy diagram pii nulové teploté v fezu p = konst > 0.

jsou prodlouZitelné na lokalni zakladni stavy, je (3.42) m-potencial na nalezenych
oblastech. Fazovy diagram pii nulové teploté je zndzornén na obr. 3.13 (ptipad
p > 0) a na obr. 3.14 (ptfipad p < 0). Specidlni pfipad p = 0 by zasluhoval
samostatny rozbor pro r # 0 a zde se jim nebudeme zabyvat.

Konfigurace krychle K! maji jednozna¢né prodlouZeni na (co;00;00) a kon-
figurace K! na (1;1;1). Analogicky prodlouZenim S-ekvivalentnich konfiguraci
krychle typu K® a K® dostaneme konfigurace tiidy (oco;00;1) a (0o;1;1) v uvede-
ném poradi. Existuje nekone¢né mnoho konfiguraci slozenych z krychli typu K2,
K2 (je zajimavé, ze kazda z téchto krychli ma jednozna¢né prodlouzeni a neko-
necné degenerace je zpusobena pouze existenci konfiguraci obsahujicich krychle
obou typi, viz téZ nésledujici paragraf). Analogicky konfigurace typu K® m4 ne-
kone¢né mnoho globalnich prodlouzeni. Silné vytazené Cary znazornuji variety,
které uvedeny zjednodusSeny rozbor nedokazal postihnout.

3.3.2 Nizkoteplotni fazovy diagram

K analyze nizkoteplotniho fazového diagramu pouzijeme stejné prostiedky jako
v predchozich odstavcich, nepijde pfitom o uplny rozbor, ale v§imneme si pouze
nékterych aspekti. Je tfeba si uvédomit, ze zatim nemame proveden rozbor za-
kladnich stavu na nékterych kiivkach vyznacenych ve fazovych diagramech silnou
carou.

Protoze na oblastech, na nichz je potencial minimalizovan konfiguracemi typu
K', K!, K® a K5, existuje kone¢ny pocet lokalnich zakladnich stavil, je splnéna pod-
minka M a mtzeme primo uzit Tvrzeni 8, podle néhoz na téchto oblastech existuji
faze t¥idy (oo;00;00), (1;1;1), (00;00;1), (00;1;1) pro dostateéné nizké teploty
(zavisi na parametrech p, s, ). Tento soubor zahrnuje fazi bohatou na vodu (resp.
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K> K¢ K>

9l = 9l =

Obréazek 3.14: Fazovy diagram pii nulové teploté v fezu p = konst < 0 (P = —p).

na olej), usporadané ‘antiferromagnetické’ faze, lamelarni faze obsahujici vrstvy
sitky 1 a elementarni valcové faze.

Nyni se vénujme varieté § = 0, s > max{0, —p}. Vratime-li se k potencidlu
(3.40), vidime, Ze na uvedené mnoziné je to m-potencidl a mnozina g lokalnich
zékladnich stavi obsahuje pouze konfigurace typu (oo;00;00) a (1;1;1), tedy
lg| = 4. Je tedy splnéna Podminka M. Polozime-li s = konst, p = konst a uva-
Zujeme parametricky model definovany potencidlem ®s zavislym na parametru
0, je zfejmé fazovy diagram pii nulové teploté F-tuplny na okoli bodu § = 0 a
podle Tvrzeni 10 potom existuje F-uplny fazovy diagram na okoli bodu é = 0,
[ = oo. Prihlédneme-li k S-symetrii fazového diagramu, je kiivka koexistence fazi
(00; 00;00) a (1;1;1) ddna jako 6 = 0, 8 > (p. Hodnota [y zavisi na parametrech
p, s a lze téz jednoduse ucinit kvantitativni odhad na jeji velikost. Definujeme-li
irreguldrni body s konstantou [ = 1, tzn. t € Z3 je irregularni bod konfigurace
x € Q, pravé kdyZz g, ) neni restrikci lokalniho zékladniho stavu (viz kap. 1),
méme pro energii kontury I' = (dom I', 24om, r) odhad

OEDY

1
®p(zp) — min Pp(yp)| > — min{2s, p + s}|dom T'|.
PCdom I’ 4 4

Jestlize 7 je konstanta vystupujici v Peierlsové podmince

w(r) < G—T\dom F|’
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Obrazek 3.15: Relevantni excitace na okoli kiivky 4s — § = 0.

i [

a) F11 =12P — 125+ 64 b) E1s = 12P + 4s + 20
Obrazek 3.16: Excitace 1. fadu a) na oblasti Ry, b) na oblasti Rs.

potom pro teplotu 3y mame dolni odhad

4Tt

> .
fo 2 min{2s,p + s}

Zavér. Necht T > 0 je dost velké. Potom na nadplose

r=20, s >max{0,—p}, =0, B> min{2§?p+ . (3.44)
koexistuji cisté faze tridy (o0o; 00;00) a (1;1;1).
o
Déle provedeme rozbor variety s < min{0, p}, § = 4s. Po substituci S = —s,
0 = 4s + € je tato mnozina urcena jako
S > max{0,—p}, £=0. (3.45)
Explicitni tvar potencialu:
Op(P)) =0, Dp(P?) = —g, Bp(P?) =p+ 5 — % Op(PY) =4S — . (3.46)

Na uvedené varieté je to zfejmé m-potencidl s minimalizujicimi konfiguracemi P!
a P3. Lze snadno ovéfit, ze lokdlni zdkladni stavy ziskané prodlouZenim té&chto
desticek jsou pravé vsechny lamelarni konfigurace. Fixujeme hodnoty S, p a bu-
deme se zabyvat parametrickym modelem s fidicim parametrem e.
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7 odstavce 3.2 vénovaného lamelarnim fazim vime, ze lamelarni konfigurace
splituji Podminky R a L vyzadované BS-teorii a je vyhodné piejit k ekvivalent-
nimu, formalné 1D-modelu. Efektivni potencial fadu D lze tedy psat ve tvaru

SH*(x ﬁZ@P wp) — . alm) =) Phlzs) = Y AH](zz),

meCp(x) B Zcz?
B07|,
H*

kde Z oznacuje vertikalni osu lamelarni konfigurace x. Efektivni potencial si opét
rozepiseme do poruchové rady

BHi(x) = pH{Y + gH;® +

Rozbor excitaci je standardni a nebudu opakovat strategii jejich nalezeni.
V daném piipadé energie excitace & = (dom &, xgom ¢) zavisi pouze na konfigu-
raci ZTewpp ¢ (pFipomenme, Ze nosi¢ excitace supp € je definovan jako podmno-
zina dom &, na niz se konfigurace odlisuje od lokalniho zédkladniho stavu ygom ¢,
Yoy (dom &) = Td;(dom &))-

Na obr. 3.15 jsou znazornény a) excitace fadu 1, b) fadu 2 a ¢) nejnizsi excitace
vysky alespon 3 (vyskou v daném piipadé rozumime vertikalni rozmér mnoziny
supp &). Lze snadno nahlédnout, Ze excitace s vyskou < 2 nemohou sejmout
nekonec¢nou degeneraci na kiivce koexistence konfiguraci (oo) a (1). Tyto excitace
stejné jako desticky P jsou totiz vazany na sekvence ee a eo a diky formalni

identité

> =2+t

ocx eecyr  eocw
lze prispévky téchto mnozin do efektivniho potencialu vyjadrit prostiednictvim
sumy pres sekvence eo. Nyni muzeme uzit argument, podle néhoz efektivni poten-
cial obecné laminarni konfigurace je konvexni kombinaci efektivniho potencialu
pro extremélni konfigurace, jimiz jsou pravé (oo) a (1) a na kiivce koexistence se
tudiz nutné objevi degenerace.

Relevantni ¢ast efektivniho potencidlu fadu E (tzn. zahrnujeme pouze excitaci

znazornénou na obr. 3.15¢) je dana takto:

gH¥ — 3B — 3 w= 30y

eocx [ LLISHA L(3

CI)L(3)(9UL(3 =3 Z 55 - Z w.
.OExL(g) ...exL(S)
Na kiice fe®) = w evidentné plati

Y

w
(I)L(g)(“o) = CI)L(3)(ooo) = —w, q)L(3)(..O) _ -5
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coz dokazuje lokalni dominanci zdkladnich stavu (oo;00;00), (1;1;1) v fadu F
na uvedené kiivce. Protoze parametricky model dany potencidlem ®. ma zfejmé
F-uplny fazovy diagram pii nulové teploté na okoli bodu ¢ = 0, mizeme uzit
Tvrzeni 11, podle néhoZ existuje kiivka ¢ = (), na jejimz malém okoli pro
B > [ je fazovy diagram F-uplny. Porovname-li efektivni potencial do fadu 2
konfiguraci (co) a (1), dostaneme vedouci asymptotiku kiivky koexistence

BN — qy + o(w,). (3.47)

Miuzeme formulovat néasledujici

Zavér. Fixujme parametry p, s < min{0; p}, r = 0. Potom na malém okoli bodu
d =4s, f = oo existuji pouze fize tiidy (co) a (1).

o

Dalsi rozbor se bude tykat mnoziny parametru p < s < —p, max{J, -0} >
2s + 2p, na niz lokalnimi zékladnimi stavy jsou vSechny konfigurace slozené ze
¢tverct typu P?. Oznacime-li P = —p a uvazime-li S-symetrii fizového diagramu,
staci se omezit na vysetfovani oblasti

—P<s <P, 2s—2P<§<0. (3.48)

Protoze konfigurace ¢tverce P? je jednoznacné uréena restrikei na libovolnou pod-
mnozinu ¢tverce obsahujici tfi body, je zfejmé, ze kazdy lokalni zékladni stav je
zadan projekcemi na trojici navzajem kolmych os, podobné jako tomu bylo v pii-
padé blokovych konfiguraci. To je zfejmé dostacujici ke splnéni Podminky L. Bu-
deme uzivat analogického oznaceni jako v odstavci 3.3, tzn. napfi. (eee; eee; eee)
jednoznacné (az na ‘spin-flip’ symetrii) ur¢uje konfiguraci na krychli K(3) o hrané
3 (stejnd konfigurace vSak muze byt zapsédna ruznymi zpusoby, konfigurace uve-
dend vyse muze byt ekvivalentné zadana napt. jako (eee; ece; ece)).
Excitace nejnizsiho fadu na oblasti R; (viz obr. 3.14) ur¢ené podminkami

—P<s <P, 2s—2P <6 <min{0,4s}
je znazornéna na obr. 3.16a a je vazana na konfiguraci
1 = (080; 080; 080).
Pobobné na oblasti Ry (viz 3.14 zadané jako
—P <s <P, max{2s—2P,4s} <§ <0
je excitaci nejnizsiho fadu ta na obr. 3.16b, ktera je vazana na konfiguraci
by = (e08; 080; 080).
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Nyni najdeme lokalné dominantni zédkladni stavy na oblastech R;, Ry. ZapiSeme-
li efektivni potencial fadu 1 ve tvaru

GH™ 1) an— Z(I)K

€z K(4)
1
(I)K(4)($K(4))=—§ Z W11,
P1€XT K ()

lze snadno ovérit, ze minimalizujici konfigurace tohoto potencidlu je jednoznacné
urcena (modulo F-symetrie potencialu) takto:

Tk (1) = (®000; 8000; 8080)

Podstata dukazu: Libovolnad konfigurace na K(4) muZe potencialné obsahovat
nejvyse dvé excitace 1. fadu. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze bod
o soutadnicich [2;2;2] (v pfirozeném smyslu) je mozny nosi¢ jedné excitace. Po-
tom je jednozna¢né urcena konfigurace krychle o hrané 3 se stiedem [2;2;2] a
dalsi excitace jiz muze mit nosi¢ pouze v bodé [3;3;3], coz jednozna¢né zadava
konfiguraci na K (4) vySe uvedeného typu.

Tato konfigurace obsahuje pouze krychle K2. Protoze existuje jednoznacéné
prodlouzeni této krychle na lokalni zakladni stav, dokazujeme lokalni dominanci
tohoto zdkladniho stavu v fadu 1. Ozna¢me pro urcitost tiidu uvedenych zaklad-
nich stavii M. Charakter téchto zakladnich stavu je nasledujici: Molekula oleje
je do vzdalenosti /2 obklopena molekulami vody a ve vzdalenosti /3 se nachazi
pravé 8 dalsich molekul oleje (’spin-flip’ symetrie odpovida zdméné voda«olej).
Dokéazali jsme tak existenci dalsi lyotropické faze s micelami jiného typu, nez jsme
poznali dfive.

Mnozina M lokalné dominantnich zakladnich stavii na oblasti R' symetricky
sdruzené k R! evidentné obsahuje konfigurace 7 ziskané z x € M pieklopenim
spinu v sudych bodech mfize. Tyto konfigurace jsou ziskany prodlouZzenim konfi-
gurace K2,

Analogicky lze provést rozbor symetricky sdruzenych oblasti Ry, R,. Zapiseme-
li efektivni potencial fadu 1 jako

BHW(2) = 3 Ox(er),
K(4)
1
Prw(Trw) =—2 >, wi,
wllexK(4)

lze analogicky jako vyse dokazat, ze minimalizujici konfigurace je
Tr(4) = (eeee; 000 s000)

a obsahuje pouze krychle typu K2. Jejim prodlouZenim dostaneme konfigurace
tfidy M. Lokalné dominantni zakladni stavy v oblasti Ry jsou potom nutné kon-
figurace tiidy M.
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ZAvér. Lokalné dominantni zékladni stavy na oblastech Ry, Ry jsou konfigu-
race tridy M, coz dokazuje existenci prislusnych fazi pri dost nizkych teplotach.
Podobné na oblastech Ry, R, existuji M-faze pti dost nizkych teplotach.

o

Lze také ukédzat koexistenci fazi t¥idy M a M na mnozinich OR; N OR;,
ORyNOR, dikazem lokalni dominance konfiguraci tiidy M a M v ¥adu 1 stejnymi
prostiedky jako vyse.

Dalsi problémy, které by bylo mozno fesit uvedenou technikou, zahrnuji napf.
fazovy piechod mezi M a M (zvlast zajimavy je ‘degenerovany’ bod s = 0,
9 =0, p < 0) nebo rozbor oblasti, na niz zakladni stavy jsou konfigurace ziskané
prodlouzenim krychle K.

Lze ukazat, ze lokalni zakladni stavy na varieté p > 0, s < 0, 6 = 0 jsou
v8echny blokové konfigurace typu (oo; 1;. . .). Fazovy diagram na okoli této variety
je rovnéz dostupny BS-teorii, naopak oblast ‘maximéalni degenerace’ p > 0, s = 0,
0 = 0 jde za jeji rdmec, nebof mnozina vsech lokalné dominantnich zékladnich
stavil obsahuje vSechny blokové konfigurace a tyto konfigurace jsou ekvivalentni
(viz téZ odst. 3.3).
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Kapitola 4
Zavér

V této praci byl rigorozné studovan nizkoteplotni fazovy diagram Alexanderova
modelu trojslozkovych amfifilickych smési, ktery byl doposud vysetfovan jen heu-
risticky, pfipadné pouZitim pocitacovych simulaci (to se ostatné, s vyjimkou prace
[11], tyka i ostatnich m¥fizovych modelu amfifilickych smési). Model jsme zobec-
nili pfidanim interakce mezi amfifilickymi molekulami obsazujicimi sousedni rov-
nobézné hrany miize, omezili jsme se na vysSetfovani plochy koexistence obou
zékladnich komponent a pouzili priblizeni slabého amfifilického systému. To nam
umoznilo pfepsat Alexanderuv model na 1/2-spinovy model Isingova typu.

Vipocetnim prostfedkem byla standardni Pirogov-Sinajova teorie a jeji roz-
Sifeni na systémy s nekonecnym poctem zakladnich stavi.

Jejich uzitim jsme ukézali existenci oblasti nizkoperiodickych lamelarnich fazi
a existenci ploch koexistence fazi téchto typu. Na studované mnoziné parametru
jsme vyloucili vysokoperiodické faze objevujici se napt. v ANNNI modelu. Tyto
vysledky jsou ve shodé s témi, které byly pro Widom-Wheelertiv model ziskany
v ¢lanku [11] rovnéz prostfednictvim BS-teorie.

Zobecnili jsme dale pojem lamelarnich fazi a nalezli vlastnosti a zptisob popisu
obecné ttidy fazi, které jsme nazvali blokové. Struktura odpovidajicich blokovych
konfiguraci je takova, ze je lze prostiednictvim preklopeni souboru rovin transfor-
movat na konstantni konfigurace. Nalezli jsme také oblast v mnoziné parametru
existence nizkoperiodickych blokovych fazi a podobné jako v pripadé lamelarnich
fazi vyloucili vysokoperiodické faze na studované oblasti. Faze tohoto typu nebyly
dosud pro Alexanderuv model studovany.

Byla také provedena castecna analyza fezu fazového diagramu vhodné zvo-
lenou rovinou, na které ma potencial jednotkovy dosah. Pti tomto rozboru byly
rovnéz nalezeny nizkoperiodické lyotropické faze novych typu.

Je vSak znamo, ze redlné amfifilické systémy vykazuji lyotropické faze s peri-
odou mezoskopické velikosti. Nepodarilo se nam ukéazat, ze Alexanderuv model
je schopen tuto skutec¢nost zachytit. Analyza ostatnich mrizovych modelu méné
rigoroznimi prostiedky ukazuje, Ze trpi stejnym nedostatkem. Lze pouze doufat,

vvvvvv
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