UNIVERZITA KARLOVA V PRAZE
MATEMATICKO-FYZIKALNI FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

KAREL KOMORAD

Statistické metody klasifikace a jejich

vyuziti pro kreditni skérovani

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci diplomové prace:
Studijni program:
Studijni obor:

Studijni plan:

Doc. Petr Volf, CSc.
Matematika

Pravdépodobnost, matematicka
statistika a ekonometrie
Matematicka statistika






Podékovani

Na tomto misté bych chtél podékovat vSem svym uéitelim a védeckym pra-
covnikiim z Katedry pravdépodobnosti a matematické statistiky na MFF
UK, ktefi mi otevieli dvefe do svéta matematické statistiky, dale svym spo-
luzakum z téze fakulty za cetné diskuze a pripominky, zvlastni dik pak patii
vedoucimu mé diplomové prace, doc. Petru Volfovi, CSc. za jeho nekonecnou
trpélivost a poskytnutou odbornou pomoc, se kterou mé pii psani této prace
provazel.

Tato prace se rodila dlouho a bolestné. Muj velky dik patii rovnéz za-
méstnancum infekéntho oddéleni Fakultni Thomayerovy nemocnice v Kréi
za velkou péci, se kterou se o mé starali. Chtél bych také podékovat Prof. Dr.
Wolfgangu Hardlemu za zapijceni zkoumanych dat, ktera byla poskytnuta
z databaze MD*BASE. Nemohu opomenout ani své rodice, kteff mi umoz-
nili studovat a vzdy mé v mém tsili podporovali. Nakonec pripojuji diky své

sestte Katefiné za lekce ¢eského jazyka.

Prohlaguji, Ze jsem svou diplomovou préci napsal samostatné a vyhradné

s pouzitim citovanych prament. Souhlasim se zaptjc¢ovanim préace.

V Praze dne 27.¢ervence 2004 Karel Komorad



i



Obsah

Casto pouzivané znaceni

1

2

Uvod

Klasifikace

2.1 Zakladniuloha . . . . ... ... oo
2.2 Optimalni prahovy bod . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
2.3 Porovnani skoéringovych funkei . . . . ... o000
Popis dat

3.1 Puvodni datovy soubor . . . . . .. ...
3.2 Nezavisle proménnd . . . . . . . .. ...
3.3 Spojité veli¢iny . . . . . . ...
3.4 Diskrétni veliciny . . . . . ...
3.5  Ztratova funkce a vyvazenost dat . . . .. ... ... L.
3.6 Dopliujici poznamky . . . . . ... .00
Zobecnény linearni model

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

GLM a prehled oznaceni . . . . .. ... ... .. ... ....
Logisticka regrese . . . . . . .. ..o
Vsechny proménné bez interakei . . . . . .. . .. ...
Krokova regrese bez interakel . . . . . .. ...
Model s interakcemi . . . . . . . . ...
Zobecnény aditivni model . . .. ..o o oL

Testovaci vzorek . . . . . . . . .

Klasifika¢ni stromy

5.1

Popis metody . . . . . . . ...

il

vi

10

13
13
16
17
19
19
21

23
23
24
26
28
30
31
35

39



5.1.1 Mnozina moznych déleni . . . . . . . . ... ...
5.1.2 Pravidlodéleniuzlu. . . . ... ... ... .......
5.1.3 Pravidlo rozfazeni do t¥id . . . . . . . . ... ... ..
5.1.4 Konec Stépeni . . . . . ..o
5.1.5  Profezavani stromu . . . . . . . ... .. ... .....
5.1.6 Dopliujici poznamky . . . . . . . ... ...
5.2 Sestavené modely . . . . . ... ...
5.3 Testovaci vzorek . . . . . . . . . . ...

5.4 Dodatetna analyza . . . . . .. ... ... L.

6 Nejblizsi sousedé
6.1 Sestaveni modelu . . . . . . . . . ...
6.2 Testovaci vzorek . . . . . . . ...

8 Zavér

Dodatky

A Dikazy tvrzeni

B Ke spojitym veli¢cinAm
C K diskrétnim veli¢inam
D K logistické regresi

E Ke klasifika¢nim stromiam

v

55
57
59

61

67

69

69

72

81

85

87



Nazev prace: Statistické metody klasifikace a jejich

vyuziti pro kreditni skorovani
Autor: Karel Komorad
Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky
Vedouci diplomové prace: Doc. Petr Volf, CSc.
E-mail vedouciho: volf@utia.cas.cz
Abstrakt: V nasi praci jsme provedli nejprve analyzu empirického dato-
vého souboru a nésledné podrobnou pripadovou studii vyuziti statistickych
klasifika¢nich metod pro kreditni skorovani. V porovnani logistického regres-
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rovani nevhodné a mize vést az k akceptaci vSech zadatelti o Gvér. Rovnéz
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Kapitola 1
Uvod

Mnohé praktické tukoly, které pred nés aplikovana statistika stavi, vedou na
ulohu klasifikace. Klasifika¢ni (jinak téz diskriminaéni) alohy obecné piedpo-
kladaji, Zze je dano J zndmych a pomérné stejnorodych t¥id urcitych objekti.
Cilem je sestrojeni klasifikacniho pravidla, které dané objekty na zakladé
jejich charakteristik zafadi do pfislusnych tiid a pritom minimalizuje oceka-
vanou ztratu zpiisobenou zafazenim objektit do nespravnych tiid.

7 praktickych aplikaci uvedme napi. snahu o stanoveni pacientovy dia-
gnozy dle pozorovanych symptomi, tkol na roztf¥idéni namoinich plavidel do
néekolika skupin podle zdznamu radarovych vin, odhad trovné ozénu pro na-
sledujici den podle aktuélniho stavu atmosféry nebo stanoveni pfitomnosti
daného prvku v chemické slouceniné podle spektralniho rozkladu odraze-
ného svétla. Praktické ulohy jsou charakterizovany daty se stale komplexnéjsi
strukturou. Kromé vysoké dimenze se jedné o smés kategorickych a métitel-
nych datovych typi, nehomogenitu vybérového prostoru (v ruznych ¢astech
plati razné vztahy) ¢i nestandardni datovou strukturu (vektor pozorovani ma
u riznych objektt rozdilny pocet slozek).

K feseni klasifika¢nich problému se pouzivaji ruzné techniky. Ke klasic-
kym statistickym piistuptim patii napt. linearni a kvadraticka diskriminacni
analyza nebo logisticka regrese, z novéjsich metod jmenujme napt. klasifikaéni
stromy. V poslednich letech jsou ¢asto pouzivany nékteré techniky, které jsou
téz oznacovany jako ,Cerné skrinky”. Tyto postupy totiz ¢asto neuvadéji zadné
kritérium, o jehoz optimalizaci usiluji, ale jsou definovany né&jakym algorit-
mem, ktery dava névod, jak postupovat pii klasifikovani. Velice rozsifenymi

metodami jsou neuronové sité ruznych architektur. Ac¢koliv neni zcela ziejmé,
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zda-li takovymto technikam pitislusi privlastek ,statistické”; jejich vysledky
jsou mnohdy srovnatelné s vysledky klasickych statistickych procedur.

Cilem nagi prace je porovnani klasifika¢nich metod v ptipadové studii s re-
alnymi daty z oblasti hodnoceni zadatelti o bankovni ptjcku. Jmenovité bu-
dou zkoumany tyto metody klasifikace: logisticky regresni model, klasifika¢ni
stromy, metoda nejblizsich sousedii a okrajové zminime i metodu neurono-
vych siti. Zékladni piehled o kreditnim skérovani je mozno nalézt v Thomas
(2000) ¢ Lewis (1994).
fadou knihoven!. Procedury, které jsme psali sami, je mozno nalézt na pii-
lozeném kompaktnim disku spolecné s kompletnimi vystupy analyz a celou
fadou dopliujicich obrazki.

V nasledujici kapitole formalné popiseme zkoumany problém klasifikace
a uvedeme nékteré zékladni definice. Tteti kapitola se bude blize zabyvat
datovym souborem, ktery je nosnou patefi celé préce. V dalsi kapitole se
jiz budeme vénovat prvni analyze — logistické regresi. O klasifika¢nich stro-
mech pojednéva 5. kapitola, na kterou navazuje kapitola vyuzivajici metodu
nejblizsich sousedii. V sedmé kapitole porovname dosazené vysledky a praci
zakon¢ime souhrnem a zavéreénym komentérem v kapitole osmé. V dodat-
cich prinasime podrobnéjsi informace k jednotlivym kapitolam, aby jejich

zalazeni pifimo do textu nenarusovalo plynulost ¢teni.

Lhttp: / /www.r-project.org



Kapitola 2

Klasifikace

2.1 Zakladni tloha

Necht K je neprazdna mnozina studovanych objektti a pfedpoklddejme, ze
kazdy z nich nalezi pravé do jedné z J riznych t¥id (2 < J < o0). Oznaéme
C mnozinu téchto tfid, bez ujmy na obecnosti je C = {1,..., J}. Predpokla-
dejme, Ze na jednotlivych objektech méfime r znakt a kazdy ze zkoumanych
objektt je charakterizovin vektorem pozorovani X = (Xi,...,X,)". Vybé-
rovy prostor ozna¢ime symbolem X (C R"). Pfislusnost objektu do néjaké
tfidy budeme znacit symbolem Y. Kazdému K € K je tedy prifazen na-
hodny vektor (X, Yx)" definovany na né&jakém pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, A, P) tak, ze Xk : Q — X je znamy vektor napozorovanych hodnot
a Yy : Q — C je piisludna (ne nutné nam znama) tiida. Nasim cilem je na-
lézt klasifikacni pravidlo, tj. systematicky predpis, ktery na zakladé znalosti
vektoru X urc¢i, do které tiidy z C ten ktery objekt patii.

DEFINICE 2.1 Klasifikacnim pravidlem nazveme funkci v : X — C, kterd
kaZdému prvku z prostoru X pritadi pravé jednu z J trid.

Fkvivalentné definujeme klasifikacni pravidlo jako rozklad prostoru X do J
po dvou disjunktnich borelovskijch podmnozin Aq,..., Ay, X = U;.Izl A;j tak,
Ze kazdé x € A; padne do tridy j, tedy Ze kaZdd mnoZina rozkladu je ddna
vetahem A; = {x € X;u(x) = j}.

Snaha o pfifazeni jedné z J t¥id ke kazdému objektu z K (takzvana klasifi-

kace) je tedy ekvivalentni tloze rozlisujici J podmnozin (ne nutné souvislych)

3



4 KAPITOLA 2. KLASIFIKACE

v prostoru R". Proto se pro stejnou tlohu pouzivé i termin diskrimina¢ni ana-
lyza.

Necht je zafazeni objektu tiidy ¢ do tfidy j provazeno naklady c;;. Pied-
pokladejme, Ze cj; > 0 pro j # i a ¢;; < 0, tedy Ze nespravné zafazeni s sebou
nese nenulovou ztratu a spravné zarazeni objektu mize prinést i zisk. Pred-
pokladejme déle, ze rozdéleni vektoru X ma hustotu f;(x) vzhledem k né&jaké
o-kone¢né mite u, jestlize se jednd o objekty j-té tridy, 7 =1,...,J. Patii-li
objekt do ¢-té tiidy, bude podminéna stfedni hodnota ztraty rovna

Li = Z_;Cj”/A. fix)dp(x) = Z_;Cjipi(Aj) :

Apriorni pravdépodobnost, ze objekt patii do i-té t¥idy, ozna¢me sym-
bolem m; = P(Y = i) a predpokladejme, ze m; > 0 pro i = 1,...,J. Pak je
stfedni hodnota celkové ztraty L = w1 L1+ - -+m;L;. Jako optimélni rozklad
se prirozené nabizi ten, ktery minimalizuje o¢ekavanou ztratu L.

Oznadcime-li
B J
fi(x) = Zﬂicﬂifi(x), j=1....J,
i=1

necha se L vyjadiit ve tvaru

=3 | Hodu)

Nasledujici lemma dava obecny navod k nalezeni optimalniho klasifika¢niho

pravidla v ptipadé J > 2.

VETA 2.1 Necht A,..., Ay je takovy rozklad prostoru R”, Ze pro kazdé
x €Ay, kdet=1,...,J, je fi(x) < f;(x), j=1,...,J. Pak plati

LzL:Eléﬁ@mmn

DUKAZ Viz Andél (1985), lemma 15.

V klasické diskrimina¢ni analyze se vétsinou voli ¢j; = 0 a ¢j; = 1 pro

1 # j, jelikoz pak je minimalizace L ekvivalentni minimalizaci po¢tu chybné
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zafazenych objekti. Tato volba, kterou budeme nazyvat standardizovaniymi
ndklady, je typickd pro mnoho teoretickych stati, v praktickych ulohach vsak

byva jen ziidkakdy splnéna. Nicméné oznac¢ime-li

e(x) = Zﬂ-zfz(x> )

dostaneme
fi = e(x) = mfi(x) .

Pfi daném x je potom vztah f;(x) < fj(x), j = 1,...,J z véty 2.1 splnén
pravé tehdy, kdyz m fi(x) > 7; f;(x), j =1,...,J. Toho vyuziva nésledujici
definice:

DEFINICE 2.2 Bayesovské diskriminacni pravidlo zatadi objekt x do té
tridy, pro kterou je mazimdini soucin 7;f;(x): up(x) = argmaz;ccm;fi(X).
Je-li takovyjchto indexi 7 vice, zaradime x do libovolné z maximalizugicich
trid. Prislusny rozklad md tvar:

Aj:{XGX;ﬂ‘jfj(X) >7Ti.fi(x) ,221,,J}

Podle véty 2.1 tedy neexistuje klasifika¢ni pravidlo, které by mélo nizsi
ocekavanou ztratu nezli bayesovské diskriminac¢ni pravidlo.

V nésledujici vété, kterd zobecnuje vétu 12.1 z Hardle & Simar (2002), je
uveden optimalni rozklad vybérového prostoru pro ptripad dvou trid a obec-

nych hodnot ztratové funkce.

VETA 2.2 Diskriminacni pravidlo rozlisujici mezi dvéema skupinamsi, které
je ddno rozkladem:

T fi(x) _ Cip — C2|2}
A ={x€X; > : 2.1
' { maf2(X) o — (2.1)
mfi(x)  Cip— C2|2}
Ay =<x € X, < , 2.2
’ { mafa(X) o — (22)

kde f1 a fo jsou hustoty rozdélent objektu tridy 1, resp. 2, minimalizuje oce-
kdvanou ztratu L (body na hranici mohou byt libovolné rozrazeny do jedné
z mnozin Ay, As).
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DUKAZ Viz véta A.1 v dodatku A.

A7z doposud uvedené vztahy vyzadovaly znalost rozdéleni ndhodného vek-
toru X. Diskrimina¢ni analyza se zpravidla opira o predpoklad normality,
v kapitole 3 vSak ukdZzeme, Ze nas datovy soubor tuto podminku nespliuje.
V nasledujici podkapitole proto odvodime, jak vypadéa optimalni klasifika¢ni
pravidlo sestavené na zékladé skoringové funkcee.

P1i nasi analyze pouzijeme ¢asto uzivaného, i kdyz ne zcela efektivniho,

pristupu a rozdélime cely datovy soubor na dva podsoubory neboli vzorky:

DEFINICE 2.3 Vzorkem nazveme M -tici po dvou nezdvislyjch dvojic
X/, V), ..., (Xi, YY), kde X,, € X,Y,, € C,m = 1,....M < oo. Tuto
M-tici oznacime symbolem V. Nadto predpoklidime, Ze pro kaZdé j € C
plati, Ze rozdéleni P(A|j) = P(Xk € A|lYx = j) jsou stejnd pro viechna
Ke{l,.... M} a ACX.

Jeden z téchto vzorki nazveme vjvojovgm (jinak téz ucebnim) vzorkem,
oznacime jej symbolem V; a pocet jeho pozorovani oznacime jako M;. Vy-
vojovy vzorek se uziva k sestaveni modelt a urceni klasifika¢nich pravidel .
Druhy z vytvotrenych vzorkt nazveme testovaci, oznac¢ime jej jako Vs a pocet
jeho pozorovani oznac¢ime symbolem M. Jednotliva klasifika¢ni pravidla se-
stavenéd na vyvojovém vzorku pouZzijeme na testovaci vzorek a takto ziskané
odhady Y = u(X) porovname se skute¢nymi hodnotami Y. Miru nespravné
zafazenych objektu (tzv. miru chybovosti), nékdy oznacovanou jako AER
(actual error rate), definujeme vztahem

R(u) = P(u(Xg) # Vi) , kde Xx € X, Yy € C,K € K

a odhadujeme ji bud na vyvojovém nebo na testovacim vzorku. Odhad po-

¢itany na vyvojovém vzorku:
R = S T@)#Y)
L xmy)Ten
kde 7 je indikatorova funkce, se téz oznacuje jako APER (apparent error rate)
a dava prilis optimistické vysledky. Pro srovnavani riznych metod je proto
vhodnéjsi pouzivat odhad miry chybovosti zalozeny na testovacim vzorku:

Row) = 1 S TX)#Y) .

2 (XTY)Tem
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2.2 Optimalni prahovy bod

V této podkapitole, a pokud nebude feceno jinak i v celém zbytku prace, bu-
deme predpokladat, ze zavisle proménna veli¢ina ma alternativni rozdéleni.
Jeji kategorie nyni oznacme symboly 1,2. Kreditni skérovani, jako speci-
alni pripad klasifikace, se snazi odlisit od sebe dvé skupiny klientt, zadateli
o uvér. Jednu skupinu tvoii dobii a spolehlivi klienti, ktefi nejspise nebu-
dou mit problémy se splacenim poskytnutého tvéru. Do druhé skupiny se
radi Spatni a nespolehlivi klienti, ktefi nejspise nebudou dodrzovat splatkovy
kalendar a upadnou v platebni neschopnost jesté pred uplynutim doby splat-
nosti.

Jako skoringovou funkci oznacime libovolnou nezapornou konecénou funkei
s definovanou na mnoziné X, podle jejiz hodnoty roziazujeme klienty na spo-
lehlivé a nespolehlivé, prip. je délime do nékolika dalsich pasem. Snahou je
zavést skoringovou funkcei tak, aby jeji vyssi hodnoty odpovidaly nespoleh-
livym klientim a niz$i hodnoty zase spolehlivym klientim z K. Bez Gjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze skoringova funkce s zobrazuje mno-
zinu X do intervalu [0, 1]. Hodnotu skoéringové funkce pro néjakého klienta

z mnoziny K nazveme jeho skorem.

DEFINICE 2.4 Mé¢jme ddanu skoringovou funkci s a necht existuji podmi-
néné hustoty nahodné veliciny s(Xg) za podminky [Yix = 1], resp. [Yx = 2],
které oznacime g1 a go. Podminéné distribucni funkce nahodné veliciny s(X k)
obdobné oznacime Gj(a) = P[s(Xk) < a|Yx = j|, kde j = 1,2.

Méjme nyni néjakou skéringovou funkcei s sestavenou na vyvojovém vzorku
Vi, podle niz chceme rozdélit prvky z V; tak, aby objektim t¥idy 2 piislu-
Sely vyssi hodnoty skore. Prirozenym zptsobem je zvolit takzvanou prahovou
hodnotu a takovou, Ze pro x spliwjici s(x) > a fekneme, ze x € Ay. V opaé-
ném piipadé uvazujeme, ze x € A;. Vhodnou volbou bodu a zajistime, ze
bude minimalizovana celkova ocekavand ztrata L = m Ly + moLo:

VETA 2.3 Predpoklidejme, Ze pro ndklady spojené s klasifikact plati:
iy, C22 <0 C1j2, C21 > 0 .

Necht s(x) je néjakd skdringovd funkce definovand na X, Gy, Go jsou distri-
bucni funkce veliciny s(X) podminéné jevem [Y = 1] resp. [Y = 2| a g1, 92
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jsou odpovidajici podminéné hustoty, o kteryjch predpokladame, Ze maji v néja-
kém intervalu [c, d] pront derivaci (v krajnich bodech uvaZujeme jednostranné
derivace). Necht ve vnitinich bodech tohoto intervalu ddle plati

Ta(cjz — cap2) g () > mi(con — cip)gh (@) - (2.3)

Optimalni prahovy bod a* minimalizujici ztratovou funkci L je pak implicitné

urcéen vztahem:

g1(a*) _ Gz~ Cop Ty
g2(@*)  cop—epm

(2.4)

DUKAZ Viz véta A.2 v dodatku A.

Vsimnéme si, Ze tato véta hovoii obecné o jakékoliv skoringové funkci. Ne-
piijemnou vlastnosti ovsem je, Ze podminéné hustoty ¢, g neumime v mnoha
pripadech analyticky vyjadrit. Otédzkou by tedy bylo, na jakych odhadech
téchto hustot zalozit vypocet. Ve skutecnosti muze byt totiz ndhodna ve-
licina s(X) zna¢né nespojita. Dalsim problémem je presné urceni nakladi,
které nemuseji byt nutné konstantni v ¢ase, mohou se lisit objekt od ob-
jektu a v nékterych aplikacich (medicina) mtze byt jejich stanoveni vice nez
diskutabilni.

Podminka 2.3 zajistuje, ze v daném intervalu [c, d] bude a* skute¢né lokdl-
nim minimem funkce L. Kdy je ale tato podminka splnéna? Uvedena véta na-
vic nehovorii o existenci ani jednoznac¢nosti minima. Z predpokladi vyplyva,
Ze postacujici podminkou pro vztah 2.3 je: gh(a) > 0 a soucasné ¢j(a) < 0,
kde alesponi jedna z nerovnosti je ostra. Jinymi slovy to znamena, Zze funkce
g2 je rostouci (neklesajici), zatimco funkce g; je nerostouci (klesajici) na in-
tervalu [c,d]. Na obrazku 2.1 vlevo ilustrujeme pribéh g¢;,gs pro néjakou
rozumnou skoringovou funkei véetné intervalu [c, d], kde je tato postacujici
podminka splnéna. V piipadé m = m = 0,5 a standardizovanych nékladua
je optimélni bod a* v priseciku hustot g;, go. Mensi hodnota w5 bude tento
bod posouvat doprava, zatimco vétsi hodnota rozdilu o — co2 jej posouva
doleva.

Predpokladejme nyni, Ze cjo > cy1 a ¢yj1 = cg2. To znamena, ze zafaze-
nim objektu tiidy 2 do t¥idy 1 utrpime vétsi ztratu, nez kdybychom objekt
z t¥idy 1 zaradili do t¥idy 2. Tento predpoklad odpovidé situaci v problému
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Obrazek 2.1: Ruzné tvary podminénych hustot g1, g.

kreditntho skérovani. Podobné jako v testovani hypotéz bychom mohli ho-
vofit o chybném zattidéni I. druhu (utrpime-li ztratu c¢;2) a II. druhu (pfi
ZtTate co|1).

Jak ale uvidime déle v textu, naSe skoringové funkce budou mit spiSe
prubéh podobny situaci na obrazku 2.1 vpravo. V pravém okoli priseciku
hustot g1, g2 zfejmé plati ¢) < g5 < 0, pfidame-li dalsi podminku, pak na
zakladé vlastnosti spojitych funkei mtizeme vyslovit nasledujici tvrzeni, které

se pokusime aplikovat v nasi praci.

DUSLEDEK 2.1 Necht je ddna skoringovd funkce s a necht pro podminéné
hustoty ndhodné veliciny s(X) plati, Ze v jistém intervalu [c,d] je g1 < go
a existuji konecné pruni derivace (v kragnich bodech jednostranné) spliiugict

g < g4 < 0. Necht ddle plati ndsledugici nerovnosti:

7T2(01|2 - Cz|2) < 7T1(02|1 - Cl|1) ) (2.5)
g1(d) _ maciz — cap) _ gu(c)
g2(d) = 7T1(02\1 - 01\1) = g2(c)

(2.6)

Pak existuje prave jeden bod a* minimalizujici celkovou ocekdvanou ztrdtu
a je ddn vztahem 2.4.
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Obrazek 2.2: Lorenzova kfivka modelu 4.2.

2.3 Porovnani skéringovych funkci

V této podkapitole uvedeme miry kvality klasifika¢nich pravidel zalozené na
kvantifikaci ocekavané ztraty (miry nepresnosti) i kritéria zalozenéa na kvan-
tifikaci shodnosti rozdéleni skoringovych funkei pro objekty t¥idy 1 a 2 (miry
podobnosti).

Velice rozsitenym kritériem pro porovnavani kvality klasifika¢nich pravi-
del je jiz difve zmihovana mira chybovosti R. Jedné se o univerzalni metodu,
kterd ma jasnou interpretaci. V odborné literature je vSak znac¢né kritizo-
vana kvuli jeji citlivosti vici volbé prahového bodu a. Podobné je na tom
i ocekdvané ztrata, ktera ale navic rozliSuje Spatna zatiidéni I. a II. druhu
a prihlizi k apriornim pravdépodobnostem. Ocekavanou ztratu odhadujeme,
stejné jako miru chybovosti, na testovacim vzorku.

Castou pouzivanou explorativni technikou pro posouzeni kvality skorin-
gové funkce je Lorenzova kiivka (Hand 1997).

DEFINICE 2.5 Pro danou skdringovou funkci s definujeme Lorenzovu kiivku

jako ndsledugici mnoZinu bodi z R?:
LO(s) = {[G1(a), Ga(a)] € [0.1]% a € [0, 1]},

Pripomenme, ze Gi(a), Go(a) znaci distribuéni funkci ndhodné veli¢iny

s(X) za podminky, ze Y =1 a Y = 2. Pro ilustraci uvddime na obrazku 2.2



2.3. POROVNANI SKORINGOVYCH FUNKCI 11

Almost ideal CDF Almost ideal PDF
(=} - - -
— ] /r o~ [\
—
© | o | .
© o — 0
v i
= < | © —— Y=1 o
» O A Y =2
—_— Co
g S Do
5 - - ,
T o~ a
S ~ - ;
o '
2 || A o o o L e
< T S I E— — i T T T
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0 0.0 0.4 0.8

a s(x)

Obrazek 2.3: Podminéné distribu¢ni funkce G, Gy a hustoty g1, go pro néja-
kou hypotetickou, velice dobrou skoéringovou funkeci.

Lorenzovu kfivku modelu 4.2, ktery popiSeme v podkapitole 4.4. Pro kazdou
rozumnou skoringovou funkei je Gi(a) > Ga(a), a € [0, 1], a proto Lorenzova
kiivka lezi pod diagonélou. Pro idealni klasifika¢ni pravidlo by Lorenzova
kiivka vychazela z poc¢atku po ose = az do bodu [1, 0], odkud by vedla rov-
nob&zné s osou y do bodu [1,1]. Cim vice se viak tato kiivka blizi diagonale,
tim vice se sobé vzajemné podobaji rozdéleni objekt obou tiid. Je ziejmé, ze
jejich rozliseni bude tim snazsi, ¢im méné se jejich podminéné hustoty budou
prekryvat. To ilustrujeme na obrazku 2.3, kde vidime podminéné distribuc¢ni
funkce G, Gy a hustoty g1, g2 pro néjakou hypotetickou skéringovou funkei,
kterd by umoznila velice dobfte rozlisit objekty tiidy 1 a 2. Piimé srovnéani
hustot byva oviem zavadéjici, nebot g; a go vétsSinou mivaji rizné nosice.

Na obréazku 2.3 vpravo rovnéz vidime polohu optimélniho prahového bodu
a* pii standardizovanych nékladech. Zvolenim mensiho prahového bodu a
bude klesat pocet chybnych pfifazeni I. druhu, ale poroste pocet chybnych
prifazeni II. druhu. Naopak vétsi hodnota a povede k néartstu Spatné zara-
zenych objektt I. druhu a poklesu Spatné zarazenych objektu II. druhu.

Uvedme nyni nékteré miry podobnosti, které tizce souviseji s Lorenzovou
kiivkou (Hand 1997).

DEFINICE 2.6 Necht G1, Gy jsou spojité distribucni funkce z definice 2.4,
pak definujeme ndsledugjici charakteristiky kvality skoringovych funkci:
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Supremdlni kritérium SC(s)= sup,e(o 1) |G1(a) — Ga(a)

Giniho koeficient GO(s)=2 [i |G1(a) — Ga(a)|dG (a)

c statistika c(s) = Pls(Xg,) < s(Xp,)|Yk, =1,Yg, = 2],
kde K1, K5 € K.

Tato kritéria jistym zptsobem kvantifikuji podobnost rozdéleni ndhod-
nych veli¢in s(Xg) pro Yx = 1 a Yx = 2. Supremalni koeficient je maximalni
rozdil distribu¢nich funkci G; a G5 ve vertikdlnim sméru, Giniho koeficient
predstavuje dvojnasobek plochy mezi distribuénimi funkcemi G, a G5 vzhle-
dem k mife G1. A kone¢né c statistika je pravdépodobnost, ze objekt tiidy 1
bude mit nizsi skére nez objekt tiidy 2. Pii hledani optimalniho klasifika¢niho
pravidla tudiz vSechny tii statistiky maximalizujeme. Také si vSimnéme, Ze
tyto charakteristiky jsou invariantni vidci spojitym monoténnim transforma-
cim skoringové funkcee.

Ruzné vztahy vazajici se k Lorenzové kiivce, Giniho koeficientu a c-

statistice shrnuje néasledujici véta.

VETA 2.4 Necht jsou distribucni funkce Gy, Gy spojité a Gi(a) > Gala)
pro kazdé a € [0,1]. Pak plati:

1
(@) GO =2 [ [Gia) - Gala) dCa(o
0
(11) GC' = 2 plocha mezi LC a diagondlou jednotkového ctverce,
1
(1ii) c¢= 5(1 + GO). (2.7)

DUKAZ Viz Hand (1997).

Z této véty mimo jiné plyne, ze GC € [0,1], ¢ € [%, 1], a z definice 2.6
vyplyva: SC' € [0,1]. Na zavér jesté uvedme, Ze stfedni ¢tvercova chyba
E[Y — s(X)]? se pro porovnavani kvality skéringovych funkei nepouzivé, ne-
bot neni invariantni vi¢i monoténim transformacim funkce s (a z hlediska
kreditniho skorovéani je jakdkoliv skoringova funkce stejné dobré jako napft.

jeji odmocnina).



Kapitola 3
Popis dat

V této kapitole se budeme zabyvat strukturou zkoumanych dat. Jelikoz se
jedna o témeér neupravena realnd data, budeme se muset vypotradat s celou
fadou problémiu spadajicich do ruznych statistickych disciplin. Nejprve popi-
Seme origindlni soubor a zptsob jeho ofiznuti véetné rozdéleni na vyvojovy a
testovaci vzorek. Blize se podivame na jednotlivé proménné, jejich strukturu

a rozdéleni v zavislosti na hodnoté vysvétlované proménné.

3.1 Puvodni datovy soubor

Originalni data pochazeji z jisté francouzské finanéni spole¢nosti a predsta-
vuji zaznamy o klientech a jejich platebni moralce (samotny datovy soubor
viak prameni z databaze MD*BASE!), a proto mtZeme predpokladat, Ze
jednotliva pozorovani jsou na sobé nezavisla. Z nam dostupného komentére
pouze vime, ze mame k dispozici osm spojitych a patnéact diskrétnich ne-
zavisle proménnych veli¢in. Zavisle proménna nabyva hodnoty 0 a 1, avsak
zhruba u ¢tvrtiny pozorovani byla jeji pravd hodnota zménéna pro ucely
testovani na hodnotu 9. Nasi snahou bude zkonstruovat takové klasifikacni
pravidlo, které co nejlépe rozlisi dvé skupiny pozorovani lisici se hodnotou
zavisle proménné veli¢iny. Pouzivana data jsou ovsem jiz odfiltrované, nebot
¢ast zadateli o uvér byla zamitnuta na zakladé expertniho posudku dané
banky. Z tohoto divodu je nas datovy soubor v jistém smyslu piilis homo-

genni, coz samoziejmé prinasi znacné problémy.

Lhttp: / /www. quantlet.org/mdbase/

13
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Obrazek 3.1: Krabicové diagramy ptuvodnich spojitych veli¢in.

Na rozdil od ptfedchozi kapitoly budeme znacit jednotlivé kategorie jaké-
koliv L-hodnotové diskrétni veli¢iny symboly 0, ..., L — 1. Bohuzel nevime,
jestli se jedna o diskrétni méfitelné, ordinalni ¢i nominalni veli¢iny. Spojité
nahodné veli¢iny byly z obavy o unik citlivych informaci standardizovany.
Kromé toho nam zistal utajen vyznam vSech proménnych, diky ¢emuz jsme
ochuzeni o moznost interpretace vysledného modelu i o vyuziti logickych va-
zeb mezi jednotlivymi proménnymi. Pro zakladni predstavu vSak mizeme
uvést, ze v praxi byvaji zkoumanymi veli¢inami vzdélani, vék, pohlavi, ro-
dinny stav, pocet déti, roéni piijem, historie u¢tt, délka pracovni ¢innosti,

podil rucitele na uvéru, pracovni sektor apod. (Kaiser & Szczesny 2000).
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Proménna Vi Vs V3 Vi Vs Ve V= Vs
Pozorovani ¢ [—3, 3] 60 90 129 107 22 61 16 92
Relativné 0,9% 1,3% 1,9% 1,6% 0,3% 09% 02% 14%

Tabulka 3.1: Pocet pozorovani podezielych svymi odlehlymi hodnotami pro
jednotlivé spojité veli¢iny z celkového poctu 492 odstranénych pozorovani.

Pro jednoduchost zapisu ozna¢me zavisle proménnou nahodnou veli¢inu
Y, spojité veli¢iny Vi, ..., Vg a diskrétni velic¢iny Vj, ..., Vas. Nejprve odstra-
nime vSechna pozorovani s hodnotou Y = 9, nebot jsou pro ucely nasi ana-
Iy¥zy nepouzitelna. Takto ndm z ptivodnich 8830 ztstane jen 6672 pozorovani
a nadale budeme pracovat jiz jen s timto mensim datovym souborem.

Krabicové diagramy jednotlivych spojitych veli¢in jsou zachyceny na ob-
razku 3.1. Vidime, zZe jejich rozdéleni jsou vice ¢i méné Sikma. Néktera po-
zorovani bychom mohli na prvni pohled oznacit za odlehla (maxima u pro-
ménnych Vs ¢ V7), spravné bychom vSak méli provést néjaky formalni test
na odlehla pozorovani. Testy navrzené v knize Ronz (1998), jako je Grubb-
suv, David-Hartley-Pearsontuv ¢ Dixontv test, predpokladaji normalitu, o
niz se v nasem piipadé zjevné opiit nemuzeme. Proto jsme se v této fazi
rozhodli postupovat stejné, jako bylo navrzeno v praci Hérdle a kol. (2001):
offzneme pozorovani, pro néz spojité veli¢iny vyboéi z intervalu [—3, 3]. Takto
ziskana data byla rovnéz pouzita v pracich Miiller & Rénz (1999) ¢ Komo-
rad (2002), coz nam pozdéji umozni srovnat dosazené vysledky. Tabulka 3.1
shrnuje tidaje o poc¢tu odstranénych pozorovani.

Vidime, Ze nejvetsi pocet pozorovani, ktera jsou veétsi nez 3, resp. mensi
nez —3, je u proménné V3 a sice 129, coz predstavuje 1,9% procenta pozoro-
vani z celého datového souboru. Dohromady jsme takto vyloucili 492 (7,4%)
pozorovani. Z toho 421 pozorovani nabylo hodnoty v absolutni hodnoté vétsi
nez tfi u jedné spojité proménné a 71 pozorovani alespoin u dvou proménnych
(tabulka 3.2).

Za zminku stoji fakt, ze u pozorovani ¢islo 8819 — 8830 z originélnich

Nevyhovujicich proménnych 1 2 3 5 Celkem:
Pocet vyfazenych pozorovani 421 59 11 1 | 492 (7,4%)

Tabulka 3.2: VytTazena pozorovani podle poc¢tu nevyhovujicich proménnych.
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dat (kterd odpovidaji poslednim jedenacti pozorovanim naseho souboru o
6672 pozorovanich) nastava zvlasni situace: vzdy alespon pét spojitych velicin
nabyva hodnoty svého minima a pro vSechna tato pozorovani je proménna
V1 = —3, 106 (coz znamena, ze tato pozorovani byla odstranéna). Kromé toho
se jejich identifika¢ni ¢islo 1isi od ostatnich o vice nez milion, takze usuzujeme,
Ze tato pozorovani pochézi ze skupiny klientt se zcela jinou strukturou.

Po odstranéni pozorovani s podezielymi hodnotami spojitych veli¢in nam
tedy pro analyzu zbude 6180 pozorovani a vSechna vyvinuta klasifikaéni pra-
vidla budou fungovat pouze pro pozorovani se spojitymi veli¢inami z rozmezi
[—3, 3]. Pozorovani, ktera tuto podminku nespliuji, by se pak musela fesit
individuédlné na zakladé specialniho expertniho posudku.

Pro ucely nezavislého srovnani riznych modeli rozdélime nasich 6180 po-
zorovani nahodné na dva podsoubory v poméru 2:1. Vyvojovy vzorek V; bude
obsahovat 4135 pozorovani a testovaci vzorek Vs, jich bude mit 2045. Roz-
déleni v tomto poméru se drzi navrhu uvedeného v Breimann a kol. (1984),
nema vsak zadné teoretické opodstatnéni. V nésledujicich tfech podkapito-

lach provedeme blizsi analyzu vyvojového vzorku.

3.2 Nezavisle proménna

K urcéeni vyznamu kédovani této proménné nam dobie poslouzi tabulka cet-
nosti 3.3. Na zakladé téchto udaji usuzujeme, Ze kategorie Y = 0 ozna-

¢uje klienty, ktefi neméli problémy se splacenim poskytnutého uvéru. Naproti

Kategorie Cetnost  Relativné
0 3888 94,0%
1 247 6,0%

Tabulka 3.3: Cetnosti nezévisle proménné veli¢iny Y.

tomu do kategorie Y = 1 byli pravdépodobné zarazeni ti klienti, ktefi upadli
v platebni neschopnost. V tom se nas datovy soubor shoduje s béZznou mirou
nesplécejicich klientt, ktera kolisa mezi jednim az sedmi procenty (Arminger
a kol. 1997). Ze statistického hlediska se v8ak jedna o velkou nevyvazenost,
ktera je pro tento typ tiloh bohuzel charakteristicka, a ktera s sebou prinasi

znacné potize, jak jesté uvidime v nésledujicich kapitoléach.
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3.3 Spojité veli¢iny

Abychom si priblizili strukturu spojitych veli¢in vyvojového vzorku, podi-
vejme se na obrazky B.1 az B.8 v dodatku B. Ty zobrazuji krabicové dia-
gramy, jadrové odhady hustoty pro spolehlivé a nespolehlivé klienty a pri-
slusné normalni diagramy. V tabulce pod kazdym z obrazku jsou uvedeny
odpovidajici hodnoty extrémii, kvartili, medianu a smérodatné odchylky pro
populaci dobrych a Spatnych klienti. Srovnani rozdéleni téchto populaci mu-
zeme vidét v hornich dvou grafech. Levy krabicovy diagram odpovida spoleh-
livym klientam (Y = 0), pravy pak zobrazuje klienty nespolehlivé (Y = 1).
Jestli se tyto skupiny lisi ve stfedni hodnoté, otestujeme formélné pomoci
Wilcoxonova testu. Pro kazdou ndhodnou veli¢inu testujeme hypotézu rov-
nosti stfednich hodnot skupiny spolehlivych a nespolehlivych klienttii proti
oboustranné alternativé. Vysledky shrnuje tabulka 3.4. Dvé skupiny klienti
se na pétiprocentni hladiné lis{ v proménnych Vi, Vo, V7 a V5. VySe zminéné
obrazky tyto vysledky ilustruji, nicméné z krabicovych diagrami na obraz-
cich B.7 a B.8 nepozname nic, nebot rozdéleni veli¢in V7 a Vg je prilis sikmé.
Pri pohledu na obrazek B.5 si vSimneme, zZe veli¢ina V; je diskrétni a nabyva
pouze péti riznych hodnot. Pfi sbéru dat ziejmé doslo k omylu a tato ve-
licina byla nejspise chybné oznacena za spojitou. V nasi praci s ni budeme
zachazet jako s diskrétni veli¢inou a jakou takovou ji budeme znacit Vo, (jeji
kategorie postupné oznacime 0, . .., 4). Pfi blizSim ohledéani zjistime, Ze i pro-
ménné Vz a Vg maji jisté naznaky vyskytu bodu nespojitosti. Tento dojem je
jesté umocnén pii pohledu na parovy diagram (scatterplot) na obrazku 3.2,
kde je zachycen vliv dvojic spojitych veli¢in na hodnotu zavisle proménné.
Sediva kolecka oznacuji pozorovani s hodnotou Y = 0, ¢erné kiizky prislu-
Seji pozorovanim, kde Y = 1. PovSimnéme si, Ze Y je rovno jedné spiSe u
pozorovani s nizs§imi hodnotami veli¢in V7 a Vg, coz by mohlo indikovat vétsi
vyznam téchto proménnych pro nasi analyzu. Jadrové odhady hustot f, pro

spolehlivé klienty (Sedivé) a f; pro klienty nespolehlivé (¢erné) na obrazcich

Proménna 1% Vo V3 Vi Vs Vs \ %4 Vs
Statistika x10% 441,2 548,9 508,5 458,0 465,3 501,1 5657 530,3
P-hodnota 0,032 0,000 0,118 0,220 0,345 0,248 0,000 0,000

Tabulka 3.4: Testové statistiky a p-hodnoty pro Wilcoxontv test.
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Obrazek 3.2: Parovy diagram spojitych velic¢in.

v dodatku ndm davaji tusit, Ze nebude snadné tyto dvé skupiny od sebe od-
délit, nebot jednorozmérna rozdéleni spojitych veli¢in V7, ..., Vi si jsou velice
podobné.

Normalni diagramy nenaznacuji shodu s normalnim rozdélenim, coz for-
malné otestujeme pomoci Shapiro-Wilkova testu. Ten vSak zamita nulovou
hypotézu na 5% hladiné pro spolehlivé i nespolehlivé klienty u vSech spoji-
tych veli¢in. Protoze jadrovy odhad hustoty svym tvarem pfipominé spiSe
logaritmicko-norméalni rozdéleni (zejména u veli¢iny V), zkusime tuto hy-
potézu otestovat a pouzijeme Kolmogorov-Smirnoviiv test. Shodnost s log-

normélnim rozdélenim ale nenf na 5% hladiné pritkazna pro zadnou z veli¢in.
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Pro tdplnost dodejme, ze spojité veliciny nevykazuji vyraznéjsi znamky
korelovanosti. Nejextrémnéjsi hodnota korela¢niho koeficientu je 0,43 mezi

veli¢inami V; a V5. (cela korela¢ni matice je uvedena v tabulce B.1 v dodatku).

3.4 Diskrétni velic¢iny

Jelikoz nezname typ jednotlivych diskrétnich veli¢in, budeme se vSemi for-
mélné zachazet jako s nominalnimi velicinami. Tim se nedopustime zadné
chyby, nase vysledky ovsem mohou byt slabsi v pripadé, ze néktera z veli¢in
je ordinélni ¢i dokonce méritelna. Prehled absolutnich a relativnich cetnosti
jednotlivych kategorii pro veli¢iny Vo—V54 je uveden v tabulkach C.1, C.2 a
C.3 v dodatku. Tamtéz jsou na obrazcich C.1, C.2 a C.3 zachyceny sloupcové
diagramy téchto proménnych. PovSimnéme si, Ze struktura klientd s dobrou
platebni morédlkou (Y = 0) a klientu v platebni neschopnosti (Y = 1) se
nijak zvlast nelisi, presto se ndm muze zdat, Ze nékteré kategorie by mohly
mit vétsi vliv. Mizeme kupiikladu nabyt dojmu, Ze ma-li néjaké pozorovani
hodnotu proménné Vig = 1, bude se spiSe jednat o klienta v platebni ne-
schopnosti. Obdobny vliv by mohly mit i kategorie 7 veli¢iny Vs, ¢i kategorie
2 a 8 proménné Vos.

Abychom vidéli pfesny vliv jednotlivych kategorii na hodnotu nezévisle
proménné, spo¢teme pravdépodobnosti, Ze se jedna o nespolehlivého klienta
za podminky, Ze 1—t4 proménné nabyva kategorie k, tj. podminéné pravdeé-
podobnosti P(Y = 1|V, = k). K vypoé¢tu vyuzijeme Bayesovu vétu. Vysledky
jsou uvedeny v tabulce 3.5, kde vidime, Ze nasi pozornosti unikla kategorie 4
u proménné Vo, ktera ma markantni vliv na nasi analyzu: klient s hodnotou
veli¢iny Vo9 = 4 bude s pravdépodobnosti 23,3% nespolehlivy. MuZeme ¢e-
kat, Ze ¢im vzdélenéjsi je podminéna pravdépodobnost P(Y = 1|V; = k) od
hodnoty nepodminéné pravdépodobnosti P(Y = 1) = 6% (viz tabulka 3.3),
tim je pro nas kategorie k veli¢iny V; (a tim i cel& veli¢ina) vyznamnéjsi.

3.5 Ztratova funkce a vyvazenost dat

Ztratovou funkci jsme zavedli na zakladé nasledujici uvahy: v poloviné de-

vadesatych let, tedy v dobé, ze které pochazeji nase data, se trokova mira
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Vi k| %|vi k| 9| v k| % vi k| %
Vor 0] 831 Var: 0] 56 2] 4,0 71 09
1| 51 1| 54 3] 78 8| 10,5

Vio: 0] 13,4 2] 52 41233 9| 53
1| 44 3] 6,7 50 41 |[Vag: 0] 7.2

Vi: 0] 69 Vis: 0] 41 var: 0] 41 1| 54
1| 58 1| 70 1| 39 2] 33

Vis: 0| 55 2] 52 2| 4,7 3] 56
1| 6,7 31 95 31104 4] 4,0

Vis: 0| 88 4] 75 4] 69 51 4,8
1| 58 51 61 5| 53 6| 7.8

Vi: 0] 58| Vig: 0 46 6| 7.6 71 6.2
1106 1| 84 Vao: 0] 42 8| 98

Vis: 0] 4,1 21 59 1| 38 9] 15
1| 49 3] 86 21 79 10| 75

21 69 4| 47 31 30| Varr 0] 5,7

Vig: 0] 59 5] 58 4] 76 1| 68
1| 75| Vap: 0] 10,7 5| 54 2| 4,8

2 49 1| 75 6| 96 3] 81

4] 95

Tabulka 3.5: Podminéné pravdépodobnosti P(Y = 1]V; = k).

spotiebitelskych véri? pohybovala mezi 16 a 17%. V piipadé, ze akcep-
tovany klient upadne v platebni neschopnost, utrpi véritel ztratu, ktera se
rovné priblizné Sestinasobku toho, co by vydélal, kdyby klient svij zavazek
splatil (100/16 = 6, tato tvaha vSak nebere v potaz ¢asovou cenu penéz).
V pripadé zamitnuti spolehlivého klienta utrpi banka ztratu rovnou tomu,
co by vydélala pfi jeho akceptaci. Zamitnutim nespolehlivého klienta neutrpi
banka zadnou ztratu, ani nic nevydéla. Proto volime ztratovou funkci, ktera

se da zapsat do nésledujici matice:

oI LD I B I (3.1)
Col1 C2)2 10

Snadno spocitame, ze podminka 2.5 z dusledku 2.1 bude v takovém pripadé

splnéna.

2www.banque-france.fr/gb /stat
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V nasledujicich kapitolach uvidime, ze nasSe klasifika¢ni pravidla chybné
zatazuji az prilis velké procento nespolehlivych klientt. Jeden z moznych di-
vodi je skutec¢nost, Ze ve vyvojovém vzorku jsou tito klienti zastoupeni ve ve-
lice malém poctu. Bohuzel nepomohlo ani zavedeni vah. Napft. jejich pouzitim
u klasifikac¢nich stromt se bud rapidné snizoval poc¢et uzli stromu, aZ viechna
pozorovani skoncila v kofeni, nebo bylo naopak dosazeno maximalni povolené
hloubky stromu (32) a vypocetni software skoncil chybou. Metoda nejblizsich
sousedt (procedura knn z baliku class) pouziti vah dokonce viibec neumoz-
nuje. Proto jsme se pokusili pfekonat problém nevyvazenosti dat a malého
zastoupeni objektu tfidy 1 vytvorenim nahradniho vyvojového vzorku. Do
néj jsme zafadili vSechny nespolehlivé klienty z Vi, tj. 247 pozorovani, a
k nim nahodné vybrali nejprve 988 a posléze 494 spolehlivych klientt. Tim
jsme ziskali vyvojovy vzorek, kde byl pomér Spatnych viuci dobrym klienttim
1:4, resp. 1:2. Dobrovolné jsme se tak vzdali zna¢ného mnozstvi informaci o
spolehlivych klientech. Cena za vétsi vyvazenost dat byla vSak prilis vysoka.
Dosahli jsme sice nizsiho poc¢tu chybné oznacenych klientd I. druhu, znacné
se ale zvysil pocet chybné oznac¢enych klienti II. druhu, diky ¢emuz se oc¢eka-
vana ztrata témer nezménila. Giniho koeficient a supremélni kritérium byly
dokonce nepatrné nizsi. Proto jsme nakonec ztistali u ptivodniho vyvojového
vzorku, ktery zachovava realny pomér spolehlivych a nespolehlivych klientii.
Miuzeme vsak tvrdit, ze t¥idy spolehlivych a nespolehlivych klientti se zna¢né
prolinaji a nejsou nami pouzivanymi vysvétlujicimi proménnymi dostatecné

dobre rozlisitelné.

3.6 Doplnujici poznamky

V praktickém kreditnim skorovani se vedle oklasifikovani jednotlivych sub-
jektlu urcuje explicitné i pravdépodobnost, ze dany subjekt patii do tiidy 1,
tj. Ze se jedné o Spatného klienta (tzv. pravdépodobnost defaultu). Z podstaty
problému zndme hodnotu zavisle proménné Y pouze u téch klientt, jejichz
zadost o uvér byla akceptovana. U zamitnutych klientt tato informace pfi-
rozené chybi. Jelikoz zadosti nejsou zamitany nahodné, je zfejmé, ze odhad
pravdépodobnosti defaultu zalozeny pouze na datech akceptovanych zadosti,
nebude nestranny. Odhad pravdépodobnosti defaultu na zakladé zamitnu-
tych dat se v odborné literatuie oznacuje jako reject inference.






Kapitola 4

Zobecnény linearni model

V této kapitole nejprve stru¢né shrneme zaklady teorie zobecnénych linear-
nich modeli, abychom si vytvorili vhodné prostiedi pro vyuziti jedné z nej-
Castéji pouzivanych metod pro kreditni skérovani — logistického regresniho
modelu. Nasledujici dvé podkapitoly prinasi pouze zékladni prehled zobecné-
nych linedrnich modelu a logistické regrese. Vychazeji z poznatk uvedenych
v knihach Zvéara (2003) a Hérdle a kol. (2000), kde je mozné nalézt podrob-
néjsi vysvétleni, ptipadné odkaz na dalsi literaturu. V dalsich podkapitolach
odhadneme model obsahujici v§echny proménné bez interakei, vybereme jed-
nodussi podmodel, podivame se na modely s interakcemi a pouzijeme rovnéz
zobecnény aditivni model pro priblizeni tvaru spojitych vysvétlujicich veli-
¢in. Na zavér srovname vhodnost volby jednotlivych modeli na testovacim

vzorku.

4.1 GLM a prehled oznaceni

Mé&jme nahodny vektor Y = (Y1,...,Y,)", X,x, danou matici a 3, B =

(B1,...,53)" neznamé parametry. Piedpokladejme, Ze ndhodné veli¢iny Y7,
..., Y, jsou nezévislé a jejich rozdéleni zavisi prostfednictvim parametri
)

Bo, B na znamych vektorech Xxe = (g1, ..., Tk ), k= 1,...,n. Matice

1 r11 ... T1p

1 o1 ... T9p

(17 XnXT’) =
1 Tnt .- Tpp

23
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mé hodnost d. Pod pojmem zobecnény linedrni model (generalized linear mo-
del — GLM) rozumime takovy model, ve kterém plati:

1. Podminénou stfedni hodnotu veli¢in Y7, ...,Y,, lze zapsat ve tvaru:
E[Yi|xke] = G(Bo + B Xpa)

kde G je znaméa ryze monoténni spojovact funkce' se spojitou druhou

derivaci,

2. Y, méa rozdéleni exponencialniho typu?, tj. jeho hustotu lze zapsat ve

tvaru: 9 b(6,)
Je(Y, Ok, @) = exp {%Z(Tk + (Y, ¢)} ;
kde ¢(y, ¢) nezavisi na parametru 6, a(¢) > 0 a b(f) ma spojitou

druhou derivaci.

Symbolem i, ozna¢ime podminénou stfedni hodnotu E[Yy|xxe], 77 bude znadit
soucet o+ 8" x, takze spojovaci funkce vyjadfuje vzah mezi pa n: g = G(n).
Ke kazdému rozdéleni exponencidlniho typu zévisle proménné existuje jedna
specialni spojovaci funkce, pro kterou plati n = 6 a kterou nazyvame kano-
nicky link. Parametr ¢ vétSinou byva pouze rusivy, parametr 6 oznacujeme
jako kanonicky. Pfedmét naseho zajmu, tedy parametr 3 odhadujeme meto-

dou maximalni vérohodnosti. K FeSeni vérohodnostni rovnice

0B — op

se pouzivaji iterativnimi postupy, napf. Newton-Raphsoniv algoritmus ¢i

=0

Fisheriv skorovy algoritmus. Vysledny odhad B je nestranny a ma asympto-

ticky normalni rozdéleni.

4.2 Logisticka regrese

Ma-li zavisle proménné veli¢ina alternativni rozdéleni a je-li spojovaci funkce

déna vztahem:
T
T exp{fo + B x}
EY|x] =GB+ B x) = 2 (4.1)
1+ exp{fy + B 'x}
INekdy se jako spojovaci funkce oznacuje G~ 1.
2Exponencialniho typu je nap¥. binomické, poissonovo, normélni & gamma rozdéleni.
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hovofime o logistickém regresnim modelu. Funkei n(p) = log ﬁ fikdme lo-
git, tato funkce je kanonickym linkem pro zévisle proménnou s alternativnim
rozdélenim. Pro nula-jednickovou vysvétlovanou veli¢inu se nékdy téz jako
spojovaci funkce pouziva distribuéni funkce standardniho normélniho rozdé-
leni. Takovy model pak nazyvame probitovym.

Maximalni hodnotu logaritmu vérohodnostni funkce v saturovaném mo-
delu budeme znacit symbolem /¢,,,,. Pro bézny model, jehoz odhad parametru
je (ﬁAO, B), definujeme vztahem:

D(ﬁOa B) = 2(€max - 6(607 /6))
takzvanou devianci, ktera se pouziva pro testovani podmodelt. Pro diagnos-
tické ucely se v logistické regresi nejcastéji pouzivaji takzvana deviancni re-
zidua, ktera jsou definovana vztahem:
u® = /=2 (Vilog i+ (1 — Vi) log(1 — ju)) sign(Ve — jur),  (4.2)

kde fi; je odhad pravdépodobnosti py = P[Yy, = 1|xXke] = E[Yi|Xke]-

Harrell (2002) navrhuje pro kvantifikovani kolinearity jednotlivych regre-
sortt (zobecnéného) linedrniho modelu pouzit charakteristiku znamou pod
jménem variance inflation factor (VIF), tedy jakysi faktor navyseni rozptylu.
Ten se pocita ze vztahu VIF; = ﬁ, kde 7’? je Ctverec vybérového ko-
eficientu mnohonasobné korelace mezi j-tym sloupcem matice X a zbylymi
sloupci. Jinymi slovy VIF fik4, kolikrat se zhorsi rozptyl odhadu koeficientu
j-tého regresoru z diavodu jeho korelovanosti s ostatnimi regresory (idealni
by tedy bylo VIF rovné 1).

Pro posouzeni vlivu jednotlivych pozorovani pouzijeme takzvanou Coo-
kovu vzddlenost. Ozna¢me ﬁ(t_) odhad vektoru parametri ve vySe zminéném

modelu, avSak s vynechanim ¢-tého pozorovani, a necht Y(;) znac¢i odhad

Y(t.) =G (Bo(t.) + X Tﬁ(t.)). Cookova vzdalenost je definovana vztahem:

1 < O 2
Do = @HY—Y@.)H :

kde r je pocet sloupci matice X a S? je rezidualni rozptyl.

V naSem oznaceni bude tedy x;, znacit vektor pozorovani k-tého klienta,

ti- Xeo = (Vs Vias Vieos -+ Vioa)y X = (X{as -+, X{135,) | bude matice
dimenze 4135x23aY = (Y1, ..., Yuss)' bude vektor napozorvanych hodnot
zavisle proménné. Dale B = (B1,..., 54,56, ...,024)" je vektor neznamych

parametri a (3 je neznama regresni konstanta.
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Velicina D.F. Dev. AIC

Vio 1 1802,6 1806,6
Vao 5 18064 18184
Vao 9 18268 18468
Vos 10 18334 18554
Vou 6  1843,0 1857,0
Vs 1 1851,2 18552

cvv e

macniho kritéria pii jednoduché regresi. Druhy sloupec udava pocet stupnii

volnosti.

4.3 VSechny proménné bez interakci

Na tvod ukédzeme vysledky jednoduché regrese. Tabulka 4.1 shrnuje veli¢iny,
jejichz deviance a Akaikeho informacnt kritérium (AIC)3 doséhly nejnizsich
hodnot. Tato tabulka nefiké vlastné nic zasadniho, hodnoty Akaikeho kritéria
si ale, Ze ¢elni mista obsadily samé diskrétni veli¢iny (az V7 je spojitd).

Pro model obsahujici vSechny proménné (bez interakei) uvadime v ta-
bulce 4.2 odhady koeficientii, jejich standardni chyby a hladiny spolehlivosti.
Na tento model budeme v dalsim odkazovat jako na model 4.1. Jedna hvéz-
dicka zna¢i koeficienty signifikantni na 5% hlading, dvé hvézdicky na 1% a
tii hvézdicky jsou signifikantni na 0,1% hladiné. Pro diskrétni veli¢iny je jako
referencni kategorie vzata prvni kategorie (s hodnotou 0), takZze napt. V53
znadi ¢tvrtou kategorii (s hodnotou 3) proménné Vag. Rezidualni deviance to-
hoto modelu je rovna 1560,3 na 4070 stupnich volnosti, Akaikeho informadcni
kritérium (AIC) nabyvéa hodnoty 1690. Z tabulky vycteme, Ze koeficienty jsou
pouze u 14 proménnych (kazdou indikatorovou veli¢inu poc¢itame zvlast) sig-
nifikantné odlisné od nuly na 5% hladiné. Pro vybér vhodného podmodelu
pouzijeme krokovou regresi, kterou popiseme v nasledujici podkapitole.

Obréazek 4.1 vlevo zobrazuje rezidua proti logitum, tj. proti hodnotam
G_l(f/) = log ﬁ, kde G je spojovaci funkce ze vztahu 4.1. Vpravo pak vi-
dime rezidua jednotlivych pozorovani. V obou ptipadech se jedna o devian¢ni
rezidua definovana vztahem 4.2. Sedivé rezidua odpovidaji spolehlivym kli-

3AIC = D(b) + 2(podet parametrii)
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B Std.Er. p ¢} Std.Er. P
Iept  —2,511 0,730  0,001*** || Vo3 —0,281 0,285 0,323
4 0,204 0,129 0,115 Voo 1,082 0,385 0,005%*
Vs —0,326 0,101  0,001%** Voob —1,012 0,176  0,000%**
Vs —0,058 0,106 0,582 Voil 0,052 0,334 0,877
Vi 0,038 0,100 0,705 Vo12 0,150 0,272 0,581
Ve 0,042 0,182 0,817 Vo13 0,842 0,257 0,001%**
Ve —0,801 0,223 0,000%** || V4 0,392 0,238 0,099
Vs —0912 0,409 0,026* Vo15 0,338 0,293 0,249
Vol —0,311 0,176 0,077 V16 0,646 0,313 0,039%
Viol —0,954 0,155 0,000%** || Vol  —0,224 0,408 0,582
Vi1l 0,019 0,212 0,930 Vo992 0,493 0,318 0,121
Vial 0,237 0,166 0,152 V993 —0,411 0,541 0,447
Visl —0,494 0,274 0,072 Vood 0,522 0,419 0,213
Vgl 0,767 0,301 0,011* Vo995 —0,090 0,456 0,844
Vi1 —0,110 0,438 0,802 Vo996 0,712 0,426 0,095
Vi52 0,248 0,229 0,279 Vool —1,453 0,732 0,047*
Vigl 0,016 0,218 0,940 V8 0,652 0,553 0,238
Vig2 —0,287 0,241 0,235 V229 0,119 0,356 0,739
Vizl  —0,020 0,362 0,957 Vosl — —0,347 0,377 0,357
Viz2 —0,244 0,282 0,386 Vo32  —0,631 0,342 0,065
Viz3 0,089 0,18 0,633 Vo33 —0,035 0,409 0,931
Vigl 0,372 0,239 0,119 Vozd  —0,501 0,437 0,252
Vig2 0,363 0,291 0,212 Vosh  —0,512 0,585 0,382
V183 0,725 0,318 0,023* Vo36 —0,071 0,349 0,839
Vig4d 0,342 0,437 0,433 Vos7 —0,195 0,338 0,564
Vi8d 0,909 0,281 0,001** Vo38 0,201 0,296 0,495
Vigl 0,537 0,310 0,083 V539 —1,542 1,036 0,137
Vig2 0,023 0,309 0,941 Vo310 0,139 0,322 0,666
V193 0,564 0,363 0,120 Voul 0,305 0,225 0,176
Vigd —0,132 0,311 0,671 Vou2 0,001 0,265 0,998
Vigh 0,244 0,319 0,445 Voa3 0,566 0,295 0,055
Vool —0,370 0,284 0,193 Voud 0,540 0,513 0,293
Va2 —0,892 0,318 0,005%*

Tabulka 4.2: Odhady koeficientt, jejich standardni chyby a hladiny spoleh-

livosti proménnych modelu 4.1. Icpt znac¢i absolutni ¢len.
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Residuals vs. Logits Residuals vs. Indices
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Obréazek 4.1: Struktura rezidui modelu 4.1.

entiim, ¢erné pak nespolehlivym klientim. Diky nevyvazenosti dat je model
priléhavéjsi pozorovanim, ktera odpovidaji spolehlivym klientiim. Rezidua
ufev téch pozorovani, kde Y; = 1 jsou aZ nékolikandsobné vétsi nez rezidua
pro Y, = 0.

4.4 Krokova regrese bez interakci

Nyni se jesté jednou podivame na model bez pritomnosti vzajemnych inter-
akci mezi vysvétlujicimi proménnymi a pokusime se jej zjednodusit. K nale-
zeni vhodného modelu pouzijeme obousmérnou krokovou regresi s vyuzitim
Akaikeho informaé¢niho kritéria. Ve vysledném modelu je navrzeno ponechat
proménné Vi, Vo, Vo — Vig, Vis — Vi a Vig — Voo, Rezidualni deviance tohoto
modelu doséhla hodnoty 1587,2 se 4093 stupni volnosti, AIC je rovno 1671,2.

Maximalni hodnota VIF tohoto modelu je 4,53 (u koeficientu V5,2), coz
ale nepovazujeme za extrémné vysoké ¢islo, a veli¢inu Vs v analyze pone-
chéame.

Odstranili jsme 6 pozorovani s nejvétsi hodnotou Cookovy vzdélenosti, a
ziskali tak model s devianci 1522,0 na 4087 stupnich volnosti a AIC rovnym
1606. Odhady parametri pro tento vysledny model, ktery budeme dale znacit
4.2, jejich standardni chyby a hladiny spolehlivosti jsou uvedeny v tabulce 4.3.

Obrézek 4.2 ukazuje deviané¢ni rezidua proti logitim a rezidua jednotli-

vych pozorovani. VSimnéme si, Ze oproti modelu 4.1 se zde oddélila skupina
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Residuals vs. Logits Residuals vs. Indices
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Obrézek 4.2: Struktura rezidui modelu 4.2.
,@ Std.Er. ) ,@ Std.Er. p
Iept —3,071 0,616 0,000%** || V195 0,347 0,324 0,284
1 0,219 0,120 0,067. Vool —0,380 0,282 0,178
Vs —0,390 0,101  0,000%** || V592 —0,981 0,321  0,002**
% —1,019 0,236 0,000%** || V593 —0,387 0,288 0,179
Vs —1,789 0,630 0,005** Vao4d 1,113 0,383  0,004**
Vol  —0,375 0,176  0,033* Vagb  —1,022 0,175 0,000***
Viel —1,034 0,155 0,000*** || V511  —0,016 0,341 0,962
V121 0,284 0,165 0,085. Vo12 0,024 0,277 0,931
V131 —0,480 0,278 0,085. Vo13 0,853 0,256  0,001***
V141 0,736 0,299 0,014* Va14 0,359 0,237 0,130
Vis1 0,279 0,349 0,424 V215 0,329 0,292 0,260
V152 0,617 0,177  0,001*** || V516 0,623 0,312 0,046*
Vigl 0,350 0,239 0,142 Vool  —0,033 0,394 0,932
V182 0,256 0,277 0,355 Vo2 0,617 0,305 0,043*
V183 0,555 0,312 0,075. Vo3 —0,435 0,558 0,435
Vigd 0,334 0,426 0,433 Vood 0,689 0,409 0,092.
V185 0,652 0,241 0,007** V925 0,112 0,422 0,790
V19l 0,647 0,314 0,039* V9006 0,902 0,408 0,027*
Vig2 0,224 0,308 0,467 Voot —1,507 0,397 0,097
V193 0,680 0,367 0,064. V228 0,501 0,540 0,354
Vied —0,054 0,314 0,863 V229 0,306 0,341 0,368

Tabulka 4.3: Odhady koeficientti, jejich standardni chyby a hladiny spoleh-
livosti proménnych modelu 4.2. Icpt znac¢i absolutni ¢len.
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Obréazek 4.3: Struktura rezidui modelu 4.3.

spolehlivych klienti majicich hodnoty logiti v intervalu [—25; —15]. Jedna
se o pozorovani, u kterych je Y velmi blizké nule.

4.5 Model s interakcemi

Nyni budeme uvazovat i tu moznost, ze mezi jednotlivymi vysvétlujicimi
proménnymi mohou nastat interakce (pouze do druhého Fadu). Vzhledem
k rozsahlosti datového souboru a velkému poctu vysvétlujicich proménnych
neni mozné vyhodnotit model obsahujici vSechny interakce. K nalezeni vhod-
ného modelu nejprve vySetiime nékolik modelii obsahujicich rizné interakee.
V kazdém z nich provedeme sestupny vybér na pfitomné proménné, jejich
druhé mocniny a interakce, abychom do zavéreéného modelu zahrnuli ty pro-
ménné a interakce, které byly obsazeny alespon v jednom z doporucenych
modelt. Druhy, alternativni postup je popsan v podkapitole 4.6, kde pouzi-
jeme zobecnény aditivni model.

V prvnim kroku jsme tedy odhadli celkem 31 modeli tak, aby se kazda
z moznych interakci a druhych mocnin vyskytla pravé v jednom z nich. Tyto
modely navrhly pouZzit nékterou z téchto proménnych: Vz, Voo, VixVy, VoxVig,
Vs x Vig a Vi1 % Vi, kde posledni zapis zna¢i proménnou Vii, Voo a jejich
vzajemnou interakei (kterou téz budeme znacit Vi : Vag). Z ditvodu vysokych
hodnot VIF (10,09 az 36,50) jsme vypustili interakce V8:V10 a V11:V20. Po
vypusténi Sesti pozorovani s nejvétsi hodnotou Cookovy vzdélenosti ziskdme
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B Std.Er. ) B Std.Er. p
Iept  —1,799 0,399  0,000%** || V505 —0,925 0,172 0,000%**
Vi —0,046 0,147 0,755 Vol —0,286 0,390 0,464
Va —0,236 0,120 0,048* V22 0,399 0,302 0,186
Vz —0,951 0,227 0,000%** || V593 —0,784 0,549 0,154
Vs —1,868 0,629 0,003** Vaod 0,396 0,408 0,331
Vol  —0,375 0,172 0,029* Va2h —0,314 0,410 0,444
Viel —1,057 0,152 0,000%** || V596 0,615 0,398 0,122
Vil —0,046 0,205 0,824 Vo7 —1,556 0,401 0,097
Vial 0,151 0,187 0,419 V08 0,275 0,538 0,609
Vaol —0,241 0,275 0,381 V229 —0,044 0,334 0,894
Vo2 —1,039 0,315  0,001*** || V7 : Vol 0,321 0,164 0,050*
Va3  —0,407 0,284 0,152 Vo : Vgl —0,630 0,211  0,003**
Vaod 1,245 0,376 0,001***

Tabulka 4.4: Odhady koeficientt, jejich standardni chyby a hladiny spoleh-
livosti proménnych modelu 4.3. Icpt znac¢i absolutni ¢len.

model, ke kterému budeme odkazovat jako k modelu 4.3, jenz ma devianci
rovnou 1571,4 na 4104 stupnich volnosti a Akaikeho kritérium 1621.

Odhady pro tento model jsou uvedeny v tabulce 4.4. Obréazek 4.3 uka-
zuje opét strukturu rezidui, kterd se vSak prilis nelisi od struktury rezidui
predchoziho modelu 4.2.

4.6 Zobecnény aditivni model

Doposud jsme predpokladali pouze linedrni vztahy mezi vysvétlujicimi ve-
licinami. V této podkapitole se za pouziti zobecnéného aditivniho modelu
(generalized additive model — GAM) pokusime zachytit i p¥ipadné vztahy
nelinearni. Pfedpokladem naseho modelu GAM bude, Ze nezévisle proménna

ve stfedni hodnoté spliuje:

1#5
E[Y‘%,---,%,%,V?,‘/g] :G c+ Z gz(‘/z) )
1e{1,...,8}

kde G je znamé spojovaci funkce ze vztahu 4.1, ¢ je neznama konstanta a g;

jsou neznamé neparametricky odhadované funkce.
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Manual S-PLUS (2001) navrhuje pro odkryti nelinearni struktury spoji-
tych veli¢in pouzit nejprve zobecnény aditivni model a nasledné jeho vysledky
zpétné aplikovat do zobecnéného linearniho modelu. Autofi doporucuji mo-
delovat (pokud je to mozné) spiSe linearnim nezli aditivnim modelem, nebot
druhy jmenovany je komplikovanéjsi a dochazi u néj k vétsim ztratdm v pres-
nosti.

V pouzitém aditivhim modelu jsme vyhlazovali métitelné proménné po-
moci kubického splinu. Vysledky jsou na obrazcich 4.4 a 4.5. Jak muzeme
vidét, kromé proménnych V3 a Vi neni divod predpokladat jiny pribéh nez
linearni. Pro proménnou V3 by byla priléhavéjsi kvadratickd kiivka a pro Vg
taktéz, avsak jen do bodu 1,5, dale jiz miize byt modelovana linearné.

Nyni sestavime zobecnény linedrni model (jedné se spiSe o model semi-

parametricky) obsahujici v8echny proménné, kde V3 a Vi budou vyhlazeny
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Obrézek 4.4: Neparametricky odhadnuté regresni kiivky spojitych veli¢in ze

zobecnéného aditivniho modelu.
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Obrazek 4.5: Neparametricky odhadnuté regresni kiivky spojitych veli¢in ze
zobecnéného aditivniho modelu.

kubickym splinem. Navic pfidame interakce pouzité v modelu 4.3 (tj. V; : Va,
Vo @ Vig, Vg @ Vig a Vi1 : Vig). Tento model nejprve zjednodusime obou-
smérnou krokovou regresi a posléze z duvodu vysokych hodnot VIF (11,06
— 35,29) vypustime interakce Vg : Vip a Vi1 : Vog. Vysledny model obsahuje
proménné Vi, Vo, Vo, ..., Vis, Vis, ..., Voo, interakce Vi : Vo a Vo @ Vig a
spline proménné V3. Pro prili§ velkou Cookovu vzdalenost jesté vypustime
Sest pozorovani a ziskame tak model 4.4, ktery dosahuje rezidualni deviance
rovné 1511,1 se 4082 stupni volnosti a Akaikeho informa¢ni kritérium ma
rovné 1605. Odhady koeficienti tohoto modelu, jejich standardni chyby a
hladiny spolehlivosti jsou uvedeny v tabulce 4.5.

Obrazek 4.6 ukazuje strukturu rezidui, ktera se opét prilis nelisi od rezidui
predeslych dvou modeli.
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B Std.Er. p B Std.Er. p
Iecpt  —3,051 0,652 0,000%** || V195 0,342 0,326 0,295
4 —0,027 0,163 0,867 Vool —0,331 0,282 0,239
Vs —0,189 0,123 0,125 Voo2 —0,993 0,323 0,002**
V3 —2,456 5,506 0,656 Voo3 —0,463 0,295 0,116
V}f 10,634 4,852 0,028%* Voo 1,198 0,388 0,002**
Vz —0,887 0,231  0,000%** || Va5 —1,022 0,176  0,000%**
Vs —1,799 0,630 0,004** Vo11 —0,038 0,342 0,910
Vol  —0,389 0,175 0,026* V12 0,038 0,276 0,891
Viol —1,045 0,155 0,000%** || V53 0,831 0,257 0,001**
Vi1l —0,028 0,210 0,894 Vo4 0,309 0,239 0,195
Visl 0,095 0,185 0,608 Vo15 0,321 0,293 0,273
Visl  —0,474 0,280 0,090. V16 0,662 0,314 0,035*
Vial 0,697 0,301 0,021* Vool 0,057 0,407 0,889
Visl 0,253 0,351 0,471 Vo2 0,713 0,317 0,024*
Vi52 0,635 0,178  0,000%** || Vo3 —0,349 0,570 0,541
Vigl 0,384 0,240 0,110 Vood 0,610 0,417 0,144
Vig2 0,256 0,279 0,359 Vo995 0,193 0,430 0,654
Vi3 0,615 0,309 0,047* V96 1,000 0,418 0,017*
Vig4d 0,287 0,428 0,502 Vool —1,501 0,396 0,097
Vigd 0,639 0,245 0,009** V998 0,474 0,560 0,397
Vigl 0,698 0,314 0,026* V29 0,358 0,354 0,313
Vig2 0,247 0,309 0,425 ViV 0,357 0,164 0,030*
Vig3 0,642 0,369 0,082. Vo:Vip —0,527 0,202 0,009**
Vigd —0,037 0,315 0,906

Tabulka 4.5: Odhady koeficientt, jejich standardni chyby a hladiny spoleh-
livosti proménnych modelu 4.4. Icpt znaci absolutni ¢len.

Model Deviance D.F. AIC tabulka strana
4.1 1560,3 4070 1690 4.2 26
4.2 1522,0 4087 1606 4.3 28
4.3 15714 4104 1621 4.4 31
4.4 1511,1 4082 1605 4.5 33

Tabulka 4.6: Prehled modelu logistické regrese.
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Obrézek 4.6: Struktura rezidui modelu 4.4.

4.7 Testovaci vzorek

Nyni pouzijeme odhadnuté modely na testovaci vzorek. Dilezitym predpo-
kladem (ktery je vSak diky zpusobu vytvoreni téchto vzorka splnén) je to, ze
data v obou vzorcich jsou nezavisla a podminéné stejné rozdélena.

Tabulka 4.6 shrnuje doposud odhadnuté modely. Z hlediska hodnoty Akai-
keho kritéria jsou nejvhodnéjsimi modely 4.4 a 4.2, pak nésleduje 4.3 a az
daleko za nim zaostdva model 4.1.

Obrazek 4.7 zobrazuje v levém panelu empirické distribu¢ni funkce Go a
G1 modelu 4.2, pravy panel pak zobrazuje jadrové odhady hustot gg, g1 (nor-
malni jadro, $itka okna rovna smérodatné odchylce) téhoz modelu pocitané
na testovacim vzorku. Pro jiné modely se tyto grafy prilis nelisi, a proto je
uvadime az v dodatku D. Distribu¢ni funkce maji o¢ekédvany priubéh, funkce
Go spolehlivych klientu lezi nad funkei @1, nicméné obé si jsou velmi po-
dobné, tudiz plocha mezi témito distribuénimi funkcemi neni piili§ velka a
takovéto klasifika¢ni pravidlo mé do idedlniho jesté daleko.

Z grafu hustot vidime, Ze rozdéleni s(x) pro spolehlivé a nespolehlivé kli-
enty se znacné prekryvaji, tudiz jejich rozliSeni na zakladé skoringové funkce
nebude poradné dost dobife mozné.

Pfipomenme, Ze a znaci prahovy bod takovy, ze je-li s(xx) > a, ozna-
¢ime klienta K za nespolehlivého a v opa¢ném piipadé za spolehlivého. Pro

nalezeni optimélniho a* se pokusime pouzit disledek 2.1. V podkapitole 3.5
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Obrazek 4.7: Empirické distribuéni funkece Go, Gy a odhady hustot gg, g1 pro
model 4.2 (a = 0,194).

jsme Tekli, ze podminka 2.5 je splnéna, zbyva tedy ovérit podminku 2.6.
Prava nerovnost je splnéna (0,36/1,88 = 0,19 < 1), av8ak problém na-
stava se splnénim levé nerovnosti. Ziejmé totiz nenajdeme bod d takovy, ze
go(d)/g1(d) < 0,19, aby soucasné na celém intervalu [c, d] platilo g < g7 < 0.
V nasledujicich kapitolach jesté uvidime, Ze ani u jinych modelt nejsou pred-
poklady nutné pro pouziti naseho disledku 2.1 splnény, a proto si nasi situaci
zjednodusime a zvolime prahovy bod na zakladé nasledujici Gvahy: v pfi-
padé standardizovanych nékladi idedlni skéringova funkce s maximalizuje
c-statistiku, a tudiz vSem dobrym klienttim pfifadi nizsi skére nez klientim
Spatnym. Takze v pripadé standardizovanych nakladi bude optiméalnim pra-
hovym bodem 94% kvantil nahodné veli¢iny s(xr), kde K € V.

Model Suprem. c-stat. Gini L
4.1 0,340 0,725 0,450 —0,566
4.2 0,355 0,731 0,461 —0,585
4.3 0,310 0,707 0,413 —0,557
4.4 0,361 0,716 0,432 —0,573

Tabulka 4.7: Srovnani modeltt pomoci supremalniho kritéria, ¢ statistiky,

Giniho koeficientu a o¢ekavané ztraty.
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Y % J%Qﬁgﬁ\e’ « e\\&eﬂﬁ\ Y % J%Qr&@\e « e\\&eﬂﬁ\

0 1823 97 5,06% 194 0 1834 86 4,48% 180

1 97 28 77,60% | (9,49%) 1 94 31 75,20% | (8,80%)
Tab. 4.8a: Model 4.1 Tab. 4.8b: Model 4.2

' 0 : o | " 0 - o |

0 1823 97 5,06% 197 0 1830 90 4,69% 187

1 100 25 80,00% | (9,63%) 1 97 28 77,60% | (9,14%)
Tab. 4.8c: Model 4.3 Tab. 4.8d: Model 4.4

Tabulka 4.8: Pozorované vs. predpovézené hodnoty s pfislusnymi mirami
chybovosti.

Charakteristiky kvality klasifika¢nich pravidel jsou uvedeny v tabulce 4.7.
Podle Giniho koeficientu se na druhém misté prekvapivé umistil model 4.1,
ktery byl z hlediska Akaikeho kritéria nejhorsi. Model 4.3 vSak potvrdil, ze
pro klasifikaci neni pfili§ vhodny. To vidime i z tabulky 4.8, ve které je za-
chycena celkova mira chybovosti a jeji rozliseni na I. a II. druh pro jednotlivé
modely. Model 4.3 chybné oznacuje 9,63% klient, coZ je nejhorsi vysledek
mezi vS§emi modely. Podobné ma i nejhorsi miru chybovosti I. druhu: rovnych
80% nespolehlivych klienti oznacuje jako spolehlivé. Na druhou stranu jed-
noznacné nejlepsi z hlediska miry chybovosti je model 4.2 s 8,8% nespravné
zatazenych klienti.

7 tabulek chybovosti miizeme pro jednotlivé modely spocitat celkovou

ocekavanou ztratu podle vzorce

L:Zﬂ'i

1 1 A
Py = j] .
=0 j=0
Vysledky jsme rovnéz shrnuli do tabulky 4.7. Nejnizsi o¢ekavané ztraty dosa-
huje opét model 4.2. Jelikoz jeho ztrata ¢ini —0, 585, fikdme, Ze tento model
dosahuje nejvysstho ocekavaného zisku.
Vsimnéme si, ze mira chybné zafazenych nespolehlivych klienttt v mode-
lech 4.1 — 4.4 dosahuje 75,0 — 80,0%, coz jsou velmi vysoké hodnoty, které
by v praxi byly nepfijatelné. Tyto Zzalostné vysledky jsou nejspiSe zpiisobeny

malym zastoupenim pozorovani s hodnotou kategorie Y = 1. Naproti tomu
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Obrazek 4.8: Lorenzova kiivka pro kazdy z modela 4.1 — 4.4.

chyby druhého druhu, tedy bezproblémovi klienti oznaceni za nespolehlivé,
dosahuji velice piiznivych hodnot 4,5 — 5,0%.

Obrazek 4.8 ukazuje na zavér Lorenzovy kiivky modela 4.1 — 4.4. Tyto
krivky si jsou velice podobné a nemizeme fici, ze by jeden model byl vyrazné
lepsi nezli modely jiné. Jako nejhorsi se ale jevi model 4.3, nebot jemu odpovi-
dajici kfivka se nejvice blizi diagonale. To znamena, Ze empirické distribuc¢ni
funkce Gy a Gy si jsou (z téchto &tyi modelit) nejvice podobné.

Podivame-li se na vSechna srovnavaci kritéria, vidime, Ze jako jednoznac¢né
nejhorsi vychéazi model 4.3. Nejlepsi vysledky vykazuje model 4.2. — pouze
supremalni kritérium by uprednostiiovalo spiSe model 4.4. Ten mél také nizsi

hodnoty deviance i Akaikeho kritéria.



Kapitola 5

Klasifika¢ni stromy

V této kapitole se budeme zabyvat technikou binarnich stromu pouzivanych
ke klasifikaci — neparametrickou metodou bézné znadmou pod zkratkou CART,
ktera v sobé skryva oznaceni pro klasifika¢ni a regresni stromy. Zakladnim
principem této metody je rekurzivni déleni prostoru vysvétlujicich promén-
nych do stéle mensich mnozin. Technika klasifika¢nich stromi umoziuje zpra-
covani dat vysoké dimenze, prirozenym zpisobem zachazi s méritelnymi i
kategorickymi proménnymi, je robustni vii¢i odlehlym pozorovanim a nabizi
sofistikovany zpusob feSeni pripadi s chybéjicimi pozorovanimi.

Pro utvoteni zakladni pfedstavy o fungovani této metody vénujeme ce-
lou nésledujici podkapitolu jejimu popisu. Nebudeme vsak zachazet prilis do
detailt, celd metodika je podrobné popsana v monografii Breimann a kol.
(1984), ze které ostatné vychéazi i nas souhrn. V dalsich podkapitolach jiz

pouzijeme klasifika¢ni stromy k feseni nasi tlohy.

5.1 Popis metody

Klasifika¢ni stromy jsou konstruovany postupnym rozkladem vybérového pro-
storu X. Postup procedury si ilustrujeme na malém hypotetickém piikladeé.
Necht je vybérovy prostor X = R?, vysvétlujici proménné oznacme V; a Vs
a necht ve vyvojovém vzorku je ddno 33 pozorovani, ktera patii do jedné ze
tii trid. Tato pozorovani vidime v levé poloviné obrazku 5.1. Tamtéz je jiz
také znazornén rozklad prostoru R?, ktery je vysledkem klasifika¢niho stromu

z pravé poloviny obrazku.

39
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Obrazek 5.1: Hypoteticky ptiklad klasifikacniho stromu.

Cely vybérovy prostor X, kterému pro konzistenci oznaceni pritadime téz
symbol &}, rozdélime na dvé disjunktni podmnoziny X5 a X3, kde Xy = R x
[3,5; 00) a X3 je jeji doplnék v R%. V kazdém dalsim kroku pak podobné roz-
délime nékterou ze znamych mnozin X; na dvé neprazdné disjunktni podmno-
ziny. Mnozinu A5 tak rozdélime na podmnoziny Xy = (—o0;4,5) X [3,5;00)
a X5 = [4,5;00) X [3,5;00), které jiz dale nedélime. Obdobnym zpisobem
pokracujeme s mnozinou A3, kterou nejprve rozdélime na mnoziny Xg, X7, a
druhou jmenovanou posléze jesté rozdélime na mnoziny Xy a Xjy.

Klasifika¢ni stromy jsou vlastné jen schématem znazorhujicim piislusny
rozklad vybérového prostoru. Mnozina & predstavuje kofen stromu. Z ko-
fene odchazi vsechna pozorovani, pro néz je hodnota Vo, > 3,5, do levého
dcetinného uzlu X; a ostatni pozorovani jdou do pravého deefinného uzlu X'.
Kazdy uzel tedy symbolizuje rozdéleni mnoziny, kterou reprezentuje, do dvou
disjunktnich podmnozin podle hodnoty jedné nezavisle proménné. Koncové
uzly, které se jiz dale nedéli, nazveme listy, v grafu u nich udavame ptislusnost
k jedné z danych tiid. VSechny listy jsou po dvou disjunktni a dohromady
tvori rozklad celého prostoru X'. Jedné tiidé pak muze piisluset i vice listii.

V naSem piipadé je:
Al :X4UX8, Ag :XE,UXG, Ag :Xg.

Pri klasifikovani objektu neznamé tiidy prochézime podle pfedepsanych dé-

leni stromem postupné od kotene dolti, az skon¢ime v néjakém listu. Tridu,
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kterd je prifazena tomuto listu, pak prifadime i nové zkoumanému objektu.
P1i pravé popsané konstrukci konkrétniho stromu jsme nezdivodnovali
jednotlivé kroky. Obecné je tieba ke konstrukei jakéhokoliv klasifika¢niho

stromu znéat odpovédi na nasledujici otazky:

1. Jak bude vypadat mnozina vSech moznych déleni?
2. Jak rozdélit ten ktery uzel?

3. Které tridé priradit koncovy list?

4. Kdy skoncit déleni?

Nez pristoupime k jejich zodpovézeni, zavedeme alespon zékladni ozna-
¢eni. Obecny binérni strom budeme znacit symbolem 7', mnozinu vSech jeho
listt pojmenujeme T a libovolny uzel oznacime pismenem ¢. Strom 77, ktery
rozdéluje vybérovy prostor X stejné jako strom 7' a lisi se od ného pouze
tim, Ze kon¢i proces déleni nékterych uzli diive, nazveme jeho podstromem,
piseme 7" < T. Naopak uzel ¢ spole¢né s pravé vSemi svymi nasledovniky
patfici stromu 7' nazveme vétvi T;. Pro kazdy uzel ¢ ozna¢ime symbolem
N(t) pocet pozorovani x z vyvojového vzorku V; takovych, ze x € ¢, dale
N;(t) bude znacit pocet objektt t¥idy j pfitomnych v uzlu ¢. Pocet vSech
objektd t¥idy j ve vyvojovém vzorku oznacime N;. Piipomeifime, Ze m; znaci
apriorni pravdépodobnost piislusnosti do j-té skupiny. Pravdépodobnost, Ze
objekt t¥idy j bude pfitomen v uzlu ¢, znac¢enou p(j,t), budeme odhadovat

ze vztahu

N;(t)
N,

Pravdépodobnost, Ze néjaké pozorovani bude patfit do uzlu ¢, odhadneme

p(j,t) =,

jako
p(0) = > p(.0) .

Podminéna pravdépodobnost, Ze objekt z uzlu ¢ je z j-té tiidy, je pak dana
vztahem

. J
. p(j:t) : .
p(jlt) = ot Y p(ift) =1.
p(t) ‘=
Jestlize pro v8echny apriorni pravdépodobnosti plati 7; = N;/N, pak pod-
minéné pravdépodobnosti p(j|t) predstavuji podil objekti tfidy j v uzlu t:
N;(t)
t)y= -2
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Nyni zavedeme zékladni pojem necistoty stromu, ze které celé konstrukce
klasifika¢nich stromu vychézi.

DEFINICE 5.1

1. Mirou! necistoty budeme rozumét jakoukoliv nezdpornou funci ¢ defi-
novanou na mnoziné vsech usporddanych J-tic (p1,...,ps) spliiugicich

p;>0a) b =1 kterd vyhovuje ndsledujicim predpokladim:

(a) ¢ je symetrickd funkce, tj. ¢(p1,...,p5) = GPiys---+Di,), kde

(i1,...,17) je libovolnd permutace mnoziny {1,...,J} ,
o : . ‘(1 1
(b) ¢ dosahuje svého mazima prdvé v bodé (3,...,5) ,
(c) (1,0,...,0) = $(0,1,0,...,0) = - = $(0,...,0,1) =0 a ¢ >0
Jinde.

2. Necistota uzlu t je funkce i(t) = ¢(p(1|t),...,p(J|t)) pro néjakou danou
miru necistoty ¢.

3. Necistotu stromu T definujeme vztahem

T) =) itp(t) =Y i) Y plj1) .

teT teT j=1

Necistota stromu je tedy stfedni hodnotou necistoty koncovych listu. Ac-
koliv je funkce necistoty zakladnim stavebnim kamenem pro konstrukei klasi-
fika¢nich stromt, neni jeji volba pro kvalitu vysledného klasifika¢niho pravi-
dla klicova (Breimann a kol. 1984). Casto pouzivanymi funkcemi nedistoty je

entropie, deviance ¢i Giniho index rtiznorodosti, ktery je definovan vztahem:

J
i(t) = > _p(loplt) = 1= p*(lt) . (5.1)

i#i i=1
Miizeme jej interpretovat nasledujicim zptisobem: vybereme-li nahodné né-
jaky prvek z uzlu ¢, bude s pravdépodobnosti p(i|t) nalezet do tiidy i. Pravdeé-
podobnost, Ze se ale ve skute¢nosti jedna o prvek tfidy 7, éini p(j|t). Celkovy
odhad pravdépodobnosti $patného zatiidéni pak bude pravé Giniho index

> p(ilt)p(ile).
J#i

!Slovo mira v tomto kontextu neni exaktn& definovanym matematickym pojmem.
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5.1.1 Mnozina moZnych déleni

Mnozinu v8ech moznych déleni ozna¢ime symbolem D, jeji prvky budeme
znait D. Necht je dana néjakd podmnozina vybérového prostoru (tj. né-
jaky uzel) &, kterou chceme rozdélit na dvé podmnoziny X, a &, podle
néjaké ndhodné veli¢iny V;. Pokud bude tato veli¢ina méritelna, majici hod-
noty v intervalu [a;, b;), kde —oco < a; < b; < oo, pak bude mnozina X,
tvofena pozorovanimi, pro néz je V; € [a;, ¢;), a mnozina X, bude tvofena
zase témi pozorovanimi, kde V; € [¢;, b;], pro néjaké ¢;. Bude-li veli¢ina V;
kategorické, majici [ kategorii, které si oznac¢ime pro jednoduchost symboly
1,2,...,1, pak n¢jaka jeji neprazdna podmnozina a jeji doplnék budou tvorit
mnoziny moznych hodnot veli¢iny V; pro pozorovani z X,,,, resp. z X,,,. Mno-
zina vSech moznych déleni D je tvorena sjednocenim vSech moznych déleni
pro jednotlivé proménné V;, i =1,...,r.

Poznamenejme jesté, ze moznych déleni je jen konecné mnoho, nebot
predpoklddame, ze vyvojovy vzorek je koneé¢na mnozina. Nabyva-li méritelna
veli¢ina v nasem vyvojovém vzorku L riznych hodnot, pak existuje L — 1
moznych déleni podle této veliciny?. M4-li naopak néjaka kategoricka velicina

[ rtznych hodnot, pak pro ni existuje celkem 2!=! délen.

5.1.2 Pravidlo déleni uzlu

Zakladni myslenka déleni dat spoc¢iva v tom, ze dcefiné uzly jsou vzdy Cistsi
nezli uzel rodicovsky. Jestlize se uzel ¢ pri néjakém déleni D rozdéli do dce-
finnych uzla ¢, ¢, a oznac¢ime-li symboly ¢, ¢, podily objekti z ¢ jdouci do
uzlu ¢, resp. do t,, pak definujeme kvalitu tohoto déleni ¢(D,t) jako pokles

funkce necistoty:
p(D,t) = Ni(D, t) = i(t) — qui(ts) — gri(tr) -

Zcela prirozené pak pii rozhodovani o nejvhodnéjsim déleni vybereme to
déleni, které maximalizuje ¢(D, ).

Miru $patného zatiidéni objektt z uzlu t odhadneme vztahem 7(t) =
1 — max; p(j|t). Odhad celkové miry chybovosti stromu 7" uréime ze vztahu

R(T) = Ser F(D)p(E).

2To plati za predpokladu, Ze uzel miize byt tvofen i jen jedinym pozorovanim. Vétsinou

se stanovuje omezujici podminka na minimalni moZznou velikost uzlt.
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Postup pri déleni libovolného uzlu ¢ je nasledujici: prochazime vsechny
veli¢iny jednu po druhé, u kazdé uré¢ime vSechna mozné déleni, ze kterych
vybereme vzdy to nejlepsi pro danou veli¢inu, ¢imz ziskdme celkem r kandi-

datt. Z nich nakonec vybereme nejlepsi déleni D*, takze plati:

Ai(D*,t) = max Ai(D, t)

DeD

5.1.3 Pravidlo rozrazeni do trid

Nagim cilem je strom s minimélnim znecisténim, proto kazdy list pfiradime
té tiidé, kterd minimalizuje danou funkci necitoty tohoto uzlu. Definujeme-
li napt. funkei necistoty uzlu vztahem i(t) = 1 — max; p(j|t), ziskame tak
maximalné vérohodné pravidlo zarazovani uzli do ti¥id. Kazdému uzlu (a to
obecné nejen koncovému) priradime totiz tu t¥idu, jejiz hodnota je v daném
uzlu nejpravdépodobnéjsi. Takze tiida j* je prifazena uzlu t, jestlize plati:
p(J*|t) = max; p(j|t). Pro takovouto funkei necistoty pak uzel obsahuje tim
vice §patné zarazenych objekti, ¢im vice je znecistén.

5.1.4 Konec Stépeni

Klasifika¢ni strom muzeme, teoreticky vzato, vétvit tak dlouho, dokud néjaké
uzly obsahuji vice nez jedno pozorovani. Takovy strom by zfejmé byl pfepara-
metrizovany, a proto je tfeba najit néjaky vhodny, mensi strom. Vétsinou se
postupuje tak, Ze se nejprve zkonstruuje bohaté rozvétveny strom a v druhém
kroku tento strom takzvané prorezeme, abychom odstranili zbytecnéa déleni
a ziskali tak strom optimalni velikosti. Spravné provedené prorezani stromu
je klicovym problémem pro vyslednou kvalitu klasifika¢niho pravidla.

5.1.5 Prorezavani stromu

Cim vice uzli klasifika¢ni strom T obsahuje, tim nizsi hodnoty odhadu miry
chybovosti R(T') dosahuje.

VETA 5.1 Pro kazdy uzel t, ktery nent listem, a jeho vétev T, plati:

A A

k(t) > R(Th) -
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DUKAZ Viz véta 3.8 v Breimann a kol. (1984).

Pti hledani stromu optiméalni velikosti nezalezi na tom, z jak velkého
stromu vychazime (pokud je dostatecné velky). Jestlize totiz proces profe-
zéavani vychazejici ze stromu T,,,, vybere jako optimélni néjaky strom 7,
ktery je podstromem stromu 77 . pak profezavani vychézejici ze stromu
T/

max

Nyni popiseme zptlisob profezavani minimalizujici takzvanou celkovou miru

vede k témuz optimalnimu stromu 7.

komplexity stromu.

DEFINICE 5.2 Komplezitou stromu T rozumime pocet jeho listi |T|. Miru

komplezity stromu definujeme vztahem:

~

R.(T) = R(T) + a|T] , (5.2)
kde parametr o € RS nazyjvdme parametrem komplezity,

Touto definici jsme zavedli jisté ad hoc kritérium, které nam muze pripominat
AIC ¢i jina penalizacni kritéria. Nyni zavedeme stromy minimalni ve smyslu
pravé uvedeného kritéria.

DEFINICE 5.3 T(«), nejmensi minimalizujict podstrom pro parametr kom-
plexity o, splniuje:
(i) Ro(T(0))) = Tmin R.(T),

=+tmax

(ii) jestlize plati Ry (T () = Ro(T) pro néjaky strom T, pak T(a) < T.

VETA 5.2 Pro ka3dé o € Ry existuje nejmensi minimalizujici podstrom
popsany v definict 5.3

DUKAZ Viz véta 3.7 v Breimann a kol. (1984).

P1i protezavani budeme vychézet z né¢jakého bohaté rozvétveného stromu
Traz- Nejprve nalezneme nejmensi podstrom 7T < T4, se stejnou mirou
chybovosti }A%(Tl) = }?(Tmax). Ten vznikne ofiznutim vSech dvojic listu t, t,,
pro jejichz otcovsky list plati R(t) = R(t) + R(t,).

VETA 5.3 Pro kazdé déleni uzlu t do deeiinngjch uzli t,,t, plati: R(t) >
R(t;) + R(t,).
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DUKAZ Viz véta 2.14 v Breimann a kol. (1984).
Pti hledani T, < T chceme nalézt nejslabsi spojeni ve stromu 7}, které
pak zafizneme. Definujme pro kazdé ¢t € T funkci hy () vztahem:

RO-R(T) 4 g4
hi(t)={ [Tl=1 ¢ N
+00 te T1 .

Za nejslabsi ¢lanek stromu 7' oznacéime uzel t; := argmin,cp, hi(t) a polozime
ay = hy(t1). Budeme-li postupné zvySovat parametr komplexity «, pak prvni
uzel, pro ktery nastane rovnost

Ra({t}) = Ra(T3)

bude pravé t;, a to pro hodnotu a = «ay. Je zfejmé, Ze samotny list {1}
je vhodnéjsi nez celd vétev T3,. Uriznutim vétve Ty, ziskdme strom 7. Ob-
dobnym zptsobem sestrojime ze stromu 75 strom 73 a pokracujeme déle,
az dospéjeme k samotnému kofeni {t;}. Pokud kdykoliv nastane situace
hi(t;) = hi(t}), definujeme Ty = T, — Tj, — Ty Pravé popsanou konstruket
ziskdme posloupnost do sebe vnofenych stromu 77 > Ty, > --- > {t;} a
odpovidajicich hodnot parametri komplexity 0 =: oy < as < .... Nezodpo-
vézenou otézkou ale zustava, které «; (a jemu odpovidajici strom T;) vybrat.

Jedno z moznych feSeni je vyuziti kiizového ovéfovani.

5.1.6 Dopliujici poznamky

Pii pouzivani metody klasifikacnich stromt muze byt problémem stabilita
stromu. Dvé riizna déleni nékterého uzlu mohou zptisobit témér stejny pokles
necistoty. P¥i malych zménach ve vstupnich datech pak miize byt upfednost-
néno bud to ¢ ono déleni.

Autori sice uvadéji, ze klasifika¢ni stromy jsou pomérné robustni vuci
odlehlym pozorovanim, presto byly dale vyvijeny rizné modifikace klasifi-
ka¢nich stromi, jejichz cilem bylo dalsi zajisténi robustnosti.

Dovolujeme si jesté upozornit, zZe v nasem hypotetickém piipadé by ro-
tace dat pravdépodobné vedla k lepsim vysledkim. Princip konstrukce klasi-
fika¢nich stromu umoznuje totiz déleni vybérového prostoru pouze ve sméru
rovnobézném s nékterou z os. A to neni v piipadé na obrazku 5.1 ten nej-

vhodnéjsi zpusob. Jako alternativu k rotaci nabizeji klasifikacni (a regresni)
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Obrazek 5.2: Prili§ rozvétveny klasifikacni strom (vlevo) a chybovost v zavis-

losti na velikosti stromu, resp na parametru « (vpravo).

stromy rozsifeni mnoziny moznych déleni D. Ta se pak neomezuje pouze na
déleni podle jednotlivych proménnych, ale umoziuje i déleni podle linearni

kombinace nékolika proménnych.

5.2 Sestavené modely

Podle vyse popsaného postupu sestrojime nejprve ponékud bohatsi klasifi-
ka¢ni strom. Ten mtzeme vidét v levé poloviné obrézku 5.2. Funkei necistoty
byl zvolen Giniho index definovany vztahem 5.1, nejmensi pocet pozorovani,
ktera mohou tvorit uzel stromu, byl 3.

Tento rozsahly strom mé 186 listid a kromé proménnych Vi3 a Vig vyuziva
vSech zbylych nezavislych veli¢in. D4 se ocekévat, Ze tento strom bude pie-
parametrizovany, pfesto jej pro srovnani pouzijeme a oznacime jako model
5.1. Jeho mira chybovosti je rovna 4,9% (31 Spatnych klienti a 172 dobrych
klientt, ktefi byli nespravné zarazeni). Tento strom se pokusime profezat,
abychom dostali klasifika¢ni strom optiméalni velikosti. Na obrazku 5.2 vpravo
vidime pocet chybné oznacenych objekti v zavislosti na poc¢tu koncovych
listi podstromii, které vzniknou ofezavanim z naseho piivodniho modelu 5.1.
Horni horizontalni osa nese hodnoty parametru komplexity «. Protoze vice

nez polovinu z celkového rozpéti chybné oznacenych piipadu spravné zaradi
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V10: 0
T
v8 < 40.204
o]
v23:1,2,3,4,5,6,7,9 V6 < p.564
V7 < —p.1915 V7 < —p.2835 V1 < p.44s
o)
V7 < —p.2945 vis| 0,2 v22:0/1,3,5,7
o) o 1
Vv19:[2,4,5 V4 < —p.7595 V6 < p.348
o) o) o)
V6 < —p.2115  V20} 2,5 v20:/0,2,5
o 1 1
V1 < 1.1555v21: 9,1,2,4
1 o0 o 1

Obrazek 5.3: Strom s dvaceti koncovymi listy (model 5.2).

strom majici 20 koncovych lista (bod €. 2 na obrazku), vybereme jej jako nas
druhy model a oznac¢ime 5.2, jemu odpovidajici parametr komplexity « je
roven 0,80. Cely strom vidime na obrazku 5.3. Jeho mira chybovosti je 5,3%
(17 nespolehlivych a 204 spolehlivych klientt, ktefi jsou Spatné zatiidéni).
Pro vybér optimalné velkého stromu zvolime jesté jiny piistup. Rozdélime
vyvojovy vzorek na dvé poloviny, na prvni poloviné budeme konstruovat
stromy ruznych velikosti a na druhé budeme kontrolovat pfiméfenost stromu
dané velikosti. Déleni vyvojového vzorku na poloviny jsme provedli tak, aby
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V1io: O
T
V8 < 10.197
(o]
Vv23:1,2,3,4,5,6,7,9 V6 <P.427
Vv19:12,4,5 V7 < —P.2835 Vv22:16,7,9
o
Vv20:11,2,5 Vv21:0,)1,2,3,4
() o o 1
v22: 2,3,4,5,6\m22: 0,1,2,5,7,9 Vvigi 2,5
o
V2 <pP.512
[e] 1 [e] (o] 1
1 o

Obrézek 5.4: Strom se ¢trnacti koncovymi listy (model 5.3).

v obou ¢astech byl zachovan pomér $patnych a dobrych klientid. Prvni po-
lovina tak obsahuje 2053 klientti, z nichz je 124 nespolehlivych. Timto po-
stupem jsme jako optimalni vybrali strom majici 14 listd, ktery oznacime
jako model 5.3 (obrazek 5.4). V prvni poloviné vyvojového vzorku dosahuje
miry chybovosti 5,3% (100 Spatnych a 9 dobrych klientd, ktefi jsou Spatné
oznaceni). Presna struktura stromt modelu 5.2 a 5.3 je podrobné rozepséana

v dodatku E.

5.3 Testovaci vzorek
Metoda klasifika¢nich stromt neurcuje zadnou funkci, podle které by se roz-

hodovalo o pfislugnosti objekti do jedné z moznych tiid, ale rovnou zkoumané
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Model Suprem. c-stat. Gini L
5.1 0,126 0,872 0,743 —0,542
5.2 0,141 0,872 0,743 —0,513
5.3 0,136 0,869 0,737 —0,528

Tabulka 5.1: Srovnani modeltt pomoci supremalniho kritéria, ¢ statistiky,

Giniho koeficientu a o¢ekavané ztraty.

objekty do téchto tfid zarazuje. Abychom mohli pouzit v8echny srovnavaci
metody popsané vyse, definujeme skoringovou funkei piislusnou klasifikac-
nimu stromu jako pravdépodobnost, ze dany objekt K néalezi tridé 1:

s(xk) = P[Yk = 1|xk| = E[Yk|xk] .

Tak ziskdme skoringovou funkei s pozadovanou vlastnosti, ze vyssi hodnoty
skore budou prisluset jedincum tiidy 1. Opét pouzijeme prahovou hodnotu
rovnou 94% kvantilu funkce s na vyvojovém vzorku. Tim se oviem odkla-
nime od vizualizace problému pomoci stromu, nebot pravidlo prifazovani
uzli nékteré ze tiid (popsano v odstavci 5.1.3) pracuje s prahovou hodnotou
0,5. Jinymi slovy, klasifika¢ni strom nam poslouzil jen jako pomocna metoda
k urceni skoringové funkce. Nevyhodou takto urcéené skéringové funkee je, ze
muze nabyvat pouze nékolika malo rtiznych hodnot. V nasem piipadé tomu
tak skutecné je — pro model 5.1 mé funkce s 30 riznych hodnot, pro model
5.2 pouze 16 hodnot a pro model 5.3 jiz jen 14 rtznych hodnot.

Hodnoty supremalniho kritéria, c-statistiky, Giniho koeficientu a stfedni
ztraty jednotlivych modelid jsou uvedeny v tabulce 5.1. Z pohledu Giniho
koeficientu jsou modely 5.1 a 5.2 stejné vhodné (a leps$i nez model 5.3).
Supremalni kritérium by z nich upfednostnovalo spise model 5.2. Nejvyssiho
ocekavaného zisku dosahuje prekvapivé model 5.1.

Na obréazku 5.5 vpravo vidime empirické distribu¢ni funkce modelu 5.1.
Podminéné hustoty neodhadujeme jadrovym odhadem prévé kvili malému
poctu ruznych hodnot ndhodné veli¢iny s(X). Misto toho uvadime na ob-
razku 5.5 vlevo sloupcovy diagram. Cerné sloupce predstavuji spolehlivé a
Sedivé nespolehlivé klienty. Vyska sloupci odpovida relativnimu zastoupeni
prislugného skore ve zkusebnim vzorku. Jelikoz s(z) = 0 pro 1623 spolehli-
vych (84,5%) a 93 nespolehlivych (74,4%) klienti, neni tato kategorie zob-

razena cela. Z této informace rovnéz vyplyva, ze zadnou volbou prahového
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Model 5.1 Conditional Distribution of s_5.1
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Obréazek 5.5: Sloupcové diagramy skoéringové funkce pro dobré (Cerné) a
Spatné (Sedivé) klienty modelu 5.1 (a = 0,429). Vpravo empirické distribu¢ni
funkee Go, G1.

Model 5.2 Conditional Distribution of s_5.2
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Obrazek 5.6: Sloupcové diagramy skoéringové funkce pro dobré (¢erng) a
Spatné (Sedivé) klienty modelu 5.2 (@ = 0,121). Vpravo empirické distribuéni
funkce GO, Gl.
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Model 5.3 Conditional Distribution of s_5.3
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Obrazek 5.7: Sloupcové diagramy skoéringové funkce pro dobré (¢erng) a
Spatné (Sedive) klienty modelu 5.3 (@ = 0, 143). Vpravo empirické distribuéni
funkce GO, Gl.

bodu nemutizeme snizit miru chybovosti I. druhu pod 74,4%. Empirické distri-
bucni funkce a sloupcové diagramy veli¢in s52(X) a s53(X) jsou zachyceny
na obrazcich 5.6 a 5.7. Tabulka 5.2 uvadi absolutni i relativni po¢ty chybné
zalazenych klient v jednotlivych modelech. Pfipomenme, Ze model 5.1 od-
povida prilis rozvétvenému stromu o 186 listech, o kterém jsme ocekévali,
Ze bude pfeparametrizovany. Z hlediska celkové miry chybovosti, ocekévané
ztraty i tvaru distribucnich funkei Gy, G; dava tento strom prekvapivé nej-

lepsi vysledky.

5.4 Dodatecna analyza

Ve srovnani s modely predchozi kapitoly dosahuji ndmi sestavené klasifikacni
stromy mnohem vyssich hodnot miry chybovosti I. druhu. Aby ¢tenar nenabyl
dojmu, Ze metoda klasifika¢nich stromi je naprosto nevhodné, provedli jsme
dodate¢nou analyzu na jiném datovém souboru, ktery je podrobné popsan
v knize Fahrmeir & Hamerle (1984). Jedna se taktéz o kreditni data, tentokrat
z némecké banky, zavisle proménné je rovnéz dvouhodnotova, k dispozici jsou
3 spojité a 17 diskrétnich nezavisle proménnych. Cely datovy soubor obsahuje
1000 pozorovéani, z nichz 300 odpovida $patnym klientim. Datovy soubor byl
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Y Y & Y Y >
- - > e I ke e
0 T & 0 1 Q% ¥
0 1837 83 432% 193 0 1805 115 5,99% 224
1 110 15 88,00% | (9,44%) 1 109 16 87,20% | (10,95%)
Tab. 5.2a: Model 5.1 (186 list1). Tab. 5.2b: Model 5.2 (20 listu).
Y Y %
_ et 6‘0
0 T &

0 1832 88 4,58% 201
1 113 12 90,40% | (9,83%)
Tab. 5.2c: Model 5.3 (14 listi).

Tabulka 5.2: Pozorované vs. predpovézené hodnoty s pfislusnymi mirami
chybovosti.

opétovné rozdélen na vyvojovy a testovaci vzorek v poméru 2:1 a déle jsme
postupovali obdobnym zptsobem jako v piipadé francouzskych dat.

Fahrmeir & Hamerle (1984) pouzili nejprve linearni diskriminaéni ana-
lyzu, ktera chybné oznacila 28,9% pozorovani (28,7%, resp. 29,1% chybnych
oznaceni I, resp. II. druhu). Autofi rovnéz pouzili kvadratickou diskriminacni
analyzu, ktera chybné oznacila 31,2% pozorovani (28,3%, resp. 34,0% chyb-
nych oznaceni 1., resp. II. druhu). Nami vybrany klasifika¢ni strom chybné
oznacil 31,4% pozorovéani (28,7%, resp. 32,6% chybnych oznaceni 1., resp. II.
druhu). Z toho usuzujeme, Ze klasifika¢ni stromy mohou konkurovat klasic-
kym metodam, v pripadé znaéné nevyvazenych datovych souborti ale nemusi
mit dostatecnou rozliSovaci schopnost.

Breimann a kol. (1984) uvadéji celou fadu piikladi, kdy klasifika¢ni stromy
davaji lepsi vysledky, nez logisticka regrese. Nespornou vyhodou klasifikac-
nich stromt je skutecnost, ze implicitné fesi problém vzajemnych interakei
mezi vysvétlujicimi veli¢inami. V zobecnéném linearnim modelu je tieba ex-
plicitné Tici, které interakce budeme uvazovat. Bézné se pracuje s interakcemi
druhého ¢i maximélné tfetiho fadu. V pfedchozi kapitole jsme ale vidéli, ze
pouziti vSech interakci druhého Ffadu nemusi vypocetni software zvladat ani

v piipadé naSich dat, ktera nejsou nijak extrémné velka.






Kapitola 6

Nejblizsi sousedé

Metoda nejblizsich sousedii je neparametricka technika standardné pouzivana
pro odhadovani hustot ndhodnych veli¢in, vyrovnavani regresnich kiivek a ke
klasifikaci. Tato metoda nesestavuje explicitné zadny model, uréuje ho vsak
implicitné pomoci vyvojového vzorku.

Abychom popsali algoritmus této metody, predpokladejme, Ze je dan vy-
vojovy vzorek V; o M prvcich. Ke kazdému novému pozorovani xg, které
chceme zaradit do jedné z J tfid nejprve nalezneme jeho £ nejblizsich sou-
sedii z V. Vzdélenost zde méfime néjakou vhodnou metrikou d definovanou
na X2 Prvek x, pak prifadime té tiide, ktera je mezi jeho k nejblizsimi
sousedy nejpravdépodobnéjsi.

Oznaéime-li prvky vyvojového vzorku xi,...,xys tak, Ze d(xg,x;) <
d(xg,x2) < -+ < d(x9,Xp), pak metoda k-nejblizsich sousedu piifadi kaz-
dému novému bodu xq t¥idu u(xp):

u(xg) = argmaxjecP(Yb = jH{x1,. .., Xk })- (6.1)

Pripadné definujeme

u(xg) = argmaxjecP(Yo = JH{x1,. s Xp12}), (6.2)
existuji-li ve vyvojovém vzorku body X1, .., Xk, takové, ze d(xg,Xy) =
d(X0, Xg41) = -+ = d(X0, Xk+2)-

Argument maxima nemusi byt urcen jednozna¢né, v takovém pripadé
zvolime nahodné jednu ze t¥id maximalizujicich pravdépodobnost v 6.1 (resp.

v 6.2).

55
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Cislo k zde funguje jako vyhlazovaci parametr — nizkd hodnota k bere
v tvahu jen malé okoli x, klasifika¢ni pravidlo pak bude méné vychylené,
bude mit ale vétsi rozptyl. Velikost tohoto okoli ovsem zavisi na ,hustoté” vy-
vojového vzorku v prislusné ¢asti vybérového prostoru. Naopak vyssi hodnota
k prifazuje nové objekty té trideé, které je nejpravdépodobnéjsi v Sirsim okoli
bodu xg, snizuje se tedy rozptyl a zvysuje vychyleni klasifika¢niho pravidla.

Nejvétsim problémem pii pouzivani metody nejblizsich sousedi neni vsak
nalezeni konkrétniho parametru k, ale volba vhodné metriky. V ptipadé spo-
jitého nahodného vektoru X se casto voli Euklidovskd metrika, kterou pro

dvé realizace x,,x;, muzeme zapsat:

da(%a, %p) = (%0 = %3) " (%0 — %)%,

kde jednotlivé veli¢iny jsou napfed standardizovany. Ptes jeji jasnou inter-
pretaci nemusi byt nejvhodnéjsi, nevyhodou miize byt napt. to, ze vSechny
pouzité proménné jsou stejné dulezité. Tedy i ty, které nemaji na diskrimi-
naci eventuelné zadny vliv. Hastie a kol. (2001), Hand & Henley (1996) a
Hand (1997) uvadéji celou fadu modifikaci metrik pro spojité proménné.

V pripadé metriky pro nominéalni nadhodnou veli¢inu se jedinou rozumnou
metrikou (Hand 1997) zda byt:

0 pokud z, = xp
do(Ta, 2p) = 3
~+00 jinak |

nebot méfeni vzdalenosti mezi nominalnimi kategoriemi zfejmé nedéva smysl.
V pripadé nékolika nominélnich a nékolika spojitych veli¢in mérime vzdale-
nost jen mezi témi body, jejichZ nominalni veli¢iny nabyvaji stejnych hodnot
(jinak je jejich vzdalenost rovna nekonecnu).

v

Jesté komplikovanéjsi situace nastava u ordinalnich veli¢in. Pro ordinalni
nadhodnou veli¢cinu X majici L kategorii mtizeme konstruovat metriku na-
sledujicim zpusobem (Hérdle & Simar 2002): zavedeme indikatorové veli-
¢iny, tj. ziskdme celkem L — 1 binarnich proménnych, a nahodnou veli¢inu

X muzeme reprezentovat vektorem (Xi,..., Xy 1). Pro libovolné dva body
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Xq = (Ta1y -, Tar—1), Xp = (a1, - -+, Tar—1) definujeme:

L-1 L-1
h1:ZI($al=$bl:1) ) h2:ZI($al=0,l’bl:1) )
=1 =1

L-1 L-1
h3:ZI(xal:1>$bl:0) ) h4=ZI(xal:$bl:O> .
=1 =1

Metriku pro ordinélni veli¢inu X pak zavedeme vztahem:

iz, 23) = hy + 0hy
T by 4 6hy+ A(ha + hs)

kde d, A jsou vahy. Pouzivané hodnoty jsou napiiklad [0, 1], [1, 1] ¢ [1,2].

Nezodpovézenou otazkou ovsem zistavé, jak kombinovat rizné velic¢iny,
tj. TeSeni situace, kdy je pozorovani charakterizovano smési nominalnich, or-

dinalnich a méfitelnych veli¢in.

6.1 Sestaveni modelu

V pripadé diskrétnich veli¢in neumime rozhodnout, ktery typ metriky po-
uzit, jelikoz nezname typ téchto veli¢in (nomindalni, ordinalni ¢i méfitelné).
7 tohoto diivodu jsme se omezili pouze na spojité veli¢iny a zvolili pro né
Euklidovskou metriku, ktera je v programu R implementovana.

Hodnotu parametru k& pro vysledny model jsme urcili na zakladé kiizo-
vého ovétovani. Jeho vysledky jsou shrnuty v tabulce 6.1 a ilustrovany na
obrazku 6.1. Vidime, Ze ztrata i celkova chybovost jsou minimalizovany pro
k > 12. V takovém pfipadé jsou ovSem vsichni Spatni klienti oznaceni za
dobré. Tato varianta se nezda byt zrovna nejvhodnéjsi, nicméné to je v sou-
ladu s vysledky klasifikacnich stromt, kde nejnizsi miry chybovosti dosahoval
strom majici pouze jediny uzel, tj. vSem objektim ptifazoval tridu 0.

Takovéto klasifika¢ni pravidlo, které akceptuje vSechny klienty dava vlastné
stejny vystup, jako expertni systém dané banky (ktery byl oviem vytvoten
na zéakladé uplnéjsich dat). Otazkou tedy je, jak by nase klasifika¢ni pravi-
dlo fungovalo na klienty, kterym nebyl uvér poskytnut, o nichz ale bohuzel
neméame k dispozici zadné udaje.

Za model 6.1 zvolime model urceny spojitymi proménnymi vyvojového
vzorku V; a algoritmem dvanacti nejblizsich sousedt s Euklidovskou metri-

kou. Abychom ponechali ur¢ity prostor pro alespon néjaké zarazeni do tiidy 1,
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CV for kNN Classifier

[
N

-L, Misclassification rate
|
[
|
[
0.06

—— Minus L
——— Total Misclass.

Obrazek 6.1: Aritmetické prameéry ocekavaného zisku (hodnoty na levé ose)
a miry celkové chybovosti + smérodatné odchylky (hodnoty na pravé ose)

ziskané z kiizového ovérovani.

k Ry o(Ry) L o(L)
1 0,110 0,0069 -0,495 0,0139
2 0,111 0,0064 -0,497 0,0092
3 0,068 0,0063 -0,566 0,0075
4 0,069 0,0049 -0,565 0,0058
5 0,062 0,0060 -0,578 0,0033
6 0,062 0,0062 -0,577 0,0026
7 0,060 0,0051 -0,579 0,0013
8 0,060 0,0052 -0,579 0,0009
9 0,060 0,0052 -0,580 0,0004
10 0,060 0,0053 -0,580 0,0003
11 0,060 0,0053 -0,580 0,0003
12 0,060 0,0053 -0,580 0,0000

13 0,060 0,0053 -0,580 0,0000

Tabulka 6.1: Odhady miry chybovosti a oc¢ekavané ztraty véetné smérodat-
nych odchylek zalozené na kiizovém ovérovani.
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' 0 : L ' 0 : o |

0 1920 0 0,00% 125 0 1898 22 1,15% 143

1 125 0 100,00% | (6,11%) 1 121 4 96,80% | (6,99%)
Tab. 6.2a: Model 6.1 (k = 12). Tab. 6.2b: Model 6.2 (k = 3).

Tabulka 6.2: Pozorované vs. pfedpovézené hodnoty s piislusnymi mirami

chybovosti.

pouzijeme jeSté tentyz model vyuzivajici ovSem pouze 3 nejblizsich sousedi,
ktery budeme znacit 6.2.

Pokusili jsme se rovnéz vyuzit binarni veli¢iny Vi, kterou klasifikac¢ni
stromy umistili do kofene, kterd v jednoduché regresi dosahovala nejnizsi
hodnoty deviance i Akaikeho kritéria a jejiz koeficient byl u vSech modelu
kapitoly 4 signifikantné rtzny od nuly na 0,1% hladiné. DosaZené vysledky
vSak byly témér identické s vysledky bez vyuziti informaci o V.

6.2 Testovaci vzorek

Jelikoz pravdépodobnost nalezeni k néjaké t¥idé P(Y = jlo(x)) v okoli bodu
x nabyvé pouze osmi riuznych hodnot u modelu 6.1 (resp. ¢ty hodnot u mo-
delu 6.2), nebudeme v této kapitole konstruovat zadnou skoringovou funkei
ani vyuzivat zddné miry podobnosti. Vysledky obou modeli pouzitych na
testovaci vzorek jsou shrnuty v tabulce 6.2.

Jak se dalo ¢ekat, model 6.1 oznacuje v8echny klienty za dobré, a dosahuje
tak celkové miry chybovosti 6,11% a ocekavané ztraty L = —0,580. Oproti
tomu model 6.2 Spatné oznacuje 6,99% klientii, a dosahuje tak ocekévané
ztraty L = —0,570.

Z pohledu celkové miry chybovosti se jednd o dosud nejlepsi vysledky,
podle ocekavané ztraty vychazel pouze model 4.2 lépe (model 4.4 je lepsi
nezli 6.2).

Proto jsme se podivali podrobnéji na strukturu funkce L. V naSem testo-
vacim vzorku se z pohledu stfedni hodnoty ztraty vyplati zvyseni chybovosti
I[. druhu o jednotku, pokud se soucasné snizi chybovosti II. druhu alespon o
tfi. Necht je déno klasifikacni pravidlo, které $patné oznacuje v nasem testo-

vacim vzorku m; Spatnych a ms dobrych klientti a uvazujme jiné klasifikaéni
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pravidlo, které spatné zaradi m; + 1 Spatnych a mo — 2z dobrych klientd. Pro
ztratové funkce téchto pravidel plati:

1920 — mo Mo mq
L, =—0 09422 "2 42 C6—t
1= 09 o 0 ggp T 0661
1920 — my + 2 My — 2 mi+1
Ly = —0,94 4 :
2= =09 1920 0,945 T 0.06-6—5¢

Ztrata druhého klasifikaéniho pravidla pak bude niz8i nez ztrata prvniho,
jestlize bude platit:

0,361920 .
125 1,88

2,94

Pri¢ina horsich vysledki metody nejblizsich sousedit mize byt i v tom, Ze
na rozdil od jinych metod jsme v této kapitole vyuzivali pouze informace ze
spojitych proménnych. Dalsi prostor pro eventuelni zlepsSeni je téz v pouziti

jiné nez Euklidovské metriky.



Kapitola 7
Srovnani s drivéjsimi vysledky

Na zavér srovname nejlepsi modely jednotlivych metod a porovname je s vy-
sledky praci Hérdle a kol. (2001) a Komorad (2002). Prvni jmenovana prace
pouziva k sestaveni modeli cely datovy soubor o 6180 pozorovanich (tj.
V) UVs) a k testovani vyuziva jiny soubor o 2158 pozorovéanich. Dalsi od-
liSnosti je setrvani autord v nézoru, ze Vs je spojita veli¢ina, a dale zptsob,
jakym obesli problém s ur¢enim prahového bodu a (chybna oznaceni jsou
pocitana pro pét ruznych hodnot bodu a). Zato druha jmenované prace zpra-
covava naprosto stejny datovy zdroj jako tato diplomova préce, diky ¢emuz
jsou vysledky plné srovnatelné. V obou zminénych pracich se vsak autori za-
byvali z moznych kritérii kvality modeli pouze mirou chybovosti. Hodnotu
nasi ztratové funkce jsme pro jednotlivé modely dopocitali.

Hérdle a kol. (2001) pouziva logistickou regresi se vSemi vysvétlujicimi
proménnymi, linearni diskrimina¢ni analyzu a nékolik modeli semiparamet-
rickych. Z nich vybirame pouze model, ktery neparametricky odhaduje pro-
ménné Vi, Vs a Vy, tj. predpoklada, ze:

i£1,3,4

EY[(Vi,...,Va3)] = G | 1(Vi) + 93(V3) + ga(Vi) + Z Ggivil ,
i€{1,...,23}

kde G je spojovaci funkce ze vztahu 4.1. K modelu logistické regrese bu-
deme odkazovat jako k modelu H.1, vysledky linearni diskrimina¢ni analyzy
ozna¢ime H.2 a semiparametricky model budeme znacit zkratkou H.3.

Pro zékladni pfedstavu o modelech pouzitych v druhé jmenované praci

nyni struéné popiseme architekturu vicevrstevného perceptronu (MLP) a neu-
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ronovych siti zalozenych na radidlnich bazovych funkcich (RBF). Jejich po-
drobnéjsi popis i odkaz na dalsi literaturu je mozné nalézt ve zminéné praci.
Model vicevrstevného perceptronu obecné predpokladé, ze pro zavisle pro-

ménnou Y plati:
h r
=1 i=1

(1) 2 . ’ . . . .
kde wj;” a w;” jsou véhy (tzv. vahy skryté resp. vystupni vrstvy), r je di-
menze vektoru x a nezndmy parametr h znaci pocet jednotek skryté vrstvy.
Fy a Fy jsou znamé (tzv. transferové) funkece, za které se casto voli logis-
tickd spojovaci funkce. Parametr h se vétSinou urcuje z kiizového ovérovani,
® @2

neznamé parametry w;;’, w;” se odhaduji iterativni procedurou nazyvanou
zpétna propagace.
Architektura radialnich bazovych funkci predpoklada, ze pro zavisle pro-

ménnou Y plati:

h
EY[x] = ¢ < [wo + qubj(x)]) :
j=1
kde h je pocet shlukil, wg,wr,...,wy jsou nezndmé parametry, ¢; jsou ra-
dialni bazové funkce! (kazd4d mé nezndmé parametry c¢; = (cij, ..., Crj), 0j)

a 1 je vystupni transferova funkce. Nejcastéji pouzivanou radidlni funkei je
r-rozmérnd hustota normalniho rozdéleni (parametr ¢ pak odpovida vektoru
stfednich hodnot). V prvni fazi u¢eni RBF se body prostoru R” sdruzi do h
shluki. Kazdy shluk je reprezentovan jednou bazovou funkei (tj. v prvnim
kroku odhadneme parametry c; a 0;). Pocet shluki se opét urc¢uje kifzovym
ovéfovanim. V druhé fazi se pak iterativné pocitaji vahy wg, wy, ..., wy.

K dispozici mame ¢tyfi modely neuronovych siti. Kromé rizné archi-
tektury se lisi rovnéz poctem jednotek vstupni vrstvy a poc¢tem jednotek
(shluki) skryté vrstvy. Vystupni vrstva ma jen jednu jednotku (nebot zé-
visle proménnd veli¢ina je pouze dvouhodnotova). Jednotky vstupni vrstvy
odpovidaji vysvétlujicim proménnym pouzitym v daném modelu. Spocteny
byly nésledujici modely: MLP o 23 vysvétlujicich proménnych a 12 jednot-
kich ve skryté vrstvé (model K.1), MLP se 17 nezavisle proménnymi a 13

'Radiélné symetricka funkce splituje: je-li ||z;| = ||z;|| pak ¢(||lz: ) = ¢(||x;]])-
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a Ltyp IL typ Celk. —L a Ltyp II. typ Celk. —L
0,06 274 34,3 33,9 0,197 0,06 28,3 32,6 32,3 0,225
0,10 53,1 13,3 15,3 0,499 0,10 54,0 13,1 15,2 0,499
0,25 83,2 2,5 6,7 0,593 0,25 85,0 2,0 6,4 0,596
0,50 99,1 0,2 53 0,579 0,50 99,1 0,2 5,4 0,579
0,75 100,0 0,0 5,2 0,580 0,75 100,0 0,0 5,2 0,580

Tab. 7.1a: Model H.1. Tab. 7.1b: Model H.3.

Mod. ILtyp II.typ Celk. —L Mod. ILtyp II. typ Celk. —L
H.2 46,0 24.5 25,7 0,314 4.2 75,2 4.5 8,8 0,585
K1 88,0 9,9 10,5 0,520 4.4 77,6 4.7 9,1 0,573
K.2 88,0 5,6 10,6 0,518 5.1 88,0 4.3 94 0,542
K3 872 9,9 10,5 0,523 5.2 87,2 6,0 11,0 0,513
K4 848 5,4 10,2 0,533 6.1 100,0 0,0 6,1 0,580

Tab. 7.1c: Dalsi prevzaté modely. Tab. 7.1d: Vysledky naSich modeli.

Tabulka 7.1: Zavérecné srovnani miry chybovosti a o¢ekavané ztraty jednot-
livych modeli. Chybovost je uvedena v procentech.

jednotkami skryté vrstvy (model K.2), RBF s 23 vysvétlujicimi veli¢inami
a 100 shluky ve skryté vrstvé (model K.3) a koneéné RBF se 17 nezavisle
proménnymi? a 80 shluky ve skryté vrstvé (model K.4).

Jelikoz jediné modely 4. kapitoly déavaly dostatec¢né presvédcivé hodnoty
ukazateli podobnosti, budeme v této kapitole pouzivat pouze miru chybo-
vosti a o¢ekavanou ztratu, které jsou uvedeny v tabulce 7.1. Vysledky modelu
logistické regrese H.1 a semiparametrického modelu H.3. jsou uvedeny v ta-
bulce 7.1a, resp. 7.1b. Prvni sloupec udava hodnoty prahového bodu a, ktery
se pohybuje v rozmezi 0,05 — 0,75. Dalsi sloupce uvadéji miru chybovosti L. a
IT. druhu, celkové miry chybovosti a opa¢nou hodnotu ztratové funkce. V ta-
bulce 7.1c jsou vysledky zbylych prevzatych modeli a tabulka 7.1d shrnuje
nejlepsi vysledky nasich modeld pro kazdou z metod. Nejvysstho zisku dosa-
huje semiparametricky model H.3 s prahovym bodem 0,25 a velice podobné
dopadl i logisticky model H.1 (s tymZ prahovym bodem). Problém je ovSem
v tom, ze prahovy bod je tfeba volit diive, nez se model pouzije na testovaci

vzorek. Na tfetim misté jiz figuruje nés logisticky model 4.2, ktery mé jednu

2Jedna se o tyto proménné: Vi, Va, Vi, Vo-—Vig, ViaVia, Vig a Vig—Vas.
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Loss function w.r.t. cost matrix
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=
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Obrézek 7.1: O¢ekavana ztrata pro vsechny modely pfi riznych nakladovych

maticich.

vy

Rovnéz si vS§imneme, ze metodou klasifika¢nich stromt a nejblizsich sousedii
dosahneme jen priamérnych, nikoli v8ak nejhorsich vysledk.

Poméfovani modeld pomoci ztratové funkce je velmi citlivé na volbu na-
kladové matice. Pro ilustraci uvazujme nésledujici matice (kde matice Cjy
bude nami doposud pouzivana matice definovana v podkapitole 3.5):

01:<—1 15)703:<—0,5 6) ,04:<0 1>.
1 0 10 10

Vysledky jsou ilustrovany na obrazku 7.1. Na horizontalni ose je postupné
5 modelu H.1, 5 modelt H.3, modely H.2, K.1-K.4, déile nase modely 4.1—
4.4, 5.1-5.3, 6.1 a 6.2. Pro kazdou nékladovou matici je symboly oznaceno
vzdy pét nejlepsich modeli, jejichz vysledky shrnuje tabulka 7.2. Vidime,
ze diky velké apriorni pravdépodobnosti 7y jsou hodnoty ¢y a ¢;jp mnohem

T

Cy), které byvaji v odborné literatute ¢asto pouzivany, jsou jako nejlepsi mo-
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Cq
Model

—L

Cy
Model

—L

Cs
Model

—L

Cy
Model

—L

H.1(0,1)
H.3(0,1)
42
44
4.1

0,212
0,208
0,179
0,153
0,147

H.3(0,25)
H.1(0,25)
42

H.1(0,75)
H.3(0,75)

0,596
0,593
0,585
0,580
0,580

42
H.3(0,25)
H.1(0,25)
44
41

0,136
0,136
0,135
0,125
0,119

H.1(0,75)
H.3(0,75)
6.1
H.1(0,5)
H.3(0,5)

0,060
0,060
0,060
0,061
0,061

Tabulka 7.2: Nejlepsi modely pro jednotlivé nédkladové matice s prislusnymi

hodnotami o¢ekavaného zisku.

dely vybrany ty, které akceptuji vSechny klienty. V ostatnich pfipadech se

do prvni trojice vzdy dostal nads model 4.2., ktery se tedy jevi jako nejlepsi

z hlediska ocekavané ztraty mezi vSsemi zbylymi modely. Nedostatkem kon-

kurujicich modeli H.1 a H.3 je skutecnost, ze z logiky véci je nespravné volit

prahovou hodnotu a az podle vysledku testovaciho vzorku, aby takto ziskana

ocekavana ztrata byla minimalni.






Kapitola 8
ZAavér

V nasi praci jsme provedli podrobnou empirickou studii vyuziti klasifikac¢nich
metod pii aplikaci na kreditni skérovani. V porovnani s metodou nejblizsich
sousedt, klasifika¢nich stromii, vicevrstevného perceptronu a radialnich ba-
zovych funkei si nejlépe vedla klasicka logisticka regrese. Nejenze v naSem
pripadé dava nejpiesnéjsi klasifikaéni pravidlo, ale na rozdil od ostatnich
jmenovanych metod umoziuje provadéni celé fady statistickych testi. Na-
vic jsme vidéli, ze metoda klasifika¢nich stromt miize mit jisté problémy pfi
zpracovani zna¢né nevyvazenych datovych soubori.

Vsimli jsme si, ze k pouzivani mér podobnosti je tfeba mit dostatecné
spojitou skoringovou funkeci. Tu v nasem ptipadé dava pouze logisticka re-
grese, a proto jsme pro srovnani jednotlivych modeli vyuzili miru chybovosti
a ocekavanou ztratu.

Ukézali jsme, ze pouzivani standardizovanych nékladi, které je v odborné
literatute casté, je v pripadé kreditniho skérovani naprosto nevhodné a muze
vést az k akceptaci viech klienti. Uloha kreditniho skérovani vykazuje na
rozdil od obecného problému klasifikace jista specifika, jedna se zejména o
vyssi pocet kategorickych proménnych, pritomnost zavisle proménné o dvou
tfidach a hlavné skutecnost, ze jedna z téchto tiid je tvorena pouze malym
zlomkem celkového poctu pozorovani.

Nekteri autofi povazuji klasifika¢ni tlohu dokonce za paradigmaticky sta-
tisticky problém (Hand 1997). Méné vzletnymi slovy muZzeme Fici, Ze klasifi-
ka¢ni techniky nachézeji Sirokého uplatnéni v ¢etnych praktickych aplikacich
a bezesporu si zaslouzi zna¢nou pozornost, nebot nabizeji jesté velky prostor

pro dalsi studium a vyzkum.
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Dodatek A

Dikazy tvrzeni

VETA A.1 Necht kazdy objekt charakterizovany néhodngm vektorem X patri
do pravé jedné ze dvou trid. Necht rozdéleni vektori X objekti tridy 1 md
hustotu fi a rozdéleni vektori X objektu tridy 2 md hustotu fo vzhledem
k néjaké o-konecné mite p. Necht my, T jsou nenulové apriorni pravdépo-
dobnosti, Ze libovolny objekt patri do tridy 1, resp. 2. Predpokladejme, Ze pro
ndklady spojené s klasifikact plati: cyj1, cop < 0 a cyj2, con > 0. Diskriminacni

pravidlo minimalizujici ztrdatovou funkci L je pak ddano rozkladem:

— Cfi(x) o E}

A = {X S H) > p——— 7 (A.1)
_ ix)ap - 022@}

Ay = {x S H) < P ) (A.2)

Body na hranici jsou ndhodné rozrazeny do jedné z mnozin Ay, As.

DUKAZ Celkova ocekavana ztrata jako funkce diskrimina¢niho pravi-
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dla (tedy mnozin rozkladu) je:
L(Ay) = mep A Sir(x)dp(x) + mieon : fi(x)dp(x)
+ T2C1)2 B fg(X)d,u(X) + T2C2|2 B fg(X)d,LL(X)
:mq{AI@eAﬂﬁ@MMQ
+ 7T1€2|1 / (1 — I(X € Al))fl(x)du(x)
X
+ 7TQC12/ I(X S Aﬁfg(X)d/L(X)
X

+@@{Au—z@eAmﬁ@mmw

= M1Cg|1 + M2Co)2
+ /XI(X € Ay) [Wlfl(x)(cl\l - 02\1) + 7T2f2(x)(cl\2 - 02\2)} dp(x)

Prvni dva sé¢itance posledniho vyrazu jsou konstantni, a tak vidime, ze cely

vyraz bude minimalizovan na mnoziné:

A= {X € X;7T1f1(X)(C1\1 - 02\1) + 7T2f2(X)(01|2 - C2|2) < 0} )

coz je ekvivalentni vztahu A.1, nebot ¢1j1 —cop < 0, 11 > 0 a fo(x) > 0 skoro
vSude na X.

VETA A.2 Necht jsou splneny predpoklady vety A.1 a necht ddle s(x) je
néjakad skoringovd funkce definovand na X, Gy,Gy jsou distribucni funkce
veliciny s(X) podminené jevem [Y = 1] resp. [Y = 2| a g1, g2 jsou odpovida-
jici podminéné hustoty, o kterych predpokladame, Ze maji v néjakém inter-
valu [c, d] proni derivaci (v krajnich bodech uwvaZujeme jednostranné derivace).
Necht ve vnitrnich bodech tohoto intervalu ddle plati

Ta(c1g — Co2)g5(2) > mi(con — cap)g () - (A.3)

Optimdlni prahovy bod a* minimalizugici ztratovou funkci L je pak implicitné
urcen vztahem:
g1(a*) _ Cij2 — Cg2 T2
go(a*) Cojp — C1p T

(A4)
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DUKAZ Celkovou odekavanou ztratu prepiseme:
L=m (011 fi(x)dp(x) + con / f1(X)dM(X))
A1 AZ
tm (enp [ RO00u60) + e | fabxiinx)
A1 A2

= mapP[s(x) <alY = 1] + mey Pls(x) > alY = 1]

+ mac1oP[s(x) < alY = 2| + mocypP[s(x) > alY = 2]
= meipGr(a) + mep (1 — Gi(a))

+ mac112G2(@) + Tacop(1 — Ga(a))

= Ticopn + mi(c1pn — con)G1(@) + Tacan + ma(Crj2 — C912)Ga(a)

Pro nalezeni lokalniho extrému funkci zderivujeme:

oL
da

a dostavame tak vztah A.4. Aby se jednalo o lokdlni minimum, musi byt

|
= 71 (c1)1 — Co1) g1 (@) + ma(c1p — capp)g2(@*) =0

L konvexni, tj. druhéa derivace ztratové funkce kladna, to ale zajistuje pod-
minka A.3:

L// = 7T1(Cl|1 — cg|1)gi(&*) -+ 7T2(Cl|2 — 02|2)g§(&*) >0



Dodatek B
Ke spojitym veli¢inam

V tomto a nasledujicim dodatku prinasime vysledky analyzy vstupnich dat
vyvojového vzorku, které byly zminény v kapitole 3. Nejprve uvadime hod-
noty korela¢nich koeficientu (tabulka B.1), na dalsich stranach je uvedeno né-
kolik grafii umoznujicich explorativni analyzu jednotlivych spojitych veli¢in
v zévislosti na hodnoté Y. Krabicové diagramy (vlevo nahote) srovnavaji roz-
déleni spolehlivych klienti (Y = 0, diagram vlevo) a klientt nespolehlivych
(Y = 1, diagram vpravo). Obrazek vpravo nahofe srovnava jadrové odhady
hustot (normaélni jadro, Sitka okna rovna smérodatné odchylce) dvou popu-
laci klientt. Hustota spolehlivych klientt je znacena Sedé. Dolni fada grafu
ukazuje normélni diagramy pro spolehlivé (vlevo) a nespolehlivé (vpravo) kli-
enty. Ke kazdé veli¢iné V; rovnéz uvadime tabulku s pfislusnymi hodnotami
extrémi, kvartil, stfednimi hodnotami V; a smérodatnymi odchylkami o;

pro populaci dobrych a Spatnych klientii.

i W Vs Vi Ve Vz Vg
Vi | 1,00 043 0,36 0,27 0,33 0,09 0,02
Vo | 0,43 1,00 0,35 0,24 0,19 0,05 0,05
V310,36 0,35 1,00 0,17 0,27 0,04 —0,01
Vi 027 0,24 0,17 1,00 0,01 —-0,02 0,03
Ve | 0,33 0,19 0,27 0,01 1,00 0,21 —-0,02
V710,09 0,05 0,04 —0,02 0,21 1,00 0,07
Vs 10,02 0,06 —-0,01 0,03 —0,02 0,07 1,00

Tabulka B.1: Korela¢ni matice spojitych veli¢in.
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Min. 1. Kvart. Median Vi 3.Kvart. Max. o1
0 | —1,520 -0,766 —0,349 —-0,129 0,403 2,990 0,884
1 | —-1,520 -0,766 —0,182 0,034 0,654 2,910 0,996

Tabulka B.2: Souhrn charakteristik proménné V;.

Boxplots of V_1 Gaussian KDE of V_1
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Obrazek B.1: Krabicové diagramy, odhady hustot a norméalni diagramy pro

veli¢inu V.
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Min. 1. Kvart. Median Va 3.Kvart. Max. o9
0 |-119 -0,810 -0,307 -—0,111 0,323 2,970 0,850
1| -1190 -0,810 —0,559 —0,308 0,071 2,720 0,770

Tabulka B.3: Souhrn charakteristik proménné V5.

Boxplots of V_2 Gaussian KDE of V_2
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Obréazek B.2: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro

veli¢inu V5.
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Min. 1. Kvart. Median V3 3.Kvart. Max. o3
0 | -0,830 —0,695 —0,426 —-0,079 0,113 2,940 0,851
1 |-083%0 -0,69 —0426 —0,146 —0,022 2,940 0,852

Tabulka B.4: Souhrn charakteristik proménné Vj.

Boxplots of V_3 Gaussian KDE of V_3
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Obrazek B.3: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro

veli¢inu V.
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Y Min. 1. Kvart. Median Vi 3.Kvart. Max. o4
0 | —0,825 —0,694 —-0,432 —0,115 0,223 2,970 0,817
1 | -0,825 —0,694 —0,432 —0,083 0,223 2,840 0,814
Tabulka B.5: Souhrn charakteristik proménné Vj.
Boxplots of V_4 Gaussian KDE of V_4
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Obréazek B.4: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro

veli¢inu V.
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Min. 1. Kvart. Median Vs 3.Kvart. Max. o5
0 | —=0,537 —-0,537 —0,537 —0,022 0,203 2,420 0,768
1 | =037 —0,537 —0,537 0,035 0,203 2,420 0,830

Tabulka B.6: Souhrn charakteristik proménné V.

Boxplots of V_5 Gaussian KDE of V_5
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Obrazek B.5: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro

veli¢inu V.



78 DODATEK B. KE SPOJITYM VELICINAM

Min. 1. Kvart. Median Ve 3.Kvart. Max. g
0 | -0626 -0,359 —0,164 —-0,070 0,117 2,960 0,487
1] -0626 -0,377 —0,200 -0,061 0,117 2,840 0,569

Tabulka B.7: Souhrn charakteristik proménné V.

Boxplots of V_6 Gaussian KDE of V_6
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Obréazek B.6: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro
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Min. 1. Kvart. Median Vi 3.Kvart. Max. o7
0 | -0,302 -0,302 —-0,302 —0,024 0,138 2,920 0,412
1 |-0302 -0302 -0,302 -0,132 —0,082 1,900 0,330

Tabulka B.8: Souhrn charakteristik proménné V7.

Boxplots of V_7 Gaussian KDE of V_7
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Obrazek B.7: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro

veli¢inu V7.
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Y Min. 1. Kvart. Median Vg 3.Kvart. Max. oy
0 | —-0,346 —0,211 -0,211 -0,101 —-0,211 2,840 0,348
1 | -0,211 —0,211 -0,211 -0,173 —-0,211 1,350 0,162
Tabulka B.9: Souhrn charakteristik proménné V.
Boxplots of V_8 Gaussian KDE of v_8
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Obréazek B.8: Krabicové diagramy, odhady hustot a normélni diagramy pro
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Dodatek C

K diskrétnim velicinam

Na nésledujicich strankadch uvadime absolutni a relativni ¢etnosti jednotli-

vych kategorii diskrétnich veli¢in a jejich sloupcové diagramy.
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Obréazek C.1: Sloupcové diagramy proménnych Vo;—Voy.

81



DODATEK C. K DISKRETNIM VELICINAM

Vor: 0] 737 (17,8%) Vas: 0] 279 (6,7%)
1| 412 (10,0%) 1] 298 (7,2%)
2| 708 (17,1%) 2 | 1025 (24,8%)
3| 461 (11,1%) 3| 375 (9,1%)
411069 (25,9%) 4| 226 (5,5%)
5| 473 (11,4%) 51 104 (2,5%)
6| 275  (6,7%) 6| 269 (6,5%)

Vao: 0] 383  (9,3%) 71 389 (9,4%)
1| 420 (10,2%) 8| 561 (13,6%)
2| 1189 (28,8%) 9| 65 (1,6%)
3 202 (4,9%) 10 | 544 (13,2%)
41 210 (5,1%) Vos: 0| 2584 (62,5%)
5| 317 (7,7%) 1| 617 (14,9%)
6| 218 (5,3%) 2| 587 (14,2%)
7| 2271 (5,5%) 3| 284 (6,9%)
8| 143  (3,5%) 41 63 (1,5%)
9| 826 (20,0%)

Tabulka C.1: Cetnosti jednotlivych kategorii proménnych Va—V5,.
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Obrazek C.2: Sloupcové diagramy proménnych Vo—Vig.

Vo 0] 1145 (27,7%) Vie: 0| 708 (17,1%)
12990 (72,3%) 1| 3427 (82,9%)
Vii: 0| 569 (13,8%) Vig: 02521 (61,0%)
1| 3566 (86,2%) 1| 1614 (39,0%)
Vist 0| 217 (5,2%) Vig: 0| 3965 (95,9%)
1| 3918 (94,8%) 1| 170 (4,1%)
Vis: 01229 (29,7%) Vie: 0| 3071 (74,3%)
1] 245  (5,9%) 1| 535 (12,9%)
2 | 2661 (64,4%) 2| 529 (12,8%)

Tabulka C.2: Cetnosti jednotlivych kategorii proménnych Vy—Vie.



DODATEK C. K DISKRETNIM VELICINAM
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Obrazek C.3: Sloupcové diagramy proménnych Vi;—Va.

abs. frequency
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abs frequency

Viz: 0] 1440 (34,8%) Vie: 0] 369 (8,9%)
1] 223 (5,4%) 1| 634 (15,3%)

2| 639 (15,5%) 2 [ 1093 (26, 4%)

3| 1833 (44,3%) 3| 255  (6,2%)
41145 (27,7%)

Vis: 0| 874 (21,1%) 5| 639 (15,5%)
1] 809 (19,6%) Voo: 0| 710 (17,2%)

2| 595 (14,4%) 1| 267  (6,5%)

3| 232 (5,6%) 2| 372 (9, 0%)

41 120 (2,9%) 31 255 (6,2%)
511505  (36,4%) 41 60 (1,5%)

5| 2471 (59,8%)

Tabulka C.3: Cetnosti jednotlivych kategorii proménnych Vi7—V5.



Dodatek D
K logistické regresi

V tomto dodatku uvadime grafy empirickych distribuénich funkef Gy, Gy né-
hodné veli¢iny s(X ) za podminky [Yx = 0] a [Yx = 1] v€etné odhadt hustot
Jo, g1 (normalni jadro, sitka okna rovna smérodatné odchylce) téchto velicin

pro modely uvedené ve 4.kapitole.

Conditional Distribution of s_4.1 Conditional Density of s_4.1
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Obrazek D.1: Empirické distribu¢ni funkce GO, Gia odhady hustot gg, g1 pro
model 4.1 (a = 0, 189).
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86 DODATEK D. K LOGISTICKE REGRESI

Conditional Distribution of s_4.3 Conditional Density of s_4.3
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Obréazek D.2: Empirické distribuc¢ni funkce Go, Gy a odhady hustot go, g1 pro
model 4.3 (a = 0,177).
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Obrazek D.3: Empirické distribuéni funkce G, G a odhady hustot go, g1 pro
model 4.4 (a = 0,197).



Dodatek E

Ke klasifikac¢nim stromum

V tomto dodatku uvadime podrobné rozepsanou strukturu stromi 5.2 a 5.3.
Kazdy radek obsahuje ¢islo uzlu, jméno proménné, podle které probéhlo dé-
leni véetné jejich hodnot (resp. seznamu kategorii v pripadé kategorické veli-
¢iny), pocet objekti v daném uzlu, hodnotu jeho deviance, t¥idu pfifazenou
tomuto uzlu a v zavorce jsou uvedeny pravdépodobnosti nalezeni do jed-
notlivych t¥id. Strom je ¢islovan tak, aby na i-té hladiné stromu byly uzly
s indexem 2% az 27! — 1, kde kofen je na nulté hladiné. V piipadé zastaveni
déleni nékterého uzlu vynechame na nésledujici hladiné ¢isla, ktera by pri-

slusela dcefinnym uzlim tohoto uzlu. Koncové listy jsou znaceny hvézdickou.

Variables actually used in tree construction:
(1] "vio" m"v8" "y23" "y7" "Vyi9" "Vi8" "v4" "ye" "y20" "vi" "y21" "y22"
Number of terminal nodes: 20
Residual mean deviance: 0.403 = 1660 / 4120
Misclassification error rate: 0.0534 = 221 / 4135
node), split, n, deviance, yval, (yprob)
* denotes terminal node

1) root 4135 1900.0 0 ( 0.940 0.060 )
2) V10: 0 708 560.0 0 ( 0.866 0.134 )
4) V8 < -0.204 575 490.0 0 ( 0.849 0.151 )
8) v23: 1,2,3,4,5,6,7,9 360 240.0 0 ( 0.897 0.103 )
16) V7 < -0.1915 194 160.0 0 ( 0.851 0.149 )
32) V7 < -0.2945 175 140.0 0 ( 0.869 0.131 ) =*
33) V7 > -0.2945 19 24.0 0 ( 0.684 0.316 )
66) V19: 2,4,5 12 6.9 0 ( 0.917 0.083 ) *
67) V19: 0,1,3 7 8.41(0.286 0.714 ) *
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17) V7 > -0.1915 166 64.0 0 ( 0.952 0.048 ) *
9) Vv23: 0,8,10 215 230.0 0 ( 0.767 0.233 )
18) V7 < -0.2835 129 150.0 0 ( 0.736 0.264 )
36) V18: 0,2 43 27.0 0 ( 0.907 0.093 ) =*
37) v18: 1,3,4,5 86 110.0 0 ( 0.651 0.349 )
74) V4 < -0.7595 18 21.0 0 ( 0.722 0.278 )
148) V6 < -0.2115 6 7.6 1 ( 0.333 0.667 ) *
149) V6 > -0.2115 12 6.9 0 ( 0.917 0.083 ) =*
75) V4 > -0.7595 68 89.0 0 ( 0.632 0.368 )
150) V20: 2,5 41 46.0 0 ( 0.756 0.244 )
300) V1 < 1.1655 33 24.00 ( 0.879 0.121 ) =
301) V1 > 1.1555 8 9.01 ( 0.250 0.750 ) =
151) v20: 0,1,3,4 27 37.0 1 ( 0.444 0.556 )
302) v21: 0,1,2,4 14 17.0 0 ( 0.714 0.286 )
604) V23: 0,8 9 6.3 0 (0.889 0.111 ) =*
605) V23: 10 5 6.7 1 ( 0.400 0.600 ) =
303) v21: 3,5,6 13 11.0 1 ( 0.154 0.846 ) *
19) V7 > -0.2835 86 83.0 0 ( 0.814 0.186 )
38) v22: 0,1,3,5,7 29 8.7 0 ( 0.966 0.034 ) =
39) v22: 2,4,6,8,9 57 66.0 0 ( 0.737 0.263 )
78) V6 < 0.348 48 46.0 0 ( 0.813 0.188 )
166) V20: 0,2,56 42 31.0 0 ( 0.881 0.119 ) =*
1567) V20: 1,3,4 6 7.6 1 ( 0.333 0.667 ) *
79) V6 > 0.348 9 11.0 1 ( 0.333 0.667 ) *
5) V8 > -0.204 133 60.0 0 ( 0.940 0.060 )
10) V6 < 0.564 121 35.0 0 ( 0.967 0.033 ) =*
11) V6 > 0.564 12 15.0 0 ( 0.667 0.333 )
22) V1 < 0.445 6 0.0 0 ( 1.000 0.000 ) *
23) V1 > 0.445 6 7.6 1 ( 0.333 0.667 ) *
3) V10: 1 3427 1200.0 0 ( 0.956 0.044 ) =
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Variables actually used in tree construction:
[1] "vio" "v8" "y23" "yi9" "y20" "y22" "y7" "y21" "y2" "yi8" "ve"
Number of terminal nodes: 14
Residual mean deviance: 0.392 = 800 / 2040
Misclassification error rate: 0.0531 = 109 / 2053
node), split, n, deviance, yval, (yprob)

* denotes terminal node

1) root 2053 940.0 0 ( 0.940 0.060 )
2) V10: 0 346 290.0 0 ( 0.853 0.147 )
4) V8 < -0.197 278 250.0 0 ( 0.838 0.162 )
8) v23: 1,2,3,4,5,6,7,9 173 100.0 0 ( 0.913 0.087 )
16) V19: 2,4,5 126 48.0 0 ( 0.952 0.048 ) *
17) Vv19: 0,1,3 47 46.0 0 ( 0.809 0.191 )
34) v20: 1,2,56 26 14.0 0 ( 0.923 0.077 ) *
35) V20: 0,3,4 21 27.0 0 ( 0.667 0.333 )
70) v22: 2,3,4,5,6,7 14 11.0 0 ( 0.857 0.143 ) *
71) v22: 1,8,97 8.4 1 (0.286 0.714 ) =*
9) Vv23: 0,8,10 105 130.0 0 ( 0.714 0.286 )
18) V7 < -0.2835 63 80.0 0 ( 0.667 0.333 )
36) v21: 0,1,2,3,4 52 58.0 0 ( 0.750 0.250 )
72) v22: 0,1,2,5,7,9 34 28.0 0 ( 0.853 0.147 ) *
73) vV22: 3,4,6,8 18 25.0 0 ( 0.556 0.444 )
146) V2 < 0.512 13 17.0 1 ( 0.385 0.615 ) *
147) V2 > 0.512 5 0.0 0 ( 1.000 0.000 ) =*
37) v21: 5,6 11 13.0 1 ( 0.273 0.727 )
74) V18: 2,6 56 6.7 0 ( 0.600 0.400 ) *
75) V18: 0,16 0.0 1 ( 0.000 1.000 ) *
19) V7 > -0.2835 42 44.0 0 ( 0.786 0.214 ) =*
5) V8 > -0.197 68 41.0 0 ( 0.912 0.088 )
10) V6 < 0.427 55 10.0 0 ( 0.982 0.018 ) =*
11) V6 > 0.427 13 17.0 0 ( 0.615 0.385 )
22) vV22: 6,7,96 0.0 0 ( 1.000 0.000 ) =*
23) v22: 2,6 7 8.41 (0.286 0.714 ) *
3) V10: 1 1707 600.0 O ( 0.957 0.043 ) *
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