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Kapitola 1

Úvod

Obvyklým předpokladem při konstrukci kosmologických modelů je exis-
tence prostorové škály L, na které se pozorovatelný vesmír jeví téměř ho-
mogenní a izotropní. Einsteinovy rovnice obecné relativity jsou však dobře
testovány na menších vzdálenostech (např. ohyb světla kolem Slunce, stáčení
perihelia Merkuru), a korektní postup při sestavování kosmologických rovnic
by tak měl spočívat ve středování Einsteinových rovnic (způsobem analo-
gickým odvození Maxwellových rovnic z Lorentzovy elektronové teorie).

V 80. letech minulého století Ellis zdůraznil tento často opomíjený krok
a důsledky s ním spojené [17]. Klíčové je zde pozorování, že střední hodnota
Einsteinova tenzoru je obecně různá od Einsteinova tenzoru sestaveného
ze středované metriky, tj. 〈Eµν(gµν)〉 6= Eµν(〈gµν〉). Chceme-li zachovat ob-
vyklý přístup FRW kosmologie a využít středovanou (homogenní a izotropní)
metriku 〈gµν〉, obdržíme modifikované rovnice

Eµν(〈gµν〉) = 8π 〈Tµν〉+ Cµν . (1.1)

Korelační člen Cµν představuje geometrickou korekci, kterou je možno
interpretovat jako část makroskopického efektivního tenzoru energie a hyb-
nosti. Tento člen nemusí nutně vyhovovat energetickým podmínkám klade-
ným na fyzikální zdroje gravitačního pole.

Naměřená kosmologická data se obvykle interpretují v rámci ΛCMD
modelu reprezentujícího vesmír, který obsahuje 73% temné energie, 23%
temné hmoty a pouze zbývajících necelých pět procent představuje známou
formu hmoty a energie. V poslední době se objevily spekulace, že příspěvek
od temné energie lze vysvětlit i bez nutnosti zavedení kosmologické konst-
naty, quintessence pole nebo dokonce modifikace teorie relativity jako pouhý
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důsledek středování dynamických rovnic. Ohledně velikosti a tvaru tohoto
korelačního členu se vedou v poslední velké diskuze. Nápadná je především
časová shoda růstu nelineárních struktur ve formě galaxií a období domi-
nance temné energie.

Pro korektní analýzu tohoto problému je třeba kovariantním způsobem
středovat Einsteinovy rovnice. V první kapitole bude podán přehled jednoho
možného přístupu - Zalaletdinova teorie makroskopické gravitace, včetně
drobných doplňků ilustrujících nejednoznačnost středování a interpretaci
nalezených řešení. Dále je formalismus aplikován na středování vysokofrek-
venčních gravitačních vln na de Sitterově prostoročasu. Po stručném přehledu
dalších metod středování je v čtvrté kapitole nastíněn nový přístup ke stře-
dování Einsteinových rovnic využívající teorii Cartanových skalárů.
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Kapitola 2

Makroskopická gravitace

2.1 Středovací schéma

První obtíž při středování Einsteinových rovnic spočívá ve volbě korek-
tní definice střední hodnoty tenzorové pole tα...

β...(x). Na rozdíl od plochého
prostoru má totiž obecný tenzor v různých bodech variety odlišné transfor-
mační vlastnosti a jeho integrací nemusí vzniknout tenzorový objekt (jak lze
nahlédnout z definice Riemannova integrálu).

Shirokov a Fisher [43] v 60. letech navrhli následující středovací schéma:

〈gµν (x)〉 =

∫
Ω

g (x + x′)
√−gd4x′

∫
Ω

√−gd4x′
, (2.1)

gµν (x) je metrický tenzor v bodě x a oblast Ω je dostatečně velká vzh-
ledem k metrickým fluktuacím. Hlavním výsledkem středování byla přítom-
nost polarizačního členu, který pozměnil dynamické rovnice a efektivně před-
stavoval repulsivní gravitační člen. Podobným přístupem Noonan [35], [36]
rozšířil definici na obecný tenzorový objekt

〈Q (x)〉 =

∫
Ω

Q′ (x + x′)
√−gd4x′

∫
Ω

√−gd4x′
. (2.2)

V aproximaci slabého pole a pomalého pohybu, kdy lze použít pro grav-
itační pole hvězd Newtonovskou aproximaci, byl nalezen nalezen dodatečný
příspěvek k tenzoru energie a hybnosti.
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Výše uvedené středování není kovariantní nově vzniklý objekt není ten-
zorové povahy. Je tedy žádoucí nejprve definovat dodatečný operátor, který
přenese tenzor z bodu x′ do bodu x. Jako vhodný kandidát se na první
pohled jeví bivektor paralelního přenosu gα′

β (x′, x) (teorie se pak ale omezuje
na prostory se specifickou křivostí, navíc středování nemění tvar metrického
tenzoru [23], [49]). V teorii makroskopické gravitace (nadále MG) je zaveden
bivektor Wα′

β (x′, x) transformující se jako vektor v bodě x′, resp. kovektor v
bodě x. Jeho konstrukce bude vyplývat z následujících požadovaných vlast-
ností:

lim
x′→x

Wα′
β (x′, x) = δα

β , (2.3)

Wα′
γ′′(x

′, x′′)Wγ′′
β (x′′, x) = Wα′

β (x′, x). (2.4)

Z aplikace limity (2.3) na rovnici (2.4) přímo vyplývá existence inverzního
operátoru [Wα′

γ′′(x
′, x′′)]−1 = Wγ′′

α (x′′, x′). Dále lze dokázat [32], že vlast-
nosti (2.3) a (2.4) jsou ekvivalentní následujícímu tvaru bilokálního operá-
toru

Wα′
β (x, x′) = Fα′

γ (x′)F−1
β

γ(x). (2.5)

Nyní je možno pro danou kompaktní oblast Ω ⊂M na n-dimenzionální
metrické varietě (M, gαβ) s objemovou n-formou definovat střední hodnotu
tenzorového pole tα...

β...(x) x ⊂M podle vztahu

t̄α...
β...(x) =

1

VΩ

∫

Ω

t̃α...
β...(x, x′)

√
−g′dnx′, (2.6)

g=det(gαβ), VΩ je objem oblasti Ω,

VΩ =

∫

Ω

√−gdnx. (2.7)

a t̃α...
β...(x, x′) představuje bilokální rozšíření obecného tenzorového objektu

tα...
β...(x) pomocí bivektoru Wα′

β (x′, x).

t̃α...
β...(x, x′) = Wα

α′(x
′, x)...Wβ′

β (x′, x)...tα
′...

β′...(x
′). (2.8)

Z této definice plyne, že bilokální rozšíření tenzoru (2.8) se transformuje
jako původní tenzor v bodě x, ale jako skalár v x’ (přes který se integruje).
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Tato vlastnost umožňuje korektní definici střední hodnoty (2.6).
V další části textu budou středovány rovnice popisující geometrii pros-

toročasu (resp. riemannovské variety) a přepsány pomocí nových proměn-
ných. K tomu je žádoucí umět porovnat derivaci střední hodnoty tenzoru a
střední hodnotu derivace. Podle definice platí

d

dλ
t̄α...
β...(x) = lim

∆λ→0

1

∆λ

(
t̄α...
β...(x + ξ∆λ)− t̄α...

β...(x)
)
, (2.9)

kde x a x + ξ∆λ jsou souřadnice dvou blízkých bodů a ∆λ je malá změna
parametru okolo integrální křivky vektorového pole ξ. Při počítání Lieovy
derivace je také nutno zkonstruovat novou středovací oblast - tj. body x ∈ Ω
Lieovsky přesunout pomocí nového bilokálního vektorového pole Sα′ . Situ-
ace se v následujícím textu zjednoduší, použije-li se pro definici Sα′ stejný
bivektor Wα′

β (x′, x), tj.

Sα′ (x, x′) = Wα′
β (x′, x)ξβ(x). (2.10)

Výsledkem je vztah ( [48], [50])

d

dλ
t̄α...
β... = ξρ(x)

[〈
ðρt̃

α...
β...

〉
+

〈
Wσ′

ρ;σ′ t̃
α...
β...

〉
−

〈
Wσ′

ρ;σ′

〉
t̄α...
β...

]
. (2.11)

Symbol ð zde označuje bilokální parciální derivaci

ðρ := ∂ρ +Wσ′
ρ ∂σ′ . (2.12)

Prozatímní volba bilokálního operátoru (2.5) není jednoznačná. Při pohledu
na rovnici (2.11) se nabízí omezení na bivektor vyhovující požadavku

Wσ′
ρ;σ′ = 0, (2.13)

jehož fyzikální interpretace je přirozená - zachování objemu při Lieovském
přesunu, tj. vektorové pole Sα′ (x, x′) má nulovou divergenci.

Dále je požadována komutace parciálních derivací, tj. t̄α...
β...,[ρσ] = 0. Podle

definice (2.6) je pak nutnou a postačující podmínkou vztah

Wα′
[β,γ] +Wα′

[β,δ′Wδ′
γ] = 0. (2.14)

Za jakých podmínek je možno tyto rovnice splnit, je analyzováno v článku
M. Marse a R. M. Zalaletdinova [32], kde je také proveden důkaz následu-
jícího tvrzení: Na libovolné n-dimenzionální varietě (M, gαβ) s objemovou n-
formou lokálně existuje objem-zachovávající bivektor Wα′

β (x′, x) tvaru (2.5)
splňující (2.13) a (2.14).
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Ve stejném článku je rozebrána konkrétní třída řešení

Wα′
β (x′, x) =

∂xα′

∂φi

∂φi

∂xβ
. (2.15)

Vezmou-li se konkrétně funkce φi(x) za definici nových souřadnic, má
v nich operátor Wα′

β (x′, x) jednoduchý tvar bilokálního Kroneckerova sym-
bolu δα′

β . Takto zavedený, tzv. vlastní systém souřadnic, je pro jednoduchost
středování v teorii makroskopické gravitace analogií kartézských souřadnic
v Minkovského prostoročasu. Navíc platí tvrzení, jež bude aplikováno v
pozdější části texu v kontextu středování gravitačních vln: libovolný vlastní
systém souřadnic, ve kterém bivektor (2.15) splní (2.13), je nutně objem-
zachovávající. Tj. det(gµν(φ

k)) = konst.

Doposud byla explicitně ukázána konstrukce střední hodnoty tenzorového
pole t v konkrétním bodě x. Abychom získali nové tenzorové pole t̄, je
třeba po volbě bilokálního operátoru Wα′

β a středovací oblasti Ω v bodě
x provést stejnou proceduru na celou část variety, kde chceme mít stře-
dované tenzorové pole t̄ definované. To vyžaduje také Lieův přenos stře-
dovací oblasti Ω z bodu x do bodu y pomocí bilokálního vektorového pole
Sα′ (x, x′) = Wα′

β (x′, x)ξβ(x).
Díky vlastnosti (2.13) je (čtyřrozměrný) objem VΩ volným parametrem

teorie MG (např. při aplikaci v kosmologii je typická velikost středovací
oblasti řádově 100 MPc). Vektorové pole Sα′ (x, x′) ale může mít obecně
nenulovou rotaci nebo střižnou deformaci a středovací oblast tak může změnit
podstatným způsobem svůj tvar a tím i vlastnosti nového tenzorové pole t̄: Ω
se zde může změnit z koule na podlouhlý elipsoid, což by např. v kosmologii
narušilo předpoklad škály středování.

Vektorové pole ξβ(x) v definici (2.10) není potřeba přidávat jako další
nezávislou konstrukci - její existenci zaručuje samotná teorie MG: Objekty
F α

γ (x) a F−1
β

γ(x) v rozkladu bivektoru (2.5) lze totiž chápat jako n lineárně
nezávislých vektorových polí a asociovaných 1-forem, splňujících komutační
relace (resp. Maurer-Cartanovy rovnice pro duální 1-formy) s konstantními
neholonomními koeficienty Ci

jk = konst., tj.

[fα, fβ] = Cγ
αβfγ, (2.16)

při označení vektoru fα = F ρ
α(x)∂ρ.

Řešení bivektoru (2.15) odpovídá speciální volbě Ci
jk = 0, a systém vlast-
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ních souřadnic φi je tak asociován s volbou holonomní báze, kterou lze použít
pro definici vektorového pole ξβ(x). Opět je tu jistá nejednoznačnost, jak
lze rozpoznat z tvaru řešení (2.15): Tvoří-li φi systém vlastních souřadnic,
pak stejnou vlastnost splní φi′ = kφi, k ∈ R a tím i asociovaný vektor
F ′

γ
α(x) = 1

k
Fα

γ (x) je vhodným kandidátem pro ξβ(x). Zafixujeme-li bilokální
operátor Wα′

β , můžeme volbou libovolné reálné konstanty k vhodným způ-
sobem přeškálovat kinematické veličiny kongruence Sα′ (x, x′) (schématicky
- W = FF−1 lze chápat jako W = kF 1

k
F−1).

Ukazuje se tak, že MG neposkytuje jednoznačný návod, jak obdržet nové
středované tenzorové pole. Při aplikacích v OTR a zejména v kosmologii
ale nejsou geometrické objekty charakterizující reálnou varietu explicitně
známy, proto je důležitá alespoň existence středování. V další části textu
uvidíme, že MG poskytuje soustavu algebraických a diferenciálních rovnic
pro korelační tenzor měřící netrivialitu středování. Po uvážení tvaru stře-
dované metriky pak lze obdržet modifikaci pravé strany středovaných Ein-
steinových rovnic, v čemž spočívá hlavní přínos MG.
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2.2 Geometrie ve formalismu p-forem

Po zavedení středovacího schématu by mělo následovat bilokální rozšíření
rovnic charakterizujících Riemannovskou varietu (např. algebraické a dife-
renciální vlastnosti metrického a Riemannova tenzoru) a následně jejich stře-
dování [48]. Aby se lépe projevila kovariantní (na souřadnicích nezávislá)
procedura středování a zároveň se snížil maximální počet použitých indexů,
je vhodné pracovat v jazyce p-forem [33], [34].

Nejprve zvolíme pro jednoduchost souřadnicovou bázi eµ a k ní duální
dxµ. 1-formy konexe ωµ

ν pak definujeme pomocí vnější derivace rozšířené
na tenzor-značné p-formy

deµ = ωρ
µeρ = eρ(Γ

ρ
µσ)dxσ. (2.17)

Cartanovy rovnice struktury v případě nulové torze mají tvar

ωµ
ρ ∧ dxρ = 0, (2.18)

dωµ
ν + ωµ

ρ ∧ ωρ
ν = rµ

ν . (2.19)

V poslední rovnosti jsou zavedeny 2-formy křivosti, které lze vyjádřit po-
mocí složek Riemannova tenzoru rµ

ν = 1/2Rµ
νρσdxρ∧dxσ. Dále pro jednodu-

chost zápisu definujeme kovariantní vnější derivaci Dω (asociovanou s konexí
ωµ

ν) působením na tenzor-značnou p-formu tα...
β...(x) (formové indexy nejsou

explicitně vypsány)

Dωt
α...
β... = dtα...

β... − ωρ
β ∧ tα...

ρ... + ... + ωα
ρ ∧ tρ...

β... + ..., (2.20)

pomocí které zapíšeme podmínku kompatibility mezi metrikou a konexí

Dωgµν = dgµν − gµρω
ρ
ν − gρνω

ρ
µ = 0. (2.21)

Pro úplnost je třeba dopsat příslušné rovnice integrability, které dostaneme
aplikací (obyčejné) vnějsí derivace d na rovnice (2.18), (2.19), (2.21).

rµ
ρ ∧ dxρ = 0, (2.22)

drµ
ν − ωρ

ν ∧ rµ
ρ + ωµ

ρ ∧ rρ
ν = 0, (2.23)

gµρr
ρ
ν + gρνr

ρ
µ = 0. (2.24)
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Abychom mohli předchozí rovnice středovat, využije se teorie bilokálního
vnějšího kalkulu [50]. Pro bilokální (p,k’) formu (tj. p-formu v bodě x a k-
formu v x′)

α(x, x′) =
1

p!k!
αρ....σ′...dxρ ∧ ...dxσ ′ ∧ ..., (2.25)

zavedeme posunutou vnější derivaci d′W podle pravidla (derivace v bodě x′,
antisymetrizace v x)

d′Wα(x, x′) =
1

p!k!
αρ....σ′...,τ ′Wτ ′

λdxλ ∧ dxρ ∧ ...dxσ ∧ ... (2.26)

a vnější derivaci d nahradíme bilokální vnější derivací d = d+d′W . Podmínky
(2.13), (2.14) požadované na bivektor W se přeformulují do tvaru

divεW = Wρ′
α;ρ′dxα = 0, (2.27)

dWα′ = d(Wα′
ρdxρ) = 0. (2.28)

Druhá z podmínek je ekvivalentním přepisem nilpotence bilokální vnější
derivace, tj. dd = 0. Za těchto předpokladů po vzoru (2.11) nalezneme
jednoduchou komutační relaci

dt̄α...
β... =

〈
dt̃α...

β...

〉
. (2.29)

Nyní je možno pokračovat s bilokálním rozšířením výše napsaných rovnic
charakterizujících riemannovskou geometrii. Bilokálním rozšířením bázového
vektoru eµ definujeme bilokální 1-formu konexe Ωµ

ν , jejíž střední hodnota
bude mít později význačné postavení na středované varietě M̄.

d(Wρ′
µeρ′) = Ωσ

µ(Wρ′
σeρ′). (2.30)

Cartanovy rovnice struktury (2.18), (2.19) se bilokálně rozšíří na

Ωµ
ρ ∧ dxρ = 0, (2.31)

dΩµ
ν + Ωµ

ρ ∧Ωρ
ν = r̃µ

ν . (2.32)

Podobně s využitím bilokální kovariantní vnější derivace DΩ se přepíše pod-
mínka kovariantně konstantní metriky (2.21)

DΩgµν = dg̃µν − g̃µρΩ
ρ
ν − g̃ρνΩ

ρ
µ = 0 (2.33)

Stejně tak i rovnice integrability (2.22) - (2.24)

r̃µ
ρ ∧ dxρ = 0, (2.34)

dr̃µ
ν −Ωρ

ν ∧ r̃µ
ρ + Ωµ

ρ ∧ r̃ρ
ν = 0, (2.35)

g̃µρr̃
ρ
ν + g̃ρν r̃

ρ
µ = 0. (2.36)
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2.3 Středování Cartanových rovnic struktury

Dalším krokem je zkonstruovat geometrické objekty na středované va-
rietě M̄ s využitím (2.31) - (2.36). Přímočaré je středování rovnic (2.31)
a (2.34) (s označením Rµ

ν = 〈r̃µ
ν〉)

Ω̄
µ
ρ ∧ dxρ = 0, (2.37)

Rµ
ρ ∧ dxρ = 0. (2.38)

Hlavní geometrickou strukturou, z které se konstruují ostatní význačné
tenzorové veličiny na varietě M̄, je v Zalaletdinově teorii makroskopické
gravitace středovaná 1-forma konexe Ω̄µ

ν . Odchylku od triviálního středování
měří korelační 2-forma,

Zα γ
β δ =

〈
Ωα

β ∧Ωγ
δ

〉− Ω̄
α
β ∧ Ω̄

γ
δ, (2.39)

jejíž složky budou později vystupovat na pravé straně středovaných Ein-
steinových rovnic. 2-formu křivosti Mµ

ν (sestavenou z Ω̄µ
ν) na varietě M̄

definujeme strukturní rovnicí

dΩ̄
µ
ν + Ω̄

µ
ρ ∧ Ω̄

ρ
ν = M̄µ

ν (2.40)

a následným středováním (2.32) po uvážení definice korelační 2-formy Zα γ
β δ

dostaneme
Mµ

ν = Rµ
ν − Zµ ρ

ρ ν . (2.41)

Podobný tvar rovnic lze najít i v elektrodynamice, kde se středováním
mikroskopických (lineárních) Lorentzových rovnic elektromagnetického pole
(viz [30]) dospěje k Maxwellově teorii. Analogií elektromagnetické indukce
je zde 2-forma křivosti Mµ

ν a roli polarizace přebírá korelační člen Zµ ρ
ρ ν .

Aplikací wedge sumy na předchozí vztah s následným využitím (2.37)
- (2.39) získáme rovnici integrability pro (2.37)

Mµ
ρ ∧ dxρ = 0. (2.42)

Další fáze středování je poněkud obtížnější. Je otázkou, jakým způ-
sobem přepsat výrazy typu

〈
Ωµ

ρ ∧ r̃ρ
ν

〉
, 〈g̃µρΩ

ρ
ν〉 a 〈g̃µρr̃

ρ
ν〉 pomocí veličin

na varietě M̄. Kovariantní vnější derivací definičního vztahu korelační 2-
formy (2.39) obdržíme jedno z hledaných pravidel.

DΩ̃Zα γ
β δ = −2PYα ρ γ

ρ β δ + 2P(
〈
r̃α

β ∧Ωγ
δ

〉−Rα
β ∧ Ω̄

γ
δ). (2.43)
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Symbol P permutuje pouze volné indexy po párech - např. PMαγε
βδζ =

1/3!(Mαγε
βδζ −Mγαε

δβζ +Mαεγ
βζδ) a dalším členem, který znesnadňuje formalismus

středování, je korelační 3-forma

Yα γ ε
β δ ζ =

〈
Ωα

β ∧Ωγ
δ ∧Ωε

ζ

〉− 3P(Zα γ
β δ ∧ Ω̄

ε
ζ)− Ω̄

α
β ∧ Ω̄

γ
δ ∧ Ω̄

ε
ζ , (2.44)

která fixuje diferenciální vlastnosti korelační 2-formy. Analogicky, budeme-li
působit kovariantní vnější derivací na korelační 3-formu, můžeme identifiko-
vat další netriviální výraz - korelační 4-formu Yα γ ε ι

β δ ζ κ. Vyšší korelační členy
se na čtyřrozměrné varietě (fyzikálním prostoročasu) neobjevují. Přestože
se ve středovaných rovnicích struktury objevuje pouze 2-forma Zα γ

β δ, vyšší
korelační členy je pro konzistenci teorie potřeba brát v úvahu. Naštěstí exis-
tuje možnost, jak volbou vhodné vazby položit korelační 3-formu a 4-formu
identicky rovny nule. Zalaletdinov ukázal [50], že k úspěchu vedou vztahy

DΩ̄Zα γ
β δ = 0 = DΩ̄Rα

β, (2.45)

s podmínkou integrability

P(Rα
ρ ∧ Zρ γ

β δ − Zα γ
β ρ ∧Rρ

δ) = 0 (2.46)

a dalším požadavkem
P(Zα γ

β δ ∧ Zε η
ζ θ) = 0. (2.47)

Zúžíme-li v rovnici (2.43) indexy β a γ, výsledek lze použít pro stře-
dování (2.35), které dá požadovanou identitu pro 2-formu křivosti Mµ

ν

dMµ
ν − Ω̄

ρ
ν ∧Mµ

ρ + Ω̄
µ
ρ ∧M ρ

ν = 0. (2.48)

Zbývá středovat poslední 2 rovnice (2.21) a (2.36). Předpokládejme ( [48],
[50]), že pro třídu pomalu se měnících tenzorových polí (tenzor-značných p-
forem) cµ...

ν... , včetně kovariantně konstantních a Killingových tenzorů (syme-
trie by procedurou středování neměla být narušena), platí následující před-
poklad: 〈

Ωα
β ∧ c̃µ...

ν...

〉
= Ω̄

α
β ∧ c̄µ...

ν... , (2.49)
〈
Ωα

β ∧Ωγ
δ ∧ c̃µ...

ν...

〉
=

〈
Ωα

β ∧Ωγ
δ

〉 ∧ c̄µ...
ν... . (2.50)

Potom rovnice (2.21) a její ekvivalent pro ḡµν dává:

DΩ̄ḡµν = 0;DΩ̄ḡµν = 0. (2.51)

16



Tento vztah pak umožňuje volbu ḡµν = Gµν (Gµν je metrika na stře-
dované varietě M̄). Analogie tohoto vztahu s kontravariantními indexy již
neplatí, ḡµν 6= Gµν , ḡµρḡ

ρν 6= δµ
ν a tuto nerovnost je možno charakterizovat

tenzorem Uµν = ḡµν−Gµν . Poslední hledanou rovnici na varietě M̄ obdržíme
vnější derivací předpokladu (2.49), čímž dostaneme identitu

− 〈
Ωα

β ∧DΩ̄c̃µ...
ν...

〉
+ Ω̄

α
β ∧DΩ̄c̄µ...

ν... +
〈
R̃

α

β ∧ c̃µ...
ν...

〉
−Rα

β ∧ c̄µ...
ν... =

= −Zα µ
β ρ ∧ c̄ρ...

ν... − ... + Zα ρ
β ν ∧ c̄µ...

ρ... + ... (2.52)

a následným dosazením do poslední zbývající rovnice získáme požadovaný
vztah (a analog pro ḡµν)

ḡµρM
ρ
ν + ḡρνM

ρ
µ = 0; Mµ

ρḡ
ρν + Mν

ρḡ
µρ = 0. (2.53)

Získali jsme tak kompletní rovnice struktury doplněné kompatibilitou
metriky včetně podmínek integrability na středované varietě M̄ . Schéma je
platné pro libovolnou (pseudo-)Riemannovu varietu s objemovou n-formou.

2.4 Makroskopické Einsteinovy rovnice

Předpokládejme, že “mikroskopická” teorie je plně popsaná soustavou
Einsteinových rovnic. Ty udávají do souvislosti kontrahovaný Riemannův
tenzor křivosti s mikroskopickým tenzorem energie a hybnosti T

µ(micro)
ν .

gµρrρν − 1

2
δµ
ν gρσrρσ + δµ

ν Λ = 8πT µ(micro)
ν . (2.54)

Riemannův tenzor na varietě M̄ je zde definován (na rozdíl od Zalaletdi-
nových článků [48], [50]) rµν = rρ

µρν . Abychom obdrželi rovnice makroskopi-
cké gravitace, stačí provést proceduru středování a tenzorové veličiny na va-
rietě M nahradit jejich ekvivalenty na M̄. Z tvaru Einsteinových rovnic je
vidět, že z předchozího oddílu je zapotřebí identita (2.52). Makroskopické
rovnice pak mají tvar

GµρMρν − 1

2
δµ
ν GρσMρσ + δµ

ν Λ = 8πT µ(macro)
ν , (2.55)

8πT µ(macro)
ν = 8πT µ(micro)

ν +

(
Zµ

ρσν −
1

2
δµ
ν Qρσ

)
ḡρσ−

(
UµρMρν − 1

2
δµ
ν UρσMρσ

)
,

(2.56)
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kde jsme označili Zα
βγδ = 2Zα

βρ
ρ
γδ a Qαβ = Zρ

αρβ - výrazy jsou odvozené z
korelační 2-formy Zα

β
γ
δ = Zα

βρ
γ
σδdxρ ∧ dx.

Levá strana makroskopických rovnic (Einsteinův tenzor Eµ
ν ) díky korek-

tní konstrukci geometrie na M̄ splňuje kontrahované Bianchiho identity, z
nichž plynou lokální zákony zachování

Eρ
µ;ρ = (8πT ρ

µ + Cρ
µ);ρ = 0. (2.57)

Korelační člen Cµ
ν , kterým se rovnice makroskopické (při označení〈

T
µ(micro)
ν

〉
= T µ

ν ) liší od zápisu obvyklého např. v kosmologii, má explicitní
tvar

Cµ
ν =

(
Zµ

ρσν −
1

2
δµ
ν Qρσ

)
ḡρσ −

(
UµρMρν − 1

2
δµ
ν UρσMρσ

)
. (2.58)

2.5 Vysokofrekvenční limita MG

V mnoha aplikacích MG je předpokládán explicitní tvar makroskopické
metriky (např. sférická symetrie, FRW) a za dodatečně zvolených podmínek
je řešena soustava algebraických a diferenciálních rovnic pro korelační ten-
zor. Zde se omezíme na vysokofrekvenční tenzorové perturbace - tj. existuje
takový souřadný systém, ve kterém má mikroskopická metrika tvar

gµν = Gµν + hµν , (2.59)

kde Gµν je dané pozadí (makroskopická metrika) pomalu se měnící na charak-
teristické délce L a hµν je rychle oscilující část (s charakteristickou mikroskopi-
ckou délkou λ) představující gravitační záření. Typický poloměr středovací
oblasti d je určen nerovnostmi λ << d << L a amplitudy Gµν , resp.
hµν jsou řádu 1, resp. ε. V Isaacsonově přístupu [23] bylo provedeno stře-
dování s využitím geodetického bilokálního operátoru a s integrační mírou
(-detGµν)

1/2.
Aplikace teorie MG na perturbovanou metriku (2.59) byla ukázána v

článku [50] a výsledkem je, že v Lorentzově kalibraci

hµν
|ν = 0, hν

ν = 0 (2.60)
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není do řádu ε2 rozdílu ve tvaru perturbovaných Einsteinových rovnic (liší se
samozřejmě samotná metoda středování). Korelační člen tak ve vysokofrek-
venční limitě má stejný tvar efektivního tenzoru energie a hybnosti

TGW
µν =

1

32π

〈
hρτ

;µhρτ ;υ

〉
. (2.61)

2.6 Přesná řešení MG

Řešení rovnic MG umožňuje identifikovat tvar korelačního členu přítom-
ného ve středovaných Einsteinových rovnicích. Korelační 2-forma musí vy-
hovovat komplikovaným podmínkám (2.45), (2.46) a (2.47). První přesné
řešení MG bylo publikováno v roce 2005 trojicí autorů Coley, Pelavas, Za-
laletdinov [13] (detaily a doplnění výpočtu byly nedávno zveřejněny v [21]).
Po zvolení makroskopické metriky (plochý FRW)

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) (2.62)

se předpokládal nejjednodušší možný tvar korelačního tenzoru Zα
βγ

δ
εζ =

konst., volba ḡµν = Gµν a nulovost elektrické části po rozkladu korelačního
tenzoru na složku elektrickou a magnetickou. Výsledný korelační člen pak
lze interpretovat jako dodatečnou prostorovou křivost, což je v souladu s
pozdějšími články [14] a [15], kde se využívá systému vlastních souřadnic
k přímému výpočtu korelačního členu ze středovaného Einsteinova tenzoru.
V těchto publikacích také bylo ukázáno, že středováním sféricky symetrické
mikroskopické metriky (za jistých předpokladů tvaru nehomogenity gravi-
tačního pole) může být korelační člen zapsán jako suma výrazů reprezentu-
jících prostorovou křivost a nedokonalou tekutinu.

Van den Hoogen v [22] navázal na předchozí výsledky. Předpokládaná
zde byla statická sféricky symetrická makroskopická geometrie (nehomoge-
nitu určoval korelační tenzor)

ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2. (2.63)

Tenzor energie a hybnosti popisoval dokonalou tekutinu zdroje o radiální
velikosti R s konstantní hustotou ρ0. Bez korektního středování (nejen pravé
strany) bychom dospěli k obvyklému (vnitřnímu a vnějšímu) Schwarzschildo-
vu řešení. Řešením rovnic MG se sféricky symetrickou makroskopickou metri-
kou (2.63) spolu s dalšími dodatečnými předpoklady (např. Z = konst.)
byl nalezen korelační člen, který efektivně modeluje neizotropní tekutinu s
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netriviálním radiálním tlakem pcor
r = −ρcor a hustotou ρcor = 1

8π
4h1

r2 , h1 je
kladná integrační konstanta.

Výsledek lze interpretovat zajímavým způsobem [22]: V galaktické dy-
namice je plochost rotačních křivek spirálních galaxií hlavním argumentem
pro existenci temné hmoty. Obvyklý sféricky symetrický model vykazuje
chování hustoty ρ ∝ r−3, naměřená data však lépe vyhovují závislosti r−2,
což je právě případ získaného korelačního členu. Existuje tedy alternativní
vysvětlení pozorované plochosti rotačních křivek spirálních galaxií jako pouhý
důsledek středování téměř sféricky symetrického rozložení “obyčejné” hmoty.

Aby se lépe osvětlila povaha získaného korelačního členu, uvedeme jako
příklad sféricky symetrického prostoročasu de Sitterův vesmír. Statické sou-
řadnice sice pokrývají jen část variety, ale metrika je v nich vyjádřena přímo
ve tvaru (2.63)

ds2 = −
(

1− Λ

3
r2

)
dt2 +

1

1− Λ
3
r2

dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2. (2.64)

V článku [22] jsou řešeny modifikované Einsteinovy rovnice (s korelačním
členem) s konstantní hustotu ρ0, nyní interpretovanou jako ρ0 = Λ

8π
. Přís-

lušné rovnice se ale navíc zjednoduší, budeme-li požadovat p = −ρ0 = − Λ
8π

.
Výsledkem je modifikovaná metrika

ds2 = −
(

1− Λ

3(1− 4h1)
r2

)
dt2 +

1

(1− 4h1)

1(
1− Λ

3(1−4h1)
r2

)dr2 + r2dΩ2.

(2.65)
V prvně citovaném přesném řešení FRW [13] nemohla vést magnetická

část korelačního tenzoru k vysvětlení pozorovaného zrychlení vesmíru. Ovliv-
něn však byl netriviálním způsobem expanzní faktor. Konkrétně pro dS
ale dochází k zajímavému jevu: Přidaným korelačním členem (prostorovou
křivostí k) se nezmění výsledný prostoročas - dS je řešením Einsteinových
rovnic s dokonalou tekutinou p = −ρ pro každou volbu k=-1,0,1 (odlišná
je ale foliace prostoročasu na prostory konstantní křivosti, a tak tyto tři
případy poskytují odlišnou dynamiku expanzního parametru a tím i kosmo-
logických parametrů).

Zde tenzor energie a hybnosti obsahuje součet dokonalé i nedokonalé
tekutiny, a tak středovaný dS již nepatří do třídy FRW kosmologií (před-
pokládána je jen statická sférická symetrie). Jedním ze znaků ukazujících
na možné zrychlení je přítomnost horizontu, tj. existují takové oblasti v
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prostoročasu r > rmax, které nemohou být v principu nikdy v budoucnu po-
zorovány. Kritická hodnota rmax se dostane integrací rovnice (pro metriku
typu (2.63))

rmax∫

0

√
grr√
gtt

dr = lim
tmax→∞

tmax∫

t0

dt. (2.66)

Dosazením obyčejné dS metriky (2.64) vychází

arctanh
(√

Λ
3
rmax

)
√

Λ
3

= lim
tmax→∞

(tmax − t0), (2.67)

rmax =

√
3

Λ
. (2.68)

Modifikovaný prostoročas (2.65) dává výsledek (pro 0 < h1 < 0, 25)

1√
1− 4h1

arctanh
(√

Λ
3

1
1−4h1

rcor
max

)
√

Λ
3

1
1−4h1

= lim
tmax→∞

tmax − t0, (2.69)

rcor
max =

√
3

Λ

√
1− 4h1. (2.70)

Kritická hodnota rmax se po uvážení korelačního členu zmenšila, což na-
značuje možné zrychlení expanze (v analogii s výsledkem pro dS, kde s
rostoucí Λ se od sebe geodetičtí pozorovatelé vzdalují rychleji).
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Kapitola 3

Vysokofrekvenční gravitační
vlny na pozadí dS

3.1 de Sitterův prostoročas

De Sitterův prostoročas (dS) je z matematického hlediska maximálně
symetrická lorentzovská varieta konstantní křivosti R > 0 [20]. Může být
znázorněn jako hyperboloid

−v2 + w2 + x2 + y2 + z2 = α2 (3.1)

v plochém, pěti-dimenzionálním prostoru R5 s metrikou

ds2 = −dv2 + dw2 + dx2 + dy2 + dz2. (3.2)

V této kapitole budou pro jednoduchost použity souřadnice, které pokrývají
pouze polovinu celkové variety.

ds2 =
α2

η2

(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2
)
, α =

√
3

Λ
. (3.3)

Tvar metriky přímo ukazuje příslušnost dS v širší třídě nejpoužívanějších
kosmologických modelů Friedmann–Robertson–Walker (FRW)

ds2 = a2 (η)
(−dη2 + 3γijdxidxj

)
, (3.4)

kde 3γij představuje metriku homogenního a izotropního 3-prostoru s kon-
stantní křivostí K.

Fyzikálně motivující je fakt, že de Sitterův vesmír je řešením Einsteinových
rovnic s kladnou kosmologickou konstantou Λ. Přirozená je tedy aplikace dS
při studiu inflačních modelů v raných etapách vývoje vesmírů [45].
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3.2 Evoluce tenzorových perturbací na FRW

V článku [44] bylo ukázáno chování vysokofrekvenčních gravitačních vln
šířících se na pozadí FRW. Metrické perturbace hµν (představující gravi-
tační záření) byly rozloženy do tenzorových harmonik

hµν = f (η) Qµν . (3.5)

Qµν kromě obvyklých kalibračních podmínek (2.60) splňuje rovnici

Q
|l
ij|l + k2Qij = 0. (3.6)

Symbol | značí kovariantní derivaci vzhledem k metrice 3γij. Vlnové číslo k
fixuje škálu perturbace vzhledem k danému pozadí. Evoluce amplitudy f(η)
vyhovuje obyčejné diferenciální rovnici druhého řádu (podrobnosti v [44])

[(
d2

dη2
+ k2

)
− 2

ȧ

a

d

dη
+ 4

ȧ2

a2
+ 6K

]
f = 0 (3.7)

Při použití souřadnic (3.3) dS přejde kovariantní derivace | v (3.6) na
obyčejnou a rovnice pro f(η) má řešení

f (η) =
1√
|η|

[
C1 (k) J

(
i

√
15

2
, kη

)
+ C2 (k) Y

(
i

√
15

2
, kη

)]
. (3.8)

J(ν, z) (resp. Y (ν, z)) jsou cylindrické Besselovy funkce prvního (druhého)
druhu, C1 a C2 jsou libovolnými funkcemi k.

3.3 Isaacsonova aproximace

V minulé kapitole byla diskutována souvislost korelačního členu Qµν v
teorii makroskopické gravitace a efektivního tenzoru energie a hybnosti TGW

µν

v případě vysokofrekvenčních gravitačních vln [23], [50]. Oba přístupy ob-
drží korekci k Einsteinovým rovnicím ve stejném tvaru, ale liší se samotná
metoda středování: Volbou bivektoru při výpočtu příslušného integrálu a
také integračním objemovým elementem. Pro jednoduchost bude vliv per-
turbací (3.5) na pozadí dS počítán historicky starším způsobem zahrnujícím
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bivektor geodetického paralelního přenosu.
Efektivní tenzor energie a hybnosti na pravé straně Einsteinových rovnic

pak bude mít tvar

TGW
µν =

1

32π

〈
hρτ

;µhρτ ;υ

〉
BH

, (3.9)

kde střední hodnota tenzoru Aµν přes oblast Ω je definována integrálem

〈Aµν (x)〉BH =
1

VΩ

∫

Ω

gα′
µ (x, x′)gβ′

ν (x, x′) Aα′β′ (x
′)

√
−g(x′)d4x′. (3.10)

K jeho výpočtu je potřeba nejprve nalézt geodetickou křivku xµ(τ) spo-
jující body x a x′ a poté podél ní paralelně přenést tenzor Aµν . Rovnice
geodetiky na dS lze vyřešit bez jakýkoliv složitých výpočtů. Dále lze ukázat,
že ve vysokofrekvenční limitě platí následující vlastnosti [23]:

• Lze ignorovat výrazy typu
〈
A ρ

µν ;ρ

〉
BH

.

• Pod integrálem lze integrovat per partes.

• Kovariantní derivace komutují.

3.4 Výpočet tenzoru energie a hybnosti
vysokofrekvenčních gravitačních vln

Tvar metriky (3.3) přímo ukazuje na přítomnost tří prostorupodobných
Killingových vektorů, které zaručují tři integrály pohybu (prostorové kovari-
antní složky čtyřhybností pi). Pro řešení rovnic je vhodné nejprve vypočítat
nenulové Christoffelovy symboly

Γα
βγ =

1

2
gαρ (gρβ;γ + gγρ;β − gβγ;ρ) , (3.11)

Γ0
µµ = Γi

i0 =
ȧ (η)

a (η)
=
−1

η
. (3.12)

Ostatní nezávislé složky afinní konexe jsou nulové (přes dva stejné indexy
se nesčítá). Rovnice paralelního přenosu se velmi zjednoduší, je-li přenášen
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tenzor s jedním kovariantním a kontravariantním indexem.

DA0
0

dτ
=

dx0

dτ

(
A0

0,0 + Γ0
00A

0
0 − Γ0

00A
0
0

)
+

dxi

dτ

(
A0

0,i + Γi
0iA

0
i − Γi

0iA
0
i

)
= 0,

(3.13)
DAi

i

dτ
=

dx0

dτ

(
Ai

i,0 + Γi
0iA

i
i − Γi

0iA
i
i

)
+

dxj

dτ

(
Ai

i,j + Γi
0iA

0
i − Γ0

iiA
i
0

)
= 0.

(3.14)
Tenzor Aµν je v uvažovaném případě (3.9) symetrický, proto se nenulové

Christoffelovy symboly v závorkách odečtou. Rovnicím geodetiky tak vy-
hovuje řešení Tµν(x) = konst. Konstanta je dále určena polohou tenzoru z
počáteční podmínky Tµν(x) = Tµν(x

′). Paralelní přenos z bodu x′ do bodu
x má nakonec triviální tvar a do integrálu (3.9) lze v tomto případě za
bivektor paralelního přenosu dosadit bilokální rozšíření Kroneckerova sym-
bolu (tj. bivektor paralelního přenosu nezmění tvar přenášeného tenzoru -
Tµν(x) = Tµν(x

′)) .
Je vhodné prostorovou část perturbací hµν napsat pomocí Fourrierovy

transformace

Qµν (~x) =

∫
Qµν

(
~k
)

ei~k·~xd3~k. (3.15)

Tím je automaticky splněna podmínka (3.6). Veličiny Qµν(k) spolu s koefi-
cienty C1(k) a C2(k) v řešení (3.8) v sobě zahrnují informaci o tvaru vlnového
balíku (odpovídající počáteční podmínce).

Pro jednoduchost budeme předpokládat izotropní rozložení gravitačních
vln (analogicky jako u fotonového plynu). Do integrálu (3.9) lze přímo dosa-
dit řešení ve tvaru (3.5). Integrace přes oblast Ω bude realizována pomocí
shlazovací funkce WΩ(xµ) = Wt(η)Wx(x

i), která rychle klesá k nule pro
x′ /∈ Ω.

T 0 GW
0 = − 1

32π

1

VΩ

∫

R4

WΩ(xµ)f (η) Qρσ (~x′) [f (η) Qρσ (~x′)];0;0
√

a8 (η)d3x′dη

= − 1

32π

1

VΩ

∫

R4

Wt(η)f (η)

∫

R3

Qij
(
~k
)

ei~k·~x′d3~kg00f (η);00

∫

R3

Qij

(
~k′

)
ei~k′·~x′d3~k′

∫

R3

Wx

(
~k′′

)
ei~k′′·~x′d3~k′′

√
a8 (η)d3x′dη

= − 1

32π

1

VΩ

∫

R

Wt(η)f (η)

∫

R3

Qij
(
~k
)

d3~kg00f (η);00

∫

R3

Qij

(
~k′

)
d3~k′
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∫

R3

Wx

(
~k′′

)
d3~k′′

√
a8 (η)dηδ(~k + ~k′ + ~k′′)

= − 1

32π

1

VΩ

∫

R

∫

R3

∫

R3

Wt(η)g00f (η);00 f (η)giigjjQij

(
~k
)

Qij

(
~k′

)

Wx(−~k − ~k′)a4 (η) d3kd3k′dη

= − 1

32π

1

VΩ

∫

R

∫

R3

∫

R3

( −1

a2 (η)

) (
f (η),00 −

ȧ (η)

2a (η)

)
f (η)

1

a2 (η)

1

a2 (η)

Qij

(
~k
)

Qij

(
~k′

)
Wx(−~k − ~k′)a4 (η) d3kd3k′dη

∼= − 1

32π

1

VΩ

∫

Ω

1

a2 (η)
f 2 (η) k2Qij

(
~k
)

Qij

(
~k
)

d3kdη. (3.16)

V první rovnosti bylo použito integrace per partes. V limitě krátkých
vlnových délek platí relace k/a >> ȧ/a, tedy fyzikální frekvence záření
je mnohem větší než Hubblův parametr H = ȧ/a. Do integrálu přispívají
podstatněji členy úměrné nejvyšší mocnině v k. V posledním kroku byla
druhá derivace funkce f nahrazena pomocí rovnice (3.7) výrazy úměrnými
v mocninách k (nejvíce přispívá −k2f). Problémy by mohly případně nastat
pro η ∝ e−

t
α → 0, tj. t → +∞ (Hubbleův parametr zde diverguje), kdy

ale díky kosmologickému frekvenčnímu posunu v realistickém případě už
není možno Isaacsonovu aproximaci použít. Nakonec byla pro zjednodušení
výsledného vztahu provedena integrace přes ~k′ - shlazovací funkce Wx(~k) je
v limitě Ω → ∞ rovna delta funkci δ(~k). Zde je tedy uplatněn předpoklad,
že v integrálu je nejvyšší příspěvek od členů ~k ∼= ~k′.

Při výpočtu dalších diagonálních složek efektivního tenzoru energie se
využije vlastnosti izotropního rozložení gravitačních vln.

T11 = T22 = T33 =
1

3

∑

l

Tll. (3.17)

3∑

l=1

T l GW
l = − 1

32π

1

VΩ

∫

R4

WΩ(xµ)f (η) Qρσ (~x′) [f (η) Qρσ (~x′)] ;l

;l

√
a8 (η)d3x′dη

= − 1

32π

∑

l

1

VΩ

∫

R4

Wt(η)f 2 (η)

∫

R3

Qij
(
~k
)

ei~k·~x′d3~kgll




∫

R3

Qij

(
~k′

)
ei~k′·~x′d3~k′




;ll
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∫

R3

Wx

(
~k′′

)
ei~k′′·~x′d3~k′′

√
a8 (η)d3x′dη

= − 1

32π

1

VΩ

∫

R

Wt(η)f 2 (η)

∫

R3

Qij
(
~k
)

d3~kgll(−k′2)
∫

R3

Qij

(
~k′

)
d3~k′

∫

R3

Wx

(
~k′′

)
d3~k′′

√
a8 (η)d3x′dηδ(~k + ~k′ + ~k′′) + ...

∼= 1

32π

1

VΩ

∫

R

∫

R3

∫

R3

Wt(η)f 2 (η)
1

a2 (η)

1

a2 (η)
Qij

(
~k
) 1

a2 (η)

[
k′2Qij

(
~k′

)]

Wx(−~k − ~k′)a4 (η) d3kd3k′dη

∼= 1

32π

1

VΩ

∫

Ω

1

a2 (η)
f 2 (η) k2Qij

(
~k
)

Qij

(
~k
)

d3kdη. (3.18)

Ze stejného důvodu jako v předchozím případě lze zanedbat výrazy úměr-
né Christoffelovým symbolům. Dále se využilo vlastnosti (3.6) definující (až
na kalibrační volnost) perturbace Qµν .

Porovnáním výsledných tvarů rovnic (3.16), (3.17), (3.18) je možno
vyčíst charakteristickou závislost tlaku záření p na hustotě ρ

pGW =
ρGW

3
. (3.19)

Zbývající složky tenzoru energie a hybnosti vyjdou nulové. Rovnice pa-
ralelního přenosu může mít netriviální řešení, ale tenzor přenesený z bodu
(η′, ~x′) do (η, ~x) je závislý jen na konformním čase T̃µν (η, η′, ~x′) (plyne z
čistě časové závislosti složek afinní konexe). Po dosazení stačí použít trans-
formace (3.15) a obyčejná derivace ∂j přejde ve Fourrierově obrazu na ná-
sobení ikj. Integrál liché funkce v kj je pak roven nule (až na zanedbané
členy).

Pozadí dS, na kterém se šíří gravitační vlny, lze interpretovat jako řešení
Einsteinových rovnic s pravou stranou ρ0 = Λ

8π
, p0 = − Λ

8π
. Evoluce gra-

vitačních vln se v linearizované teorii řídí rovnicí (3.7) a jejich přítom-
nost zpětně ovlivňuje dané pozadí. Korektněji by se měla řešit rovnice (3.7)
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současně se započtením (3.9). Zvolíme-li iterační postup, po výpočtu (3.8) a
středování (3.16), (3.18) by se měl algoritmus zopakovat (předpokládáme-
li konvergenci k přesnému řešení) - tj. určit nové pozadí pomocí tenzoru
energie a hybnosti ρ1 = Λ

8π
+ ρGW , p1 = − Λ

8π
+ pGW . Konkrétněji - budeme-

li sledovat závislost na Λ, zjistíme následující vztah (jmenovatel VΩ také
obsahuje faktor a4(η) přítomný v invariantním objemovém elementu):

ρ1 =
Λ

8π
+ Λ3 · konst., p1 = − Λ

8π
+ Λ3 · konst./3. (3.20)

Charakteristický vztah kosmologické konstanty p0 = −ρ0 se díky přítom-
nosti vysokofrekvenčních gravitačních vln změní na ρ1 = −p1+4/3Λ3 ·konst.
Konstanta kromě vlnového rozložení gravitačního záření závisí také na ob-
jemu středování - VΩ je volným parametrem teorie, který je třeba nejprve
zvolit. Protože dodatečný opravný člen je úměrný Λ3, je možné se domnívat,
že linearizované řešení (3.8) dobře aproximuje řešení přesné.

3.5 Středování pomocí MG

Nyní se pokusíme pro porovnání provést středování (3.9) pomocí for-
malismu makroskopické gravitace. Bivektor paralelního přenosu je nahrazen
obecným bilokálním operátorem Wα′

β (x′, x). Jak bylo zmíněno v první kapi-
tole tohoto textu, existuje poměrně široká třída tzv. vlastních souřadnic Φi

(podrobněji v [32]), kdy má bivektor tvar Wα′
β (x′, x) = ∂xα′

∂φi
∂φi

∂xβ a po transfor-
maci do vlastních souřadnic pak jednoduše přejde na bilokální rozšíření Kro-
nekerovy delty. Tato transformace existuje vždy a navíc determinant matice
gµν spočtený v těchto souřadnicích je nutně konstantní. Z tvaru metriky dS
(3.4) plyne, že nejjednodušší transformace do vlastních souřadnic změní jen
časovou závislost metrických koeficientů.

a(η)dη =
dη̂

a3(η̂)
, (3.21)

η̂ = f(η̂) =, x̂ = x, ŷ = y, ẑ = z (3.22)

Při středování (3.9) budou použity původní (nestříškované) souřadnice.
Bivektor v nich má zřejmě jen jedinou netriviální složku W0′

0 (x′, x) - i ta
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však není složitá.

W0′
0 (x′, x) =

∂x0′

∂φi

∂φi

∂x0
=

∂η′

∂η̂

∂η̂

∂η
=

a4(η)

a4(η′)
=

η4′

η4
(3.23)

V definici bilokálního rozšíření tenzoru T µ
ν (2.8) vystupuje kontrakce s

bivektorem Wα′
β a jeho inverzí Wβ

α′ = [Wα′
β ]−1. Protože jsou obě matice di-

agonální, bilokální rozšíření opět působí identicky jako u paralelního bivek-
toru.

T̃ 0
0 (x, x′) = W0

0′(x
′, x)W0′

0 (x′, x)T 0′
0′ (x

′) = T 0
0 (x′). (3.24)

Rovnice středování budou mít tedy stejný tvar jako v předchozím výpočtu
podle Isaacsonova schématu - stejně jako u paraleního přenosu je i zde
bilokální rozšíření tenzoru energie a hybnosti triviální. Aplikací teorie makro-
skopické gravitace se tak reprodukuje výsledek výše vypočtený Isaacsonovým
algoritmem (3.16), (3.18).

Problémem v MG je ale nejednoznačnost středování - tj. volba bilokál-
ního operátoru zde není explicitně daná. Jen samotný systém vlastních
souřadnic tvoří poměrně velkou třídu funkcí, a proto by bylo možné požadovat
splnění dalších (pro daný případ žádoucích) vazeb. Mohou tedy existovat i

takové vlastní souřadnice, pomocí kterých má bivektor Wα′
β (x′, x) = ∂xα′

∂φi
∂φi

∂xβ

netriviální všechny maticové koeficienty a výpočet středování by obecně
mohl dát jiný výsledek než v předchozím případě.
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Kapitola 4

Další metody středování

Kromě teorie makroskopické gravitace existuje celá řada přístupů ke
středování Einsteinových rovnic. Zde budou představeny metody, které v
principu dovolují středování i přesných řešení a neomezují se jen na pertur-
bované prostoročasy (historický přehled včetně aproximačních schémat lze
najít např. v Krasińskiho knize [29]).

4.1 Buchertovy rovnice

V současnosti nejrozšířenější formalismus kosmologického středování u-
možňuje doplnění Friedmannových rovnic o dodatečné členy, a zřetelněji
tak ukazuje na ovlivnění kosmologické dynamiky v důsledku středování ne-
homogenit. Pro jednoduchost budou prezentovány rovnice s “nerotačním
prachem” [4] (zobecnění na dokonalou tekutinu v [5]).

Nechť je dána metrika ds2 = −dt2 + gijdX idXj, prostorové středování
skalárního pole Ψ je definováno předpisem

〈
Ψ(t,X i)

〉
D :=

1

VD

∫

D

Jd3XΨ(t,X i), (4.1)

VD =

∫

D

Jd3X, (4.2)

kde J :=det
√

gij, gij je metrika prostorové nadplochy a X i jsou “como-
ving” souřadnice sledující geodetický pohyb prachu. Důležitou vlastností je
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nekomutativita středování a časové derivace, jak lze nahlédnout z definice
středování při uvážení časové závislosti jakobiánu:

∂t

〈
Ψ(t,X i)

〉
D−

〈
∂tΨ(t,X i)

〉
D =

〈
, Ψ(t,X i)

〉
D 〈Θ〉D−

〈
Ψ(t,X i)Θ

〉
D . (4.3)

Expanze Θ podle definice souvisí s čtyřrychlostí tekutiny vztahem Θ =
uµ

;µ a její pomocí zavedeme v analogii s FRW modely efektivní Hubbleův
parametr HD a efektivní škálovací faktor aD

aD =

(
VD
VDi

) 1
3

, (4.4)

〈Θ〉D =
V̇D
VD

= 3
ȧD
aD

=: 3HD. (4.5)

Tečkou se označuje časová parciální derivace a VDi je počáteční objem oblasti,
která geodeticky přešla na objem VD.

Abychom mohli využit formalismus středování na Einsteinovy rovnice,
potřebujeme mít k disposici skaláry, nikoli tenzory. Toho můžeme docílit
kontrakcí těchto rovnic s dostupnými tenzory: gµν , uµ a ∇µ. Po středování
a použití komutační formule (4.3) obdržíme modifikovanou Raychaudhuriho
rovnici, hamiltonovskou vazbu a nakonec zákon zachování hmoty.

3
äD
aD

+ 4πG 〈ρ〉D − Λ = QD, (4.6)

(
ȧD
aD

)2

− 8πG

3
〈ρ〉D +

〈R〉D
6

− Λ

3
= −QD

6
, (4.7)

∂t 〈ρ〉D + 3
ȧD
aD
〈ρ〉D = 0. (4.8)

〈R〉D značí střední hodnotu prostorového Ricciho skaláru, 〈ρ〉D středovanou
hustotu sledované tekutiny a přítomný kinematický člen QD ukazující na
přítomnou nehomogenitu a anizotropii je definován vztahem

QD :=
2

3

〈
(Θ− 〈Θ〉D)2〉

D − 2
〈
σ2

〉
D . (4.9)

Skalár σ2 = 1
2
σijσ

ij je sestaven z tenzoru střižné deformace σij. Časová
derivace středované hamiltonovské vazby (4.7) souhlasí se středovanou Ray-
chadhuriho rovnicí (4.6), platí-li následující podmínka integrability

∂tQD + 6
ȧD
aD
QD + ∂t 〈R〉D + 2

ȧD
aD
〈R〉D = 0. (4.10)
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Předchozí rovnice lze formálně přepsat do standardního tvaru Friedman-
nových rovnic

3
äD
aD

+ 4πG
(
ρDeff + 3pDeff

)− Λ = 0, (4.11)

(
ȧD
aD

)2

− 8πG

3
ρDeff −

Λ

3
= 0, (4.12)

ρ̇Deff + 3
ȧD
aD

(
ρDeff + pDeff

)
= 0. (4.13)

s efektivní hustotou a tlakem

ρDeff := 〈ρ〉D −
1

16πG
QD − 1

16πG
〈R〉D , (4.14)

pDeff := − 1

16πG
QD +

1

48πG
〈R〉D . (4.15)

Abychom získali jejich řešení, je třeba konkretizovat stavovou rovnici
pDeff = pDeff

(
ρDeff , aD

)
. Navíc tvar efektivní hustoty a tlaku ukazuje na

podobnost s výsledky obdrženými v teorii skalárního pole, a nové “zdroje”
QD a 〈R〉D tak lze interpretovat jako důsledek přítomnosti dodatečného mor-
phonového pole [8], jehož pohybová Klein-Gordonova rovnice je právě (4.10).

Podobně jako v obvyklém přístupu ke kosmologii, můžeme i zde defino-
vat bezrozměrné veličiny (omega faktory), které ale představují funkcionály
na oblasti D.

ΩD
m :=

8πG

3H2
D
〈ρ〉D ; ΩD

Λ :=
Λ

3H2
D

; ΩD
R := −〈R〉D

6H2
D

; ΩD
Q := − QD

6H2
D

(4.16)

a Hamiltonova vazba se přepíše do standardního tvaru

ΩD
m + ΩD

Λ + ΩD
R + ΩD

Q = 1. (4.17)

Buchertův přístup spočívá ve výběru preferované nadplochy s násled-
ným trojrozměrným středováním vzhledem ke klidovému systému dokonalé
tekutiny. Larena nedávno [31] metodu středování zobecnil do libovolného
souřadného systému. Kromě čtyřrychlosti tekutiny uµ je zavedena také 4-
rychlost libovolného pozorovatele nµ a Buchertovy rovnice jsou kromě kine-
matického členu (a dynamického u tekutiny s nenulovým tlakem) doplěny o
další korekce.
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Gasperini, Marozzi a Veneziano pak využili kalibračně invariantního stře-
dování a ukázali [19], že Buchertovy rovnice sice závisí na volbě nadplochy,
která definuje fyzikálního pozorovatele, ale nikoliv na konkrétní volbě souřad-
nic. Po předložení kovariantní a kalibračně invariantní formulace komu-
tačního vztahu (4.3) je možné středovat skalární část Einsteinových rovnic
v libovolných souřadnicích. Kromě neuzavřenosti soustavy (zobecněných)
Buchertových rovnic tak zůstává problematickou otázka zvolení vhodné pros-
torové nadplochy [24].

4.2 Ricciho tok

V předchozím oddíle byly vypočteny střední hodnoty skalárních veličin
na reálné (nehomogenní) varietě. Ukazuje se, že příspěvek ke kosmickému
kvartetu (4.17) od kinematického členu ΩD

Q je kvantitativně malý v dostateč-
ně velké expandující oblasti vesmíru. Naměřená kosmologická data se ale
obvykle interpretují v rámci FRW modelů, což může pozměnit i poměrné
zastoupení omega faktorů.

Kromě samotného středování (4.1) by správný postup měl obsahovat
i samotné shlazení geometrie. Teorie MG využívá středování Cartanových
rovnic struktury, alternativně je možno středovat i skaláry plně charak-
terizující (alespoň lokálně) daný prosotoročas. Existuje matematicky za-
jímavá alternativa, jakým způsobem lze dospět k 3-prostoru konstantní
křivosti. Využívá se techniky Ricciho deformačního toku, který byl zaveden
R. Hamiltonem a jehož popularita vzrostla nedávnými výsledky G. Perela-
mana. Důležitá byla také práce Carfory a Piotrkowské [9], kteří poukázali na
souvislosti s metodou renormalizační grupy a kritickými jevy v kosmologii.

Mějme danou metriku gab na uzavřené 3-varietě bez hranic, která závisí
na parametru β (typicky kosmologický čas) a nechejme ji vyvíjet ve směru
Ricciho tenzoru

∂

∂β
gab (β) = −2Rab (β) ,

gab (β = 0) = gab, 0 ≤ β ≤ T0. (4.18)

Lze ukázat, že lokální řešení na kompaktní 3-varietě pro dostatečně malé
β existuje vždy a navíc, má-li počáteční metrika kladnou Ricciho křivost, pak
řešení existuje pro všechna β a konverguje exponenciálně rychle k metrice
prostoru o konstantní křivosti (technické detaily a další odkazy lze najít
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např. v [7]).
Touto procedurou se změní také ostatní kosmologické parametry. Např.

střední hodnota hustoty se po shlazení oblasti D0 na D pozmění na 〈ρ〉D =
MD/VD. Teorie navíc zajišťuje zachování hmoty při deformaci geometrie, a
tak hodnota původní a renormalizované hustoty není stejná.

〈ρ〉D0
= 〈ρ〉D

VD
VD0

. (4.19)

Podobným způsobem bychom obdrželi novou sadu renormalizovaných
omega faktorů [7], která by se obecně lišila od té původní. Docházíme tak k
závěru, že i v případě velmi malé hodnoty faktoru ΩD

Q se poměr omega fak-
torů může díky vlivu metrické deformace netriviálním způsobem pozměnit.

Celkově tak můžeme 3+1 středování rozdělit do dvou kroků: časová
evoluce (deformace ve směru vnější křivosti) a škálová evoluce (deformace
ve směru vnitřní 3-Ricciho křivosti).

4.3 3+1 limita teorie MG

V Buchertově přístupu se nejprve vybere vhodný prostorový řez a poté
se prostorovým středováním modifikuje skalární část Einsteinových rovnic.
Paranjape a Singh [41] podobný postup využili pro středování v teorii MG
pro makroskopickou FRW metriku. Opět se zde využívá systému vlastních
souřadnic x̂µ: nehomogenní varieta M (pro jednoduchost situace s nulovou
lapse funkcí N , h:=dethAB)

(M)ds2 = − dt̂2

h(t̂, x̂)
+ hAB(t̂, x̂)dx̂Adx̂B (4.20)

představuje takový prostoročas, z kterého po vystředování obdržíme FRW.
Protože prostorová střední hodnota tenzoru tα...

β... je ve vlastních souřadnicích
definovaná vztahem

〈
tα...
β...

〉
P

= lim
T→0

1

TVΩ(3)

t′+T/2∫

t′−T/2

dt′
∫

Ω(3)

tα...
β...(t

′, x′, y′, z′)dx′dy′dz′ (4.21)

a bilokální rozšíření tenzorových objektů je triviální, lze přímočarým způ-
sobem vypočítat nezávislé složky korelační 2-formy Zα γ

β δ a z makroskopick-
ých rovnic (2.56) vybrat skalární část. Pak lze ukázat, že výsledné rovnice
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jsou svým tvarem podobné těm Buchertovým. Navíc skalární korekce jsou
definovány přímo na FRW pozadí, takže porovnání s naměřenými daty je
(na rozdíl od Buchertova přístupu) přímočaré. V [39] byla teorie dále rozpra-
cována v kontextu kosmologických perturbací a numerické výpočty ukázaly
na možnost zanedbání skalárních korekcí v perturbovaném FRW modelu se
zářením a temnou hmotou. Podobně [40] uvádí zanedbatelnou korekci stře-
dováním sféricky symetrického kolapsu dokonalé tekutiny s nulovým tlakem
modelovaným Lemâıtre-Tolman-Bondiho (LTB) metrikou.

4.4 Středování skalárních invariantů křivosti

Umíme-li bez technických obtíží integrovat na varietě (M, gαβ) skalární
funkce, nabízí se otázka, do jaké míry je možno samotnou geometrii rep-
resentovat sadou skalárů. Coley, Hervik a Pelavas ukázali [12], že třída
čtyřrozměrných lorentzovských variet, která nemůže být kompletně charak-
terizována polynomiálními invarianty zkonstruovaných z Riemannova ten-
zoru křivosti a jeho kovariantními derivacemi, je nutně Kundtova typu (tj.
připouštějící geodetický nulový vektor l s nulovou expanzí, rotací a střižnou
deformací).

Pro daný prostoročas (M, gαβ) definujme množinu skalárních invariantů

I ≡ {
R,RµνR

µν , CµναβCµναβ, Rµναβ;γR
µναβ;γ, Rµναβ;γδR

µναβ;γδ, ...
}

. (4.22)

Integrací skalárů přes zvolenou oblast Ω dostaneme množinu Ī charak-
terizující novou (makroskopickou) geometrii. Protože obecně neplatí vztahy
typu RµνRµν = R̄µνR̄

µν , metrický tenzor ḡµν asociovaný s množinou skalárů
Ī nemusí existovat. Abychom tomuto problému předešli, odebereme z množiny
I algebraicky nezávislé skaláry a tím získáme podmnožinu IA ⊆ I. Dále
odstraníme ty funkce, které lze dopočítat z rovnic (“syzygies”) charakterizu-
jících konkrétní prostoročas (např. Segreův a Petrovův typ) a takto získanou
množinu ISA ⊆ IA teprve středujeme. Tím obdržíme ĪSA a inverzním pos-
tupem pak i kompletní množinu Ī (zde je předpokládáno, že po středování
se tvar rovnic umožňujících konstrukci ISA z I nezmění).

Na konci článku [11] je uveden konkrétní příklad statické, sféricky sy-
metrické metriky s tenzorem energie a hybnosti dokonalé tekutiny.

ds2 = −ef(r)dt2 + ef(r)[dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2)]. (4.23)
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Množina ISA zde obsahuje jen dvě nezávislé funkce. Po středování lze množinu
ĪSA sestavit z Ricciho tenzoru R̄µν a malé korelace, která může být interpre-
tována jako dodatečná konstantní křivost (v souladu s přehledem v kapitole
1.6).
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Kapitola 5

Cartanovy skaláry

5.1 Tetrádový formalismus

Einsteinovy rovnice bývají obvykle zapsány pomocí tenzorových veličin.
Často je výhodné pracovat se složkami tenzoru ve speciální - orthonormální
bázi. Toho lze docílit zavedením vektorových polí ωµ

i podle vztahu

ωµ
i (x)ων

j (x)gµν(x) = ηij, (5.1)

kde ηij =diag(−1, 1, 1, 1) je Minkowského metrika. Tetrádové složky tenzoru
se pak dostanou přímočarým způsobem

T ab...
ij... (x) = ωa

µ(x)ωb
ν(x)...ωα

i (x)ωβ
j (x)...Tαβ...

µν... (x), (5.2)

matice ωa
µ(x) je definována vztahem

ωa
ρ(x)ωρ

i (x) = δa
i . (5.3)

Při využití tetrádového formalismu se výrazy netriviálně transformují
jen při působení Lorentzovy grupy. Fixuje-li se určitým způsobem závis-
lost na jejích parametrech, tetrádové složky se chovají jako skaláry a jejich
středování je přímočaré. Jednou z možností, jak zvolit tetrádu ωµ

i (x), je
minimalizovat funkcionál

S =

∫
L

√
−g(x)d4x. (5.4)

V práci Behrendové [1] byl použit lagrangian

L =
(
Dµω

a
ρ(x)

) (
Dνω

b
σ(x)

)
gµνgρσηab. (5.5)
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Výsledné pole ωµ
i (x) pak sloužilo k definici zhlazené metriky 〈gµν(x)〉.

Zde bude prezentován odlišný přístup ke středování využívající teorie
Cartanových skalárů. Při jejich konstrukci je navíc vybrána třída tetrá-
dových polí, jež umožní středovat samotné Einsteinovy rovnice.

5.2 Geometrie na frame bundlu

Geometrie čtyřrozměrného prostoročasu byla v předchozím oddíle charak-
terizována sadou skalárních funkcí. Pro zobecnění do vyšších dimenzí není
zatím k dispozici analogie důkazu v [12], o který se opírala předchozí kon-
strukce středování. Navíc z množiny polynomiálních invariantů je potřeba
zpětně dopočítat Ricciho (popř. metrický) tenzor. Alternativní možností
je lokálně charakterizovat geometrii pomocí Cartanových skalárů. Protože
se jedná o množinu vytvořenou z tetrádových složek Riemannova tenzoru
spolu s konečným počtem jeho kovariantních derivací (definovaných na frame
bundlu), můžeme pomocí nich vyjádřit levou stranu Einsteinových rovnic a
posléze skalární funkce středovat.

Začněme s konstrukcí Cartanových skalárů [10], [25]: Nechť (M, g) je
n-dimenzionální diferencovatelná varieta s metrikou

g = ηijω
i ⊗ ωj, (5.6)

ηij je konstantní symetrická matice a ωi, i=1,2. . .,n tvoří bázi kotečného
prostoru v bodě xµ. Tetráda (frame) ωi je pro dané g a ηij v každém bodě
určena až na (zobecněné) rotace.

ωi = ωi
ν(x

µ, ξΥ)dxν , (5.7)

ξΥ, Υ=1,. . .,1
2
n(n− 1), značí souřadnice orthogonální grupy. V kapitole 1.2

byla stručně shrnuta geometrie ve formalismu 1-forem. Zde však nebude v
rovnicích použita souřadnicová báze a veškeré objekty budou formulovány na
zvětšeném 1

2
n(n+1) dimenzionálním prostoru F (M) - frame bundlu. F (M)

je lokálně izomorfní kartézskému součinu malé části variety (prostoročasu)
M a ortogonální (Lorentzovy) grupy G - tj. v každém bodě xµ existuje fíbr
se souřadnicemi ξΥ.

Vnější derivace d se tak rozšíří na d = dx + dξ a Cartanovy rovnice
struktury pak mají tvar

dωi = ωj ∧ ωi
j, (5.8)
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dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j +

1

2
Ri

jklω
k ∧ ωl. (5.9)

spolu s podmínkou
ηikω

k
j + ηjkω

k
i = 0. (5.10)

Dalšími aplikacemi vnější derivace obdržíme kovariantní derivace tenzoru
křivosti

dRijkl = Rmjklω
m
i + Rimklω

m
j + Rijmlω

m
k + Rijkmωm

l + Rijkl;mωm,

dRijkl;n = Rmjkl;nω
m
i + Rimkl;nω

m
i + ... + Rijkl;nmωm,

.

.

. (5.11)

Nechť Rp označuje množinu
{
Rijkm, Rijkm;n1 , ..., Rijkm;n1...np

}
- p je nej-

menší celé číslo, kdy všechny elementy Rp+1 jsou funkcionálně závislé na
prvcích z Rp (jako funkce na F (M)). Dvě funkce f a g jsou funkcionálně
nezávislé právě tehdy, jsou-li 1-formy df a dg lineárně nezávislé. Množina
Rp+1 pak charakterizuje geometrii (lokálně) jednoznačně a její prvky se nazý-
vají Cartanovy skaláry.

Z následujícího postupu (Cartan-Karlhedeův algoritmus [26]) lze množinu
Cartanových skalárů Rp+1 sestavit :

1. Nechť q = 0.

2. Vypočítej Rq (R0 je prázdná množina).

3. Najdi Hq, izotropní grupu Rq (Hq ⊆Hq−1), která ponechá nezměněny
tetrádové složky Riemannova tenzoru.

4. Urči frame (až na Hq) převedením Rq do standardního tvaru.

5. Najdi tq, počet nezávislých funkcí v Rq.

6. Jestliže tq=tq−1 a dimHq=dimHq−1, pak q = p + 1.
V jiném případě zvyš q o jednotku a pokračuj z bodu 2.
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Standardní tvar v jednom z předchozích bodů lze nalézt Segreovým a
Petrovovým algoritmem (popř jejich zobecnění na tenzory s vyšším počtem
indexů). Podrobnosti o existujících algoritmech lze nalést například v [37]
a [42].

Jak vyplývá z předchozí konstrukce, v posledním kroku nemusí být tetrá-
da zcela fixována - existuje zde stále jistý stupeň volnosti působením izotrop-
ní grupy Hp+1, která sice může netriviálním způsobem transformovat tetrá-
dové složky ostatním tenzorů, ale Cartanovy skaláry svůj tvar nezmění. Tato
vlastnost umožňuje integrací Cartanových skalárů přes oblast Ω ⊂M získat
další sadu skalárů R̄p+1, které budou dále charakterizovat zhlazenou ge-
ometrii prostoročasu .

Funkce v množině Rp+1 zřejmě nemohou být zvoleny libovolně - měly
by vyhovovat určité soustavě algebraických a diferenciálních rovnic, aby ze
vztahů (5.8)- (5.11) bylo možné odečíst 1-formy ωi a tím i metriku g.
Podobné vazby by měly respektovat i středované Cartanovy skaláry.

Pro zjednodušení zápisu nejprve přepíšeme rovnice (5.8) - (5.11) do kom-
paktnějšího tvaru. Protože 1-formy konexe ωi

j jsou definovány na F (M)

ωi
j = γi

jkω
k + τ i

j, (5.12)

kde τ i
j = τ i

jΥdξΥ generují orthogonální grupu a γi
jk jsou Ricciho ro-

tační koeficienty, můžeme za bázi kotečného prostoru F (M) vzít množinu{
ωI

} ≡{
ωi,ωi

j

}
, I=1,2,. . .1

2
n(n+1) a Cartanovy rovnice struktury přepsat

do jednotného tvaru

dωI =
1

2
CI

JKωJ ∧ ωK . (5.13)

Jen některé CI
JK jsou nenulové a lze z nich vyčíst složky Riemannova tenzoru.

Další aplikací vnější derivace obdržíme analog rovnice (5.11).

dCI
JK = CI

JK,αdIα ≡ CI
JK,αIα

|LωL ≡ CI
JK|LωL,

dCI
JK|L = CI

JK|LMωM ,

.

.

. (5.14)

kde Iα, α=1,. . .,k ≤ 1
2
n(n+1), je maximální množina funkcionálně nezávis-

lých objektů z Rp. Symbol | zde označuje derivaci vzhledem k vektorovému
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poli duálnímu k 1-formě ωL, podobně symbol , představuje derivaci vzhledem
k vektorovému poli duálnímu k dIα. Iα pak je možno chápat jako souřad-

nice na F (M) a množina
{

CI
JK , Iα

|L
}

je dostatečná pro vyjádření libovol-

ných elementů z Rp+1. Formalismus Cartanových skalárů v sobě zahrnuje
také informaci o symetriích dané variety. Protože množina Rp+1 kompletně
charakterizuje geometrii prostoročasu, grupa izometrií variety M má di-
menzi 1

2
n(n+1)-k. Je-li z k funkcí Iα právě m nezávislých na souřadnicích

ξΥ, pak navíc orbity izometrické grupy L mají dimenzi d = n + m − k s
izotropní podgrupou dimenze s = 1

2
n(n− 1)−m.

Podstatné je pozorování, že i když izometrická grupa L nemusí působit
jednoduše tranzitivně na varietě M, na rozšířeném prostoru F (M) je už
tato vlastnost zaručena. Dokonce existuje algoritmus [27], pomocí kterého
lze obdržet strukturní konstanty grupy L:

1. Omez 1-formy ωI na orbity Iα = konst na F (M),

2. Vytvoř z nich bázi σI ,

3. Vypočítej vnější derivace dσI = −1
2
C̃I

JKσJ ∧ σK ,

4. Identifikuj strukturní konstanty C̃I
JK izotropní grupy.

Algebru Killingových vektorů tak lze získat projekcí Cartanových rovnic (5.13)
na orbity dIα = 0.

V obvyklém přístupu je geometrie charakterizována 1
2
n(n + 1) složkami

metrického tenzoru. Množina
{

CI
JK , Iα

|L
}

obsahuje funkcí více, a tak jsou

potřeba dodatečné algebraické a diferenciální rovnice, které se dostanou ze
vztahů typu “d2 = 0”. Lze ukázat [2], že takové nezbytné podmínky jsou

d2Iα = 0,

Iα
|K,βIβ

|J − Iα
|J,βIβ

|K + Iα
|LCL

JK = 0, (5.15)

d2ωI = 0,

CI
[JK|L] + CI

M [KCM
LJ ] = 0. (5.16)

Z prvního vztahu plynou obvyklé Ricciho identity, druhá sada odpovídá
Bianchiho identitám.
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5.3 Středování Cartanových skalárů

Předpokládejme, že máme danou varietu M charakterizovanou množi-
nou skalárních funkcí Rp+1. Chtěli bychom po volbě středovací oblasti Ω
získat novou varietu M - množinově identickou s M, ale se “shlazenou”
metrickou strukturou, která by už nedokázala dobře rozpoznat rychle fluktu-
ující nehomogenity gravitačního pole. Naivní postup by se skládal z integrace
skalárních funkcí f ∈ Rp+1 podle zřejmého předpisu

f(x) =
1

VΩ

∫

Ω

f (x′)dNx′, (5.17)

kde dNx je invariantní metrická objemová míra. Tím postupem bychom ob-
drželi novou množinu Rp+1. Její prvky by ale v obecném případě nemusely
vyhovovat vazbám (5.15) a (5.16), protože se jedná o rovnice nelineární.

Náprava je analogická s Coleyho přístupem ke středování skalárů křivosti
[11], který byl stručně shrnut v předchozí kapitole. Základem je omezit se
na nejmenší možný počet nezávislých funkcí R′p+1 ⊆ Rp+1 (z rovnic (5.15)
a (5.16) pak je možno z R′p+1 vygenerovat úplnou sadu Rp+1) a teprve tu
středovat. Tím dostaneme množinu R

′p+1
a inverzním postupem i R

p+1
.

Teorie pak zaručuje, že existuje taková metrika gµν (resp. 1-formy ωi), z

které lze za využití rovnic (5.8) - (5.11) získat známé funkce R
p+1

.
Středováním R′p+1 se typicky sníží počet funkcionálně nezávislých funkcí

v množině R
′p+1

, jehož důsledkem je zvětšená grupa izometrií nového pros-
toročasu M. Killingovy vektory lze pak obdržet výše popsaným algoritmem.

Formalismus Cartanových skalárů lze použít i pro středování samotných
Einsteinových rovnic. Levá strana (Einsteinův tenzor Eµν) totiž obsahuje
výrazy vytvořené z kontrahovaného Riemannova tenzoru (neboli součtu části
Cartanových skalárů, zvolí-li se správná tetráda podle Cartan-Karlhedeova
algoritmu) a ty pak lze integrovat jako skalární funkce. Einsteinovy rovnice
jsou silně nelineární, proto můžeme očekávat, že po jejich středovaní ob-
držíme rovnice v symbolickém tvaru

Rµ
ν (ḡαβ) + Cµ

ν = T µ
ν . (5.18)

Zde budeme předpokládat, že nový Ricciho tenzor Rµ
ν již charakterizuje

středovanou geometrii (tj. je sestaven z makroskopického tenzoru gµν). Ve
většině případů je metrická struktura variety M explicitně předpokládána
- např. v kosmologii se v převážné většině uvažuje homogenní a izotropní
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FRW. Tím vzniká otázka, nakolik je tento ansatz oprávněný. Ze symet-
rické metriky lze přímočarým způsobem vytvořit metriku perturbovanou,
opačná procedura, při které by bylo žádoucí obdržet symetrickou metriku
středováním, tak samozřejmá není. Může nastat i situace, kdy po středování
perturbované FRW metriky vznikne prostoročas s nenulovým Weylovým
tenzorem, nebo s korelačním tenzorem ve tvaru nedokonalé tekutiny. Tím
vniká nejasnost, jakým způsobem interpretovat středovanou levou stranu
Einsteinových rovnic.

Mohli bychom například středovat sadu Cartanových skalárů dle výše
uvedeného schématu, a tak v principu obdržet makroskopickou metriku gµν

(ne nutně “jednoduchou”) a teprve z ní sestavit Einsteinův tenzor. Tím je
zaručena korektnost středování, ale makroskopická metrika se získá složitým
výpočtem (jak lze získat 1-formy ωi z množiny Cartanových skaláru Rp+1, je
ukázáno v [3]). Korelační tenzor v tomto přístupu vyjde nulový - nebo lépe
řečeno, geometrická korekce se zahrne do definice makroskopického Ricciho
tenzoru. Výhodou je možnost pozorovat rostoucí symetrie prostoročasu při
samotném středování.

Přímočařejší a pro svou jednoduchost fyzikálně přijatelnější je rovnou
předpokládat tvar makroskopické metriky (sféricky symetrická, homogenní,
FRW,. . .) a středovat pouze Einsteinovy rovnice. Tím získáme dva Ricciho
tenzory: první makroskopický Rµν a druhý středovaný dle definice (5.17)
〈Rµν〉 (v předchozím přistupu byly oba tenzory identické). Jejich rozdílem
můžeme definovat korelační tenzor

Cµ
ν = 〈Rµν〉 −Rµ

ν (ḡαβ) . (5.19)

Makroskopické geometrii vyhovuje Ricciho tenzor Rµν a jsou tak splněny
i kontrahované Bianchiho identity, jejichž důsledkem se lokálně nezachovává
tenzor T µ

ν , ale součet T µ
ν + Cµ

ν . Korelační tenzor Cµ
ν tak lze interpretovat

jako příspěvek do celkového efektivního tenzoru energie a hybnosti

(ef)T µ
ν = T µ

ν + Cµ
ν . (5.20)

Středování zde můžeme rozdělit do několika kroků: Pro danou neho-
mogenní metriku nejprve středovat Riemannův tenzor, “uhádnout” tvar
hladkého prostoročasu a nakonec spočítat korelační člen, který makroskopi-
ckou metriku zpětně ovlivní.
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Otázkou zůstává, který z těchto dvou postupů využít. Máme-li k dis-
posici libovolný metrický tenzor, můžeme integrací Cartanových skalárů
R′p+1 přes zvolenou oblast Ω a následným výpočtem gµν z množiny R

′p+1

obdržet nový makroskopický metrický tenzor. Z nelinearity Einsteinových
rovnic pak vyplývá, že vypočtený makroskopický metrický tenzor obecně ne-
musí být nutně ten očekávaný symetrický. Ve stejném okamžiku se středuje
i tenzor energie a hybnosti. Nabízí se otázka, kdy je možno tuto jednodušší
metriku použít, aniž by byla ztracena důležitá informace o původním pros-
toročasu. V kosmologii tato otázka zní, lze-li dynamiku charakterizovat FRW
modelem s jedinou expanzní funkcí a(t) a jakým způsobem se ovlivní její tvar
v důsledku středování rovnic. Problém by zde mohl nastat, pokud korelační
člen nevyhovuje předpokladům “uhádnuté” symetrické metriky (dokonalá
tekutina u FRW modelů) a není-li svou velikostí zanedbatelně malý. Pak by
bylo nutné provést prvně zmíněný komplikovanější postup a řešit tak pod-
statně složitější problém.

S podobnou situací jsme se setkali už v teorii MG. Bylo nutné se rozhod-
nout, který středovaný geometrický objekt budeme považovat za fundamen-
tální. První možností je středovaný Riemannův tenzor (a jeho kovariantní
derivace), z kterých lze ale jednoznačně zkonstruovat metriku. Druhou je
pak vhodná volba makroskopické metriky a následné vypočtení korelačního
členu.

5.4 Středování maximálně symetrických pros-
toročasů

Korektní středování by nemělo modifikovat tvar maximálně symetrických
prostoročasů. Jejich geometrii charakterizuje jediná konstanta - skalární
křivost R. Podle znaménka pak můžeme rozlišit de Sitterův (R > 0), Min-
kowskiho (R = 0) a anti-de Sitterův (R < 0) prostoročas. Všechny tři
představují konformně plochá vakuová řešení Einsteinových rovnic s obecně
nenulovou kosmologickou konstantou. Z Cartanových skalárů je funkcionálně
nezávislá jen skalární křivost R, jež po středování zůstává nezměněna.

Aplikováním Cartan-Karlhedova algoritmu k nalezení Cartanových ska-
lárů a tím i vhodné tetrády obdržíme složky Riemannova tenzoru ve stan-
dardním tvaru. S výhodou lze využit NP formalismu (viz další příklad) -
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Weylův a Ricciho spinor vymizí a zbývá tak středovat pouze skalární křivost.
Podobným způsobem lze středovat i další prostory konstantní křivosti s

libovolnou signaturou metrického tenzoru.

5.5 Středování gravitačních vln na plochém
pozadí

Jako jednoduchou ilustraci uvedeme příklad monochromatické rovinné
gravitační vlny, která se šíří ve směru osy z na pozadí plochého prostoročasu.
V rámci linearizované teorie lze metriku zapsat ve tvaru [33]

ds2 = −dt2 + (1 + Asin(t− z))dx2 + (1− Asin(t− z))dy2 + dz2. (5.21)

a označuje amplitudu gravitační vlny s frekvencí ω = 1. Další výpočty byly
provedeny pomocí programu Maple. Nejprve byla zvolena nulová tetráda

la = [1, 0, 0,−1],

na = [1/2, 0, 0, 1/2],

ma = [0,− 1 + Asin(t− z)√
(2 + 2Asin(t− z))

, i
−1 + Asin(t− z)√
(2− 2Asin(t− z))

, 0],

m̄a = [0,− 1 + Asin(t− z)√
(2 + 2Asin(t− z))

,−i
−1 + Asint− z)√
(2− 2Asin(t− z))

, 0], (5.22)

ve které má lorentzovská metrika ηab tvar

ηab =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0


 . (5.23)

Pro převedení Riemannova tenzoru do normálního tvaru se často využívá
NP formalismu [37]. Tenzorové veličiny lze nahradit jejími spinorovými ekvi-
valenty - konkrétně Riemannův tenzor je reprezentován Weylovým a Ricciho
spinorem spolu se skalární křivostí. Předpokládejme, že A je malý parametr
A << 1 charakterizující amplitudu gravitační vlny. Weylův tenzor má jedi-
nou nenulovou složku Ψ4 a podle Petrovovy algebraické klasifikace se jedná
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o prostoročas typu N, což není díky přítomnosti gravitační vlny nikterak
překvapivé.

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0,

Ψ4 = (
1

2
sin(t)cos(z)− 1

2
sin(z)cos(t))A + O(A3), (5.24)

Komponenty Ricciho spinoru vycházejí

Φ00 = Φ01 = Φ02 = Φ11 = Φ12 = 0,

Φ22 = (
1

4
− 3

4
cos(z)2 − 3

4
cos(t)2 +

3

2
cos(t)2cos(z)2+

+
3

2
sin(t)cos(z)sin(z)cos(t))A2 + O(A4). (5.25)

Integrací přes dostatečný počet vlnových délek středovaný Weylův spinor
vymizí a jediná netriviální složka Riemannova tenzoru zbývá Φ22 = konst.
Explicitně byly vypočteny a středovány jen některé Cartanovy skaláry. Z
čistě geometrického hlediska můžeme předpokládat (bez jakékoli znalosti
obecné relativity), že středováním metriky s jednoduchou vysokofrekvenční
gravitační vlnou obdržíme Minkowského prostoročas. Můžeme tak výraz
Φ22 = konst. “přenést” na pravou stranu a interpretovat ho jako efektivní
tenzor energie a hybnosti gravitačních vln. Navíc algebraický tvar Ricciho
spinoru poukazuje na jeho povahu - podle očekávání charakterizuje čisté
záření [42]. Výsledný středovaný prostoročas je konformně plochý s jedinou
nenulovou složkou Ricciho spinoru.
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Kapitola 6

Nehomogenita vesmíru a
temná energie

Na závěr této práce bych rád odkázal na některé zajímavé články, které
se věnují problému středování nehomogenit a jejich vztahu k pozorovanému
zrychlení vesmíru. Většina z nich v sobě zahrnuje Buchertův přístup ke stře-
dování Einsteinových rovnic, který byl shrnut v kapitole 4.1.

Podstatná část provedených výpočtů využívá perturbované FRW metriky.
Kolb, Matarrese a Riotto ukázali [28], že perturbace s charakteristickou
délkou větší než Hubbleův poloměr nemohou vysvětit pozorované zrychlení,
a korektní analýza tak musí zahrnovat perturbace s kratší vlnovou délkou.
Problém ale nastává v perturbačním rozvoji, který v tomto případě není
stabilní, a správný postup by tak měl uvažovat přesnou nepertubovanou
metriku.

Pokud je možné až do současné doby využít lineárně perturbované metriky

ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + a2(t)(1 + 2Φ)γijdxidxj,

|Φ| << 1,

∣∣∣∣
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
2

<<
1

a2
DiΦDiΦ,

(
DiΦDiΦ

)2
<<

(
DiDjΦ

)
(DiDjΦ) ,

(6.1)
kde Di značí kovariantní derivaci vzhledem k prostorové metrice γij, Ishibashi
a Wald [24] ukázali, že korekce v Buchertových rovnicích (4.6), (4.7) jsou
zanedbatelně malé. Jedním z modelových přesných řešeních Einsteinových
rovnic je sféricky symetrická nehomogenní LTB metrika

ds2 = −dt2 +
R′2 (r, t)

1 + 2E (r)
dr2 + R2 (r, t) dΩ2. (6.2)
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Je-li pozorovatel umístěn do centra s velmi malou hustotou hmoty, pak
je možné s dobrým úspěchem fitovat naměřená data bez nutnosti zave-
dení temné energie [18]. Tím je ale přímo narušen jeden z hlavních obvykle
kladených předpokladů - kosmologický princip.

Wiltshire [47] v souvislosti s pozorovaným rozložením hmoty zdůrazňuje
odlišné měření času v různých místech vesmíru a jejich vliv na měření po-
zorovatelných veličin. Využit je Buchertův přístup, který umožňuje popsat
dvouškálové rozložení hmoty v pozorovaném vesmíru, který lze reprezen-
tovat jako prázdnou oblast vyplněnou hmotou ve formě clusterů galaxií.
Tento odlišný pohled na danou problematiku umožní v sobě zahrnout zdán-
livé zrychlení vesmíru. Tento přístup umožňuje modifikaci Friedmannových
rovnic bez nutnosti zavedení temné energie.

Podrobnější analýza problému, kde vystupuje více oblastí s odlišným
poměrem hmot, lze nalézt v nedávném článku Wieganda a Bucherta [46].
Studovány zde byly opět Buchertovy rovnice, kde středovací oblasti obsaho-
valy více různých částí s odlišnou hustotou hmoty. Výsledný model opět v
sobě nezahrnoval kosmologickou konstantu.

Kromě souvislosti s temnou energií se v rámci teorie MG objevily speku-
lace o vysvětlení temné hmoty jako pouhý důsledek středování dynamic-
kých rovnic. Otázka, do jaké míry jsou tyto modifikace podstatné, je stále
otevřená a v této souvislosti existuje několik různých směrů k řešení tohoto
problému. Podrobnější analýzu týkající se této problematiky lze najít např.
v přehledových článcích [6] a [16].

49



Kapitola 7

Závěr

V této práci byla stručně shrnuta tématika středování Einsteinových
rovnic, zejména důsledky v kosmologickém kontextu. Především byl vysvětlen
přesný kovariantní způsob středování - Zalaletdinova teorie makroskopické
gravitace. Při shrnutí známé teorie byl kladen důraz zejména na osvětlení
nejednoznačnosti volby bilokálního operátoru, problému Lieova přenosu stře-
dovacích oblastí a interpretace přesných řešení na konkrétním prostoročasu.

Hlavní výsledek první části práce spočívá v aplikaci vysokofrekvenční
limity MG pro středování vysokofrekvenčních gravitačních vln na pozadí
dS. Stejný výsledek je získán také Isaacsonovou aproximační metodou. Ko-
relační člen lze v tomto případě identifikovat s tenzorem energie a hybnosti
dokonalé tekutiny. V závislosti na kosmologické konstantě Λ se ukazuje, že
další korekce by mohly být zanedbatelně malé.

Po stručném shrnutí dalších možných přístupů k problému středování
(důraz je kladen především na neperturbační metody) je navrhnuta další
metoda spočívající ve středování Cartanových skalárů. Geometrie prostoro-
času je zde charakterizována sadou skalárních funkcí, jejichž středováním je
možno obdržet další (v jistém smyslu zhlazený) prostoročas.

Na závěr jsou uvedeny dvě konkrétní aplikace tohoto středování na pros-
toročasy konstantní křivosti a dále na rovinnou monochromatickou gravi-
tační vlnu na pozadí Minkowského prostoročasu.
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