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3.3 Obrazy a zjasněńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Trojitá čočka 21
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Kapitola 1

Úvod

Při gravitačńım čočkováńı je světlo ze vzdáleného astrofyzikálńıho zdroje
ovlivněno pr̊uchodem gravitačńıho pole bližš́ıho objektu, který hraje roli
čočky (viz např. [11]). Gravitačńı čočkováńı se podle metody pozorováńı
děĺı na silné čočkováńı, slabé čočkováńı a mikro-čočkováńı. Silné čočkováńı je
režim, při kterém je možné pozorovat v́ıce obraz̊u daného zdroje. V př́ıpadě
silného čočkováńı bývá zdrojem kvazar nebo galaxie a čočkou jiná gala-
xie nebo kupa galaxíı. V př́ıpadě slabého čočkováńı neńı efekt gravitačńı
čočky samostatně rozeznatelný a zkoumaj́ı se slabé deformace tvaru velkého
množstv́ı pozorovaných vzdálených galaxíı, jejichž ovlivněńı gravitačńım po-
lem čočkuj́ıćı kupy se zpracovává statisticky. U gravitačńıho mikročočkováńı
nelze rozlǐsit jednotlivé obrazy, měřitelná je jen časová změna zjasněńı vli-
vem procházej́ıćı gravitačńı čočky. Gravitačńı čočkou v tomto př́ıpadě je
nejčastěji hvězda a zdrojem bývá jiná hvězda nebo kvazar. Kromě detekce
extrasolárńıch planet u čočkuj́ıćıch hvězd, která je aktuálně hlavńı moti-
vaćı těchto pozorováńı, se mikročočkováńı použ́ıvá k mapováńı temné hmoty
nebo k rozlǐseńı detail̊u povrchu zjasněného zdroje.

Prvńı práce týkaj́ıćı se gravitačńıho mikročočkováńı, ačkoli tento pojem
v té době ještě nebyl běžně použ́ıván, psal Refsdal již v šedesátých letech
dvacátého stolet́ı (např. [15]). Roku 1986 Paczyński navrhl mikročočkováńı
jako metodu hledáńı temné hmoty v galaktickém halu pomoćı sledováńı
změn intenzity velkého množstv́ı hvězd ve Velkém Magellanovu mračnu [10].
T́ım inspiroval zahájeńı několika pozorovaćıch projekt̊u. Jedńım z prvńıch
byl EROS (Expérience pour la Recherche d’Objets Sombres), který měl
fáze EROS-1 (1990-1995) a EROS-2 (1996-2003). O projektu se pojednává
v p̊uvodńım článku [2], odkazy na články a daľśı výstupy lze nalézt na
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stránkách http://eros.in2p3.fr/publications.html. Daľśım význam-ným pro-
jektem byl MACHO (MAssive Compact Halo Object) ve spolupráci Austrálie
a USA, který běžel od roku 1993 do roku 1999. Paczyński s Udalskim
byli u základ̊u projektu OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment),
který začal roku 1992 a pokračuje dodnes [17]. Jako posledńı zmı́ńıme daľśı
dodnes běž́ıćı projekt MOA (Microlensing Observations in Astrophysics),
který vznikl roku 1998 ve spolupráci Japonska a Nového Zélandu.

Dvojité mikročočky byly poprvé teoreticky studovány v článku Schnei-
dera a Weiße [16], kde byly analyzovány tvary kritických křivek a kaustik,
zobrazováńı dvojitou čočkou a světelné křivky pro přechody fold̊u a kasp̊u.
Autoři článku navrhovali, že tento model by mohl platit pro mikročočkováńı
vzdáleného zdroje dvojhvězdou z naš́ı galaxie. Použitelnost tohoto modelu
dále zkoumali Mao a Paczyński v [9] a odhadli, že zhruba 10% všech mi-
kročočkováńı v galaktické výduti bude zp̊usobené dvojitou čočkou. Nav́ıc
jako prvńı demonstrovali, že jako dvojitá čočka může p̊usobit i hvězda s pla-
netou. K dnešńımu dni bylo objeveno ∼ 200 dvojčoček v projektech MACHO
(viz. např [1]), OGLE (viz např. [7]) a MOA, z nichž řada ještě nebyla pub-
likována. Daľśıch článk̊u týkaj́ıćıch se dvoučoček lze nalézt mnoho, zmı́ńıme
zde ještě článek z roku 1993 [18], pojednávaj́ıćı o změnách topologie kaustik
a kritických křivek dvojité čočky. Tento článek je spolu s jinými zahrnut v
knize [13].

V posledńıch letech vyšlo několik článk̊u týkaj́ıćıch se trojitých čoček. Ch.
Han [5] a J. Wambsganss s Ch. Liebigovou [19] se zabývaj́ı možnost́ı detego-
vat měśıce exoplanet tvoř́ıćı s planetou a hvězdou trojitou čočku. Články od
Chunga a Parka [6] a od Hana a kolektivu [8] zase pojednávaj́ı o možnostech
detekce planety u dvojhvězdy. Prvńı pozorovaný systém tvořený hvězdou a
dvěma planetami, OGLE-2006-BLG-109, je uveden v [4] a podrobněji ro-
zebrán v [3]. Stále ale chyb́ı podrobný teoretický rozbor trojitých čoček v
duchu dvoučočkových praćı [16] a [18].

Nejjednodušš́ım modelem gravitačńı čočky je ohyb světla z bodového
zdroje hmotným bodem. Schéma takové čočky uvád́ıme v obrázku 1.1, kde
O označuje polohu pozorovatele, L polohu čočkuj́ıćıho bodu, S polohu zdroje
a I1, I2 polohu dvou pozorovaných obraz̊u zdroje (viz např. [11]).

Polohu obrazu lze určit z kvadratické zobrazovaćı rovnice, která má dva
r̊uzné kořeny, kromě př́ıpadu, kdy jsou zdroj a čočka v přesném zákrytu.
V takovém př́ıpadě čočka vytvoř́ı jeden obraz podél takzvané Einsteinovy
kružnice, jej́ıž poloměr je určen hmotnost́ı čočky a vzdálenostmi zdroje,
čočky a pozorovatele. V př́ıpadě, že zdroj a čočka nejsou v zákrytu, se je-
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Obrázek 1.1: Schéma gravitačńı čočky. O: pozorovatel; L: čočka; S: zdroj;
I1,I2: obrazy

den obraz nacháźı uvnitř Einsteinovy kružnice a druhý vně. Každý z těchto
obraz̊u je jinak zjasněńı a celkové zjasněńı je dané jejich součtem. Celkové
zjasněńı pro zákryt bodového zdroje a čočky je formálně nekonečné. Pro ilu-
straci uvád́ıme v obrázku 1.2 př́ıklad pr̊uchodu zdroje v bĺızkosti gravitačńı
čočky. V levé části je vykreslena Einsteinova kružnice, lineárńı dráha zdroje
a př́ıslušné dráhy obraz̊u. V pravé části obrázku je pak celkové zjasněńı v
závislosti na čase, tzv. světelná křivka.
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Obrázek 1.2: Obrazy a světelná křivka pro jednoduchou čočku. Levá část:
Dráha zdroje a obraz̊u. Šedivá úsečka: trajektorie zdroje; modré křivky: tra-
jektorie obraz̊u; červený kruh: Einsteinova kružnice; černý kroužek: poloha
čočky. Pravá část: světelná křivka.

Přidáńım daľśıho hmotného bodu dostaneme dvojitou čočku. Pokud před-
pokládáme, že můžeme polohy bod̊u čočky nahradit polohami v rovině kolmé
na směr pozorováńı, mluv́ıme o tenké gravitačńı čočce, v opačném př́ıpadě se
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jedná o tlustou gravitačńı čočku. Gravitačně vázané systémy lze ale většinou
s dostatečnou přesnost́ı popisovat jako tenkou gravitačńı čočku. Oproti jed-
noduché gravitačńı čočce pro v́ıcenásobnou čočku je zjasněńı nekonečné, po-
kud se bodový zdroj nacháźı na křivce zvané kaustika. Při mikročočkováńı lze
pak měřit na světelné křivce ṕıky odpov́ıdaj́ıćı přechod̊um kaustiky, př́ıpadně
přibĺıžeńım zdroje k výběžk̊um kaustiky. Z interpretace světelné křivky po-
moćı kaustiky lze pak źıskat informaci o parametrech čočky. Mikročočkováńı
dvojitou čočkou je nejcitlivěǰśı v př́ıpadě, kdy jsou body čočky vzdálené
zhruba jeden Einstein̊uv poloměr. T́ım je mikročočkováńı výhodněǰśı oproti
jiným metodám hledáńı exoplanet, nebot’ je citlivěǰśı na planety v́ıce vzdálené
od mateřské hvězdy a t́ım pádem v́ıce podobné Slunečńı soustavě. Tro-
jitá čočka umožňuje hledáńı hvězdných soustav s dvěma planetami, pla-
nety vázané k dvojhvězdě nebo dokonce měśıce exoplanet. Znamená ale také
zvýšeńı počtu parametr̊u čočky a hlavně mnohem složitěǰśı tvary kaustik. V
této práci se snaž́ıme zobecnit analýzu některých vlastnost́ı dvojitých čoček
na trojitou čočku a poskytnout základńı přehled kritických křivek a kaustik
pro trojitou čočku.

V druhé kapitole ukazujeme cestu od zobrazovaćı rovnice pro jednodu-
chou gravitačńı čočku k rovnici pro n-násobnou gravitačńı čočku. Přecháźıme
do komplexńıch souřadnic, vyšetřujeme jakobián zobrazeńı čočkou a zavád́ıme
pojem kritické křivky a kaustiky. Třet́ı kapitola pojednává o dvojité čočce,
ukazujeme zde několik př́ıpad̊u kritických křivek a kaustik, polohy obraz̊u a
tvar světelných křivek při přechodu kaustiky. Vyšetřujeme zde také uspořá-
dáńı, při kterém docháźı ke změnám počtu část́ı kritické křivky. Ve čtvrté ka-
pitole pojednáváme o trojité čočce. Zavád́ıme zde speciálńı dvoudimensionálńı
parametrisace, pro které nacháźıme děĺıćı body kritické křivky. Pomoćı nich
pak rozděĺıme prostor parametr̊u na r̊uzné oblasti podle počtu část́ı kri-
tické křivky a pro tyto oblasti pak vykreslujeme kritické křivky a kaus-
tiky. Řešeńım zobrazovaćı rovnice źıskáme mapy zjasněńı a zkoumáme jejich
lokálńı aproximaci. Na závěr presentujeme mapy zjasněńı pro pozorovaný
systém OGLE-2006-BLG-109L.
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Kapitola 2

Gravitačńı čočka tvořená n
body

2.1 Zobrazovaćı rovnice

V modelu bodové gravitačńı čočky má dráha paprsku tvar lomené čáry,
přičemž úhel, o který se paprsek odchýĺı od p̊uvodńıho směru je určen vzta-
hem

α =
4GM

rc2
, (2.1)

kde M je hmotnost čočky, G gravitačńı konstanta, r je vzdálenost paprsku
v bodě zlomu od čočky a c je rychlost světla. V gravitačńım mikročočkováńı
je tento úhel velice malý, pro hvězdy v naš́ı Galaxii řádově 0,001”.

Zavedeme kartézské úhlové souřadnice v rovině nebe X = (XI , XII) s
počátkem v poloze čočky. Úhel α pak lze zapsat

ααα =
4GM

c2

X

DL |X|2
, (2.2)

kde DL je vzdálenost čočky a pozorovatele. Odtud dostaneme vztah mezi
souřadnicemi zdroje Y a obrazu X

Y = X − DLS

DS
ααα, (2.3)

kde DS je vzdálenost pozorovatele a zdroje a DLS je vzdálenost čočky a
zdroje. Zavedeńım úhlového Einsteinova poloměru

ΘE =

√

4GMDLS

c2DSDL
(2.4)
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lze zobrazovaćı rovnici (2.3) dále upravit přechodem k úhlovým proměnným
v jednotkách ΘE

y =
Y

ΘE

, x =
X

ΘE

(2.5)

do tvaru, který obsahuje jen bezrozměrné proměnné

y = x − x

|x|2
(2.6)

Pro př́ıpad tenké čočky tvořené n hmotnými body se model jednobodové
čočky zobecńı tak, že celkový úhel odklonu paprsku je roven součtu úhl̊u
odklonu od jednotlivých hmotných bod̊u

ααα =

n
∑

i=1

4GMi

c2

X− Xi

|X −Xi|2
, (2.7)

kde Xi jsou souřadnice hmotných bod̊u o hmotnostech Mi tvoř́ıćıch gra-
vitačńı čočku. S využit́ım (2.7) lze pak zobrazovaćı rovnici (2.6) zobecnit
pro př́ıpad n hmotných bod̊u

y = x −
n
∑

i=1

µi
x − xi

|x − xi|2
, (2.8)

kde µi jsou relativńı hmotnosti µi = Mi/M , M =
∑n

i=1
Mi.

Rovnici (2.8) lze dále zjednodušit zavedeńım komplexńıch proměnných
ζ = yI + iyII , z = xI + ixII , kde mı́sto (xI , xII) budeme použ́ıvat proměnné
(z, z̄)

ζ = z −
n
∑

i=1

µi

z̄ − z̄i
. (2.9)

2.2 Zjasněńı, kritická křivka a kaustika

Zjasněńı daného obrazu zdroje je určeno převrácenou hodnotou determi-
nantu Jacobiho matice A = 1

|detJ | . Ten lze v komplexńıch proměnných vyjádřit

detJ =

(

∂ζ

∂z

)2

− ∂ζ

∂z̄

∂ζ̄

∂z
= 1 − ∂ζ

∂z̄

∂ζ̄

∂z
. (2.10)
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Po dosazeńı z rovnice (2.9) dostaneme

detJ = 1 −
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

µi

(z̄ − z̄i)2

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (2.11)

Množina obraz̊u z, pro které je detJ = 0 a které jsou tedy nekonečně
zjasněné, se nazývá kritická křivka. Množina poloh zdroje ζ odpov́ıdaj́ıćı ne-
konečně zjasněnému obrazu podle rovnice (2.9) se nazývá kaustika. Položeńım
podmı́nky detJ = 0, źıskáme parametrické vyjádřeńı kritické křivky

∂ζ

∂z̄
= e2iφ, (2.12)

kde φ ∈ (0, 2π]. Dosazeńım ze zobrazovaćı rovnice (2.9) a komplexńım
sdružeńım dostaneme

n
∑

i=1

µi

(z − zi)2
= e−2iφ. (2.13)

Pro jednoduchou bodovou čočku (n = 1) v počátku máme µ1 = 1, z1 = 0.
Řešeńım rovnice (2.13) nalezneme kritickou křivku z = eiφ, neboli kružnici o
Einsteinově poloměru. Dosazeńım kritické křivky do (2.9) zjist́ıme, že kaus-
tika je redukovaná do bodu ζ = 0 v poloze čočky.

2.3 Stacionárńı body jakobiánu

Kritickou křivku tvoř́ı obecně soustava d́ılč́ıch uzavřených křivek. Kritická
křivka odděluje oblasti, kde detJ > 0, a oblasti, kde detJ < 0. Pro r̊uzné
parametry čočky (tj. hmotnosti a polohy bod̊u čočky) může mı́t kritická
křivka r̊uzný počet uzavřených část́ı. Při studiu vlastnost́ı čočky je d̊uležité
naj́ıt právě takové kombinace parametr̊u, při kterých docháźı ke změnám
topologie kritické křivky. Bod, kde se v takové konfiguraci kritická křivka
rozděluje na v́ıce část́ı, je zároveň sedlovým bodem detJ . Hledanou kombi-
naci parametr̊u lze proto vyjádřit podmı́nkou, že sedlový bod jakobiánu lež́ı
na kritické křivce detJ = 0.

Z podmı́nky pro stacionárńı bod ∂detJ
∂z̄

= 0 źıskáme

−∂2ζ

∂z̄2

∂ζ̄

∂z
− ∂ζ

∂z

∂2ζ

∂z̄∂z
= 0. (2.14)
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Druhý člen na levé straně (2.14) je identicky nulový, jak je vidět z (2.9).

Pro stacionárńı body muśı platit bud’ ∂ζ̄
∂z

= 0 nebo ∂2ζ
∂z̄2 = 0. Povahu extrému

detJ vyšetř́ıme pomoćı hessiánu (determinantu Hesseho matice)

detH =

∣

∣

∣

∣

∣

∂2detJ
∂x2

∂2detJ
∂x∂y

∂2detJ
∂y∂x

∂2detJ
∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

= −4

∣

∣

∣

∣

∂2detJ
∂z2

∂2detJ
∂z∂z̄

∂2detJ
∂z̄∂z

∂2detJ
∂z̄2

∣

∣

∣

∣

. (2.15)

Dosazeńım ze zobrazovaćı rovnice (2.9) źıskáme

detH = 4

(

∣

∣

∣

∣

∂2ζ

∂z̄2

∣

∣

∣

∣

4

−
∣

∣

∣

∣

∂ζ

∂z̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂3ζ

∂z̄3

∣

∣

∣

∣

)

. (2.16)

Vzhledem k tomu, že
∣

∣

∂ζ
∂z̄

∣

∣ =
∣

∣

∣

∂ζ̄
∂z

∣

∣

∣
, stacionárńı bod s ∂ζ̄

∂z
= 0 má detH > 0

a je tedy extrémem detJ . Pro n-bodovou čočku źıskáme tyto body z rovnice

n
∑

i=1

µi

(z − zi)2
= 0. (2.17)

Z rovnice (2.13) je vidět, že body splňuj́ıćı (2.17) nelež́ı na kritické křivce.
Nav́ıc každá konečná oblast oddělená částmi kritické křivky muśı obsa-
hovat bud’ pól jakobiánu (lež́ı v polohách zi) nebo bod splňuj́ıćı (2.17).
Roznásobeńım (2.17) źıskáme pro tyto extrémy polynomiálńı rovnici stupně
2n − 2.

Body splňuj́ıćı ∂2ζ
∂z̄2 = 0 maj́ı detH < 0 a jsou tedy hledanými sedlovými

body. Pro n-bodovou čočku dostaneme po komplexńım sdružeńı

n
∑

i=1

µi

(z − zi)3
= 0. (2.18)

Roznásobeńım této rovnice źıskáme pro sedlové body polynomiálńı rovnici
stupně 3n−3. Aby byl sedlový bod zároveň děĺıćım bodem, muśı nav́ıc splnit
polynomiálńı rovnici stupně 2n źıskanou roznásobeńım rovnice pro kritickou
křivku (2.13).
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Kapitola 3

Dvojitá čočka

V této kapitole se budeme zabývat gravitačńım čočkováńım dvěma hmotnými
body. Tento př́ıpad je již do značné mı́ry prozkoumán a popsán v jiné lite-
ratuře (viz např. [16]). Nám tento model bude sloužit jako teoretický podklad
pro studium podobného modelu gravitačńı čočky tvořené třemi hmotnými
body, kterým se zabýváme v kapitole 3.

Souřadnice lze zvolit tak, aby př́ımka prot́ınaj́ıćı body čočky ležela na
reálné ose a počátek souřadnic byl v geometrickém středu. Poloha bod̊u
čočky je pak určena jediným parametrem d, kterým označ́ıme jejich vzdálenost
v jednotkách celkového Einsteinova poloměru. Máme tedy z1 = −d/2, z2 =
d/2. Vzhledem k tomu, že pracujeme s relativńımi hmotnostmi µ1 + µ2 = 1,
vystač́ıme si s jedńım hmotnostńım parametrem µ ≡ µ2.

3.1 Kritické křivky a kaustiky pro dvojitou

čočku

Rovnice (2.13) pro kritickou křivku se v př́ıpadě dvoubodové gravitačńı
čočky redukuje na

1 − µ

(z + d
2
)2

+
µ

(z − d
2
)2

= e−2iφ. (3.1)

Roznásobeńım rovnice (3.1) obdrž́ıme polynom čtvrtého stupně v proměnné
z, jehož kořeny pro r̊uzné hodnoty parametru φ jsou body kritické křivky.
Dosazeńım těchto bod̊u do rovnice (2.9) obdrž́ıme kaustiku.
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Obrázek 3.1: Kritická křivka a kaustika pro dvojitou čočku. Levá část: kri-
tická křivka. Červená křivka: kritická křivka; šedivé kř́ıžky: sedlové body
jakobiánu; modré kř́ıžky: extrémy jakobiánu; černé kroužky: polohy bod̊u
čočky. Pravá část: kaustika. Zelená křivka: kaustika; černá kolečka: polohy
bod̊u čočky. Horńı část: µ = 1

2
, d = 2. Dolńı část: µ = 1

2
, d = 2−1/2.
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V obrázku 3.1 vynáš́ıme v levém sloupci červenou čarou kritickou křivku
a v pravém zelenou čarou kaustiku pro dvojitou čočku o stejných hmotnos-
tech µ = 0, 5 a dvě hodnoty d odpov́ıdaj́ıćı děĺıćı se kritické křivce d = 2
pro horńı část obrázku a d = 2−1/2 pro dolńı část. V levém sloupci jsou
také vyznačené polohy sedlových bod̊u, polohy extrémů jakobiánu a polohy
bod̊u čočky. Pro d > 2 kritickou křivku tvoř́ı dvě části, které s d jdoućım
do nekonečna přecházej́ı v kružnice o poloměrech 2−1/2, tedy v Einsteinovy
kružnice dvou jednoduchých čoček. Pro 2−1/2 < d < 2 kritickou křivku tvoř́ı
jen jedna část. Pro d < 2−1/2 kritickou křivku tvoř́ı tři části, přičemž dvě
menš́ı části jsou uzavřeny v oblasti ohraničené třet́ı část́ı. S d jdoućım k nule
se uzavřené části kritické křivky zmenšuj́ı do bodu v počátku a vněǰśı část
přecháźı v kružnici o Einsteinově poloměru.

Kaustiky jsou složeny z konkávńıch úsek̊u zvaných foldy a hrot̊u zvaných
kaspy. V př́ıpadě dvojité čočky se kaustika skládá z disjunktńıch uzavřených
křivek, jejichž počet odpov́ıdá počtu kritických křivek. Pro d > 2 tvoř́ı kaus-
tiku dvě části, každá se čtyřmi kaspy. Pro d jdoućı do nekonečna se kaustiky
zmenšuj́ı a tvaruj́ı do malých astroid kolem bod̊u čočky. Pro 2−1/2 < d < 2
má kaustika jen jednu část s šesti kaspy. Pro d < 2−1/2 se kaustika skládá
ze tř́ı část́ı, dvou s třemi kaspy a jedné s čtyřmi kaspy mezi nimi. Pokud
budeme d dále snižovat k nule, krajńı trojćıpé kaustiky budou unikat do
nekonečna.

3.2 Stacionárńı body jakobiánu a děĺıćı body

kritické křivky

Pro dvoubodovou čočku sedlové body jakobiánu splňuj́ı rovnici (2.18), tedy

1 − µ

(z + d
2
)3

+
µ

(z − d
2
)3

= 0, (3.2)

a extrémy rovnici (2.17), neboli

1 − µ

(z + d
2
)2

+
µ

(z − d
2
)2

= 0. (3.3)

Roznásobeńım rovnice pro extrémy vznikne kvadratická rovnice s řešeńım

z = d(1 − 2µ ± i
√

µ(2 − µ)). (3.4)
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Vid́ıme tedy, že polohy extrémů v př́ıpadě stejných hmotnost́ı (µ = 0, 5) lež́ı
na imaginárńı ose, jak je vidět v obrázku 3.1, a jejich vzdálenost je úměrná
separaci d.

Roznásobeńım (3.2) źıskáme kubickou rovnici, pro jej́ı kořeny lze tedy
také naj́ıt jednoduchý předpis. My se ale pod́ıváme na děĺıćı body, které
jsou společným kořenem rovnice pro sedlový bod (3.2) a rovnice pro kri-
tickou křivku (3.1). Roznásobeńım rovnice (3.1) źıskáme rovnici 4. stupně
pro z. Společný kořen budeme hledat metodou Sylvesterovy matice. T́ım,
že polož́ıme determinant Sylvesterovy matice rovný nule, źıskáme rovnici,
kterou můžeme chápat jako kubickou rovnici pro e2iφ. Pokud tuto rovnici
komplexně sdruž́ıme, źıskáme novou kubickou rovnici, tentokrát pro e−2iφ.
Vzhledem k tomu, že konfigurace, při které docháźı k děleńı kritické křivky,
je závislá pouze na parametrech d a µ, můžeme rovnici pro e2iφ a rovnici pro
e−2iφ považovat za dvě podmı́nky pro výskyt děĺıćıho bodu a opět pro ně
sestavit Sylvesterovu matici, jej́ıž determinant polož́ıme roven nule. Tento
determinant lze upravit do tvaru součinu tř́ı člen̊u, které se daj́ı rozepsat
jako polynomy v d.

Prvńı polynom vede na rovnici

d6 + 3d4 + 3[1 − 9µ(1 − µ)]d2 + 1 = 0. (3.5)

Tato rovnice ale nemá reálné řešeńı.
Z druhého polynomu źıskáme rovnici

d6 − 3d4 + 3[1 − 9µ(1 − µ)]d2 − 1 = 0. (3.6)

Řešeńım (3.6) źıskáme rovnici pro d

d =

√

1 + 3 3

√

µ(1 − µ)
(

3

√

1 − µ + 3
√

µ
)

. (3.7)

Pro stejné hmotnosti µ = 0, 5 vyjde z (3.7) d = 2. Tato konfigurace popisuje
př́ıpad, kdy se kritická křivka děĺı na dva d́ıly a děĺıćı bod se nacháźı v
počátku souřadnic (viz levý horńı panel obrázku 3.1).

Rovnici, která vznikne vynulováńım třet́ıho polynomu, lze vyjádřit jako

d12 − 3[1 − 9µ(1 − µ)]d8 + 3d4 − 1 = 0. (3.8)

Jej́ı řešeńı opět vede na rovnici pro d

d = 4

√

1 − 9µ(1 − µ) + u + v = 0, (3.9)
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kde

u = 3 3

√

µ(1 − µ) 3

√

27µ4 − 54µ3 + 36µ2 − 10µ + 1,

v = 3 3

√

µ(1 − µ) 3

√

27µ4 − 54µ3 + 36µ2 − 8µ. (3.10)

Pro stejné hmotnosti vyjde d = 2−1/2, což odpov́ıdá př́ıpadu, kdy se dvě
malé části kritické křivky napojuj́ı na větš́ı část kritické křivky, ve které
jsou uzavřeny.

V obrázku 3.2 jsme v prostoru parametr̊u (µ, d) vynesli rovnici (3.6)
modrou čarou a rovnici (3.8) fialovou čarou. Ṕısmeny A, B, C označujeme
oblasti s r̊uznými topologiemi kritické křivky. Bodu z oblasti A odpov́ıdá
kritická křivka tvořená třemi částmi, bodu z oblasti B kritická křivka tvořená
jen jednou část́ı a bodu z oblasti C kritická křivka tvořená dvěma částmi.

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

d

µ

A

B

C

Obrázek 3.2: Diagram topologíı kritické křivky. Modrá křivka: řešeńı rovnice
(3.6); fialová křivka: řešeńı rovnice (3.8). V oblasti A má kritická křivka tři
části, v oblasti B jednu část a v oblasti C dvě části.
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Podrobný rozbor této úlohy lze nalézt v [13], kde kromě děĺıćıch bod̊u
vyšetřuj́ı také polohy a počet kasp̊u pro dvojitou čočku.

3.3 Obrazy a zjasněńı

Zobrazovaćı rovnici pro dvojitou čočku źıskáme z (2.8)

y = x − µ1

x − x1

|x − x1|2
− µ2

x − x2

|x − x2|2
, (3.11)

př́ıpadně z (2.9) v komplexńıch proměnných

ζ = z − µ1

z̄ − z̄1

− µ2

z̄ − z̄2

. (3.12)

Řešeńım zobrazovaćı rovnice lze źıskat polohy obraz̊u. V reálném př́ıpadě
roznásob́ıme (3.11) a źıskáme dva polynomy o dvou proměnných, které
muśıme vyřešit zároveň. Dva polynomy dostaneme i v př́ıpadě, že vezmeme
zvlášt’ reálnou a imaginárńı část rovnice (3.12). Jednodušš́ı je ale chápat z
a z̄ jako nezávislé proměnné, komplexně sdružit (3.12), vyjádřit z̄ a dosadit
do zpět (3.12). T́ım pro dvoubodovu čočku dostaneme rovnici pátého stupně
v z (pro obecné n rovnici stupně n2 + 1). Kořeny této rovnice představuj́ı
polohy obraz̊u pro danou polohu zdroje ζ . Vzhledem k tomu, že z, z̄ nejsou
nezávislé veličiny, je nutno takto źıskané polohy obraz̊u z zpět dosadit do
výchoźı rovnice (3.12). V př́ıpadě dvoubodové čočky je všech pět kořen̊u
zároveň polohami obraz̊u jen, pokud se zdroj nacháźı uvnitř kaustiky. Po-
kud se nacháźı mimo kaustiku, splńı rovnici (3.12) jen tři kořeny.

V obrázku 3.3 jsme vykreslili př́ıklad úsečkové trajektorie zdroje zobra-
zené dvojitou čočkou. V levé části obrázku je vykreslena kaustika a trajek-
torie zdroje. V pravé části se nacháźı kritická křivka a obrazy trajektorie.
Část trajektorie, která se nacháźı vně kaustiky, má tři obrazy podél reálné
osy, jeden vně kritické křivky a dva uvnitř kritické křivky. Část trajektorie,
která se nacháźı uvnitř kaustiky, má celkem pět obraz̊u. Jeden z obraz̊u se
na kritické křivce při pr̊uchodu kaspem rozděĺı na tři obrazy, z nichž jeden
pokračuje dovnitř kritické křivky a dva opouštěj́ı reálnou osou a v obloućıch
obeṕınaj́ı kritickou křivku. Při pr̊uchodu zdroje foldem se na kritické křivce
objev́ı dva nové obrazy nezávisle na p̊uvodńıch třech, přičemž jeden směřuje
vně kritické křivky a druhý dovnitř.

V gravitačńım mikročočkováńı nás zaj́ımá hlavně celkové zjasněńı A
světelného toku zdroje, nebot’ jednotlivé obrazy nebývaj́ı při pozorováńı
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Obrázek 3.3: Pohyb obraz̊u pro dvojitou čočku při přechodu přes kaustiku.
Levá část: kaustika a trajektorie zdroje. Zelená křivka: kaustika; modrá
úsečka: trajektorie zdroje; šedivý kř́ıžek: počátečńı poloha zdroje; modro-
zelený kř́ıžek: koncová poloha zdroje. Pravá část: obrazy zdroje. Modrá
křivky: trajektorie obraz̊u; červená křivka: kritická křivka; šedivý kř́ıžek: ob-
razy zdroje v počátečńı poloze; modrozelený kř́ıžek: obrazy zdroje v koncové
poloze; černé kroužky: polohy bod̊u čočky

rozlǐsitelné. Pro celkové zjasněńı muśıme tedy určit polohy jednotlivých ob-
raz̊u, v těchto bodech spoč́ıtat hodnoty jakobiánu a jejich převrácené ab-
solutńı hodnoty seč́ıst. Většina událost́ı gravitačńıho mikročočkováńı trvá
řádově dny až měśıce. Při pozorováńı se měř́ı zjasněńı čočkou zobrazeného
zdroje, jehož časový pr̊uběh se nazývá světelná křivka.

Př́ıklady světelných křivek uvád́ıme v obrázku 3.4. V levé části grafu
je znázorněna trajektorie zdroje při přechodu přes kaustiku. V pravé části
jsou světelné křivky. Trajektorie a světelné křivky spolu koresponduj́ı skrze
barvy. Fialová světelná křivka odpov́ıdá přechodu přes dva kaspy. V tom
př́ıpadě se zjasněńı spojitě zvyšuje až k divergenci na kritické křivce a pak
opět spojitě klesá. Modrozelená světelná křivka odpov́ıdá přechodu přes fold.
V tom př́ıpadě se snižuj́ıćı se vzdálenost́ı od kaustiky zjasněńı roste jen málo,
pak skokově diverguje na kritické křivce a uvnitř kaustiky spojitě klesá. Šedá
a modrá křivka odpov́ıdaj́ı trajektoríım bez přechodu kaustiky, kdy mı́sto
divergenćı vykazuj́ı pouze ṕıky v bĺızkosti kasp̊u.
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Obrázek 3.4: Světelná křivka při pr̊uchodu zdroje bĺızko kaustiky. Levá část:
kaustika a trajektorie zdroje. Zelená křivka: kaustika; barevné úsečky: tra-
jektorie zdroje. Pravá část: světelné křivky

V reálných pozorováńıch mikročočkováńı s přechodem kaustiky hraje
významnou roli nenulový rozměr zdroje. Zde uvedený model mikročočkováńı
uvažuje bodový zdroj, proto vycháźı zjasněńı nekonečné. Při uvážeńı zdroje
nenulové velikosti je třeba integrovat zjasněńı přes plochu zdroje, zjasněńı
pak vyjde konečné. Vliv nenulového rozměru zdroje do značné mı́ry potlač́ı
vliv divergenćı zjasněńı, které vycházej́ı pro bodový zdroj. K tomu docháźı
např́ıklad u zjasněńı na trojúhelńıkových kaustikách, které se s klesaj́ıćı
vzdálenost́ı bod̊u čočky vzdaluj́ı do nekonečna.

20



Kapitola 4

Trojitá čočka

Polohu tř́ı bod̊u v rovině poṕı̌seme v obecném př́ıpadě šesti souřadnicemi.
Volbou počátku si vystač́ıme se čtyřmi parametry a volbou natočeńı se nám
redukuje počet potřebných parametr̊u na tři. Pro popis hmotnost́ı máme tři
relativńı hmotnosti a rovnici µ1 + µ2 + µ3 = 1, která je svazuje. Trojitou
čočku lze tedy popsat pěti parametry.

4.1 Kritická křivka a kaustika

Rozd́ılnost mezi dvojitou a trojitou gravitačńı čočkou je nejlépe patrná
při studiu kaustik. Jejich části se v př́ıpadě trojité čočky mohou vzájemně
překrývat nebo samy sebe kř́ıžit. Kromě kasp̊u se tedy u trojité čočky vy-
skytuj́ı také body kř́ıžeńı, útvary vznikaj́ıćı na foldu tvořené bodem kř́ıžeńı
a dvěma kaspy zvané swallowtail, útvary vznikaj́ıćı z kasp̊u tvořené třemi
body kř́ıžeńı a třemi kaspy zvané butterfly a daľśı složitěǰśı útvary (viz [14]).
Všechny tyto útvary mohou být rozlǐsitelné na světelné křivce a znalost konfi-
guraćı jim odpov́ıdaj́ıćıch může tedy poskytnout cenné informace o př́ıslušné
gravitačńı čočce.

Vzhledem k velké rozmanitosti tvar̊u, kterých mohou kaustiky a kritické
křivky trojité čočky nabývat, nemůžeme poskytnout v rámci této práce
jejich vyčerpávaj́ıćı přehled. V této podkapitole uvedeme nejdř́ıve př́ıklad
uspořádáńı, kde tři body stejné hmotnosti budou ve vrcholech rovnostranného
trojúhelńıka s délkou strany d.

V obrázku 4.1 jsme vykreslili kritické křivky a kaustiky pro konfigu-
race rovnostranného trojúhelńıka o straně d = 0, 67, d = 1, 0 a d = 1, 5 v
jednotkách Einsteinova úhlu. Vyznačili jsme také polohy sedlových bod̊u,
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Obrázek 4.1: Kritická křivky a kaustika pro trojitou čočku shora dol̊u pro
d = 1, 5, d = 1, 0, d = 0, 67. Vysvětlivky viz obrázek 3.1
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polohy extrémů a polohy bod̊u čočky.
Pro d = 0, 67 je kritická křivka i kaustika tvořena pěti částmi. Čtyři části

kaustiky maj́ı tři kaspy a tvar malých trojúhelńık̊u. Čtvrtá část kaustiky má
tvar sebeprot́ınaj́ıćıho se trojćıpého útvaru, obsahuje celkem šest kasp̊u a tři
body kř́ıžeńı.

Pro d = 1, 0 má kritická křivka i kaustika jen dvě části. Přechod od
konfigurace s d = 0, 67 proběhne napojeńım tř́ı menš́ıch část́ı kritické křivky
na vněǰśı část kritické křivky, resp. napojeńım tř́ı trojúhelńıkových část́ı
kaustiky na sebekř́ıž́ıćı část kaustiky. Kaustiku tvoř́ı jedna trojúhelńıková
část a jedna sebeprot́ınaj́ıćı se část s celkem dev́ıti kaspy a dev́ıti body
kř́ıžeńı.

Pro d = 1, 5 se kritická křivka i kaustika skládaj́ı ze tř́ı část́ı. Tři části
kaustiky jsou identické útvary připomı́naj́ıćı kosočtverce, které maj́ı mı́sto
jednoho kaspu butterfly. Celkem tedy kaustika má osmnáct kasp̊u a devět
bod̊u kř́ıžeńı. Kaustika prodělá mezi hodnotami d = 1, 0 a d = 1, 5 několik
topologických změn dř́ıve, než se rozpoj́ı na tři části, aniž by se přitom
měnila topologie kritické křivky.

V uvedeném př́ıpadě trojčočky se symetrickou rovnostrannou konfiguraćı
se nevyskytuje jednoduchý swallowtail.

4.2 Děĺıćı body

Naš́ım plánem je vyšetřit možné podoby kritické křivky a kaustiky pro tro-
jitou čočku. Budeme tedy hledat hodnoty parametr̊u čočky, při kterých se
zásadńım zp̊usobem měńı tvar těchto křivek. V př́ıpadě kaustiky je takto
možno vyšetřovat např́ıklad počet kasp̊u, počet kř́ıž́ıćıch bod̊u atd. Základněǰśı
úlohou je ale hledat hodnoty parametr̊u, při kterých se měńı počet část́ı
kritické křivky, tedy se na kritické křivce objevuj́ı děĺıćı body. Pro výskyt
děĺıćıho bodu muśıme zároveň splnit rovnici (2.13) pro kritickou křivku

µ1

(z − z1)2
+

µ2

(z − z2)2
+

µ3

(z − z3)2
= e−2iφ (4.1)

a rovnici (2.18) pro sedlový bod

µ1

(z − z1)3
+

µ2

(z − z2)3
+

µ3

(z − z3)3
= 0. (4.2)

Oproti dvoubodové čočce, kde jsme roznásobeńım rovnice kritické křivky
(3.1) źıskali polynom čtvrtého stupně v z a z rovnice pro sedlový bod (3.2)
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polynom třet́ıho stupně, dostáváme nyńı polynomy šestého stupně jak pro
rovnici kritické křivky (4.1), tak pro rovnici sedlového bodu (4.2). Rovnice
lze zjednodušit volbou počátku v geometrickém středu (tedy z1+z2+z3 = 0),
ale ani tak jsme nebyli schopni řešit úlohu na výskyt děĺıćıch bod̊u v obecném
př́ıpadě. Řešeńı jsme nalezli jen pro tři speciálńı dvouparametrické př́ıpady.
V prvńım př́ıpadě předpokládáme lineárńı uspořádáńı tř́ı hmotných bod̊u, z
nichž jeden lež́ı v geometrickém středu a zbývaj́ıćı dva maj́ı stejnou hmot-
nost. V druhém př́ıpadě jsou hmotné doby umı́stěny do vrchol̊u rovno-
stranného trojúhelńıku a dva z nich maj́ı stejnou hmotnost. V třet́ım př́ıpadě
maj́ı všechny tři body stejnou hmotnost a nacházej́ı se ve vrcholech rovno-
ramenného trojúhelńıku, přičemž necháváme jako proměnné délku ramen a
úhel mezi nimi. Počet uzavřených křivek, na které se děĺı kritická křivka,
určujeme řešeńım rovnice pro kritickou křivku (4.1).

4.2.1 Kolineárńı uspořádáńı s proměnnou středovou

hmotnost́ı

V kolineárńım př́ıpadě budeme úlohu parametrisovat pomoćı hmotnosti stře-
dového bodu µ a vzdálenosti krajńıch bod̊u od středového d. V této konfi-
guraci máme tedy polohy bod̊u z1 = −d, z2 = 0, z3 = d a jejich hmotnosti
µ1 = (1 − µ)/2, µ2 = µ, µ3 = (1 − µ)/2. Dvakrát použijeme metodu Syl-
vesterovy matice na polynomy dané rovnicemi (4.1) a (4.2), abychom se
zbavili parametr̊u z a φ, a dostaneme tři rovnice pro parametry konfigurace
obsahuj́ıćı děĺıćı bod

8d6 + (9µ + 15)d4 + 6(18µ2 − 15µ + 1)d2 + 9µ − 1 = 0, (4.3)

8d6 − (9µ + 15)d4 + 6(18µ2 − 15µ + 1)d2 − 9µ + 1 = 0, (4.4)

64d12 − 48(18µ2 − 15µ + 1)d8 + 3(3µ + 5)(9µ− 1)d4 − (9µ− 1)2 = 0. (4.5)

Řešeńım těchto rovnic dostaneme křivky, které v prostoru parametr̊u
odděluj́ı oblasti s r̊uzným počtem část́ı kritické křivky, přičemž jejich řešeńı
je třeba zpětně dosadit do výchoźıch rovnic (4.1) a (4.2), protože jsme se při
výpočtu dopustili neekvivalentńıch úprav.

V obrázku 4.2 vynáš́ıme řešeńı rovnic (4.3) modrou, (4.4) fialovou a (4.5)
modrozelenou barvou. Tato řešeńı rozděluj́ı prostor parametr̊u na šest ob-
last́ı, které označujeme A, B, C, D, E, F. Tyto oblasti se lǐśı počtem část́ı
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Obrázek 4.2: Diagram počtu uzavřených část́ı kritické křivky. Modrá křivka:
řešeńı (4.3); fialová křivka: řešeńı (4.4); modrozelená křivka: řešeńı (4.5).

kritické křivky. V oblasti A má kritická křivka tři části, v B jednu část, v
C tři části, v D tři části, v E a F pět část́ı. Rovnice (4.3) a (4.4) odpov́ıdaj́ı
výskytu dvou děĺıćıch bod̊u a děĺı oblasti, které se lǐśı počtem část́ı kritické
křivky o dva. Rovnice (4.5) odpov́ıdá výskytu čtyř děĺıćıch bod̊u a tvoř́ı
hranici mezi oblastmi lǐśıćımi se počtem část́ı kritické křivky o 4.

V obrázku 4.3 jsme vykreslili př́ıklady kritických křivek a kaustik pro
jednotlivé oblasti parametr̊u odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným př́ıpad̊um děleńı kritické
křivky. Tato galerie obsahuje vždy nalevo kritickou křivku s polohami bod̊u
čočky, sedlovými a kritickými body a napravo odpov́ıdaj́ıćı kaustiku. Jed-
notlivé oblasti jsou seřazeny následuj́ıćım zp̊usobem (v závorce jsou uvedeny
parametry konfigurace):

A (µ = 0, 1, d = 1, 5) B (µ = 0, 2, d = 0, 5)
C (µ = 0, 004, d = 0, 5) D (µ = 1/9, d = 0, 35)
E (µ = 0, 07, d = 0, 35) F (µ = 0, 2, d = 0, 4)
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Obrázek 4.3: Galerie kritických křivek a kaustik pro kolineárńı př́ıpad.
Vysvětlivky viz obrázek 3.1
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Pro µ = 0 dostáváme děĺıćı body v d = 1 a d = 1

2
√

2
, což odpov́ıdá

výsledk̊um pro dvoubodovou čočku, protože v př́ıpadě této lineárńı tř́ıbodové
čočky je vzdálenost mezi krajńımi body 2d. Pro µ = 1

9
se vynuluj́ı absolutńı

členy všech tř́ı rovnic a maj́ı tedy společný kořen v d = 0.
Polohu bodu, kde řešeńı rovnice (4.3) navazuje na řešeńı rovnice (4.5)

najdeme metodou Sylvesterovy matice µ = 1

5
a d

.
= 0, 447. Tato konfigurace

parametr̊u odpov́ıdá výskytu dvou děĺıćıch bod̊u vzniklých splynut́ım dvou
dvojic sedlových bod̊u. Kritickou křivku se sedlovými body a extrémy a
kaustiku vykreslujeme v obrázku 4.4.
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Obrázek 4.4: Kritická křivka a kaustika pro překryv děĺıćıch bod̊u. Parametry
µ = 1

5
, d

.
= 0, 447. Vysvětlivky viz obrázek 3.1

Pro bod, kde se prot́ınaj́ı řešeńı rovnic (4.3) a (4.4) źıskáme závislost d
na µ z rozd́ılu těchto rovnic

d = 4

√

1 − 9µ

9µ + 15
. (4.6)

Zpětným dosazeńım do rovnice (4.3) pak dostaneme i µ pro tento bod
jako řešeńı

486µ3 + 405µ2 − 684µ + 49 = 0, (4.7)

kde jeden kořen odpov́ıdá zápornému µ, daľśı komplexńımu d a třet́ı má
hodnotu µ

.
= 0, 075. Z (4.6) pak dostáváme d

.
= 0, 379. Př́ıslušnou kaustiku

uvád́ıme v obrázku 4.5.
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Obrázek 4.5: Kritická křivka a kaustika pro dva druhy děleńı kritické křivky
zároveň. Parametry µ

.
= 0, 075, d

.
= 0, 379. Vysvětlivky viz obrázek 3.1

4.2.2 Rovnostranný trojúhelńık s proměnnou hmot-

nost́ı vrcholu

V př́ıpadě uspořádáńı ve tvaru rovnostranného trojúhelńıku, ve kterém maj́ı
dva ze tř́ı bod̊u stejnou hmotnost, zavedeme analogickou parametrisaci.
Hmotnost r̊uznou od zbylých dvou si označ́ıme µ a stranu trojúhelńıku d.
Polohy bod̊u tedy jsou z1 = (−3−

√
3i)d/6, z2 = (3−

√
3i)d/6, z3 =

√
3id/3

a př́ıslušné hmotnosti µ1 = µ, µ2 = µ3 = (1 − µ)/2. Podmı́nka na výskyt
děĺıćıho bodu pak vede na čtyři rovnice. Pro větš́ı přehlednost vyjádř́ıme v
př́ıpadě prvńıch dvou rovnic zvlášt’ koeficienty a zvlášt’ rovnice,

a12 = 32

a10 = 48(3µ − 1)

a8 = −48(3µ − 1)(3µ − 5)

a6 = 8(81µ3 + 27µ2 − 45µ + 35)

a4 = 6(3µ − 1)(621µ3 − 981µ2 + 351µ + 25)

a2 = −3(3µ − 1)(243µ4 − 972µ3 + 1098µ2 − 372µ − 13)

a0 = −108µ3 + 324µ2 − 180µ − 4,

a12d
12 + a10d

10 + a8d
8 + a6d

6 + a4d
4 + a2d

2 + a0 = 0, (4.8)
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a12d
12 − a10d

10 + a8d
8 − a6d

6 + a4d
4 − a2d

2 + a0 = 0. (4.9)

Třet́ı rovnice má tvar kubické rovnice pro d4

16d12 − 24(9µ2 − 6µ − 1)d8 − (243µ4 + 972µ3 + 1134µ2 − 468µ + 15)d4 +

+54µ3 − 162µ2 + 90µ + 2 = 0. .(4.10)

Čtvrtá rovnice má tvar
12
∑

l=0

a4ld
4l = 0. (4.11)

Jedná se tedy o rovnici dvanáctého stupně ve čtvrtých mocninách d. Koefi-
cienty této rovnice zde pro jejich složitost uvádět nebudeme.
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Obrázek 4.6: Diagram topologíı kritické křivky. Modrá křivka: řešeńı (4.8);
fialová křivka: řešeńı (4.9); modrozelená křivka: řešeńı (4.10); šedá křivka:
řešeńı (4.11)
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Řešeńı rovnic (4.8), (4.9), (4.10) a (4.11) vyznačujeme v obrázku 4.6 po
řadě modrou, fialovou, modrozelenou a šedou barvou. Tato řešeńı rozděluj́ı
prostor parametr̊u pro př́ıpad rovnostranného trojúhelńıku na deset oblast́ı,
které jsme označili A, B, C, D, E, F, G, H, I, J. Kritická křivka se skládá
ze dvou část́ı v oblasti A, ze tř́ı v B, ze dvou v C,z jedné v D, ze tř́ı v E,
ze čtyř F, ze tř́ı v G, z čtyř v H a z pěti v oblastech I a J. Řešeńı (4.8),
(4.9), (4.10) odpov́ıdá výskytu jednoho děĺıćıho bodu a při přechodu z jedné
oblasti diagramu do jiné přes tato řešeńı se měńı počet d́ıl̊u kritické křivky
o jeden. Řešeńı rovnice (4.11) odpov́ıdá současnému výskytu dvou děĺıćıch
bod̊u a přechod přes toho řešeńı nemuśı znamenat změnu počtu d́ıl̊u kritické
křivky. Přehled kritických křivek uvád́ıme v obrázku 4.7. Jednotlivé grafy
jsou uspořádány podle následuj́ıćıho schématu:

A (µ = 0, 15, d = 1, 3) B (µ = 1

3
, d = 1, 55)

C (µ = 1

3
, d = 1, 2) D (µ = 0, 7685, d = 1, 0)

E (µ = 0, 15, d = 0, 68) F (µ = 0, 6, d = 0, 68)
G (µ = 0, 7685, d = 0, 68) H (µ = 0, 7685, d = 0, 64)
I (µ = 1

3
, d = 0, 65) J (µ = 0, 9, d = 0, 68)

Z obrázku 4.6 je dále vidět, že pro µ = 0 je výskyt děĺıćıch bod̊u stejný
jako v př́ıpadě dvoubodové čočky se dvěma stejnými hmotnostmi, tedy d = 2
a d = 2−1/2. V obrázku 4.6 se vyskytuj́ı speciálńı body dotyku a kř́ıžeńı řešeńı
rovnic pro děĺıćı body. Vynulováńım absolutńıho členu rovnic (4.8) a (4.9)
źıskáme hodnotu µ, pro kterou se v d = 0 tyto křivky dotýkaj́ı. Zbývaj́ıćı
speciálńı body jsme hledali jako společné kořeny pomoćı Sylvesterovy ma-
tice. Body kř́ıžeńı budeme značit kombinaćı ṕısmen patř́ıćıch přilehlým ob-
lastem. Kř́ıžeńı ABCD, CEFI, CDFG odpov́ıdaj́ı současnému výskytu
tř́ı děĺıćıch bod̊u, FGIH výskytu dvou děĺıćıch bod̊u a GHJ překryvu
dvou děĺıćıch bod̊u. Kritické křivky a kaustiky k těmto bod̊um uvád́ıme v
obrázku 4.8, ten je uspořádán podle následuj́ıćıho schématu, kde v závorkách
uvád́ıme př́ıslušné parametry čočky

ABCD (µ = 1

3
, d

.
= 1, 493) CEFI (µ = 1

3
, d

.
= 0, 670)

CDFG (µ = 2

3
, d

.
= 0, 707) FGIH (µ

.
= 0, 683, d

.
= 0, 647)

GHJ (µ = 8

9
, d

.
= 0, 707)
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Obrázek 4.7: Galerie kritických křivek a kaustik pro rovnostranný
trojúhelńık. Vysvětlivky viz obrázek (3.1)
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Obrázek 4.8: Galerie kritických křivek a kaustik pro speciálńı změny topolo-
gie v uspořádáńı rovnostranného trojúhelńıku. Vysvětlivky viz obrázek (3.1)

4.2.3 Rovnoramenný trojúhelńık se stejnými hmot-

nostmi

V př́ıpadě rovnoramenného trojúhelńıka se třemi stejnými hmotnostmi jsme
parametrisovali úlohu délkou ramen d a úhlem mezi nimi θ. Polohy ve zvolené
parametrisaci jsou z1 = (−1 − eiθ)d/3, z2 = (2 − eiθ)d/3, z3 = (−1 +
2eiθ)d/3 a př́ıslušné hmotnosti µ1 = µ2 = µ3 = 1/3. Dvojnásobným použit́ım
Sylvesterovy matice źıskáme tři rovnice. Dvě rovnice jsou šestého stupně v
d2. Protože se jejich koeficienty lǐśı jen ve znaménćıch, vyṕı̌seme nejdř́ıve
ony koeficienty
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a12 = 27e3iθ(eiθ − 1)6

a10 = 54e2iθ(e2iθ − eiθ + 1)2(eiθ − 1)4

a8 = −9eiθ(eiθ − 1)2(e2iθ − eiθ + 1)(5e6iθ − 15e5iθ − 12e4iθ+

+ 49e3iθ − 12e2iθ − 15eiθ + 5)

a6 = 8e12iθ − 48e11iθ − 30e10iθ + 590e9iθ − 1557e8iθ+

+ 2160e7iθ − 2238e6iθ + 2160e5iθ − 1557e4iθ−
− 30e2iθ − 48eiθ + 590e3iθ + 8

a4 = 24eiθ(e2iθ − eiθ + 1)5

a2 = −6e2iθ(e2iθ − eiθ + 1)(4e6iθ − 12e5iθ + 15e4iθ − 10e3iθ+

+ 15e2iθ − 12eiθ + 4)

a0 = e3iθ(8e6iθ − 24e5iθ + 21e4iθ − 2e3iθ + 21e2iθ − 24eiθ + 8). (4.12)

Rovnice děĺıćıch bod̊u pak budou mı́t tvar

a12d
12 + a10d

10 + a8d
8 + a6d

6 + a4d
4 + a2d

2 + a0 = 0, (4.13)

a12d
12 − a10d

10 + a8d
8 − a6d

6 + a4d
4 − a2d

2 + a0 = 0. (4.14)

Zbývaj́ıćı třet́ı rovnice je patnáctého stupně v d4

15
∑

l=0

a4ld
4l = 0, (4.15)

jej́ıž koeficienty zde nebudeme uvádět.
V obrázku 4.9 znázorňujeme řešeńı rovnic pro výskyt děĺıćıho bodu (4.13)

modrou, (4.14) fialovou a (4.15) modrozelenou barvou. Úhel θ je uveden v
jednotkách π. Tato řešeńı rozděluj́ı prostor parametr̊u na 12 oblast́ı, které
jsme označili A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L. Kritická křivka se skládá
ze čtyř část́ı v oblasti A, ze dvou v oblasti B, ze tř́ı v oblastech C, D a E, ze
dvou v F, z jedné v G, ze čtyř v H, ze tř́ı v I, ze čtyř v J a konečně z pěti v
oblastech K a L. Při přechodu přes hranici oblast́ı parametrického prostoru
danou řešeńım rovnic (4.13) a (4.14) se opět měńı počet d́ıl̊u kritické křivky
o jeden. Rovnice (4.14) opět odpov́ıdá výskytu dvou děĺıćıch bod̊u současně,
při přechodu přes t́ımto řešeńım vymezenou hranici se tedy měńı počet d́ıl̊u
kritické křivky o dva, nebo se tento počet neměńı.
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Obrázek 4.9: Diagram topologíı kritické křivky. Modrá křivka: řešeńı (4.13);
fialová křivka: řešeńı (4.14); modrozelená křivka: řešeńı (4.15)

Přehled kritických křivek uvád́ıme v obrázku 4.10. Jednotlivé grafy jsou
uspořádány podle následuj́ıćıho schématu:

A (θ = 0, 05π, d = 2, 0) B (θ = 0, 2π, d = 2, 0)
C (θ = 0, 1π, d = 2, 0) D (θ = 1

3
, d = 1, 55)

E (θ = 0, 1π, d = 1, 2) F (θ = 0, 2π, d = 1, 2)
G (θ = 0, 7π, d = 1, 2) H (θ = 0, 55π, d = 0, 55)
I (θ = 0, 7π, d = 0, 55) J (θ = 0, 7π, d = 0, 45)
K (θ = 0, 2π, d = 0, 55) L (θ = 0, 9π, d = 0, 5)
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Řešeńı rovnic (4.13) a (4.14) pro θ jdoućı k nule diverguje, což je po-
chopitelné, protože tento př́ıpad odpov́ıdá situaci, kdy je jeden bod vzdálen
(zhruba ve vzdálenosti d) od zbývaj́ıćıch dvou, které se chovaj́ı jako dvou-
bodová čočka, přičemž vzdálenost mezi těmito dvěma body je přibližně θd.
Daľśı analogie s dvoubodovou čočkou nacháźıme v nedivergentńı části řešeńı
(4.14) a v třet́ı rovnici pro θ = 0, které odpov́ıdaj́ı př́ıpadu dvoubodové

čočky s µ1 = 1/3 s děĺıćımi body pro d =
4

√

3
√

2 − 1 a d =
√

1 + 3
√

2 + 3
√

4. V
obrázku 4.9 je pro θ = π/3 také obsažen rovnostranný trojúhelńık s µ = 1/3

a děĺıćımi body pro stejnou délku strany (d = 6

√

5
√

5−11

2
, d = 6

√

5
√

5+11

2
) jako

v obrázku 4.6 a pro θ = π také kolineárńı tř́ıbodová čočka s µ = 1/3 (viz
obr. 4.2).

V obrázku 4.9 se vyskytuje několik speciálńıch bod̊u kř́ıžeńı a dotyku
řešeńı rovnic (4.13), (4.14), a (4.15). Vynulováńım absolutńıch člen̊u rovnic
(4.13) a (4.14) źıskáme bod JKL θ

.
= 0, 7075π, d = 0. Parametry čočky v

bodech BDFG a EFHK jsou identické jako v bodech ABCD a CEFI pro
rovnostranný trojúhelńık s proměnnou hmotnost́ı jednoho vrcholu. Parame-
try pro zbývaj́ıćı body jsme nalezli metodou Sylvesterovy matice. Výjimku
tvořil pouze bod FGHI, jehož polohu jsme určili numericky. Př́ıslušné kri-
tické křivky a kaustiky jsme vykreslili v obrázku 4.11.

Obrázek 4.11 je uspořádán podle následuj́ıćıho schématu:
ACEF (θ

.
= 0, 1041π, d

.
= 1, 8315) BCF (θ

.
= 0, 1235π, d

.
= 1, 7583)

FGHI (θ
.
= 0, 5771π, d

.
= 0, 6309) HIJK (θ

.
= 0.6286, d

.
= 0, 4665)

IJL (θ
.
= 0, 8467π, d

.
= 0, 4778)

T́ım jsme zmapovali jen několik speciálńıch dvouparametrických řez̊u
prostorem parametr̊u tř́ıbodové čočky. Tř́ıbodová gravitačńı čočka je ale
určena pěti parametry (tj. třemi parametry polohy hmotných bod̊u a dvěma
relativńımi hmotnostmi). Při pokusu o tř́ıparametrický řez propojuj́ıćı všechny
uvedené konfigurace (tj. rovnoramenný trojúhelńık s proměnnou hmotnost́ı
vrcholu) se nám nepodařilo rozložit determinant Sylvesterovy matice na
součin. Pro vyšš́ı počet parametr̊u jsme nebyli schopni tento determinant
ani spoč́ıtat. Výpočty jsme prováděli pomoćı softwaru Maple 9.5.
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Obrázek 4.10: Galerie kritických křivek a kaustik pro r̊uzné topologie
kritické křivky trojité čočky v uspořádáńı rovnoramenného trojúhelńıku.
Vysvětlivky viz obrázek 3.1.
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Obrázek 4.11: Galerie kritických přivek a kaustik pro speciálńı změny to-
pologie v uspořádáńı rovnoramenného trojúheĺıku . Vysvětlivky viz obrázek
3.1
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4.3 Polohy obraz̊u a světelné křivky

Polohy obraz̊u źıskáme ze zobrazovaćı rovnice pro trojitou čočku

ζ = z − µ1

z̄ − z̄1

− µ2

z̄ − z̄2

− µ3

z̄ − z̄3

, (4.16)

která je speciálńım př́ıpadem (2.9) pro n = 3. Podobně jako v př́ıpadě dvojité
čočky (4.16) komplexně sdruž́ıme, vyjádř́ıme z̄ pomoćı z a dosad́ıme zpět
do (4.16), kterou roznásob́ıme a dostaneme polynomiálńı rovnici desátého
stupně v z. Ta má deset kořen̊u, ale jen ty z kořen̊u, které splńı výchoźı
rovnici (4.16) určuj́ı polohu obraz̊u zdroje. V př́ıpadě trojité čočky máme
10, 8, 6, nebo 4 obrazy.

Polohy obraz̊u pro trojitou čočku vykazuj́ı podobné chováńı jako v př́ıpadě
dvojité čočky. Při vstupu zdroje do kaustiky vznikaj́ı dva obrazy na kritické
křivce. Při výstupu z kaustiky dva obrazy na kritické křivce zanikaj́ı. Pokud
zdroj vstupuje do kaustiky přes kasp, jeden z obraz̊u se rozděĺı na tři. Při
vstupu přes fold se nové obrazy objevuj́ı obecně v jiném mı́stě kritické křivky,
jeden směřuje dovnitř a jeden ven z kritické křivky. V trojité čočce se nav́ıc
vyskytuj́ı body kř́ıžeńı, které se ale z hlediska výše zmı́něných vlastnost́ı
chovaj́ı jako prosté kř́ıžeńı dvou fold̊u. Toto chováńı obraz̊u znázorňujeme
na obrázku 4.12.

Na obrázku 4.12 jsme v levé části vykreslili část kaustiky a trajektorii
zdroje barevně rozlǐsenou podle jej́ı polohy v̊uči kaustice. V pravé části je kri-
tická křivka s obrazy. Body čočky maj́ı stejnou hmotnost a jsou rozmı́stěny
do vrchol̊u rovnostranného trojúhelńıku o straně d = 0, 65. Fialová úsečka se
nacháźı mimo kaustiku a má čtyři obrazy. Jeden mimo kritickou křivku a tři
uvnitř, z toho dva na horizontálńıch konćıch kř́ıže zhruba ve středu obrázku.
Modrá úsečka se nacháźı uvnitř kaustiky za bodem kř́ıžeńı. Přechodem
přes bod kř́ıžeńı vznikaj́ı čtyři obrazy, modrá úsečka je tedy zobrazena
osmkrát. Čtyři obrazy navazuj́ı na obrazy fialové úsečky, nav́ıc se symet-
ricky podle imaginárńı osy objevuj́ı dvě dvojice obraz̊u u kritické křivky, z
každé dvojice jeden vně a jeden uvnitř kritické křivky. Modrozelená úsečka
se nacháźı uprostřed trojúhelńıkové kaustiky, která je uvnitř sebeprot́ınaj́ıćı
se trojúhelńıkové kaustiky, a má tedy deset obraz̊u. Kromě osmi obraz̊u,
které navazuj́ı na obrazy fialové úsečky, se objev́ı dva obrazy na spodńı
straně části kritické křivky tvaru malé kružnice ve středu obrázku, jeden
obraz pak pokračuje vzh̊uru vnitřkem této části kritické křivky, druhý po-
kračuje směrem dol̊u vně části. Žlutá úsečka se již nenacháźı uvnitř středové
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trojúhelńıkové kaustiky a má proto osm obraz̊u, jeden z nich vzniká rov-
nou ze tř́ı modrozelených obraz̊u na vrchu části kritické křivky tvaru malé
kružnice. Černá úsečka se nacháźı v oblasti mezi vnitřńım a vněǰśım kaspem
sebeprot́ınaj́ıćı se trojúhelńıkové kaustiky a má šest obraz̊u. Obraz na horńı
části kritické křivky vznikne ze tř́ı obraz̊u žluté úsečky. Šedivá úsečka se
nacháźı mimo kaustiku a má tud́ıž čtyři obrazy. Tentokrát vznikne jeden z
obraz̊u splynut́ım tř́ı obraz̊u černé úsečky na spodńı straně kritické křivky.
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Obrázek 4.12: Polohy obraz̊u pro trojitou čočku. Levá část: kaustika a polohy
zdroje. Zelená křivka: kaustika; úsečky ostatńıch barev: trajektorie zdroje.
Pravá část: obrazy a kritická křivka. Červená křivka: kritická křivka; křivky
ostatńıch barev: trajektorie obraz̊u.

Světelné křivky dostaneme jako součet zjasněńı jednotlivých obraz̊u. Po-
lohu zdroje pro př́ıklad konfigurace z obrázku 4.12 a tedy i světelné křivky v
obrázku 4.13 budeme parametrisovat imaginárńı složkou polohy zdroje yII .
Modrá křivka přecháźı z vněǰsku kaustiky přes kř́ıžeńı, zjasněńı skokově di-
verguje a spojitě klesá s postupem dál do kaustiky podobně jako při přechodu
foldu. Křivka dále přecháźı přes fold malého trojúhelńıku uvnitř sebekř́ıž́ıćı
se kaustiky, což odpov́ıdá daľśı skokové divergenci na světelné křivce. Na
modré světelné křivce pak vid́ıme tři daľśı divergence odpov́ıdaj́ıćı přechodu
přes kasp, prvńı od kaspu malé trojúhelńıkové kaustiky a daľśı dva od se-
beprot́ınaj́ıćı se kaustiky. Modrozelená křivka odpov́ıdá přechodu přes fold
sebeprot́ınaj́ıćı se kaustiky, slabému signálu od kaspu mezi dvěma foldy a
druhému přechodu přes fold.
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Obrázek 4.13: Světelná křivka pro trojitou čočku. Levá část: dráhy zdroje
v̊uči kaustice. Zelená křivka: kaustika; modrá a modrozelená př́ımka: dráhy
zdroje. Pravá část: dva př́ıklady světelné křivky.

4.4 Mapy zjasněńı

Jednou z užitečných pomůcek při vyšetřováńı gravitačńıch mikročoček jsou
mapy zjasněńı. Ty představuj́ı závislost zjasněńı na poloze zdroje, jejichž
řezem můžeme źıskat světelnou křivku. Jedna z cest, jak źıskat z naměřené
světelné křivky parametry čočky, vede přes mapy zjasněńı. My je budeme v
této podkapitole použ́ıvat hlavně k diskusi chováńı zjasněńı kolem význačných
bod̊u na kaustice.
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Obrázek 4.14: Mapa zjasněńı: swallowtail.
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Jako prvńı uvedeme mapu zjasněńı pro swallowtail. Zvolili jsme ko-
lineárńı uspořádáńı se vzdálenost́ı d = 0, 25 krajńıch bod̊u od středového a
pro hmotnost středového bodu µ2 = (1−µ1)/2 = (1−µ3)/2 = 0, 0941. Tento
swallowtail vznikne splynut́ım stran dvou trojúhelńıkovitých část́ı kaustiky
a rozděleńım těchto stran na dva swallowtaily. Mapu zjasněńı jsme vykreslili
v obrázku 4.14. Swallowtail se skládá ze dvou kasp̊u uzavřených v kaustice,
bodu kř́ıžeńı a uzavřené oblasti, kde má zdroj minimálně osm obraz̊u. Kasp
na levé straně má klasicky zvýšené zjasněńı i mimo oblast, kterou ohraničuje.
Kasp na pravé straně je poz̊ustatkem po dvou foldech, které se rozpojily, a
mimo něj vede tenká linie zjasněńı až k druhému swallowtailu, který je k
prvńımu symetrický podle imaginárńı osy. Trojúhelńıková oblast uzavřená
v swallowtailu je také nejv́ıce zjasněná, zjasněńı směrem od jej́ıch fold̊u k
jej́ımu středu klesá.
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Obrázek 4.15: Mapa zjasněńı: butterfly.

Druhý speciálńı útvar, na jehož mapu zjasněńı se pod́ıváme, bude but-
terfly. Zvolili jsme uspořádáńı rovnostranného trojúhelńıka s délkou strany
d = 2, 0 a se shodnými hmotnostmi µ1 = µ2 = µ3 = 1

3
. Kaustika má v tomto

př́ıpadě stejnou topologii jako kaustika z obrázku 4.1 pro d = 1, 55. Mapu
zjasněńı jsme vykreslili v obrázku 4.15. Lze zde jasně identifikovat tři kaspy,
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dva vyb́ıhaj́ıćı do vněǰśı oblasti kaustiky a jeden směřuj́ıćı do vnitřńı oblasti
kaustiky, č́ımž se lǐśı od kasp̊u dvojitých čoček, které mı́̌ŕı pouze vně kaus-
tiky. Vně těchto kasp̊u lze pozorovat zjasněnou oblast tvaru připomı́naj́ıćıho
plamen sv́ıčky. Oproti tomu foldy odděluj́ı oblast silněji zjasněnou uvnitř
kaustiky od méně zjasněné vně kaustiky a zjasněńı od nich směrem dovnitř
kaustiky ubývá. Oblast s největš́ım počtem obraz̊u je oblast tvaru deltoidu,
jehož dvě strany tvoř́ı kasp vyb́ıhaj́ıćı dovnitř. Zjasněńı v této oblasti neklesá
pod A = 80.

4.5 Aproximace zjasněńı v bodě kř́ıžeńı

Při přibližováńı zdroje k foldu z vnitřńı strany kaustiky se dva z obraz̊u
přibližuj́ı ke kritické křivce a jejich zjasněńı diverguje se vzdálenost́ı od foldu
ρ jako 1√

ρ
(viz. např. [16]). Tuto znalost můžeme využ́ıt k tomu, abychom

aproximovali zjasněńı při analýze světelných křivek. Protože se v této práci
se zabýváme hlavně trojitými čočkami, nebudeme vyšetřovat chováńı apro-
ximace na foldu, ale na kř́ıžeńı dvou fold̊u. Konkrétně voĺıme kř́ıžeńı na kaus-
tice z obrázku 4.16 v uspořádáńı rovnostranného trojúhelńıka se shodnými
hmotnostmi (µ1 = µ2 = µ3 = 1

3
) o straně d = 1, 17, které se nacháźı v poloze

yx
I = 0, 0, yx

II
.
= −0, 2225 (viz obrázek 4.16). Toto kř́ıžeńı děĺı zkoumanou ob-

last na čtyři části, jednu s osmi obrazy, dvě se šesti obrazy a jednu se čtyřmi
obrazy. Pro světelnou křivku voĺıme jako dráhu zdroje př́ımku přecházej́ıćı
kř́ıžeńı po imaginárńı ose mezi hodnotami yII = −0, 2475 a yII = −0, 1975.

Předpokládáme, že se při přechodu kaustiky bude jen málo měnit zjasněńı
ostatńıch obraz̊u a tuto změnu representujeme lineárńı funkćı. V př́ıpadě
světelné křivky lineárńı funkćı času, který zde budeme nahrazovat souřadnićı
zdroje yII . Pak pro aproximované zjasněńı plat́ı

Aapr
lc = alc(yII − yx

II) + blc +
clc√
ρ1

+
dlc√
ρ2

, (4.17)

kde ρ1 a ρ2 jsou vzdálenosti od foldu f1 a foldu f2 . Parametry alc, blc, clc,
dlc budeme fitovat, přičemž pro yII < yx

II polož́ıme clc = dlc = 0.
V př́ıpadě map zjasněńı nemáme konkrétńı trajektorii a proto jako proměnnou

lineárńı funkce odpov́ıdaj́ıćı zjasněńı čtyř obraz̊u voĺıme vzdálenost od kaus-
tiky

Aapr
am = aamρ1 + bamρ2 + cam +

dam√
ρ1

+
eam√

ρ2

, (4.18)
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Obrázek 4.16: Mapa zjasněńı kř́ıžeńı. Levá část: Mapa zjasněńı pro tro-
jitou čočku v uspořádáńı rovnostranného trojúhelńıku o straně d = 1, 17 a
stejných hmotnostech. Černý čtverec: Oblast zvětšená v pravé části obrázku.
Pravá část: Detail mapy zjasněńı. Žlutá úsečka: Trajektorie zdroje.

kde koeficienty aam, bam, cam, dam, eam budeme fitovat. Koeficient dam = 0
pod foldem f1 a eam = 0 pod foldem f2. Nav́ıc aam v oblasti nad foldem f1

má opačné znaménko v̊uči oblasti pod t́ımto foldem. Podobně bam v oblasti
nad foldem f2 má opačné znaménko v̊uči oblasti pod ńım.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je nejv́ıce citlivá na oblasti s vysokým zjasně-
ńım, volili jsme proto dva postupy fitováńı. Nejprve jsme nafitovali koefici-
enty pro světelnou křivku po celé dráze zdroje, t́ım jsme zohlednili hlavně
oblasti s vysokým zjasněńım. Pak jsme v oblasti pod kř́ıžeńım nafitovali
koeficient u lineárńıho členu alc a koeficient u absolutńıho členu blc. Ty jsme
nechali pevné v oblasti nad kř́ıžeńım, kde jsme fitovali pouze clc a dlc, č́ımž
jsme zohlednili i oblast s ńızkým zjasněńım. Podobně jsme postupovali u fitu
mapy zjasněńı. Nejdř́ıve jsme nafitovali koeficienty pro celou zkoumanou ob-
last. Pak jsme koeficienty u lineárńıch člen̊u aam, bam a u absolutńıho členu
cam nafitovali v oblasti, kde má zdroj čtyři obrazy, koeficienty dam,eam jsme
nafitovali v oblastech s osmi a s šesti obrazy.

Nejdř́ıve porovnáme aproximaci konkrétńı světelné křivky s odpov́ıdaj́ıćım
řezem aproximovanou mapou zjasněńı. To provedeme pro obě metody fi-
továńı. Relativńı odchylky δapr = Aapr−A

A
aproximaćı uvád́ıme v obrázku

4.17. Je patrné, že fitovat př́ımo světelnou křivku dává lepš́ı výsledky než
dělat řež nafitovanou mapou zjasněńı. Nejedná se však o řádový rozd́ıl, proto
lze k odhadu vhodnosti aproximace použ́ıt i mapu. Také fit lépe sed́ı v oblasti
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Obrázek 4.17: Relativńı odchylky aproximace. Fialová křivka odpov́ıdá fitu
světelné křivky. Modrá křivka odpov́ıdá řezu mapou chyby zjasněńı. Levá
část: Koeficienty alc,blc, aam,bam, cam fitovány jen pod kř́ıžeńım. Pravá část:
koeficienty alc, blc, aam, bam, cam fitovány v celé oblasti.

se čtyřmi obrazy, pokud koeficienty alc, blc, clc, aam, bam, cam fitujeme právě
zde a v ostatńıch oblastech je necháme pevné. A naopak fit sed́ı lépe v ob-
lasti s osmi obrazy, pokud koeficienty fitujeme ve všech oblastech. Nezvyklé
je, že v oblasti se čtyřmi obrazy zjasněńı s rostoućı vzdálenost́ı od kř́ıžeńı
roste. Zpravidla tomu bývá tak, že vně kaustiky zjasněńı se vzdálenost́ı od
kaustiky klesá. V našem př́ıpadě je ale situace složitěǰśı, protože s klesaj́ıćı
hodnotou yII se zdroj přibližuje k dvojici kasp̊u.

Dále se pod́ıváme na relativńı chybu mapy zjasněńı, tu uvád́ıme na
obrázku 4.18. Opět plat́ı, že při fitováńı alc, blc, clc pouze v oblasti se čtyřmi
obrazy aproximace vycháźı nejlépe v této oblasti. Pro fitováńı alc, blc, clc v
celé oblasti zase vycháźı aproximace nejlépe v oblasti s osmi obrazy. V oblasti
s šesti obrazy je chyba překvapivě vysoká. Na vině mohou být vzdáleněǰśı
foldy a jiné útvary, které mohou k zjasněńı přisṕıvat, ale i to oblasti od-
pov́ıdaj́ı nejvyšš́ım hodnotám vzdálenosti od fold̊u ρ1, ρ2 a lineárńı aproxi-
mace zjasněńı čtyř nemiźıćıch obraz̊u zde nemuśı být platná.

Chyba aproximace je v řádu procent. Taková chyba přirozeně neńı zane-
dbatelná. Aproximace jednoduchého foldu je však zat́ıžena podobnou chy-
bou (viz [12]). Ukázali jsme tedy, že tato aproximace lze zobecnit i na př́ıpad
překryvu fold̊u.
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Obrázek 4.18: Mapy relativńıch odchylek zjasněńı. Levá část: koeficienty
aam, bam, cam fitovány jen pod kř́ıžeńım. Pravá část: koeficienty aam, bam,
cam fitovány v celé oblasti

4.6 Pozorovaná trojitá čočka

V této podkapitole se budeme věnovat pozorovanému systému trojité čočky
(OGLE-2006-BLG- 109L), který je prvńım systémem s hvězdou a dvěma pla-
netami objeveným gravitačńım mikročočkováńım. Tento systém je podrobně
analysován v článku [3]. Protože v této práci aproximujeme zdroj bodem,
uváděná zjasněńı budou mı́t sṕı̌se jen ilustrativńı význam. Tento př́ıklad
uvád́ıme hlavně proto, abychom demonstrovali vlastnosti gravitačńıho mi-
kročočkováńı trojitou čočkou na modelu konkrétńıho pozorovaného systému.

Sytém OGLE-2006-BLG-109Lb,c je tvořen hvězdou o hmotnosti Ma =
0, 51+0,05

−0,04M� a dvěma planetami o hmotnostech Mb = (231 ± 19)M� a
Mc = (86± 7)M�. Hlavńı část pozorováńı, kde se vyskytly všechny ṕıky od
jednotlivých přechod̊u kaustiky, trvala 11 dńı. Během této doby se změnilo
uspořádáńı soustavy kv̊uli orbitálńımu pohybu planet, my ale budeme pro
jednoduchost použ́ıvat statický model odpov́ıdaj́ıćı konfiguraci při pr̊uchodu
v bĺızkosti čočkuj́ıćı hvězdy Ma. Veličiny, které použ́ıváme k parametrisaci
čočky podle [3], jsou vzdálenost planety s indexem b od hvězdy dab = 0, 6269,
vzdálenost planety s indexem c od hvězdy dac = 1, 0418 a úhel mezi spojni-
cemi planet s hvězdou φ = −2, 9058. Relativńı hmotnosti planet vycházej́ı
µb = 1, 3554 × 10−3, µc = 5, 0565× 10−4.
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V obrázku 4.19 je vpravo vynesena světelná křivka a vlevo část kaustiky
s vyznačenou dráhou zdroje. Dráhu zdroje jsme volili tak, aby byla podobná
dráze zdroje uváděné v článku [3]. Je však třeba zd̊uraznit, že námi zvolená
dráha je př́ımka, zat́ımco skutečná dráha je zakřivena mikročokovou para-
laxou a nav́ıc se s časem pohybuje a deformuje i samotná kaustika. Zdroj
se pohyboval ve směru snižuj́ıćı se souřadnice yI . Nejprve se přibĺıžil ke
kaspu pro yI ≈ −0, 06, což ale na světelné křivce neńı patrné. Překročil fold
pro yI ≈ −0, 12, čemuž odpov́ıdá na světelné křivce tenký ṕık, po kterém
následuje daľśı nár̊ust zjasněńı. Nár̊ust zjasněńı od drobných swallowtail̊u na
světelné křivce neńı patrný. Daľśı ṕık odpov́ıdá zjasněńı od malého kaspu
mezi dvěma větš́ımi kaspy. Posledńı ṕık je nedivergentńı zjasněńı od bĺızkého
kaspu.
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Obrázek 4.19: Světelná křivka pro trojitou čočku. Levá část: poloha zdroje
a kaustika. Zelená křivka: kaustika; modrá úsečka: trajektorie zdroje. Pravá
část: světelná křivka

V obrázku 4.20 uvád́ıme odpov́ıdaj́ıćı mapu zjasněńı. Poměrně dobře
vid́ıme, jak zjasněńı klesá s téměř kruhovou symetríı od polohy hvězdy.
To odpov́ıdá signálu od jednoduché čočky. Ačkoli by se mohlo zdát, že na
základě malé relativńı hmotnosti planet nebude jejich vliv patrný, právě v
oblasti největš́ıho zjasněńı jsou odchylky od jednoduché čočky podstatné.
Na tomto mı́stě je vhodné připomenout, že tato mapa zjasněńı je poč́ıtána
pro bodový zdroj. Pokud by byl zdroj př́ılǐs velký, např́ıklad větš́ı než 0, 02
Einsteinova poloměru, vliv planet by se do značné mı́ry smazal (dle [3] je
poloměr zdroje 3 · 10−4 Einsteinova poloměru).
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Obrázek 4.20: Mapa zjasněńı pro systém OGLE-2006-BLG- 109Lb,c. Žlutá
úsečka označuje dráhu zdroje
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Detail mapy zjasněńı uvád́ıme v obrázku 4.21. Patrné zde jsou oba swallowtaily
i kasp mezi nimi, v jehož bĺızkosti zdroj prošel.
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Obrázek 4.21: Detail mapy zjasněńı pro systém OGLE-2006-BLG- 109Lb,c.
Žlutá př́ımka: dráha zdroje
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Kapitola 5

Závěr

V rámci této práce jsme se seznámili s vlastnostmi dvojitých gravitačńıch
čoček. Zkoumali jsme tvary kritických křivek a kaustik a hlavně změny je-
jich topologie prostřednictv́ım výskytu děĺıćıch bod̊u. Uvedli jsme př́ıklady
světelných křivek odpov́ıdaj́ıćıch přechod̊um kaustiky a přechod̊um v bĺızkosti
kasp̊u.

Tento známý postup jsme aplikovali na trojité čočky, což v podstatě zna-
mená přidáńı daľśıho členu do zobrazovaćı rovnice a zvýšeńı stupně všech
polynomiálńıch rovnic, které ze zobrazovaćı rovnice vycházej́ı. Konfiguraci
trojité čočky popisujeme pěti parametry, a tak oproti dvouparametrické dvo-
jité čočce máme mnohem obt́ıžněji zmapovatelný prostor parametr̊u. Nav́ıc
části kaustiky trojité čočky nemuśı být disjunktńı, ale mohou se překrývat
nebo samy sebe kř́ıžit. Z těchto d̊uvod̊u je závislost topologie kaustiky na
parametrech čočky velmi složitá. Jej́ı znalost je však nutná, pokud máme
správně interpretovat pozorované světelné křivky. V této práci jsme řešili
hlavně prvńı krok, tedy hledáńı počtu část́ı kritické křivky a kaustiky pomoćı
děĺıćıch bod̊u. Našli jsme explicitńı podmı́nky pro výskyt děĺıćıch bod̊u pro
tři speciálńı př́ıpady: pro kolineárńı konfiguraci čoček s proměnnou středovou
hmotnost́ı, pro rovnostranný trojúhelńık s proměnnou hmotnost́ı jednoho
vrcholu a pro rovnoramenný trojúhelńık s proměnným úhlem mezi rameny.

Zkoumali jsme také obrazy zdroje vytvořené trojitou čočkou. Ověřili
jsme, že pro trojitou čočku existuj́ı oblasti, kde má zdroj 4, 6, 8 a 10 ob-
raz̊u podle polohy v̊uči kaustice. Ukázali jsme, že při přechodu kaustiky
přes bod kř́ıžeńı vznikaj́ı nebo zanikaj́ı obrazy jako při současném přechodu
dvou fold̊u. Spoč́ıtali jsme zjasněńı obraz̊u a vynesli ho do světelných křivek,
které mohou mı́t podstatně bohatš́ı strukturu než v př́ıpadě dvojité čočky.
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Světelná křivka při přechodu přes bod kř́ıžeńı vykazuje skokovou divergenci
podobně jako při přechodu přes fold. Pro přechod kř́ıžeńı jsme také ověřovali
aproximaci zjasněńı kombinaćı funkćı Ai = aiρi + bi +

ci√
ρi

, i = 1, 2, kde ρi je

vzdálenost od př́ıslušného foldu. Zjistili jsme, že tato aproximace neńı řádově
horš́ı, než při přechodu jednoho foldu. Sestavili jsme také mapy zjasněńı pro
trojitou čočku, konkrétně pro prvńı pozorovaný trojitý systém OGLE-2006-
BLG-109Lb,c.

Výsledky této práce lze dále rozš́ı̌rit. Je třeba spojit několik speciálńıch
řez̊u parametrickým prostorem a nalézt tak obecněǰśı podmı́nky pro výskyt
děĺıćıch bod̊u v trojité čočce. Daľśım krokem k pochopeńı topologíı kaus-
tik pak je zkoumáńı počtu kasp̊u, podmı́nek pro výskyt bodu kř́ıžeńı, či
složitěǰśıch lokálńıch struktur jako jsou swallowtaily. Se zahrnut́ım nenulové
velikosti zdrojové hvězdy pak bude také možné př́ımo modelovat pozorované
světelné křivky mikročočkováńı trojitými čočkami.
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