Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Kamil Danck

Gravitacni mikrocockovani soustavou
nékolika téles

Ustav teoretické fyziky

Vedouci bakalarské prace: Mgr. David Heyrovsky, Ph.D.,
Studijni program: Fyzika , teoreticka fyzika

2010



Zde dékuji vedoucimu prace za neochvéjny optimismus a spravné pokladani
otazek, bez kterého by mé hledani odpovédi nemeélo smysl. A pisi vénovani
své piitelkyni Zuzance za trpélivost a pripravu stravy, bez které by mé télo
jiz nemélo... zivot.

Prohlasuji, Ze jsem svou diplomovou préaci napsal samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych pramenu. Souhlasim se zapujcovanim préace a jejim
zverejnovanim.

V Praze dne Kamil Danck



Obsah

1 Uvod 5
2 Gravitacéni cocka tvorena n body 9
2.1 Zobrazovaci rovnice . . . . . . ... 9
2.2 Zjasnéni, kriticka kiivka a kaustika . . . .. ... 10
2.3 Stacionarni body jakobidnu . . . ... ... 11
3 Dvojita cocka 13
3.1 Kritické kfivky a kaustiky pro dvojitou ¢ocku . . . . . . .. 13
3.2 Stacionarni body jakobianu a délici body kritické kiivky . . 15
3.3 Obrazy azjasnéni . . . . . . . .. ... 18
4 Trojita cocka 21
4.1 Kritickd krivka a kaustika . . . .. ..o 0000 L 21
4.2 Deélicibody . . . .. ... 23
4.2.1 Kolinearni usporadani s proménnou stiedovou hmotnosti 24

4.2.2 Rovnostranny trojihelnik s proménnou hmotnosti vr-
cholu . . . . . . .. 28
4.2.3 Rovnoramenny trojuhelnik se stejnymi hmotnostmi . 32
4.3 Polohy obrazu a svételné krivky . . . .. ... .00 38
4.4 Mapy zjasnéni . . . . . ... 40
4.5 Aproximace zjasnéni v bodé kiizeni . . . . .. .. ... ... 42
4.6 Pozorovana trojita cocka . . . . ... ... 45
5 Zaver 49
Literatura o1



Nézev prace: Gravitacni mikrocockovani soustavou nékolika téles
Autor: Kamil Danék

Katedra (ustav): ustav teoretické fyziky

Vedouci bakalarské prace: Mgr. David Heyrovsky, Ph.D.

e-mail vedouciho: david.heyrovsky@mff.cuni.cz

Abstrakt: V predlozené praci studujeme gravitacni mikrococky tvorené nékolika
hmotnymi body. Uvedeme teorii obecné n-bodové cocky a podrobnéji se
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Kapitola 1

Uvod

Pii gravitacnim cockovani je svétlo ze vzdaleného astrofyzikalniho zdroje
ovlivnéno pruchodem gravitacniho pole blizstho objektu, ktery hraje roli
¢ocky (viz napf. [11]). Gravitacni ¢ockovani se podle metody pozorovani
déli na silné ¢ockovani, slabé cockovani a mikro-c¢ockovani. Silné cockovani je
rezim, pti kterém je mozné pozorovat vice obrazu daného zdroje. V piipadé
silného ¢ockovani byva zdrojem kvazar nebo galaxie a ¢ockou jind gala-
xie nebo kupa galaxii. V ptipadé slabého ¢ockovani neni efekt gravitacni
cocky samostatné rozeznatelny a zkoumaji se slabé deformace tvaru velkého
mnozstvi pozorovanych vzdalenych galaxii, jejichz ovlivnéni gravita¢nim po-
lem ¢ockujici kupy se zpracovava statisticky. U gravitacniho mikro¢ockovani
nelze rozlisit jednotlivé obrazy, méritelna je jen casova zména zjasnéni vli-
vem prochézejici gravitaéni ¢ocky. Gravitaéni ¢ockou v tomto piipadé je
nejcastéji hvézda a zdrojem byva jind hvézda nebo kvazar. Kromé detekce
extrasolarnich planet u cockujicich hvézd, kterd je aktudlné hlavni moti-
vaci téchto pozorovani, se mikrocockovani pouziva k mapovani temné hmoty
nebo k rozliseni detailu povrchu zjasnéného zdroje.

Prvni prace tykajici se gravitaéniho mikrocockovani, ackoli tento pojem
v té dobé jesté nebyl bézné pouzivan, psal Refsdal jiz v Sedesatych letech
dvacatého stoleti (napf. [15]). Roku 1986 Paczynski navrhl mikrocockovéani
jako metodu hledéani temné hmoty v galaktickém halu pomoci sledovani
zmén intenzity velkého mnozstvi hvézd ve Velkém Magellanovu mracnu [10].
Tim inspiroval zahajeni nékolika pozorovacich projekti. Jednim z prvnich
byl EROS (Expérience pour la Recherche d’Objets Sombres), ktery mél
faze EROS-1 (1990-1995) a EROS-2 (1996-2003). O projektu se pojedndva
v puvodnim ¢lanku [2], odkazy na ¢lanky a dalsi vystupy lze nalézt na



strankach http://eros.in2p3.fr/publications.html. Dalsim vyznam-nym pro-
jektem byl MACHO (MAssive Compact Halo Object) ve spolupréci Australie
a USA, ktery bézel od roku 1993 do roku 1999. Paczynski s Udalskim
byli u zékladu projektu OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment),
ktery zacal roku 1992 a pokracuje dodnes [17]. Jako posledni zminime dalsi
dodnes bézici projekt MOA (Microlensing Observations in Astrophysics),
ktery vznikl roku 1998 ve spolupraci Japonska a Nového Zélandu.

Dvojité mikrococky byly poprvé teoreticky studovany v clanku Schnei-
dera a WeiBe [16], kde byly analyzovény tvary kritickych kiivek a kaustik,
zobrazovani dvojitou ¢ockou a svételné kiivky pro prechody foldu a kaspu.
Autori ¢lanku navrhovali, ze tento model by mohl platit pro mikro¢ockovani
vzdaleného zdroje dvojhvézdou z nasi galaxie. Pouzitelnost tohoto modelu
déle zkoumali Mao a Paczynski v [9] a odhadli, ze zhruba 10% vsech mi-
krocockovani v galaktické vyduti bude zpusobené dvojitou ¢ockou. Navic
jako prvni demonstrovali, ze jako dvojita ¢ocka muze pusobit i hvézda s pla-
netou. K dnesnimu dni bylo objeveno ~ 200 dvojc¢ocek v projektech MACHO
(viz. napt [1]), OGLE (viz napt. [7]) a MOA, z nichz fada jesté nebyla pub-
likovana. Dalsich ¢lanku tykajicich se dvoucocek 1ze nalézt mnoho, zminime
zde jesté clanek z roku 1993 [18], pojednavajici o zméndch topologie kaustik
a kritickych kiivek dvojité ¢ocky. Tento ¢lanek je spolu s jinymi zahrnut v
knize [13].

V poslednich letech vyslo nékolik ¢lanku tykajicich se trojitych cocek. Ch.
Han [5] a J. Wambsganss s Ch. Liebigovou [19] se zabyvaji moznosti detego-
vat mésice exoplanet tvoifci s planetou a hvézdou trojitou ¢ocku. Clénky od
Chunga a Parka [6] a od Hana a kolektivu [8] zase pojednavaji o moznostech
detekce planety u dvojhvézdy. Prvni pozorovany systém tvoreny hvézdou a
dvéma planetami, OGLE-2006-BLG-109, je uveden v [4] a podrobnéji ro-
zebran v [3]. Stale ale chybi podrobny teoreticky rozbor trojitych ¢ocek v
duchu dvoucockovych praci [16] a [18].

Nejjednodussim modelem gravitaéni cocky je ohyb svétla z bodového
zdroje hmotnym bodem. Schéma takové ¢ocky uvadime v obrazku 1.1, kde
O oznacuje polohu pozorovatele, L polohu ¢ockujiciho bodu, S polohu zdroje
a Iy, I polohu dvou pozorovanych obrazu zdroje (viz napt. [11]).

Polohu obrazu lze urcit z kvadratické zobrazovaci rovnice, ktera ma dva
ruzné koteny, kromé pripadu, kdy jsou zdroj a ¢ocka v presném zdkrytu.
V takovém piipadé cocka vytvoii jeden obraz podél takzvané Einsteinovy
kruznice, jejiz polomeér je uréen hmotnosti ¢ocky a vzdalenostmi zdroje,
cocky a pozorovatele. V piipadé, ze zdroj a cocka nejsou v zakrytu, se je-



Obrazek 1.1: Schéma gravitacni ¢ocky. O: pozorovatel; L: ¢ocka; S: zdroj;
I1,15: obrazy

den obraz nachdazi uvniti Einsteinovy kruznice a druhy vné. Kazdy z téchto
obrazu je jinak zjasnéni a celkové zjasnéni je dané jejich souctem. Celkové
zjasnéni pro zakryt bodového zdroje a ¢ocky je formalné nekonecné. Pro ilu-
straci uvadime v obrazku 1.2 ptiklad pruchodu zdroje v blizkosti gravita¢ni
cocky. V levé casti je vykreslena Einsteinova kruznice, linearni draha zdroje
a piislusné drahy obrazu. V pravé ¢asti obrazku je pak celkové zjasnéni v
zavislosti na case, tzv. svételna kiivka.
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Obrazek 1.2: Obrazy a svételnd kiivka pro jednoduchou ¢ocku. Leva cést:
Dréha zdroje a obrazii. Sediva tsecka: trajektorie zdroje; modré kiivky: tra-
jektorie obrazu; ¢erveny kruh: Einsteinova kruznice; ¢erny krouzek: poloha
cocky. Prava cast: svételnd kiivka.

Ptidanim dalsitho hmotného bodu dostaneme dvojitou ¢ocku. Pokud pied-
pokladame, ze muzeme polohy bodu ¢ocky nahradit polohami v roviné kolmé
na smeér pozorovani, mluvime o tenké gravitacni cocce, v opacném piipadeé se



jedna o tlustou gravitacni cocku. Gravitacné vazané systémy lze ale vétsinou
s dostatecnou presnosti popisovat jako tenkou gravitac¢ni ¢ocku. Oproti jed-
noduché gravitacni cocce pro vicendsobnou cocku je zjasnéni nekonecné, po-
kud se bodovy zdroj nachézi na kfivce zvané kaustika. Pti mikrocockovani 1ze
pak mérit na svételné kiivece piky odpovidajici prechodum kaustiky, pripadné
priblizenim zdroje k vybézkum kaustiky. Z interpretace svételné kiivky po-
moci kaustiky lze pak ziskat informaci o parametrech cocky. Mikro¢ockovani
dvojitou cockou je nejcitlivéjsi v pripadé, kdy jsou body ¢ocky vzdalené
zhruba jeden Einsteinuv polomér. Tim je mikrocockovani vyhodnéjsi oproti
jinym metodam hleddni exoplanet, nebot je citlivéjsi na planety vice vzdalené
od materské hvézdy a tim padem vice podobné Slunec¢ni soustave. Tro-
jitd cocka umoznuje hledani hvézdnych soustav s dvéma planetami, pla-
nety vazané k dvojhvézdé nebo dokonce mésice exoplanet. Znamena ale také
této préci se snazime zobecnit analyzu nékterych vlastnosti dvojitych cocek
na trojitou ¢ocku a poskytnout zdkladni prehled kritickych kiivek a kaustik
pro trojitou cocku.

V druhé kapitole ukazujeme cestu od zobrazovaci rovnice pro jednodu-
chou gravita¢ni cocku k rovnici pro n-nasobnou gravitaéni ¢cocku. Prechazime
do komplexnich soutadnic, vySetiujeme jakobian zobrazeni ¢ockou a zavadime
pojem kritické ktivky a kaustiky. Tteti kapitola pojednava o dvojité cocce,
ukazujeme zde nékolik pripadu kritickych kfivek a kaustik, polohy obrazu a
tvar svételnych ktivek pii prechodu kaustiky. Vysettujeme zde také uspora-
déni, pii kterém dochazi ke zméndm poctu ¢asti kritické kiivky. Ve étvrté ka-
pitole pojednavame o trojité cocce. Zavadime zde specialni dvoudimensionalni
parametrisace, pro které nachazime délici body kritické kiivky. Pomoci nich
pak rozdélime prostor parametru na ruzné oblasti podle poctu casti kri-
tické krivky a pro tyto oblasti pak vykreslujeme kritické kiivky a kaus-
tiky. Resenfm zobrazovaci rovnice ziskdme mapy zjasnéni a zkoumame jejich
lokalni aproximaci. Na zavér presentujeme mapy zjasnéni pro pozorovany
systém OGLE-2006-BLG-109L.



Kapitola 2

Gravitacéni ¢cocka tvorena n
body

2.1 Zobrazovaci rovnice

V modelu bodové gravitacni ¢ocky méa draha paprsku tvar lomené cary,
pricemz thel, o ktery se paprsek odchyli od puvodniho sméru je urcen vzta-
hem

AGM
re?
kde M je hmotnost cocky, G gravitaéni konstanta, r je vzdalenost paprsku
v bodé zlomu od cocky a c je rychlost svétla. V gravitaénim mikrocockovani
je tento thel velice maly, pro hvézdy v nasi Galaxii fadove 0,001”.
Zavedeme kartézské ihlové soutadnice v roviné nebe X = (X, X;j) s
pocatkem v poloze ¢ocky. Uhel pak lze zapsat

_4GM X
c2 DL |X|2 ’
kde Dy je vzdalenost cocky a pozorovatele. Odtud dostaneme vztah mezi
soutradnicemi zdroje Y a obrazu X

a= (2.1)

(2.2)

Y=X-—"a, (2.3)

kde Dg je vzdalenost pozorovatele a zdroje a Dpg je vzdalenost cocky a
zdroje. Zavedenim thlového Einsteinova poloméru

AGMDyg
S fsiintast 72} 2.4
O 2DgD; (24)
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1ze zobrazovaci rovnici (2.3) dale upravit prechodem k ihlovym proménnym

v jednotkach Og
Y X

=—, X=_— 2.5
Y=o. o (2.5)
do tvaru, ktery obsahuje jen bezrozmérné proménné
X
y=X——3 (2.6)
x|

Pro ptipad tenké ¢ocky tvorené n hmotnymi body se model jednobodové
cocky zobecni tak, ze celkovy thel odklonu paprsku je roven souc¢tu uhla
odklonu od jednotlivych hmotnych bodu

n

4GM; X —X;
a_; X = X[Y

(2.7)

kde Xj jsou soufadnice hmotnych bodu o hmotnostech M; tvoticich gra-
vitacni ¢ocku. S vyuzitim (2.7) lze pak zobrazovaci rovnici (2.6) zobecnit
pro piipad n hmotnych bodu

X —X;
i=1
kde y; jsou relativni hmotnosti p; = M;/M, M = """ | M;.

Rovnici (2.8) 1ze déle zjednodusit zavedenim komplexnich proménnych
¢ =yr + 1w, 2 = xy + iz, kde misto (z7, x;7) budeme pouzivat proménné

(2,2)

=3t 2
i=1

2.2 Zjasnéni, kriticka krivka a kaustika

Zjasnéni daného obrazu zdroje je urceno prevracenou hodnotou determi-
nantu Jacobiho matice A = —1—. Ten lze v komplexnich proménnych vyjadiit

[det.J[
_ (%N acol L acaC
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Po dosazeni z rovnice (2.9) dostaneme

n

i
Z (5 _ Zi)2

i=1

detJ =1 — (2.11)

Mnozina obrazu z, pro které je detJ = 0 a které jsou tedy nekonecné
zjasnéné, se nazyva kritickd kiivka. Mnozina poloh zdroje ¢ odpovidajici ne-
kone¢né zjasnénému obrazu podle rovnice (2.9) se nazyva kaustika. Polozenim
podminky detJ = 0, ziskame parametrické vyjadreni kritické kiivky

0 .
_€ — eQwﬁ,
0z
kde ¢ € (0,27]. Dosazenim ze zobrazovaci rovnice (2.9) a komplexnim
sdruzenim dostaneme

(2.12)

. 12 —2i¢

—— = 7 (2.13)
P

Pro jednoduchou bodovou ¢ocku (n = 1) v po¢étku mame p; = 1, 2 = 0.
Resenim rovnice (2.13) nalezneme kritickou kfivku z = €, neboli kruznici o
Einsteinové poloméru. Dosazenim kritické kiivky do (2.9) zjistime, ze kaus-
tika je redukovana do bodu ¢ = 0 v poloze cocky.

2.3 Stacionarni body jakobianu

Kritickou krivku tvoii obecné soustava dil¢ich uzavienych krivek. Kriticka
krivka oddéluje oblasti, kde detJ > 0, a oblasti, kde detJ < 0. Pro ruzné
parametry cocky (tj. hmotnosti a polohy bodu ¢ocky) muze mit kritickd
ktivka ruzny pocet uzavienych c¢asti. Pii studiu vlastnosti cocky je dulezité
najit pravé takové kombinace parametriu, pii kterych dochazi ke zménam
topologie kritické kiivky. Bod, kde se v takové konfiguraci kriticka kiivka
rozdéluje na vice ¢asti, je zadroven sedlovym bodem det.J. Hledanou kombi-
naci parametru lze proto vyjadrit podminkou, ze sedlovy bod jakobidnu lezi
na kritické krivce detJ = 0.
7 podminky pro stacionarni bod ‘9%%‘] = 0 ziskdme

82¢aC ¢ %

0220z 020207

(2.14)
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Druhy ¢len na levé strané (2.14) je identicky nulovy, jak je videt z (2.9).
Pro staciondrni body musi platit bud EK = 0 nebo g ¢ = 0. Povahu extrému
detJ vysetiime pomoci hessidnu (determlnantu Hesseho matice)

0%detJ  9%detJ 0%detJ  92detJ

_ | T2z Towdy | _ 2 5
detH = a%ﬁew 82§ng - _4’ a%zew agffthJ ’ (2-15)

Oydx Oy? 0z0z 072
Dosazenim ze zobrazovaci rovnice (2.9) ziskdme
¢t |ac||o%¢

detH =4 . 2.16
( 0z oz ||0z3 (2.16)
Vzhledem k tomu, ze }BC} = ’5 , stacionarni bod s C — 0 mé detH >0

a je tedy extrémem detJ. Pro n-bodovou ¢ocku mskame tyto body z rovnice

n

Z (2 5121)2 =0. (2.17)

i=1

Z rovnice (2.13) je vidét, ze body splaujici (2.17) nelezi na kritické kiivce.
Navic kazda konecna oblast oddélena castmi kritické kiivky musi obsa-
hovat bud pdl jakobidnu (lezi v polohach z;) nebo bod spliujici (2.17).
Roznasobenim (2.17) ziskdme pro tyto extrémy polynomidlni rovnici stupné
2n — 2.

Body splnujici 22 = 0 maji detH < 0 a jsou tedy hledanymi sedlovymi
body. Pro n—bodovou ¢ocku dostaneme po komplexnim sdruzeni

n

Z (2 fzzl):s =0. (2.18)

i=1

Roznasobenim této rovnice ziskame pro sedlové body polynomidlni rovnici
stupné 3n—3. Aby byl sedlovy bod zaroven délicim bodem, musi navic splnit
polynomialni rovnici stupné 2n ziskanou roznasobenim rovnice pro kritickou
kiivku (2.13).

12



Kapitola 3
Dvojita cocka

V této kapitole se budeme zabyvat gravitacnim ¢ockovanim dvéma hmotnymi
body. Tento piipad je jiz do zna¢né miry prozkouméan a popsan v jiné lite-
ratufe (viz napf. [16]). Nam tento model bude slouzit jako teoreticky podklad
pro studium podobného modelu gravitacni ¢ocky tvorené tfemi hmotnymi
body, kterym se zabyvame v kapitole 3.

Soutadnice lze zvolit tak, aby piimka protinajici body cocky lezela na
realné ose a pocatek soutadnic byl v geometrickém stfedu. Poloha bodu
cocky je pak urc¢ena jedinym parametrem d, kterym oznacime jejich vzdalenost
v jednotkach celkového Einsteinova poloméru. Méme tedy z; = —d/2, 2o =
d/2. Vzhledem k tomu, ze pracujeme s relativnimi hmotnostmi pq + ps = 1,
vystacime si s jednim hmotnostnim parametrem p = po.

3.1 Kritické krivky a kaustiky pro dvojitou
cocku

Rovnice (2.13) pro kritickou kiivku se v piipadé dvoubodové gravitaéni
cocky redukuje na

L—p H —2i¢
+ =e 7, 3.1
(z+ %)2 (z — g)2 (3.1)

Roznésobenim rovnice (3.1) obdrzime polynom ¢tvrtého stupné v proménné
z, jehoz kofeny pro ruzné hodnoty parametru ¢ jsou body kritické kiivky.
Dosazenim téchto bodu do rovnice (2.9) obdrzime kaustiku.

13
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Obrazek 3.1: Kriticka kiivka a kaustika pro dvojitou cocku. Leva cast: kri-
tickd krivka. Cervend kiivka: kritickd kiivka; sedivé kifzky: sedlové body
jakobidnu; modré kiizky: extrémy jakobidnu; cerné krouzky: polohy bodu
cocky. Pravé cast: kaustika. Zelend kiivka: kaustika; ¢ernéd kolecka: polohy
bodu ¢ocky. Horni ¢ast: u = %, d = 2. Dolni ¢ést: p = %, d=2"12
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V obrazku 3.1 vynasime v levém sloupci ¢ervenou carou kritickou kiivku
a v pravém zelenou carou kaustiku pro dvojitou ¢ocku o stejnych hmotnos-
tech © = 0,5 a dvé hodnoty d odpovidajici délici se kritické kiivce d = 2
pro hornf ¢ést obrazku a d = 272 pro dolnf ¢dst. V levém sloupci jsou
také vyznacené polohy sedlovych bodu, polohy extrému jakobianu a polohy
bodu ¢ocky. Pro d > 2 kritickou ktivku tvoii dvé casti, které s d jdoucim
do nekoneéna piechézeji v kruznice o polomérech 272, tedy v Einsteinovy
kruznice dvou jednoduchych ¢ocek. Pro 2712 < d < 2 kritickou kfivku tvoif
jen jedna ¢ast. Pro d < 272 kritickou kiivku tvoif tii ¢asti, pficemz dveé
mensi casti jsou uzavieny v oblasti ohranicené tieti ¢asti. S d jdoucim k nule
se uzaviené casti kritické ktivky zmensuji do bodu v pocatku a vnéjsi cast
prechézi v kruznici o Einsteinové polomeéru.

Kaustiky jsou slozeny z konkévnich tseku zvanych foldy a hrotu zvanych
kaspy. V piipadé dvojité cocky se kaustika skldda z disjunktnich uzavienych
krivek, jejichz pocet odpovida poctu kritickych ktivek. Pro d > 2 tvoii kaus-
tiku dveé casti, kazda se ¢tyimi kaspy. Pro d jdouci do nekonecna se kaustiky
zmensuji a tvaruji do malych astroid kolem bodi ¢ocky. Pro 2712 < d < 2
mé kaustika jen jednu ¢ast s Sesti kaspy. Pro d < 272 se kaustika skldd4
ze tii ¢asti, dvou s tfemi kaspy a jedné s ¢tyimi kaspy mezi nimi. Pokud
budeme d déle snizovat k nule, krajni trojcipé kaustiky budou unikat do
nekonecna.

3.2 Stacionarni body jakobianu a délici body
kritické krivky

Pro dvoubodovou ¢ocku sedlové body jakobidanu spliuji rovnici (2.18), tedy

L—p L
+ =0, (3.2)
G+ -9
a extrémy rovnici (2.17), neboli
L—p B
+ = 0. (3.3)

Roznasobenim rovnice pro extrémy vznikne kvadratickd rovnice s feSenim

z=d(1 —2puxi/p(2—p)). (3.4)
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Vidime tedy, ze polohy extrému v pfipadé stejnych hmotnosti (u = 0,5) lez
na imaginarni ose, jak je vidét v obrazku 3.1, a jejich vzdalenost je imérna
separaci d.

Roznasobenim (3.2) ziskdme kubickou rovnici, pro jeji koteny lze tedy
také najit jednoduchy predpis. My se ale podivame na délici body, které
jsou spoleénym kofenem rovnice pro sedlovy bod (3.2) a rovnice pro kri-
tickou kiivku (3.1). Rozndsobenim rovnice (3.1) ziskdme rovnici 4. stupné
pro z. Spoleény koten budeme hledat metodou Sylvesterovy matice. Tim,
ze polozime determinant Sylvesterovy matice rovny nule, ziskdme rovnici,
kterou muzeme chapat jako kubickou rovnici pro e??. Pokud tuto rovnici
komplexné sdruzime, ziskdme novou kubickou rovnici, tentokrat pro e=%¢.
Vzhledem k tomu, ze konfigurace, pii které dochézi k déleni kritické kiivky,
je zavisld pouze na parametrech d a p, mizeme rovnici pro e*¢ a rovnici pro
e~2% povazovat za dvé podminky pro vyskyt délictho bodu a opét pro né
sestavit Sylvesterovu matici, jejiz determinant polozime roven nule. Tento
determinant lze upravit do tvaru sou¢inu tii ¢lenu, které se daji rozepsat
jako polynomy v d.

Prvni polynom vede na rovnici

d® +3d* 4+ 3[1 — 9u(1 — p)]d* + 1 = 0. (3.5)

Tato rovnice ale nema realné reSeni.
7 druhého polynomu ziskdme rovnici

d® —3d* + 3[1 — 9u(1 — p)]d* — 1 = 0. (3.6)

Resenim (3.6) ziskame rovnici pro d

d:\/1+3{’/u(1—u)<{’/1—u+é/ﬁ). (3.7)

Pro stejné hmotnosti = 0,5 vyjde z (3.7) d = 2. Tato konfigurace popisuje
pripad, kdy se kriticka kiivka déli na dva dily a délici bod se nachazi v
pocéatku souradnic (viz levy horni panel obrazku 3.1).

Rovnici, ktera vznikne vynulovanim tretitho polynomu, lze vyjadrit jako

d? —3[1 —9u(l — p)]d® +3d* — 1 =0. (3.8)

Jeji Teseni opét vede na rovnici pro d

d=+/1-9u(1—p)+u+v=0, (3.9)
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kde

w =33/ (1 — p) /27t — 5443 + 3642 — 10+ 1,
v =33/ (1 — ) /27t — 5413 + 362 — 8. (3.10)

Pro stejné hmotnosti vyjde d = 272, coz odpovida pifpadu, kdy se dvé

malé casti kritické kiivky napojuji na vétsi c¢ast kritické kiivky, ve které
jsou uzavteny.

V obrézku 3.2 jsme v prostoru parametru (u, d) vynesli rovnici (3.6)
modrou Carou a rovnici (3.8) fialovou ¢arou. Pismeny A, B, C oznacujeme
oblasti s ruznymi topologiemi kritické kiivky. Bodu z oblasti A odpovida
kriticka kiivka tvorena tfemi ¢astmi, bodu z oblasti B kriticka ktivka tvofena
jen jednou c¢asti a bodu z oblasti C kriticka kiivka tvorend dvéma ¢astmi.

05 r 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
U

Obrazek 3.2: Diagram topologii kritické kiivky. Modra kiivka: feSeni rovnice
(3.6); fialova kiivka: feSeni rovnice (3.8). V oblasti A ma kriticka kiivka tii
casti, v oblasti B jednu ¢ast a v oblasti C dvé ¢ésti.
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Podrobny rozbor této tlohy lze nalézt v [13], kde kromé délicich bodu
vysetiuji také polohy a pocet kaspu pro dvojitou cocku.

3.3 Obrazy a zjasnéni

Zobrazovaci rovnici pro dvojitou ¢ocku ziskame z (2.8)

X — X1 X — X9
y=X—Mm 2 — M2 PR (311)
Ix — x4 |x — Xo
pripadné z (2.9) v komplexnich proménnych
(=o-f 2 (3.12)

Resenfm zobrazovaci rovnice lze ziskat polohy obrazi. V redlném pifpadé
roznasobime (3.11) a ziskdme dva polynomy o dvou proménnych, které
musime vyftesit zaroven. Dva polynomy dostaneme i v piipadé, ze vezmeme
zvlast redlnou a imagindrni ¢dst rovnice (3.12). Jednodussi je ale chapat z
a z jako nezdvislé proménné, komplexné sdruzit (3.12), vyjadrit z a dosadit
do zpét (3.12). Tim pro dvoubodovu ¢ocku dostaneme rovnici patého stupné
v 2 (pro obecné n rovnici stupné n? + 1). Kofeny této rovnice piedstavujf
polohy obrazu pro danou polohu zdroje {. Vzhledem k tomu, Ze z, Z nejsou
nezavislé veliciny, je nutno takto ziskané polohy obraziu z zpét dosadit do
vychozi rovnice (3.12). V piipadé dvoubodové cocky je vSech pét kotenu
zaroven polohami obrazu jen, pokud se zdroj nachazi uvniti kaustiky. Po-
kud se nachdzi mimo kaustiku, splni rovnici (3.12) jen tii koteny.

V obrazku 3.3 jsme vykreslili ptiklad tseckové trajektorie zdroje zobra-
zené dvojitou cockou. V levé ¢éasti obrazku je vykreslena kaustika a trajek-
torie zdroje. V pravé ¢éasti se nachazi kritickd kiivka a obrazy trajektorie.
Cést trajektorie, kters se nachdzi vné kaustiky, mé tii obrazy podél redlné
osy, jeden vneé kritické kiivky a dva uvniti kritické kiivky. Cast trajektorie,
ktera se nachézi uvnitt kaustiky, ma celkem pét obrazu. Jeden z obrazu se
na kritické kiivce pfi pruchodu kaspem rozdéli na tii obrazy, z nichz jeden
pokracuje dovniti kritické kiivky a dva opoustéji redlnou osou a v obloucich
obepinaji kritickou kiivku. Pfi pruchodu zdroje foldem se na kritické kiivce
objevi dva nové obrazy nezavisle na puvodnich tfech, pficemz jeden sméruje
vné kritické kiivky a druhy dovniti.

V gravitacnim mikrocockovani nas zajima hlavné celkové zjasnéni A
svételného toku zdroje, nebot jednotlivé obrazy nebyvaji pti pozorovani
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Obrazek 3.3: Pohyb obrazu pro dvojitou ¢ocku pti prechodu pres kaustiku.
Leva cast: kaustika a trajektorie zdroje. Zelend kfivka: kaustika; modra
usecka: trajektorie zdroje; Sedivy kfizek: pocatecni poloha zdroje; modro-
zeleny kiizek: koncova poloha zdroje. Prava cast: obrazy zdroje. Modra
ktivky: trajektorie obrazu; ¢ervena kiivka: kriticka krivka; sedivy kiizek: ob-
razy zdroje v pocatecni poloze; modrozeleny kiizek: obrazy zdroje v koncové
poloze; ¢erné krouzky: polohy bodu ¢ocky

rozlisitelné. Pro celkové zjasnéni musime tedy urcit polohy jednotlivych ob-
razu, v téchto bodech spocitat hodnoty jakobidnu a jejich prevracené ab-
solutni hodnoty secist. Vétsina udalosti gravitacniho mikroc¢ockovani trva
fadoveé dny az mésice. PTi pozorovani se méii zjasnéni cockou zobrazeného
zdroje, jehoz ¢asovy prubéh se nazyva svételna kiivka.

Piiklady svételnych kiivek uvadime v obrazku 3.4. V levé casti grafu
je znazornéna trajektorie zdroje pti prechodu ptes kaustiku. V pravé casti
jsou svételné krivky. Trajektorie a svételné kiivky spolu koresponduji skrze
barvy. Fialova svételnd kiivka odpovida prechodu ptes dva kaspy. V tom
pripadé se zjasnéni spojité zvySuje az k divergenci na kritické kfivce a pak
opét spojité klesa. Modrozelend svételna kiivka odpovida prechodu pres fold.
V tom piipadé se snizujici se vzdéalenosti od kaustiky zjasnéni roste jen maélo,
pak skokové diverguje na kritické kiivce a uvnitt kaustiky spojité klesa. Seda
a modra kiivka odpovidaji trajektoriim bez prechodu kaustiky, kdy misto
divergenci vykazuji pouze piky v blizkosti kasp.
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Obrazek 3.4: Svételna kiivka pti pruchodu zdroje blizko kaustiky. Leva ¢ast:
kaustika a trajektorie zdroje. Zelend kiivka: kaustika; barevné tsecky: tra-
jektorie zdroje. Prava cast: svételné kiivky

V redlnych pozorovanich mikrocockovani s prechodem kaustiky hraje
vyznamnou roli nenulovy rozmér zdroje. Zde uvedeny model mikroc¢ockovani
uvazuje bodovy zdroj, proto vychazi zjasnéni nekonecné. Pii uvazeni zdroje
nenulové velikosti je tieba integrovat zjasnéni pres plochu zdroje, zjasnéni
pak vyjde kone¢né. Vliv nenulového rozmeéru zdroje do znaéné miry potlaci
vliv divergenci zjasnéni, které vychazeji pro bodovy zdroj. K tomu dochéazi
napiiklad u zjasnéni na trojuhelnikovych kaustikach, které se s klesajici
vzdalenosti bodu cocky vzdaluji do nekoneéna.

20



Kapitola 4
Trojita cocka

Polohu tif bodu v roviné popiseme v obecném pripadé Sesti souradnicemi.
Volbou poc¢atku si vystacime se ¢tyimi parametry a volbou natoc¢eni se nam
redukuje pocet potiebnych parametru na tii. Pro popis hmotnosti mame tti
relativni hmotnosti a rovnici p; + po + 3 = 1, kterd je svazuje. Trojitou
c¢ocku lze tedy popsat péti parametry.

4.1 Kriticka krivka a kaustika

Rozdilnost mezi dvojitou a trojitou gravitaéni ¢ockou je nejlépe patrna
pii studiu kaustik. Jejich ¢ésti se v ptripadé trojité cocky mohou vzdjemné
prekryvat nebo samy sebe kiizit. Kromé kaspu se tedy u trojité cocky vy-
skytuji také body kiizeni, utvary vznikajici na foldu tvorené bodem kiizeni
a dvéma kaspy zvané swallowtail, ttvary vznikajici z kaspu tvorené tiemi
body kiizeni a tFemi kaspy zvané butterfly a dalsf slozitéjsi atvary (viz [14]).
Vsechny tyto utvary mohou byt rozlisitelné na svételné kiivce a znalost konfi-
guraci jim odpovidajicich muze tedy poskytnout cenné informace o prislusné
gravitacni ¢occe.

Vzhledem k velké rozmanitosti tvaru, kterych mohou kaustiky a kritické
krivky trojité cocky nabyvat, nemuzeme poskytnout v ramci této préace
jejich vycerpavajici prehled. V této podkapitole uvedeme nejdiive priklad
uspofadani, kde ti body stejné hmotnosti budou ve vrcholech rovnostranného
trojuhelnika s délkou strany d.

V obrazku 4.1 jsme vykreslili kritické kiivky a kaustiky pro konfigu-
race rovnostranného trojihelnika o strané d = 0,67, d = 1,0 ad = 1,5 v
jednotkach Einsteinova thlu. Vyznacili jsme také polohy sedlovych bodu,
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Obrazek 4.1: Kriticka kiivky a kaustika pro trojitou ¢ocku shora dolu pro
d=1,5,d=1,0,d=0,67. Vysvétlivky viz obrazek 3.1
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polohy extrému a polohy bodu ¢ocky.

Pro d = 0, 67 je kritickd kiivka i kaustika tvofena péti ¢astmi. Ctyii ¢dsti
kaustiky maji tii kaspy a tvar malych trojihelniki. Ctvrtd édst kaustiky mé
tvar sebeprotinajictho se trojcipého utvaru, obsahuje celkem Sest kaspu a tTi
body krizeni.

Pro d = 1,0 mé kriticka kiivka i kaustika jen dvé c¢asti. Prechod od
konfigurace s d = 0, 67 probéhne napojenim ti{ mensich ¢ésti kritické kiivky
na vnéjsi cast kritické ktivky, resp. napojenim tii trojuhelnikovych c¢éasti
kaustiky na sebektizici ¢ast kaustiky. Kaustiku tvoii jedna trojihelnikova
cast a jedna sebeprotinajici se cast s celkem deviti kaspy a deviti body
ktizeni.

Pro d = 1,5 se kriticka kfivka i kaustika skladdaji ze tii ¢asti. Tii ¢asti
kaustiky jsou identické utvary pfipominajici kosoc¢tverce, které maji misto
jednoho kaspu butterfly. Celkem tedy kaustika ma osmnact kaspu a devét
bodu krizeni. Kaustika prodéld mezi hodnotami d = 1,0 a d = 1,5 nékolik
topologickych zmén diive, nez se rozpoji na tii ¢asti, aniz by se pfitom
meénila topologie kritické kiivky.

V uvedeném piipadeé trojcocky se symetrickou rovnostrannou konfiguraci
se nevyskytuje jednoduchy swallowtail.

4.2 Deélici body

Nasim planem je vysSetiit mozné podoby kritické kiivky a kaustiky pro tro-
jitou ¢ocku. Budeme tedy hledat hodnoty parametru ¢ocky, pii kterych se
zasadnim zpusobem méni tvar téchto kiivek. V pripadé kaustiky je takto
mozno vySettovat napiiklad pocet kaspu, pocet krizicich bodu atd. Zakladnéjsi
ulohou je ale hledat hodnoty parametru, pii kterych se méni pocet ¢asti
kritické krivky, tedy se na kritické kiivce objevuji délici body. Pro vyskyt
deéliciho bodu musime zaroven splnit rovnici (2.13) pro kritickou kiivku

%51 M2 M3 _ -2 41
ConP  GomP  Gemp © (1)

a rovnici (2.18) pro sedlovy bod

H1 H2 H3
=0. 4.2

(z—2z1)3 * (z — 29)3 * (z — 23)3 (42)

Oproti dvoubodové cocce, kde jsme roznédsobenim rovnice kritické krivky
(3.1) ziskali polynom ¢tvrtého stupné v z a z rovnice pro sedlovy bod (3.2)
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polynom tretiho stupné, dostdvame nyni polynomy Sestého stupné jak pro
rovnici kritické kfivky (4.1), tak pro rovnici sedlového bodu (4.2). Rovnice
1ze zjednodusit volbou pocétku v geometrickém stiedu (tedy z;+zo+25 = 0),
ale ani tak jsme nebyli schopni fesit lohu na vyskyt délicich bodu v obecném
pifpadé. Regen jsme nalezli jen pro t¥i specialni dvouparametrické pifpady.
V prvnim piipadé predpokladame linearni usporadani ti{ hmotnych bodu, z
nichz jeden lezi v geometrickém stiedu a zbyvajici dva maji stejnou hmot-
nost. V druhém piipadé jsou hmotné doby umistény do vrcholi rovno-
stranného trojihelniku a dva z nich maji stejnou hmotnost. V tretim piipadé
maji vSechny tfi body stejnou hmotnost a nachazeji se ve vrcholech rovno-
ramenného trojuhelniku, pricemz nechavame jako proménné délku ramen a
uhel mezi nimi. Pocet uzavienych kiivek, na které se déli kritickd kiivka,
urcujeme fesenim rovnice pro kritickou kiivku (4.1).

4.2.1 Kolinearni usporadani s proménnou stiedovou
hmotnosti

V kolinearnim ptipadé budeme tlohu parametrisovat pomoci hmotnosti stie-
dového bodu p a vzdalenosti krajnich bodu od stfedového d. V této konfi-
guraci mame tedy polohy bodu z; = —d, 2o = 0, z3 = d a jejich hmotnosti
1 = (1 —p)/2, po = p, us = (1 — p)/2. Dvakrat pouzijeme metodu Syl-
vesterovy matice na polynomy dané rovnicemi (4.1) a (4.2), abychom se
zbavili parametru z a ¢, a dostaneme tfi rovnice pro parametry konfigurace
obsahujici délici bod

8d° + (9 + 15)d* + 6(18u* — 15 + 1)d* +9u — 1 = 0, (4.3)

8d® — (9 + 15)d* + 6(18u — 15 + 1)d® — 9+ 1 =0, (4.4)

G4d"? — 48(18u* — 150 + 1)d® + 3(3u +5)(9p — 1)d" — (9 — 1)* = 0. (4.5)

Resenfm téchto rovnic dostaneme kiivky, které v prostoru parametri
oddeéluji oblasti s ruznym poctem casti kritické kiivky, pricemz jejich feseni
je tieba zpétné dosadit do vychozich rovnic (4.1) a (4.2), protoze jsme se pii
vypoctu dopustili neekvivalentnich tuprav.

V obrazku 4.2 vynasime feSeni rovnic (4.3) modrou, (4.4) fialovou a (4.5)
modrozelenou barvou. Tato TeSeni rozdéluji prostor parametru na Sest ob-
lasti, které oznacujeme A, B, C, D, E, F. Tyto oblasti se lis{ po¢tem casti
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Obrazek 4.2: Diagram poctu uzavienych ¢asti kritické kiivky. Modra kiivka:
feseni (4.3); fialova kiivka: feSenf (4.4); modrozelend kiivka: feseni (4.5).

kritické kiivky. V oblasti A ma kritickd krivka tfi ¢asti, v B jednu cast, v
C tii ¢asti, v D tii ¢ésti, v E a F pét ¢asti. Rovnice (4.3) a (4.4) odpovidaji
vyskytu dvou délicich bodu a déli oblasti, které se lis{ po¢tem c¢ésti kritické
kiivky o dva. Rovnice (4.5) odpovidd vyskytu étyt délicich bodu a tvori
hranici mezi oblastmi lisicimi se poc¢tem casti kritické kiivky o 4.

V obrazku 4.3 jsme vykreslili ptiklady kritickych kiivek a kaustik pro
jednotlivé oblasti parametru odpovidajici ruiznym piipadum déleni kritické
ktivky. Tato galerie obsahuje vzdy nalevo kritickou kfivku s polohami bodu
cocky, sedlovymi a kritickymi body a napravo odpovidajici kaustiku. Jed-
notlivé oblasti jsou sefazeny nasledujicim zpusobem (v zdvorce jsou uvedeny
parametry konfigurace):

A(p=0,1,d=1,5) B(p=0,2,d=0,5)
C(u=0,004,d=0,5 D(u=1/9,d=0,35)
E(u=0,07,d=0,35 F(u=0,2 d=04)
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Obrazek 4.3: Galerie kritickych kiivek a kaustik pro kolinearni ptipad.
Vysvétlivky viz obrazek 3.1
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Pro p = 0 dostavame délici body vd = 1 ad = 2—\1/5, coz odpovida

vysledkum pro dvoubodovou ¢ocku, protoze v pripadé této linearni tiibodové
cocky je vzdalenost mezi krajnimi body 2d. Pro p = % se vynuluji absolutni
¢leny vSech tif rovnic a maji tedy spole¢ny koten v d = 0.

Polohu bodu, kde feSeni rovnice (4.3) navazuje na feseni rovnice (4.5)
najdeme metodou Sylvesterovy matice p = % a d = 0,447. Tato konfigurace
parametri odpovida vyskytu dvou délicich bodu vzniklych splynutim dvou
dvojic sedlovych bodu. Kritickou kfivku se sedlovymi body a extrémy a
kaustiku vykreslujeme v obrazku 4.4.

15 | | | | | 15 | | | | |
1 — 1+ _
05 - 0+D - 05} —
= 0o +0+ 0 4 o} o Zo> o i
05 | QFO 4 o5}k .
1 — 1+ _
15 ! ! ! ! ! 15 ! ! ! ! |

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Obrazek 4.4: Kriticka ktivka a kaustika pro prekryv délicich bodu. Parametry
W= é, d = 0,447. Vysvétlivky viz obrazek 3.1

Pro bod, kde se protinaji feseni rovnic (4.3) a (4.4) ziskdme zavislost d

na g z rozdilu téchto rovnic
1-9
d= ¢ —F (4.6)
9+ 15

Zpétnym dosazenim do rovnice (4.3) pak dostaneme i p pro tento bod
jako teseni

4864% + 405> — 684 + 49 = 0, (4.7)

kde jeden kotfen odpovidad zapornému u, dalsi komplexnimu d a treti ma
hodnotu p = 0,075. Z (4.6) pak dostavame d = 0, 379. Pfislusnou kaustiku
uvadime v obrazku 4.5.
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Obrazek 4.5: Kriticka kiivka a kaustika pro dva druhy déleni kritické kiivky
zaroven. Parametry p = 0,075, d = 0, 379. Vysvétlivky viz obrazek 3.1

4.2.2 Rovnostranny trojahelnik s proménnou hmot-
nosti vrcholu

V pripadé usporadani ve tvaru rovnostranného trojuhelniku, ve kterém maji
dva ze tii bodu stejnou hmotnost, zavedeme analogickou parametrisaci.
Hmotnost ruznou od zbylych dvou si ozna¢ime p a stranu trojihelniku d.
Polohy bodii tedy jsou z; = (—3—+/3i)d/6, 2z, = (3—/3i)d/6, 23 = /3id/3
a piislusné hmotnosti p; = p, o = ps = (1 — p)/2. Podminka na vyskyt
déliciho bodu pak vede na ¢tyii rovnice. Pro vétsi prehlednost vyjadiime v
piipadé prvnich dvou rovnic zvlast koeficienty a zvlast rovnice,

19 — 32
aip = 48(3,[11—1)

ag = —48(3pu—1)(3u—>5)

ag = 8(81p* +27u* — 451 + 35)

ay; = 6(3p—1)(621p° — 981p* 4 351 + 25)

as = —3(3p—1)(243p* — 9721> + 1098y — 372u — 13)
ag = —108u> + 324u* — 180u — 4,

a12d12 + alodlo + a8d8 -+ a6d6 —+ a4d4 -+ a2d2 + ag = 0, (48)
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a12d12 - alodlo + a8d8 — CLGdG —+ a4d4 — a2d2 + ag = 0. (49)

Tret{ rovnice m4 tvar kubické rovnice pro d*

16d"? — 24(9pu® — 6 — 1)d® — (243p* 4+ 9721% + 1134% — 468y + 15)d* +
+54p° — 162u* +90u + 2 = 0. (4.10)

Ctvrtd rovnice mé tvar
12

> agd" =0. (4.11)

1=0
Jedna se tedy o rovnici dvanactého stupné ve ¢tvrtych mocninach d. Koefi-
cienty této rovnice zde pro jejich slozitost uvadét nebudeme.

05 r H .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
u

Obrazek 4.6: Diagram topologii kritické kiivky. Modra kiivka: Feseni (4.8);
fialové krivka: feseni (4.9); modrozelena kiivka: feseni (4.10); Seda kiivka:
feseni (4.11)
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Reseni rovnic (4.8), (4.9), (4.10) a (4.11) vyznacujeme v obrazku 4.6 po
fadé modrou, fialovou, modrozelenou a Sedou barvou. Tato feSeni rozdéluji
prostor parametru pro pripad rovnostranného trojihelniku na deset oblasti,
které jsme oznacili A, B, C, D, E, F, G, H, I, J. Kriticka krivka se sklada
ze dvou casti v oblasti A, ze tii v B, ze dvou v C,z jedné v D, ze tii v E,
ze ¢yt F, ze tif v G, z ¢tyf v H a z péti v oblastech T a J. Reseni (4.8),
(4.9), (4.10) odpovida vyskytu jednoho délictho bodu a pii prechodu z jedné
oblasti diagramu do jiné pfes tato feseni se méni pocet dilu kritické kiivky
o jeden. Resenf rovnice (4.11) odpovida soucasnému vyskytu dvou délicich
bodu a prechod pres toho feSeni nemusi znamenat zménu poctu dilua kritické
krivky. Piehled kritickych kiivek uvadime v obrazku 4.7. Jednotlivé grafy
jsou usporadany podle néasledujiciho schématu:

A(p=0,15,d=1,3) B(u:%,d:1,55)
C(,u:%,dzl,Q) D (u=0,7685,d =1,0)
E(u=0,15d=0,68) F(u=0,6,d=0,68)

G (n=0,7685,d=0,68) H(u=0,7685 d=0,64)
I(u:%,d:0,65) J(p=0,9,d=0,68)

Z obréazku 4.6 je déle vidét, ze pro p = 0 je vyskyt délicich bodu stejny
jako v piipadé dvoubodové c¢ocky se dvéma stejnymi hmotnostmi, tedy d = 2
ad =212V obrazku 4.6 se vyskytuji specialni body dotyku a kifzen{ fesen{
rovnic pro délici body. Vynulovanim absolutniho ¢lenu rovnic (4.8) a (4.9)
ziskdme hodnotu p, pro kterou se v d = 0 tyto krivky dotykaji. Zbyvajici
specialni body jsme hledali jako spole¢né koteny pomoci Sylvesterovy ma-
tice. Body kfizeni budeme znacit kombinaci pismen patticich prilehlym ob-
lastem. Kiizeni ABCD, CEFI, CDFG odpovidaji sou¢asnému vyskytu
ti1 délicich bodu, FGIH vyskytu dvou délicich bodu a GHJ piekryvu
dvou délicich bodu. Kritické kiivky a kaustiky k témto bodum uvadime v
obrazku 4.8, ten je usporadan podle nasledujiciho schématu, kde v zavorkach
uvadime prislusné parametry cocky

ABCD (p=3,d=1,493) CEFI (u =3, d =0,670)
CDFG (u ,d=0,707)  FGIH (n=0,683, d=0,647)
GHJ (u =

[SSR ]\

8 'd = 0,707)
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Obrazek 4.7: Galerie kritickych kiivek a kaustik pro rovnostranny
trojuhelnik. Vysvétlivky viz obréazek (3.1)
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Obrazek 4.8: Galerie kritickych kiivek a kaustik pro specialni zmény topolo-
gie v uspotrddani rovnostranného trojihelniku. Vysvétlivky viz obrazek (3.1)

4.2.3 Rovnoramenny trojuhelnik se stejnymi hmot-
nostmi

V ptipadé rovnoramenného trojihelnika se tfemi stejnymi hmotnostmi jsme
parametrisovali tilohu délkou ramen d a tthlem mezi nimi 6. Polohy ve zvolené
parametrisaci jsou z; = (=1 — €?)d/3, 20 = (2 — €9)d/3, 23 = (=1 +
2¢")d /3 a piislusné hmotnosti ji; = py = p3 = 1/3. Dvojndsobnym pouzitim
Sylvesterovy matice ziskdme tii rovnice. Dvé rovnice jsou Sestého stupné v
d?. ProtoZe se jejich koeficienty lis{ jen ve znaméncich, vypiseme nejdifve
ony koeficienty
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a1y = 2763i6(€i6 _ 1)6

a0 = 54621‘9(62@'9 _ et 4 1)2(ei9 _ 1)4

ag = _961'9(6@'9 _ 1)2(€2i9 _elf 4 1)<566i9 — 1565 _ 12640 4
4 49¢30 — 12¢%9 — 15" + 5)

ag = 8e'2? — 48¢M1%0 — 307 4 5906 — 155750+
+ 2160e™ — 22385 + 2160e>? — 1557 —
— 30e* — 48¢" + 5907 4 8

ay = 2461‘0(621‘0 — et 4 1)5

ay = _6€2i9(€2@'9 —eif 4 1)(4€6i9 — 1265 4 15640 _ 103+
+ 15620 — 126" + 4)

ag = €39(8e%0 — 240 1 21e%0 — 23 42170 — 24" +8).  (4.12)

Rovnice délicich bodu pak budou mit tvar

a,lgdm + a,l()dlo + (Igdg + a6d6 + a4d4 + a2d2 + ag = 0, (413)

&12d12 — alodlo + a,gdg — a6d6 + a4d4 — a2d2 + ag = 0. (414)

Zbyvajici tieti rovnice je patnactého stupné v d*

15
> agd" =0, (4.15)
=0

jejiz koeficienty zde nebudeme uvadeét.

V obrazku 4.9 znazornujeme feseni rovnic pro vyskyt délictho bodu (4.13)
modrou, (4.14) fialovou a (4.15) modrozelenou barvou. Uhel 6 je uveden v
jednotkach . Tato feSeni rozdéluji prostor parametru na 12 oblasti, které
jsme oznacili A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L. Kriticka ktivka se sklada
ze CtyT casti v oblasti A, ze dvou v oblasti B, ze tii v oblastech C, D a E, ze
dvou v F, z jedné v G, ze ctyt v H, ze tii v I, ze ¢tyt v J a konecné z péti v
oblastech K a L. Pii prechodu pfes hranici oblasti parametrického prostoru
danou fesenim rovnic (4.13) a (4.14) se opét méni pocet dila kritické kiivky
o jeden. Rovnice (4.14) opét odpovida vyskytu dvou délicich bodt soucasné,
pii prechodu pfes timto feSenim vymezenou hranici se tedy méni pocet dilu
kritické kiivky o dva, nebo se tento poc¢et nemeéni.
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Obrézek 4.9: Diagram topologii kritické kiivky. Modra kiivka: feseni (4.13);
fialova kiivka: Feseni (4.14); modrozelena kiivka: feseni (4.15)

Prehled kritickych kiivek uvadime v obrazku 4.10. Jednotlivé grafy jsou
uspotradany podle nasledujiciho schématu:

A(9:O,O57r,d:2,0) B(0=0,2rd=2,0)
C(O=0,1md=2,0) D(@=1d=1,55)
E(0=0.1r d=12) F(@=02r d=12)
GO=07rd=12) H(®=055d=0,55

)

o 7w, d = 0,45)

(
I(0=0,7r,d=0,55 (6
( 0,97, d = 0,5)

J
K0 =02, d=0,55) L(0
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Resen{ rovnic (4.13) a (4.14) pro 6 jdouci k nule diverguje, coz je po-
chopitelné, protoze tento piipad odpovidé situaci, kdy je jeden bod vzdalen
(zhruba ve vzdalenosti d) od zbyvajicich dvou, které se chovaji jako dvou-
bodova ¢ocka, pricemz vzdalenost mezi témito dvéma body je piiblizné 6d.
Dalsi analogie s dvoubodovou ¢ockou nachazime v nedivergentni ¢asti reSeni
(4.14) a v t¥eti rovnici pro # = 0, které odpovidaji piipadu dvoubodové
¢ocky s g = 1/3 s délicimi body pro d = VV2—lad=+V14+v2+ 4.V
obrézku 4.9 je pro 6 = 7/3 také obsazen rovnostranny trojihelnik s 4 = 1/3
a délicimi body pro stejnou délku strany (d = 1/ MT’“, d =/ 5*/52—“1) jako
v obrézku 4.6 a pro § = 7 také kolinedrni tiibodovéa ¢ocka s p = 1/3 (viz
obr. 4.2).

V obrazku 4.9 se vyskytuje nékolik specidlnich bodu kfizeni a dotyku
feseni rovnic (4.13), (4.14), a (4.15). Vynulovanim absolutnich ¢lent rovnic
(4.13) a (4.14) ziskame bod JKL 0 = 0,70757, d = 0. Parametry cocky v
bodech BDFG a EFHK jsou identické jako v bodech ABCD a CEFI pro
rovnostranny trojihelnik s proménnou hmotnosti jednoho vrcholu. Parame-
try pro zbyvajici body jsme nalezli metodou Sylvesterovy matice. Vyjimku
tvotil pouze bod FGHI, jehoz polohu jsme urcili numericky. Ptislusné kri-
tické kiivky a kaustiky jsme vykreslili v obrazku 4.11.

Obrazek 4.11 je usporddan podle nasledujictho schématu:

ACEF (0 =0,10417, d =1,8315) BCF (6 =0,12357, d = 1,7583)
FGHI (0 = 0,5771m, d = 0,6309) HIJK (0 = 0.6286, d = 0,4665)
IJL (60 = 0,8467x, d = 0,4778)

Tim jsme zmapovali jen nékolik specialnich dvouparametrickych fezu
prostorem parametru tiitbodové cocky. Tiibodova gravitaéni cocka je ale
urCena péti parametry (tj. tfemi parametry polohy hmotnych bodu a dvéma
relativnimi hmotnostmi). P¥i pokusu o tiiparametricky rez propojujici véechny
uvedené konfigurace (tj. rovnoramenny trojihelnik s proménnou hmotnosti
vrcholu) se ndm nepodatilo rozlozit determinant Sylvesterovy matice na
soucin. Pro vyssi pocet parametru jsme nebyli schopni tento determinant
ani spoc¢itat. Vypocty jsme provadéli pomoci softwaru Maple 9.5.
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Obrazek 4.10: Galerie kritickych kiivek a kaustik pro ruzné topologie
kritické kiivky trojité cocky v uspordadani rovnoramenného trojuhelniku.

Vysvétlivky viz obrazek 3.1.
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Obrazek 4.11: Galerie kritickych ptivek a kaustik pro specidlni zmény to-
pologie v uspotfadani rovnoramenného trojuheliku . Vysvétlivky viz obrazek
3.1
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4.3 Polohy obrazu a svételné krivky

Polohy obrazu ziskame ze zobrazovaci rovnice pro trojitou ¢ocku

C:Z_ 7,[11 - 2 N 3 (416)

kterd je specidlnim piipadem (2.9) pro n = 3. Podobné jako v ptipadé dvojité
cocky (4.16) komplexné sdruzime, vyjadiime Z pomoci z a dosadime zpét
do (4.16), kterou roznasobime a dostaneme polynomialni rovnici desatého
stupné v z. Ta ma deset kofenu, ale jen ty z korenu, které splni vychozi
rovnici (4.16) urcuji polohu obrazu zdroje. V pfipadé trojité ¢ocky mame
10, 8, 6, nebo 4 obrazy.

Polohy obrazt pro trojitou ¢ocku vykazuji podobné chovani jako v ptipadé
dvojité ¢ocky. Pti vstupu zdroje do kaustiky vznikaji dva obrazy na kritické
kiivce. Pti vystupu z kaustiky dva obrazy na kritické kiivce zanikaji. Pokud
zdroj vstupuje do kaustiky pres kasp, jeden z obrazu se rozdéli na tti. Pti
vstupu pies fold se nové obrazy objevuji obecné v jiném misteé kritické kiivky,
jeden sméruje dovniti a jeden ven z kritické kiivky. V trojité ¢occe se navic
vyskytuji body kiizeni, které se ale z hlediska vySe zminénych vlastnosti
chovaji jako prosté kiizeni dvou foldu. Toto chovani obrazu znazornujeme
na obrazku 4.12.

Na obrazku 4.12 jsme v levé casti vykreslili ¢ast kaustiky a trajektorii
zdroje barevneé rozlisenou podle jeji polohy vici kaustice. V pravé casti je kri-
ticka kiivka s obrazy. Body ¢ocky maji stejnou hmotnost a jsou rozmistény
do vrcholu rovnostranného trojihelniku o strané d = 0, 65. Fialova tsecka se
nachazi mimo kaustiku a mé ¢tyfi obrazy. Jeden mimo kritickou kfivku a tfi
uvnitt, z toho dva na horizontalnich koncich kiize zhruba ve stfedu obrazku.
Modra usecka se nachazi uvniti kaustiky za bodem kiiZeni. Prechodem
pres bod kiizeni vznikaji ¢tyfi obrazy, modra tsecka je tedy zobrazena
osmkrat. Ctyfi obrazy navazuji na obrazy fialové tsecky, navic se symet-
ricky podle imaginarni osy objevuji dvé dvojice obrazu u kritické kiivky, z
kazdé dvojice jeden vné a jeden uvniti kritické kiivky. Modrozelend tsecka
se nachazi uprostred trojuhelnikové kaustiky, ktera je uvniti sebeprotinajici
se trojuhelnikové kaustiky, a ma tedy deset obrazu. Kromé osmi obrazu,
které navazuji na obrazy fialové tsecky, se objevi dva obrazy na spodni
strané casti kritické kiivky tvaru malé kruznice ve stfedu obrazku, jeden
obraz pak pokracuje vzhuru vnittkem této ¢asti kritické krivky, druhy po-
kracuje smérem dolii vné édsti. Zluté tsecka se jiz nenachdzi uvnitt stiedové
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trojuhelnikové kaustiky a ma proto osm obrazu, jeden z nich vznika rov-
nou ze t¥i modrozelenych obrazui na vrchu ¢ésti kritické krivky tvaru malé
kruznice. Cernd tsecka se nachdz{ v oblasti mezi vnitinim a vnéjsim kaspem
sebeprotinajici se trojihelnikové kaustiky a ma Sest obrazu. Obraz na horni
casti kritické kiivky vznikne ze tif obrazi zluté tsecky. Sedivé tsecka se
nachdzi mimo kaustiku a mé tudiz ¢tyii obrazy. Tentokrat vznikne jeden z
obrazu splynutim ti{ obrazu cerné usecky na spodni strané kritické kiivky.
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Obrazek 4.12: Polohy obrazu pro trojitou ¢ocku. Leva ¢ast: kaustika a polohy
zdroje. Zelena krivka: kaustika; usecky ostatnich barev: trajektorie zdroje.
Pravé Gést: obrazy a kritickd krivka. Cervend kiivka: kritickd kiivka; kiivky
ostatnich barev: trajektorie obrazu.

Svételné kiivky dostaneme jako soucet zjasnéni jednotlivych obrazi. Po-
lohu zdroje pro priklad konfigurace z obrazku 4.12 a tedy i svételné kiivky v
obrazku 4.13 budeme parametrisovat imaginarni slozkou polohy zdroje y;;.
Modré ktivka prechazi z vnéjsku kaustiky ptes kiizeni, zjasnéni skokové di-
verguje a spojité klesa s postupem dal do kaustiky podobné jako pii prechodu
foldu. Ktivka déle prechazi pies fold malého trojihelniku uvnitt sebekiizici
se kaustiky, coz odpovida dalsi skokové divergenci na svételné kiivce. Na
modré svételné kiivece pak vidime tii dalsi divergence odpovidajici prechodu
pres kasp, prvni od kaspu malé trojihelnikové kaustiky a dalsi dva od se-
beprotinajici se kaustiky. Modrozelend kiivka odpovida pfechodu pies fold
sebeprotinajici se kaustiky, slabému signalu od kaspu mezi dvéma foldy a
druhému pfechodu pfes fold.
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Obrazek 4.13: Svételna kiivka pro trojitou ¢ocku. Leva ¢ast: drahy zdroje
vudi kaustice. Zelend kiivka: kaustika; modra a modrozelena primka: drahy
zdroje. Prava cast: dva priklady svételné ktivky.

4.4 Mapy zjasnéni

Jednou z uziteénych pomucek pii vySetfovani gravitaénich mikrococek jsou
mapy zjasnéni. Ty predstavuji zavislost zjasnéni na poloze zdroje, jejichz
fezem muzeme ziskat svételnou kiivku. Jedna z cest, jak ziskat z namérené
svetelné krivky parametry ¢ocky, vede pfes mapy zjasnéni. My je budeme v
této podkapitole pouzivat hlavné k diskusi chovani zjasnéni kolem vyznac¢nych
bodu na kaustice.
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Obrazek 4.14: Mapa zjasnéni: swallowtail.
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Jako prvni uvedeme mapu zjasnéni pro swallowtail. Zvolili jsme ko-
linedrni uspotradani se vzdalenosti d = 0, 25 krajnich bodu od stredového a
pro hmotnost stfedového bodu ps = (1—p1)/2 = (1—p3)/2 = 0,0941. Tento
swallowtail vznikne splynutim stran dvou trojuhelnikovitych casti kaustiky
a rozdélenim téchto stran na dva swallowtaily. Mapu zjasnéni jsme vykreslili
v obrazku 4.14. Swallowtail se skladd ze dvou kaspu uzavienych v kaustice,
bodu kiizeni a uzaviené oblasti, kde ma zdroj minimalné osm obrazi. Kasp
na levé strané ma klasicky zvysSené zjasnéni i mimo oblast, kterou ohranicuje.
Kasp na pravé strané je pozustatkem po dvou foldech, které se rozpojily, a
mimo néj vede tenka linie zjasnéni az k druhému swallowtailu, ktery je k
prvnimu symetricky podle imaginarni osy. Trojuhelnikova oblast uzaviena
v swallowtailu je také nejvice zjasnéna, zjasnéni smérem od jejich foldu k
jejimu stredu klesa.
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Obréazek 4.15: Mapa zjasnéni: butterfly.

Druhy specidlni utvar, na jehoz mapu zjasnéni se podivame, bude but-
terfly. Zvolili jsme usporadani rovnostranného trojuhelnika s délkou strany
d = 2,0 a se shodnymi hmotnostmi p; = po = ps = % Kaustika ma v tomto
pripadé stejnou topologii jako kaustika z obrazku 4.1 pro d = 1,55. Mapu
zjasnéni jsme vykreslili v obrazku 4.15. Lze zde jasné identifikovat tii kaspy,
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dva vybihajici do vnéjsi oblasti kaustiky a jeden smérujici do vnitini oblasti
kaustiky, ¢imz se lisi od kaspu dvojitych ¢ocek, které miii pouze vné kaus-
tiky. Vné téchto kaspu lze pozorovat zjasnénou oblast tvaru pripominajictho
plamen svicky. Oproti tomu foldy oddéluji oblast silnéji zjasnénou uvnitt
kaustiky od méné zjasnéné vné kaustiky a zjasnéni od nich smérem dovnitt
kaustiky ubyva. Oblast s nejvétsim poctem obrazu je oblast tvaru deltoidu,
jehoz dvé strany tvori kasp vybihajici dovnitt. Zjasnéni v této oblasti neklesa
pod A = 80.

4.5 Aproximace zjasnéni v bodé krizeni

Pii ptiblizovani zdroje k foldu z vnitini strany kaustiky se dva z obrazu
priblizuji ke kritické kiivce a jejich zjasnéni diverguje se vzdélenosti od foldu
p jako ﬁ (viz. napf. [16]). Tuto znalost muzeme vyuzit k tomu, abychom
aproximovali zjasnéni pii analyze svételnych kiivek. Protoze se v této praci
se zabyvame hlavné trojitymi cockami, nebudeme vysSetfovat chovani apro-
ximace na foldu, ale na kiizeni dvou foldu. Konkrétné volime ktizeni na kaus-
tice z obrazku 4.16 v usporadani rovnostranného trojuhelnika se shodnymi
hmotnostmi (g = pe = pg = %) o strané d = 1, 17, které se nachdzi v poloze
yF =0,0,y7;, = —0,2225 (viz obrazek 4.16). Toto kiizeni déli zkoumanou ob-
last na Ctyfi ¢asti, jednu s osmi obrazy, dvé se Sesti obrazy a jednu se ¢tyimi
obrazy. Pro svételnou kiivku volime jako drahu zdroje piimku prechazejici
kiizeni po imaginarni ose mezi hodnotami y;; = —0,2475 a y;; = —0, 1975.

Predpokladédme, Ze se pti prechodu kaustiky bude jen malo ménit zjasnéni
ostatnich obrazui a tuto zménu representujeme linearni funkei. V piipadé
svetelné kiivky linearni funkei ¢asu, ktery zde budeme nahrazovat souradnici
zdroje y;;. Pak pro aproximované zjasnéni plati

Cic + dlc
NI
kde p; a py jsou vzdalenosti od foldu f; a foldu fs . Parametry ay., b, ¢,
d;. budeme fitovat, pficemz pro y;; < yj; polozime ¢;. = dj. = 0.

V pripadé map zjasnéni nemame konkrétni trajektorii a proto jako proménnou
linearni funkce odpovidajici zjasnéni ¢ty obrazu volime vzdélenost od kaus-
tiky

A" = ae(yir — yip) + bie + (4.17)

dam eam
Agt = Aampr + bampa + Cam + + (4.18)

N

42



0.51
0.27
0.03
-0.21

100
-0.20

50
-0.21 25
-0.22 I 125
-0.23 6.25

3.13
-0.24

1.56
-0.25

-0.45

-0.48 -0.24 0.0 0.24 0.48 -0.03 -0.02 -0.01 0.0 0.01 0.02 0.03

Obrazek 4.16: Mapa zjasnéni kiizeni. Leva ¢ast: Mapa zjasnéni pro tro-
jitou ¢ocku v usporadani rovnostranného trojihelniku o strané d = 1,17 a
stejnych hmotnostech. Cerny ¢tverec: Oblast zvét3end v pravé ¢asti obrazku.
Pravé ¢ast: Detail mapy zjasnéni. Zlutd tsecka: Trajektorie zdroje.

kde koeficienty aum, bam, Cams dam, €am budeme fitovat. Koeficient d,,, = 0
pod foldem f; a ey, = 0 pod foldem f5. Navic a,,, v oblasti nad foldem f;
mé& opacné znaménko vuci oblasti pod timto foldem. Podobné b, v oblasti
nad foldem f, ma opacné znaménko vuci oblasti pod nim.

Metoda nejmensich ¢tvercu je nejvice citliva na oblasti s vysokym zjasné-
nim, volili jsme proto dva postupy fitovani. Nejprve jsme nafitovali koefici-
enty pro svételnou kiivku po celé draze zdroje, tim jsme zohlednili hlavné
oblasti s vysokym zjasnénim. Pak jsme v oblasti pod kiizenim nafitovali
koeficient u linearntho ¢lenu a;. a koeficient u absolutniho ¢lenu b;.. Ty jsme
nechali pevné v oblasti nad kiizenim, kde jsme fitovali pouze ¢;. a d;., ¢imz
jsme zohlednili i oblast s nizkym zjasnénim. Podobné jsme postupovali u fitu
mapy zjasnéni. Nejdiive jsme nafitovali koeficienty pro celou zkoumanou ob-
last. Pak jsme koeficienty u linearnich clentu ag,,, bam a u absolutniho clenu
cqam Nafitovali v oblasti, kde ma zdroj ctyti obrazy, koeficienty dg,,eqm jsme
nafitovali v oblastech s osmi a s Sesti obrazy.

Nejdrive porovname aproximaci konkrétni svételné kiivky s odpovidajicim
fezem aproximovanou mapou zjasnéni. To provedeme pro obé metody fi-
tovani. Relativni odchylky 6,4y = % aproximaci uvadime v obrazku
4.17. Je patrné, ze fitovat piimo svételnou kiivku dava lepsi vysledky nez
délat ez nafitovanou mapou zjasnéni. Nejedna se vsak o fadovy rozdil, proto
1ze k odhadu vhodnosti aproximace pouzit i mapu. Také fit 1épe sedi v oblasti
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Obrazek 4.17: Relativni odchylky aproximace. Fialova kiivka odpovida fitu
svetelné krivky. Modra kiivka odpovida fezu mapou chyby zjasnéni. Leva
cast: Koeficienty a;e,bc, Gam,bam, Cam fitovany jen pod kiiZzenim. Prava cést:
koeficienty a;c., bie, Gam, bam, Cam fitovany v celé oblasti.

se ¢tyfmi obrazy, pokud koeficienty a;c, bie, Cie, Gam, bam, Cam fitujeme prave
zde a v ostatnich oblastech je nechame pevné. A naopak fit sedi lépe v ob-
lasti s osmi obrazy, pokud koeficienty fitujeme ve vsech oblastech. Nezvyklé
je, ze v oblasti se ¢tyfmi obrazy zjasnéni s rostouci vzdalenosti od krizeni
roste. Zpravidla tomu byva tak, ze vné kaustiky zjasnéni se vzdalenosti od
hodnotou y;; se zdroj ptiblizuje k dvojici kaspu.

Déle se podivame na relativni chybu mapy zjasnéni, tu uvaddime na
obrazku 4.18. Opét plati, ze pfi fitovani a;., b, ¢ pouze v oblasti se ¢tyfmi
obrazy aproximace vychazi nejlépe v této oblasti. Pro fitovani ay., b, ¢ v
celé oblasti zase vychazi aproximace nejlépe v oblasti s osmi obrazy. V oblasti
s Sesti obrazy je chyba prekvapivé vysoka. Na viné mohou byt vzdalenéjsi
foldy a jiné utvary, které mohou k zjasnéni pfispivat, ale i to oblasti od-
povidaji nejvyssim hodnotam vzdalenosti od foldu p;, ps a linearni aproxi-
mace zjasnéni ¢tyt nemizicich obrazu zde nemusi byt platna.

Chyba aproximace je v fddu procent. Takova chyba prirozené neni zane-
dbatelna. Aproximace jednoduchého foldu je vSak zatizena podobnou chy-
bou (viz [12]). Ukézali jsme tedy, ze tato aproximace lze zobecnit i na pripad
prekryvu foldu.
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Obrazek 4.18: Mapy relativnich odchylek zjasnéni. Leva c¢ést: koeficienty
Gamy Dam, Cam fitovany jen pod kriizenim. Prava cast: koeficienty aem, bam,
Cam fitovany v celé oblasti

4.6 Pozorovana trojita cocka

V této podkapitole se budeme vénovat pozorovanému systému trojité cocky
(OGLE-2006-BLG- 109L), ktery je prvnim systémem s hvézdou a dvéma pla-
netami objevenym gravitacnim mikrocockovanim. Tento systém je podrobné
analysovédn v ¢lanku [3]. Protoze v této préaci aproximujeme zdroj bodem,
uvadéna zjasnéni budou mit spise jen ilustrativni vyznam. Tento ptiklad
uvadime hlavné proto, abychom demonstrovali vlastnosti gravitacniho mi-
kroc¢ockovani trojitou cockou na modelu konkrétniho pozorovaného systému.

Sytém OGLE-2006-BLG-109Lb,c je tvoren hvézdou o hmotnosti M, =
0,511“8:82]\4@ a dvéma planetami o hmotnostech M, = (231 + 19)Mg a
M, = (86 £ 7) Mg. Hlavni ¢dst pozorovani, kde se vyskytly vSechny piky od
jednotlivych ptfechodu kaustiky, trvala 11 dni. Béhem této doby se zménilo
usporadani soustavy kvuli orbitalnimu pohybu planet, my ale budeme pro
jednoduchost pouzivat staticky model odpovidajici konfiguraci pti pruchodu
v blizkosti cockujici hvézdy M,. Veliciny, které pouzivame k parametrisaci
¢ocky podle [3], jsou vzdélenost planety s indexem b od hvézdy d,, = 0, 6269,
vzdalenost planety s indexem ¢ od hvézdy d,. = 1,0418 a thel mezi spojni-
cemi planet s hvézdou ¢ = —2,9058. Relativni hmotnosti planet vychazeji
py = 1,3554 x 1073, p, = 5,0565 x 1074
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V obrazku 4.19 je vpravo vynesena svételna kiivka a vlevo ¢ast kaustiky
s vyznacenou drahou zdroje. Drahu zdroje jsme volili tak, aby byla podobna
dréze zdroje uvadéné v élanku [3]. Je v8ak tieba zduraznit, ze ndmi zvolend
draha je pfimka, zatimco skutecna draha je zakfivena mikroc¢okovou para-
laxou a navic se s ¢asem pohybuje a deformuje i samotna kaustika. Zdroj
se pohyboval ve sméru snizujici se soutadnice y;. Nejprve se piiblizil ke
kaspu pro y; = —0, 06, coz ale na svételné kiivce neni patrné. Piekrocil fold
pro y; = —0,12, ¢emuz odpovidd na svételné kiivce tenky pik, po kterém
nasleduje dalsi narust zjasnéni. Narust zjasnéni od drobnych swallowtailu na
svetelné kiivee neni patrny. Dalsi pik odpovida zjasnéni od malého kaspu
mezi dvéma veétsimi kaspy. Posledni pik je nedivergentni zjasnéni od blizkého
kaspu.
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Obrazek 4.19: Svételna krivka pro trojitou cocku. Leva cast: poloha zdroje
a kaustika. Zelena kiivka: kaustika; modra tsecka: trajektorie zdroje. Prava
cast: svetelna kiivka

V obrazku 4.20 uvadime odpovidajici mapu zjasnéni. Pomérné dobie
vidime, jak zjasnéni klesd s témér kruhovou symetrii od polohy hvézdy.
To odpovida signalu od jednoduché ¢ocky. Ackoli by se mohlo zdat, ze na
zakladé malé relativni hmotnosti planet nebude jejich vliv patrny, prave v
oblasti nejvétsitho zjasnéni jsou odchylky od jednoduché ¢ocky podstatné.
Na tomto misté je vhodné pripomenout, ze tato mapa zjasnéni je pocitana
pro bodovy zdroj. Pokud by byl zdroj ptilis velky, naptiklad vétsi nez 0, 02
Einsteinova poloméru, vliv planet by se do zna¢né miry smazal (dle [3] je
polomér zdroje 3 - 10~* Einsteinova poloméru).
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Obrézek 4.20: Mapa zjasnéni pro systém OGLE-2006-BLG- 109Lb,c. Zluta
usecka oznacuje drahu zdroje
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Detail mapy zjasnéni uvadime v obrazku 4.21. Patrné zde jsou oba swallowtaily
i kasp mezi nimi, v jehoz blizkosti zdroj prosel.
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Obrazek 4.21: Detail mapy zjasnéni pro systém OGLE-2006-BLG- 109Lb,c.
Zluta ptrimka: draha zdroje
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Kapitola 5
Zaver

V réamci této prace jsme se sezndmili s vlastnostmi dvojitych gravitac¢nich
cocek. Zkoumali jsme tvary kritickych kfivek a kaustik a hlavné zmény je-
jich topologie prostfednictvim vyskytu délicich bodu. Uvedli jsme piiklady
svételnych kiivek odpovidajicich prechodum kaustiky a prechodum v blizkosti
kaspu.

Tento znamy postup jsme aplikovali na trojité ¢ocky, coz v podstaté zna-
mend pridani dalsiho ¢lenu do zobrazovaci rovnice a zvyseni stupné vSech
polynomialnich rovnic, které ze zobrazovaci rovnice vychazeji. Konfiguraci
trojité cocky popisujeme péti parametry, a tak oproti dvouparametrické dvo-
jité ¢otce mame mnohem obtiznéji zmapovatelny prostor parametru. Navic
casti kaustiky trojité ¢ocky nemusi byt disjunktni, ale mohou se ptrekryvat
nebo samy sebe kiizit. Z téchto duvodu je zavislost topologie kaustiky na
parametrech cocky velmi slozita. Jeji znalost je vSak nutna, pokud mame
spravné interpretovat pozorované svételné krivky. V této praci jsme fesili
hlavné prvni krok, tedy hledani poctu ¢asti kritické kiivky a kaustiky pomoci
délicich bodu. Nasli jsme explicitni podminky pro vyskyt délicich bodu pro
tTi specidlni ptipady: pro kolinedrni konfiguraci ¢ocek s proménnou stredovou
hmotnosti, pro rovnostranny trojihelnik s proménnou hmotnosti jednoho
vrcholu a pro rovnoramenny trojihelnik s proménnym thlem mezi rameny.

Zkoumali jsme také obrazy zdroje vytvorené trojitou cockou. Oveérili
jsme, ze pro trojitou cocku existuji oblasti, kde mé zdroj 4, 6, 8 a 10 ob-
razu podle polohy vuci kaustice. Ukézali jsme, ze pii prechodu kaustiky
pres bod kiizeni vznikaji nebo zanikaji obrazy jako pri soucasném piechodu
dvou foldu. Spocitali jsme zjasnéni obrazu a vynesli ho do svételnych kiivek,
které mohou mit podstatné bohatsi strukturu nez v piipadé dvojité cocky.
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Svetelna kiivka pfi prechodu pres bod kiizeni vykazuje skokovou divergenci
podobneé jako pti prechodu pres fold. Pro prechod kiizeni jsme také ovérovali
aproximaci zjasnéni kombinaci funkci A; = a;p; +b; + %, 1 =1, 2, kde p; je
vzdalenost od piislusného foldu. Zjistili jsme, ze tato aproximace neni radoveée
horsi, nez pii prechodu jednoho foldu. Sestavili jsme také mapy zjasnéni pro
trojitou ¢ocku, konkrétné pro prvni pozorovany trojity systém OGLE-2006-
BLG-109Lb,c.

Vysledky této prace lze dale rozsitit. Je tieba spojit nékolik specialnich
fezil parametrickym prostorem a nalézt tak obecnéjsi podminky pro vyskyt
délicich bodu v trojité ¢occe. Dalsim krokem k pochopeni topologii kaus-
tik pak je zkoumani poctu kaspu, podminek pro vyskyt bodu kiizeni, ¢i

vvvvvv

velikosti zdrojové hvézdy pak bude také mozné primo modelovat pozorované
svetelné kiivky mikrocockovani trojitymi cockami.
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