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Kapitola 1

Úvod

V této práci budeme sledovat souvislosti mezi mechanikou hmotného bodu
a mechanikou kontinua z pohledu klasického (fenomenologického) a pohledu va-
riační mechaniky.

Nejdříve odvodíme klasické zákony zachování mechaniky hmotného bodu po-
mocí variačních principů. Poté budeme věnovat pozornost klasickému (nevari-
ačnímu) odvození zákonů bilance mechaniky kontinua a to jak v přístupu lokál-
ním, pomocí diferenciálních rovnic, tak i v přístupu globálnímu, pomocí integrálů.
Této analogii mezi mechanikou hmotného bodu a mechanikou kontinua bylo věno-
váno již značné úsilí, ale variační formulace mechaniky kontinua zatím nedosáhla
mnoha prakticky využitelných výsledků. Jedním silným a využitelným výsledkem
je tzv. Batemannův princip, který je však použitelný pouze pro izentropické pro-
cesy a jeho rozšíření na reálné procesy metodou Lagrangeových multiplikátorů
neumožňuje zřetelnou fyzikální interpretaci.

A proto hlavním cílem bude nalezení ekvivalentních zákonů bilance pomocí
variační mechaniky kontinua pro obecnou tekutinu, přičemž budeme klást důraz
právě na fyzikální interpretaci.

Celá tato snaha bude formulována v bezsložkové notaci. Zavedení používané
konvence bude věnována samostatná kapitola, kde budeme k přesné formulaci
využívat složkového zápisu.
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Kapitola 2

Konvence

V této práci budeme používat bezsložkový zápis. To s sebou nese jisté obtíže,
přesněji nesrovnalosti, co se týče konvence (značení). Ty se pokusíme odstranit
v této sekci za pomoci složkového zápisu.

2.1 Používané prvky
V této práci budeme pracovat se skaláry (a, b, c A,B,C), vektory a kovektory
(a = ai, b = bi, c = ci, A = AI , B = BI , C = CI) a tenzory druhého řádu
(a = aij, b = bij, c = cij A = AIJ , B = BJ

I , C = CIJ , ). Pokud budeme pou-
žívat ještě jiné, speciální, značení budeme tuto skutečnost zdůrazňovat využitím
„=∣∣∣

konvence

“.

2.2 Součiny
Zde budeme používat Einsteinovu sumační konvenci, což znamená, že se auto-

maticky sčítá přes dvakrát opakovaný index.

2.2.1 Skalární součin
Produktem tohoto součinu je skalár. Tento součin značíme „·“ funguje mezi

stejnými prvky. Tedy

ab = a · b aibi = a · b = aib
i aijbij = a · b = aijb

ij.

Pro skalární součin tenzorů platí

a · b = tr
(
aTb

)
,

kde ()T značí transpozici tenzoru. Skalární součin má tu vlastnost, že nezávisí na
pořadí prvků v součinu, či-li

a · b = b · a
a · b = b · a
a · b = b · a.
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Pro skaláry a pro vektory je tato skutečnost zřejmá, pro tenzor to můžeme ukázat
např. takto

a · b = tr
(
aTb

)
= tr

(
(aTb)T

)
= tr

(
bTa

)
= b · a,

kde jsme využili skutečnosti tr
(
ST
)

= tr (S)

2.2.2 Vektorový součin
Tento typ součinu funguje mezi vektory,resp. kovektory a jeho výsledkem je,

jak napovídá název, vektor, resp. kovektor. Značíme jej „×“ a je definovaný jako

εijkajbk = a × b = εijka
jbk,

kde εijk je tzv. Levi-Civitův tenzor. Pro vektorový součin platí následující vlast-
nosti

a × b = −b× a
a × a = 0

.

Mezi dvojnásobným vektorovým součinem a skalárním součinem platí následující
identita

a × b× c = (a · c)b− (a · b)c, (2.1)
která je důsledkem vlastnosti Levi-Civiteova tenzoru

εijkεkml = δimδ
j
l − δilδjm. (2.2)

2.2.3 Tenzorový součin
Tento typ součinu funguje mezi vektory, kovektory a tenzory. Jeho výsledkem

je tenzor daného řádu. Tenzorový součin značíme „⊗“ a je definovaný jako

aibj = a ⊗ b aijbk = a⊗ b apod.

Tenzorový součin splňuje
a ⊗ b = (b⊗ a)T . (2.3)

2.2.4 Vnější součin
Tento typ součinu funguje mezi vektory a tenzory. Značíme jej „∧“. Vnější

součin je definován jako

a ∧ b = a ⊗ b− (a ⊗ b)T . (2.4)

Jeho výsledkem je obecně tenzor.

2.3 Působení mezi jednotlivými prvky
Pokud budeme chtít zvýraznit působení mezi jednotlivými prvky, použijeme

podtržení této dvojice.
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Skalár na vektor resp. tenzor

Je obvyklé toto působení neznačit ničím, přičemž toto působení proběhne tak,
že skalár vynásobí všechny komponenty vektoru, resp. tenzoru.

Působení mezi vektorem a tenzorem

Toto působení se dá chápat jako tzv. úžení tenzoru. Tedy, pokud působíme
tenzorem druhého řádu na vektor, výsledkem je vektor

a = ai = sijbj = sb

Toto působení nebude značit žádným zvláštním symbolem, jelikož je přirozené.
Pokud nastane situace, že budeme tenzor úžit v první složce, budeme tuto sku-
tečnost značit „∗“, čili

a = aj = bis
ij = b ∗ s (2.5)

Při tomto značení potom platí

a · (sb) =
∑

i

ai
∑
j

sijb
j =

∑
i

∑
j

ais
i
jb
j =

∑
j

∑
i

ais
i
jb
j


slozky

= (a ∗ s) · b,

(2.6)

zde jsme pro větší názornost užili zápis pomocí sum, pro větší přehlednost.

2.4 Operátor nabla a jeho využití
Pomocí operátoru nabla, který značíme „∇“, můžeme zkráceně zapsat gradient,

divergenci i rotaci.

2.4.1 Gradient
Gradient skaláru a, resp. A je definován jako

∂a

∂xi
= ∇x (a) resp. ∂A

∂XI
= ∇X (A) . (2.7)

Zde indexem x,resp. X u nabla ∇ značíme gradient v prostorovém, resp. materi-
álovém popisu (viz následující kapitoly). Toto indexové značení budeme používat
i u všech ostatních operátorů přesně v tomto smyslu. Jak vidíme v (2.7) výsledkem
gradientu skaláru je vektor.

Gradient vektoru a, resp. A je definován analogicky

∂ai

∂xj
= ∇x (a) resp. ∂AI

∂XJ
= ∇X (A) (2.8)

∂aj

∂xi
= ∇T

x (a) resp. ∂AJ

∂XI
= ∇T

X (A) (2.9)

a je to tenzor.
Stejně se definuje i gradient tenzoru. A jak je vidět výše, gradient tenzoru je

tenzor o jedna vyššího řádu.
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V dalších kapitolách se setkáme s následujícím působením

∂ai

∂xj
cj = ∇x (a) c =∣∣∣

konvence

(c · ∇x) (a) (2.10)

∂ai

∂xj
ci = c ∗ ∇x (a) =∣∣∣

konvence

c∇x (a) (2.11)

U vztahu (2.10) výraz ∇x (a) c odpovídá působení tenzoru na vektor, jak bylo ko-
mentováno výše a výraz (c · ∇x) (a) odpovídá často používané konvenci. U vzta-
hu (2.11) výraz c ∗ ∇x (a) odpovídá působení vektoru na tenzor, jak také bylo
komentováno výše a výraz c∇x (a) je pouze konvence, sloužící k lepší čitelnosti.

2.4.2 Divergence
Divergence vektoru a, resp. A je definována jako

∂ai

∂xi
= ∇x · (a) resp. ∂AI

∂XI
= ∇X · (A) (2.12)

a vidíme, že výsledkem je skalár.
Divergence tenzoru a, resp. A je definována jako

∂aij

∂xj
= ∇x · (a) resp. ∂AIJ

∂XJ
= ∇X · (A) (2.13)

∂aij

∂xi
= ∇x ∗ (a) resp. ∂AIJ

∂XI
= ∇X ∗ (A) , (2.14)

přičemž v druhé části značíme působení na první složku tenzoru analogicky jako
v předcházející sekci. Vidíme, že divergence tenzoru je vektor.

2.4.3 Rotace
Rotace vektoru a, resp. A je definována jako

εijk
∂ak

∂xj
= ∇x × (a) resp. εIJK

∂AK

∂XJ
= ∇X × (A) (2.15)

a vidíme, že výsledkem je také vektor.
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Kapitola 3

Základní pojmy

3.1 Zobecněné souřadnice
Základním konceptem klasické mechaniky je tzv. částice1. Pozice částice v pro-

storu je definována tzv. polohovým vektorem r, který má v kartézských sou-
řadnicích složky x, y, z, resp. x1, x2, x3. Odtud vidíme, že pro N částicový sys-
tém musíme k jeho jednoznačnému určení specifikovat N polohových vektorů,
tedy 3N kartézských souřadnic. Počet nezávislých parametrů, které musíme ur-
čit, abychom jednoznačně specifikovali pozici systému v prostoru, nazýváme počet
stupňů volnosti. V případě výše zmíněných kartézských souřadnic je počet stupňů
volnosti roven 3N. Pro popis systému nemusíme vždy nutně používat kartézské
souřadnice.

K popisu systému o s stupních volnosti můžeme použít libovolných s paramet-
rů q1, . . . , qs, pokud kompletně popisují pozici tohoto systému. Těchto s paramet-
rů q1, . . . , qs nazýváme zobecněné souřadnice systému a jejich derivace q̇1, . . . , q̇s
se nazývají zobecněné rychlosti.2

3.2 Rychlost materiálového bodu
Rychlost materiálových bodů P (X) pohybujících se po trajektorii x = χ(X, t)

je v aktuálním (prostorovém) popisu definována jako časová derivace trajektorie
x = χ(X, t), tedy

v = v(x, t) = ∂χ(X, t)
∂t

∣∣∣∣∣
X

(3.1)

Vždy předpokládáme existenci inverzního zobrazení X = X(x, t), pro které platí

I =
[
δij = ∂χi

∂XL
∂XL

∂χj

]
slozky

= ∇X (χ)∇χ (X) . (3.2)

Potom rychlost v soustavě referenční definujeme analogicky

V = V(X, t) = ∂X(x, t)
∂t

∣∣∣∣∣
x

(3.3)

1též materiálový bod v kontextu následujících kapitol
2další, často používaná terminologie těchto s parametrů se nazývá kanonicky sdružené rych-

losti, protože každé souřadnici qi je přiřazena zobecněná rychlost q̇i, ∀i = 1, . . . , N
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a platí

v ≡ ẋ =
[
ei
∂χi

∂t

∣∣∣∣∣
X

= eivi(X, t) = eivi(x, t) = eiVi(X, t)
]
slozky

= V(X, t). (3.4)

Jak je vidět v předcházející rovnici, pro komponenty rychlosti v aktuální konfigu-
raci nezavádíme zvláštní značení i když jednou závisí na x a podruhé na X. Avšak
v konkrétních případech bude tento rozdíl explicitně uveden. Podobně tomu bude
i v případě trajektorie χ a X. Toto značení budeme uvádět pouze tehdy, pokud
budeme chtít zdůraznit, že se jedná právě o trajektorii (zejména v sekci 6.2).
V ostatních případech budeme používat x = x(X, t) a X = X(x, t)

3.2.1 Základní vlastnosti rychlosti
Platí následující identity3

˙∇X (x) =
 ˙∂xk
∂XK

= ∂vk

∂xl
∂xl

∂XK


slozky

= ∇x (v)∇X (x) (3.5)

ḋx =
[

˙dxk = ∂vk

∂xl
dxl

]
slozky

= ∇x (v) dx = ( dx · ∇x) (v) , (3.6)

kde (̇) je materiálová derivace, viz sekce B.1, a kde jsme využili konvenci jako
v (2.10).

Poslední užitečnou identitu získáme materiálovou derivací (3.2), tedy

İ = 0 = ˙∇X (x)∇x (X) = ˙∇X (x)∇x (X) +∇X (x) ˙∇x (X). (3.7)

Opětovným použitím (3.2) a použitím (3.6) dostáváme
˙∇x (X)∇X (x)∇x (X) = − ˙∇X (x)∇x (X)∇x (X) , (3.8)

tedy
˙∇x (X) = − ˙∇X (x)∇x (X) = −∇x (v)∇x (X) . (3.9)

3.3 Princip minimální akce
Hlavním předpokladem tohoto velmi obecného principu je, že každý mecha-

nický systém je definován charakteristickou funkcí

L = L (q1, . . . , qs, q̇1, . . . , q̇s, t) = L (q, q̇, t) . (3.10)

Tato funkce se nazývá Lagrangián. Jak vidíme, jejími parametry jsou zobecněná
poloha q, zobecněná rychlost q̇ a čas t.

Uvažujme systém, který se nachází v časech t1 a t2 na pozicích definovaných
sadou hodnot souřadnic q(1) a q(2). Potom podmínka na pohyb systému mezi
těmito pozicemi je taková, že následující integrál

S =
∫ t2

t1
L (q, q̇, t) dt (3.11)

3ověření jejich platnosti jsou uvedeny v Maršík [2].
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nabývá nejmenší možné hodnoty. Integrál (3.11) se nazývá akce.
Nyní se pokusme zjistit, jaké diferenciální rovnice řeší problém minimalizace

integrálu (3.11). Pro jednoduchost předpokládejme, že systém má pouze jeden
stupeň volnosti a to takový, že je plně určen pouze jednou funkcí q(t).

Nechť je q = q(t) funkce, pro kterou je akce S minimální. Toto znamená, že
akce S roste, pokud q je nahrazeno jakoukoli funkcí ve tvaru

q(t) + δq(t), (3.12)

kde δq(t) (dále jen δq) je malá kdekoli v intervalu (t1, t2). δq se nazývá variace
funkce q. Variace navíc splňuje

δq(t1) = δq(t2) = 0. (3.13)

Změna akce S při nahrazení q za q + δq je

δS ≡
∫ t2

t1
L(q + δq, q̇ + δq̇) dt−

∫ t2

t1
L(q, q̇, t) dt, (3.14)

kde δS nazýváme variace akce4.
Nutnou podmínkou, aby akce S byla minimální, je nulovost variace akce

(δS = 0). Tento princip minimální akce můžeme také zapsat jako

δS = δ
∫ t2

t1
L(q, q̇, t) dt = 0 (3.15)

nebo přesněji jako ∫ t2

t1

(
∂L
∂q
δq + ∂L

∂q̇
δq̇

)
dt = 0. (3.16)

Uvědomíme-li si, že
δq̇ = dδq

dt , (3.17)

můžeme (3.16) s využitím per partes (viz Věta o integraci per partes A.1) zapsat
jako

δS =
[
∂L
∂q̇
δq

]t2
t1

−
∫ t2

t1

(
∂L
∂q
− d

dt

(
∂L
∂q̇

))
δq dt = 0. (3.18)

Z podmínky (3.13) vidíme, že první člen v (3.18) je roven nule. Zbývající integrál
musí být nulový pro všechny variace δq. Toto může být splněno, pouze pokud je
integrand identicky roven nule, tedy pokud

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0. (3.19)

Kdyby systém měl více než jeden stupeň volnosti, muselo by být s různých
funkcí qi(t) v předešlém principu minimální akce variováno nezávisle. Zřejmě
bychom dostali s rovnic ve tvaru

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0 i = 1, . . . , s. (3.20)

4obecně se (3.14) nazývá: první variace
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Tyto rovnice se nazývají Lagrageovy a pro daný lagrangián dostáváme rovnice
pohybu mechanického systému5. Lagrangeovy rovnice se často také zapisují ve
tvaru

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0, (3.21)

kde q je vektor zobecněné polohy a q̇ je vektor zobecněné rychlosti (dále budeme
používat pouze pojmy zobecněná poloha a zobecněná rychlost).

5rovnicemi pohybu mechanického systému nazýváme vztahy mezi zrychlením, rychlostí a sou-
řadnicemi daného systému. Podrobnější rozbor této problematiky je v Landau, Lifshitz [3]
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Kapitola 4

Klasická Lagrangeova mechanika
hmotného bodu

4.1 Zákony zachování
Během pohybu mechanického systému, který se mění v čase, jsou jeho stavy

popsány 2s proměnnými, jak bylo řečeno v sekci 3.1. Konkrétně jsou to zobec-
něná poloha q = (q1, . . . , qs) a zobecněná rychlost q̇ = (q̇1, . . . , q̇s). Funkce těchto
dvou proměnných nazýváme integrály pohybu, pokud jejich hodnota zůstává bě-
hem pohybu konstantní a pokud závisí pouze na počátečních podmínkách. Nej-
větší význam mají ty integrály pohybu, které vycházejí z homogenity a izotropie
prostoru a času. Veličiny reprezentované takovými integrály pohybu se během
pohybu zachovávají.

4.1.1 Homogenita času
Nejdříve uvážíme, jaký zákon zachování je důsledkem homogenity času. Pokud

není uzavřený systém explicitně závislý na čase, nebude ani jeho Lagrangián L
explicitně závislý na čase, tedy platí

L = L(q, q̇). (4.1)

Provedeme-li úplnou časovou derivaci Lagrangiánu (4.1), který není explicitně
závislý na čase, dostaneme

dL
dt = ∂L

∂q
q̇ + ∂L

∂q̇
q̈. (4.2)

Využijeme-li Lagrangeovy rovnice (3.21), které mají tvar

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
q̇ − ∂L

∂q
= 0 (4.3)

a z nich do vztahu (4.2) dosadíme za ∂L
∂q , dostáváme

dL
dt = d

dt

(
∂L
∂q̇

)
q̇ + ∂L

∂q̇
q̈ = (4.4)

= d
dt

(
∂L
∂q̇

q̇
)
. (4.5)
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Vztahy (4.4) a (4.5) můžeme zapsat jako

d
dt

(
∂L
∂q̇

q̇ − L
)

= 0. (4.6)

Odtud nyní vidíme (z rovnice (4.6)), že veličina

E ≡ ∂L
∂q̇

q̇ − L (4.7)

se během pohybu uzavřeného systému zachovává. Jinými slovy můžeme říct, že se
jedná o integrál pohybu, jenž odpovídá homogenitě systému v čase. Tuto veličinu
nazýváme energie.

Pokud si uvědomíme, že obecný Lagrangián pro uzavřený systém má tvar1

L = T (q, q̇)− U(q), (4.8)

kde T je kinetická energie a U je potenciální energie, a uvážíme, že kinetická
energie je kvadratickou funkcí rychlosti2, dostaneme dosazením obecného tvaru
Lagrangiánu (4.8) do vztahu pro energii (4.7) vztah:

E = ∂ (T (q, q̇)− U(q))
∂q̇

q̇ − T (q, q̇) + U(q) = (4.10)

= 2T (q, q̇)− T (q, q̇) + U(q) = T (q, q̇) + U(q). (4.11)

A tedy dostáváme důležitý vztah pro energii

E = T (q, q̇) + U(q). (4.12)

4.1.2 Homogenita prostoru
Druhý zákon zachování plyne právě z homogenity prostoru. Za tohoto před-

pokladu jsou mechanické vlastnosti uzavřeného systému neměnné při paralelním
posunutí3 celého systému v prostoru. Nyní uvažujme právě takové infinitezimální
posunutí ε.

Změna Lagrangiánu L, způsobená tímto infinitezimálním posunutím všech
částic o stejnou hodnotu ε, při konstantních rychlostech částic α, je

δL =
∑
α

∂L
∂rα

δrα = ε
∑
α

∂L
∂rα

, (4.13)

kde rα je polohový vektor částice α a sumace probíhá přes všechny částice α.
Pro libovolné infinitezimální posunutí ε tedy z podmínky homogenity prostoru
(δL = 0) dostáváme

∂L
∂rα

= 0 ∀α = 1, 2, . . . . (4.14)

1Podrobnější komentář viz Landau, Lifshitz [3]
2V obecných kartézských souřadnicích má kinetická energie T tvar

T (r1, r2, . . . ) = 1
2mα(vα)2 α = 1, 2, . . . , (4.9)

kde mα je hmotnost bodu, který má polohu rα a rychlost vα.
3Paralelní posunutí, je taková transformace, při které je každá částice posunuta o stejnou

vzdálenost ve stejném směru, nebo-li polohový vektor r přejde na r + ε
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Pokud využijeme Lagrangeových rovnic (3.21) získáme podmínku

∑
α

d
dt

(
∂L
∂vα

)
= d

dt

(∑
α

∂L
∂vα

)
= 0. (4.15)

Z toho vidíme, že v uzavřenémmechanickém systému, se během pohybu zachovává
vektor

P ≡
∑
α

∂L
∂vα

. (4.16)

Tento vektor nazýváme celková hybnost systému.
Když do vztahu (4.16) dosadíme lagrangián v obecném tvaru (4.8) s kinetickou

energií (4.9) dostaneme celkovou hybnost ve tvaru

P =
∑
α

mαvα. (4.17)

Zde vidíme, že můžeme celkovou hybnost systému určit jako součet hybností jed-
notlivých částic pα = mαvα, a to bez ohledu na to, jestli spolu částice interagují
či nikoliv.

Pokud bychom pohyb popisovali v zobecněných souřadnicích, pak derivaci
Lagrangiánu podle zobecněné rychlosti

p = ∂L
∂q̇

(4.18)

nazýváme zobecněnou hybností a derivaci podle zobecněných souřadnic

F = ∂L
∂q

(4.19)

nazýváme zobecněnou silou.
V této notaci tedy platí

ṗ = F. (4.20)
V kartézských souřadnicích je zobecněná hybnost složkami vektoru pα. Obecně to
neplatí a hybnost je lineární homogenní funkcí zobecněných rychlostí (neredukuje
se na hmotnost a rychlost). Ve výsledku homogenita prostoru implikuje zákon
zachování celkové hybnosti.

4.1.3 Izotropie prostoru
Nyní se podívejme, jaký zákon zachování plyne z izotropie prostoru. Izotropie

znamená, že se mechanické vlastnosti uzavřeného systému nezmění, pokud ho
celý otočíme (dále jen rotujeme) o libovolný úhel. Uvažujme tedy infinitezimální
rotaci systému reprezentovanou vektorem δϕ, jejíž velikost δϕ je dána velikostí
úhlu rotace a jejíž směr je dán směrem osy rotace dle pravidla pravé ruky.

Nejdříve nalezněme výslednou změnu velikosti vektoru, který začíná na ose
a končí v jakékoli částici systému, při průběhu rotace. Změnu, která vznikla jeho
infinitezimální rotací δϕ. Lineární infinitezimální posunutí konce polohového vek-
toru je ve vztahu s úhlem, který svírá polohový vektor s osou rotace, dáno

|δr| = r sin θ δϕ. (4.21)
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Směr δr je kolmý k rovině, kterou tvoří r a δϕ. Tedy platí

δr = δϕ× r. (4.22)

Pokud je systém otočen, nemění se pouze směr polohového vektoru, ale i směr
rychlostí částic. Přitom jsou také všechny ostatní rychlosti transformovány stejně.
Přírůstek rychlosti vztažený k pevné souřadné soustavě je

δv = δϕ× v. (4.23)

Pokud nyní do variace Lagrangiánu

δL =
∑
α

(
∂L
∂rα

δrα + ∂L
∂vα

δvα
)

(4.24)

dosadíme za ∂L
∂vα hybnost pα ze vztahu (4.18), a za ∂L

∂rα derivaci hybnosti ṗα
(viz (4.19) a (4.20)) a využijeme (4.22) společně s (4.23), dostaneme

δL =
∑
α

(ṗα · δϕ× rα + pα · δϕ× vα) = 0. (4.25)

Nyní můžeme díky, vlastnostem vektorového a skalárního součinu, vytknout ze
sumy infinitezimální rotaci δϕ, čímž dostáváme

δL = δϕ
∑
α

(rα × ṗα + vα × pα) = (4.26)

= δϕ
∑
α

(
rα ×

d
dt(pα) + d

dt(rα)× pα
)

= (4.27)

= δϕ
d
dt

(∑
α

rα × pα
)

= 0. (4.28)

Jelikož je δϕ libovolná, vidíme, že d
dt (∑α rα × pα) = 0 a definujeme vektor

M ≡
∑
α

rα × pα, (4.29)

který nazýváme moment hybnosti systému.
Celkově tedy vidíme, že z izotropie prostoru plyne zákon zachování momentu

hybnosti.
Nyní budeme zkoumat, jak se vlastnost (4.29) změní při změně počátku.

Mějme polohové vektory rα a ŕα daného bodu vztažené k dvěma různým počát-
kům, jejichž vzájemná vzdálenost je r0. Platí tedy rα = ŕα+ r0. Důsledkem toho-
to je

M =
∑
α

rα × pα =

=
∑
α

ŕα × pα + r0 ×
∑
α

rα =

= Ḿ + r0 ×P. (4.30)

Z této rovnice můžeme vidět, že moment hybnosti závisí na volbě počátku, pokud
systém jako celek není v klidu.
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4.1.4 Izotropie času
O důsledcích izotropie času nyní hovořit nemůžeme, protože uvažujeme prosto-

ročas definovaný Euklidovskou metrikou, která je na čase nezávislá a tudíž nám
neumožňuje čas rotovat4.

4toto je možné např. v obecné teorii relativity
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Kapitola 5

Mechanika Kontinua

5.1 Zákony bilance
Jak jsme již zjistili výše, základními integrály pohybu v klasické mechanice

pevných bodů jsou celková hybnost, celkový moment hybnosti a celková energie.
Tyto veličiny jsou spolu s Newtonovým pohybovým zákonem nejčastěji používány
v mechanice kontinua. V předchozí sekci jsme tyto integrály pohybu nazývali
zákony zachování ve shodě s historický kontextem. Nyní je však budeme nazývat
bilance.

5.1.1 Obecný zákon bilance
V této sekci odvodíme obecný bilanční zákon pro obecnou extenzivní veliči-

nu Φ(t), která charakterizuje vývoj nějakého systému. V čase t = 0 je systém
v referenčním stavu, ve kterém má objem V0.

V našem vyšetřovaném systému se mohou zároveň vyskytovat nějaké pohy-
bující se plochy nespojitosti1(singulární plochy). Budeme je označovat Ω(X, t)
a ω(x, t). Hustota φ(X, t) bilancované veličiny Φ(t) je v materiálovém popisu
definována jako

φ(X, t) ≡ lim
∆V0→0

∆Φ(t)
∆V0

. (5.1)

Analogicky je definována hustota ϕ(x, t) veličiny Φ(t) v prostorovém popisu vzta-
hem

ϕ(x, t) ≡ lim
∆V→0

∆Φ(t)
∆V . (5.2)

Celková (globální) hodnota veličiny Φ(t) je potom dána jako

Φ(t) =
∫
V0−Ω

φ(X, t) dV =
∫
V−ω

ϕ(x, t) dν. (5.3)

Z experimentu víme, že celková časová změna celkové změny veličiny Φ(t) je
dána buď přítokem, resp. odtokem veličiny do, resp. z tělesa přes jeho hranici
nebo tvořením, které je způsobené nějakým zdrojem, resp. zánikem veličiny Φ(t)
uvnitř tělesa. Toto zapíšeme tzv. základním bilančním vztahem

dΦ(t)
dt = Φ̇ = J (Φ) + P(Φ), (5.4)

1např. rázové vlny nebo trhlinky
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kde J (Φ) představuje celkový tok veličiny Φ celým povrchem tělesa a P(Φ)
představuje celkovou produkci veličiny Φ za jednotku času v celém tělese.

Celkový tok můžeme určit jako integrál přes povrch celého objemu

J (Φ) =
∫
∂V0

J(Φ) · dA =
∫
∂V

j(Φ) · da. (5.5)

Zde J a j jsou tokové hustoty ve smyslu definice (5.1) v prvním případě a ve smys-
lu (5.2) v druhém. Zcela analogicky zavedeme objemovou produkci P(Φ) obje-
movým integrálem

P(Φ) =
∫
∂V0

Σ(Φ) dV =
∫
∂V
σ(Φ) dν, (5.6)

kde Σ(Φ) a σ(Φ) jsou hustoty produkce postupně při materiálovém a prostorovém
popisu.

Vztah mezi hustotami bilancované veličiny Φ, hustotami jejího toku a pro-
dukce je dán transformacemi elementu plochy (B.9) a elementu objemu (B.10).
Dosazením do integrálů (5.5) a (5.6) pro objemové hustoty dostáváme

φ = jϕ a Σ(Φ) = jσ(Φ). (5.7)

Časová derivace rovnice bilance (5.4) má význam materiálové derivace vzta-
hu (5.3), kterou lze vyjádřit za pomoci vztahu (B.20) následovně:

˙∫
V−ω

ϕ dν =
∫
V−ω

∂ϕ

∂t
dν −

∫
∂(V−ω)

ϕv · da +
∫
ω
ϕ
∥∥∥v− u

∥∥∥ · da, (5.8)

kde u(x, t) je rychlost pohybu plochy nespojitosti ω a kde
∥∥∥ · ∥∥∥ označuje skok

nespojitosti2 na ploše ω.
Bilanci veličiny Φ v globálním tvaru (pro celé těleso) při prostorovém popisu

obdržíme dosazením integrálu (5.8) do rovnice (5.4) a užitím Gaussovy věty (A.2).
Pro bilanci tedy platí∫
V−ω

[∂ϕ
∂t

+∇x · (ϕv− j (Φ))−σ(Φ)
]

dν+
∫
ω

∥∥∥ϕ (v− u)− j(Φ)
∥∥∥ · da = 0. (5.10)

V materiálovém popisu po analogických úpravách dostaneme globální zákon
bilance (5.4) ve tvaru∫
V0−Ω

[
Φ̇−∇X · (J (Φ))−Σ(Φ)

]
dV +

∫
Ω

∥∥∥φ (V−U)− J(Φ)
∥∥∥ · dA = 0, (5.11)

kde U je rychlost pohybu plochy nespojitosti Ω.
Nyní odvodíme obecný zákon bilance, platný pro obecný materiálový bod

P v poloze X ∈ V0, a to zmenšováním nějakého obecného objemu ∆V0, který
2definice tohoto skoku pro veličinu a je∥∥a

∥∥ = a|ω+ − a|ω− , (5.9)

kde ω+ resp.ω− jsou dva nepřekrývající se povrchy
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obsahuje bod P . Jde vlastně o limitní proces, kdy ∆V0 → 0. Tím v bodě X
z (5.11) dostaneme

φ̇−∇X · (J (Φ))− Σ(Φ) = 0, pro X ∈ V0 − Ω (5.12)∥∥∥φ (V−U)− J(Φ)
∥∥∥ ·N = 0, pro X ∈ Ω, (5.13)

kde N je vnější normála k Ω. Rovnice (5.12) vyjadřuje zákon lokální bilance
v objemu V0 v materiálovém popisu a rovnice (5.13) vyjadřuje zákon lokální
bilance na singulární ploše Ω v materiálovém popisu.

Zmenšováním objemu V ve vztahu (5.10) dostaneme stejně jako v mate-
riálovém popisu zákon lokální bilance veličiny v prostorovém zápisu, tj.

∂ϕ

∂t
+∇x · (ϕv− j (Φ))− σ(Φ) = 0, pro x ∈ V − ω (5.14)∥∥∥ϕ (v− u)− j(Φ)

∥∥∥ · n = 0, pro x ∈ ω, (5.15)

kde n je vnější normála k ω.

5.1.2 Bilance hmotnosti
V případě předchozí kapitoly 4.1 jsme zákon zachování hmotnosti neuváděli,

jelikož v klasickém Lagrangeově pojetí hmotných bodů je zřejmý. Celková hmot-
nost M systému se během pohybu nemění, zachovává se, a je tedy definovaná
jako součet hmotností jednotlivých částic mα

M ≡
∑
α

mα. (5.16)

Podívejme se, jak tomu je v případě mechaniky kontinua. Nyní za obecnou
extenzivní veličinu Φ uvažovanou v sekci 5.1.1 dosadíme hmotnost m. V souladu
s (5.3) platí pro těleso o objemu V a celkové hmotnosti m vztah

m(t) =
∫
V0
ρ0(X, t) dV =

∫
V
ρ(x, t) dν, (5.17)

kde ρ0 resp. ρ jsou hmotnostní hustoty (dále jen hustoty) v materiálovém a prosto-
rovém popisu. Pokud se celková hmotnost (5.17) s časem nemění a tok hmotnosti
J (m) (5.5), resp. produkce hmotnosti P(m) (5.6) jsou v tělese nulové, platí podle
obecného zákona bilance (5.4) rovnost

˙m(t) =
˙∫

V0−Ω
ρ0(X, t) dV =

˙∫
V−ω

ρ(x, t) dν = 0 (5.18)

vyjadřující globální zákon bilance hmotnosti. Časová derivace má zde význam
materiálové derivace objemového integrálu (B.20). Z rovnic (5.12) a (5.13) plyne
lokální zákon bilance hmotnosti v materiálovém popisu

ρ0(X, t) = konst, pro X ∈ V0 − Ω (5.19)
‖ρ0 (V−U)‖ ·N = 0, pro X ∈ Ω. (5.20)
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V prostorovém zápisu díky (5.14) a (5.15) dostáváme

∂ρ

∂t
+∇x · (ρv) = 0, pro x ∈ V − ω (5.21)

‖ρ (v− u)‖ · n = 0, pro x ∈ ω. (5.22)

Z vlastností materiálové derivace (B.1) a z definice rychlosti materiálového bo-
du (3.1) dostaneme druhou variantu zápisu lokálního zákona bilance hmotnosti
(5.21) ve tvaru

ρ̇+ ρ∇x · (v) = 0, pro x ∈ V − ω. (5.23)

Ze zákona bilance (5.18) s využitím vlastnosti transformace objemového ele-
mentu (B.10) platí

ρ0 = jρ. (5.24)

Hustota je tzv. objektivní skalár, tzn. že se její velikost při přechodu od jedné
soustavy souřadnic k druhé v rámci nerelativistické mechaniky nemění. Její vlast-
nosti jsou důsledkem pohybu tělesa jako celku.

5.1.3 Bilance hybnosti
Celková hybnost tělesa (systému) s počátečním objemem V0 je definována∫

V0−Ω
ρ0(X) v(X, t) dV =

∫
V−ω

ρ(x) v(x, t) dν (5.25)

ve shodě s tím, jak jsme zjistili v 4.1.2. Jde o extenzivní veličinu, jejíž hustota
je v materiálovém popisu ρ0v a v prostorovém popisu ρv, přičemž rychlost je
definována vztahem (3.1). Tato bilance hybnosti je ve skutečnosti Newtonův zá-
kon, tzn. rovnováha setrvačné síly tělesa se všemi ostatními silami působícími na
těleso3. Působící síly mají původ vzniku buď uvnitř tělesa, tzv. vnitřní síly, nebo
vně tělesa, tzv. vnější síly.

Projeví-li se působení sil jenom na materiálových bodech na povrchu tělesa,
mluvíme o silách povrchových. Silové působení na těleso přes jeho povrch je vy-
jádřeno povrchovým integrálem∫

∂V0−Ω
TρN(X, t) dA =

∫
∂V−ω

tρn(x, t) da, (5.26)

kde TρN(X, t) je hustota povrchových sil vztažená na jednotku povrchu ∂V0 da-
ného tělesa s normálou N v materiálovém popisu, a kde tρn(x, t) je analogicky
hustota povrchových sil vztažená na jednotku povrchu ∂V daného tělesa s nor-
málou n v prostorovém popisu.

Výše uvedené vektory hustoty povrchových sil jsou generovány Cauchyovým
tenzorem napětí v následujícím smyslu4:

Z podmínky rovnováhy sil v prostorovém popisu plyne

t(n) =
[
tknk

]
slozky

=∣∣∣
konvence

τ · n. (5.27)

3Tento Newtonův zákon se také formuluje tak, že těleso, na něž nepůsobí žádná vnější síla,
zůstane v klidu nebo v rovnoměrném přímočarém pohybu

4Podrobnější diskuze těchto vlastností je uvedena v Maršík [2]
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Skalárním vynásobením (5.27) bázovým vektorem ei přepíšeme podmínku rovno-
váhy na tvar

tρn ≡
[
ti(n) =

(
tkei

)
nk = tkink

]
slozky

= t ∗ n. (5.28)

Zde jsme použili působení vektoru na první složku tenzoru pomocí „∗“, viz kapi-
tola 2. Zároveň vidíme jakým způsobem je definována hustota povrchových sil
tρn za pomoci složek Cauchyova tenzoru t =

[
tki
]
slozky

.
Analogicky pro materiálový popis má podmínka rovnováhy tvar

T(N) =
[
TKNK

]
slozky

=∣∣∣
konvence

Γ ·N, (5.29)

což můžeme přepsat jako výše na tvar

TρN ≡
[
T I(N) =

(
TKei

)
NK = TKiNK

]
slozky

= T0 ∗N. (5.30)

Tento tenzor T0 = TKi(X.x, t) závisí jak na materiálových souřadnicích X, tak
i na prostorových (aktuálních) souřadnicích x, jelikož rychlost (3.1) i hybno-
sti (5.25) jsou v našem případě definovány pouze v aktuální konfiguraci. Dosaze-
ním vztahů (5.28) a (5.30) do povrchových integrálů (5.33) a využitím transfor-
mačních vlastností elementů plochy (B.9) dostáváme

T0(X,x, t) =
[
TKi(XK , xk, t) = j

∂XK

∂xk
tki(xm, t)

]
slozky

= j∇x (X) t(x, t). (5.31)

Tenzor se nazývá Piolův-Kirchhoffův tenzor pseudonapětí a právě vztah (5.31)
vyjadřuje jeho relaci k Cauchyovu tenzoru napětí t.

Pro popis materiálových vlastností často potřebujeme veličinu nezávislou na
pohybu a tou je tenzor napětí v materiálovém popisu

T (X, t) =
[
TKI(XM , t) = ∂XI

∂xi
TKi(XM , xm, t)

]
slozky

= T0(X,x, t)∇T
x (X) =

=
[
j
∂XK

∂xk
∂XI

∂xi
tki
]
slozky

= j∇x (X) t(x, t)∇T
x (X) . (5.32)

Tento tenzor nazýváme druhý Piolův-Kirchhoffův tenzor a společně s Cauchyho
tenzorem t(x, t) reprezentují tokové hustoty J(Φ) a j(Φ) toku hybnosti (5.25).

Nyní s využitím (5.28) a (5.30) můžeme přepsat vyjádření celkového silového
působení povrchových sil do tvaru integrálu∫

∂V0−Ω
T0 ∗N dA =

∫
∂V−ω

t ∗ n da,∫
∂V0−Ω

T0 ∗ dA =
∫
∂V−ω

t ∗ da, (5.33)

kde T0 je tedy první Piolův-Kirchhoffův tenzor (5.31) a je k druhému Piolovu-
Kirchhoffovu tenzoru vázán transformačními vlastnostmi (5.32).

Posledním příspěvkem k celkové bilanci hybnosti je její produkce (5.6). Tu
vyjádříme následovně za pomoci objemových integrálů∫

VO−Ω
ρ0F dV =

∫
V−ω

ρf dν. (5.34)
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Zdroje, či propady hybnosti jsou způsobeny vlivem vnější objemových sil F v ma-
teriálovém, resp. f v prostorovém popisu a hustoty produkce hybnosti Σ(Φ)
a σ(Φ) jsou rovny ρ0F a ρf .

Objemové síly mají svůj původ ve vnějších polích a neinerciálnosti systému.
V důsledku těchto sil je hybnost neobjektivní veličina. Proto je při změně inerciál-
ní soustavy potřeba započíst případné „zdánlivé“ síly, jako např. dostředivou,
Coriollisovu a Eulerovu sílu5. Tato neobjektivnost je odstraněna principem kova-
riance v obecné teorii relativity (viz např. Kuchař [4]).

Dosadíme-li globální veličiny (5.25), (5.33) a (5.34) do obecného zákona bi-
lance (5.4) obdržíme zákon bilance ve tvaru∫

V0−Ω
ρ0v̇ dV =

∫
∂V0−Ω

T0 ∗ dA +
∫
V0−Ω

ρ0F dV (5.35)

v materiálovém popisu. V prostorovém popisu, s využitím zákonu bilance hmot-
nosti (5.18) dostáváme∫

V−ω
ρv̇ dν =

∫
∂V−ω

t ∗ da +
∫
V−ω

ρf dν. (5.36)

Lokální tvar zákona bilance hybnosti v materiálovém popisu (5.12), (5.13) je

ρ0(v̇− F)−∇X ∗ (T0) = 0, pro X ∈ V0 − Ω, (5.37)∥∥∥ρ0v⊗ (V−U)
∥∥∥ ·N− ∥∥∥T0

∥∥∥ ∗N = 0, pro X ∈ Ω. (5.38)

Zcela analogicky pro zákon bilance hybnosti v prostorovém popisu podle
(5.14), (5.15) platí:

∂ρv
∂t

+∇x · (ρv⊗ v)−∇x ∗ (t)− ρf = 0, pro x ∈ V − ω, (5.39)∥∥∥ρv⊗ (v− u)
∥∥∥ · n− ∥∥∥t∥∥∥ ∗ n = 0, pro x ∈ ω. (5.40)

5.1.4 Bilance momentu hybnosti
Hustotu momentu hybnosti definujeme jako vnější součin 6 polohového vektoru

r ≡ x− y0 a vektoru hybnosti ρv, tj.

r ∧ ρ v = ρ r ∧ v = ρ (r⊗ v− v⊗ r) . (5.41)

Globální moment hybnosti tělesa o objemu V0 k bodu y0 = y0(Y0) je dán inte-
grály (5.3), které mají v tomto případě tvar∫

V0−Ω
ρ0 (x(X, t)− y0(Y0)) ∧ v(X, t) dV =

=
∫
V0−Ω

ρ0 r(X, t,Y0) ∧ v(X, t) dV =
∫
V−ω

ρ r ∧ v(x, t) dν. (5.42)

5podrobnější komentář je možné najít v C5 v Maršík [2]
6Nejčastěji se moment hybnosti definuje pomocí vektorového součinu, jako např. v Br-

dička [5]. Zde však využijeme právě vnější součin (viz 2.2.4), který má lepší vlastnosti vůči
změně souřadné soustavy. Vnější součin se při této změně transformuje jako antisymetrický
tenzor, zatímco vektor generovaný vektorovým součinem je vektor axiální, který se transfor-
muje podle pravidel jemu náležících
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Zde je vidět rovnost mezi materiálovým (první dva integrály) a prostorovým
(poslední integrál) popisem. Je zřejmé, že velikost momentu hybnosti (5.42) závisí
na volbě bodu Y0, resp. y0

7 a na volbě souřadné soustavy (jako moment hybnosti
na konci sekce 4.1.3) a 5.1.3. Z toho plyne, že se jedná o veličinu neobjektivní.
V případě změny vztažného bodu y0 a souřadné soustavy je třeba vzít v úvahu
případné dodatečné síly F, resp. f , jako v kapitole 5.1.3.

Moment vnějších povrchových sil k bodu y0 je s ohledem na jejich velikost
(5.30) a (5.28) dán integrály∫

V0−Ω
r ∧ Γ dA =

[∫
V0−Ω

[
r ∧TK

]ij
dAK

]
slozky

=
∫
V−ω

r ∧ τ da, (5.43)

které reprezentují tok momentu hybnosti, přičemž vzájemné působení zvýrazňu-
jeme podržením příslušných prvků dané dvojice. Podobně pak vnější objemové
integrály působí momentem

∫
V0−Ω

ρ0 r ∧ F dV +
∫
V0−Ω

ρ0M dV =

=
∫
V−ω

ρ r ∧ f da +
∫
V−ω

ρm dν (5.44)

odpovídajícím celkové produkci momentu hybnosti. U některých materiálů může
existovat další produkce momentu hybnostiM, resp. m, kterou jsme zahrnuli do
objemových integrálů (5.44). Tyto materiály, jenž mají nenulovéM, resp. m, se
nazývají polární. Všimneme-li si, že veličiny (5.42), (5.43) a (5.44) jsou postupně
(5.3), (5.5) a (5.6) v obecném zákonu bilance (5.4) je integrální tvar zákona bilance
momentu hybnosti v materiálovém popisu roven

˙∫
V0−Ω

ρ0 r ∧ v dV −
∫
∂V0−Ω

r ∧ Γ dA−
∫
V0−Ω

ρ0 (r ∧ F +M) dV = 0. (5.45)

V prostorovém popisu pak píšeme
˙∫

V−ω
ρ r ∧ v dν −

∫
∂V−ω

r ∧ τ da −
∫
V−ω

ρ (r ∧ f + m) dν = 0. (5.46)

Lokální tvar zákona bilance momentu hybnosti vyjádříme podle obecného
vztahu (5.12) s využitím definice rychlosti (3.1) a vlastnosti vnějšího součinu
(v ∧ v = 0) ve tvaru

ρ0 [r ∧ (v̇− F)]− ρ0M−∇X · (r ∧ Γ) = 0. (5.47)

Pokud zákon bilance hybnosti (5.37) vynásobíme vnějším součinem vektorem r,
lze rovnici (5.47) upravit na tvar

[r ∧∇X · (T )]− ρ0M−∇X · (r ∧ Γ) =
= −

[
∇X (x) ∧ Γ

]
− ρ0M = 0,

pro X ∈ V0 − Ω, (5.48)∥∥∥ρ0 (r ∧ v)⊗ (V−U)− r ∧ Γ
∥∥∥N = 0,

pro X ∈ Ω. (5.49)
7často Y0 = y0
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Rozepsáním vnějšího součinu v (5.48) dostáváme další často používanou podobu
lokálního tvaru zákona bilance momentu hybnosti v materiálovém popisu ve slož-
kovém zápisu

∂xj

∂XK
TKi − ∂xi

∂XK
TKj = ρM ij pro X ∈ V0 − Ω. (5.50)

Užijeme-li transformační vztahy (5.24) a (5.31), dostaneme vyjádření v pro-
storovém popisu ve tvaru

t− tT = ρm pro x ∈ V − ω. (5.51)

Odtud vidíme, že lokální tvar zákona bilance momentu hybnosti pro nepolární
materiály vede v prostorovém popisu k podmínce symetrie tenzoru, tj.

t = tT , pro x ∈ V − ω (5.52)

a k rovnováze povrchových sil∥∥∥ρ (r ∧ v)⊗ (v− u)− r ∧ τ
∥∥∥n = 0, pro x ∈ ω. (5.53)

V případě polárních materiálů platí rovnost (5.51).

5.1.5 Bilance mechanické energie
Pokud skalárně vynásobíme rovnice bilance hybnosti (5.37) a (5.39) rychlostí

materiálového bodu v, získáme lokální tvar bilance mechanické (často také nazý-
vané pohybové) energie. V materiálovém popisu pak platí

1
2ρ0

˙|v|2 −∇X ∗ (T0) · v− ρ0F · v = 0 (5.54)

a v prostorovém popisu

1
2
∂(ρ |v|2)

∂t
+ 1

2∇x ·
(
ρ |v|2 v

)
−∇x ∗ (t) · v− ρf · v = 0. (5.55)

Při úpravě rovnice (5.55) jsme použili bilance hmotnosti (5.21).
Bilanci mechanické energie je možné zapsat i pro celé těleso (systém). Rovnice

(5.54) a (5.55) upravíme tak, aby byly podobné rovnicím bilance (5.37) a (5.39),
tj. využitím Leibnizova pravidla (derivace součinu) dostáváme

1
2ρ0

˙|v|2 −∇X · (T0v) + T0 · ∇T
X (v)− ρ0F · v = 0, (5.56)

resp.

1
2
∂(ρ |v|2)

∂t
+∇x ·

(1
2ρ |v|

2 v− tv
)

+ t · ∇T
x (v)− ρf · v = 0. (5.57)

Po integraci přes objemV0 dostáváme zákon bilance celkové mechanické energie
v materiálovém popisu∫
V0−Ω

1
2ρ0

˙|v|2 dV −
∫
∂V0−Ω

(T0v) · dA +
∫
V0−Ω

(
T0 · ∇T

X (v)− ρ0F · v
)

dV = 0.
(5.58)
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Analogicky v prostorovém popisu∫
V−ω

1
2ρ

˙|v|2 dν −
∫
∂V−ω

(tv) · da +
∫
V−ω

(
t · ∇T

x (v)− ρfv
)

dν = 0. (5.59)

Jednotlivé členy v rovnicích (5.58) a (5.59) mají následující fyzikální interpretaci.
První člen je roven celkové změně kinetické energie tělesa. Druhý člen vyjadřuje
tok mechanické energie do tělesa jeho povrchem. Třetí člen vyjadřuje celkovou
produkci mechanické energie v tělese. Ta je způsobena napětím uvnitř (vnitřní
procesy, které v tělese probíhají, např. proudění, chemické reakce, fázové pře-
chody) tělesa a vlivem vnějších objemových sil.

5.1.6 Bilance celkové energie
V každém reálném tělese (systému) existuje vedle mechanické energie, jejíž

hustota je dle (5.59) rovna ρ |v|2, ještě energie vnitřní s hustotou ρu. Celková
energie systému je potom rovna součtu těchto dvou energií∫

V0−Ω
ρ0

(1
2 |v|

2 + u
)

dV =
∫
V−ω

ρ
(1

2 |v|
2 + u

)
dν. (5.60)

Celkový tok energie do systému jeho povrchem, za předpokladu pouze mecha-
nické a tepelné interakce s okolím, je dán integrály∫

∂V0−Ω
((T0v)−Q) · dA =

∫
∂V−ω

((tv)− q) · da (5.61)

Zde Q, resp. q jsou tepelné toky v materiálovém, resp. prostorovém popisu. Zna-
ménko mínus před tepelnými toky označuje teplo dodané do tělesa.

Celková produkce energie v tělese je způsobena vnějšími objemovými silami
a také dalšími, zatím blíže nespecifikovanými vnějšími energetickými vlivy, které
jsou doprovázeny absorpcí nebo emisí zářivé energie, které značíme Q̃, resp. q̃.
Tudíž platí ∫

V0−Ω
ρ0
(
(F · v) + Q̃

)
dV =

∫
V−ω

ρ ((f · v) + q̃) dν. (5.62)

Dosazením (5.60), (5.61) a (5.62) do základního bilančního vztahu (5.4) dosta-
neme integrální tvar bilance celkové energie v materiálovém popisu∫

V0−Ω
ρ0

(1
2

˙|v|2 + u̇
)

dV −
∫
∂V0−Ω

((T0v)−Q) · dA−

−
∫
V0−Ω

ρ0
(
(F · v) + Q̃

)
dV = 0 (5.63)

a pomocí vztahů (5.12) a (5.13) dostáváme lokální tvar bilančního vztahu celkové
energie v materiálovém popisu ve tvaru

ρ0

(1
2

˙|v|2 + u̇
)
−∇X · ((T0v)−Q)− ρ0

(
(F · v) + Q̃

)
= 0,

pro X ∈ V0 − Ω, (5.64)∥∥∥∥(1
2ρ0|v|2 + u

)
(V−U)− ((T0v)−Q)

∥∥∥∥ ·N = 0,

pro X ∈ Ω. (5.65)
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Analogicky odvodíme integrální tvar bilance celkové energie v prostorovém
popisu

˙∫
V−ω

ρ
(1

2 |v|
2 + u

)
dν −

∫
∂V−ω

((tv)− q) da−
∫
V−ω

ρ (f · v + q̃) dν = 0, (5.66)

přičemž pomocí (5.14) a (5.15) dostáváme lokální tvar bilančního vztahu celkové
energie v prostorovém popisu ve tvaru

∂

∂t

[
ρ
(1

2 |v|
2 + u

)]
+∇x ·

(
ρ
(1

2 |v|
2 + u

)
v− (tv) + q

)
− ρ (f · v + q̃) = 0,

pro x ∈ V − ω,
(5.67)∥∥∥∥(1

2ρ|v|
2 + u

)
(v− u)− ((tv)− q)

∥∥∥∥ · n = 0,

pro x ∈ ω .
(5.68)

Bilanci vnitřní energie, která reprezentuje I. zákon termodynamiky, získáme
tak, že od rovnice (5.63),resp. (5.66) odečteme rovnici bilance mechanické energie
(5.58), resp. (5.59). Ta má potom tvar∫

V0−Ω
ρ0u̇ dV +

∫
∂V0−Ω

Q · dA−
∫
V0−Ω

(
T0 · ∇T

X (v) + Q̃
)

dV = 0, (5.69)

resp.

˙∫
V−ω

ρu dν +
∫
∂V−ω

q · da −
∫
V−ω

(
t · ∇T

x (v) + q̃
)

dν = 0. (5.70)

Lokální bilance vnitřní energie je s ohledem na (5.12), (5.13) dána v materiálovém
zápisu vztahem

ρ0u̇+∇X · (Q)− T0 · ∇T
X (v)− Q̃ = 0, pro X ∈ V0 − Ω, (5.71)∥∥∥ρ0u (V−U) + Q

∥∥∥ ·N = 0, pro X ∈ Ω. (5.72)

Analogicky podle (5.14), (5.15) obdržíme v prostorovém zápisu

∂ρu

∂t
+∇x · (ρuv + q)− t · ∇T

x (v)− q̃ = 0, pro x ∈ V − ω, (5.73)∥∥∥ρu (v− u) + q
∥∥∥ · n = 0, pro x ∈ ω. (5.74)

5.1.7 Bilance entropie
Entropie S je extenzivní veličina, která charakterizuje jak makroskopický stav

systému, tak i procesy v něm probíhající (podrobněji viz kapitoly 5.1 a 5.2 v Mar-
šík [2]). Je zavedena například Clausiovou nerovností

dQ
T
≤ dS, (5.75)

kde dQ je změna tepla, T je teplota Podrobnější důsledky této nerovnosti jsou
k nalezení v kapitolách 7 a 11 v Maršík [2].
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Vyjdeme z obecného zákona bilance (5.3) a definujeme celkovou entropii sys-
tému

S =
∫
V0−Ω

ρ0(X)s(X, t) dV =
∫
V−ω

ρ(x, t)s(x, t) dν, (5.76)

přičemž s je specifická entropie vztažená k jednotce obejmu systému (tělesa).
Nyní předpokládejme, že Clausiova nerovnost (5.75) platí pro každý mate-

riálový bod, a že dQ je celkové množství tepla, které tento materiálový bod
vyměňuje při teplotě T se svým okolím. Potom zobecnění Clausiovy nerovnosti
na celý systém (těleso) je s využitím ds = ṡ v materiálovém popisu dáno

∫
V0−Ω

ρ0ṡ dV ≥ −
∫
∂V0−Ω

Q
T

dA +
∫
V0−Ω

Q̃

T
dV (5.77)

a v popisu prostorovém

˙∫
V−ω

ρs dν ≥ −
∫
∂V−ω

q
T

da +
∫
V−ω

q̃

T
dν. (5.78)

Celkovou produkci entropie definujeme tak, aby vyhovovala předchozím dvěma
nerovnostem (5.77) a (5.78), tj.

P(S) =
∫
V0−Ω

Σ(S) dV =
∫
V − ωσ(S) dν ≥ 0, (5.79)

kde
Σ(S) = ρ0ṡ+∇X ·

(Q
T

)
− Q̃

T
≥ 0, pro X ∈ V0 − Ω, (5.80)

resp.
σ(S) = ρṡ+∇x ·

(q
T

)
− q̃

T
≥ 0, pro x ∈ V − ω (5.81)

jsou hustoty produkce entropie v materiálovém, resp. prostorovém popisu. Dvě
poslední nerovnosti ((5.80),(5.81)) reprezentují lokální tvar bilance entropie a na-
zývají se často Clausiovy - Duhemovy.

Zákon bilance celkové entropie systému (5.76) je podle obecného vztahu (5.4)
roven

Ṡ − J (S) = P(S) ≥ 0. (5.82)
Tedy v materiálovém popisu je s ohledem na (5.77) a (5.79) roven

˙∫
V0−Ω

ρ0s dV = −
∫
∂V0−Ω

Q
T
· dA +

∫
V0−Ω

Q̃

T
dV +

∫
V0−Ω

Σ(S) dV . (5.83)

V popisu prostorovém pak platí

˙∫
V−ω

ρ0s dν = −
∫
∂V−ω

q
T
· da +

∫
V−ω

q̃

T
dν +

∫
V−ω

σ(S) dν. (5.84)

Porovnáním s obecným zákonem bilance (5.82) vidíme, že velikost toku entropie
do tělesa (znaménkem mínus je vyjádřen tok proti směru vnější normály povrchu
tělesa) je

J (S) = −
∫
∂V0−Ω

Q
T
· dA +

∫
V0−Ω

Q̃

T
dV = −

∫
∂V−ω

q
T
· da +

∫
V−ω

q̃

T
dν. (5.85)
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Pokud zanedbáme absorpce (resp. emise) zářivé energie, mají hustoty toku ent-
ropie tvar

J(S) = −Q
T

, resp. j(S) = −q
T
. (5.86)

Bilance entropie na ploše nespojitosti je díky (5.83), (5.84) a (5.13), (5.15)
dána nerovnicemi∥∥∥ρ0s(V−U)− J(S)

∥∥∥ ·N ≥ 0, pro X ∈ Ω, (5.87)∥∥∥ρs(v− u)− j(S)
∥∥∥ · n ≥ 0, pro x ∈ ω. (5.88)

Vidíme, že při průchodu plochy nespojitosti (např. rázová vlna), prostředím ent-
ropie prostředí nikdy neklesne.

Produkci entropie (5.80) můžeme vyloučením zdrojů tepla ∇X · (Q)− Q̃ po-
mocí zákona bilance vnitřní energie (5.71) a po formálních úpravách vyjádřit
v materiálovém popisu ve tvaru nerovnosti

Σ(S) = ρ0

(
ṡ− u̇

T

)
+ (Q · ∇X)

( 1
T

)
+ 1
T
T0 · ∇T

X (v) ≥ 0. (5.89)

V prostorovém popisu, analogicky vzhledem k (5.73) a (5.21)

σ(S) = ρ

(
ṡ− u̇

T

)
+ (q · ∇x)

( 1
T

)
+ 1
T
t · ∇T

x (v) ≥ 0. (5.90)

Na místo těchto posledních dvou nerovností se často definují nerovnosti

Π = TΣ(S) = ρ0 (T ṡ− u̇) + 1
T

(Q · ∇X) (T ) + T0 · ∇T
X (v) ≥ 0 (5.91)

π = Tσ(S) = ρ (T ṡ− u̇) + 1
T

(q · ∇x) (T ) + t · ∇T
x (v) ≥ 0 (5.92)

vyjadřující hustotu disipované energie. Tato veličina má rozměr energie. Nerov-
nosti (5.89) - (5.92) jsou tzv. fundamentální termodynamické nerovnosti a repre-
zentují současnou nejobecnější formulaci II. zákona termodynamiky pro jedno-
složkový systém (těleso).
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Kapitola 6

Pohybové rovnice pro tekutiny

6.1 Analogie k mechanice
Nejdříve ukážeme, že v aktuální konfiguraci (prostorový popis) se vyskytují

kromě klasické objemové síly f = −∇x (Φ), která je vyvolána potenciální ener-
gií, i další síly. Ty v případě izotropního systému, kterým tekutiny jsou, souvisí
s gradientem tlaku ∇x (p), popřípadě s elasticitou prostou ∇ (t), kde t je ten-
zor elastických napětí, jak bylo zmíněno již výše. Vyjdeme z rovnováhy sil (5.39)
v jednotce objemu V a za obecnou objemovou sílu dosadíme f = −∇x (Φ). Pak
dostáváme

∂ρv
∂t

+∇x · (ρv⊗ v)−∇x ∗ (t) + ρ∇x (Φ) = 0, (6.1)

což můžeme přepsat na tvar

∂ρv
∂t

+∇x · (ρv⊗ v) = ∇x ∗ (t)− ρ∇x (Φ) . (6.2)

Upravíme levou stranu rovnice (6.2) pomocí Leibnizova pravidla

∂ρv
∂t

+∇x · (ρv⊗ v) =

= ρ
∂v
∂t

+ ∂ρ

∂t
v + ρ (v · ∇x) (v) +∇x · (ρv) v.

Toto přerovnáme na tvar

ρ
∂v
∂t

+ v
(
∂ρ

∂t
+∇x · (ρv)

)
+ ρ (v · ∇x) (v) (6.3)

a s využitím zákona zachování hmotnosti v prostorovém popisu

∂ρ

∂t
+∇x · (ρv) = 0

dostáváme
ρ
∂v
∂t

+ ρ (v · ∇x) (v) . (6.4)
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S využitím identity1

(v · ∇x) (v) = 1
2∇x

(
|v|2

)
− v×∇x × (v) (6.5)

nakonec levou stranu rovnice (6.2) do tvaru

ρ

(
∂v
∂t

+ 1
2∇x

(
|v|2

)
− v×∇x × (v)

)
. (6.6)

S využitím této levé strany dostáváme

∂v
∂t

+∇x (ε) = v×w + 1
ρ
∇x ∗ (t) , (6.7)

kde ε = 1
2 |v

2|+ Φ je celková energie daného materiálového bodu a w ≡ ∇x× (v)
je veličina zvaná vířivost.

Pokud nyní vztah (6.7) porovnáme s klasickým výsledkem Hamiltonovy mecha-
niky pro systém o hmotnosti 1 kg

∂v
∂t

+∇x (h) = 0, (6.8)

kde h = 1
2 |v

2| + Φ je hamiltonián vztažený na 1 kg, který je součtem kinetické
a potenciální energie systému, zjistíme, že

∂v
∂t

+∇x (h) = ∂v
∂t

+∇x (ε) = 0 , tedy h = ε (6.9)

a celkově vidíme že dodatečná síla je pravá strana (6.7), čili

v×w + 1
ρ
∇x ∗ (t) . (6.10)

Tato síla je důsledkem pohybu materiálového bodu v materiálovém kontinuu a lze
interpretovat jako důsledek povrchových sil (analogicky tenzoru napětí t).

6.2 Pohybové rovnice pro tekutiny
V této sekci budeme zkoumat jaké důsledky pro nás bude mít extermalizace

funkcionálu akce S, který je v diskrétním případě definován vztahem (3.11).
V případě mechaniky kontinua má akce tvar

S =
∫ t2

t1

∫
V
ρ(x, t)l(x, t) dν dt, (6.11)

1zde jsme použili (2.1): a × (b× c) = (a · c)b− (a · b)c. V našem případě máme

v×∇× v =
[
εijkε

klmvj
∂

∂xl
vm = (δliδmj − δmi δlj)vj

∂

∂xl
vm = vj

∂vj
∂xi
− vj ∂vi

∂xj

]
slozky

=

= 1
2∇x

(
|v|2

)
− (v · ∇x) (v)
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kde l(x, t) je specifická hustota Lagrangiánu. Tento funkcionál (6.11) zcela analogi-
cky jako (3.11) v případě klasické mechaniky popisuje dynamiku kontinua složené-
ho z materiálových bodů P (X), které se pohybují po trajektorii x = χ(X, t).

Specifickou hustotu Lagrangiánu definujeme l následovně

l(x, t) ≡ 1
2
∣∣∣v2(x, t)

∣∣∣− Φ(x)− u(s(x, t), ρ(x, t))−X · β̇ββ, (6.12)

kde u(s(x, t)ρ(x, t)) je vnitřní energie tekutiny a závisí jak na hustotě ρ(x, t)
tak i na entropii s(x, t), βββ je vektor zrychlení vyvolaný interakcí (tzv. třením)
a skalární součin X · β̇ββ má potom význam energie interakce materiálového bodu
v místě x s okolím. Materiálové body X = X(x, t) procházejí geometrickým bodem
x a třením odebírají či dodávají okolnímu prostředí energii.

Jelikož zákony dynamiky materiálového kontinua musí platit pro každý mate-
riálový bod, provedeme variaci funkcionálu (6.11), jako v sekci 3.3, vůči nezávisle
proměnným trajektoriím x = χ(X, t) těchto bodů2, čili

δS = δ
(∫ t2

t1

∫
V
ρ(χ, t)l(χ, t) dν dt

)
. (6.13)

Když uvážíme pevný integrační objem (t1, t2)× V máme

δS =
∫ t2

t1

∫
V
δ (ρ(χ, t)l(χ, t)) dν dt. (6.14)

Nyní budeme zkoumat integrand předchozího vztahu. Ten lze upravit na tvar

δ (ρ(χ, t)l(χ, t)) = δ (ρl) = ρδl + lδρ. (6.15)

Variace prvního členu (6.15) je

ρδl = ρδ
(1

2
∣∣∣v2
∣∣∣− Φ− u−X · β̇ββ

)
=

= ρ
(
δ
(1

2
∣∣∣v2
∣∣∣)− δΦ− δu− δ(X · β̇ββ)

)
=

= ρ
(
v · δv− δΦ− δu− δX · β̇ββ −X · δβ̇ββ

)
, (6.16)

kde

δΦ = δΦ(χ) =
[
δΦ(χi) = ∂Φ

∂χi
δχi

]
slozky

= ∇χ (Φ) · δχ (6.17)

δu = δu(s(χ), ρ(χ)) =
(
∂u

∂s

)
ρ

∂s

∂χ
· δχ+

(
∂u

∂ρ

)
s

∂ρ

∂χ
· δχ

=
(∂u

∂s

)
ρ

∇χ (s) +
(
∂u

∂ρ

)
s

∇χ (ρ)
 · δχ (6.18)

2dále budeme používat značení χ ke zvýraznění faktu, že se jedná o trajektorii
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a kde

δX = δ(X(χ)) =
[
δ(XL(χi)) = ∂XL

∂χi δχ
i
]

slozky
= ∇χ (X) δχ (6.19)

δβββ = δβββ(χ) = ∇χ (βββ) δχ (6.20)

δβ̇ββ = δ

(
∂βββ

∂t
+ (v · ∇x) (βββ)

)
= δ

(
∂βββ

∂t

)
+ δ ((v · ∇x) (βββ)) =

= ∂δβββ

∂t
+ (δv · ∇x) (βββ) + (v · ∇x) (δβββ) =

= ∂δβββ

∂t
+∇x (βββ) δ(v) + (v · ∇x) (δβββ) . (6.21)

Poslední vztah můžeme užitím Leibnizova pravidla upravit

ρX · δβ̇ββ = ρX ·
(
∂δβββ

∂t
+∇x (βββ) δ(v) + (v · ∇x) (δβββ)

)
=

=
[
∂ρ(X · δβββ)

∂t
− ∂ρX

∂t
· δβββ

]
+ ρX · (∇x (βββ) δ(v)) +

+ [∇x · (ρ(X · δβββ)v)−∇x ∗ (ρv⊗X) · δβββ] =

= ∂ρ(X · δβββ)
∂t

+∇x · (ρ(X · δβββ)v)−
(
∂ρ

∂t
+∇x · (ρv)

)
(X · δβββ)−

− ρ
(
∂X
∂t

+ (v · ∇x) (X)
)
· δβββ + ρX · (∇x (βββ) δ(v)) (6.22)

S ohledem na Gibbsovu definici entropie zavedeme teplotu T a statistic-
ký tlak p (vztahy (8.122) a (8.20) v Maršík [2]) platí(

∂u

∂s

)
ρ

= T a
(
∂u

∂ρ

)
s

= p

ρ2 . (6.23)

Celkově tedy dosazením vztahů (6.17) - (6.22) do (6.16) s využitím (6.23) dostá-
váme

ρδl = ρ

[
−β̇ββ∇χ (X)−∇χ (Φ)− T∇χ (s) + p

ρ2∇χ (ρ)
]
· δχ+

+ ρ
[
v−X∇x

(
βββ
)]
· δv +

[
∂ρ

∂t
+∇x · (ρv)

]
(X · δβββ)+

+ ρ

[
∂X
∂t

+ (v · ∇x) (X)
]
· δβββ − ∂ρ(X · δβββ)

∂t
+∇x · (ρ(X · δβββ)v) , (6.24)

kde jsme využili (2.6), přičemž z důvodu větší přehlednosti jsme značili

(a ∗ s) · b =∣∣∣
konvence

(a s) · b.

Podobně i pro druhý člen (6.15) je

lδρ = l∇χ (ρ) · δχ. (6.25)
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Dosazením (6.24) a (6.25) do variace funkcionálu (6.14) dostaneme konečný tvar
podmínky pro extrém

δS =
∫ t2

t1

∫
V

(ρδl + lδρ) dν dt =

=
∫ t2

t1

∫
V

{
ρ
[
−β̇ββ∇χ (X)−∇χ (Φ)− T∇χ (s)

]
· δχ+

(
l − p

ρ

)
∇χ (ρ) · δχ+

+ ρ
[
v−X∇x

(
βββ
)]
· δv +

[
∂ρ

∂t
+∇x · (ρv)

]
(X · δβββ)+

+ ρ

[
∂X
∂t

+ (v · ∇x) (X)
]
· δβββ

}
dν dt−

[∫
V
ρ(X · δβββ) dν

]t2
t1

−

−
∫ t2

t1

∫
∂V
ρ(X · δβββ)v · da dt = 0. (6.26)

Jelikož je variace třecí rychlosti δβββ na hranici integračního objemu (t1, t2)×V nu-
lová, vypadnou poslední dva členy v předchozí podmínce extrému. Tudíž nekladou
žádné omezující podmínky na pohyb kontinua.

Nezávislost variací aktuální polohy materiálového bodu δχ vede k nutným
podmínkám extrému v bodě (x, t) ∈ V × (t1, t2). Tyto variace lze fyzikálně in-
terpretovat jako fluktuace trajektorie materiálového bodu X v libovolném bodu
prostoru (x, t). Potom můžeme psát ∇x ( ) a X namísto ∇χ ( ) a X. Extrém funk-
cionálu (6.11) musí nastat pro všechny tyto variace aktuální polohy (fluktuace)
dostáváme z prvních dvou členů (6.26) nutné podmínky

−β̇ββ∇x (X)−∇x (Φ)− T∇x (s) = 0 (6.27)

l − p

ρ
= 0. (6.28)

Variace rychlosti δv = δχ̇ je závislá na variaci δχ(X, t). Podmínku extrému spl-
níme tehdy pokud

v = X∇x
(
βββ
)
. (6.29)

Extrém funkcionálu musí nastat (6.11) i pro variace vektoru třecí síly, musí být
také splněny následující nutné podmínky

∂ρ

∂t
+∇x · (ρv) = 0 (6.30)

∂X
∂t

= − (v · ∇x) (X) . (6.31)

6.2.1 Interpretace podmínek extrému
Podmínka (6.27) má význam interakce s okolními materiálovými body. tzn.

rovnováha setrvačných, povrchových a objemových sil nebo-li bilance hybnosti
a bude ji věnována další sekce.

Podmínka (6.29) nám říká, že extrému dosáhneme pokud budeme rychlostní
pole definovat pomocí třecí rychlosti právě takto.

Podmínka (6.30) je obvyklý zákon bilance hmotnosti. O této bilanci bylo
mluveno v sekci 5.1.2, konkrétně se jedná o vztah (5.21). Z této podmínky vy-
plývá, že se zachovává hmotnost materiálového kontinua.
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Podmínku (6.28) můžeme upravit3

l − p

ρ
= 1

2v2 − Φ− u−X · β̇ββ − p

ρ
=

= −X · ∂β
ββ

∂t
− 1

2v2 − Φ− u− p

ρ
=

= −X · ∂β
ββ

∂t
− hC = 0, (6.32)

kde hC = 1
2v2+Φ+u+ p

ρ
je celková entalpie tekutiny. Tato podmínka nám říká, že

se celková energie materiálového bodu zachovává. Jedná se tedy o bilanci energie.
Ze vztahu (6.32) je také vidět, že ve stacionárním rychlostním poli, kde ∂βββ

∂t
= 0,

se zachovává celková entalpie tekutiny.
Využitím bilance energie (6.32) můžeme upravit bilanci hybnosti (6.27) tak,

že nahradíme člen β̇ββ∇x (X) z gradientu celkové entalpie

−∇x (hC) = ∇x

(
X · ∂β

ββ

∂t

)
= ∇x

(
∂βββ

∂t
·X

)
=

=
∂βββ

∂t
∇x (X) + X∇x

(
∂βββ

∂t

)
=

=
∂βββ

∂t
∇x (X) + X

∂

∂t

(
∇x

(
βββ
))

=

=
∂βββ

∂t
∇x (X) + ∂

∂t

(
X∇x

(
βββ
))
− ∂

∂t
(X)∇x

(
βββ
)

=

=
∂βββ

∂t
∇x (X) + ∂v

∂t
+ (v · ∇x) (X)∇x

(
βββ
)

= 0. (6.33)

Při úpravě jsme použili pouze Leibnizova pravidla a postupně definice rychlosti
při interakci materiálového kontinua (6.29) a transformačního vztahu (6.31).
Uvážíme-li, že za využití materiálové derivace vektoru (B.5) platí

∂βββ

∂t
∇x (X) =

(
β̇ββ − (v · ∇x)

(
βββ
))
∇x (X) , (6.34)

můžeme s využitím bilance hybnosti (6.27) upravit vztah (6.33)

−∇x (hC) =
(
β̇ββ − (v · ∇x)

(
βββ
))
∇x (X) + ∂v

∂t
+ (v · ∇x) (X)∇x

(
βββ
)

=

= −∇x (Φ)− T∇x (s)− (v · ∇x)
(
βββ
)
∇x (X) + ∂v

∂t
+ (v · ∇x) (X)∇x

(
βββ
)

=

= ∂v
∂t
−∇x (Φ)− T∇x (s)−

[
(v · ∇x)

(
βββ
)
∇x (X)− (v · ∇x) (X)∇x

(
βββ
)]

=

= ∂v
∂t
−∇x (Φ)− T∇x (s)− [v×∇x × (v)] . (6.35)

3zde využijeme identity

v · v = (X∇x
(
βββ
)
) · v = (X ∗ ∇x (βββ)) · v = X · (∇x (βββ) v) = X · (v · ∇x) (βββ) = X · β̇ββ −X · ∂β

ββ

∂t
,

která je odvozena za pomoci podmínky extrému na rychlost (6.29) a vztahu pro materiálovou
derivaci vektoru (B.2) s využitím konvence (2.6).
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Poslední úprava je důsledkem identity

v×∇x × (v) = (v · ∇x)
(
βββ
)
∇x (X)− (v · ∇x) (X)∇x

(
βββ
)
. (6.36)

Platnost této identity ukážeme kvůli přehlednosti ve dvou krocích:

S využitím definice rychlosti při interakci materiálového kontinua (6.29) do-
stáváme

(∇x × (v))i = εijk
∂

∂xj
vk = εjki

∂

∂xj
XL∂βL

∂vk
=

εjki
∂XL

∂xj
∂βL
∂xk

+XLεjki
∂2βL
∂xjxk

Poslední člen v předchozím vztahu je ze symetrie roven nule. Tudíž
máme

(∇x × (v))i = εjki
∂XL

∂xj
∂βL
∂xk

(6.37)

V druhém kroku využijeme vlastnosti dvojnásobného vektorového sou-
činu (a × (b× c) = b(ac)− c(ab).). Čili

(v×∇x × (v))i = εlqi vlε
jk
q

∂XL

∂xj
∂βL
∂xk

=

= (δji δlk − δki δlj)vl
∂XL

∂xj
∂βL
∂xk

=

= ∂XL

∂xi
vk
∂βL
∂xk
− vk

∂XL

∂xk
∂βL
∂xi

, (6.38)

což je v bezsložkovém zápisu námi hledaná identita.

Nyní jsme tedy obdrželi alternativní vztah pro bilanci hybnosti (6.27) ve tvaru

∂v
∂t
− v×∇x × (v) = −∇x (hC) + T∇x (s) +∇x (Φ) . (6.39)

Pro srovnání uvedeme tzv. Croccovu větu, která je odvozena z fenomenologických
zákonů bilance a platí jen pro stacionární případ. Tu můžeme zapsat ve tvaru

−v×∇x × (v) = −∇x (hC) + T∇x (s) + 1
ρ
∇x ∗ (tdis) . (6.40)

Croccova věta dává do přímé relace silové účinky generované i v důsledku změn
vnitřní energie materiálového bodu. Poskytuje tím více informace než prostá
rovnováha setrvačných a povrchových sil, tak jak je tomu v obvyklém zákonu
bilance hybnosti, viz kap. 5.1.3. Porovnáním odpovídajících členů v rovnicích
(6.39) a (6.40) lze usuzovat, že předpoklad existence jen stacionárních procesů
při fenomenologickém odvození Croccovy věty (6.40), vede k vyloučení členu ∂v

∂t

a k souvislosti disipativních procesů (viskózní tření) se silami potenciálních silo-
vých polí Φ.

38



Kapitola 7

Závěr

Byla ukázána těsná souvislost mezi fenomenologickým přístupem k mechanice
kontinua a její formulaci pomocí variačního principu. Velkou předností variační
formulace mechaniky kontinua je její invariance vůči volbě souřadného systému.
Vlastnost extrému (minima) příslušné účinkové funkce (akce) je zárukou jedno-
značné fyzikální interpretace odvozených invariantů (zákonů pohybu). Většina
variačních formulací mechaniky kontinua je vázána na vratné procesy ve kterých
se zachovává invariance zákonů vzhledem k časové transformaci t → −t. Tuto
vlastnost však všechny reálné procesy nemají. Cílem této nové formulace je po-
stihnout evoluční charakter procesů a respektovat jejich příčinnost.

Na konkrétním tvaru tzv. Croccovy věty (6.40) lze dobře fyzikálně interpre-
tovat jednotlivé členy (parametry) variační formulace, jak bylo uvedeno na konci
sekce 6.2.1, přičemž je vidět, že časová nevratnost procesů, příčinnost a produkce
entropie vyjadřují, každý v jiném smyslu, reálnost všech fyzikálních procesů.

Fyzikální iterpretaci členů ve výsledné bilanci (6.39) a dalším otázkám, které
zústali nezodpovězeny bude věnována další pozornost ve formě diplomové práce.
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Příloha A

Použité věty

A.1 Věta o integraci per partes
Nechť pro f , g : R← C s existujícími derivacemi na I. Pokud existuje primitivní

funkce k funkci f(x) · g′(x), pak existuje i primitivní funkce k f ′(x) · g(x) a platí∫
I
f ′(x) · g(x) dx = [f(x) · g(x)]I −

∫
I
f(x) · g′(x) dx (A.1)

Důkaz
Věta je přímým důsledkem Leibnizova pravidla (derivace součinu).

A.2 Gaussova věta
Nechť
(i) Ω je otevřená omezená podmnožina RN

(ii) Hranice ∂Ω množiny Ω je zobecněná (N - 1) dimenzionální plocha taková, že∫
N−1(∂Ω) < ∞ a v každém bodě xkaždé její (N-1) dimenzionální komponenty
existuje vnější jednotkový normálový vektor n(x) k ∂Ω.
(iii) Nechtě funkce T je spojitá na Ω a pro nějaké i ∈ {1, . . . , N} má pro každý
x ∈ Ω derivaci ∂T

∂xi
(x), která je spojitě prodloužitelná na Ω.

Potom platí ∫
∂Ω

T · n da =
∫

Ω
∇x · (T) dν (A.2)

Důkaz
Nalezneme například v Kopáček III [6]
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Příloha B

Definice pojmů mechaniky
kontinua

B.1 Materiálové derivace skalárů, vektorů a ten-
zorů

V této sekci se budeme věnovat pouhé kinematika spojitých těles. Nebude za-
jímat ani jejich hmotná podstata, ani silové účinky vnějších polí (vnějšího pro-
středí).

Definujme materiálovou derivaci skaláru φ(X, t), vektoru A(X, t) a tenzoru
A(X, t) jako parciální derivaci pro jeden materiálový bod (tj. pevné X) a označme
ji tečkou

φ̇ = φ̇(X, t) = ∂φ(X, t)
∂t

∣∣∣∣∣
X

(B.1)

Ȧ = I · Ȧ(X, t) =
[

˙AI(X, t)EI = EI
∂AI(X, t)

∂t

∣∣∣∣∣
X

]
slozky

=

= I · ∂A(X, t)
∂t

∣∣∣∣∣
X

(B.2)

Ȧ = (I⊗ I) · Ȧ(X, t) =
[

˙AIJ(X, t)EIEJ = EI ⊗ EJ
∂AIJ(X, t)

∂t

∣∣∣∣∣
X

]
slozky

=

= (I⊗ I) · ∂A(X, t)
∂t

∣∣∣∣∣
X
. (B.3)

Pro skalár ϕ(x, t), vektor a(x, t) a tenzor a(x, t) v prostorovém popisu pro ma-
teriálovou derivaci platí

ϕ̇ = ϕ̇(x, t) = ϕ̇(χ(X, t), t) = ϕ̇(X, t) =

=
[
ϕ̇ = ∂ϕ

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂ϕ

∂xj
∂xj

∂t

∣∣∣∣∣
X

]
slozky

=

= ∂ϕ

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂ϕ

∂x
∂x
∂t

∣∣∣∣∣
X

=

= ∂ϕ

∂t
+ (v · ∇x) (ϕ) (B.4)
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ȧ = I · ȧ(x, t) = I · ȧ(χ(X, t), t) = I · ȧ(X, t) =

=
[
eiȧi = ei

(
∂ai

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂ai

∂xj
∂xj

∂t

∣∣∣∣∣
X

)]
slozky

=

= I ·
(
∂a
∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂a
∂x

∂x
∂t

∣∣∣∣∣
X

)
=

= ∂a
∂t

+ (v · ∇x) (a) (B.5)

ȧ = (I⊗ I) · ȧ(x, t) = (I⊗ I) · ȧ(χ(X, t), t) = (I⊗ I) · ȧ(X, t) =

=
[
eiej ȧij = eiej

(
∂aij

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂aij

∂xk
∂xk

∂t

∣∣∣∣∣
X

)]
slozky

=

= (I⊗ I) ·
(
∂a

∂t

∣∣∣∣∣
x

+ ∂a

∂x
∂x
∂t

∣∣∣∣∣
X

)
=

= ∂a

∂t
+ (v · ∇x) (a) , (B.6)

kde x = χ(X, t) a X = X(x, t). Pro tenzory vyšších řádů se materiálová derivace
definuje analogicky.

Pro derivaci součtu a součinu platí stejná pravidla.
Pro derivaci složené funkce platí modifikované řetízkové pravidlo ve tvaru

ȧ(ϕ(x, t)) = ȧ|ϕ + ∂ȧ

∂ϕ
ϕ̇. (B.7)

B.2 Transformace elementů
Pro transformaci křivkového elementu platí jednoduchý vztah

dx =
[

dxi = δij dxj = ∂xi

∂xj
dxj

]
slozky

= ∇x (x) dx. (B.8)

Transformace plošného elementu je dána vztahem

da = j∇x (X) dA, (B.9)

kde j je jakobián transformace1. Tento vztah dostaneme dosazením za diferenciál
souřadnic dx a využitím definice vnějšího součinu.

Transformace objemového elementu je dána vztahem

dν = |det |∇X (x)|| dV = j dV . (B.10)
1Jakobián transformace je definovaný následovně

j = |det |∇X (x)|| .
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B.3 Materiálové derivace integrálů
Zákony bilance v kapitole 5.1 jsou formulovány pomocí integrálů přes křivku,

plochu či objem. Abychom nalezli materiálovou derivaci těchto integrálů, nejdříve
vypočteme materiálové derivace jakobiánu a elementu křivky, plochy a objemu.
Pro jakobián j platí

j̇ = ∂j

∂ ∂xi

∂XI

˙∂xi
∂XI

= ∂j

∂ ∂xi

∂XI

∂vi

∂xi
∂xi

∂XI
= j

∂vi

∂xi
,

resp. vektorově (B.11)

j̇ = ∂j

∂∇X (x)
˙∇X (x) = ∂j

∂∇X (x)∇x (v)∇X (x) = j∇x · (v) .

Pro materiálovou derivaci elementu křivky dx(s) platí

˙dx(s) =
[

˙dxi(s) = ∂vi

∂xj
dxj(s))

]
slozky

= ∇x (v) dx(s) (B.12)

a pro element plochy platí

ḋa =
 ḋai =

˙
j
∂XI

∂xi
dAI = ∂vi

∂xi
daj −

∂vi

∂xj
dai


slozky

= (B.13)

= ∇x · (v) da −∇x (v) da. (B.14)

Nakonec pro element objemu dostáváme

ḋν = j̇ dV = ∇x · (v) j dV = ∇x · (v) dν. (B.15)

Materiálová derivace křivkového integrálu nějakého pole ϕ(x, t) podél mate-
riálové křivky definované jako c : x = x(s) je rovna

˙∫
c
ϕ dx =

∫
c
ϕ̇+ ϕ∇x (v) dx. (B.16)

Pokud je c libovolná pevně zvolená nemateriálová prostorová křivka, kterou ozna-
číme C, pak materiálová derivace v (B.16) ztrácí smysl a jde jen o obvyklou
časovou derivaci integrálu

∂

∂t

∫
C
ϕ dx =

∫
C

∂ϕ

∂t
dx. (B.17)

Materiálová derivace plošného integrálu z nějakého pole ϕ(x, t) přes mate-
riálovou plochu s : x = x(u, v) je

˙∫
s
ϕ dx =

∫
s
ϕ̇+

∫
s
ϕ
(
∇x · (v) da −∇x (v) da

)
. (B.18)

Zde jsme využili vztah pro transformaci plošného elementu (B.9). Pokud je S
libovolná prostorová plocha (ne materiálová) a povrch, přes který integrujeme je
časově závislý, analogicky jako v (B.17) dostáváme

∂

∂t

∫
S
ϕ dx =

∫
S

∂ϕ

∂t
dx. (B.19)
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Materiálová derivace objemového integrálu z nějakého pole ϕ(x, t) přes mate-
riálový objem V je dána vztahem

˙∫
V
ϕ dν =

∫
V

(
ϕ̇+∇x · (v)

)
dν =

∫
V

(∂ϕ
∂t

+∇x · (ϕv)
)

dν. (B.20)

Podrobnější odůvodnění a důkazy vztahů (B.8) - (B.20) jsou uvedeny v Maršík [2].
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