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Kapitola 1

Uvod

V této praci budeme sledovat souvislosti mezi mechanikou hmotného bodu
a mechanikou kontinua z pohledu klasického (fenomenologického) a pohledu va-
ria¢ni mechaniky.

Nejdrive odvodime klasické zdkony zachovani mechaniky hmotného bodu po-
moci varia¢nich principi. Poté budeme vénovat pozornost klasickému (nevari-
acnimu) odvozeni zakonu bilance mechaniky kontinua a to jak v pristupu lokal-
nim, pomoci diferencialnich rovnic, tak i v pristupu globalnimu, pomoci integrala.
Této analogii mezi mechanikou hmotného bodu a mechanikou kontinua bylo véno-
vano jiz znacné usili, ale variac¢ni formulace mechaniky kontinua zatim nedosahla
mnoha prakticky vyuzitelnych vysledki. Jednim silnym a vyuzitelnym vysledkem
je tzv. Batemannuv princip, ktery je vSak pouzitelny pouze pro izentropické pro-
cesy a jeho rozsifeni na realné procesy metodou Lagrangeovych multiplikatort
neumoznuje zietelnou fyzikalni interpretaci.

A proto hlavnim cilem bude nalezeni ekvivalentnich zakont bilance pomoci
varia¢ni mechaniky kontinua pro obecnou tekutinu, pricemz budeme klast diraz
prave na fyzikalni interpretaci.

Cel4 tato snaha bude formulovana v bezslozkové notaci. Zavedeni pouzivané
konvence bude vénovana samostatna kapitola, kde budeme k presné formulaci
vyuzivat slozkového zapisu.



Kapitola 2

Konvence

V této praci budeme pouzivat bezslozkovy zapis. To s sebou nese jisté obtize,
presnéji nesrovnalosti, co se tyce konvence (znaceni). Ty se pokusime odstranit
v této sekci za pomoci slozkového zapisu.

2.1 Pouzivané prvky

V této praci budeme pracovat se skalary (a,b,c A, B,C), vektory a kovektory
(a=4da,b=0b,c=c, A=Al B=B;, C=C") a tenzory druhého fddu
(a=a" b=10, c=c¢; A=A" B=B{, C=Cyy, ). Pokud budeme pou-
zivat jesté jiné, specialni, znaceni budeme tuto skutec¢nost zdtraznovat vyuzitim

43
2 °

konvence

2.2 Souciny

Zde budeme pouzivat Einsteinovu sumacni konvenci, coz znamena, ze se auto-
maticky s¢éita pres dvakrat opakovany index.

2.2.1 Skalarni soucin

Produktem tohoto soucinu je skalar. Tento soucin znac¢ime - funguje mezi
stejnymi prvky. Tedy

ab=a-b aibi:a~b:aibi aijbij:a-b:a,-jbij.
Pro skalarni soucin tenzort plati
a-b:tr(aTb),

kde ()* znadi transpozici tenzoru. Skaldrn{ soucin mé tu vlastnost, ze nezavisi na
poradi prvku v soucinu, ¢i-li



Pro skalary a pro vektory je tato skutecnost ziejma, pro tenzor to muzeme ukazat
naprt. takto

a-b=tr (aTb) = tr ((aTb)T) = tr (bTa) =b-a,

kde jsme vyuzili skutecnosti tr (ST) = tr (S)

2.2.2 Vektorovy soucin

Tento typ soucinu funguje mezi vektory,resp. kovektory a jeho vysledkem je,
jak napovida nazev, vektor, resp. kovektor. Znacime jej ,x“ a je definovany jako

€ (Zjbk =axb= Eijka]b s

kde €% je tzv. Levi-Civitiiv tenzor. Pro vektorovy soucin plati nasledujici vlast-
nosti

axb=-bxa

axa=20

Mezi dvojnasobnym vektorovym souc¢inem a skalarnim soucinem plati nasledujici

identita
axbxc=(a-c)b—(a-b)c, (2.1)

ktera je disledkem vlastnosti Levi-Civiteova tenzoru

€F €y = 08 57 — 6167 (2.2)

2.2.3 Tenzorovy soucin

Tento typ soucinu funguje mezi vektory, kovektory a tenzory. Jeho vysledkem
je tenzor daného fadu. Tenzorovy soucin znac¢ime ,,®“ a je definovany jako

adtV =a®b ad'by=a®b apod.
Tenzorovy soucin splnuje
a®b=(bxa). (2.3)
2.2.4 Vnéjsi soudin

Tento typ soucinu funguje mezi vektory a tenzory. Znacime jej ,A“. Vnéjsi
soucin je definovan jako

aAb=a®b-(a®b)’. (2.4)

Jeho vysledkem je obecné tenzor.

2.3 Pilsobeni mezi jednotlivymi prvky

Pokud budeme chtit zvyraznit pisobeni mezi jednotlivymi prvky, pouzijeme
podtrzeni této dvojice.



Skalar na vektor resp. tenzor

Je obvyklé toto puisobeni neznacit ni¢im, pricemz toto ptisobeni probéhne tak,
ze skalar vynasobi vSechny komponenty vektoru, resp. tenzoru.

Pisobeni mezi vektorem a tenzorem
Toto ptisobeni se da chapat jako tzv. UzZeni tenzoru. Tedy, pokud ptisobime
tenzorem druhého radu na vektor, vysledkem je vektor

a=a =s"bj=5sb

Toto plisobeni nebude znacit zadnym zvlastnim symbolem, jelikoz je prirozené.
Pokud nastane situace, ze budeme tenzor uzit v prvni slozce, budeme tuto sku-
te¢nost znacit .+, ¢ili

a=a =bs’ =bxs (2.5)

Pri tomto znaceni potom plati

a-(sb)= > a; Y s => > asitl => > aisit =(axs)- b,
i i g i

slozky

zde jsme pro vétsi nazornost uzili zapis pomoci sum, pro vétsi prehlednost.

Id

2.4 Operator nabla a jeho vyuziti

Pomoci operatoru nabla, ktery znac¢ime ,,V*, mtizeme zkracené zapsat gradient,
divergenci i rotaci.

2.4.1 Gradient

Gradient skalaru a, resp. A je definovan jako

g; = Vx (a) resp. o4 _ Vx (A). (2.7)

oxX!
Zde indexem x,resp. X u nabla V znac¢ime gradient v prostorovém, resp. materi-
alovém popisu (viz nasledujici kapitoly). Toto indexové znaceni budeme pouzivat
i u vSech ostatnich operatoru presné v tomto smyslu. Jak vidime v (2.7) vysledkem
gradientu skaldru je vektor.
Gradient vektoru a, resp. A je definovan analogicky

da’ oAl
i Vx (a) resp. X7 = Vx (A) (2.8)
da? 0A7
S Vi(a) resp. axT Vx (A) (2.9)

a je to tenzor.
Stejné se definuje i gradient tenzoru. A jak je vidét vyse, gradient tenzoru je
tenzor o jedna vyssiho radu.



V dalsich kapitolach se setkdme s nasledujicim ptsobenim

da’
8ij] =Vx(a)c= (c-Vx)(a) (2.10)
da’
9 = C* Vi (a) = cVy(a) (2.11)

U vztahu (2.10) vyraz V (a) ¢ odpovidd ptisobeni tenzoru na vektor, jak bylo ko-
mentovano vyse a vyraz (c - V) (a) odpovida ¢asto pouzivané konvenci. U vzta-
hu (2.11) vyraz c * Vx (a) odpovida pusobeni vektoru na tenzor, jak také bylo
komentovano vyse a vyraz cVy (a) je pouze konvence, slouzici k lepsi ¢itelnosti.

2.4.2 Divergence

Divergence vektoru a, resp. A je definovana jako

da’ Al
i Vi - (a) resp. X = Vx - (A) (2.12)

a vidime, ze vysledkem je skalar.
Divergence tenzoru a, resp. A je definovana jako

da’7 oA

Sl Vi - (a) resp. %7 Vx - (A) (2.13)
da" OAL7
I Vi * (a) resp. oxT Vx * (A), (2.14)

pricemz v druhé ¢asti znacime ptisobeni na prvni slozku tenzoru analogicky jako
v predchazejici sekci. Vidime, Ze divergence tenzoru je vektor.

2.4.3 Rotace

Rotace vektoru a, resp. A je definovana jako

Oa* OAK

Cijk g Vi x (a) resp. CLIKGT = Vx x (A) (2.15)

a vidime, ze vysledkem je také vektor.
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Kapitola 3

Zakladni pojmy

3.1 Zobecnéné souradnice

Zakladnim konceptem klasické mechaniky je tzv. ¢dstice!. Pozice ¢astice v pro-
storu je definovana tzv. polohovym vektorem r, ktery ma v kartézskych sou-
fadnicich slozky x,y, z, resp. x1, z9, x3. Odtud vidime, ze pro N casticovy sys-
tém musime k jeho jednoznac¢nému urceni specifikovat N polohovych vektor,
tedy 3N kartézskych souradnic. Pocet nezavislych parametri, které musime ur-
¢it, abychom jednoznac¢né specifikovali pozici systému v prostoru, nazyvame pocet
stupnit volnosti. V pripadé vyse zminénych kartézskych souradnic je pocet stupni
volnosti roven 3N. Pro popis systému nemusime vzdy nutné pouzivat kartézské
souradnice.

K popisu systému o s stupnich volnosti mtizeme pouzit libovolnych s paramet-
ri q, ..., q,, pokud kompletné popisuji pozici tohoto systému. Téchto s paramet-
i qq, ..., q, nazyvame zobecnéné souradnice systému a jejich derivace ¢y, ..., q,
se nazyvaji zobecnéné rychlosti.

3.2 Rychlost materidalového bodu

Rychlost materialovych bodu P(X) pohybujicich se po trajektorii x = x(X, )
je v aktudlnim (prostorovém) popisu definovana jako ¢asova derivace trajektorie
x = x(X,t), tedy
ox(X,t)

ot

Vzdy predpokladame existenci inverzniho zobrazeni X = X(x,t), pro které plati

v =v(x,t) = (3.1)

X

- [51- S e B ) (32)

a 8)('—8)(]] slozky

Potom rychlost v soustavé referencni definujeme analogicky

OX(x,t)

(3.3)

X

1téz materialovy bod v kontextu nasledujicich kapitol
2dalsi, ¢asto pouzivans terminologie téchto s parametrt se nazjva kanonicky sdrufené rych-
losti, protoze kazdé souradnici ¢; je pfirazena zobecnénd rychlost ¢;, Vi=1,...,N

11



a plati

o [oox
ST ot

Jak je vidét v pfedchézejici rovnici, pro komponenty rychlosti v aktualni konfigu-
raci nezavadime zvlastni znaceni i kdyz jednou zavisi na x a podruhé na X. Avsak
v konkrétnich pripadech bude tento rozdil explicitné uveden. Podobné tomu bude
i v pripadé trajektorie y a X. Toto znaceni budeme uvadét pouze tehdy, pokud
budeme chtit zduraznit, Ze se jednd pravé o trajektorii (zejména v sekci 6.2).
V ostatnich piipadech budeme pouzivat x = x(X,t) a X = X(x, t)

\% = e (X, 1) = eui(x,t) = e;Vi(X, 1) =V(X,t). (3.4)

X slozky

3.2.1 Zakladni vlastnosti rychlosti

Plat{ nésledujici identity?

: [0cF 0t 9a!
Vx (x) = XK — 3l aXK] = Vi (V) Vx (x) (3.5)
L slozky
[t
dx = | dokF = — dx = Vi (v) dx = (dx - Vy) (v), (3.6)
L 8$l slozky

kde () je materidlova derivace, viz sekce B.1, a kde jsme vyuzili konvenci jako
v (2.10).
Posledni uzitecnou identitu ziskdme materidlovou derivaci (3.2), tedy

[=0=Vx (X Vx(X) = Vx (X)Vx (X) + Vx (x) Vx (X). (3.7)

Opétovnym pouzitim (3.2) a pouzitim (3.6) dostavame

Vi (X)Vx (%) Vs (X) = —Vx (x)Vy (X) Vy (X)), (3.8)

tedy

Vr (X) = —Vx () Vs (X) = —Vy (v) Vi (X). (3.9)

3.3 Princip minimalni akce

Hlavnim predpokladem tohoto velmi obecného principu je, ze kazdy mecha-
nicky systém je definovan charakteristickou funkeci

L:L(Qla“'aQsﬂéIla"'aqsat):L(qaq7t)' (310)

Tato funkce se nazyva Lagrangian. Jak vidime, jejimi parametry jsou zobecnéna
poloha q, zobecnéna rychlost q a cas t.

Uvazujme systém, ktery se nachazi v ¢asech t; a ty na pozicich definovanych
sadou hodnot soufadnic q® a q®. Potom podminka na pohyb systému mezi
témito pozicemi je takova, ze nasledujici integrél

to

S= [ L(qqt) dt (3.11)

t1

3ovéteni jejich platnosti jsou uvedeny v Marsik [2].
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nabyva nejmensi mozné hodnoty. Integral (3.11) se nazyva akce.

Nyni se pokusme zjistit, jaké diferencidlni rovnice fesi problém minimalizace
integralu (3.11). Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze systém mé pouze jeden
stuperni volnosti a to takovy, Ze je plné urcen pouze jednou funkei ¢(t).

Necht je ¢ = ¢(t) funkce, pro kterou je akce S minimdlni. Toto znamend, ze
akce S roste, pokud ¢ je nahrazeno jakoukoli funkci ve tvaru

q(t) + 0q(t), (3.12)

kde d¢(t) (dale jen dq) je mald kdekoli v intervalu (t1,t3). g se nazyva variace
funkce ¢. Variace navic spliuje

dq(t1) = dq(tz) = 0. (3.13)

Zména akce S pri nahrazeni q za q + dq je

to to
58 = / L(q + 8q,§ + 8¢) dt — / L(g, 4, ) dt, (3.14)
t1 t1
kde §S nazyvadme variace akce®.
Nutnou podminkou, aby akce S byla minimélni, je nulovost variace akce
(05 = 0). Tento princip minimalni akce muzeme také zapsat jako

t
55 =0 [ Lig,g,t)dt =0 (3.15)
t1
nebo presnéji jako
t2 (OL oL
—0 —d6q | dt = 0. 3.16
/t1 <8q 1+ 5 q) (3.16)
Uvédomime-li si, ze
dégq
6 v = — -].
Q= (3.17)
muzeme (3.16) s vyuzitim per partes (viz Véta o integraci per partes A.1) zapsat
jako
oL _1® = (oL d (0L
os = 5200 — [ (505 (5] ) dadt=o. 3.18
[84 QL 2 <8q dt(arJ)) ! 19

Z podminky (3.13) vidime, ze prvni ¢len v (3.18) je roven nule. Zbyvajici integral
musi byt nulovy pro vSechny variace dq. Toto muze byt splnéno, pouze pokud je
integrand identicky roven nule, tedy pokud

d (0L oL
— = —-——==0. 3.19
dt ( aq ) dq ( )
Kdyby systém mél vice nez jeden stupen volnosti, muselo by byt s rtznych

funkei ¢;(t) v predeslém principu minimalni akce variovano nezavisle. Ziejmeé
bychom dostali s rovnic ve tvaru

d (0L oL ,
dt(@q})_@qi_o i=1,...,s. (3.20)

Yobecné se (3.14) nazyva: pruni variace

13



Tyto rovnice se nazyvaji Lagrageovy a pro dany lagrangian dostavame rovnice
pohybu mechanického systému®. Lagrangeovy rovnice se ¢asto také zapisuji ve

tvaru 4 /9 5

L L

— (=) - = =0, (3.21)
dt \ 0q oq

kde q je vektor zobecnéné polohy a q je vektor zobecnéné rychlosti (ddle budeme

pouzivat pouze pojmy zobecnéné poloha a zobecnénd rychlost).

Srovnicemi pohybu mechanického systému nazyvame vztahy mezi zrychlenim, rychlosti a sou-
fadnicemi daného systému. Podrobnéjsi rozbor této problematiky je v Landau, Lifshitz [3]

14



Kapitola 4

Klasicka Lagrangeova mechanika
hmotného bodu

4.1 Zakony zachovani

Béhem pohybu mechanického systému, ktery se méni v case, jsou jeho stavy
popsany 2s proménnymi, jak bylo feceno v sekci 3.1. Konkrétné jsou to zobec-
nénd poloha q = (¢, - - ., ¢,) a zobecnéna rychlost q = (g, . . ., q,). Funkce téchto
dvou proménnych nazyvame integraly pohybu, pokud jejich hodnota zistava bé-
hem pohybu konstantni a pokud zavisi pouze na pocateénich podminkéach. Nej-
vetsi vyznam maji ty integraly pohybu, které vychazeji z homogenity a izotropie
prostoru a casu. Veli¢iny reprezentované takovymi integraly pohybu se béhem
pohybu zachovdvayi.

4.1.1 Homogenita casu

Nejdrive uvazime, jaky zakon zachovani je diisledkem homogenity ¢asu. Pokud
neni uzavreny systém explicitné zavisly na case, nebude ani jeho Lagrangian L
explicitné zavisly na case, tedy plati

L=1L(q,q). (4.1)

Provedeme-li tiplnou casovou derivaci Lagrangianu (4.1), ktery neni explicitné
zavisly na case, dostaneme

dL L. L,

—_— = — —q. 4.2
i~ aqd " 8q4 (4.2)
Vyuzijeme-li Lagrangeovy rovnice (3.21), které maji tvar
d (0L oL
— = )lg=Z==0 4.3
dt (861) q oq (43)
a z nich do vztahu (4.2) dosadime za g—g, dostédvame
dL d (0L oL
oS () g g = 4.4
dt — dt <3q)q+aqq (44)
d [(OL
= (Zg). 4.
dt <aqq> (4:5)

15



Vztahy (4.4) a (4.5) muzeme zapsat jako

d (0L
—|=q—-L) =0 4.6
di (aqq ) (4.6)
Odtud nyni vidime (z rovnice (4.6)), ze veli¢ina
oL
=—q—-L 4.7
254 (4.7)

se béhem pohybu uzavieného systému zachovava. Jinymi slovy mizeme Tict, ze se
jedna o integral pohybu, jenz odpovida homogenité systému v case. Tuto veli¢inu
nazyvame energie.

Pokud si uvédomime, Ze obecny Lagrangidn pro uzavieny systém mé tvar!

kde T je kineticka energie a U je potencialni energie, a uvazime, ze kineticka
energie je kvadratickou funkei rychlosti?, dostaneme dosazenim obecného tvaru
Lagrangianu (4.8) do vztahu pro energii (4.7) vztah:

d(T(q, Q).— U(q))

p— S =TG- T(a,) + Ula) - (4.10)
=27(q,4) = T(q,q) + U(q) = T(q,4) + U(q). (4.11)

A tedy dostavame dulezity vztah pro energii
E=T(q,q)+U(q). (4.12)

4.1.2 Homogenita prostoru

Druhy zédkon zachovani plyne pravé z homogenity prostoru. Za tohoto pred-
pokladu jsou mechanické vlastnosti uzavieného systému neménné pri paralelnim
posunuti® celého systému v prostoru. Nyni uvazujme pravé takové infinitezimalni
posunuti e.

Zména Lagrangianu L, zpusobena timto infinitezimalnim posunutim vsech
castic o stejnou hodnotu €, pri konstantnich rychlostech c¢astic «, je

oL oL
5L228—ra5ra :EzﬁTa’ (4.13)

kde r, je polohovy vektor ¢astice a a sumace probiha pres vSechny castice a.
Pro libovolné infinitezimalni posunuti € tedy z podminky homogenity prostoru
(0L = 0) dostavame

oL
871'06 —

'Podrobnéjsi komentaf viz Landau, Lifshitz [3]
2V obecnych kartézskych soufadnicich mé kineticka energie T tvar
1 2

T(ry,ry,...) = ima(va)

kde m, je hmotnost bodu, ktery ma polohu r, a rychlost v,,.
3Paralelni posunuti, je takova transformace, p¥i které je kazdé ¢astice posunuta o stejnou
vzdélenost ve stejném sméru, nebo-li polohovy vektor r prejde na r + €

0 Va=1,2,.... (4.14)

a=1,2,..., (4.9)
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Pokud vyuzijeme Lagrangeovych rovnic (3.21) ziskdme podminku

O = RO

a

Z toho vidime, zZe v uzavieném mechanickém systému, se béhem pohybu zachovava
vektor

oL
v (4.16)

P=
25
Tento vektor nazyvame celkovd hybnost systému.

Kdyz do vztahu (4.16) dosadime lagrangian v obecném tvaru (4.8) s kinetickou
energif (4.9) dostaneme celkovou hybnost ve tvaru

P=> muv,. (4.17)

Zde vidime, ze mtuzeme celkovou hybnost systému urcit jako soucet hybnosti jed-
notlivych castic p, = maVa, a to bez ohledu na to, jestli spolu ¢astice interaguji
¢i nikoliv.

Pokud bychom pohyb popisovali v zobecnénych souradnicich, pak derivaci
Lagrangianu podle zobecnéné rychlosti

oL
= 4.18
P= 3¢ (4.18)
nazyvame zobecnenou hybnosti a derivaci podle zobecnénych souradnic
oL
F=_— (4.19)
dq
nazyvame zobecnenou Silou.
V této notaci tedy plati
p=F. (4.20)

V kartézskych souradnicich je zobecnénd hybnost slozkami vektoru p,. Obecné to
neplati a hybnost je linedrni homogenni funkei zobecnénych rychlosti (neredukuje
se na hmotnost a rychlost). Ve vysledku homogenita prostoru implikuje zékon
zachovani celkové hybnosti.

4.1.3 Izotropie prostoru

Nyni se podivejme, jaky zdkon zachovani plyne z izotropie prostoru. Izotropie
znamena, ze se mechanické vlastnosti uzavieného systému nezméni, pokud ho
cely otocime (déle jen rotujeme) o libovolny thel. Uvazujme tedy infinitezimalni
rotaci systému reprezentovanou vektorem d¢, jejiz velikost dp je dana velikosti
uhlu rotace a jejiz smér je dan smérem osy rotace dle pravidla pravé ruky.

Nejdiive naleznéme vyslednou zménu velikosti vektoru, ktery zac¢ind na ose
a konci v jakékoli ¢astici systému, pri pribéhu rotace. Zménu, ktera vznikla jeho
infinitezimalni rotaci d¢. Linearni infinitezimalni posunuti konce polohového vek-
toru je ve vztahu s tthlem, ktery svira polohovy vektor s osou rotace, dano

|0r| = rsin @ Jp. (4.21)
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Smér dr je kolmy k roviné, kterou tvori r a d¢p. Tedy plati
dr =dp Xr. (4.22)

Pokud je systém otocen, neméni se pouze smér polohového vektoru, ale i smér
rychlosti ¢astic. Pritom jsou také vsechny ostatni rychlosti transformovany stejné.
Prirastek rychlosti vztazeny k pevné souradné soustaveé je

OV =20p X V. (4.23)

Pokud nyni do variace Lagrangianu

oL oL

dosadime za aaTL hybnost p, ze vztahu (4.18), a za 6‘%

- derivaci hybnosti p,
(viz (4.19) a (4.20)) a vyuzijeme (4.22) spole¢né s (4.23)

dostaneme
6L => (Pa- 0@ X Tq+Pa-0p X Vo) = 0. (4.25)

Nyni muzeme diky, vlastnostem vektorového a skaldrniho soucinu, vytknout ze
sumy infinitezimélni rotaci d¢, ¢imz dostavame

0L =0p ) (Ta X Pa+ Va X Po) = (4.26)
=50 [ta x S (pa) + L (1) x pa) = (4.27)
- dt dt
d
::&pdt<§:raxlh>::0. (4.28)
Jelikoz je d¢ libovolna, vidime, ze % (XaTa X Pa) = 0 a definujeme vektor
M= Zra X Pa;, (429)

ktery nazyvame moment hybnosti systému.

Celkové tedy vidime, Ze z izotropie prostoru plyne zédkon zachovani momentu
hybnosti.

Nyni budeme zkoumat, jak se vlastnost (4.29) zméni pii zméné pocéatku.
Méjme polohové vektory r, a r, daného bodu vztazené k dvéma riznym pocat-
ktm, jejichz vzajemnd vzdalenost je rq. Plati tedy r, = ', + ry. Dusledkem toho-
to je

M:Zraxpa:

:Zf'axpa—l—ronra:
=M +r1y x P. (4.30)

7 této rovnice muzeme vidét, ze moment hybnosti zavisi na volbé poc¢atku, pokud
systém jako celek neni v klidu.
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4.1.4 Izotropie casu

O dusledcich izotropie ¢asu nyni hovorit nemizeme, protoze uvazujeme prosto-
rocas definovany Euklidovskou metrikou, kterd je na case nezavisla a tudiz nam
neumoziiuje ¢as rotovat?.

4toto je mozné napf. v obecné teorii relativity
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Kapitola 5

Mechanika Kontinua

5.1 Zakony bilance

Jak jsme jiz zjistili vyse, zakladnimi integraly pohybu v klasické mechanice
pevnych bodu jsou celkova hybnost, celkovy moment hybnosti a celkova energie.
Tyto veli¢iny jsou spolu s Newtonovym pohybovym zakonem nejcastéji pouzivany
v mechanice kontinua. V predchozi sekci jsme tyto integraly pohybu nazyvali
zakony zachovani ve shodé s historicky kontextem. Nyni je vSak budeme nazyvat
bilance.

5.1.1 Obecny zakon bilance

V této sekci odvodime obecny bilanéni zakon pro obecnou extenzivni velici-
nu ®(t), kterd charakterizuje vyvoj néjakého systému. V case t = 0 je systém
v referenénim stavu, ve kterém ma objem V.

V nasem vysSetfovaném systému se mohou zaroven vyskytovat néjaké pohy-
bujici se plochy nespojitosti!(singuldrni plochy). Budeme je oznacovat Q(X, )
a w(x,t). Hustota ¢(X,t) bilancované veli¢iny ®(¢) je v materidlovém popisu
definovana jako

_ . AR()
O(X.t) = lim =2

Analogicky je definovana hustota ¢(x,t) veli¢iny ®(t) v prostorovém popisu vzta-
hem

(5.1)

_ o AS(Y)
e = g, 550 52
Celkové (globalni) hodnota veli¢iny ®(t) je potom déna jako
cpt:/ X,th:/ 1) dv. 5.3
=] oxnaw=[ exna (53)

Z experimentu vime, Ze celkovd Casova zména celkové zmény veli¢iny ®(t) je
dana bud pritokem, resp. odtokem veli¢iny do, resp. z télesa pres jeho hranici
nebo tvorenim, které je zpusobené néjakym zdrojem, resp. zénikem veli¢iny ®(t)
uvnitt télesa. Toto zapiseme tzv. zakladnim bilanénim vztahem
d®(t)
dt

Inap¥. rdzové viny nebo trhlinky

— b= J(®) +P(®), (5.4)
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kde J(®) predstavuje celkovy tok veliciny ® celym povrchem télesa a P(P)
predstavuje celkovou produkci veliciny ® za jednotku casu v celém télese.
Celkovy tok muzeme urcit jako integral pres povrch celého objemu

T(®) = / J(@) dA = [ j(®)- da. (5.5)
Vo 2%

Zde J a j jsou tokové hustoty ve smyslu definice (5.1) v prvnim piipadé a ve smys-

lu (5.2) v druhém. Zcela analogicky zavedeme objemovou produkei P(®) obje-

movym integralem

P(®) = /8 L B(@)ay = /8 o(@) v, (5.6)

kde X(®) a o(®) jsou hustoty produkce postupné pii materidlovém a prostorovém
popisu.

Vztah mezi hustotami bilancované veliciny ®, hustotami jejiho toku a pro-
dukce je dan transformacemi elementu plochy (B.9) a elementu objemu (B.10).
Dosazenim do integrali (5.5) a (5.6) pro objemové hustoty dostévame

o=je a  X(®)=jo(®) (5.7)

Casova derivace rovnice bilance (5.4) méa vyznam materidlové derivace vzta-
hu (5.3), kterou lze vyjadrit za pomoci vztahu (B.20) nésledovné:

v_wgpdy = /v_w aafdy — /80}_@ PV - da+/w<pHv - uH - da, (5.8)

kde u(x,t) je rychlost pohybu plochy nespojitosti w a kde H . H oznacuje skok
nespojitostiZ na plose w.

Bilanci veli¢iny @ v globalnim tvaru (pro celé téleso) pri prostorovém popisu
obdrzime dosazenim integralu (5.8) do rovnice (5.4) a uzitim Gaussovy véty (A.2).
Pro bilanci tedy plati

/ [ngrv (pv = (@) —0(®)] dl/+/ le(v—u)—j(®)] da (5.10)

V materialovém popisu po analogickych tpravach dostaneme globalni zakon
bilance (5.4) ve tvaru

/V [ -x- (@) - s@)av+ /Q |6V 1)~ 3(@)|- da =0, (5.1)
kde U je rychlost pohybu plochy nespojitosti €2.

Nyni odvodime obecny zakon bilance, platny pro obecny materialovy bod
P v poloze X € V), a to zmensovanim néjakého obecného objemu AV, ktery

2definice tohoto skoku pro veli¢inu a je
[a]| = al,. — al,- (5.9)

kde wy resp.w_ jsou dva nepfekryvajici se povrchy
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obsahuje bod P. Jde vlastné o limitni proces, kdy AV, — 0. Tim v bodé X
z (5.11) dostaneme

d—Vx-(J(®)—X(®) =0, proXeV,—0 (5.12)
H¢(V—U)—J(@)H-N 0, proXeqQ, (5.13)

kde N je vnéjsi norméla k 2. Rovnice (5.12) vyjadiuje zakon lokdlni bilance
v objemu V, v materidlovém popisu a rovnice (5.13) vyjadfuje zdkon lokalni
bilance na singularni plose {2 v materidlovém popisu.
Zmensovanim objemu V ve vztahu (5.10) dostaneme stejné jako v mate-
ridlovém popisu zakon lokalni bilance veli¢iny v prostorovém zapisu, tj.
Iy

o + Vi (pv —j(®)) — o(®) =0, proxeV —w (5.14)

H(p(v—u)—j(@)H -n =0, pro x € w, (5.15)

kde n je vnéjsi normala k w.

5.1.2 Bilance hmotnosti

V pripadé predchozi kapitoly 4.1 jsme zakon zachovani hmotnosti neuvadeéli,
jelikoz v klasickém Lagrangeové pojeti hmotnych bodi je ziejmy. Celkova hmot-
nost M systému se béhem pohybu neméni, zachovava se, a je tedy definovana
jako soucet hmotnosti jednotlivych c¢astic m,,

M= m,. (5.16)

Podivejme se, jak tomu je v pripadé mechaniky kontinua. Nyni za obecnou
extenzivni velicinu ® uvazovanou v sekci 5.1.1 dosadime hmotnost m. V souladu
s (5.3) plati pro téleso o objemu V a celkové hmotnosti m vztah

m(t) = /V (X1 dv = /v p(x, 1) dv, (5.17)

kde pg resp. p jsou hmotnostni hustoty (déle jen hustoty) v materidlovém a prosto-
rovém popisu. Pokud se celkova hmotnost (5.17) s ¢asem neméni a tok hmotnosti
J(m) (5.5), resp. produkce hmotnosti P(m) (5.6) jsou v télese nulové, plati podle
obecného zékona bilance (5.4) rovnost

m(t) = /V Xy = /V ety =0 (5.18)

vyjadiujici globalni zakon bilance hmotnosti. Casové derivace mé zde vyznam
materidlové derivace objemového integralu (B.20). Z rovnic (5.12) a (5.13) plyne
lokalni zakon bilance hmotnosti v materialovém popisu

po(X,t) = konst, pro X € Vy — Q (5.19)
lpo (V =TU)||-N =0, pro X € Q. (5.20)
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V prostorovém zapisu diky (5.14) a (5.15) dostavame

0
af + Vi (pv) =0, prox €V —w (5.21)
lp(v—u)|| -n=0, pro x € w. (5.22)

Z vlastnosti materidlové derivace (B.1) a z definice rychlosti materidlového bo-
du (3.1) dostaneme druhou variantu zapisu lokalntho zékona bilance hmotnosti
(5.21) ve tvaru

p+ pVx - (v) =0, prox € V —w. (5.23)

Ze zékona bilance (5.18) s vyuzitim vlastnosti transformace objemového ele-
mentu (B.10) plati

po = Jjp- (5.24)

Hustota je tzv. objektivni skaldr, tzn. zZe se jeji velikost pti pfechodu od jedné
soustavy soutadnic k druhé v ramci nerelativistické mechaniky neméni. Jeji vlast-
nosti jsou dusledkem pohybu télesa jako celku.

5.1.3 Bilance hybnosti

Celkova hybnost télesa (systému) s poc¢ateénim objemem V), je definovana

—w

/VOQ po(X) v(X,t)dY = /v p(x) v(x,t)dv (5.25)

ve shodé s tim, jak jsme zjistili v 4.1.2. Jde o extenzivni veli¢inu, jejiz hustota
je v materialovém popisu pgv a v prostorovém popisu pv, pricemz rychlost je
definovana vztahem (3.1). Tato bilance hybnosti je ve skute¢nosti Newtoniv za-
kon, tzn. rovnovaha setrvacné sily télesa se vSemi ostatnimi silami ptisobicimi na
téleso®. Plsobici sily maji ptivod vzniku bud uvniti télesa, tzv. vnitini sily, nebo
vné télesa, tzv. vnéjsi sily.

Projevi-li se plisobeni sil jenom na materidlovych bodech na povrchu télesa,
mluvime o silach povrchovych. Silové ptusobeni na téleso pres jeho povrch je vy-
jadreno povrchovym integralem

T, (X.t dA:/ t, (x,t)da, 5.26
L TnXyda= [ b, (1) da (5:26)

kde T, (X, ) je hustota povrchovych sil vztazena na jednotku povrchu 0V, da-
ného télesa s normalou N v materidlovém popisu, a kde t, (x,t) je analogicky
hustota povrchovych sil vztazena na jednotku povrchu 0V daného télesa s nor-
malou n v prostorovém popisu.

Vyse uvedené vektory hustoty povrchovych sil jsou generovany Cauchyovym
tenzorem napéti v nasledujicim smyslu*:

7 podminky rovnovahy sil v prostorovém popisu plyne

t(n) = [tknk] slosky = T - 1. (527)

konvence

vevs

zustane v klidu nebo v rovhomérném primocarém pohybu
4Podrobnéjsi diskuze téchto vlastnosti je uvedena v Marsik [2]
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Skaldrnim vyndsobenim (5.27) bazovym vektorem €’ pfepiSeme podminku rovno-
vahy na tvar

tpn = [ tn) = (tkei) ng = tkink} =txn. (5.28)

slozky

Zde jsme pouzili piisobeni vektoru na prvni slozku tenzoru pomoci ,x“, viz kapi-
tola 2. Zaroven vidime jakym zplisobem je definovana hustota povrchovych sil

t,, za pomoci slozek Cauchyova tenzoru t = {t’“} s’
slozky

Analogicky pro materialovy popis ma podminka rovnovahy tvar

T = [T Ng] onky = TN, (5.29)
konvence
coz muzeme prepsat jako vyse na tvar
TPN - |:T(N) (TK ) NK - TKZNK} slozky - 76 *N. (530)

Tento tenzor Ty = TH{(X.x,t) zavisi jak na materidlovych soufadnicich X, tak
i na prostorovych (aktudlnich) soufadnicich x, jelikoz rychlost (3.1) i hybno-
sti (5.25) jsou v nasem piipadé definovany pouze v aktuélni konfiguraci. Dosaze-
nim vztahi (5.28) a (5.30) do povrchovych integrala (5.33) a vyuzitim transfor-
macnich vlastnosti elementu plochy (B.9) dostédvame

a K

To(X,x,t) = [TKi(XK, t) =j—— e thi (g™ t)] = iV (X) t(x,t). (5.31)

slozky

Tenzor se nazyva Pioltv-Kirchhoffiv tenzor pseudonapéti a pravé vztah (5.31)
vyjadiuje jeho relaci k Cauchyovu tenzoru napéti t.

Pro popis materidlovych vlastnosti ¢asto potfebujeme veli¢inu nezavislou na
pohybu a tou je tenzor napéti v materidlovém popisu

I
T(X.1) = [T“(XM, = P gm t)] (X% )V (X) =
z slozky
oxKox!
l or ot ]Zk IV (X) 4, 1)V (X) (5.32)

Tento tenzor nazyvame druhy Pioltv-Kirchhoffiiv tenzor a spolecné s Cauchyho
tenzorem t(x,t) reprezentuji tokové hustoty J(®) a j(®) toku hybnosti (5.25).

Nyni s vyuzitim (5.28) a (5.30) muzeme prepsat vyjadieni celkového silového
pusobeni povrchovych sil do tvaru integralu

/ To+ NdA = ¢xnda,
MNVo—N NV—w
/ To+ dA = t+ da, (5.33)
0Vo— NV—w

kde 7o je tedy prvni Pioluv-Kirchhoffav tenzor (5.31) a je k druhému Piolovu-
Kirchhoffovu tenzoru vazan transforma¢nimi vlastnostmi (5.32).

Poslednim prispévkem k celkové bilanci hybnosti je jeji produkce (5.6). Tu
vyjadiime nasledovné za pomoci objemovych integrali

/ poF dV = pf dv. (5.34)
Vo—Q V—w

24



Zdroje, ¢i propady hybnosti jsou zptisobeny vlivem vnéjsi objemovych sil F v ma-
teridlovém, resp. f v prostorovém popisu a hustoty produkce hybnosti ¥(®)
a o(®) jsou rovny poF a pf.

Objemové sily maji sviij ptivod ve vnéjsich polich a neinercidlnosti systému.
V disledku téchto sil je hybnost neobjektivni veli¢ina. Proto je pfi zméné inercial-
ni soustavy potieba zapocist pripadné ,zdanlivé®“ sily, jako napt. dostiredivou,
Coriollisovu a Eulerovu silu®. Tato neobjektivnost je odstranéna principem kova-
riance v obecné teorii relativity (viz napt. Kuchar [4]).

Dosadime-li globalni veli¢iny (5.25), (5.33) a (5.34) do obecného zdkona bi-
lance (5.4) obdrzime zékon bilance ve tvaru

/ pOVdV:/ o+ dA+/ poF AV (5.35)
Vo— NVy— Vo—Q

v materidlovém popisu. V prostorovém popisu, s vyuzitim zdkonu bilance hmot-
nosti (5.18) dostavame

/ pvdy = / tx da + pf dv. (5.36)
V—w V—w V—w
Lokalni tvar zédkona bilance hybnosti v materidlovém popisu (5.12), (5.13) je
po(v—F)—=Vxx(Ty) =0, pro X €V, -, (5.37)
Hpov®(V—U) H N — H76H>kN:0, pro X € Q. (5.38)

Zcela analogicky pro zakon bilance hybnosti v prostorovém popisu podle
(5.14), (5.15) plati:

8(9/):+Vx-(pv®v)—vx*(t)—pf:0, pro x€V —w, (5.39)

Hpv@(v—u) H ‘n— Ht” xn =0, pro X € w. (5.40)

5.1.4 Bilance momentu hybnosti

Hustotu momentu hybnosti definujeme jako vnéjsi sou¢in ¢ polohového vektoru
r = X — yo a vektoru hybnosti pv, tj.

rApv=prAv=p (rv—-ver). (5.41)

Globalni moment hybnosti télesa o objemu Vy k bodu yo = yo(Yo) je dén inte-
graly (5.3), které maji v tomto pripadé tvar

/v o0 (x(X, 1) = yo(Yo)) Av(X,t)dV =

= po v(X,t, Yo) Av(X,t)dY = / prAv(x,t)dr. (5.42)
Vo— V—w

Spodrobnéjsi komentaf je mozné najit v C5 v Marsik [2]

6Nejcastéji se moment hybnosti definuje pomoci vektorového souéinu, jako napf¥. v Br-
dicka [5]. Zde vSak vyuZijeme préavé vnéjsi soudin (viz 2.2.4), ktery mé lepsi vlastnosti vici
zméné souradné soustavy. Vnéjsi soucin se pri této zméné transformuje jako antisymetricky
tenzor, zatimco vektor generovany vektorovym soucinem je vektor axialni, ktery se transfor-
muje podle pravidel jemu nalezicich
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Zde je vidét rovnost mezi materidlovym (prvni dva integraly) a prostorovym
(posledni integréal) popisem. Je ziejmé, ze velikost momentu hybnosti (5.42) zavisi
na volb& bodu Yy, resp. yo© a na volbé soufadné soustavy (jako moment hybnosti
na konci sekce 4.1.3) a 5.1.3. Z toho plyne, ze se jedna o veli¢inu neobjektivni.
V pripadé zmény vztazného bodu y, a souradné soustavy je tfeba vzit v tivahu
pripadné dodatecné sily F, resp. f, jako v kapitole 5.1.3.

Moment vnéjsich povrchovych sil k bodu yq je s ohledem na jejich velikost
(5.30) a (5.28) ddn integrély

/ rATdA — [/ e AT dAK} — [ rArda,  (5.43)
Vo—§2 Vo—2 slozky V—w

které reprezentuji tok momentu hybnosti, pricemz vzajemné pusobeni zvyraznu-
jeme podrzenim pftislusnych prvka dané dvojice. Podobné pak vnéjsi objemové
integraly ptsobi momentem

/ oot AFAV + poM AV =
Vo—Q Vo—Q

= prAfda+/ pmdy (5.44)
V—w V—w

odpovidajicim celkové produkeci momentu hybnosti. U nékterych materialt mize
existovat dalsi produkce momentu hybnosti M, resp. m, kterou jsme zahrnuli do
objemovych integralu (5.44). Tyto materidly, jenz maji nenulové M, resp. m, se
nazyvaji polarni. Vsimneme-li si, ze veli¢iny (5.42), (5.43) a (5.44) jsou postupné
(5.3), (5.5) a (5.6) v obecném zakonu bilance (5.4) je integralni tvar zékona bilance
momentu hybnosti v materidlovém popisu roven

/ por Avdy — rATdA — po(CAF+ M)AV =0. (5.45)
Vo— Vo — Vo—

V prostorovém popisu pak piseme

/ pr/\vdy—/ r/\Idg—/ p(rAf+m)dv=0. (5.46)
V—w NV—w V-w

Lokalni tvar zdkona bilance momentu hybnosti vyjadiime podle obecného
vztahu (5.12) s vyuzitim definice rychlosti (3.1) a vlastnosti vnéjsiho soucinu
(vAv=0) ve tvaru

polrt AN(V—F)] —poM —Vx-(r AL)=0. (5.47)

Pokud zdkon bilance hybnosti (5.37) vynasobime vnéjsim souc¢inem vektorem r,
1ze rovnici (5.47) upravit na tvar

[I‘/\VX'(T)]—poM—VX'(I'/\F):
:_[VX(X)AE} — poM =0,

pro X €V, —, (5.48)
lpo(xAV)@ (V-U)—rAT|N =0,
pro X € (. (5.49)

T¢asto Yo = yo
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Rozepsanim vnéjstho soucinu v (5.48) dostavame dalsi ¢asto pouzivanou podobu
lokalniho tvaru zakona bilance momentu hybnosti v materidlovém popisu ve sloz-
kovém zapisu

D TKi ox'
0XK 0XK

Uzijeme-li transformacni vztahy (5.24) a (5.31), dostaneme vyjadfeni v pro-
storovém popisu ve tvaru

TKI = pM¥ pro X eV, — Q. (5.50)

t—t'=pm  pro x€V-w. (5.51)

Odtud vidime, zZe lokdlni tvar zdkona bilance momentu hybnosti pro nepolarni
materialy vede v prostorovém popisu k podmince symetrie tenzoru, tj.

t=t', pro x€V-w (5.52)
a k rovnovaze povrchovych sil

Hp(r/\V)®(V—u) —r/\IHg:O, pro X € w. (5.53)

V piipadé polarnich materiala plati rovnost (5.51).

5.1.5 Bilance mechanické energie

Pokud skaldrné vynasobime rovnice bilance hybnosti (5.37) a (5.39) rychlosti
materidlového bodu v, ziskdme lokélni tvar bilance mechanické (Casto také nazy-
vané pohybové) energie. V materidlovém popisu pak plati

1 -
§p0|v]2—vx*(76) v—pF-v=0 (5.54)
a v prostorovém popisu
2
10(p|v[)
2 Ot
P1i dpravé rovnice (5.55) jsme pouzili bilance hmotnosti (5.21).
Bilanci mechanické energie je mozné zapsat i pro celé téleso (systém). Rovnice

(5.54) a (5.55) upravime tak, aby byly podobné rovnicim bilance (5.37) a (5.39),
tj. vyuzitim Leibnizova pravidla (derivace sou¢inu) dostavdme

1
+§V§-(p|v|2y)—Vx*(t)-v—pf-v:o. (5.55)

1 -
Epo|v|2 —Vx - (Tov) + To - Vx (V) — poF - v = 0, (5.56)
resp.
2
19(p|v[)
2 Ot
Po integraci pres objem)), dostavame zakon bilance celkové mechanické energie
v materialovém popisu

1
+VX-<2p|v|2V—tV>+’t-Vz(v)—pf-V:0. (5.57)

1 —= T _
/VO_Q SplvP v - /M_Q (Tov) - dA + (75 VX (v) = poF - v) dV = 0.

(5.58)

Vo—2
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Analogicky v prostorovém popisu

1 [
/Vfw §p|v|2 dv — /E)V—w (tv) - da+

Jednotlivé cleny v rovnicich (5.58) a (5.59) maji nasledujici fyzikalni interpretaci.
Prvni ¢len je roven celkové zméné kinetické energie télesa. Druhy ¢len vyjadiuje
tok mechanické energie do télesa jeho povrchem. Tteti ¢len vyjadiuje celkovou
produkei mechanické energie v télese. Ta je zpusobena napétim uvniti (vnitini
procesy, které v télese probihaji, napf. proudéni, chemické reakce, fazové pre-
chody) télesa a vlivem vnéjsich objemovych sil.

- (t-VI(v)—pfv) dv=0.  (5.59)

5.1.6 Bilance celkové energie

V kazdém redlném télese (systému) existuje vedle mechanické energie, jejiz
hustota je dle (5.59) rovna p|v|*, jeSté energie wnitini s hustotou pu. Celkova
energie systému je potom rovna souctu téchto dvou energii

Lo 2 _ Lo >
/VO_Q o <2 V| —i—u) dy = /V_wp (2 [v|" +u ) dv. (5.60)

Celkovy tok energie do systému jeho povrchem, za predpokladu pouze mecha-
nické a tepelné interakce s okolim, je dan integraly

/aVO_Q (Tov) = Q) - dA = (tv) —q)- da (5.61)

NV—w

Zde Q, resp. q jsou tepelné toky v materidlovém, resp. prostorovém popisu. Zna-
ménko minus pred tepelnymi toky oznacuje teplo dodané do télesa.

Celkova produkce energie v télese je zplisobena vnéjsimi objemovymi silami
a také dalsimi, zatim blize nespecifikovanymi vnéjsimi energetickymi vlivy, které
jsou doprovézeny absorpci nebo emisi zafivé energie, které znacime Q, resp. q.
Tudiz plati

/V oo (F-v)+Q) av= L P UEv)+q) dv. (5.62)

Dosazenim (5.60), (5.61) a (5.62) do zakladniho bilan¢niho vztahu (5.4) dosta-
neme integralni tvar bilance celkové energie v materidlovém popisu

/Vﬂpo <;|V|2+u> dv—/avog(mv) _ Q). dA—
- /VO_Q po (F-v)+Q) dV =0 (5.63)

a pomoci vztaht (5.12) a (5.13) dostavame lokélni tvar bilanéniho vztahu celkové
energie v materidlovém popisu ve tvaru

o (SVE+1) = Vx - (Tav) = Q) = o ((F-v) + Q) =0,
pro X eV, —-Q, (5.64)

|(GrlvE? ) (V= 0) = (o) - @
pro X € Q. (5.65)

’~N:O,
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Analogicky odvodime integralni tvar bilance celkové energie v prostorovém
popisu

—
/ p<|v|2+u) dy—/ ((tv) — q) da—/ p(f-v+¢qG) dv =0, (5.66)
—w 2 oV—w V—w
pricemz pomoci (5.14) a (5.15) dostavame lokalni tvar bilan¢niho vztahu celkové
energie v prostorovém popisu ve tvaru

O ook a)] + 9 (p (G VP +u) v~ () ) —pEvr i) =0,

pro xe€V —uw,

(5.67)
H(;p\v|2+u) (v—u)—((tv) — H n=0,
pro xecw .

(5.68)

Bilanci vnitini energie, ktera reprezentuje I. zakon termodynamiky, ziskame
tak, ze od rovnice (5.63),resp. (5.66) odecteme rovnici bilance mechanické energie
(5.58), resp. (5.59). Ta mé potom tvar

/VOQ poudv+/MQ FdA - / (7o-Vk(v)+Q) dv =0,  (5.69)

resp.

' . —_— . T ~ f—
/V_w pudy + /m}_wq da /v_w (t Vi (V) + q) dv =0. (5.70)

Lok&lni bilance vnitini energie je s ohledem na (5.12), (5.13) ddna v materidlovém
zapisu vztahem

poti + Vx - (Q) = To - VE (v) —Q =0, pro X €V, — €, (5.71)
Hpou(V—U)—i—QH N=0, pro XeQ. (5.72)

Analogicky podle (5.14), (5.15) obdrzime v prostorovém zapisu

85:—1—V (puv+q) —t-VI(v)—G=0, pro xe€V —w, (5.73)

Hpu (v—u)+ qH ‘n=0, pro X € w. (5.74)

5.1.7 Bilance entropie

Entropie S je extenzivni veli¢ina, kterd charakterizuje jak makroskopicky stav
systému, tak i procesy v ném probihajici (podrobnéji viz kapitoly 5.1 a 5.2 v Mar-
sik [2]). Je zavedena naptiklad Clausiovou nerovnosti

@ < ds, (5.75)

kde d@ je zména tepla, T' je teplota Podrobnéjsi dusledky této nerovnosti jsou
k nalezeni v kapitolach 7 a 11 v Marsik [2].
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Vyjdeme z obecného zdkona bilance (5.3) a definujeme celkovou entropii sys-
tému

s= [ pX)sX.dv = /V ol B)s(x, ) dv. (5.76)

ptidemz s je specifickd entropie vztazena k jednotce obejmu systému (télesa).

Nyni predpokladejme, ze Clausiova nerovnost (5.75) plati pro kazdy mate-
ridlovy bod, a ze d@ je celkové mnozstvi tepla, které tento materidlovy bod
vymeénuje pti teploté T se svym okolim. Potom zobecnéni Clausiovy nerovnosti
na cely systém (téleso) je s vyuZitim ds = 5 v materidlovém popisu ddno

. Q Q
ay > _/ = dA < qy 5.77
/v -Q Pos - V-0 T * Vo— T' ( )
a v popisu prostorovém
' q q
dy > — —d — dv. 5.78
V—w psav = oV—w T at V—w T v ( )

Celkovou produkci entropie definujeme tak, aby vyhovovala predchozim dvéma
nerovnostem (5.77) a (5.78), tj.

P(S) /V R / Y —wo(S)dv > 0, (5.79)
kde .
= poS + Vx - 7) 7T >0, pro XeV,—Q, (5.80)
resp. )
U(S):pé+Vx-<;)—;20, pro xeV —-w (5.81)

jsou hustoty produkce entropie v materidlovém, resp. prostorovém popisu. Dvé
posledni nerovnosti ((5.80),(5.81)) reprezentuji lokdlni tvar bilance entropie a na-
zyvaji se casto Clausiovy - Duhemouvy.

Zakon bilance celkové entropie systému (5.76) je podle obecného vztahu (5.4)
roven

S —J(S)="P(S)>0. (5.82)
Tedy v materidlovém popisu je s ohledem na (5.77) a (5.79) roven
/ ‘post - —/ Qaas Qv S(S)dy.  (5.83)
Vo—Q - T Voo T Vo—Q

V popisu prostorovém pak plati

/Vw posdv = — /an % - da + /vw % dv + - o(S) dv. (5.84)

Porovnanim s obecnym zédkonem bilance (5.82) vidime, Ze velikost toku entropie
do télesa (znaménkem minus je vyjadien tok proti sméru vnéjsi norméaly povrchu
télesa) je

Q q q
—dVY = — —.d —dv. (5.85
Vo T av-w T a+t veuw T v )

B Q
j(S)——/aVOQT- dA +
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Pokud zanedbame absorpce (resp. emise) zarivé energie, maji hustoty toku ent-
ropie tvar

J(S):—? , Tesp. j(S):—%. (5.86)

Bilance entropie na ploSe nespojitosti je diky (5.83), (5.84) a (5.13), (5.15)
dana nerovnicemi

lpos(V = U) = 3(9)|-N >0, pro XeQ, (5.87)
Hps(v —u) —j(S)H -n >0, pro X € w. (5.88)

Vidime, ze pti pruchodu plochy nespojitosti (napf. razova vlna), prostiedim ent-
ropie prostiedi nikdy neklesne.

Produkei entropie (5.80) miizeme vyloutenim zdroji tepla Vx - (Q) — Q po-
moci zakona bilance vnitini energie (5.71) a po formdlnich vpraviach vyjadiit
v materialovém popisu ve tvaru nerovnosti

. 1 1 .
5(S) = po ( - T) HQ-Vx) () + 7T Ve 2 0. (5.80)

V prostorovém popisu, analogicky vzhledem k (5.73) a (5.21)

o(S) = p <s - ;) +(q- V) (;) + ;,t V7 (v) > 0. (5.90)

Na misto téchto poslednich dvou nerovnosti se ¢asto definuji nerovnosti
. 1
I =TS(S) = po (T5— i) + = (Q-Vx) (1) + To- Yk () 20 (591)

. 1
7 =To(8) = p(T5—1) + = (a- V) (T)+t-VI(v)>0 (5.92)
vyjadiujici hustotu disipované energie. Tato velicina ma rozmér energie. Nerov-
nosti (5.89) - (5.92) jsou tzv. fundamentdlni termodynamické nerovnosti a repre-
zentuji soucasnou nejobecnéjsi formulaci II. zakona termodynamiky pro jedno-
slozkovy systém (téleso).
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Kapitola 6

Pohybové rovnice pro tekutiny

6.1 Analogie k mechanice

Nejdiive ukdzeme, ze v aktudlni konfiguraci (prostorovy popis) se vyskytuji
kromé klasické objemové sily f = —V, (@), kterd je vyvoldna potencidlni ener-
gii, i dalsi sily. Ty v pripadé izotropniho systému, kterym tekutiny jsou, souvisi
s gradientem tlaku Vy (p), poptipadé s elasticitou prostou V (t), kde t je ten-
zor elastickych napéti, jak bylo zminéno jiz vyse. Vyjdeme z rovnovéhy sil (5.39)

v jednotce objemu V a za obecnou objemovou silu dosadime f = —V, (®). Pak
dostavame
opv
W—FVX-(pV@v)—VX*(t)—i—pVX (®) =0, (6.1)
coz muzeme prepsat na tvar
opv
s + Vi (pv @ V) = Vi * (1) — pVy (D). (6.2)

Upravime levou stranu rovnice (6.2) pomoci Leibnizova pravidla

aaptv—va'(PVQ@V):
ov  0p
—pa%-av#—p(v-vx) (V) + Vx - (pv) v.

Toto prerovname na tvar

paa‘t/ +v (gﬁ + Vi - (pv)) +p(v-Vy)(v) (6.3)

a s vyuzitim zakona zachovani hmotnosti v prostorovém popisu

dp

N + Vi (pv) =0
dostavame
v
P+ p(v T (V). (6.4)
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S vyuzitim identity?
1
(v Vi) (v) = 5 Vx (V) = v x Vi x (v) (6.5)

nakonec levou stranu rovnice (6.2) do tvaru

p (gj + ;vx (IV*) = v x Vi x (v)> . (6.6)

S vyuzitim této levé strany dostavame

ov 1
— + Vy(e) =vxw+ —Vyx (1), 6.7
o Va(o) Ve (1) (67
kde € = 3 [v?|+® je celkova energie daného materidlového bodu a w = Vy x (v)
je veli¢ina zvana virivost.
Pokud nyni vztah (6.7) porovname s klasickym vysledkem Hamiltonovy mecha-
niky pro systém o hmotnosti 1 kg
ov
— 4+ Vx(h) =0, 6.8
oV (h) (69
kde h = % |v2| + @ je hamiltonidn vztaZeny na 1 kg, ktery je souc¢tem kinetické
a potencialni energie systému, zjistime, ze
ov ov

E‘l'vx(h):E-i-Vx(G):U Jtedy h=c¢ (6.9)

a celkové vidime Ze dodatecnd sila je prava strana (6.7), ¢ili
1
vXW+ -V (t). (6.10)
P

Tato sila je disledkem pohybu materialového bodu v materidlovém kontinuu a lze
interpretovat jako disledek povrchovych sil (analogicky tenzoru napéti t).
6.2 Pohybové rovnice pro tekutiny

V této sekci budeme zkoumat jaké dusledky pro nas bude mit extermalizace
funkciondlu akce S, ktery je v diskrétnim piipadé definovan vztahem (3.11).
V pripadé mechaniky kontinua ma akce tvar

to
S = \ /Vp(x,t)l(x,t)dudt, (6.11)

lzde jsme pouzili (2.1): a x (b x ¢) = (a-c)b — (a-b)c. V nasem pifpadé méme

0 -0 . v,
J_— — I 3 0
v 3xlvm v Ox? Oz

.0
_ o klm, g _ lsm _ smgl
v VXv= |:6Z]k6 v @Um = ((S’L(Sj 51 5,])

slozky

= %Vx (|V|2) — (V : vx) (V)
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kde I(x, t) je specifickd hustota Lagrangianu. Tento funkciondl (6.11) zcela analogi-

cky jako (3.11) v pripadé klasické mechaniky popisuje dynamiku kontinua slozené-

ho z materidlovych bodi P(X), které se pohybuji po trajektorii x = x (X, ).
Specifickou hustotu Lagrangianu definujeme [ nasledovné

I(x,t) = ; V2(x,1)| = D(x) = u(s(x,1), p(x,1) = X - B, (6.12)

kde u(s(x,t)p(x,t)) je vnitini energie tekutiny a zavisi jak na hustoté p(x,t)

tak i na entropii s(x,t), B je vektor zrychleni vyvolany interakci (tzv. tfenim)

a skalarni souc¢in X - 8 ma potom vyznam energie interakce materidlového bodu

v misté x s okolim. Materidlové body X = X(x,t) prochazeji geometrickym bodem
X a tfenim odebiraji ¢i dodavaji okolnimu prostiedi energii.

Jelikoz zakony dynamiky materidlového kontinua musi platit pro kazdy mate-

ridlovy bod, provedeme variaci funkcionédlu (6.11), jako v sekei 3.3, viéi nezavisle
proménnym trajektoriim x = (X, ¢) téchto bodu?, ¢ili

55 = 5 ( / t | o0 010 1) dv dt) | (6.13)

Kdyz uvdzime pevny integra¢ni objem (¢;,t5) X V mame

t
58 = / ’ /V 5 (o0, Dl(x, 1)) dvdt. (6.14)

t1

Nyni budeme zkoumat integrand predchoziho vztahu. Ten lze upravit na tvar

6 (p(x; )l(x, 1)) = 6 (pl) = pdl + lop. (6.15)

Variace prvniho ¢élenu (6.15) je

1, , :
p5l—p5(2‘v ‘—CI)—U—X',B) =

p(o (; V)~ 60— ou—d(X ) =

=p(v-6v =0 —ou—0X-B-X 0B), (6.16)
kde
, od _ .
slozky

ou\ Os ou\ 0O
du = du(s(x), p(x)) = (as> oy ox + ((%)) 82-&(
P s

_ ((g“) v+ (5) % <p>) by (6.15)

2dale budeme pouzivat znadeni y ke zvjraznéni faktu, ze se jednd o trajektorii
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a kde

5X = 5(X(y)) = [6<XL<>5>> - 6x] SV 00 (6.19)
0B =dB(x) = Vi (B) o0x (6.20)
=0 (5 + v v 8) =3 (%) + (v 8) =

= OB (59 () + (v 9 (98) =

= 9 VB + (v V) (9B). (6.21)

Posledni vztah muzeme uzitim Leibnizova pravidla upravit

X3 = X (524 9()500) + (v ¥, 68)) -
op(X-0B) 0pX
- |2 O g 4 X a8 3)+

+ [Vx - (p(X-0B)v) — Vi * (pv @ X)) - 68] =

= O 0 (X 5B — (7 T o)) (X 38)-
(I B X (GBI (62)

S ohledem na Gibbsovu definici entropie zavedeme teplotu T a statistic-
ky tlak p (vztahy (8.122) a (8.20) v Marsik [2]) plati

ou ou P
=T — | = =. 2
<58>p ’ (&O)S P’ (6.23)

Celkové tedy dosazenim vztaht (6.17) - (6.22) do (6.16) s vyuzitim (6.23) dostéa-
vame

o8l = [—Bvx 00 -V, (@) = TV, () + v, <p>] oyt

+p [V — XVx (ﬁ)} SOV + lap + Vi - (pv)] (X -dB8)+

ot
9p(X - 0p)

5 + Vi (p(X-08)v), (6.24)

bo| G+ (v 9 )] 08 -

kde jsme vyuzili (2.6), pricemz z divodu vétsi prehlednosti jsme znacili

(a*xs)-b= (as)-b
konvence
Podobné i pro druhy ¢len (6.15) je
lop =1V, (p)-ox. (6.25)
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Dosazenim (6.24) a (6.25) do variace funkcionalu (6.14) dostaneme konecny tvar
podminky pro extrém

5S=/t52A(p5z+zap) dvdi =
— tth /V {p [_évx (X) =V (®) - TV, (s)} Sy + (l — i) V., (p) - Sx+

+p|v—XVy(B)]-ov+ lg‘; + Vi (pv)] (X - 0B)+

t2

+p B}f +(v-Vy) (X)] -w} dv dt — va(x-aﬂ)dy]tl -

— /tt /av p(X-6B)v - dadt = 0. (6.26)

Jelikoz je variace tieci rychlosti 68 na hranici integraéniho objemu (¢, t3) X V nu-
lova, vypadnou posledni dva ¢leny v predchozi podmince extrému. Tudiz nekladou
zadné omezujici podminky na pohyb kontinua.

Nezavislost variaci aktualni polohy materidlového bodu dy vede k nutnym
podminkdm extrému v bodé (x,t) € V x (t1,t2). Tyto variace lze fyzikdlné in-
terpretovat jako fluktuace trajektorie materidlového bodu X v libovolném bodu
prostoru (x,t). Potom mitizeme psat V () a X namisto V, () a X. Extrém funk-
ciondlu (6.11) musi nastat pro vSechny tyto variace aktudlni polohy (fluktuace)
dostavame z prvnich dvou ¢lenu (6.26) nutné podminky

BV (X) = Vi (@) = TV, (s) =0 (6.27)
- ]; = 0. (6.28)

Variace rychlosti v = dx je zavisla na variaci 0x(X, t). Podminku extrému spl-
nime tehdy pokud
v =XV, (8). (6.29)

Extrém funkciondlu musi nastat (6.11) i pro variace vektoru treci sily, musi byt
také splnény nasledujici nutné podminky
Ip

T +Vx-(pv) =0 (6.30)

0X
5 =" (v-Vy) (X). (6.31)

6.2.1 Interpretace podminek extrému

Podminka (6.27) ma vyznam interakce s okolnimi materidlovymi body. tzn.
rovnovdaha setrvacnyjch, povrchovych a objemouvych sil nebo-li bilance hybnosti
a bude ji vénovana dalsi sekce.

Podminka (6.29) nam 1ika, ze extrému dosahneme pokud budeme rychlostni
pole definovat pomoci tieci rychlosti pravé takto.

Podminka (6.30) je obvykly zdkon bilance hmotnosti. O této bilanci bylo
mluveno v sekci 5.1.2, konkrétné se jedna o vztah (5.21). Z této podminky vy-
plyva, Ze se zachovava hmotnost materialového kontinua.
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Podminku (6.28) miiZeme upravit®

1 .
l—827v2—¢)—u—X-ﬁ—g:
p 2 p
_ x. B Ll g, P
at 2 P
oB
= X.-ZEZ _h =0 6.32
ot C 3 ( )

kde h¢e = %V2+<I>+u+ £ je celkova entalpie tekutiny. Tato podminka nam k4, Ze
se celkova energie materidlového bodu zachovava. Jedna se tedy o bilanci energie.
Ze vztahu (6.32) je také vidét, ze ve stacionarnim rychlostnim poli, kde %—f =0,
se zachovava celkova entalpie tekutiny.

Vyuzitim bilance energie (6.32) mtizeme upravit bilanci hybnosti (6.27) tak,
ze nahradime ¢len BV (X) z gradientu celkové entalpie

—Vx (he) = Vx (X((;'f> = Vi <?£X> —
B

8 9B\ _
:EV" (X) + XV ({%) =
By, x)+ X2 (v, () =

B 82 ot

0, 0 9,
=5 Vx(X) + 5 (XVx (8)) — 5 (X) Vx (B) =
030+ 2 (v V.0 (X) Vi (8) = 0. (6.33)

P1i dpravé jsme pouzili pouze Leibnizova pravidla a postupné definice rychlosti
pfi interakei materidlového kontinua (6.29) a transformacniho vztahu (6.31).
Uvazime-li, Ze za vyuziti materidlové derivace vektoru (B.5) plati

LX) = (B (v- V) (8)) V(). (6.34)
muzeme s vyuzitim bilance hybnosti (6.27) upravit vztah (6.33)
Valhe) = (B~ (v V) (B)) Va (X) + % 4 (v V) (X) Vs (6) =
= V(@) ~ TV ()~ (v V) (B) T (X) + 0¥ (v V) (X) Vi (B) =
= Y (@) = TV () ~ [(v- V) (B) Y (X) (v V) (X) Vi (B)] =
= (Z:; — Vx (®) = TVx(s) = [v x Vg x (V)]. (6.35)

3zde vyuzijeme identity

. 6[3
Vv =(XVx(B) v=(XxVx(B) v=X(Vx(B)v) =X (v-Vx) (B) =X -B-X- =,
kterd je odvozena za pomoci podminky extrému na rychlost (6.29) a vztahu pro materidlovou
derivaci vektoru (B.2) s vyuzitim konvence (2.6).
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Posledni tprava je dusledkem identity
VX Vi x (v) = (v V) (B) Ve (X) = (v Vi) (X) Vi (B) - (6.36)
Platnost této identity ukazeme kvuli prehlednosti ve dvou krocich:

S vyuzitim definice rychlosti pfi interakci materialového kontinua (6.29) do-
stavame
i O 5 O op
ik 2 gk Z xLZPL
(Ve X (V)); =€ B0 Vg = € 8ij Sk
egkaX.L OB + XEe® 82§L
Oxd OxF Oz xh

Posledni ¢len v predchozim vztahu je ze symetrie roven nule. Tudiz
mame

L0X1 o
o Jk YrL
(Vi X (V)); =€ 527 Dk

V druhém kroku vyuzijeme vlastnosti dvojnadsobného vektorového sou-
¢inu (a x (b x ¢) = b(ac) — c(ab).). Cili

(6.37)

L 0XTEopB
l k L
(vx Vi x (v); = eiqvleé B ek
, - 0XTop;
jslk skl
(60 0:07 )i oxJ Oxk

ox" 05, 9X' 0P
oxt " Oxk " ork oxt’

(6.38)

coz je v bezslozkovém zapisu nami hledana identita.

Nyni jsme tedy obdrzeli alternativni vztah pro bilanci hybnosti (6.27) ve tvaru

88: — Vv X Vg X (V) ==V (he) + TVx(s) + Vi (). (6.39)

Pro srovnani uvedeme tzv. Croccovu vétu, ktera je odvozena z fenomenologickych
zakonu bilance a plati jen pro stacionarni pripad. Tu muzeme zapsat ve tvaru

—v X Vx X (v) = =V (he) + TV (s) + ;VX * (tais) - (6.40)

Croccova véta dava do primé relace silové ucinky generované i v disledku zmén
vnitini energie materidlového bodu. Poskytuje tim vice informace nez prosta
rovnovaha setrva¢nych a povrchovych sil, tak jak je tomu v obvyklém zidkonu
bilance hybnosti, viz kap. 5.1.3. Porovnanim odpovidajicich élenti v rovnicich
(6.39) a (6.40) lze usuzovat, ze predpoklad existence jen staciondrnich procesi
pti fenomenologickém odvozeni Croccovy véty (6.40), vede k vylouceni ¢lenu %‘t’
a k souvislosti disipativnich procest (viskézni tfeni) se silami potencidlnich silo-

vych poli ®.
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Kapitola 7
Zaver

Byla ukézana tésna souvislost mezi fenomenologickym pristupem k mechanice
kontinua a jeji formulaci pomoci variacniho principu. Velkou prednosti variac¢ni
formulace mechaniky kontinua je jeji invariance vici volbé souradného systému.
Vlastnost extrému (minima) pfislusné 4cinkové funkce (akce) je zarukou jedno-
znané fyzikalni interpretace odvozenych invarianti (zadkonu pohybu). Vétsina
varia¢nich formulaci mechaniky kontinua je vazana na vratné procesy ve kterych
se zachovava invariance zakonii vzhledem k casové transformaci ¢ — —t. Tuto
vlastnost vSak vSechny realné procesy nemaji. Cilem této nové formulace je po-
stihnout evoluc¢ni charakter procesti a respektovat jejich pri¢innost.

Na konkrétnim tvaru tzv. Croccovy véty (6.40) lze dobie fyzikalné interpre-
tovat jednotlivé ¢leny (parametry) varia¢ni formulace, jak bylo uvedeno na konci
sekce 6.2.1, pricemz je vidét, ze ¢asova nevratnost procest, pricinnost a produkce
entropie vyjadruji, kazdy v jiném smyslu, redlnost vsech fyzikalnich proces.

Fyzikélni iterpretaci ¢lent ve vysledné bilanci (6.39) a dalsim otazkam, které
zustali nezodpovézeny bude vénovana dalsi pozornost ve formé diplomové préce.
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Priloha A
Pouzité vety

A.1 Veéta o integraci per partes

Necht pro f, g : R <— C s existujicimi derivacemi na /. Pokud existuje primitivni
funkce k funkci f(z) - ¢'(z), pak existuje i primitivni funkce k f’(z) - g(x) a plati

[ 1@ gl de = [f(@) - g(@)], = [ F@) g/ (x) da (A1)

Dikaz
Véta je primym dusledkem Leibnizova pravidla (derivace souc¢inu).

A.2 Gaussova véta

Necht

(i) Q je oteviena omezena podmnozina RY

(ii) Hranice 02 mnoziny €2 je zobecnénd (N - 1) dimenzionélni plocha takova, zZe
Jn_1(09) < o0 a v kazdém bodé xkazdé jeji (N-1) dimenzionalni komponenty
existuje vnéjsi jednotkovy norméalovy vektor n(x) k 0S).

(iii) Nechté funkce T je spojitd na  a pro néjaké i € {1,..., N} md pro kazdy
x € ) derivaci 3;5 (x), ktera je spojité prodlouZitelna na €.

Potom plati

[ T-nda- /va (T) dv (A.2)

Diikaz
Nalezneme napriklad v Kopéacek 111 [6]
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Priloha B

Definice pojmi mechaniky
kontinua

B.1 Materialové derivace skalart, vektort a ten-
zoru

V této sekci se budeme vénovat pouhé kinematika spojitych téles. Nebude za-
jimat ani jejich hmotnd podstata, ani silové t¢inky vnéjsich poli (vnéjsiho pro-
stredi).

Definujme materidlovou derivaci skalaru ¢(X,t), vektoru A(X,t) a tenzoru
A(X, t) jako parcidlni derivaci pro jeden materidlovy bod (tj. pevné X) a ozna¢me
ji teckou

0= 0% 1) = w (B.1)
X
. I
A=1-AGo) - [TXOE - 5,200 |
ot X slozky
_p. 9AXY
=% . (B.2)
i i | OAM (X, 1)
A=(1xI)- - AX,t) = lAIJ(X,t)EIEJ = E; @EJT ] _
X slozky
DA(X,t)
=(I®I)  —*| . B.3
(IeI) o |, (B.3)

Pro skalar ¢(x,t), vektor a(x,t) a tenzor a(x,t) v prostorovém popisu pro ma-
terialovou derivaci plati

= ¢(X7 t) = @(X(Xv t>>t) = QO(th) =
. Oy Op 027
- [@ ~ | T ow o
_og|  dp0x
ot~ ox ot
_ 9

=T vV (@) (B.4)

X‘| slozky

X
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a=T-a(x ) =1-a(x(X,1),¢) = [-a(X, 1) =
[ i (E%Li da’ 07 )1
= |e;a = €; =
ot X/ dslozky

ot
Oa

”“(at X>—

_%—F(V-V)(a) (B.5)

ot . '

0a
ox Ot

d= (I1®1)-a(x,t) = IoT) - a(x(X,6),6) = (1) - a(X, £) =

[ i (80#7 da' Oxk )1

= eieja = eiej =

X/ Jdslozky

X

ot | a9k o

X

oa OJa 0x
—<H®“>'<atx+a><atx> =
oa
=5+ (V- Vi) (a), (B.6)

kde x = x(X,t) a X = X(x,t). Pro tenzory vyssich radu se materidlova derivace
definuje analogicky.

Pro derivaci souctu a soucinu plati stejné pravidla.

Pro derivaci slozené funkce plati modifikované retizkové pravidlo ve tvaru

a(e(x,1)) = al, + Fra (B.7)
B.2 Transformace elementi
Pro transformaci krivkového elementu plati jednoduchy vztah

ozt .
5 da’ = Vi (x) dx. (B.8)

dx = | dz* = 5;. da? =

slozky

Transformace plosného elementu je ddna vztahem
da = jVx (X) dA, (B.9)

kde j je jakobidn transformace!. Tento vztah dostaneme dosazenim za diferencial
soufadnic dx a vyuzitim definice vnéjsiho soucinu.
Transformace objemového elementu je dana vztahem

dv = |det |Vx (x)|| AV = jdV. (B.10)

! Jakobidn transformace je definovany nésledovné

j = |det|Vx (x)||.

42



B.3 Materialové derivace integrala

Zékony bilance v kapitole 5.1 jsou formulovany pomoci integralii pres kiivku,
plochu ¢i objem. Abychom nalezli materialovou derivaci téchto integrali, nejdiive
vypocteme materidlové derivace jakobianu a elementu ktivky, plochy a objemu.
Pro jakobian j plati

8j 9zt 9j o ot o

J

8§X, oX1! az—?xl Oxt 0X1 ox
resp. vektorové (B.11)
- dj ' dj .
= ——V = ——"—Vx(v)V = jVx - .
Pro materidlovou derivaci elementu kiivky dx(s) plati
: — ot
dx(s) = | dxi(s) = P da?(s)) = Vx (v) dx(s) (B.12)
x slozky
a pro element plochy plati
- | 0X 1 o’ o’
slozky
= Vx-(v) da— Vg (v) da. (B.14)
Nakonec pro element objemu dostavame
A =jdV ="V, (v)jdV =V, (v) dv. (B.15)

Materidlova derivace kiivkového integralu néjakého pole ¢(x,t) podél mate-
ridlové kiivky definované jako ¢ : x = x(s) je rovna

M{ = /Cgb + Vi (v) dx. (B.16)

Pokud je ¢ libovolnéa pevné zvolena nemateridlova prostorova krivka, kterou ozna-
¢ime C', pak materidlova derivace v (B.16) ztrdci smysl a jde jen o obvyklou
casovou derivaci integralu

0 0
a/cde:/ca—fdx. (B.17)

Materidlova derivace plosného integralu z néjakého pole ¢(x,t) pres mate-
ridlovou plochu s : x = x(u,v) je

M_/s¢+/s¢(VX‘(V) da — Vi (v) da). (B.18)

Zde jsme vyuzili vztah pro transformaci plosného elementu (B.9). Pokud je S
libovolna prostorova plocha (ne materidlova) a povrch, pres ktery integrujeme je
¢asové zavisly, analogicky jako v (B.17) dostavame

0 0
a/sgodx:/sa—fdx. (B.19)
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Materialova derivace objemového integralu z néjakého pole ¢(x,t) pfes mate-
ridlovy objem V je ddna vztahem

/Vgodyz/\}(cp%—vx-(v))duz/]}(aaf+Vx~(gov))dl/. (B.20)

Podrobnéjsi oduvodnéni a dikazy vztaht (B.8) - (B.20) jsou uvedeny v Marsik [2].
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