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Úvod

Model mnohorozměrné lineární regrese je důležitou statistickou metodou
ke zkoumání závislosti proměnných, jejichž hodnoty získáváme při realizaci
experimentů. Své uplatněné regrese nachází například v lékařství, meteoro-
logii nebo i ve finančním sektoru. Tato bakalářská práce je shrnutím teorie
mnohorozměrné lineární regrese. Obsahuje základní vzorce potřebné k ur-
čení regresních parametrů a testování hypotéz.

První kapitola shrnuje teorii jednorozměrné lineární regrese, která tvoří zá-
klady k odvození teorie mnohorozměrné lineární regrese. Tato kapitola se-
znamuje s obecným modelem jednorozměrné lineární regrese. Je zaměřena
na metody odhadů regresních parametrů a reziduálních rozptylů, které jsou
potřebné při testování hypotéz. Dále se zabývá tím, jaké lze v tomto modelu
testovat hypotézy a jak přesně je testovat. Na závěr této kapitoly je připojen
příklad nejjednodušších modelů jednorozměrné lineární regrese. Více infor-
mací k problematice z této kapitoly lze nalézt např. v knihách [1] a [2].

Druhá kapitola se soustřeďuje na teorii mnohorozměrné lineární regrese.
Taktéž popisuje základní model, vysvětluje, jak lze odhadovat regresní pa-
rametry a matici chyb, která se používá při testování hypotéz. Podrobněji
se zabývá problematikou testování hypotéz. Seznamuje s nejčastějšími testo-
vými statistikami založenými na poměru věrohodností, Pillaiově a Lawley-
Hotellingově stopě. Na rozdíl od první kapitoly je zde stručně vysvětleno, jak
je možné určit predikční oblast pro nové pozorování. Na závěr této kapitoly
je opět připojen příklad, který lze popsat jedním z nejzákladnějších mnoho-
rozměrných lineárních modelů. Tento příklad je ještě doprovázen simulacemi
sestrojenými v programu R (tento simulační program je přiložen k práci na
kompaktním disku). Tyto simulace slouží hlavně k porovnání jednotlivých
testů. Více informací k pojmům této kapitoly lze nalézt např. v knize [3].
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Kapitola 1

Jednorozměrná lineární regrese

1.1 Vymezení základních pojmů

Jednorozměrná regresní analýza je běžně používaná statistická metoda slou-
žící ke zkoumání závislosti proměnné Y na souboru nezávislých proměn-
ných X1, . . . , Xp, kde p ≥ 1. Takto můžeme například pozorovat závislost
výšky člověka na věku a pohlaví, nebo hustotu dané látky na měnící se tep-
lotě. Cílem regresní analýzy je otestovat, na kterých konkrétních X1, . . . , Xp

proměnná Y závisí, jak na nich závisí, popřípadě předpovídat hodnoty Y ,
máme - li k dispozici pozorování proměnných X1, . . . , Xp.

Proměnnou Y můžeme tedy vyjádřit jako funkci X1, . . . , Xp takto:
Y = f(X1, . . . , Xp)+ e. Tento model se nazývá regresní, funkce f je regresní
funkce a e je náhodná chyba. Tato náhodná chyba může vzniknout například
v důsledku nepřesností měření vektoru veličiny Y . Jednotlivé chyby pozoro-
vat nelze.

Pokud je funkce f lineární, mluvíme o lineárním regresním modelu. Model
můžeme přepsat ve tvaru

Y = β1X1 + β2X2 + · · ·+ βpXp + e, (1.1)

kde koeficienty β1, . . . , βp jsou blíže nespecifikované neznámé regresní para-
metry. Tyto parametry se snažíme odhadnout.

Obecně máme data sestávající se z nezávislých pozorování, které vytvoří
n-rozměrný náhodný vektor Y a p n-rozměrných vektorů X1, . . . ,Xp, jejichž
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hodnoty známe. Dále tedy budeme předpokládat, že Y je náhodný vektor
se složkami Y = (Y1, . . . , Yn)T , X je matice typu (n × p), jejíž i-tý sloupec
je sloupec vektoru Xi = (x1i, . . . , xni)T , i = 1, . . . , p, β = (β1, . . . , βp)T je
vektor jednotlivých regresních parametrů a e = (e1, . . . , en)T je vektor chyb.

Poznámka. První sloupec matice X zpravidla tvoří vektor jedniček.
Pokud by tomu tak nebylo, nadrovina vyjadřující závislost proměnné Y
na proměnných X1, . . . , Xp by vždy procházela počátkem. První sloupec tvo-
řený vektorem jedniček nám umožní posouvání této nadroviny o konstantu
β1, tudíž přímka pak neprochází počátkem, ale protíná svislou ypsilonovou
osu v hodnotě parametru β1.

Model tedy můžeme přepsat maticově do tvaru

Y = Xβ + e, (1.2)

což můžeme rozepsat po složkách jako
Y1
Y2
...
Yn

 =


x11 x12 · · · x1p
x21 x22 · · · x2p
...

...
. . .

...
xn1 xn2 · · · xnp




β1
β2
...
βp

+


e1
e2
...
en

 . (1.3)

Pro jednotlivé složky vektoru Y platí

Yi = xi1β1 + xi2β2 + · · ·+ xipβp + ei, pro i = 1, 2, . . . , n. (1.4)

Předpokládáme, že model splňuje následující podmínky:

1. Yi je náhodná veličina a její hodnota je funkcí vysvětlujících veličin
xi1, . . . , xip, tato funkce je lineární a stejná pro všechna i = 1, 2, . . . , n.

2. Vektor chyb je vektor náhodných veličin e = (e1, . . . , en)T , který spl-
ňuje podmínky

Ee = 0, vare = σ2I, (1.5)

kde parametr σ2 taktéž není znám.
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1.2 Odhady parametrů

1.2.1 Metoda nejmenších čtverců

Nejpoužívanější metodou pro bodový odhad koeficientů je metoda nejmen-
ších čtverců. Mějme náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)T a matici daných
čísel X(n×p), tedy model tvaru (1.2), kde vektor chyb e splňuje podmínky
(1.5). Pro střední hodnotu a rozptyl vektoru Y tedy platí, že EY = Xβ,
varY = σ2I. Metoda spočívá v proložení dat (xi1, . . . , xip, Yi) nadrovinou
tak, aby součet čtverců odchylek (tj. vzdálenost Yi a odhadu Yi) byl co možná
nejmenší (tato nadrovina se nazývá regresní). Tedy hledáme minimum pro vý-
raz

S(β) = (Y−Xβ)T (Y−Xβ). (1.6)

Označme tento odhad β̂ = (β̂1, . . . , β̂p). Za předpokladu, že hodnost matice
X je rovna p platí, že matice XTX je typu p× p a je regulární.

Věta 1 Pro odhad vektoru parametrů β metodou nejmenších čtverců platí
β̂ = (XTX)−1XTY.

Důkaz. Pro vektor β̂ = (XTX)−1XTY platí

XT (Y−Xβ̂) = XT (Y−X(XTX)−1XTY) = XTY−XTX(XTX)−1XTY

= XTY−XTY = 0.

Nechť β∗ je jiný odhad. Potom

S(β∗) = (Y−Xβ∗)T (Y−Xβ∗)

= [(Y−Xβ̂) + (Xβ̂ −Xβ∗)]T [(Y−Xβ̂) + (Xβ̂ −Xβ∗)].

Po roznásobení a využití podmínky XT (Y−Xβ̂) = 0 dostáváme

S(β∗) = (Y−Xβ̂)T (Y−Xβ̂) + (β̂ − β∗)TXTX(β̂ − β∗).

Výraz (Y −Xβ̂)T (Y − Xβ̂) je konstantní, tedy S(β∗) je minimální právě
tehdy, když výraz (β̂ − β∗)TXTX(β̂ − β∗) je minimální. Matice XTX je
pozitivně definitní, neboť její hodnost h(X) = p. Pak

(β̂ − β∗)TXTX(β̂ − β∗) ≥ 0

a rovnost nastává pro β∗ = β̂. �
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Výraz R = (Y − Xβ̂)T (Y − Xβ̂) se nazývá reziduální součet čtverců.
Označme dále s2 = R/(n−p). Této veličině se říká reziduální rozptyl. Pro re-
zidualní rozptyl platí Es2 = σ2 a tedy s2 je nestranným odhadem parametru
σ2.

Poznámka. Reziduální součet čtverců můžeme ekvivalentně psát jako
YT (I−M)Y, kde M = X(XTX)−1XT .

Tvrzení 2 Pro střední hodnotu a rozptyl parametru β̂ platí Eβ̂ = β,
varβ̂ = σ2(XTX)−1.

Důkaz. Lze nalézt např. v [2]. �

Pokud dále předpokládáme, že vektor chyb e má normální rozdělení,
tedy e ∼ N(0, σ2I), pak vektor Y má taktéž normální rozdělení,
tedy Y ∼ N(Xβ, σ2I), a pro odhad parametru β̂ platí následující tvrzení.

Tvrzení 3 1. β̂ ∼ N [β, σ2(XTX)−1],

2. R
σ2

∼ χ2n−p,

3. β̂ a R jsou nezávislé.

Důkaz. Lze nalézt např. v [2]. �

Tvrzení 4 Nechť vij je (i, j)-tý prvek matice (XTX)−1. Pak pro každé
i = 1, . . . , p má náhodná veličina

Ti =
β̂i − βi√
s2vii

t-rozdělení o n− p stupních volnosti.

Důkaz. Lze nalézt např. v [2]. �

Po vypočtení regresních koeficientů můžeme dále testovat hypotézu
β̂q+1 = β̂p = · · · = 0 pro q < p. Tedy je to test toho, zda některé z vysvětlu-
jících proměnných nemají žádný podstatný efekt na závislou proměnnou Y .
Chceme porovnat úplný model Y = β1X1 + β2X2 + · · · + βpXp s redukova-
ným modelem Y = β1X1 + β2X2 + · · · + βqXq (na tento model lze převést
každou podmnožinu vysvětlujících proměnných Xi velikosti q pouhým pře-
číslováním indexů). Test se provádí pomocí porovnání reziduálních součtů
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čtverců obou modelů. Označme R reziduální součet čtverců úplného modelu
a R0 reziduální součet čtverců redukovaného modelu. Testová statistika má
potom tvar

F =
R−R0
(p− q)s2

=
R−R0
p− q

· n− p

R
,

kde s2 je reziduální rozptyl úplného modelu.

Tvrzení 5 Za platnosti nulové hypotézy β̂q+1 = β̂p = · · · = 0 pro q < p má
testová statistika F F -rozdělení o p− q a n− p stupních volnosti.

Důkaz. Lze nalézt např. v [2]. �

Pokud zamítáme nulovou hypotézu, znamená to, že alespoň jedna z vysvět-
lujících proměnných Xq+1, . . . , Xp má významný vliv na proměnnou Y .

1.2.2 Metoda maximální věrohodnosti

Mějme model Y = Xβ + e a předpokládejme, že e1, . . . , en jsou nezá-
vislé náhodné veličiny s normálním rozdělením N(0, σ2). Náhodný vektor
e má potom n-rozměrné normální rozdělení Nn(0, σ2I). Vektor Y má tedy
n-rozměrné normální rozdělení Nn(Xβ, σ2I). Pro hustotu vektoru Y platí

f(Y,Xβ, σ) =
1

(2π)n/2σn
exp

(
−1
2
(Y−Xβ)T (σ2In)−1(Y−Xβ)

)
=

1
(2π)n/2σn

exp

(
− 1
2σ2

n∑
i=1

(Yi − xi1β1 − · · · − xipβip)
2

)
.

Řekneme, že odhad β∗ je odhad parametru β metodou maximální věrohod-
nosti, platí-li

f(Y,Xβ∗, σ) ≥ f(Y,Xβ, σ) pro každé β ∈ Rp.

Pro libovolné σ > 0 je tato nerovnost splněna právě tehdy, když je výraz

S(β) = S (β1, . . . , βp) =
n∑

i=1

(Yi − xi1β1 − · · · − xipβip)
2

= (Y−Xβ)T (Y−Xβ)
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minimální. Podle věty 1, dokázané v předešlé části, je tento výraz minimální
pro β∗ = (XTX)−1XTY = β̂, kde β̂ je odhad vektoru parametrů β me-
todou nejmenších čtverců. Tedy odhad metodou maximální věrohodnosti je
roven odhadu metodou nejmenších čtverců. Označme R = S(β̂) (tedy R je
reziduální součet čtverců). Dále mějme funkci

f(Y,Xβ̂, σ) = (2π)−n/2σ−n exp

(
− R

2σ2

)
,

kterou nyní chápeme jako funkci proměnné σ. Tato funkce f(Y,Xβ̂, σ) na-
bývá svého maxima v bodě σ =

√
R/n. Proto odhady parametrů β1, . . . , βp, σ

metodou maximální věrohodnosti jsou β̂1, . . . , β̂p,
√

R/n.

1.3 Speciální případy jednorozměrné lineární
regrese

Mějme náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)T a vektor daných čísel
X = (x1, . . . , xn)T . Mezi nejzákladnější lineární modely patří přímka pro-
cházející počátkem. Pro tuto situaci máme model

Yi = βxi + ei pro i = 1, 2, . . . , n,

kde e1, . . . , en jsou nezávislé náhodné veličiny s rozdělením N(0, σ2). Pro po-
užití metody nejmenších čtverců odvozené výše si stačí uvědomit, že vektor
β je jednorozměrný, tudíž má jediný prvek β a matice X je typu n× 1.

Pak podle věty 1 pro odhad parametru β̂ platí β̂ = (XTX)−1XTY. V tomto
případě je (XTX)−1 = (

∑n
i=1 x

2
i )

−1 a XTY =
∑n

i=1 xiYi. Tedy

β̂ =

∑n
i=1 xiYi∑n
i=1 x

2
i

.

Dále užitím vztahů R = YTY− β̂
T
XTX a s2 = R/(n− p) dostáváme vztah

pro reziduální rozptyl ve tvaru

s2 =
R

n− 1
=

∑n
i=1 Y

2
i − β̂

∑n
i=1 xiYi

n− 1
=

∑n
i=1 xi

2 ·
∑n

i=1 Y
2
i − (

∑n
i=1 xiYi)2

(n− 1)
∑n

i=1 xi
2

.
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U tohoto modelu nejčastěji testujeme hypotézu H0 : β = 0, tedy hypotézu,
že Yi na xi vůbec nezávisí. K tomu použijeme tvrzení 4. Veličina

T =
β̂

s

√√√√ n∑
i=1

x2i =

∑n
i=1 xiYi

s
√∑n

i=1 x
2
i

má rozdělení t(n−1) a pokud | T |≥ t(n−1)(1− α/2), pak hypotézu H0 zamí-
táme.

Dalším používaným regresním modelem je obecná přímka, tj. model ve tvaru

Yi = β1 + β2xi + ei pro i = 1, 2, . . . , n.

Pro ten platí

β =

(
β1
β2

)
, X =

 1 x1
...
...

1 xn

 , XTX =
(

n
∑n

i=1 xi∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

)
,

XTY =
( ∑n

i=1 Yi∑n
i=1 xiYi

)
.

Označme

Y =
1
n

n∑
i=1

Yi, x =
1
n

n∑
i=1

xi.

Podle věty 1 pro odhady parametrů β1 a β2 metodou nejmenších čtverců
platí následující vztahy

β̂2 =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi − Y )

n∑
i=1

(xi − x)2

β̂1 = Y − β̂2x. (1.7)

Pro reziduální rozptyl platí

s2 =

n∑
i=1

Y 2i − β̂1

n∑
i=1

Yi − β̂2

n∑
i=1

xiYi

n− 2
.
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U tohoto modelu nejčastěji testujeme hypotézu H0 : β2 = 0 (tedy hypotézu,
že Yi na xi vůbec nezávisí). Pro T2 platí

T2 =
β̂2
s

√√√√ n∑
j=i

x2i − nx2.

Pokud | T2 |≥ t(n−2)(1− α/2), pak hypotézu H0 na hladině α zamítáme.
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Kapitola 2

Mnohorozměrná lineární
regrese

2.1 Popis modelu

Na rozdíl od jednorozměrného lineárního regresního modelu, který popisuje
závislost jedné proměnné Y na souboru proměnných X1, . . . , Xp, mnohoroz-
měrný model popisuje závislost souboru proměnných Y1, . . . , Yq na souboru
vysvětlujících proměnných X1, . . . , Xp.

Mějme tedy soubor závislých proměnných Y1, . . . , Yq a ke každé z nich mějme
k dispozici n pozorování, tedy hodnoty Yi1, . . . , Yiq pro i = 1, . . . , n. Označme
Y·h n-rozměrný vektor odpovídající závislé proměnné Yh, h = 1, . . . , q. Tedy
Y·h = (Y1h, . . . , Ynh)T . Na každý vektor Y·h lze aplikovat jednorozměrný
lineární regresní model tvaru

Y·h = Xβ·h + e·h, h = 1, . . . , q, (2.1)

Ee·h = 0, vare·h = σhhIn,

kde X = (XT
·1, . . . ,X

T
·p) je matice známých čísel velikosti (n × p) a vektory

e·h jsou vektory chyb. Stejně tak jako v jednorozměrném modelu první slou-
pec matice X obvykle tvoří vektor jedniček. Tato matice je stejná pro každý
vektor Y·h, h = 1, . . . , q. Vektor regresních parametrů β·h = (β1h, . . . , βph)T

a vektor chyb e·h = (e1h, . . . , enh)T mohou být různé pro různé h = 1, . . . , q.

Zapišme vektory Y·h, β·h a e·h do matic následovně

Yn×q = (Y·1, . . . ,Y·q) βp×q = (β·1, . . . ,β·q) en×q = (e·1, . . . , e·q).
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Mnohorozměrný lineární model pak můžeme napsat ve tvaru

Y = Xβ + e, (2.2)

což lze po složkách rozepsat jako
Y11 Y12 · · · Y1q
Y21 Y22 · · · Y2q
...

...
. . .

...
Yn1 Yn2 · · · Ynq

 =

1 x12 · · · x1p
1 x22 · · · x2p
...
...
. . .

...
1 xn2 · · · xnp




β11 β12 · · · β1q
β21 β22 · · · β2q
...

...
. . .

...
βp1 βp2 · · · βpq



+


e11 e12 · · · e1q
e21 e22 · · · e2q
...

...
. . .

...
en1 en2 · · · enq

 . (2.3)

Pro matici e náhodných chyb předpokládáme Ee = 0 a dále

Cov(eih, ei′h′) =

{
σhh′ pokud i = i′

0 pokud i ̸= i′
,

což lze zjednodušit jako

Cov(eih, ei′h′) = σhh′δii′ , kde δii′ =

{
1 pokud i = i′

0 pokud i ̸= i′
.

Poznámka. Při konstruování statistických testů a oblastí spolehlivost před-
pokládáme, že náhodná veličina eih má normální rozdělení a pro její střední
hodnotu a rozptyl platí: Eeih = 0, vareih = σhh. Tedy náhodný vektor e·h
má mnohorozměrné normální rozdělení se střední hodnotou Ee·h = 0 a roz-
ptylem vare·h = σhhIn.

Mnohorozměrný lineární model můžeme zapsat i v jiném tvaru. Nyní budeme
nahlížet na řádky matic Y, X a e jako na vektory, tedy

Y =

 Y
T
1·
...
YT

n·

 , X =

 X
T
1·
...
XT

n·

 , e =

 ϵT1·
...
ϵTn·

 . (2.4)

Pro tento model platí

YT
i· = X

T
i·β + ϵTi· , pro i = 1, . . . , n. (2.5)
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Pro vektor náhodných chyb ϵi· platí

Eϵi· = 0, V arϵi· = Σq×q = (σhh′)qh,h′=1 ,

Cov(ϵi·, ϵj·) = 0 pro i ̸= j.

2.2 Odhady parametrů

Klíčovým krokem k určení regresních koeficientů mnohorozměrného modelu
je přepsat si tento model jako jednorozměrný. Model

Y = Xβ + e, Ee·h = 0, Cov(eih, ei′h′) = σhh′δii′ (2.6)

přepíšeme jako
Y·1
Y·2
...
Y·q

 =

X 0 · · · 0
0 X · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · X




β·1
β·2
...

β·q

+

e·1
e·2
...
e·q

 , (2.7)

kde vektor chyb má střední hodnotu 0 a variační matici tvaru
σ11In σ12In · · · σ1qIn
σ12In σ22In · · · σ2qIn
...

...
. . .

...
σ1qIn σ2qIn · · · σqqIn

 . (2.8)

Na tento model nahlížíme jako na jednorozměrný, neboť levá strana rovnice
je nq-rozměrný vektor a pravá strana je rovna součinu matice typu nq × pq
a nq-rozměrného vektoru, ke kterému je přičten ještě nq-rozměrný vektor
chyb. Následující definice nám umožňují zapsat tento model v přehledném
tvaru.

Definice 6 (Operátor Vec) Nechť Y = (Yij) je matice typu n× q. Pak defi-
nujeme Vec(Y) jako nq-rozměrný sloupcový vektor, pro který platí
Vec(Y) = (Y11, . . . , Yn1, Y12, . . . , Yn2, . . . , Y1q, . . . , Ynq)T .
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Definice 7 (Kroneckerův součin matic) NechťA je matice typu k×q a nechť
B je matice typu n× p. Pak Kroneckerův součin matic A a B je definován
jako

A⊗B =

 a11B · · · a1qB
...

. . .
...

ak1B · · · akqB

 .

Lemma 8 Pro Kroneckerův součin matic platí
[A⊗B][C⊗D] = [AB⊗CD], pokud je násobení matic definováno.

Důkaz. Důkaz plyne přímo z definice, stačí si rozepsat matice po složkách
a porovnat jednotlivé součiny. �

Rovnici (2.7) můžeme přepsat také do tvaru

Vec(Y) = [Iq ⊗X]Vec(B) + Vec(e). (2.9)

Pro vektor Vec(e) platí

E(Vec(e)) = 0, var(Vec(e)) = Σ⊗ In. (2.10)

2.2.1 Metoda nejmenších čtverců

Nejpoužívanější metoda pro odhad koeficientů modelu (2.2) je metoda nej-
menších čtverců. Dále budeme předpokládat, že matice X je regulární.

Věta 9 Pro odhad matice parametrů β mnohorozměrného lineárního mo-
delu Y = Xβ + e platí β̂ = (XTX)−1XTY.

Důkaz. Označme matici M = X(XTX)−1XT . Ekvivalentní zápis tvrzení
věty s použitím matice M je Xβ̂ = MY. Model (2.6) nyní berme jako
jednorozměrný lineární a k odhadu parametru Vec(β̂) můžeme aplikovat
větu 1, podle níž platí

Vec(β̂) = ([Iq ⊗X]T [Iq ⊗X])−1[Iq ⊗X]TVec(Y).

Potom platí

[Iq ⊗X]Vec(β̂) = [Iq ⊗X]([Iq ⊗X]T [Iq ⊗X])−1[Iq ⊗X]TVec(Y).
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Z lemmatu 8 a vlastností operací matic plyne rovnost

[Iq ⊗X]([Iq ⊗X]T [Iq ⊗X])−1[Iq ⊗X]T = [Iq ⊗M].

Tedy pro uvažovaný jednorozměrný model platí

[Iq ⊗X]Vec(β̂) = [Iq ⊗M]Vec(Y),

což můžeme přepsat do tvaru Xβ̂·1
...
Xβ̂·q

 =
 MY·1

...
MY·q


a to je ekvivalentní zápisu Xβ̂ =MY. �

2.2.2 Metoda maximální věrohodnosti

Pro odvození odhadů metodou maximální věrohodnosti použijeme model
(2.4) a na řádky matic Y,X a e budeme nahlížet jako na vektory. Dále bu-
deme předpokládat, že matice Σ je regulární, jednotlivé řádky maticeY jsou
nezávislé a mají mnohorozměrné normální rozdělení, tj. Yi· ∼ Nq(β

TXi·,Σ)
pro i = 1, . . . , n. Pro hustotu vektoru Yi· tedy platí

f(Yi·,β
TXi·,Σ) =

1√
(2π)q | Σ |

exp

(
−1
2
(Yi· − βTXi·)

TΣ−1(Yi· − βTXi·)

)
a věrohodnostní funkce pro Y je tvaru

L(Y,Xβ,Σ) =
n∏

i=1

1√
(2π)q | Σ |

exp

(
−1
2
(Yi· − βTXi·)

TΣ−1(Yi· − βTXi·)

)
.

Zlogaritmujeme-li ji, dostaneme funkci tvaru

ℓ(Y,Xβ,Σ) = −nq

2
log(2π)− n

2
log(| Σ |)

−1
2

n∑
i=1

(Yi· − βTXi·)
TΣ−1(Yi· − βTXi·).
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Pro libovolný jednorozměrný model, kde variační matice vektoru chyb je
brána jako konstanta, nabývá věrohodnostní rovnice svého maxima pro od-
had vektoru β̂ (metodou nejmenších čtverců). Z předchozí kapitoly dále
víme, že mnohorozměrný lineární model lze pomocí operátoru Vec a Kro-
neckerova součinu převést na jednorozměrný. Odhad matice β̂ metodou
nejmenších čtverců nezávisí na matici Σ, a proto je věrohodnostní rov-
nice maximalizována pro libovolné Σ nahrazením matice β maticí odhadů
β̂ = (XTX)−1XTY. Tedy maximálně věrohodný odhad je roven odhadu me-
todou nejmenších čtverců.

Odhad Σ metodou maximální věrohodnosti nám dává následující tvrzení.

Tvrzení 10 Nechť M = X(XTX)−1XT a r(X) je hodnost matice X.
Pak platí

1. Odhad matice Σ metodou maximální věrohodnosti je
Σ̂ = 1

n
YT (I−M)Y.

2. n
n−r(X) Σ̂ =

1
n−r(X) Y

T (I−M)Y je nestranný odhad matice Σ.

Důkaz. Lze nalézt např. v [3]. �

2.3 Testování hypotéz

Jak přesně testovat hypotézy si ukážeme až v následující podkapitole. Zde
pouze zformulujeme úvahy, které jsou společné pro všechny budoucí testové
statistiky. Uvažujme mnohorozměrný lineární model

Y = Xβ + e. (2.11)

Tento model chceme porovnat s redukovaným modelem

Y = X0Γ+ e, (2.12)

kde Γ je matice regresních koeficientů typu s× q, kde s ≤ p a pro matici X0
platí C(X0) ⊂ C(X) (kde symbol C(X), resp. C(X0) značí vektorový pro-
stor generovaný sloupcovými vektory matice X, resp. C(X0)). Pro matici e
předpokládáme platnost rovnosti (2.10), přičemž matice Σ⊗ In není známá.
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Definujme matici M0 = X0(XT
0X0)

−1XT
0 . Pak test hypotézy platnosti mo-

delu (2.12) je založen na testové statistice, která využívá matice

H ≡ YT (M−M0)Y a E ≡ YT (I−M)Y.

Testová statistika je pak často funkcí matice

HE−1 = YT (M−M0)Y(YT (I−M)Y)−1.

Testová statistika hypotéz jednorozměrného modelu je funkcí stejného tvaru,
ale oproti mnohorozměrnému modelu je tato statistika skalární veličina.
Na rozdíl od jednorozměrných modelů pro mnohorozměrné neexistuje jedna
univerzální testová statistika vhodná ke zkoumání platností různých hypo-
téz.

Dále uvažujme testování hypotézy

H0 : ΛTβ = 0 proti H1 : ΛTβ ̸= 0, (2.13)

kde ΛT = PTX.

Označme MMP = MP((MP)T (MP))−1(MP)T = MP(PTMP)−1PTM.
Pak lze ukázat (celé odvození lze nalézt v [3]), že redukovaný model (2.12)
můžeme napsat ve tvaru

Y = (M−MMP )Γ+ e.

A tedy matice H má v tomto případě tvar

H ≡ YT [M− (M−MMP )]Y = YTMMPY

= YTMP(PTMP)−1PTMY

= YTX(XTX)−1XTP(PX(XTX)−1XTP)−1PTX(XTX)−1XTY

= (ΛT β̂)T [ΛT (XTX)−1Λ]−1(ΛT β̂).

Poznámka. Při výpočtu matice H je třeba určit inverzní k matici, která ne-
musí být regulární. V tomto případě použijeme tzv. pseudoinverzní matici.

Podobně můžeme testovat hypotézu

H0 : ΛTβ =W proti H1 : ΛTβ ̸=W, (2.14)
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kdeW je známá matice čísel. Nechť G je známé řešení rovnice ΛTG =W,
pak matice H a E jsou tvaru

H ≡ (Y−XG)TMMP (Y−XG)
= (Y−XG)TMP(PTMP)−1PTM(Y−XG)
= (ΛT β̂ −W)T [ΛT (XTX)−1Λ]−1(ΛT β̂ −W)

E = YT (I−M)Y.

Zvláštním případem hypotézy H0 : ΛTβ = 0 je hypotéza

H0 : ΛTβξ = 0 proti H1 : ΛTβξ ̸= 0, (2.15)

kde ξ je libovolný q-rozměrný vektor a ΛT = PTX. Nyní můžeme model
(2.11) přepsat do tvaru

Yξ = Xβξ + eξ.

Toto je test hypotézy jednorozměrného lineárního modelu, kde eξ je vektor
chyb, pro jehož rozdělení platí eξ ∼ N(0, ξTΣξIn), a βξ je vektor regresních
parametrů, jehož odhad metodou nejmenších čtverců je β̂ξ. Pak z teorie
jednorozměrné lineární regrese plyne

(ΛT β̂ξ)T (ΛT (XTX)−1Λ)−1ΛT β̂ξ/r(Λ)
(Yξ)T (I−M)(Yξ)/n− r(X)

∼ F (r(Λ), n− r(X)).

Předchozí test hypotézy můžeme zobecnit následovně: uvažujme matici Z
velikosti q × r známých čísel s hodností r(Z) = r < q. Zkoumat platnost
hypotézy

H0 : ΛTβZ = 0 proti H1 : ΛTβZ ̸= 0 (2.16)

je to samé, jako zkoumat platnost hypotézy tvaru (2.13) pro mnohorozměrný
model tvaru

YZ = XβZ+ eZ.

2.3.1 Testové statistiky

Předpokládejme, že chceme otestovat platnost redukovaného modelu tvaru
(2.12) nebo hypotézu tvaru (2.13). Potom matice E je tvaru

E = YT (I−M)Y

a matice H je tvaru

H = YT (M−M0)Y nebo H = YTMMPY.

21



Definice 11 : Nechť W1, . . . ,Wn jsou nezávislé a mají mnohorozměrné
normální rozdělaní N(µi,Σ), i = 1, . . . , n. Pak

S =
n∑

i=1

WiWT
i

má Wishartovo rozdělení o n stupních volnosti, variační maticí Σ a maticí
parametrů Q, kde

Q =
1
2
Σ−1

n∑
i=1

µiµ
T
i ,

tedy S ∼ W (n,Σ, Q). Jestliže navíc Q = 0, pak říkáme, žeW má centrální
Wishartovo rozdělení.

Poznámka.

1. Jestliže označímeW jako matici, jejíž řádky tvoří vektoryWT
1 , . . . ,W

T
n ,

pak můžeme psát, že W ∼ N(µ,Σ ⊗ In), kde řádky matice µ tvoří
jednotlivé vektory µ1, . . . ,µn. Dále platí S = W

TW má Wishartovo
rozdělení W (n,Σ,Q) popsané výše.

2. Pokud má W rozdělení N(µ,Σ ⊗ In) a definujeme-li W∗ = AW,
kde A je čtvercová matice velikosti n, pak W∗ má rozdělení
N(Aµ,Σ⊗AInAT ).

Věta 12 : Uvažujme mnohorozměrný lineární model tvaru Y = Xβ + e
a matice H = YT (M −M0)Y a E = YT (I −M)Y. Pak za předpokladu
normality (tj. Yi· ∼ Nq(β

TXi·,Σ) pro i = 1, . . . , n) a nezávislosti Yi· platí:

1. matice H a E mají nezávislé Wishartovo rozdělení, konkrétně

E ∼ W (n− r(X),Σ,0) ,

H ∼ W

(
r(X)− r(X0),Σ,

1
2
Σ−1βTXT (M−M0)Xβ

)
.

Platí-li redukovaný model, pak H ∼ W (r(X)− r(X0),Σ,0),

2. matice H a E jsou nezávislé,

3. matice MY a E jsou nezávislé.
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Důkaz. Nejprve dokážeme část 1.Y je matice, jejíž řádky tvoří nezávislé vek-
tory Y1·, . . . ,Yn· a platí Yi· ∼ Nq(β

TXi·,Σ) pro i = 1, . . . , n. Tedy matice
Y má rozdělení N(Xβ,Σ⊗In). Nejprve dokážeme tvrzení věty pro matici E.

Matice (In − M) je idempotentní, neboť platí (In − M)(In − M)
= In−M−M+MM = (In−M). Dále označme hodnost této matice jako k.
Platí k = r(In−M) = tr(In−M) = tr(In)− tr(M) = n−r(M) = n−r(X).
Označíme-li S = (In −M)Y, pak matici E můžeme spát ve tvaru

E = YT (In −M)Y = YT (In −M)(In −M)Y = STS,

kde S ∼ N((In −M)Xβ,Σ⊗ (In −M)In(In −M)) = N(0,Σ⊗ (In −M)),
neboť (In −M)Xβ = Xβ − X(XTX)−1XTXβ = 0. Dále rozepíšeme E
následovně

E = STS = ST (In −M)S+ ST (In − (In −M))S = ST (In −M)S+ STMS.

MaticeMS má rozdělení N(0,Σ⊗0), neboťM(In−M)M = (M−MM)M
= 0. A tedy STMS je rovno 0 s pravděpodobností jedna. Zbývá dokázat,
že pokud S ∼ N(0,Σ ⊗ (In −M)), pak E = ST (In −M)S má rozdělení
W (n − r(X),Σ,0) = W (k,Σ,0). Matice (In − M) má hodnost k ≤ n,
tudíž konečným počtem lineárních kombinací na řádky této matice ji lze
převést na matici, jejíž prvních k řádků budou tvořit vektory lineárně ne-
závislé a (k + 1)-ní až n-tý řádek budou tvořit nulové vektory. Provádět
lineární kombinace na řádky matice (In −M) znamená násobit ji nějakou
maticí, označme ji B, zleva (tedy B(In −M)). Matice (In −M) je však
idempotentní a symetrická. Provedeme-li stejné lineární kombinace, ale ten-
tokrát na sloupce (tedy (In−M)BT ), převedeme ji na matici, jejíž prvních k
sloupců budou tvořit vektory lineárně nezávislé a (k + 1)-ní až n-tý sloupec
vektory nulové. Odtud plyne, že existuje nějaká regulární matice C taková,
že

C(In −M)CT =

(
Ik 0
0 0

)
n×n

,

označme matici na pravé straně předchozí rovnosti symbolem Ik,n. Tedy
matici (In − M) můžeme přepsat do tvaru (In − M) = C−1Ik,n(C−1)T .
Z toho, že matice (In −M) je idempotentní plyne, že

Ik,n(C−1)T (C−1)Ik,n = Ik,n

a tedy
(C−1)T (C−1)Ik,n(C−1)T (C−1) = Ik,n. (2.17)
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Nyní provedeme substituci S∗ = CS. Pak S∗ má rozdělení N(0,Σ ⊗ Ik,n).
A tedy

E = ST (In −M)S = STC−1Ik,n(C−1)TS

= (S∗)T (C−1)TC−1Ik,n(C−1)TC−1S∗ = (S∗)T Ik,nS∗

s využitím vztahu (2.17). Rozdělíme matici S∗ velikosti n×q na matice S∗1 ve-
likosti k×q a S∗2 velikosti (n−k)×q. Pak E = (S∗1)

T (S∗1) a S
∗
1 ∼ N(0,Σ⊗Ik).

Podle definice Wishartova rozdělení platí E ∼ W (k,Σ,0).

Tvrzení o rozdělení matice H se dokáže podobně. Nejprve ukážeme, že ma-
tice (M−M0) je idempotentní.

(M−M0)(M−M0) =MM−M0M−MM0 +M0M0 =

M−M0M−MM0 +M0 =M−M0 ⇔M0M+MM0 −M0 =M0.
Pronásobením poslední rovnice maticíM zprava a následně zleva dostaneme
požadovanou rovnost. Stejně tak jako v předchozím důkazu označme hod-
nost matice (M −M0) jako k. Pak platí k = r(M −M0) = tr(M −M0)
= tr(M) − tr(M0) = r(M) − r(M0) = r(X) − r(X0). Označíme-li S jako
matici (M−M0)Y pak zapíšeme H ve tvaru

H = YT (M−M0)Y = YT (M−M0)(M−M0)Y = STS

a platí S ∼ N((M−M0)Xβ,Σ⊗ (M−M0)). Pak

H = STS = ST (M−M0)S+ ST (I − (M−M0))S

a stejně jako v předchozím důkazu je ST (I − (M −M0))S rovno 0 s prav-
děpodobností jedna, neboť (I − (M−M0))(M−M0)Xβ = (M−M0)Xβ
−(M−M0)Xβ = 0 a (I−(M−M0))(M−M0)(I−(M−M0)) = ((M−M0)
− (M −M0))(M −M0) = 0 a tedy (I − (M −M0))S ∼ N(0,Σ ⊗ 0).
Zbývá dokázat, že pokud S ∼ N((M − M0)Xβ,Σ ⊗ (M − M0)), pak
H = ST (M − M0)S má Wishartovo rozdělení W (k,Σ,Q), kde
Q = 1

2 Σ
−1βTXT (M −M0)Xβ. Stejně jako v předchozím důkazu existuje

regulární matice C taková, že

C(M−M0)CT =

(
Ik 0
0 0

)
n×n

.

A opět provedeme substituci S∗ = CS a rozložíme matici S∗ velikosti n× q
na matice S∗1 velikosti k × q a S∗2 velikosti (n − k) × q. Pak H = (S∗1)

TS∗1
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a S∗1 ∼ N((M−M0)Xβ,Σ⊗ Ik). Podle definice Wishartova rozdělení platí
H ∼ W (k,Σ,D). Zbývá tedy už jen dopočítat centralitu Wishartova rozdě-
lení. Podle definice tohoto rozdělení platí

D =
1
2
Σ−1/2((M−M0)Xβ)T (M−M0)Xβ = Q.

Za platnosti nulové hypotézy je maticeM−M0 rovna 0 a zřejmě matice H
má Wishartovo rozdělení W (r(X)− r(X0),Σ, 0).

K důkazu bodu 2. stačí ukázat, že (I−M)Y a (M−M0)Y jsou nezávislé.
Rozdělení vektorůYi· je normální pro každé i = 1, . . . , n, takže k nezávislosti
(I−M)Y a (M−M0)Y stačí ukázat, že cov((I−M)Y, (M−M0)Y) = 0.

cov((I−M)Yi·, (M−M0)Yi·) = (I−M)var(Yi·)(M−M0)T

= (I−M)Σ(M−M0)
= ΣM− ΣM0 −MΣM+MΣM0.

Pronásobíme-li poslední rovnost maticí M zleva dostáváme

MΣM−MΣM0 −MMΣM+MMΣM0 = 0.

A dále cov((I −M)Yi·, (M −M0)Yj·) = 0 pro i ̸= j plyne z nezávislosti
vektorů Y1·, . . . ,Yn·.

Důkaz bodu 3. provedeme podobně jako v bodě 2. K nezávislosti maticMY
a E stačí ukázat nezávislost matic MY a (I−M)Y. Rozdělení vektorů Yi·
je normální pro každé i = 1, . . . , n, tedy stačí ukázat, že cov(MY, (I−M)Y)
= 0.

cov(MYi·, (I−M)Yi·) = Mvar(Yi·)(I−M)T

= MΣ−MΣM.

Pronásobíme-li poslední rovnost maticí M zleva, dostaneme

MΣM−MMΣM = 0.

A stejně jako v předchozím důkazu cov(MYi·, (I −M)Yj·) = 0 pro i ̸= j.
Odtud již nezávislost maticMY a E plyne. �
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Platnost hypotézy (2.15) můžeme otestovat pomocí testové statistiky za-
ložené na poměru věrohodností, přesněji poměru maxima věrohodnostní
funkce redukovaného modelu a globálního maxima věrohodnostní funkce.
Maximální hodnota věrohodnostní funkce je

L(Y,Xβ̂, Σ̂) = 2π−nq/2|Σ̂|−n/2e−nq/2,

kde β̂ je odhad matice parametrů β metodou nejmenších čtverců a Σ̂ je
matice popsaná v tvrzení 10. Předpokládáme-li platnost redukovaného mo-
delu, pak pro odhady matic Γ a ΣH metodou maximální věrohodnosti platí
Γ̂ = (XT

0X0)
−1XT

0Y a Σ̂H = YT (I−M0)Y/n. Maximální hodnota věrohod-
nostní funkce za předpokladu nulové hypotézy je

L(Y,X0Γ̂, Σ̂H) = 2π
−nq/2|Σ̂H |−n/2e−nq/2.

Testová statistika založená na poměru věrohodností má tvar

L(Y,X0Γ̂, Σ̂H)

L(Y,Xβ̂, Σ̂)
=

(
|Σ̂|
|Σ̂H |

)n/2

.

Uvědomíme-li si, že Σ̂ = E/n, Σ̂H = (E+H)/n a funkce f(x) = x2/n je ryze
rostoucí, pak můžeme tuto testovou statistiku psát ekvivalentně ve tvaru

U =
|E|

|E+H|
= |I+HE−1|−1.

(Podrobnější odvození lze nalézt např. v [3]).

Za platnosti nulové hypotézy má U nějaké rozdělení, označme ho
U(q, d, n− r(X)), kde d je buď r(X)− r(X0), je-li H tvaru YT (M−M0)Y,
nebo r(Λ), je-li H tvaru YTMMPY. Test hypotézy na hladině α je za-
mítnut, jestliže napozorovaná hodnota U je menší než α-kvantil rozdělení
U(q, d, n− r(X)).

V [4] je stanovena následující přibližná aproximace pro distribuční funkci U
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za platnosti nulové hypotézy. Nechť

r = r(X),

d = r(X)− r(X0) = r(Λ),

s =
qd

2
− 1,

f = (n− r) + d− 1
2
(d+ q + 1),

t =

{
[(q2d2 − 4)/(q2 + d2 − 5)]1/2 pokud min(q, d) ≥ 2
1 pokud min(q, d) = 1

,

pak platí přibližně

1− U1/t

U1/t
· ft− s

qd
∼ F (qd, ft− s)

a hypotézu zamítáme, jestliže

1− U1/t

U1/t
· ft− s

qd
≥ F(qd,ft−s)(1− α).

Poznámka. Je-li min(q, d) rovno 1 nebo 2, pak je toto rozdělení přesné.

Mezi další dvě známé testové statistiky patří Lawley-Hotellingova stopa

T 2 = (n− r(X))tr
(
HE−1) = tr (HS−1)

a Pillaiova stopa
V = tr

(
H(E+H)−1

)
.

Přesné hodnoty jejich rozdělení lze nalézt v tabulkách, existují ale i jejich
aproximace. Jedna taková je navržena v [5]. Nechť d = r(X)−r(X0) = r(Λ)
a n− r(X) = n− r, pak za platnosti nulové hypotézy H0 má přibližně

GT 2 ∼ F (qd,D),

kde

D = 4 +
qd+ 2
B − 1

,

B =
(n− r + d− q − 1)(n− r − 1)
(n− r − q − 3)(n− r − q)

,

G = (qd)−1
(

D

D − 2

)(
n− r − q − 1

n− r

)
.
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Pro velké n má veličina T 2 přiblížné asymptotické rozdělní T 2 ∼ χ2(qd).

Poznámka. je-li min(q, d) = 1, pak je toto rozdělení přesné.

Za platnosti nulové hypotézy H0 má Pillaiova stopa přibližné rozdělení

n− r − q + s

|q − d|+ s
· V

s− V
∼ F (s(|q − d|+ s), s(n− r − q + s)),

kde
s = min(q, d).

Pro asymptotickou aproximaci platí (n− r)V ∼ χ2(qd).

Poznámka. Stupně volnosti v jednotlivých rozděleních musí být vždy větší
než 0. Proto musíme volit dostatečně velký počet pozorování n tak, aby tato
podmínka byla splněna.

Všechny výše uvedené testové statistiky platí za předpokladu normality.
Pokud tento předpoklad není splněn, pak tyto testové statistiky můžeme
taktéž použít jako hrubé aproximace, neboť i bez předpokladu normality
platí

E (E/(n− r(X))) = Σ,

E (H/r(M−M0)) = Σ

a můžeme je tedy použít při výpočtech hodnot testových statistik.

2.3.2 Predikční oblasti

Předpokládejme, že chceme nějakým způsobem odhadovat hodnoty nového
pozorování vektoru YT

0 na základě námi předem zvolených hodnot vektoru
X0 = (X01, . . . , X0q). Je zřejmé, že vektorY0 je generován stejným procesem
jako matice Y, proto var(Y0) = Σ a Y0 je nezávislý na Y. Z předchozí teo-

rie plyne, že nejlepší (lineární) nestranný odhad vektoru Y0 je Ŷ0 = β̂TX0,
kde složky vektoru X0 jsou nějaké, námi předem zvolené, hodnoty. Oblast
spolehlivosti pro Y0 může pak být založena na distribuční funkci Y0 − Ŷ0.
Lze totiž ukázat, že E(Y0−Ŷ0) = 0 a var(Y0−Ŷ0) = (1+XT

0 (X
TX)−1X0)Σ

(celé odvození lze nalézt např. v [3]). Pokud Y0 a Y mají mnohorozměrné
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normální rozdělení, pak i Y0 − Ŷ0 má mnohorozměrné normální rozdělení
N(0, (1 +XT

0 (X
TX)−1X0)Σ). Aplikací definice 11 (za n v této definice do-

sazujeme hodnotu 1) dostáváme

(1 +XT
0 (X

TX)−1X0)−1(Y0 − Ŷ0)(Y0 − Ŷ0)T ∼ W (1,Σ,0).

Z toho plyne, že náhodná veličina

tr

(
(Y0 − Ŷ0)(Y0 − Ŷ0)T

(1 +XT
0 (X

TX)−1X0)
S−1
)

má stejnou distribuční funkci jako Lawley - Hotellingova testová statistika
T 2, kde parametr d = 1. Z McKeonovy aproximace plyne přesné rozdělní
této náhodné veličiny, tedy

(Y0 − Ŷ0)TS−1(Y0 − Ŷ0)
(1 +XT

0 (X
TX)−1X0)

n− r(X)− q + 1
q(n− r(X))

∼ F (q, n− r(X)− q + 1).

Pak tedy (1 − α)% oblast spolehlivosti je tvořena všemi vektory Y0 splňu-
jícími nerovnost

(Y0−Ŷ0)TS−1(Y0−Ŷ0) ≤ Fq,n−r−q+1(1−α)
q(n− r)

n− r − q + 1
(1+XT

0 (X
TX)−1X0).

2.4 Příklad

Mějme speciální mnohorozměrný lineární modelY = Xβ+e, kde q = p = 2.
Maticový zápis tohoto modelu bude tvaru Y11 Y12

...
...

Yn1 Yn2

 =
 1 x1
...
...

1 xn

( β11 β12
β21 β22

)
+

 e11 e12
...

...
en1 en2

 .

Za předpokladu normality pro sloupcové vektory e·1, e·2 matice e platí Ee·1
= Ee·2 = 0 a vare·1 = σ11In, vare·2 = σ22In, (cov(e·1, e·2) = cov(e·2, e·1)
= σ12In). Pro odhad matice parametrů β metodou nejmenších čtverců platí
podle věty 9 β̂ = (XTX)−1XTY. Pro matice XTX a XTY platí

XTX =
(

n
∑n

i=1 xi∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

)
,XTY =

( ∑n
i=1 Yi1

∑n
i=1 Yi2∑n

i=1 xiYi1
∑n

i=1 xiYi2

)
.
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Označme

x =
1
n

n∑
i=1

xi, Y j =
1
n

n∑
i=1

Yij pro j = 1, 2.

Pro jednotlivé sloupce matice Y platí

Y·j =

(
β1j
β2j

)
X+ e·j, pro j = 1, 2,

což můžeme ještě po složkách rozepsat jako

Yij = β1j + β2jxi + eij, pro i = 1, . . . , n, pro j = 1, 2.

Nyní si stačí uvědomit, že pro vektory Y·1,Y·2 platí jednorozměrný lineární
model, speciálně ve formě obecné přímky. Proto na jednotlivé složky matice
parametrů β můžeme aplikovat vzorce (1.7) odvozené v kapitole 1.3, tedy
bude platit

β̂21 =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi1 − Y 1)

n∑
i=1

(xi − x)2
, β̂22 =

n∑
i=1

(xi − x)(Yi2 − Y 2)

n∑
i=1

(xi − x)2
,

β̂11 = Y 1 − β̂21x, β̂12 = Y 2 − β̂22x.

Pro nestranný odhad S matice Σ podle tvrzení 10 platí

S =
1

n− r(X)
YT (I−M)Y = 1

n− r(X)
YT (I−X(XTX)−1XT )Y =

=
1

n− r(X)
YTY− 1

n− r(X)
YTXβ̂

a pro jednotlivé složky této matice platí

σij =
1

n− 2

(
n∑

k=1

YkiYkj − β̂1j

n∑
k=1

Yki − β̂2j

n∑
k=1

Ykixk

)
, pro i, j = 1, 2.

Poznámka.

1. Matice S je symetrická, platí totiž σ12 = σ21.
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2. Složky σ11 a σ22 matice S mají stejný tvar jako reziduální rozptyl
příslušných jednorozměrných lineárních modelů.

Uvažujme testování hypotézy toho, že veličina Y vůbec na hodnotách X·2
nezávisí, tj. β21 = β22 = 0. Zvolíme-li Λ jako

Λ =
(
0
1

)
,

pak test hypotézy H0 : ΛTβ = 0 proti hypotéze H1 : ΛTβ ̸= 0 odpovídá
přesně hypotéze β21 = β22 = 0, tedy že model na x1, . . . , xn nezávisí.

Spočtěme nyní matice H a E.

H = (ΛT β̂)T [ΛT (XTX)−1Λ]−1(ΛT β̂)

=
n∑

i=1

(xi − x)2
(

β̂221 β̂21β̂22
β̂21β̂22 β̂222

)
E = YT (I−M)Y = (n− 2)Σ̂∗ = (n− 2)S.

Testová statistika založená na poměru věrohodností má tvar

U = |I+HE−1|−1

=

∣∣∣∣I+ ∑n
i=1(xi − x)2

(n− 2)

(
β̂221 β̂21β̂22

β̂21β̂22 β̂222

)
S−1
∣∣∣∣−1

Dále v tomto modelu platí p = q = r = 2 a d = r(Λ) = 1. Můžeme tedy
vypočítat parametry s a f , které určují rozdělení náhodné veličiny U . Platí

s = qd/2− 1 = 0
f = (n− r) + d− (d+ q + 1)/2 = n− 3.

Dále je vidět, že parametr t = 1, neboť min(q, d) = 1 a rozdělení náhodné
veličiny U bude přesné. Za platnosti nulové hypotézy platí

1− U

U
· n− 3
2

∼ F (2, n− 3)

a hypotézu zamítáme, je-li

1− U

U
· n− 3
2

≥ F(2,n−3)(1− α).
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Poznámka. Z rozdělení výše uvedené náhodné veličiny je vidět, že počet po-
zorování n musí být větší než 3.

Stejnou hypotézu můžeme testovat také pomocí Lawley-Hotellingovy a Pillai-
ovy stopy. Ty jsou tvaru

T 2 = (n− r(X)))tr
(
HE−1) = tr (HS−1)

=
n∑

i=1

(xi − x)2 tr

((
β̂221 β̂21β̂22

β̂21β̂22 β̂222

)
S−1
)
,

V = tr
(
H(E+H)−1

)
= tr

(
H((n− 2)S+H)−1

)
.

Dále spočteme parametry B,D,G

B =
(n− r + d− q − 1)(n− r − 1)
(n− r − q − 3)(n− r − q)

=
n− 3
n− 7

,

D = 4 +
qd+ 2
B − 1

= n− 3,

G = (qd)−1
(

D

D − 2

)(
n− r − q − 1

n− r

)
=

n− 3
2(n− 2)

.

Rozdělení náhodné veličiny T 2 bude opět přesné (neboť min(q, d) = 1)
a bude tvaru

n− 3
2(n− 2)

T 2 ∼ F (2, n− 3).

Za platnosti nulové hypotézy má Pillaiova stopa přibližné rozdělení

n− 3
2

· V

1− V
∼ F (2, n− 3).

V obou dvou těchto případech nulovou hypotézu zamítáme pro velké hod-
noty testových statistik.

2.4.1 Simulace

Všechny výše uvedené testové statistiky mohou danou hypotézu otestovat
různě. Abychom je porovnaly mezi sebou, sestrojili jsme v programu R si-
mulace (tento program je přiložen k bakalářské práci na kompaktním disku).
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Pro zjednodušení jsme uvažovali pouze dvourozměrný lineární regresní mo-
del a k simulacím jsme využili předchozího příkladu. Pro daný dvouroz-
měrný lineární model jsme si spočetli všechny výše uvedené testové statis-
tiky, tj. založené na poměru věrohodností, založené na Lawley-Hottelingově
stopě a Pillaiově stopě, a přidali jsme ještě jednu testovou statistiku využíva-
jící jednorozměrnou lineární regresi. Zvolili jsme běžně používanou hladinu
α = 5% a na této hladině jsme testovali nulovou hypotézu H0 : ΛTβ = 0,
kde ΛT = (0, 1)T . Celý tento proces jsme opakovali deset tisíckrát a sledo-
vali jsme, kolikrát je nulová hypotéza zamítnuta. Podíl zamítnutých nulo-
vých hypotéz a počtu opakování nám pak dal síly a odhady významnosti
jednotlivých testů a umožnil nám tak jejich porovnání.

Při sestrojování simulace jsme postupovali následovně. Nejdříve jsme si zvo-
lili parametr n, tedy počet pozorování, parametry σ a β = β21 = β22 tak,
že matice Σ a β byly tvaru

Σ =

(
1 σ
σ 1

)
, β =

(
1 1
β β

)
.

Dále jsme si vygenerovali matici X velikosti n× 2, jejíž první sloupec tvoří
vektor jedniček a druhý sloupec náhodné hodnoty z rovnoměrného rozdě-
lení na předem určeném intervalu [0, a], kde parametr a jsme vhodně měnili
v závislosti na parametru n. Také jsme si vygenerovali matici chyb e ve-
likosti n × 2, pro jejíž sloupcové vektory e·1, e·2 platí Ee·1 = Ee·2 = 0
a vare·1 = vare·2 = In, cov(e·1, e·2) = σIn. Na základě těchto dat jsme spo-
četli hodnoty matice Y pomocí vztahu Y = Xβ + e.

Matici Y jsme prohlásili za matici napozorovaných hodnot vektorů Y·1
a Y·2 a nadále jsme pracovali pouze s ní a maticí X. Testovali jsme hy-
potézu H0 : β = 0 (tj. hypotézu β21 = β22 = 0, což znamená, že hodnoty
matice Y nezávisí na hodnotách X·2) proti alternativě H1 : β ̸= 0 po-
mocí všech výše uvedených testů. Tyto testy dále budeme značit U, T 2, V ,
kde U je test založený na poměru věrohodností, T 2 test založený na Lawley-
Hotellingově stopě a V test založený na Pillaiově stopě.

K těmto třem testům jsme přidali ještě jeden, využívající jednorozměrný
lineární model, který nám taktéž umožnil testovat hypotézu H0 : β = 0.
Uvažujme jednorozměrný lineární model tvaru

Yij = β1j + β2jxi + eij, pro i = 1, . . . , n, pro j = 1, 2.

33



Pro j = 1 a j = 2 jsme testovali hypotézu H∗
0 : β2j = 0 proti alternativě

H∗
1 : β2j ̸= 0. Zamítáme-li pak aspoň jednu nulovou hypotézu z těchto dvou,
je tento test ekvivalentní testuH0 : β = 0 popsanému v předchozím odstavci.
K testování těchto nulových hypotéz využijeme vzorce z tvrzení 4. Testová
statistika pro jednotlivé jednorozměrné modely je pak tvaru

Jj =
β̂2j√
σ̂jjv22

, pro j = 1, 2,

kde prvek v22 je (2, 2)-tý prvek matice (XTX)−1. Pak hypotézu H0 : β = 0
zamítáme na hladině α, je-li |J1| ≥ t(n−2)(1−α/4) nebo |J2| ≥ t(n−2)(1−α/4).
(V argumentu funkce t je výraz 1− α/4, což plyne z Bonferriho nerovnosti
pro testování platnosti dvou hypotéz zároveň). Test založený na jednoroz-
měrné lineární regresi budeme značit J .

Prováděli jsme několik různých simulací, v nichž jsme měnili jak parametr n,
tak parametr σ. Každý test jsme prováděli pro všechny hodnoty
β = 0, 0.1, 0.2, 0.3, . . . , 1. Na následujících stranách lze nalézt grafy závis-
losti jednotlivých testů na parametru β pro různé hodnoty parametru σ
a pozorování n. Testu založeném na poměru věrohodností odpovídá v gra-
fech černá barva, testu založeném na Lawley-Hotellingově stopě červená,
testu založeném na Pillaiově stopě modrá a konečně testu založeném na jed-
norozměrné lineární regresi zelená. Křivky závislosti síly testu na parametru
β testů založených na mnohorozměrné lineární regresi se v grafech překrývají
a reprezentuje je tedy pouze jedna (příslušná testu založenému na Pillaiově
stopě). Dále jsou pod grafy zobrazeny tabulky odhadů hladiny významnosti
jednotlivých testů pro různé hodnoty σ a různé hodnoty pozorování n.

Nejprve jsme zvolili n = 10 a pro toto n jsme zvolili a = 7 a prováděli jsme
testy pro σ = 0, 0.3, 0.6, 0.9. Na obrázku (2.1) jsou grafy závislosti síly testů
na parametru β pro jednotlivé σ. V tabulce (2.1) jsou odhady hladin vý-
znamnosti testů pro parametr β = 0, tyto hodnoty odpovídají průsečíkům
jednotlivých křivek s ypsilonovou osou v grafech na obrázku (2.1). Jak je vi-
dět z této tabulky, všechny testové statistiky dodržují hladinu významnosti.
Hodnoty všech testů se pohybují přibližně kolem hodnoty 0.05. Dále z grafů
pro σ = 0.3, 0.6, 0.9 z obrázku (2.1) můžeme vypozorovat, že největší sílu
má test založený na otestování jednotlivých jednorozměrných modelů, neboť
při pevně zvoleném β z intervalu [0, 1] má nejvyšší hodnotu. Křivky závislosti
síly testu na parametru β založené na poměru věrohodností, Pillaiově stopě
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a Lawley-Hotellingově stopě se v grafech překrývají. Můžeme tedy usoudit,
že tyto testy jsou ekvivalentní. Pro σ = 0 je s těmito třemi testy dokonce
ekvivalentní i test založený na jednorozměrné regresi, což můžeme vypozo-
rovat z prvního grafu obrázku (2.1). S rostoucím σ roste i rozdíl mezi sílou
testu založeného na jednorozměrné lineární regresi a sílou ostatních třech
testů založených na mnohorozměrné lineární regresi.

V dalších simulacích jsme volili n = 25 (a = 4), n = 50 (a = 2) a σ = 0.3k
pro k = 0, 1, . . . , 3. Z tabulek (2.2) a (2.3) můžeme vyčíst, že všechny testy
opět dodržují hladinu významnosti. Jak je vidět z obrázků (2.2) a (2.3)
všechny testy založené na mnohorozměrné lineární regresi (tedy testy U , T 2

a V ) jsou opět téměř ekvivalentní. Pro nezávislé vektory chyb (tedy σ = 0)
má tentokrát testová statistika založená na jednorozměrné regresi nejmenší
sílu. Pro velké hodnoty kovariance vektoru chyb je ale ze všech zkoumaných
testů opět nejsilnější.
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Obrázek 2.1: Grafy závislosti síly testu na β pro n = 10 - U (černá), T 2

(červená), V (modrá), J (zelená).

Tabulka 2.1: Odhady hladiny významnosti testů (tj. pro β = 0) pro n = 10
a pro parametry σ = 0, 0.3, 0.6, 0.9.

σ U T 2 V J
0 0.0513 0.0513 0.0513 0.0509
0.3 0.0488 0.0488 0.0488 0.0448
0.6 0.0484 0.0484 0.0484 0.0457
0.9 0.0509 0.0509 0.0509 0.0360
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Obrázek 2.2: Grafy závislosti síly testu na β pro n = 25 - U (černá), T 2

(červená), V (modrá), J (zelená).

Tabulka 2.2: Odhady hladiny významnosti testů (tj. pro β = 0) pro n = 25
a pro parametry σ = 0, 0.3, 0.6, 0.9.

σ U T 2 V J
0 0.0501 0.0501 0.0501 0.0483
0.3 0.0486 0.0486 0.0486 0.0492
0.6 0.0498 0.0498 0.0498 0.0441
0.9 0.0475 0.0475 0.0475 0.0338
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Obrázek 2.3: Grafy závislosti síly testu na β pro n = 50 - U (černá), T 2

(červená), V (modrá), J (zelená).

Tabulka 2.3: Odhady hladiny významnosti testů (tj. pro β = 0) pro n = 50
a pro parametry σ = 0, 0.3, 0.6, 0.9.

σ U T 2 V J
0 0.0527 0.0527 0.0527 0.0492
0.3 0.0538 0.0538 0.0538 0.0529
0.6 0.0476 0.0476 0.0476 0.0441
0.9 0.0498 0.0498 0.0498 0.0329
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Závěr

Cílem této bakalářské práce bylo charakterizovat model mnohorozměrné li-
neární regrese a popsat jeho vlastnosti. Ukázali jsme, jak lze odhadovat
regresní parametry jak metodou nejmenších čtverců, tak metodou maxi-
mální věrohodnosti. Dále jsme se v této práci zabývali testováním hypotéz.
V teorii mnohorozměrné lineární regrese jsme se věnovali podrobněji testo-
vým statistikám založeným na poměru věrohodností, Lawley-Hottelingově
stopě a Pillaiově stopě. Rozdíly mezi jednotlivými testovými statistikami
jsme se snažili zjistit pomocí simulace sestrojené v programu R. Tato simu-
lace zkoumala zda všechny testy dodržují stanovenou hladinu významnosti
a dále porovnávala jednotlivé testy z hlediska jejich sil. Došli jsme k závěrům,
že chování jednotlivých testů založených na mnohorozměrné lineární regresi,
tj. založené na poměru věrohodností, Lawley-Hottelingově stopě a Pillaiově
stopě, je v naší simulaci stejné, tyto testy jsou tedy ekvivalentní. Odlišuje
se od nich pouze test založený na jednorozměrné lineární regresi. Pro malé
počty pozorování a malé hodnoty kovariance vektorů chyb je tento test ekvi-
valentní s ostatními. Roste-li hodnota kovariance vektorů chyb, je výhod-
nější volit test založený na jednorozměrné lineární regresi, neboť má ze všech
zkoumaných testů největší sílu. Pro malé hodnoty kovariance vektorů chyb
se s rostoucím počtem pozorování však síla tohoto testu zhoršuje, a proto
je výhodnější použít libovolný ze tří testů založených na mnohorozměrné
lineární regresi.
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