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Zabyvame se fesenim tidké trojuhelnikové soustavy, kterou také pouzijeme
k popisu pojmu eliminac¢ni strom. Definujeme pojem supernode a popiseme
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Uvod

V této praci budeme popisovat nékteré zédkladni moderni techniky fteseni
fidkych linearnich systému pomoci LU rozkladu. Duraz je kladen na vyuziti
fidkosti systému.

LU rozklad matice A definujeme jako rozklad

A=LU,

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou hlavni diagondlou a U je
horni trojuhelnikova matice. LU rozklad je nejstarsi zpusob rozkladu mat-
ice zalozeny na Gaussové eliminaci. Gaussova eliminace je dodnes jednou z
pocitaji v koneéném poctu krokt.

Necht matice A je redlnd symetrickd pozitivné definitni. Pak rozklad

A=LL",

kde L je dolni trojuhelnikova matice, nazyvame Choleského rozklad A.

V celém textu budeme o matici A predpokladat, ze je ctvercova reguldarni
dimenze n. Diky regularité A existuje permutace, kterd zajistuje proveditel-
nost LU rozkladu.

Pro snazsi pochopeni a jednoduchost textu predpokladame symetricky
nenulovy vzor matice A, tj. prvek a;; je nenulovy, pravé kdyz prvek a;; je
nenulovy. Dale prvky, jez jsou nulové dusledkem numerického vynulovéni,
nebudeme v textu povazovat za nulové.

Hlavnim voditkem pro vybér jednotlivych technik popsanych v této praci
byla kniha Davise [3]. Z duvodu omezeného rozsahu prace zde nejsou popsany
dulezité otazky jako jsou napiiklad: stabilita, pivotace na zakladé velikosti
prvku, iteracni zpiesnéni, postordering, blokova verze LU rozkladu a jiné.

V textu se vyskytuji nékteré terminy v anglicting, jelikoz neexistuje bud
zadny nebo jednotny preklad v cestineé.



V prvni kapitole zndzornime nékteré popsané jevy pomoci experimentu
v prostiedi Matlab!. JelikoZ naméiené ¢asy v Matlabu mohou zdviset na
mnoha (i externich) faktorech, proto jsme pro maximélni eliminaci téchto
zavislosti volili jednoduché akademické priklady. Napsané subroutiny prezen-
tujeme v piiloze této prace, kde zaroven popiseme pouzity format pro ulozeni
fidkych matic.

Prvni kapitola je vénovéana teseni trojuhelnikové soustavy Lx = b, coz je
nezbytné pro vyteseni soustavy Ax = b po aplikaci LU rozkladu ¢i Choleského
rozkladu. Praveé pro feSeni trojuhelnikovych soustav, jez vznikly z téchto
rozkladu, ukazeme jak sestrojit a pouzit eliminacni strom, ktery vede k
efektivnéjsimu feseni. V druhé kapitole popiseme dvé nejpouzivanéjsi im-
plementace LU rozkladu, a to left-looking LU a right-looking LU. Dale
zde vysvétlime zakladni princip multifrontdlni metody a supernodélni im-
plementaci. Ve treti kapitole se zabyvame tlohou minimalizace zaplnéni
a strucné zde popisujeme nékteré metody pokousejici se nalézt minimalni
zaplnéni, jmenovité: redukce sitky pasu matice, blokové trojihelnikovy tvar,
poradi podle nejnizstho stupné a nested dissection. Ctvrts kapitola obsahuje
prehled nékolika populdrnich softwareovych balicku a jejich vlastnosti.

Lukas Trojek, 23.5. 2010 v Praze

Lwww.mathworks.com



Kapitola 1

Reseni trojuihelnikové soustavy
a eliminacni strom

Reseni soustavy s dolni trojihelnikovou matici, Lz = b, je pro nasi praci
klicové. Reseni Lx = b je nezbytné k vyfeseni Ax = b pomoci LU rozkladu
¢ Choleského rozkladu matice A.

1.1 Ridk4 prava strana

Budeme ftesit soustavu Lx = b s fidkou matici L a s fidkou pravou stranou
b. Standardni postup TeSeni této soustavy, tedy primy chod, je nasledujici:

function x = troj_r(L,b)
fori=1:ndo
for j < do
T, = T3 — lijmj
end
z; = zi/lii
end

V predchozim algoritmu jsme k matici L ptistupovali po fadcich, nyni
budeme pristupovat po sloupcich. V troj_r je nultym krokem pro vypocet x;
pfitazeni hodnoty b; a dalsim j-tym krokem je odecitani prvku l;;x;, pokud
x; je nenulové. Pro jednotlivd j muzeme tento odecet provadét soucasné u



vSech z;, jakmile je zndma koneénd hodnota pro z;. Tedy vyuzivdme pravé
vSechny nenulové prvky j-tého sloupce matice L. Algoritmus s pristupem k
matici po sloupcich bude vypadat takto:

function = = troj_s(L,b)

r=>
for j=1:n do
for i, 1> jAl; #0 do
xi:xi—lijxj
end
end
end

Tento algoritmus vyuziva ridkosti pravé strany, resp. feseni x.

Definice 1.1 (nenulovy vzor). Nenulovy vzor X wvektoru z, je mnoZina
takovych indext j, pro které je x; nenulové, tedy X = {j | x; # 0}.

Implementujeme-li algoritmus podle predchoziho pseudokodu, ziskame
naklady O(n)+O(|B|)+O(f), kde f je pocet operaci vykonanych v prostiedi
floating-points a | B| je pocet prvku nenulového vzoru B vektoru b. Ve vétsiné
piipadu je |B| < f, a proto jsou ndklady v podstaté O(n) + O(f). Ackoli
by se mohlo zdét, ze jsme dosahli dobrého vysledku, neni tomu tak, n muze
vysoce prevysovat f. Napriklad méjme vektor b nulovy az na posledni prvek,
b,. Pak f je O(1), ale celkové slozitost je O(n).

Zavislost nédkladu na n je zpusobena prvni for smyckou. Algoritmus by-
chom vylepsili, kdybychom zacinali se seznamem indexu, pro které je x;
nenulové, tedy mnozinou X. Timto bychom mohli tuto smycku vypustit a
odstranili bychom piimou zavislost algoritmu na n. Dosahli bychom nakladua
O(|B|) + O(f). Méjme prozatim X vzestupné sefazenou. Algoritmus potom
bude vypadat takto:



function x = troj_sX(L,b)

xr=0
for 7€ X do
for Z,Z>]/\l”7£0 do
xi:«ri_lijxj
end
end

Jak ur¢it mnozinu X s vyuzitim teorie grafu tika nasledujici véta.

Véta 1.1. Definugme orientovany graf G, = (V, H) s vrcholy V = {1...n} a
s hranami H = {(j,1)|l;j # 0}. Oznac¢me D(B) mnoZinu vech dosaZitelnych
vrcholi, z mnoZiny vrcholi B v grafu Gp, kde B = {i|b; # 0}. Pak plati
X = D(B).

DUKAZ. Prvky vektoru x se stanou nenulovymi pravé ve dvou mistech al-
goritmu troj_sX, v prvnim a poslednim piikazu piedchoziho pseudokddu.
Podminky pro nenulovost prvku z; muzeme zapsat takto:

Tyto podminky lze preformulovat do teorie grafu. Podle prvni ¢asti
podminky oznac¢ime vrcholy ¢ takové, pro které je b; # 0. Druha podminka
fikd: je-li oznacen vrchol j a existuje-li hrana z j do néjakého vrcholu i,
pak oznacme vrchol i. Mnozina oznacenych vrcholu v grafu G je onou
mnozinou X. Tedy X je mnozina vSech dosazitelnych vrcholu G z mnoziny
B = {ilb; # 0}, coz jsme chtéli dokazat. O

Mnozinu X muzeme ziskat pomoci algoritmu prohledavani do hloubky
grafu GG, startujicim ve vrcholech z B.

Definice 1.2 (prohledavani do hloubky). Prohleddvani do hloubky je grafovy
algoritmus pro prichod grafu. Postupuje stdale ddl od pocatecniho vrcholu do-
sud neprozkoumanym smérem. Pokud narazi na vrchol, ze kterého uz nelze
ddle pokracovat (nemd Zadné nasledniky nebo byli vsichni navstiveni), vraci
se zpét do mejblizstho vrcholu, odkud lze pokracovat. Algoritmus konci, jak-
mile navstivi vsechny dosazitelné vrcholy.

Vysledkem algoritmu prohledavani do hloubky je seznam vrcholu s topo-
logickym usporadanim.



Definice 1.3 (topologické uspoiddani). Bud G = (V, H) orientovany graf
s vrcholy V' a hranami H. Topologické usporadani vrcholi grafu G je takovd
posloupnost vrcholi grafu vy, va, ..., vyv|, Ze kdykoliv vede cesta z v; do vj,
plati i < j.

Dalsi moznosti jak ziskat X je prohledavanim do §itky. Tento algoritmus
vsak usporada vrcholy podle nejkratsi vzdalenosti od poc¢atecniho vrcholu.

Definice 1.4 (prohledévani do sitky). Prohleddvdni do sirky je grafovy al-
goritmus pro pruchod grafu. V pronim kroku prozkoumdvd vSechny sousedni
vrcholy pocdatecniho vrcholu. V' dalsim kroku postupné prozkoumd vsSechny
sousedni wvrcholy téchto sousednich vrcholi. Algoritmus se takto opakuge,
dokud nejsou navstiveny vsechny dosaZitelné vrcholy.

Pii vypoctu x v soustavé Lx = b muze byt uskutecnén vypocet x; =
x; — ljjx;, jakmile je zndmo z;. Prvni se musi vypocitat ty xy, ze kterych
vrcholu k vede hrana do j, protoze pravé tyto xp se podileji na vypoctu
z;. Toto zajistuje topologické usporddéni. A proto pro uréen{ mnoziny X
volime algoritmus prohledavani do hloubky.

Na piikladu matice L z (1.3) ndzorné ukazeme, ze topologické usporadént
vrcholu stagi.

[ ]
[ J
* X% @
L=, (1.3)
[ ]
* k k Xk @

V (1.3) symbol * znac¢i nenulovy prvek L a symbol e oznacuje diagonalni
prvek L.

Meéjme pravou stranu b takovou, ze B = {1,5}. Pomoci prohledavéni do
hloubky v G, vypiseme dosahy kazdého z téchto vrcholu:

o D(1)=1{1,3,4,6}
e D(5) = {5,6}

P1i prohledavani do hloubky nezélezi, ve kterém vrcholu zacneme hledat,
zvolme vrchol 1. Prvni ziskdme celou mnozinu D(1). Pak dale na prvni
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pozici této mnoziny postupné pridame vrcholy z D(5), které se v mnoziné
jesté nevyskytuji. Vznikne D({1,5}) = {5, 1, 3,4, 6}. Rozdil uspotrddani této
mnoziny oproti iplnému uspotradani je ve vrcholu 5. Vypocet x; = x; — l;5x5
vSak muzeme provést nezavisle na hodnotach x1, r3 a x4 pro vSechny indexy
i > 5 (v nasem piikladé i = 6).

Nasledujici funkce dosah vypocte mnozinu X pomoci funkce pruchod_h,
coz je pruchod do hloubky zapsany rekurzivné, nenavstivené vrcholy budeme
v pomocném poli C' znacit 0, navstivené 1:

function X = dosah(L, B)
C = zeros
for i,b; #0 do
if C; #1
pruchod_h(i)
end
end

function pruchod_h(j)

C;=1

for ¢,l;; #0do
if C; #1

pruchod_h(7)

end

end

X ={j X}

Néklady prohledédvani do hloubky jsou imérné souc¢tu poctu startovacich
vrcholt a poctu proslych hran. To znamend, ze naklady funkce dosah jsou
O(|B]) + O(f), stejné jako tomu bylo pro funkei troj_sX. Tedy celkové
naklady feseni ulohy Lx = b s pouzitim prohleddvani do hloubky jsou

O(|B) + O(f).
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1.2 Eliminac¢ni strom

Ve specialnim pripadé kdy je potfeba nejen tesit Lz = b, ale i najit fak-
torizaci A = LU respektive A = LLT, muzeme k nalezeni X pouzit tzv.
eliminac¢ni strom. Pojem elimina¢ni strom v néasledujicim definujeme pomoci

Choleského rozkladu.

Definice 1.5 (eliminaéni strom). Necht L je Choleského faktor matice A.
Oznacme V ={1,...,n} a H={(j,i) | j = min{k > ¢ | l;; # 0}}. Pak graf
S = (V,H) se nazyvd eliminacni strom matice A.

Poznamka 1.1 (vlastnosti elimina¢nfho stromu). Necht S = (V, H) je elim-
mnacni strom, pak plati:

e vrchol v je otec vrcholu j, pokud prvni nenulovy mimodiagonalni prvek
j-tého sloupce ma radkovy index 1

e vrchol j je korenem S, pokud j-ty sloupec nemd Zdidny nenulovy mi-
modiagondlni prvek, tedy nemda otce

o climinacni strom muze byt také les

Elimina¢ni strom je v urcitém smyslu minimalni graf vypovidajici o
nenulovych prvcich Choleského faktoru L. Fakta, ze lze vybrané nenulové
prvky z grafu G, vypustit a ze elimina¢ni strom staci k nalezeni nenulového
vzoru X, vyplyvaji z nasledujicich dvou vysledku.

Lemma 1.1. Necht A = LLT je Choleského rozklad. Necht i < j < k a
proky L a ly; jsou nenulové, pak l; je nenulovy.

DUKAZ. Uvazujme 2 x 2 blokovy rozklad LLT = A

Ln—l Lg_l ln _ An—l G
lrj; lnn l’rm B az (nn ’

kde L,,—1 a A,_1 jsou submatice velikosti (n—1) x (n—1). Timto ndm vznikli
t¥i rovnice: L, 1LY | = A1, Ln_1l, = a, a Ll, + 12, = a,,. Budeme-li
rovnici L, ;LY | = A, rozklddat stejnym zpusobem jako LLT = A, pak
se po n — k — 1 krocich dostaneme k blokovému rozdéleni

( Ly ) < LT I ) _ ( A1 ag )
A Uik al  ame )’
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a rovnici
Lyl = ag,

kde Lj_; je submatice L velikosti (k — 1) x (k — 1), ax a I je prvnich k — 1
prvki k-tych sloupct pifslusnych matic. Prvek I, je i-td slozka téadku [
Protoze [ nenf nic jiného nez transponovany I, je hodnota prvku l; rovna
hodnoté prvku l;x, coz je i-ta slozka sloupce li. Z predpokladu l; # 0 plyne
lix. # 0. Z podminky (1.2) z dukazu Véty 1.1 dostavame: jelikoz i-ty prvek [y
je nenulovy a [;; je nenulovy, proto j-ta slozka sloupce [;, je nenulova, tedy
Lix # 0. Po transpozici sloupce [, dostdvdme fadek [} s nenulovou j-tou
slozkou, coz je k-ty fadek matice L, a proto plati l;; # 0. O

Poznamka 1.2. Blokové rozdéleni LLT = A v predchozim dikazu ddvd
ndvod na moznost vypoctu Choleského rozkladu. Rekurzivné provdadime rozk-
lady soustav LLT = A, L, LY | = AT | ..L,LT = A,.

Véta 1.2. Necht S = (V, H) je eliminacni strom matice A a necht L je
Choleského faktor A. Existovala-li cesta z1 do k v grafu matice L, kde i,k €
V', pak existuje i ve stromu S.

DUKAZ. Necht cesta z i do k je hrana (i,k) v G , tj. ly; # 0. Pokud
k = min{m > i|l,,; # 0}, pak jsme hotovi, nebot z definice elimina¢nfho
stromu je hrana (i, k) obsazena piimo v S. Pokud je toto minimum rovno
Jj < k, pak podle Lemmatu 1.1 plati l;; # 0. Proto rozeberme umisténi
prvku lg; v j-tém sloupci. Je-li k = min{m > j|l,,; # 0}, pak hrana (j, k) je
obsazena v S, to vime i o hrané (i, j), a tedy cesta z ¢ do k existuje. Pokud
g2 = min{m > j|l,,; # 0}, kde jo < k, pak pro ly;, provedeme stejny proces
jako pro l;. Byla-li potieba tento proces provést p krat, pak jsme ziskali
cestu postupné navstévujici vrcholy 1, j, jo, ..., jp, k a tim cestu z ¢ do k.

Vede-li cesta z i do k pres vice nez jednu hranu, pak existuje posloupnost
vrcholu @ = ki, k, ...k, = k, kde ¢ > 2, takovych, ze Iy, ,x, # 0, pro
J=1,...,q—1, apro vsechna takova [y, ,, pouzijeme piedchozi cast dukazu.
(I

Je vidét, ze eliminac¢ni strom mé obecné méné hran nez graf matice L
a presto vime, ze zachovavé cesty mezi jednotlivymi vrcholy. Diky témto
vlastnostem je vyhodnéjsi k nalezeni mnoziny X pouzit eliminacni strom a
tim urychlit algoritmus pro feSeni Lx = b.

Poznamenejme, ze Lemma 1.1 plati jen pro Choleského faktor; pro obec-
nou dolni trojuhelnikovou matici L musime k nalezeni X pouzit strategii ze
sekce 1.1.

13



Na zakladé nésledujici véty jsme schopni sestrojit eliminacni strom S
matice A bez znalosti struktury L.

Véta 1.3. Necht A= LL" je Choleského rozklad. Necht a;; # 0 ai > j, pak
vrchol j je potomek vrcholu i v eliminacnim stromé S, ekvivalentné cesta z
j doi v S existuje.

DUKAzZ. Dukaz této véty nalezneme v knize [9]. O

Oznacéme S, elimina¢ni strom submatice L, prvnich k£ fadku a sloupcu
L. Elimina¢ni podstrom S je vrchol. Predpokladejme, ze S;_1 jiz zndme, i €
{2,...,n—1}. Pro ziskdni S; z S;_; je potieba pfifadit vrchol ¢ k podstromu
Si_1, coz spociva v nalezeni synu vrcholu 7. Pro vSechna 7 < ¢ takové, ze
a;j # 0 podle Véty 1.3 plati, ze cesta z j do i v S existuje, a tedy nutnéiv S;.
Tato cesta vede skrz S;_; dokud nenarazi na kofen tohoto podstromu. Tento
kofen pak musi byt synem i v dusledku véty. Timto pritazenim ziskdvame
S;, a tedy postupné S = S,,. Néklady postaveni tohoto stromu jsou O|A| [3,
Strana 41].

Na Obrazku 1.1 nazorné ukazeme, jak vypadaji jednotlivé podstromy
pro matici A z (1.4). Symboly v A znaci totéz jako v matici (1.3).

° * ok *
® x
* % @ *
A= " : (1.4)
*
* * ok °

Ak A

Obrazek 1.1: Postupna vystavba elimina¢niho stromu S matice A.
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n 100 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
trojs | 0.00012 | 0.0008 | 0.008 0.09 0.84
trojsX | 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0015 | 0.0015
troj_.SXE | 0.0011 | 0.0011 | 0.0012 | 0.0013 | 0.0013

Tabulka 1.1: Namétené casy funkci troj_s, troj_sX a troj_sXFE pro jed-
notlivé dimenze matice

Tvrzeni o nakladech feseni fidké trojuhelnikové soustavy, resp. o zavislosti
nakladu na dimenzi matice, demonstrujeme na funkcich troj_s, troj_sX a
troj_sX FE naprogramovanych v Matlabu. Funkce troj_s odpovidéd stejnoj-
mennému pseudokodu, funkce troj_sX a troj_sX E odpovidaji pseudokodu
troj_sX, kde funkce troj_sX mnalezne mnozinu X pomoci prohledavani do
hloubky grafu G a funkce troj_sXFE pomoci elimina¢niho stromu. Sub-
routiny téchto funkei nalezneme v piiloze této prace. Experimenty byly
provadény na matici L, jejiz prvnich Sest fadku a sloupcu tvorila dolni
trojuhelnikova ¢ast z matice A z (1.4) a zbylou nenulovou ¢asti byla pouze
jednotkova hlavni diagonala. Jako nenulové prvky pravé strany jsme volili
prvky na 1. a 5. pozici. Nenulovym prvkum L a b jsme prifadili hodnotu
1. Vysledky téchto experimentu jsou zapsany v Tabulce 1.1 (naméfené casy
jsou uvedeny v sekundéch).
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Kapitola 2

Zapisy LU rozkladu a
multifrontalni metoda

Algoritmus Gaussovy eliminace pouziva tii cykly, jeden vnéjsi od 1 do n a
dva vnitini pro radkové a sloupcové indexy. Ruzna usporadani jednotlivych
cyklu vedou k ruznym implementacim s odlisnymi vlastnostmi, zejména vzh-
ledem k pristupu k datum. Zde jsou popsany dvé tridy implementaci, a to
left-looking LU a right-looking LU. Zaroven vysvétlime zakladni principy
supernodalnich a multifrontalnich implementaci. Up-looking LU, jakozto
nejméné pouzivanou implementaci, zde nepopiseme. Strucny popis byl jiz
uveden v Poznamce 1.2.

2.1 Left-looking LU a supernodalni imple-
mentace

Algoritmus left-looking LU rozklad pocita sloupce matic L a U soucasné. V
k-tém kroku algoritmu pracuje s prvnimi k& — 1 sloupci matic L a U, z nichz
ziska k-ty sloupec L a k-ty sloupec U. Tedy sloupce jsou vypocteny postupné
zleva doprava. Algoritmus muzeme odvodit na zakladé nasledujicitho 3 x 3
blokové rozdéleného rozkladu

Ly Ui w2 Uss A11 12 A13
logn, 1 Ugp Uz | = | @ ax axs |.  (2.1)
L3y lsp Lag Uss Az agy Ass
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Matice Li; je submatice velikosti (kK — 1) x (k — 1), l5; je prvnich k& — 1
prvku k-tého radku L. Vektor I35 je k-ty sloupec L s prvky k+1 az n. Matice
L3y a Lz jsou piislusné casti (k + 1)-ntho az n-tého tddku L. Prvky matic
A a U jsou definovany analogicky. Predpokladejme, ze zname prvnich k£ — 1
sloupcu matic L a U, pak k-té sloupce téchto matic ziskdame z nasledujicich
tT1 rovnic:

o Lijuia = ag
o iU + Uz = A
o L3juig + l3ouge = aso

7 prvni rovnice ziskdme wuip jako TeSeni trojuhelnikové soustavy rovnic.
7 druhé dostaneme prvek wugs. Nakonec za vyuziti predchozich vysledku
vypocteme l35. Predchozi rovnice muzeme ptepsat tak, ze tyto vysledky
dostaneme jako teseni tidké trojuhelnikové soustavy

Ly U2 a2
loy 1 U22 = a22
Ly 0 1 l3ou90 asp

V tzv. supernodélni implementaci prostiedni sloupce rozkladu (2.1)
predstavuji sloupcové bloky. Reprezentaci pomoci bloku volime, pokud vr-
choly v tomto bloku splniuji nasledujici definici

Definice 2.1 (supernode pro left-looking LU). Supernode matice U k vr-
cholu i velikosti t je mnozina sousednich vrcholu i, ...,i+t — 1, jejiz sloupce
maji od pozice 1 do pozice i — 1 stejny nenulovy vzor a od pozice © do pozice
1+t — 1 pouze nenulové proky.

Sloupcovy blok prislusny k vrcholum supernode matice U k vrcholu i
velikosti ¢ muze byt ulozen jako hustda matice velikosti |U;1;—1| X ¢, coz je
puvodni blok s vynechanymi nulovymi fadky, kde U;,;_1 je nenulovy vzor
(1 +t — 1)-tého sloupce U.

Vyhodou supernodélni implementace je, ze umoznuje vyuzit optimali-
zované strategie pro husté matice. Napriklad muzeme pouzit balicek BLAS
(Basic Linear Algebra Subprograms) s doposud nejefektivnéjsimi algoritmy.

Vyuzijeme-li supernodalni implementaci, pak z blokového rozdéleni (2.1)
dostaneme rovnice:
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o L11Uj5 = Ay, jez FeSime jako trojuhelnikovou soustavu s vice pravymi
stranami se stejnym nenulovym vzorem

o Lo1Uis + LogUsy = Agy, kde LoyUps vypocCteme jako soucin hustych
matic, a pak vypocteme L9sUss jako husty LU rozklad matice Agy —
Lo1Uys

o [31Uis + L3sUsyy = Asg, zde L3 Uy vypocteme jako soucin reduko-
vané tidké matice a husté matice, a L3y ziskame jako TeSeni husté
trojihelnikové soustavy s vice pravymi stranami, UL, = (Asy —
L3 Upo)™

2.2 Right-looking LU a multifrontalni metoda

Pro odvozeni metody right-looking LU uvazujme blokové rozdéleni (2.2)

1 Uip U2 ain a2
= . 2.2
( lay Loy ) ( Uso > ( as  Ag ) (22)

vektor ly; je prvni sloupec L bez prvniho prvku a matice Loy je matice L bez
prvniho fadku a sloupce. Matice U a A jsou rozdéleny analogicky. Z tohoto
vztahu dostavame Ctyfi rovnice

® U = an

® U2 = A12

o lyup = ay

o lyuip + LyoUsp = Ay (2.3)

7 téchto rovnic piimo vypocteme prvni sloupec L a prvni fadek U. Zbylé
matice Loy a Uyy vypocteme rekurzivné. Je vidét, ze v dalsim kroku pracu-
jeme pouze se zbylymi pravymi ¢astmi matic, a ze v k-tém kroku vypocteme
k-ty sloupec L a k-ty fadek U. Piedchozi rovnice vedou k rekurzivnimu al-
goritmu, jez zapiSeme néasledovné:
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function LU _right(A)
for k=1:ndo
for j=%k:ndo
Ukj = Qkj
end
for i=k+1:ndo
ik = @i/ kg
for j=k+4+1:ndo
Q5 = Qjj — likukj
end
end
end

Nyni vysvétlime, jak funguje multifrontdlni metoda zalozena na right-
looking LU algoritmu. Multifrontalni metoda dava navod, jak a kdy odecitat
1-dimensionalni vnéjsi soucin v rovnici

A22 = A22 — ly1usg

odpovidajici (2.3) nebo poslednimu piikazu algoritmu LU right. Namisto
vytvoreni iterované matice Asy se vytvori frontdlni matice obsahujici 1-
dimensionalni vnéjsi soucin a odecet vnéjsiho soucinu je pak odlozen na
iteraci, kdy je to nezbytné.

Definice 2.2 (frontalni matice). Necht I®) je vektor viech nenulovijch pod-
diagondlnich prvki k-tého sloupce matice L v tomtés poradi, necht u® je
vektor vsech nenulovych proku zprava od diagondly k-tého Tddku matice U v
tomtéz poradi a necht uy, je k-ty diagondini prvek U. Frontdlni matice F'*)
vrcholu k je hustd matice, jejiz proni sloupec je

()
l(k)ukk )

( Uk, u®) )

a zbyld submatice je vnéjsi soucin [FWu®) | t.
(k)
(k) _ Ukk, u
P = ( By, 1By ®) > :
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Poznamenejme, ze vektor {*uy,;, v prvnim sloupci frontdlni matice F*)
odpovida prvkum l;; v pseudokédu LU right pred skalovanim I = aix/ups,
kde k = 1,....n:1 = k+ 1,...,n. Vné&jsi soucin {®u® viak toto skdlovani
jiz obsahuje a odpovida proto pifmo soucinu l;;ux; z posledniho piikazu
algoritmu LU _right.

Jak efektivné spocitat vnéjsi soucin (®u®) z F*®) §ks nésledujici véta.

Véta 2.1. Necht matice A md blokovou strukturu
A Ap
A= ,
( Ay Ag
kde Ay € RtXt, A € R(n_t)Xt, Agy € REx(n—t) a Ay € R(=t)x(n—t) Pak po
t krocich Gaussovy eliminace mdame rozklad

A = Ly Un Lij A
AUt Ly C ’

kde L11Uyy je LU rozklad matice Aqq, I,,_¢ je jednotkovd matice dimenze n—t
a C' je Schuruv komplement C = Agg — A21A1_11A12.

DUKAZ. Po t krocich Gaussovy eliminace bude LU rozklad A vypadat

nasledovné
(An A12>:(L11 )(Un Uu)
Agp Ag Loy Iy Ua )’

Toto blokové rozdéleni vede na ¢tyfi rovnice:

o LyUn =An

o LyyUpy = Ay = Loy = Ay Uy,

o LU = Ap = Uy = Lij Ap

o LoUig+ Uy = Agp = Upy = Agy — Loy Uy

Do upravené ¢tvrté rovnice dosadime vztahy pro Loy a Uy z predchozich
dvou rovnic a dale dostavame

Uy = Agy — (An U ) (Liy Arg) = Az — Aq (Ui Ly ) Arp =

Agg — Ay (L1 Uny) F Ay = Agg — An A Asa,
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kde posledni rovnost plyne z prvni rovnice. a
Vnéjst soucin [Py v matici F*) je podle piedchozi véty s volbou t =
1 Schuruv komplement, ktery vznika pii aplikaci jednoho kroku Gaussovy

eliminace na matici

Kroky Gaussovy eliminace husté matice provedeme velice efektivné pomoci
balicku BLAS. Véta je formulovana pro obecny pocet kroku Gaussovy elim-
inace. Vice kroku je potieba provadeét, jak nyni vysvétlime, v pripadé su-
pernodalni implementace.

Definice 2.3 (supernode pro right-looking LU). Supernode SNi(t) matice L
vrcholu i velikosti t je mnozina sousednich vrcholi i, ...,1+t—1, jejiz sloupce
maji od pozice i do pozice © +t — 1 pouze nenulové prvky a od pozice i + t
maji stejny nenulovy vzor.

Sloupcovy (Tadkovy) blok supernode SNZ-(t) gsou sloupce (rddky) s proky
od i-t€ pozice odpovidajici vrcholum supernode S Nz-(t).

Definici 2.2 muzeme zobecnit pro piipad, kdy multifrontalni metoda
pouziva, analogicky jako left-looking LU, supernodalni implementaci.

Definice 2.4 (supernodalni frontalni matice). Nechf SN,gt) je supernode
matice L. Necht L) je sloupcovij blok supernode SN,Et) matice L s vynechany-
mi nuloviymi vddky a bez diagondlniho bloku oznaceného Dyy,. Necht Lig,Uyy, =
Dy je LU rozklad husté matice Dy, a necht U*) je vddkovy blok supernode
S N,it) matice U s vynechanymi nulovymi sloupci bez diagondlniho bloku Dyy.
Frontdini matice F**H=1 vrcholii k, ..., k+t—1 je hustd matice, jejiz pronich

t sloupci je
Dy,
LOU )

( Dy, LinU®) )

jejiz pronich t radku je
a zbyld submatice je vnéjsi soucin LHUW | .

plbkti-1) _ Dy LinU®
“\ LWy, L®Wy®
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Vnéjst soucin LHU® v matici FFF+=1 je podle predchozi véty Schuriv
komplement, ktery vznika pri aplikaci ¢ kroku Gaussovy eliminace na matici

Dy Ly U®
L®U 0 ‘

Provedeni t kroku Gaussovy eliminace nam zaroven dava LU rozklad hustého
bloku Dy, a koneény tvar sloupctt LF) a fadki U®). Podobné jako v pifpadé
t = 1 ndm Véta 2.1 zarucf, ze vnéjsi soucin LHU® odpovids soucinu v
poslednim piikazu algoritmu LU right (resp. jeho supernodalni verze).

Vzijemné vztahy frontalnich matic jsou popsany v tzv. assembly tree,
coz je pozménény eliminaéni strom S. Vrcholy predstavuji frontalni matice
a nékteré vrcholy zanikly v dusledku vytvoteni supernodélnich frontalnich
matic.

Vrcholy v assembly tree, které maji stejného otce, si navzajem neovliviuji
prvky frontalni matice, a tak se jejich frontalni matice mohou pocitat nezavisle,
tedy paralelné. To znamen4, ze odecteni prislusnych vnéjsich sou¢inu muzeme
odlozit. Tento postup vyrazné snizuje vypocetni cas.

Nyni ukdzeme, jak konkrétné funguje multifrontalni metoda na prikladu
matice A z (1.4). Jeji assembly tree S nalezneme na Obréazku 2.1.

° * % *
*

A * ® X *

* * o *

*

* * % °

Obrazek 2.1: Assembly tree S matice A.

Postupujme podle algoritmu funkce LU _right(A) psaného vyse. Kroky,
které se ptimo netykaji multifrontalni metody, nebudeme v textu vypisovat,
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tedy budeme vzdy pro jednotliva k£ mluvit o poslednim prikazu algoritmu,
Qi5 = Q45 — likzukj, kde Z,] =k + ]_, L n.
Pro k = 1 vznikne F | jejiz prvnf sloupec mé tvar

a1
U1l _ a31

< Wy, > - a4 7
Ge1

a prvni fadek ma tvar

( uy ult ) = ( ai; a3 G4 Qi )

Po jednom kroku Gaussovy eliminace ziskdvdme vnéjsi soucin AN
Podivdme-li se na assembly tree S na Obréazku 2.1, vidime, ze odecet [(Dy™)
muzeme odlozit az do kroku k£ = 3.

Pro k = 2 je prvni sloupec a fadek druhé frontalni matice roven

Jednfm krokem Gaussovy eliminace F? ziskdme [Py,

Vrchol éfslo 3 v S jiz nema stejného otce jako ptfedchozi vrchol, a tak
uskuteénime odeéet vnéjsich soucinti obsazenych v FM) a F(2)

33 dz4 (36 a33 daz4 (36

1), (1
Q43 QA44 Gyp = (43 Q44 Q46 - l( )U( )7
Qg3 Adea Qg6 Qg3 des Qg6

33 = AaA33 — l(Q)u(Q)

Matice F(U a F® jiz dale nepotiebujeme.

Daéle si vsimnéme, ze vrcholy 3 a 4 tvoii supernode. Proto kroky k = 3 a
k = 4 slouéime do jednoho. Vytvoifme supernodalni frontélni matici F(34)
jejichz prvni dva sloupce budou

D a3z Aa34
(3)33 = | @3 Q44
L U33

A3 Ae4

a prvni dva fadky budou

( D33 LssU® ) = ( (3 34 {36 ) :

Q43 Q44 Q46
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Zde je D33 ¢tvercova matice dimenze 2 x 2. Dvéma kroky Gaussovy eliminace
matice F*4 dostaneme vngjsf soucin L& U®) | zdroven dostaneme LU rozk-
lad matice D33 a koneény tvar prvki v L a U®). Ze struktury S vycteme,
ze vrcholy (3,4) a 5 maji stejného otce vrchol 6, a tak odecet vnéjsiho soucinu
obsazeného v F®% provedeme pak spoleéné s odeétenim vnéjstho souéinu v
FO),

V kroku k = 5 je prvni sloupec a fadek matice F©®) nésledujici

Jednim krokem Gaussovy eliminace F® ziskdme vnéjsi soucin {®u®) | a pak
provedeme odecet vnéjsich soucint z FG4 a F(5):

o5 = agg — LOUG) — 16)y,).

V poslednim kroku k£ = 6 vypocet LU rozkladu ukonc¢ime piitazenim ugg =

g6 -
Poznamenejme, ze v tomto pirikladu nevznika zadné zaplnéni. Piiklady
se zaplnénim vypadaji koncepéné stejné.
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Kapitola 3

Minimalizace zaplnéni

Hledat minimélni zaplnéni matice je velmi dulezité jak kvuli potencionalnimu

s

feseni rovnic Lx = b a Uz = x. Pro danou matici A muzeme zkusit nalézt
sloupcové permutace ) a fadkové permutace P tak, aby pocet nenulovych
prvku v LU rozkladu matice PAQ byl minimalni. Permutace P také slouzi
k nalezeni pivotniho prvku, coz probiha v prubéhu algoritmu. Dosdhnout
minimalniho zaplnéni vsak obecné nelze v rozumném case, a tak se pouzivaji
ruzné heuristiky. V nésledujicich podkapitolach velmi struéné popiseme né-
které metody pokousejici se o minimalizaci zaplnéni matice.

3.1 Redukce sitky pasu matice
Sitku pésu matice muzeme méfit nasledujicimi zpusoby:

Definice 3.1 (profile a bandwidth). Necht A md nenulové prvky na di-
agondle. Profile matice A je roven

n

Z(j —min Aj;)

Jj=1

a bandwidth je

max (j —min Aj),
7j=1,..,n

kde A; je nenulovy vzor j-tého sloupce A.
Permutace P, jez snizi hodnotu profile nebo bandwidth matice A, ¢asto

zajistuje dobré uspoiddani pro LU rozklad matice PAPT. Napiiklad je
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znamo, ze profile Choleského rozkladu L je identicky s profilem ptvodni
matice A = LLT [11, Strana 57].Nalezeni nejnizsiho profile ¢i bandwidth je
velice narocné, a proto se k tomuto ucelu vyuziva heuristik, napi. reverse
Cuthill-McKee algoritmus jez nalezneme v [2] .

3.2 Blokové trojuihelnikovy tvar

Matice A mé vlastnost Hall property, pokud kazdd mnozina k sloupcu ma
nenulové prvky asporii v k fddcich pro vSechna k € {1,...,n}. Necht matici
A ma vlastnost Hall property, pak ji muzeme permutovat na tvar

All Alk
Akk

kde diagonélni bloky jsou ¢tvercové a maji nenulovou diagonalu. Tento tvar
je jednoznacné urcen az na potadi bloki; existence vyplyva z trividlniho
pifkladu pro ktery k = 1. Resfme-li tuto permutovanou soustavu LU rozkla-
dem, pak je potieba faktorizovat pouze diagondlni bloky matice. Pti feSeni
trojuhelnikové soustavy zpétnym chodem mimodiagonalni bloky postupné
upravuji pravé strany jednotlivych soustav s diagonalnimi bloky. Pii téchto
vypoctech nevznika zaplnéni mimodiagonalnich bloku. Pro nazornost méjme
soustavu (3.1), kde z = QTz a ¢ = Pb.

All e Alk 21 C1
= : (3.1)
A—1)k=1)  App—1)k Zp—1 Ch—1
A 2k Ck

Zde vzniknou rovnice A2 = cx, Ag—1)(k—1)2k—1 + Ag—1)p2k = cr—1 atd. Z
prvni rovnice vytesime pomoci LU rozkladu diagonalniho bloku Ay vektor
zx. Po aplikaci LU rozkladu na Ag_1yk—1) pak z upravené druhé rovnice
Ap—1)(k=1)2k—1 = Ck—1 — A—1)r2 ziskdme z,_;. Timto zpusobem se pos-
tupuje i v dalsich krocich.
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3.3 Poradi podle nejnizsiho stupné

Vezméme opét jako v multifrontalni metodé posledni piikaz k-tého kroku
algoritmu LU _right, ktery zde zapiSeme ve tvaru

A22 = A22 - l21U12,

coz odpovida vztahu (2.3). V tomto kroku od Ays odecitdme 1-dimensionélni
vnéjsi soucin lojuqo, kde Agg znaci k krat upravenou matici A algoritmem
LU _right. Mnozinu vrcholu grafu matice ly;uq2 oznaéme jako element el (k)
vrcholu k.

Definice 3.2 (stupen). Stupen d; vrcholu i je velikost mnoziny

<Az~ u U el“)(j)) /{i},

JEE;

kde E; je mnozina vrcholi v jejichZ elementech se vyskytuje i, el () = {l €
el(j)|l =2 i} a A; je nenulovy vzor i-tého Tadku A.

Algoritmy zalozené na minimalizaci stupné pracuji se seznamem stupnu
jednotlivych vrcholu, ktery se postupné aktualizuje. Cilem je vybrat jako
pivotni vrchol ten, jez ma minimélni stupen. Aktualizace seznamu stupnu
je pomérné draha. Existuji ruzné techniky, jako jsou napiiklad cmd, amd,
colamd.

3.4 Nested dissection

Definice 3.3 (mnozina rozdélovacich vrcholu). Necht G je neorientovans
graf A. Mnozina rozdélovacich vrcholi R = {r,...,mx} je mnoZina vrcholi,
které rozdeéli graf G na dva priblizné stejné velké podgrafy, které jiz nejsou
spojeny Zadnymi hranami a neobsahugi vrcholy z R.

Metoda nested dissection hledd mnozinu rozdélovacich vrcholii. Piislusné
podgrafy jsou pak déle rozdélovany dalsi mnozinou rozdélovacich vrcholu,

LR

nalezeni k£ mnozin rozdélovacich vrcholu bude mit matice tvar
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An Al (k1)

m Ak(kt1)
T T
Al(k:-i-l) T Ak(k+1) A(k+1)(k+1)

Zde pro jednoduchost predpokladame, ze matice A je symetricka. Submatice
Ay, pro i =1, ..., k, jsou matice jednotlivych podgrafii. Submatice

Al (kg1

(A1T(k+1) A;}F(kﬂ) A(k+1)(k+1) )a A :
k(k+1)
Al 1) (k1)

jsou tadky a sloupce prislusné k jednotlivym vrcholim z k — 1 rozdélovacich
mnozin.

Na nasledujicim akademickém ptikladé nazorné ukazeme, proc je tento
tvar vyhodny. Méjme matici

[ ] ko ok ok Xk
*
* °
A=
* °
k [ ]
*k [ )
a matice
° *
[ ] k
[ S
B =
[ %
*
¥ %k % % % @

pticemz plati B = PAPT, a dané symboly znaéi totéz jako difve. Z matice
A se po jednom kroku Gaussovy eliminace stane obecné husta matice. Ale
u matice B nedochazi k zadnému zaplnéni pokud vybereme jako pivotni
prvky, prvky diagondlni.
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Kapitola 4

Prehled softwaru

Na zaveér této prace popiseme nékolik popularnich softwarovych balicku pro
feSeni fidkych linedrnich soustav pomoci LU rozkladu. Pro prehlednost a
orientaci vypiseme vlastnosti jednotlivych balicku heslovité.

GPLU[7|(Gilbert Peierls LU, Gilbert a Peierls, 1988) - prvni LU rozk-
lad, ktery vyuzivéa fidké pravé strany a prohledavani do hloubky, patii do
ttidy left-looking, méa v sobé obsazeno feseni fidké trojihelnikové soustavy,
GPLU je obsazeno v Matlabu, kde se vyvoldva se piikazem [L, U, P| = lu(A).

MA48[6](pouze oznaceni subroutine, Duff a Reid, 1993) - patii do oxfordské
sbirky balickt HSL, do t¥idy left-looking, fesi také matice s nesymetrickym
nenulovym vzorem a obdélnikové matice, pouziva tplnou pivotaci a per-
mutaci na blokové trojihelnikovy tvar, navic také pocitda chybu a provadi
itera¢ni zpresnéni.

UMFPACK/[4](Unsymmetric Frontal Package, Davis a Duff, 1997) - prvni

software vyuzivajici multifrontalni metodu pro obecné nesymetrické matice,

s~/

jrychlejsi piimy fesic v Matlabu, je volan ve tvaru [L, U, P, Q] = lu(A).

SuperLU[5|(Supernodal LU, Demmel, Eisenstat, Gilbert a Li, 1999) - patii
do ttidy left-looking zalozené na supernode, pro minimalizaci zaplnéni pouziva

e

je mozno pripojit tyto metody z vnéjsi, umoznuje paralelni implementaci,
rozklada také obdélnikové matice.
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balicek minimalizace zaplnéni metoda
GPLU zéddné left-looking
MA48 nejnizsi stuper, blokové trojihelnikova left-looking
MUMPS nejnizsi stupen, nested dissection multifrontal
PARDISO nejnizsi stupen, nested dissection left /right supernodal
SuperLLU nejnizsi stupen left-looking supernodal
UMFPACK nejnizsi stupen multifrontal
WSMP nejnizsi stupet, nested diss., blokové trojihel. multifrontal

Tabulka 4.1: Balicky a jejich vlastnosti.

MUMPS[1](Multifrontal Massively Parallel Solver, Amestoy, Duff, Guer-
mouche, Koster, L‘Excellent, 2000) - volné dostupny balicek, zalozeny na
multifrontalni metode, provadi paralelni pfimy a zpétny chod, sdm si pfi
rozkladu rozdéli soustavu za tcelem paralelizace, nebo ji muze z vnéjsi

s

a nested dissection.

PARDISO[10](Parallel Direct Solvers, Schenk, Géartner a Fichtner, 2000) -
zalozen na strategii left-looking a na shared memory multiprocessors, umo-
znuje kombinaci iteracnich metod s pfimou metodou pro feseni linearnich
systému, dale vyuziva supernodélni implementaci, paralelni chod a itera¢ni
zpresnéni

WSMP |[8](Watson Sparse Matrix Package, Gupta, 2002) - zaloZen na mul-

s s

dissection, blokoveé trojuhelnikovy tvar, uzivatel si muze vybrat, zda-li vypo-
¢ty budou probihat sekvenéné ¢i paralelné.

Klicové vlastnosti jednotlivych balicku jsou shrnuty v Tabulce 4.1.
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Priloha

Ulozeni ridké matice

K ulozeni matice o m tadcich a n sloupcich potiebujeme misto v paméti o
velikosti m x n; je zde m x n obecné nenulovych prvku. Ale pokud uklddame
fidkou matici, muzeme vyuzit toho, ze pocet nulovych prvku je podstatné
vyssi nez pocet nenulovych. V nasich aplikacich pouze nenulové prvky ne-
sou informaci. Zde popiSeme tti zpusoby ulozeni fidkych matic: soutradnicovy
zapis, komprimovany sloupcovy fidky format a komprimovany radkovy ridky
format.

V soufadnicovém zapise ukldadame k-ty nenulovy prvek jako trojici
[Tk, ik, Jk), kde xp znaéi hodnotu prvku, i, Fadkovou souradnici, ji sloup-
covou soutradnici. Tedy kazdému nenulovému prvku vyhrazujeme 3 mista
paméti. Z tohoto plyne, Zze ulozeni matice soutfadnicovym zapisem zabere
3xnnz mista paméti, kde nnz znaci pocet nenulovych prvku matice. Toto
¢islo je v pripadé ridké matice podstatné nizsi nez mxn.

Ulozime-li matici v komprimovaném sloupcovém tidkém formatu (v an-
glictiné se pouziva termin compressed column sparse format, a proto jej
oznacime CCS), dostaneme dokonce lepsi vysledek. Budeme matici prochézet
po sloupcich. K ukladani pouzijeme tii pole. Narazime-li v pruchodu matici
na k-ty nenulovy prvek, ulozime jeho hodnotu do prvniho pole oznaceného
x, konkrétné do x,. Jeho radkovou soufadnici zaznamename do druhého
pole oznaceného 7, tedy do ix. Hodnoty ttretiho pole ¢ ur¢ime nasledujicim
zpusobem: do [-té pozice pole ¢ je zapsano ¢islo poradi, v pruchodu matici,
prvniho prvku [-tého sloupce. Pole x a ¢ maji délku nnz a pole ¢ je délky n+1.
Secteme-li délky téchto poli, dostaneme velikost paméti, kterd je potiebna
pro ulozeni formatu CCS, tedy 2 x nnz + n + 1 mista paméti.

Popis ulozeni komprimovanym fadkovy fidkym formatem (compressed
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row sparse format, zna¢eno CRS) se lisi pouze v ptistupu k matici, je po
fadcich. Do k-té pozice pole x se zapise hodnota k-tého nacteného nenulového
prvku. Do k-té pozice pole j je zapsana sloupcova souradnice téhoz prvku.
A kone¢né do [-té pozice tretiho pole r je ulozeno ¢islo poradi prvniho prvku
[-tého tadku. Tento zapis vyzaduje 2 X nnz +m + 1 mista paméti.

Predpokladejme, ze mame soutadnicovy zapis matice s pfistupem po
sloupcich (ten je také pouzivan v Matlabu). Ukdzeme, jak jej prevést do
formatu CCS, tedy jak vytvorit pole z, ¢ a ¢. Do pole x vlozime vSechny
hodnoty xy, kde xy je z trojice [xy, i, Jk] souFadnicového zapisu, pro k =
1,...,nnz. Do pole i vlozime vSechny radkové soutadnice 7. Vkladdame ve
stejném pofadi. Jak vytvofit pole ¢ ukdzeme na I-té pozici pole c. Cislo na
pozici ¢; je rovno poctu indexu k, pro které je ji rovno [, k tomuto navic
pricteme ¢islo na predchozi pozici pole, tedy ¢;_1. Pozice ¢; je inicializovana
jako 1.

Pfi experimentech pro ulozeni matice pouzivame pozménény CCS format,
neuklddame hlavni diagonalu. Neukladame ji, protoze naklady na ulozeni
v Matlabu jsou neptirozené velké ve srovnani s naklady provedenych op-
eraci. Jelikoz pfedpoklddame jednotkovou hlavni diagonalu L, tak se toto
vypusténi v experimentech nijak negativné neodrazi.
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Subroutiny

function [x]=troj_s(L,b)
n=length(b);
[dia,jsl,ira]=ccs(L-speye(n));

tic
x=full(b);
for j=1:n
ifx(j) =0
for i=jsl(j):jsl(j+1)-1
x(ira(i))=x(ira(i))-x(j) *dia(i);
end
end
end
toc

function [x]=troj_sX(L,b)

[dia,jsl,ira] = ccs(L-speye(length(b)));

b = sparse(b);

tic

x=Db:;

[X]=reach(jsl,ira,b);

for j=1:length(X)
temp = X(j);
for i=jsl(temp):jsl(temp+1)-1

x(ira(i))=x(ira(i))-dia(i)*x(temp);

end

end

toc
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function [X]=reach(jslS,iraS,b)

X=zeros(1,0);

[b_poz|=tfind(b);

for i=1:length(b_poz)
pom = b_poz(i)-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfs(b_poz(i),X,jslS,iraS);

end

end

[X]=X([length(X):-1:1])’;

function [X]=dfs(j,X,jslS,iraS)
for i=js1S(j):jsIS(j+1)-1
prom = iraS(i);
if prom = j
pom = prom-X;
if nnz(pom)==length(X)
[X]=dfs(prom,X,jslS,iraS);
end
end
end
X(length(X)+1) = j;
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function [x]=troj_sXE(L,b)
[dia,jsl,ira]=ccs(L-speye(length(b)));
E = etree(L+L");
b = sparse(b);
tic;
x=Db;
[X]=reachE(E,b);
for j=1:length(X)
temp = X(3);
for i=jsl(temp):jsl(temp+1)-1

x(ira(i))=x(ira(i))-dia(i)*x(temp);

end
end
toc

function [X]=reachE(E,b)

X=zeros(1,0);

[b_poz|=tfind(b);

for i=1:length(b_poz)
pom = b_poz(i)-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfsE(b_poz(i),X,E);

end

end
[X]=X([length(X):-1:1])’;
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function [X]=dfsE(j,X,E)
prom = ()
if prom =0
pom = prom-X;
if nnz(pom)==length(X)
[X]:deE(E(j)vva);
end
end

X(length(X)+1) = j;

function [dia,jsl,ira]=ccs(A)
As=sparse(A);
[r,s,p]=find(As);
[s,I] = sort(s);

p = p(D);

r = r(I);

nnz = length(r);
n = r(nnz);

ira = zeros(1,nnz); dia = ira;
jsl = ones(1,n);jsl(1) = 1;co = 1;
for i=2:nnz
if s(i) =s(i-1)
co =co + 1;
jsl(co) = i;
[ira(jsl(co-1):jsl(co)-1),12] = sort(r(I(jsl(co-1):jsl(co)-1)));
dia(jsl(co-1):jsl(co)-1)=p(jsl(co-1)+12-1);
end
end
jsl(co+1) = nnz+1;
it co+1 < n+1
for i=co+2:n+1
jsl(i) = jsl(co+1);
end
end
[ira(jsl(co):jsl(co+1)-1),12] = sort(r(I(jsl(co):jsl(co+1)-1)));
dia(jsl(co):jsl(co+1)-1)=p(jsl(co)-1+I12);
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