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Úvod 5
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Úvod

V této práci budeme popisovat některé základńı moderńı techniky řešeńı
ř́ıdkých lineárńıch systémů pomoćı LU rozkladu. Důraz je kladen na využit́ı
ř́ıdkosti systému.

LU rozklad matice A definujeme jako rozklad

A = LU,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovou hlavńı diagonálou a U je
horńı trojúhelńıková matice. LU rozklad je nejstarš́ı zp̊usob rozkladu mat-
ice založený na Gaussově eliminaci. Gaussova eliminace je dodnes jednou z
nejd̊uležitěǰśıch součást́ı algoritmu pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, které
poč́ıtaj́ı v konečném počtu krok̊u.

Necht’ matice A je reálná symetrická pozitivně definitńı. Pak rozklad

A = LLT ,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, nazýváme Choleského rozklad A.
V celém textu budeme o matici A předpokládat, že je čtvercová regulárńı

dimenze n. Dı́ky regularitě A existuje permutace, která zajǐst’uje proveditel-
nost LU rozkladu.

Pro snazš́ı pochopeńı a jednoduchost textu předpokládáme symetrický
nenulový vzor matice A, tj. prvek aij je nenulový, pravě když prvek aji je
nenulový. Dále prvky, jež jsou nulové d̊usledkem numerického vynulováńı,
nebudeme v textu považovat za nulové.

Hlavńım vod́ıtkem pro výběr jednotlivých technik popsaných v této práci
byla kniha Davise [3]. Z d̊uvodu omezeného rozsahu práce zde nejsou popsány
d̊uležité otázky jako jsou např́ıklad: stabilita, pivotace na základě velikosti
prvku, iteračńı zpřesněńı, postordering, bloková verze LU rozkladu a jiné.

V textu se vyskytuj́ı některé termı́ny v angličtině, jelikož neexistuje bud’

žádný nebo jednotný překlad v češtině.
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V prvńı kapitole znázorńıme některé popsané jevy pomoćı experiment̊u
v prostřed́ı Matlab1. Jelikož naměřené časy v Matlabu mohou záviset na
mnoha (i exterńıch) faktorech, proto jsme pro maximálńı eliminaci těchto
závislost́ı volili jednoduché akademické př́ıklady. Napsané subroutiny prezen-
tujeme v př́ıloze této práce, kde zároveň poṕı̌seme použitý formát pro uložeńı
ř́ıdkých matic.

Prvńı kapitola je věnována řešeńı trojúhelńıkové soustavy Lx = b, což je
nezbytné pro vyřešeńı soustavyAx = b po aplikaci LU rozkladu či Choleského
rozkladu. Právě pro řešeńı trojúhelńıkových soustav, jež vznikly z těchto
rozklad̊u, ukážeme jak sestrojit a použ́ıt eliminačńı strom, který vede k
efektivněǰśımu řešeńı. V druhé kapitole poṕı̌seme dvě nejpouž́ıvaněǰśı im-
plementace LU rozkladu, a to left-looking LU a right-looking LU. Dále
zde vysvětĺıme základńı princip multifrontálńı metody a supernodálńı im-
plementaci. Ve třet́ı kapitole se zabýváme úlohou minimalizace zaplněńı
a stručně zde popisujeme některé metody pokoušej́ıćı se nalézt minimálńı
zaplněńı, jmenovitě: redukce š́ı̌rky pásu matice, blokově trojúhelńıkový tvar,
pořad́ı podle nejnižš́ıho stupně a nested dissection. Čtvrtá kapitola obsahuje
přehled několika populárńıch softwareových baĺıčk̊u a jejich vlastnost́ı.

Lukáš Trojek, 23.5. 2010 v Praze

1www.mathworks.com
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Kapitola 1

Řešeńı trojúhelńıkové soustavy
a eliminačńı strom

Řešeńı soustavy s dolńı trojúhelńıkovou matićı, Lx = b, je pro naši práci
kĺıčové. Řešeńı Lx = b je nezbytné k vyřešeńı Ax = b pomoćı LU rozkladu
či Choleského rozkladu matice A.

1.1 Řı́dká pravá strana

Budeme řešit soustavu Lx = b s ř́ıdkou matićı L a s ř́ıdkou pravou stranou
b. Standardńı postup řešeńı této soustavy, tedy př́ımý chod, je následuj́ıćı:

function x = troj r(L, b)
for i = 1 : n do

xi = bi
for j < i do

xi = xi − lijxj

end
xi = xi/lii

end

V předchoźım algoritmu jsme k matici L přistupovali po řádćıch, nyńı
budeme přistupovat po sloupćıch. V troj r je nultým krokem pro výpočet xi

přǐrazeńı hodnoty bi a daľśım j-tým krokem je odeč́ıtáńı prvku lijxj, pokud
xj je nenulové. Pro jednotlivá j můžeme tento odečet provádět současně u
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všech xi, jakmile je známa konečná hodnota pro xj. Tedy využ́ıváme právě
všechny nenulové prvky j-tého sloupce matice L. Algoritmus s př́ıstupem k
matici po sloupćıch bude vypadat takto:

function x = troj s(L, b)
x = b
for j = 1 : n do

if xj ̸= 0
for i, i > j ∧ lij ̸= 0 do

xi = xi − lijxj

end
end

end

Tento algoritmus využ́ıvá ř́ıdkosti pravé strany, resp. řešeńı x.

Definice 1.1 (nenulový vzor). Nenulový vzor X vektoru x, je množina
takových index̊u j, pro které je xj nenulové, tedy X = {j | xj ̸= 0}.

Implementujeme-li algoritmus podle předchoźıho pseudokódu, źıskáme
náklady O(n)+O(|B|)+O(f), kde f je počet operaćı vykonaných v prostřed́ı
floating-points a |B| je počet prvk̊u nenulového vzoru B vektoru b. Ve většině
př́ıpad̊u je |B| ≪ f , a proto jsou náklady v podstatě O(n) + O(f). Ačkoli
by se mohlo zdát, že jsme dosáhli dobrého výsledku, neńı tomu tak, n může
vysoce převyšovat f . Např́ıklad mějme vektor b nulový až na posledńı prvek,
bn. Pak f je O(1), ale celková složitost je O(n).

Závislost náklad̊u na n je zp̊usobena prvńı for smyčkou. Algoritmus by-
chom vylepšili, kdybychom zač́ınali se seznamem index̊u, pro které je xj

nenulové, tedy množinou X. T́ımto bychom mohli tuto smyčku vypustit a
odstranili bychom př́ımou závislost algoritmu na n. Dosáhli bychom náklad̊u
O(|B|) +O(f). Mějme prozat́ım X vzestupně seřazenou. Algoritmus potom
bude vypadat takto:
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function x = troj sX(L, b)
x = b
for j ∈ X do

for i, i > j ∧ lij ̸= 0 do
xi = xi − lijxj

end
end

Jak určit množinu X s využit́ım teorie grafu ř́ıká následuj́ıćı věta.

Věta 1.1. Definujme orientovaný graf GL = (V,H) s vrcholy V = {1...n} a
s hranami H = {(j, i)|lij ̸= 0}. Označme D(B) množinu všech dosažitelných
vrchol̊u z množiny vrchol̊u B v grafu GL, kde B = {i|bi ̸= 0}. Pak plat́ı
X = D(B).

Důkaz. Prvky vektoru x se stanou nenulovými právě ve dvou mı́stech al-
goritmu troj sX, v prvńım a posledńım př́ıkazu předchoźıho pseudokódu.
Podmı́nky pro nenulovost prvku xi můžeme zapsat takto:

bi ̸= 0 ⇒ xi ̸= 0 (1.1)

(xj ̸= 0 ∧ ∃i, lij ̸= 0) ⇒ xi ̸= 0 (1.2)

Tyto podmı́nky lze přeformulovat do teorie grafu. Podle prvńı části
podmı́nky označ́ıme vrcholy i takové, pro které je bi ̸= 0. Druhá podmı́nka
ř́ıká: je-li označen vrchol j a existuje-li hrana z j do nějakého vrcholu i,
pak označme vrchol i. Množina označených vrchol̊u v grafu GL je onou
množinou X. Tedy X je množina všech dosažitelných vrchol̊u GL z množiny
B = {i|bi ̸= 0}, což jsme chtěli dokázat. 2

Množinu X můžeme źıskat pomoćı algoritmu prohledáváńı do hloubky
grafu GL startuj́ıćım ve vrcholech z B.

Definice 1.2 (prohledáváńı do hloubky). Prohledáváńı do hloubky je grafový
algoritmus pro pr̊uchod grafu. Postupuje stále dál od počátečńıho vrcholu do-
sud neprozkoumaným směrem. Pokud naraźı na vrchol, ze kterého už nelze
dále pokračovat (nemá žádné následńıky nebo byli všichni navšt́ıveni), vraćı
se zpět do nejblǐzš́ıho vrcholu, odkud lze pokračovat. Algoritmus konč́ı, jak-
mile navšt́ıv́ı všechny dosažitelné vrcholy.

Výsledkem algoritmu prohledáváńı do hloubky je seznam vrchol̊u s topo-
logickým uspořádáńım.
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Definice 1.3 (topologické uspořádańı). Bud’ G = (V,H) orientovaný graf
s vrcholy V a hranami H. Topologické uspořádáńı vrchol̊u grafu G je taková
posloupnost vrchol̊u grafu v1, v2, ..., v|V |, že kdykoliv vede cesta z vi do vj,
plat́ı i < j.

Daľśı možnost́ı jak źıskat X je prohledáváńım do š́ı̌rky. Tento algoritmus
však uspořádá vrcholy podle nejkratš́ı vzdálenosti od počátečńıho vrcholu.

Definice 1.4 (prohledáváńı do š́ı̌rky). Prohledáváńı do š́ıřky je grafový al-
goritmus pro pr̊uchod grafu. V prvńım kroku prozkoumává všechny sousedńı
vrcholy počátečńıho vrcholu. V daľśım kroku postupně prozkoumá všechny
sousedńı vrcholy těchto sousedńıch vrchol̊u. Algoritmus se takto opakuje,
dokud nejsou navšt́ıveny všechny dosažitelné vrcholy.

Při výpočtu x v soustavě Lx = b může být uskutečněn výpočet xi =
xi − lijxj, jakmile je známo xj. Prvńı se muśı vypoč́ıtat ty xk, ze kterých
vrchol̊u k vede hrana do j, protože právě tyto xk se pod́ılej́ı na výpočtu
xj. Toto zajǐst’uje topologické uspořádáńı. A proto pro určeńı množiny X
voĺıme algoritmus prohledáváńı do hloubky.

Na př́ıkladu matice L z (1.3) názorně ukážeme, že topologické uspořádáńı
vrchol̊u stač́ı.

L =


•

•
∗ ∗ •
∗ ∗ •

•
∗ ∗ ∗ ∗ •

 (1.3)

V (1.3) symbol ∗ znač́ı nenulový prvek L a symbol • označuje diagonálńı
prvek L.

Mějme pravou stranu b takovou, že B = {1, 5}. Pomoćı prohledáváńı do
hloubky v GL vyṕı̌seme dosahy každého z těchto vrchol̊u:

• D(1) = {1, 3, 4, 6}

• D(5) = {5, 6}

Při prohledáváńı do hloubky nezálež́ı, ve kterém vrcholu začneme hledat,
zvolme vrchol 1. Prvńı źıskáme celou množinu D(1). Pak dále na prvńı
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pozici této množiny postupně přidáme vrcholy z D(5), které se v množině
ještě nevyskytuj́ı. Vznikne D({1, 5}) = {5, 1, 3, 4, 6}. Rozd́ıl uspořádańı této
množiny oproti úplnému uspořádańı je ve vrcholu 5. Výpočet xi = xi− li5x5

však můžeme provést nezávisle na hodnotách x1, x3 a x4 pro všechny indexy
i > 5 (v našem př́ıkladě i = 6).

Následuj́ıćı funkce dosah vypočte množinu X pomoci funkce pruchod h,
což je pr̊uchod do hloubky zapsaný rekurzivně, nenavšt́ıvené vrcholy budeme
v pomocném poli C značit 0, navšt́ıvené 1:

function X = dosah(L,B)
C = zeros
for i, bi ̸= 0 do

if Ci ̸= 1
pruchod h(i)

end
end

function pruchod h(j)
Cj = 1
for i, lij ̸= 0 do

if Ci ̸= 1
pruchod h(i)

end
end
X = {j,X}

Náklady prohledáváńı do hloubky jsou úměrně součtu počtu startovaćıch
vrchol̊u a počtu prošlých hran. To znamená, že náklady funkce dosah jsou
O(|B|) + O(f), stejně jako tomu bylo pro funkci troj sX. Tedy celkové
náklady řešeńı úlohy Lx = b s použit́ım prohledáváńı do hloubky jsou
O(|B|) +O(f).
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1.2 Eliminačńı strom

Ve speciálńım př́ıpadě kdy je potřeba nejen řešit Lx = b, ale i naj́ıt fak-
torizaci A = LU respektive A = LLT , můžeme k nalezeńı X použ́ıt tzv.
eliminačńı strom. Pojem eliminačńı strom v následuj́ıćım definujeme pomoćı
Choleského rozkladu.

Definice 1.5 (eliminačńı strom). Necht’ L je Choleského faktor matice A.
Označme V = {1, ..., n} a H = {(j, i) | j = min{k > i | lki ̸= 0}}. Pak graf
S = (V,H) se nazývá eliminačńı strom matice A.

Poznámka 1.1 (vlastnosti eliminačńıho stromu). Necht’ S = (V,H) je elim-
inačńı strom, pak plat́ı:

• vrchol i je otec vrcholu j, pokud prvńı nenulový mimodiagonálńı prvek
j-tého sloupce má řádkový index i

• vrchol j je kořenem S, pokud j-tý sloupec nemá žádný nenulový mi-
modiagonálńı prvek, tedy nemá otce

• eliminačńı strom m̊uže být také les

Eliminačńı strom je v určitém smyslu minimálńı graf vypov́ıdaj́ıćı o
nenulových prvćıch Choleského faktoru L. Fakta, že lze vybrané nenulové
prvky z grafu GL vypustit a že eliminačńı strom stač́ı k nalezeńı nenulového
vzoru X, vyplývaj́ı z následuj́ıćıch dvou výsledk̊u.

Lemma 1.1. Necht’ A = LLT je Choleského rozklad. Necht’ i < j < k a
prvky lji a lki jsou nenulové, pak lkj je nenulový.

Důkaz. Uvažujme 2× 2 blokový rozklad LLT = A(
Ln−1

lTn lnn

)(
LT

n−1 ln
lnn

)
=

(
An−1 an
aTn ann

)
,

kde Ln−1 a An−1 jsou submatice velikosti (n−1)×(n−1). T́ımto nám vznikli
tři rovnice: Ln−1L

T
n−1 = An−1, Ln−1ln = an a lTn ln + l2nn = ann. Budeme-li

rovnici Ln−1L
T
n−1 = An−1 rozkládat stejným zp̊usobem jako LLT = A, pak

se po n− k − 1 kroćıch dostaneme k blokovému rozděleńı(
Lk−1

lTk lkk

)(
LT
k−1 lk

lkk

)
=

(
Ak−1 ak
aTk akk

)
,
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a rovnici
Lk−1lk = ak,

kde Lk−1 je submatice L velikosti (k − 1)× (k − 1), ak a lk je prvńıch k − 1
prvk̊u k-tých sloupc̊u př́ıslušných matic. Prvek lki je i-tá složka řádku lTk .
Protože lTk neńı nic jiného než transponovaný lk, je hodnota prvku lki rovna
hodnotě prvku lik, což je i-tá složka sloupce lk. Z předpokladu lki ̸= 0 plyne
lik ̸= 0. Z podmı́nky (1.2) z d̊ukazu Věty 1.1 dostáváme: jelikož i-tý prvek lk
je nenulový a lji je nenulový, proto j-tá složka sloupce lk je nenulová, tedy
ljk ̸= 0. Po transpozici sloupce lk dostáváme řádek lTk s nenulovou j-tou
složkou, což je k-tý řádek matice L, a proto plat́ı lkj ̸= 0. 2

Poznámka 1.2. Blokové rozděleńı LLT = A v předchoźım d̊ukazu dává
návod na možnost výpočtu Choleského rozkladu. Rekurzivně provád́ıme rozk-
lady soustav LLT = A,Ln−1L

T
n−1 = AT

n−1, ...L1L
T
1 = A1.

Věta 1.2. Necht’ S = (V,H) je eliminačńı strom matice A a necht’ L je
Choleského faktor A. Existovala-li cesta z i do k v grafu matice L, kde i, k ∈
V , pak existuje i ve stromu S.

Důkaz. Necht’ cesta z i do k je hrana (i, k) v GL , tj. lki ̸= 0. Pokud
k = min{m > i|lmi ̸= 0}, pak jsme hotovi, nebot’ z definice eliminačńıho
stromu je hrana (i, k) obsažena př́ımo v S. Pokud je toto minimum rovno
j < k, pak podle Lemmatu 1.1 plat́ı lkj ̸= 0. Proto rozeberme umı́stěńı
prvku lkj v j-tém sloupci. Je-li k = min{m > j|lmj ̸= 0}, pak hrana (j, k) je
obsažena v S, to v́ıme i o hraně (i, j), a tedy cesta z i do k existuje. Pokud
j2 = min{m > j|lmj ̸= 0}, kde j2 < k, pak pro lkj2 provedeme stejný proces
jako pro lkj. Byla-li potřeba tento proces provést p krát, pak jsme źıskali
cestu postupně navštěvuj́ıćı vrcholy i, j, j2, ..., jp, k a t́ım cestu z i do k.

Vede-li cesta z i do k přes v́ıce než jednu hranu, pak existuje posloupnost
vrchol̊u i = k1, k2, ..., kq = k, kde q > 2, takových, že lkj+1kj ̸= 0, pro
j = 1, ..., q−1, a pro všechna taková lkj+1kj použijeme předchoźı část d̊ukazu.
2

Je vidět, že eliminačńı strom má obecně méně hran než graf matice L
a přesto v́ıme, že zachovává cesty mezi jednotlivými vrcholy. Dı́ky těmto
vlastnostem je výhodněǰśı k nalezeńı množiny X použ́ıt eliminačńı strom a
t́ım urychlit algoritmus pro řešeńı Lx = b.

Poznamenejme, že Lemma 1.1 plat́ı jen pro Choleského faktor; pro obec-
nou dolńı trojúhelńıkovou matici L muśıme k nalezeńı X použ́ıt strategii ze
sekce 1.1.
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Na základě následuj́ıćı věty jsme schopni sestrojit eliminačńı strom S
matice A bez znalosti struktury L.

Věta 1.3. Necht’ A = LLT je Choleského rozklad. Necht’ aij ̸= 0 a i > j, pak
vrchol j je potomek vrcholu i v eliminačńım stromě S, ekvivalentně cesta z
j do i v S existuje.

Důkaz. Důkaz této věty nalezneme v knize [9]. 2

Označme Sk eliminačńı strom submatice Lk, prvńıch k řádk̊u a sloupc̊u
L. Eliminačńı podstrom S1 je vrchol. Předpokládejme, že Si−1 již známe, i ∈
{2, ..., n− 1}. Pro źıskáńı Si z Si−1 je potřeba přǐradit vrchol i k podstromu
Si−1, což spoč́ıvá v nalezeńı syn̊u vrcholu i. Pro všechna j < i taková, že
aij ̸= 0 podle Věty 1.3 plat́ı, že cesta z j do i v S existuje, a tedy nutně i v Si.
Tato cesta vede skrz Si−1 dokud nenaraźı na kořen tohoto podstromu. Tento
kořen pak muśı být synem i v d̊usledku věty. T́ımto přǐrazeńım źıskáváme
Si, a tedy postupně S = Sn. Náklady postaveńı tohoto stromu jsou O|A| [3,
Strana 41].

Na Obrázku 1.1 názorně ukážeme, jak vypadaj́ı jednotlivé podstromy
pro matici A z (1.4). Symboly v A znač́ı totéž jako v matici (1.3).

A =


• ∗ ∗ ∗

• ∗
∗ ∗ • ∗ ∗
∗ ∗ • ∗

• ∗
∗ ∗ ∗ ∗ •

 (1.4)

1 1 2 1 2 1 2 1 2 5 1 2 5

3 3 3 3

4 4 4

6

Obrázek 1.1: Postupná výstavba eliminačńıho stromu S matice A.
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n 100 1000 10000 100000 1000000
troj s 0.00012 0.0008 0.008 0.09 0.84
troj sX 0.0013 0.0013 0.0013 0.0015 0.0015
troj SXE 0.0011 0.0011 0.0012 0.0013 0.0013

Tabulka 1.1: Naměřené časy funkćı troj s, troj sX a troj sXE pro jed-
notlivé dimenze matice

Tvrzeńı o nákladech řešeńı ř́ıdké trojúhelńıkové soustavy, resp. o závislosti
náklad̊u na dimenzi matice, demonstrujeme na funkćıch troj s, troj sX a
troj sXE naprogramovaných v Matlabu. Funkce troj s odpov́ıdá stejnoj-
mennému pseudokódu, funkce troj sX a troj sXE odpov́ıdaj́ı pseudokódu
troj sX, kde funkce troj sX nalezne množinu X pomoćı prohledávańı do
hloubky grafu GL a funkce troj sXE pomoćı eliminačńıho stromu. Sub-
routiny těchto funkćı nalezneme v př́ıloze této práce. Experimenty byly
prováděny na matici L, jej́ıž prvńıch šest řádk̊u a sloupc̊u tvořila dolńı
trojúhelńıková část z matice A z (1.4) a zbylou nenulovou část́ı byla pouze
jednotková hlavńı diagonála. Jako nenulové prvky pravé strany jsme volili
prvky na 1. a 5. pozici. Nenulovým prvk̊um L a b jsme přǐradili hodnotu
1. Výsledky těchto experiment̊u jsou zapsány v Tabulce 1.1 (naměřené časy
jsou uvedeny v sekundách).
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Kapitola 2

Zápisy LU rozkladu a
multifrontálńı metoda

Algoritmus Gaussovy eliminace použ́ıvá tři cykly, jeden vněǰśı od 1 do n a
dva vnitřńı pro řádkové a sloupcové indexy. Různá uspořádáńı jednotlivých
cykl̊u vedou k r̊uzným implementaćım s odlǐsnými vlastnostmi, zejména vzh-
ledem k př́ıstupu k dat̊um. Zde jsou popsaný dvě tř́ıdy implementaćı, a to
left-looking LU a right-looking LU. Zároveň vysvětĺıme základńı principy
supernodálńıch a multifrontálńıch implementaćı. Up-looking LU, jakožto
nejméně použ́ıvanou implementaci, zde nepoṕı̌seme. Stručný popis byl již
uveden v Poznámce 1.2.

2.1 Left-looking LU a supernodálńı imple-

mentace

Algoritmus left-looking LU rozklad poč́ıtá sloupce matic L a U současně. V
k-tém kroku algoritmu pracuje s prvńımi k− 1 sloupci matic L a U , z nichž
źıská k-tý sloupec L a k-tý sloupec U . Tedy sloupce jsou vypočteny postupně
zleva doprava. Algoritmus můžeme odvodit na základě následuj́ıćıho 3 × 3
blokově rozděleného rozkladu

 L11

l21 1
L31 l32 L33

 U11 u12 U13

u22 u23

U33

 =

 A11 a12 A13

a21 a22 a23
A31 a32 A33

 . (2.1)
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Matice L11 je submatice velikosti (k − 1)× (k − 1), l21 je prvńıch k − 1
prvk̊u k-tého řádku L. Vektor l32 je k-tý sloupec L s prvky k+1 až n. Matice
L31 a L33 jsou př́ıslušné části (k + 1)-ńıho až n-tého řádku L. Prvky matic
A a U jsou definovány analogicky. Předpokládejme, že známe prvńıch k− 1
sloupc̊u matic L a U , pak k-té sloupce těchto matic źıskáme z následuj́ıćıch
tř́ı rovnic:

• L11u12 = a12

• l21u12 + u22 = a22

• L31u12 + l32u22 = a32

Z prvńı rovnice źıskáme u12 jako řešeńı trojúhelńıkové soustavy rovnic.
Z druhé dostaneme prvek u22. Nakonec za využit́ı předchoźıch výsledk̊u
vypočteme l32. Předchoźı rovnice můžeme přepsat tak, že tyto výsledky
dostaneme jako řešeńı ř́ıdké trojúhelńıkové soustavy L11

l21 1
L31 0 I

 u12

u22

l32u22

 =

 a12
a22
a32

 .

V tzv. supernodálńı implementaci prostředńı sloupce rozkladu (2.1)
představuj́ı sloupcové bloky. Reprezentaci pomoćı blok̊u voĺıme, pokud vr-
choly v tomto bloku splňuj́ı následuj́ıćı definici

Definice 2.1 (supernode pro left-looking LU). Supernode matice U k vr-
cholu i velikosti t je množina sousedńıch vrchol̊u i, ..., i+ t− 1, jej́ı̌z sloupce
maj́ı od pozice 1 do pozice i− 1 stejný nenulový vzor a od pozice i do pozice
i+ t− 1 pouze nenulové prvky.

Sloupcový blok př́ıslušný k vrchol̊um supernode matice U k vrcholu i
velikosti t může být uložen jako hustá matice velikosti |Ui+t−1| × t, což je
p̊uvodńı blok s vynechanými nulovými řádky, kde Ui+t−1 je nenulový vzor
(i+ t− 1)-tého sloupce U .

Výhodou supernodálńı implementace je, že umožňuje využ́ıt optimali-
zované strategie pro husté matice. Např́ıklad můžeme použ́ıt baĺıček BLAS
(Basic Linear Algebra Subprograms) s doposud nejefektivněǰśımi algoritmy.

Využijeme-li supernodálńı implementaci, pak z blokového rozděleńı (2.1)
dostaneme rovnice:
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• L11U12 = A12, jež řeš́ıme jako trojúhelńıkovou soustavu s v́ıce pravými
stranami se stejným nenulovým vzorem

• L21U12 + L22U22 = A22, kde L21U12 vypočteme jako součin hustých
matic, a pak vypočteme L22U22 jako hustý LU rozklad matice A22 −
L21U12

• L31U12 + L32U22 = A32, zde L31U12 vypočteme jako součin reduko-
vané ř́ıdké matice a husté matice, a L32 źıskáme jako řešeńı husté
trojúhelńıkové soustavy s v́ıce pravými stranami, UT

22L
T
32 = (A32 −

L31U12)
T

2.2 Right-looking LU a multifrontálńı metoda

Pro odvozeńı metody right-looking LU uvažujme blokové rozděleńı (2.2)(
1
l21 L22

)(
u11 u12

U22

)
=

(
a11 a12
a21 A22

)
. (2.2)

vektor l21 je prvńı sloupec L bez prvńıho prvku a matice L22 je matice L bez
prvńıho řádku a sloupce. Matice U a A jsou rozděleny analogicky. Z tohoto
vztahu dostáváme čtyři rovnice

• u11 = a11

• u12 = a12

• l21u11 = a21

• l21u12 + L22U22 = A22 (2.3)

Z těchto rovnic př́ımo vypočteme prvńı sloupec L a prvńı řádek U . Zbylé
matice L22 a U22 vypočteme rekurzivně. Je vidět, že v daľśım kroku pracu-
jeme pouze se zbylými pravými částmi matic, a že v k-tém kroku vypočteme
k-tý sloupec L a k-tý řádek U . Předchoźı rovnice vedou k rekurzivńımu al-
goritmu, jež zaṕı̌seme následovně:

18



function LU right(A)
for k = 1 : n do

for j = k : n do
ukj = akj

end
for i = k + 1 : n do

lik = aik/ukk

for j = k + 1 : n do
aij = aij − likukj

end
end

end

Nyńı vysvětĺıme, jak funguje multifrontálńı metoda založena na right-
looking LU algoritmu. Multifrontálńı metoda dává návod, jak a kdy odeč́ıtat
1-dimensionálńı vněǰśı součin v rovnici

A22 = A22 − l21u12

odpov́ıdaj́ıćı (2.3) nebo posledńımu př́ıkazu algoritmu LU right. Namı́sto
vytvořeńı iterované matice A22 se vytvoř́ı frontálńı matice obsahuj́ıćı 1-
dimensionálńı vněǰśı součin a odečet vněǰśıho součinu je pak odložen na
iteraci, kdy je to nezbytné.

Definice 2.2 (frontálńı matice). Necht’ l(k) je vektor všech nenulových pod-
diagonálńıch prvk̊u k-tého sloupce matice L v tomtéž pořad́ı, necht’ u(k) je
vektor všech nenulových prvk̊u zprava od diagonály k-tého řádku matice U v
tomtéž pořad́ı a necht’ ukk je k-tý diagonálńı prvek U . Frontálńı matice F (k)

vrcholu k je hustá matice, jej́ı̌z prvńı sloupec je(
ukk

l(k)ukk

)
,

prvńı řádek je (
ukk, u(k)

)
a zbylá submatice je vněǰśı součin l(k)u(k), tj.

F (k) =

(
ukk, u(k)

l(k)ukk l(k)u(k)

)
.
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Poznamenejme, že vektor l(k)ukk v prvńım sloupci frontálńı matice F (k)

odpov́ıdá prvk̊um lik v pseudokódu LU right před škálováńım lik = aik/ukk,
kde k = 1, ..., n; i = k + 1, ..., n. Vněǰśı součin l(k)u(k) však toto škálováńı
již obsahuje a odpov́ıdá proto př́ımo součinu likukj z posledńıho př́ıkazu
algoritmu LU right.

Jak efektivně spoč́ıtat vněǰśı součin l(k)u(k) z F (k) ř́ıká následuj́ıćı věta.

Věta 2.1. Necht’ matice A má blokovou strukturu

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

kde A11 ∈ Rt×t, A12 ∈ R(n−t)×t, A21 ∈ Rt×(n−t) a A22 ∈ R(n−t)×(n−t). Pak po
t kroćıch Gaussovy eliminace máme rozklad

A =

(
L11

A21U
−1
11 In−t

)(
U11 L−1

11 A12

C

)
,

kde L11U11 je LU rozklad matice A11, In−t je jednotková matice dimenze n−t
a C je Schur̊uv komplement C = A22 − A21A

−1
11 A12.

Důkaz. Po t kroćıch Gaussovy eliminace bude LU rozklad A vypadat
následovně (

A11 A12

A21 A22

)
=

(
L11

L21 In−t

)(
U11 U12

U22

)
,

Toto blokové rozděleńı vede na čtyři rovnice:

• L11U11 = A11

• L21U11 = A21 ⇒ L21 = A21U
−1
11

• L11U12 = A12 ⇒ U12 = L−1
11 A12

• L21U12 + U22 = A22 ⇒ U22 = A22 − L21U12

Do upravené čtvrté rovnice dosad́ıme vztahy pro L21 a U12 z předchoźıch
dvou rovnic a dále dostáváme

U22 = A22 − (A21U
−1
11 )(L

−1
11 A12) = A22 − A21(U

−1
11 L

−1
11 )A12 =

A22 − A21(L11U11)
−1A12 = A22 − A21A

−1
11 A12,
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kde posledńı rovnost plyne z prvńı rovnice. 2

Vněǰśı součin l(k)u(k) v matici F (k) je podle předchoźı věty s volbou t =
1 Schur̊uv komplement, který vzniká při aplikaci jednoho kroku Gaussovy
eliminace na matici (

ukk u(k)

l(k)ukk 0

)
.

Kroky Gaussovy eliminace husté matice provedeme velice efektivně pomoćı
baĺıčku BLAS. Věta je formulovaná pro obecný počet krok̊u Gaussovy elim-
inace. Vı́ce krok̊u je potřeba provádět, jak nyńı vysvětĺıme, v př́ıpadě su-
pernodálńı implementace.

Definice 2.3 (supernode pro right-looking LU). Supernode SN
(t)
i matice L

vrcholu i velikosti t je množina sousedńıch vrchol̊u i, ..., i+t−1, jej́ı̌z sloupce
maj́ı od pozice i do pozice i+ t− 1 pouze nenulové prvky a od pozice i + t
maj́ı stejný nenulový vzor.

Sloupcový (řádkový) blok supernode SN
(t)
i jsou sloupce (řádky) s prvky

od i-té pozice odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um supernode SN
(t)
i .

Definici 2.2 můžeme zobecnit pro př́ıpad, kdy multifrontálńı metoda
použ́ıvá, analogicky jako left-looking LU, supernodálńı implementaci.

Definice 2.4 (supernodálńı frontálńı matice). Necht’ SN
(t)
k je supernode

matice L. Necht’ L(k) je sloupcový blok supernode SN
(t)
k matice L s vynechaný-

mi nulovými řádky a bez diagonálńıho bloku označeného Dkk. Necht’ LkkUkk =
Dkk je LU rozklad husté matice Dkk a necht’ U (k) je řádkový blok supernode
SN

(t)
k matice U s vynechanými nulovými sloupci bez diagonálńıho bloku Dkk.

Frontálńı matice F (k,k+t−1) vrchol̊u k, ..., k+t−1 je hustá matice, jej́ı̌z prvńıch
t sloupc̊u je (

Dkk

L(k)Ukk

)
,

jej́ı̌z prvńıch t řádk̊u je (
Dkk LkkU

(k)
)

a zbylá submatice je vněǰśı součin L(k)U (k), tj.

F (k,k+t−1) =

(
Dkk LkkU

(k)

L(k)Ukk L(k)U (k)

)
.
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Vněǰśı součin L(k)U (k) v matici F (k,k+t−1) je podle předchoźı věty Schur̊uv
komplement, který vzniká při aplikaci t krok̊u Gaussovy eliminace na matici(

Dkk LkkU
(k)

L(k)Ukk 0

)
.

Provedeńı t krok̊u Gaussovy eliminace nám zároveň dává LU rozklad hustého
bloku Dkk a konečný tvar sloupc̊u L(k) a řádk̊u U (k). Podobně jako v př́ıpadě
t = 1 nám Věta 2.1 zaruč́ı, že vněǰśı součin L(k)U (k) odpov́ıdá součinu v
posledńım př́ıkazu algoritmu LU right (resp. jeho supernodálńı verze).

Vzájemné vztahy frontálńıch matic jsou popsány v tzv. assembly tree,
což je pozměněný eliminačńı strom S. Vrcholy představuj́ı frontálńı matice
a některé vrcholy zanikly v d̊usledku vytvořeńı supernodálńıch frontálńıch
matic.

Vrcholy v assembly tree, které maj́ı stejného otce, si navzájem neovlivňuj́ı
prvky frontálńı matice, a tak se jejich frontálńı matice mohou poč́ıtat nezávisle,
tedy paralelně. To znamená, že odečteńı př́ıslušných vněǰśıch součin̊u můžeme
odložit. Tento postup výrazně snižuje výpočetńı čas.

Nyńı ukážeme, jak konkrétně funguje multifrontálńı metoda na př́ıkladu
matice A z (1.4). Jej́ı assembly tree Ŝ nalezneme na Obrázku 2.1.

A =


• ∗ ∗ ∗

• ∗
∗ ∗ • ∗ ∗
∗ ∗ • ∗

• ∗
∗ ∗ ∗ ∗ •



1 2 5

3;4

6

Obrázek 2.1: Assembly tree Ŝ matice A.

Postupujme podle algoritmu funkce LU right(A) psaného výše. Kroky,
které se př́ımo netykaj́ı multifrontálńı metody, nebudeme v textu vypisovat,
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tedy budeme vždy pro jednotlivá k mluvit o posledńım př́ıkazu algoritmu,
aij = aij − likukj, kde i, j = k + 1, ..., n.

Pro k = 1 vznikne F (1), jej́ıž prvńı sloupec má tvar

(
u11

l(1)u11

)
≡


a11
a31
a41
a61

 ,

a prvńı řádek má tvar(
u11 u(1)

)
≡
(
a11 a13 a14 a16

)
.

Po jednom kroku Gaussovy eliminace źıskáváme vněǰśı součin l(1)u(1).
Pod́ıváme-li se na assembly tree Ŝ na Obrázku 2.1, vid́ıme, že odečet l(1)u(1)

můžeme odložit až do kroku k = 3.
Pro k = 2 je prvńı sloupec a řádek druhé frontálńı matice roven(

u22

l(2)u22

)
≡
(

a22
a32

)
,

(
u22 u(2)

)
≡
(
a22 a23

)
.

Jedńım krokem Gaussovy eliminace F (2) źıskáme l(2)u(2).
Vrchol č́ıslo 3 v Ŝ již nemá stejného otce jako předchoźı vrchol, a tak

uskutečńıme odečet vněǰśıch součin̊u obsažených v F (1) a F (2), a33 a34 a36
a43 a44 a46
a63 a64 a66

 =

 a33 a34 a36
a43 a44 a46
a63 a64 a66

− l(1)u(1),

a33 = a33 − l(2)u(2).

Matice F (1) a F (2) již dále nepotřebujeme.
Dále si všimněme, že vrcholy 3 a 4 tvoř́ı supernode. Proto kroky k = 3 a

k = 4 slouč́ıme do jednoho. Vytvoř́ıme supernodálńı frontálńı matici F (3,4),
jejichž prvńı dva sloupce budou(

D33

L(3)U33

)
≡

 a33 a34
a43 a44
a63 a64


a prvńı dva řádky budou(

D33 L33U
(3)
)
≡
(

a33 a34 a36
a43 a44 a46

)
.
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Zde jeD33 čtvercová matice dimenze 2×2. Dvěma kroky Gaussovy eliminace
matice F (3,4) dostaneme vněǰśı součin L(3)U (3), zároveň dostaneme LU rozk-
lad matice D33 a konečný tvar prvk̊u v L(3) a U (3). Ze struktury Ŝ vyčteme,
že vrcholy (3,4) a 5 maj́ı stejného otce vrchol 6, a tak odečet vněǰśıho součinu
obsaženého v F (3,4) provedeme pak společně s odečteńım vněǰśıho součinu v
F (5).

V kroku k = 5 je prvńı sloupec a řádek matice F (5) následuj́ıćı(
u55

l(5)u55

)
≡
(

a55
a65

)
,

(
u55 u(5)

)
≡
(
a55 a56

)
.

Jedńım krokem Gaussovy eliminace F (5) źıskáme vněǰśı součin l(5)u(5), a pak
provedeme odečet vněǰśıch součin̊u z F (3,4) a F (5):

a66 = a66 − L(3)U (3) − l(5)u(5).

V posledńım kroku k = 6 výpočet LU rozkladu ukonč́ıme přǐrazeńım u66 =
a66.

Poznamenejme, že v tomto př́ıkladu nevzniká žádné zaplněńı. Př́ıklady
se zaplněńım vypadaj́ı koncepčně stejně.
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Kapitola 3

Minimalizace zaplněńı

Hledat minimálńı zaplněńı matice je velmi d̊uležité jak kv̊uli potencionálńımu
nedostatečnému mı́stu v paměti, tak k dosáhnut́ı co nejnižš́ıch náklad̊u při
řešeńı rovnic Lx = b a Uz = x. Pro danou matici A můžeme zkusit nalézt
sloupcové permutace Q a řádkové permutace P tak, aby počet nenulových
prvk̊u v LU rozkladu matice PAQ byl minimálńı. Permutace P také slouž́ı
k nalezeńı pivotńıho prvku, což prob́ıhá v pr̊uběhu algoritmu. Dosáhnout
minimálńıho zaplněńı však obecně nelze v rozumném čase, a tak se použ́ıvaj́ı
r̊uzné heuristiky. V následuj́ıćıch podkapitolách velmi stručně poṕı̌seme ně-
které metody pokoušej́ıćı se o minimalizaci zaplněńı matice.

3.1 Redukce š́ı̌rky pásu matice

Š́ı̌rku pásu matice můžeme měřit následuj́ıćımi zp̊usoby:

Definice 3.1 (profile a bandwidth). Necht’ A má nenulové prvky na di-
agonále. Profile matice A je roven

n∑
j=1

(j −min Aj)

a bandwidth je
max
j=1,..,n

(j −min Aj),

kde Aj je nenulový vzor j-tého sloupce A.

Permutace P , jež sńıž́ı hodnotu profile nebo bandwidth matice A, často
zajǐst’uje dobré uspořádáńı pro LU rozklad matice PAP T . Např́ıklad je
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známo, že profile Choleského rozkladu L je identický s profilem p̊uvodńı
matice A = LLT [11, Strana 57].Nalezeńı nejnižš́ıho profile či bandwidth je
velice náročné, a proto se k tomuto účelu využ́ıvá heuristik, např. reverse
Cuthill-McKee algoritmus jež nalezneme v [2] .

3.2 Blokově trojúhelńıkový tvar

Matice A má vlastnost Hall property, pokud každá množina k sloupc̊u má
nenulové prvky aspoň v k řádćıch pro všechna k ∈ {1, ..., n}. Necht’ matici
A má vlastnost Hall property, pak ji můžeme permutovat na tvar

PAQ =

 A11 . . . A1k

. . .
...

Akk

 ,

kde diagonálńı bloky jsou čtvercové a maj́ı nenulovou diagonálu. Tento tvar
je jednoznačně určen až na pořad́ı blok̊u; existence vyplývá z triviálńıho
př́ıkladu pro který k = 1. Řeš́ıme-li tuto permutovanou soustavu LU rozkla-
dem, pak je potřeba faktorizovat pouze diagonálńı bloky matice. Při řešeńı
trojúhelńıkové soustavy zpětným chodem mimodiagonálńı bloky postupně
upravuj́ı pravé strany jednotlivých soustav s diagonálńımi bloky. Při těchto
výpočtech nevzniká zaplněńı mimodiagonálńıch blok̊u. Pro názornost mějme
soustavu (3.1), kde z = QTx a c = Pb.


A11 . . . A1k

. . .
...

A(k−1)(k−1) A(k−1)k

Akk




z1
...

zk−1

zk

 =


c1
...

ck−1

ck

 (3.1)

Zde vzniknou rovnice Akkzk = ck, A(k−1)(k−1)zk−1 + A(k−1)kzk = ck−1 atd. Z
prvńı rovnice vyřeš́ıme pomoćı LU rozkladu diagonálńıho bloku Akk vektor
zk. Po aplikaci LU rozkladu na A(k−1)(k−1) pak z upravené druhé rovnice
A(k−1)(k−1)zk−1 = ck−1 − A(k−1)kzk źıskáme zk−1. T́ımto zp̊usobem se pos-
tupuje i v daľśıch kroćıch.
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3.3 Pořad́ı podle nejnižš́ıho stupně

Vezměme opět jako v multifrontálńı metodě posledńı př́ıkaz k-tého kroku
algoritmu LU right, který zde zaṕı̌seme ve tvaru

A22 = A22 − l21u12,

což odpov́ıdá vztahu (2.3). V tomto kroku od A22 odeč́ıtáme 1-dimensionálńı
vněǰśı součin l21u12, kde A22 znač́ı k krát upravenou matici A algoritmem
LU right. Množinu vrchol̊u grafu matice l21u12 označme jako element el(k)
vrcholu k.

Definice 3.2 (stupeň). Stupeň di vrcholu i je velikost množiny(
Ai ∪

∪
j∈Ei

el(i)(j)

)
/{i},

kde Ei je množina vrchol̊u v jejichž elementech se vyskytuje i, el(i)(j) = {l ∈
el(j)|l = i} a Ai je nenulový vzor i-tého řádku A.

Algoritmy založené na minimalizaci stupně pracuj́ı se seznamem stupň̊u
jednotlivých vrchol̊u, který se postupně aktualizuje. Ćılem je vybrat jako
pivotńı vrchol ten, jež má minimálńı stupeň. Aktualizace seznamu stupň̊u
je poměrně drahá. Existuj́ı r̊uzné techniky, jako jsou např́ıklad cmd, amd,
colamd.

3.4 Nested dissection

Definice 3.3 (množina rozdělovaćıch vrchol̊u). Necht’ G je neorientovaný
graf A. Množina rozdělovaćıch vrchol̊u R = {r1, ..., rk} je množina vrchol̊u,
které rozděĺı graf G na dva přiblǐzně stejně velké podgrafy, které jǐz nejsou
spojeny žádnými hranami a neobsahuj́ı vrcholy z R.

Metoda nested dissection hledá množinu rozdělovaćıch vrchol̊u. Př́ıslušné
podgrafy jsou pak dále rozdělovány daľśı množinou rozdělovaćıch vrchol̊u,
dokud neńı vhodné použ́ıt poměrně drahou metodu nejnižš́ıho stupně. Po
nalezeńı k množin rozdělovaćıch vrchol̊u bude mı́t matice tvar
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
A11 A1(k+1)

. . .
...

Akk Ak(k+1)

AT
1(k+1) . . . AT

k(k+1) A(k+1)(k+1)

 .

Zde pro jednoduchost předpokládáme, že matice A je symetrická. Submatice
Aii, pro i = 1, ..., k, jsou matice jednotlivých podgraf̊u. Submatice

(
AT

1(k+1) . . . AT
k(k+1) A(k+1)(k+1)

)
a


A1(k+1)

...
Ak(k+1)

A(k+1)(k+1)



jsou řádky a sloupce př́ıslušné k jednotlivým vrchol̊um z k− 1 rozdělovaćıch
množin.

Na následuj́ıćım akademickém př́ıkladě názorně ukážeme, proč je tento
tvar výhodný. Mějme matici

A =


• ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ •
∗ •
∗ •
∗ •
∗ •


a matice

B =


• ∗

• ∗
• ∗

• ∗
• ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ •


přičemž plat́ı B = PAP T , a dané symboly znač́ı totéž jako dř́ıve. Z matice
A se po jednom kroku Gaussovy eliminace stane obecně hustá matice. Ale
u matice B nedocháźı k žádnému zaplněńı pokud vybereme jako pivotńı
prvky, prvky diagonálńı.

28



Kapitola 4

Přehled softwaru

Na závěr této práce poṕı̌seme několik populárńıch softwarových baĺıčk̊u pro
řešeńı ř́ıdkých lineárńıch soustav pomoćı LU rozkladu. Pro přehlednost a
orientaci vyṕı̌seme vlastnosti jednotlivých baĺıčk̊u heslovitě.

GPLU[7](Gilbert Peierls LU, Gilbert a Peierls, 1988) - prvńı LU rozk-
lad, který využ́ıvá ř́ıdké pravé strany a prohledáváńı do hloubky, patř́ı do
tř́ıdy left-looking, má v sobě obsaženo řešeńı ř́ıdké trojúhelńıkové soustavy,
GPLU je obsaženo v Matlabu, kde se vyvolává se př́ıkazem [L,U, P ] = lu(A).

MA48[6](pouze označeńı subroutine, Duff a Reid, 1993) - patř́ı do oxfordské
sb́ırky baĺıčk̊u HSL, do tř́ıdy left-looking, řeš́ı také matice s nesymetrickým
nenulovým vzorem a obdélńıkové matice, použ́ıvá úplnou pivotaci a per-
mutaci na blokově trojúhelńıkový tvar, nav́ıc také poč́ıtá chybu a provád́ı
iteračńı zpřesněńı.

UMFPACK[4](Unsymmetric Frontal Package, Davis a Duff, 1997) - prvńı
software využ́ıvaj́ıćı multifrontálńı metodu pro obecně nesymetrické matice,
minimalizuje zaplněńı pomoćı metody nejnižš́ıho stupně, UMFPACK je ne-
jrychleǰśı př́ımý řešič v Matlabu, je volán ve tvaru [L,U, P,Q] = lu(A).

SuperLU[5](Supernodal LU, Demmel, Eisenstat, Gilbert a Li, 1999) - patř́ı
do tř́ıdy left-looking založené na supernode, pro minimalizaci zaplněńı použ́ıvá
metodu nejnižš́ıho stupně, kromě vlastńıch metod minimálńıho zaplněńı
je možno připojit tyto metody z vněǰśı, umožňuje paralelńı implementaci,
rozkládá také obdélńıkové matice.
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baĺıček minimalizace zaplněńı metoda
GPLU žádná left-looking
MA48 nejnižš́ı stupeň, blokově trojúhelńıková left-looking

MUMPS nejnižš́ı stupeň, nested dissection multifrontal
PARDISO nejnižš́ı stupeň, nested dissection left/right supernodal
SuperLU nejnižš́ı stupeň left-looking supernodal

UMFPACK nejnižš́ı stupeň multifrontal
WSMP nejnižš́ı stupeň, nested diss., blokově trojúhel. multifrontal

Tabulka 4.1: Baĺıčky a jejich vlastnosti.

MUMPS[1](Multifrontal Massively Parallel Solver, Amestoy, Duff, Guer-
mouche, Koster, L‘Excellent, 2000) - volně dostupný baĺıček, založený na
multifrontálńı metodě, provád́ı paralelńı př́ımý a zpětný chod, sám si při
rozkladu rozděĺı soustavu za účelem paralelizace, nebo ji může z vněǰśı
rozdělit uživatel, pro minimálńı zaplněńı použ́ıvá metodu nejnižš́ıho stupně
a nested dissection.

PARDISO[10](Parallel Direct Solvers, Schenk, Gärtner a Fichtner, 2000) -
založen na strategii left-looking a na shared memory multiprocessors, umo-
žňuje kombinaci iteračńıch metod s př́ımou metodou pro řešeńı lineárńıch
systémů, dále využ́ıvá supernodálńı implementaci, paralelńı chod a iteračńı
zpřesněńı

WSMP[8](Watson Sparse Matrix Package, Gupta, 2002) - založen na mul-
tifrontálńı metodě, pro permutace použ́ıvá metody nejnižš́ıho stupně, nested
dissection, blokově trojúhelńıkový tvar, uživatel si může vybrat, zda-li výpo-
čty budou prob́ıhat sekvenčně či paralelně.

Kĺıčové vlastnosti jednotlivých baĺıčk̊u jsou shrnuty v Tabulce 4.1.
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Př́ıloha

Uložeńı ř́ıdké matice

K uložeńı matice om řádćıch a n sloupćıch potřebujeme mı́sto v paměti o
velikosti m×n; je zde m×n obecně nenulových prvk̊u. Ale pokud ukládáme
ř́ıdkou matici, můžeme využ́ıt toho, že počet nulových prvku je podstatně
vyšš́ı než počet nenulových. V našich aplikaćıch pouze nenulové prvky ne-
sou informaci. Zde poṕı̌seme tři zp̊usoby uložeńı ř́ıdkých matic: souřadnicový
zápis, komprimovaný sloupcový ř́ıdký formát a komprimovaný řádkový ř́ıdký
formát.

V souřadnicovém zápise ukládáme k-tý nenulový prvek jako trojici
[xk, ik, jk], kde xk znač́ı hodnotu prvku, ik řádkovou souřadnici, jk sloup-
covou souřadnici. Tedy každému nenulovému prvku vyhrazujeme 3 mı́sta
paměti. Z tohoto plyne, že uložeńı matice souřadnicovým zápisem zabere
3×nnz mı́sta paměti, kde nnz znač́ı počet nenulových prvk̊u matice. Toto
č́ıslo je v př́ıpadě ř́ıdké matice podstatně nižš́ı než m×n.

Ulož́ıme-li matici v komprimovaném sloupcovém ř́ıdkém formátu (v an-
gličtině se použ́ıvá termı́n compressed column sparse format, a proto jej
označ́ıme CCS), dostaneme dokonce lepš́ı výsledek. Budeme matici procházet
po sloupćıch. K ukládáńı použijeme tři pole. Naraźıme-li v pr̊uchodu matićı
na k-tý nenulový prvek, ulož́ıme jeho hodnotu do prvńıho pole označeného
x, konkrétně do xk. Jeho řádkovou souřadnici zaznamenáme do druhého
pole označeného i, tedy do ik. Hodnoty třet́ıho pole c urč́ıme následuj́ıćım
zp̊usobem: do l-té pozice pole c je zapsáno č́ıslo pořad́ı, v pr̊uchodu matićı,
prvńıho prvku l-tého sloupce. Pole x a imaj́ı délku nnz a pole c je délky n+1.
Sečteme-li délky těchto poĺı, dostaneme velikost paměti, která je potřebná
pro uložeńı formátu CCS, tedy 2× nnz + n+ 1 mı́sta paměti.

Popis uložeńı komprimovaným řádkový ř́ıdkým formátem (compressed
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row sparse format, značeno CRS) se lǐśı pouze v př́ıstupu k matici, je po
řádćıch. Do k-té pozice pole x se zaṕı̌se hodnota k-tého načteného nenulového
prvku. Do k-té pozice pole j je zapsána sloupcová souřadnice téhož prvku.
A konečně do l-té pozice třet́ıho pole r je uloženo č́ıslo pořad́ı prvńıho prvku
l-tého řádku. Tento zápis vyžaduje 2× nnz +m+ 1 mı́sta paměti.

Předpokládejme, že máme souřadnicový zápis matice s př́ıstupem po
sloupćıch (ten je také použ́ıván v Matlabu). Ukážeme, jak jej převést do
formátu CCS, tedy jak vytvořit pole x, i a c. Do pole x vlož́ıme všechny
hodnoty xk, kde xk je z trojice [xk, ik, jk] souřadnicového zápisu, pro k =
1, ..., nnz. Do pole i vlož́ıme všechny řádkové souřadnice ik. Vkládáme ve
stejném pořad́ı. Jak vytvořit pole c ukážeme na l-té pozici pole c. Č́ıslo na
pozici cl je rovno počtu indexu k, pro které je jk rovno l, k tomuto nav́ıc
přičteme č́ıslo na předchoźı pozici pole, tedy cl−1. Pozice c1 je inicializována
jako 1.

Při experimentech pro uložeńı matice použ́ıváme pozměněný CCS formát,
neukládáme hlavńı diagonálu. Neukládáme j́ı, protože náklady na uložeńı
v Matlabu jsou nepřirozeně velké ve srovnáńı s náklady provedených op-
eraćı. Jelikož předpokládáme jednotkovou hlavńı diagonálu L, tak se toto
vypuštěńı v experimentech nijak negativně neodraźı.
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Subroutiny

function [x]=troj s(L,b)
n=length(b);
[dia,jsl,ira]=ccs(L-speye(n));
tic
x=full(b);
for j=1:n

if x(j) = 0
for i=jsl(j):jsl(j+1)-1

x(ira(i))=x(ira(i))-x(j)*dia(i);
end

end
end
toc

function [x]=troj sX(L,b)
[dia,jsl,ira] = ccs(L-speye(length(b)));
b = sparse(b);
tic
x=b;
[X]=reach(jsl,ira,b);
for j=1:length(X)

temp = X(j);
for i=jsl(temp):jsl(temp+1)-1

x(ira(i))=x(ira(i))-dia(i)*x(temp);
end

end
toc
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function [X]=reach(jslS,iraS,b)
X=zeros(1,0);
[b poz]=find(b);
for i=1:length(b poz)

pom = b poz(i)-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfs(b poz(i),X,jslS,iraS);
end

end
[X]=X([length(X):-1:1])’;

function [X]=dfs(j,X,jslS,iraS)
for i=jslS(j):jslS(j+1)-1

prom = iraS(i);
if prom = j

pom = prom-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfs(prom,X,jslS,iraS);
end

end
end
X(length(X)+1) = j;
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function [x]=troj sXE(L,b)
[dia,jsl,ira]=ccs(L-speye(length(b)));
E = etree(L+L’);
b = sparse(b);
tic;
x=b;
[X]=reachE(E,b);
for j=1:length(X)

temp = X(j);
for i=jsl(temp):jsl(temp+1)-1

x(ira(i))=x(ira(i))-dia(i)*x(temp);
end

end
toc

function [X]=reachE(E,b)
X=zeros(1,0);
[b poz]=find(b);
for i=1:length(b poz)

pom = b poz(i)-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfsE(b poz(i),X,E);
end

end
[X]=X([length(X):-1:1])’;
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function [X]=dfsE(j,X,E)
prom = E(j);
if prom = 0

pom = prom-X;
if nnz(pom)==length(X)

[X]=dfsE(E(j),X,E);
end

end
X(length(X)+1) = j;

function [dia,jsl,ira]=ccs(A)
As=sparse(A);
[r,s,p]=find(As);
[s,I] = sort(s);
p = p(I);
r = r(I);
nnz = length(r);
n = r(nnz);
ira = zeros(1,nnz); dia = ira;
jsl = ones(1,n);jsl(1) = 1;co = 1;
for i=2:nnz

if s(i) = s(i-1)
co = co + 1;
jsl(co) = i;
[ira(jsl(co-1):jsl(co)-1),I2] = sort(r(I(jsl(co-1):jsl(co)-1)));
dia(jsl(co-1):jsl(co)-1)=p(jsl(co-1)+I2-1);

end
end
jsl(co+1) = nnz+1;
if co+1 < n+1

for i=co+2:n+1
jsl(i) = jsl(co+1);

end
end
[ira(jsl(co):jsl(co+1)-1),I2] = sort(r(I(jsl(co):jsl(co+1)-1)));
dia(jsl(co):jsl(co+1)-1)=p(jsl(co)-1+I2);
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