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energetické normy chyby, CG je odvozena s využitím minimalizace kvadra-
tického funkcionálu a je ukázána souvislost s Lanczosovou metodou a teorií
ortogonálních polynomů. Přehledová část je zakončena odvozením dolních
odhadů energetické normy chyby a jejich srovnáním, včetně uvedení dalších
souvislostí. Na základě provedených experimentů je v závěru práce navržena
heuristika pro adaptivní zpřesňování odhadů ve výpočtech a je sledováno
její chování.

Klíčová slova: metoda sdružených gradientů, odhady energetické a euklidov-
ské normy chyby, adaptivní volba parametru odhadu

Title: Estimation of the energy and Euclidean norms of the error in the con-
jugate gradient method
Author: Jan Papež
Department: Department of Numerical Mathematics
Supervisor: Zdeněk Strakoš
Supervisor’s e-mail address: strakos@cs.cas.cz

Abstract: After an introduction to Conjugate Gradient Method (CG) it is de-
monstrated the importance of the minimalization of the error energy norm,
CG is derived using the minimalization of the quadratic functional and the
relationship with Lanczos Method and the theory of ortogonal polynoms is
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Úvod

Má práce má dva hlavní cíle. Prvním je seznámit se s metodou sdružených
gradientů (Conjugate Gradient Method - CG, [6]) se zaměřením především
na možné přístupy k odhadům chyb. Druhým pak navrhnout na základě
experimentů některé heuristiky pro použití těchto odhadů v praktických
výpočtech.

V první kapitole ukážeme nejprve na příkladě Galerkinovy metody koneč-
ných prvků význam minimalizace A-normy chyby při řešení soustav lineár-
ních rovnic. Poté odvodíme metodu sdružených gradientů přes minimalizaci
kvadratického funkcionálu, která poměrně intuitivně vede na klasické za-
psání algoritmu CG. Kromě popisu metody zmíníme některé její vlastnosti,
které využijeme v dalších částech práce.

I přes svou zdánlivou jednoduchost propojuje CG mnoho oblastí ma-
tematiky a můžeme na ni nahlížet z několika pohledů. Ve druhé kapitole
popíšeme vztah CG s Lanczosovou metodou. Obě lze díky ortogonalitě stu-
dovat i v souvislosti s ortogonálními polynomy, pro něž definujeme skalární
součin prostřednictvím Riemann-Stieltjesova integrálu. Aproximací přísluš-
ného Riemann-Stieljesova integrálu Gaussovými kvadraturami pro specific-
kou volbu integrované funkce byly odhady odvozovány (viz například [2]).
Zde uvedeme jeden příklad odhadu založeného na Gaussově kvadratuře,
abychom ukázali tento přístup k odhadům v metodě sdružených gradientů
a její teoretickou hloubku.

Ve třetí kapitole věnované odhadům A-normy chyby provedeme nejprve
jejich srovnání (s využitím [9]). Přestože je CG teoreticky metodou finitní,
jak uvidíme dále, v každé iteraci dostáváme aproximaci přesného řešení,
která je navíc optimální ve smyslu A-normy chyby. Proto bývá CG řazena
mezi iterační metody a je vhodné sledovat A-normu chyby během výpočtu.
Bez znalosti přesného řešení samozřejmě nemůžeme tuto normu spočítat. To
je důvodem, proč věnujeme pozornost jejím odhadům. Přirozeně od odhadů
požadujeme dostatečnou přesnost a malou náročnost výpočtu. V této ka-
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pitole se budeme věnovat přesnosti odhadu získaného pomocí předpočítání
několika iterací a zamyslíme se nad pevnou i variabilní volbou parametru
udávajícího jejich počet. Otázka, jakou volbou zajistit požadovanou přesnost
odhadu, zůstává zatím nezodpovězena.

V experimentální části budeme hledat odpověď na výše položenou otázku
porovnáváním hodnot různých parametrů (například normy rezidua). Na-
vrhneme heuristiku pro adaptivní volbu parametru a na příkladech budeme
sledovat její chování. Zaměříme se i na rekonstrukci křivky konvergence.

Shrnutí práce i směry, kterými by se mohla v budoucnu ubírat má po-
zornost, budou popsány v závěru.
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Kapitola 1

Metoda sdružených gradientů
(CG)

Ještě než odvodíme a popíšeme metodu sdružených gradientů, uvedeme jako
motivaci důkaz konzistence CG s Galerkinovou metodou konečných prvků
pro Poissonovu rovnici. Uvidíme, že diskretizace úlohy Galerkinovou me-
todou vede na soustavu lineárních rovnic se symetrickou pozitivně defi-
nitní maticí. Aproximaci řešení této soustavy pak odpovídá funkce, která
aproximuje řešení původní Poissonovy rovnice. Ukážeme, že chceme-li mi-
nimalizovat energetickou chybu spojité aproximace, musíme minimalizovat
A-normu chyby diskrétní aproximace řešení soustavy lineárních rovnic. To je
(jak uvidíme dále) základní vlastností metody sdružených gradientů, a proto
je vhodné použít CG pro řešení této soustavy. V následujících dvou částech
postupujeme podle [7], respektive [3].

1.1 Konzistence CG s Galerkinovou meto-
dou

Hledejme u = u(ξ1, ξ2), kde ξ1, ξ2 označují prostorové proměnné, takové, že

−∆u = f v Ω ⊂ R2 , (1.1)

u = gD na ∂ΩD , (1.2)
∂u

∂n
= gN na ∂ΩN , (1.3)
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kde ∂ΩD ∪ ∂ΩN = ∂Ω a ∂ΩD a ∂ΩN jsou disjunktní. ∂u/∂n označuje deri-
vaci ve směru normály k hranici ∂Ω. Pro jednoduchost předpokládejme, že∫
∂ΩD

ds 6= 0, a tedy (1.2) – (1.3) nereprezentuje čistě Neumannovu okrajovou
podmínku.

V dalším budeme uvažovat řešení u i testovací funkce v vždy z vhodného
prostoru funkcí (viz například [1]).

Slabé řešení u úlohy (1.1) – (1.3) splňuje pro každou testovací funkci v∫
Ω
∇u · ∇v =

∫
Ω
v f +

∫
∂ΩN

v gN . (1.4)

Uvažováním bilineární formy a

a(u, v) ≡ (∇u,∇v) =
∫

Ω
∇u · ∇v

a lineárního funkcionálu l

l(v) ≡ (f, v) + (gN , v)∂ΩN =
∫

Ω
v f +

∫
∂ΩN

v gN

můžeme (1.4) přepsat

a(u, v) = l(v) . (1.5)

Galerkinovu aproximaci (1.5) metodou konečných prvků můžeme stručně
charakterizovat takto. Mějme konečně dimenzionální vektorový podprostor
Sh0 prostoru testovacích funkcí a nechť φ1, . . . , φn tvoří jeho bázi. Dále uva-
žujme funkci uD, která interpoluje na ΩD Dirichletovu okrajovou podmínku
gD. Potom aproximaci metodou konečných prvků uh ∈ ShE ≡ uD + Sh0 mů-
žeme zapsat ve tvaru

uh =
n∑
j=1

ζjφj + uD . (1.6)

Dosazením (1.6) do (1.4) a volbou v = φi, i = 1, 2, . . . , n dostáváme soustavu
lineárních rovnic

Ax = b , (1.7)
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kde

A = [aij] , aij =
∫

Ω
∇φi · ∇φj ,

b =

 b1
...
bn

 , bi =
∫

Ω
φif +

∫
∂ΩN

φigN −
∫

Ω
∇φi · ∇uD ,

x =

 ζ1
...
ζn

 .

Za předpokladu
∫
∂ΩD

ds 6= 0 a použitím Poincaré-Friedrichsovy nerovnosti
([3], str. 37) reprezentuje bilineární forma a(u, v) skalární součin na prostoru
testovacích funkcí a indukuje na něm energetickou normu

a(v, v)1/2 = ‖∇v‖ .

Z toho plyne, že matice A je symetrická pozitivně definitní.
Zde připomínáme, že jsme neuvažovali čistě Neumannovu okrajovou pod-

mínku. Navíc budeme dále předpokládat, že Galerkinovské řešení uh je kon-
formní, neboli že Dirichletovu okrajovou podmínku interpolujeme funkcí uD
přesně.

Z konstrukce popsané výše je zřejmé, že pro libovolné funkce ṽ, w̃ ∈ Sh0
takové, že ṽ = Φx, w̃ = Φ y pro Φ = [φ1, . . . , φn], můžeme psát

a(ṽ, w̃) =
∫

Ω
∇ṽ · ∇w̃ = (y, Ax) .

Pak pro libovolnou ṽ ∈ Sh0

a(ṽ, ṽ) = (x,Ax) = ‖x‖2
A

definuje algebraickou energetickou normu na Rn.
Za předpokladů na konformitu aproximací, pro každé ũh ∈ ShE splňuje

u − ũh nulovou Dirichletovu okrajovou podmínku. Pro každé Galerkinovo
řešení uh, které je dáno (1.6) a (1.7), a pro libovolné vh ∈ Sh0 davají vztahy

a(u, vh) = l(vh) a a(uh, vh) = l(vh)
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tak zvanou Galerkinovu ortogonalitu

a(u− uh, vh) = 0 , (1.8)

a tedy chyba diskretizace u−uh je kolmá na podprostor Sh0 vzhledem k ener-
getickému skalárnímu součinu. Platnost uh ∈ uD + Sh0 a (1.8) znamená, že
na

u− uh = (u− uD)−
n∑
j=1

ζjφj

můžeme pohlížet jako na výsledek ortogonalizace vektoru u − uD vzhle-
dem k φ1, φ2, . . . , φn v energetickém skalárním součinu. Pak zřejmě musí
mít nejmenší normu mezi všemi vektory u− uD −w0

h pro w0
h ∈ Sh0 . Přímým

důsledkem konformity aproximací a (1.8) je pak

‖∇u−∇uh‖ = min
wh∈Sh

E

‖∇u−∇wh‖ . (1.9)

Nechť nyní x = (ζ1, . . . , ζn)T je řešení (1.7) a xk ∈ Rn je jeho aproximace.
Z konstrukce a za podmínky konformity

u
(k)
h = Φxk + uD ∈ ShE , uh − u(k)

h ∈ S
h
0 . (1.10)

Pak se chyba vypočteného přibližného řešení u(k)
h v energetické normě skládá

ze dvou částí:

• z diskretizační chyby u− uh, jejíž energetická norma je dána

‖∇u−∇uh‖

• z algebraické chyby uh−u(k)
h , kterou můžeme vyjádřit pomocí zavedené

algebraické energetické normy jako

‖∇uh −∇u(k)
h ‖2 = ‖∇(uh − u(k)

h )‖2 = ((x− xk), A(x− xk))
= ‖x− xk‖2

A .

A nyní můžeme vyslovit větu, ze které vyplývá konzistence Galerkinovy
diskretizace metodou konečných prvků a metody sdružených gradientů.

Věta 1. Nechť uh je Galerkinova aproximace řešení u úlohy (1.1) – (1.3) a
nechť u(k)

h odpovídá (1.10) přibližnému řešení xk soustavy lineárních rovnic
(1.7). Za předpokladu konformity platí

‖∇u−∇u(k)
h ‖

2 = ‖∇(u− uh)‖2 + ‖x− xk‖2
A .
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Důkaz.

‖∇(u− u(k)
h )‖2 = a(u− u(k)

h , u− u(k)
h )

= a(u− uh + uh − u(k)
h , u− uh + uh − u(k)

h )

= a(u− uh, u− uh) + a(uh − u(k)
h , uh − u(k)

h ) ,

protože a(u − uh, uh − u
(k)
h ) = 0 z Galerkinovské ortogonality. Věta pak

plyne snadným přepsáním druhého členu do tvaru algebraické energetické
normy.

1.2 Odvození CG

Uvažujme soustavu lineárních rovnic

Ax = b ,

kde A ∈ Rn×n je reálná symetrická pozitivně definitní (SPD) matice a b ∈ Rn

je vektor pravé strany. Je známo, že danou úlohu lze převést na úlohu mini-
malizace kvadratického funkcionálu

F (x) =
1
2

(x,Ax)− (x, b) .

Je-li A SPD, pak nalezení minimalizace kvadratického funkcionálu F (x) je
ekvivalentní nalezení řešení rovnice

∇F (x) = Ax− b = 0

Definujeme-li A-normu
‖z‖A = (z, Az)1/2

a uvažujeme-li xk aproximaci řešení x, pak platí

F (xk) = 1
2 ((x− xk), A(x− xk))− 1

2(x,Ax) =

= 1
2‖x− xk‖

2
A − 1

2‖x‖
2
A ,

a tedy minimalizace F (z) na nějakém podprostoru Rn je ekvivalentní mini-
malizaci ‖x− z‖A na tomtéž podprostoru.
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Mějme počáteční vektor x0 a konstruujme posloupnost aproximací řešení
x jednoduchým rekurentním vztahem

xk = xk−1 + γk−1pk−1 , k = 1, 2, . . .

kde pk−1 reprezentuje směrový vektor v kroku k. Následující aproximace xk
je určena jako bod, ve kterém se minimalizuje ‖x − z‖A na přímce xk−1 +
γk−1pk−1. Jednoduchým výpočtem

‖x− xk‖2
A = ‖x− xk−1‖2

A − 2γk−1(pk−1, rk−1) + γ2
k−1(pk−1, Apk−1) .

Derivováním podle γk−1

0 = −2(pk−1, rk−1) + 2γk−1(pk−1, Apk−1) ,

a tedy minima je dosaženo pro

γk−1 =
(pk−1, rk−1)

(pk−1, Apk−1)
. (1.11)

Okamžitým důsledkem je ortogonalita rezidua rk (které se vztahuje k nové
aproximaci xk) a směrového vektoru pk−1, která v geometrickém smyslu zna-
mená, že gradient ∇F (xk) v bodě xk je kolmý na ekvipotentní plochu urče-
nou vztahem F (y) = F (xk).

Zbývá určit směrové vektory pk. Přirozenou volbou počátečního směru p0

je p0 ≡ r0 = b−Ax0. Pro volbu pk = rk, kde rk je k-té reziduum rk = b−Axk,
dostáváme známou metodu největšího spádu (viz například [11]). Ta však
zajišťuje jen velmi pomalou konvergenci, protože v každém kroku minima-
lizuje normu chyby pouze přes jednorozměrný prostor určený reziduem rk.
Chceme-li minimalizovat přes větší prostory, musíme při volbě pk využít
informace z více iteračních kroků. Nejjednodušší volbou je generovat nový
směr jako kombinaci předchozího směru a (nového) rezidua

pk = rk + δkpk−1, pro nějaké δk ∈ R .

Bez ohledu na to, jak zvolíme skalár δk, vlastnost minimalizace A-normy na
přímce xk−1 + γk−1pk−1 implikuje

(pk, rk) = (rk, rk) + δk(pk−1, rk) = (rk, rk) = ‖rk‖2 .

Důsledkem toho se iterační proces může zastavit pouze při nalezení přesného
řešení x. Neboť proces končí, je-li pk = 0 nebo γk = 0. V prvním případě

0 = (pk, rk) = ‖rk‖2 ,
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a tedy Axk = b. V druhém případě pak opět platí 0 = (pk, rk) z (1.11).
Abychom zdůvodnili volbu δk, kterou provedeme níže, všimněme si nej-

prve, že na změnu chyby mezi kroky k − 1 a k

x− xk = (x− xk−1)− γk−1pk−1

s hodnotou

γk−1 =
(pk−1, rk−1)

(pk−1, Apk−1)
=

(pk−1, A(x− xk−1))
(pk−1, Apk−1)

,

můžeme nahlížet jako na A-ortogonalizaci chyby x− xk−1 vzhledem k pk−1.
Potom

(x− xk−1) = γk−1pk−1 + (x− xk)
můžeme interpretovat jako ortogonální rozklad x − xk−1 vzhledem ke ska-
lárnímu součinu (z, Ay), z, y ∈ Rn a rekurzí dostáváme

x− x0 =
k∑
j=1

γj−1pj−1 + (x− xk) .

Nyní předpokládejme, že všechny vektory p0, p1, . . . jsou vzájemně ortogo-
nální vzhledem k tomuto skalárnímu součinu (v dalším budeme říkat, že
jsou A-ortogonální 1). Tedy platí (pi, Apj) = 0, i 6= j. Potom

x− xk = (x− x0)−
k∑
j=1

γj−1pj−1

reprezentuje A-ortogonální rozklad x − x0 a důsledkem toho ‖x − xk‖A je
minimální přes všechny aproximace v podprostoru generovaném směrovými
vektory p0, . . . , pk−1, neboli

‖x− xk‖A = min
u∈x0+span{p0,...,pk−1}

‖x− u‖A . (1.12)

Navíc za předpokladu A-ortogonality pj, j = 0, 1, . . . plyne pn = 0, a tedy
algoritmus nalezne přesné řešení x v nejvýše n krocích.

Protože však máme pouze jeden neurčený parametr δk, můžeme se při-
blížit globální A-ortogonalitě nejvýše tak, že budeme požadovat lokální A-
ortogonalitu mezi dvěmi následujícími směrovými vektory, to jest

(pk−1, Apk) = 0 ,

1používá se i termín sdružené, odtud název metoda sdružených gradientů
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což nám dává

δk = − (pk−1, Ark)
(pk−1, Apk−1)

.

Nyní již máme určený celý algoritmus CG. V části 1.4 o vlastnostech CG
dokážeme, že platí

(ri, rj) = 0 a (pi, Apj) = 0, i 6= j ,

pro rj ≡ b − Axj. A tedy z lokální A-ortogonality pk a pk−1 plyne globální
ortogonalita vektorů reziduí i globální A-ortogonalita všech směrových vek-
torů. Platí tedy předpoklad, který jsme vznesli pro odvození (1.12).

Na závěr ještě využijme vztahy

(pk−1, rk−1) = ‖rk−1‖2

a

−Apk−1 =
rk − rk−1

γk−1
=

(rk − rk−1)(pk−1, Apk−1)
(pk−1, rk−1)

.

Pak můžeme psát

δk =
‖rk‖2

‖rk−1‖2
, γk−1 =

‖rk−1‖2

(pk−1, Apk−1)
.

1.3 Zápis CG

Algoritmus CG můžeme shrnout následujícím způsobem, viz [6].
Uvažujme soustavu lineárních rovnic

Ax = b , (1.13)

kde A ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitní matice, b ∈ Rn.

Dáno x0, r0 = b− Ax0, p0 = r0 a pro j = 1, 2, . . .

γj−1 = (rj−1, rj−1)/(pj−1, Apj−1) ,
xj = xj−1 + γj−1pj−1 ,
rj = rj−1 − γj−1Apj−1 ,
δj = (rj, rj)/(rj−1, rj−1) ,
pj = rj + δjpj−1 .

(1.14)
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1.4 Vlastnosti CG

Při odvozování CG jsme prohlásili, že naše volba δk nám zajistí vzájemnou
ortogonalitu vektorů reziduí i vzájemnou A-ortogonalitu směrových vektorů.
V následující větě shrneme tyto i některé další vlastnosti (viz [6], Theorem
5.1).

Věta 2. Vektory reziduí ri a směrové vektory pj získané metodou CG splňují

(ri, rj) = 0 i 6= j , (1.15)

(pi, Apj) = 0 i 6= j , (1.16)

(pi, rj) = 0 i < j , (pi, rj) = ‖ri‖2 i ≥ j , (1.17)

(ri, Api) = (pi, Api) , (ri, Apj) = 0 i 6= j, i 6= j + 1 . (1.18)

Důkaz. Z iteračního předpisu pro pk v (1.14) se ukáže, že

pk = ‖rk‖2
k∑
j=0

rj
‖rj‖2

k = 0, 1, 2, . . . , (1.19)

neboť

pk = rk + δkpk−1 = rk + δk(rk−1 + δk−1pk−2) = . . . (1.20)

= rk + δkrk−1 + δkδk−1rk−2 + . . . + δk · · · δ1r0

a pro k > j + 1 máme z definice δi

δk · · · δj+1 =
(rk, rk)

(rk−1, rk−1)
· (rk−1, rk−1)

(rk−2, rk−2)
· · · (rj+1, rj+1)

(rj, rj)
=

(rk, rk)
(rj, rj)

=
‖rk‖2

‖rj‖2
.

Důkaz věty provedeme indukcí. Vektory r0, p0 = r0 a r1 vztahy splňují,
neboť

(r0, r1) = (p0, r1) = (r0, r0)− γ0(r0, Ap0) = 0

z předpisu pro r1 v (1.14). Předpokládejme, že vztahy (1.15) – (1.18) platí
pro r0, . . . , rk a p0, . . . , pk−1. Abychom ukázali, že věta zůstane v platnosti i
po přidání pk, musíme ukázat, že

(ri, pk) = ‖rk‖2 i ≤ k , (1.21)

(pi, Apk) = 0 i < k , (1.22)

(rk, Api) = (pk, Api) , i ≤ k, i 6= k − 1 . (1.23)
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Platnost (1.21) plyne z (1.19) a indukčního předpokladu (ri, rj) = 0 pro
i 6= j. Pro důkaz (1.22) užijeme iterační předpis pro ri+1. Pak

(ri+1, pk) = (ri, pk)− γi(Api, pk) , i < k.

Využitím (1.21) můžeme rovnici přepsat

‖rk‖2 = ‖rk‖2 − γi(Api, pk) , i < k.

Pokud γi > 0, tedy až do nalezení přesného řešení, (1.22) plyne ze syme-
trie A. Abychom ukázali (1.23), využijeme iteračního předpisu pro pi+1 a
indukčního předpokladu.

(pk, Api) = (rk, Api) + δk−1(pk−1, Api) = (rk, Api) pro i 6= k − 1 .

A tedy věta platí pro vektory r0, . . . , rk a p0, . . . , pk. Zbývá nám ukázat, že
k nim můžeme přidat i rk+1. Proto musíme dokázat, že

(ri, rk+1) = 0 i ≤ k , (1.24)

(Api, rk+1) = 0 i < k , (1.25)

(pi, rk+1) = 0 i ≤ k . (1.26)

Z iteračního předpisu pro rk+1 máme

(ri, rk+1) = (ri, rk)− γk(ri, Apk) .

Jestliže i < k, (1.24) plyne z indukčního předpokladu, pro i = k pak z defi-
nice γk. Podobně máme pro i < k

0 = (rk+1, ri+1) = (rk+1, ri)− γi(rk+1, Api) = −γi(rk+1, Api) ,

a tedy (1.25) platí. Konečně (1.26) plyne z (1.24) a (1.19).

Z definice pj, rj platí, že

Kk(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , A
k−1r0}

= span{p0, p1, . . . , pk−1}
= span{r0, r1, . . . , rk−1}, ∀k = 0, 1, . . .

Kk(A, r0) se nazývá k-tý Krylovův podprostor generovaný A a počátečním
reziduem r0 = Ax0 − b. Vektory reziduí {r0, r1, . . . , rk−1} tedy tvoří ortogo-
nální bázi a směrové vektory {p0, p1, . . . , pk−1} A-ortogonální bázi Kk(A, r0).
Při odvozování algoritmu CG jsme ukázali, že platí

‖x− xk‖A = min
u∈x0+span{p0,...,pk−1}

‖x− u‖A ,
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a tedy
‖x− xk‖A = min

u∈x0+Kk(A,r0)
‖x− u‖A . (1.27)
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Kapitola 2

CG v souvislostech

V této kapitole postupujeme podle [9], kde jsou uvedeny další prameny a
odkazy na původní zdroje.

2.1 Lanczosova metoda

Jedno z možných použití Lanczosovy metody je nalezení ortonormální báze
{v1, v2, . . . , vj} Krylovova prostoru Kj(A, r0). Posloupnost ortonormálních
vektorů v1, v2, . . . generuje následovně:

Dáno v1 = r0/‖r0‖, β1 ≡ 0 a pro j = 1, 2, . . .

αj = (Avj − βjvj−1, vj) ,
wj = Avj − αjvj − βjvj−1 ,
βj+1 = ‖wj‖ ,
vj+1 = wj/βj+1 .

(2.1)

Srovnáním CG (1.14) s (2.1) dostáváme

vj+1 = (−1)j
rj
‖rj‖

(2.2)

a také vztah mezi koeficienty

αj =
1

γj−1
+
δj−1

γj−2
, δ0 ≡ 0, γ−1 ≡ 1,

βj+1 =

√
δj

γj−1
, (2.3)
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neboť eliminováním pj−1 z iteračního předpisu pro rj v (1.14)

− 1
γj−1

rj = Arj−1 −
(

1
γj−1

+
δj−1

γj−2

)
rj−1 +

δj−1

γj−2
rj−2

a využitím (2.2)√
δj

γj−1
vj+1 = Avj −

(
1

γj−1
+
δj−1

γj−2

)
vj −

√
δj−1

γj−2
vj−1 .

Dále označme matici Vj ≡ [v1, . . . , vj] ∈ Rn×j, která má jako sloupce
Lanczosovy vektory vj, a Tj symetrickou tridiagonální matici s kladnými
vedlejšími diagonálami

Tj =


α1 β2

β2 α2
. . .

. . . . . . βj
βj αj

 (2.4)

Potom můžeme rovnice (2.1) přepsat v maticovém tvaru

AVj = VjTj + βj+1vj+1e
T
j , (2.5)

kde ej je j-tý sloupec identické matice I ∈ Rj×j. Vektory vj jsou navzájem
ortogonální a za předpokladu Kn(A, r0) = Rn platí vn+1 = 0, a tedy

AVn = VnTn . (2.6)

Protože xj ∈ Kj(A, r0) a sloupce matice Vj tvoří bázi Kj(A, r0), existuje
yj ∈ Rj tak, že

xj = x0 + Vj yj , (2.7)

Z ortogonality rj a báze {v1, . . . , vj} prostoru Kj(A, r0) dostáváme

0 = V T
j rj = V T

j (b− Axj) = V T
j (r0 − AVjyj) =

= e1‖r0‖ − V T
j AVjyj = e1‖r0‖ − Tjyj .

Tedy CG aproximace xj je určena i vztahem (2.7) a řešením

Tjyj = ‖r0‖e1 . (2.8)
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2.2 Ortogonální polynomy a Gaussova kvad-
ratura

Využijeme-li algoritmického zápisu CG (1.14) a ortogonality reziduí, mů-
žeme j-tou chybu (resp. reziduum) zapsat jako polynom matice A aplikovaný
na počáteční chybu (resp. reziduum), tedy

x− xj = ϕj(A)(x− x0) , rj = ϕj(A)(r0) , ϕj ∈ Πj , (2.9)

kde Πj označuje třídu polynomů ϕ stupně nejvýše j takových, že ϕ(0) = 1.
Protože matice A je symetrická pozitivně definitní, lze ji rozložit na tvar

A = UΛUT , UUT = UTU = I , (2.10)

kde Λ = diag(λ1, . . . , λn) a U = [u1, . . . , un] je matice obsahující ve sloup-
cích normalizované vlastní vektory A. Použijeme-li (1.27), (2.9) a (2.10),
dostáváme

‖x− xj‖A = ‖ϕj(A)(x− x0)‖A = min
ϕ∈Πj

‖ϕ(A)(x− x0)‖A
= min

ϕ∈Πj

‖ϕ(A)(r0)‖A−1

= min
ϕ∈Πj

{
n∑
i=1

(r0, ui)2

λi
ϕ2(λi)

}1/2

.

(2.11)

Podobně je Lanczosův vektor vj+1 určen nějakým monickým polynomem ψj
tak, že

vj+1 = ψj(A)v1 ·
1

β2β3 . . . βj+1
. (2.12)

Stejně jako v (2.11) s užitím ortogonality vj+1 a v1, v2, . . . , vj je ψj určeno
podmínkou

‖ψj(A)v1‖ = min
ψ∈Mj

‖ψ(A)v1‖ = min
ψ∈Mj

{
n∑
i=1

(v1, ui)
2ψ2(λi)

}1/2

, (2.13)

kde Mj označuje třídu monických polynomů stupně j.
Uvažujeme-li CG nebo Lanczosovu metodu, máme tedy jednoznačně ur-

čenou posloupnost monických polynomů 1, ψ1, ψ2, . . ., které jsou ortogonální
vzhledem ke skalárnímu součinu

(f, g) =
n∑
i=1

ωif(λi)g(λi) ,
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kde váhy ωi jsou určeny takto

ωi = (v1, ui)
2 ,

n∑
i=1

ωi = 1 . (2.14)

Budeme-li pro jednodušší zápis předpokládat, že všechna vlastní čísla A jsou
různá a uspořádána v rostoucím pořadí (tj. λi < λi+1), můžeme definovat
po částech konstantní neklesající distribuční funkci ω(λ) se skoky v bodech
λ1, . . . , λn. Uvažujme k ní odpovídající Riemann-Stieltjesův integrál∫ b

a

f(λ)dω(λ) =
n∑
i=1

ωif(λi) , (2.15)

pro a < λ1 < . . . < λn < b. Pak můžeme (2.13) přepsat jako

ψj = arg min
ψ∈Mj

{∫ b

a

ψ2(λ)dω(λ)

}
, j = 0, 1, . . . , n .

Dříve jsme ukázali, že CG (resp. Lanczosova metoda) začínající s vekto-
rem ‖r0‖v1 (resp. v1) určuje symetrickou tridiagonální matici Tj. Podobně
jako v (2.10) ji můžeme rozložit na součin

Tj = SjΘjS
T
j , STj Sj = SjS

T
j = I ,

kde Θj = diag(θ(j)
1 , . . . , θ

(j)
j ), Sj = [s(j)

1 , . . . , s
(j)
j ].

Budeme-li nyní uvažovat CG aplikovanou na úlohu Tjyj = ‖r0‖e1 s po-
čátečním reziduem ‖r0‖e1 (respektive Lanczosovu metodu na matici Tj a
počáteční vektor e1), můžeme, stejně jako v předešlé úvaze pro A, zkonstru-
ovat váhové funkce ω(j)

i a distribuční funkci ω(j) tak, že

ω
(j)
i = (e1, s

(j)
i )2 ,

j∑
i=1

ω
(j)
i = 1 .

Potom pro a < θ
(j)
1 < . . . < θ

(j)
j < b je prvních j vektorů z posloupnosti

{1, ψ1, . . . , ψn} určeno podmínkou

ψl = arg min
ψ∈Ml

{∫ b

a

ψ2(λ)dω(j)(λ)

}
, l = 1, 2, . . . , j .
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Integrál ∫ b

a

f(λ)dω(j)(λ) =
j∑
i=1

ω
(j)
i f(θ(j)

i ) (2.16)

je pak j-tou aproximací integrálu (2.15) pomocí Gaussových kvadratur. Tedy
distribuční funkce ω(1)(λ), ω(2)(λ), . . . , ω(l)(λ), . . . aproximují původní distri-
buční funkci ω(λ) ve smyslu Gaussových kvadratur a jsou tedy přesné pro
polynomy stupně 2l − 1.

Nyní se podívejme na náš problém z druhé strany. Nechť máme A a r0.
Pak Riemann-Stieltjesovy integrály (2.15) a jeho aproximace (2.16) pomocí
Gaussových kvadratur jsou pro j = 1, 2, . . . , n jednoznačně určeny. Pak di-
stribuční funkce ω(j) jednoznačně určuje matici Tj a ta s (2.7) a (2.8) určuje
CG aproximace xj.

Z (2.11) a (2.15) pro funkci f(λ) = λ−1 máme

‖x− x0‖2
A = ‖r0‖2

n∑
i=1

ωi
λi

= ‖r0‖2

∫ b

a

λ−1dω(λ) , (2.17)

a použitím (2.6)

‖x− x0‖2
A = (r0, A

−1r0) = ‖r0‖2(e1, T
−1
n e1) ≡ ‖r0‖2(T−1

n )11 . (2.18)

Tedy ∫ b

a

λ−1dω(λ) = (T−1
n )11 . (2.19)

Zcela analogicky (pro úlohu Tjyj = ‖r0‖e1 dimenze j)∫ b

a

λ−1dω(j)(λ) = (T−1
j )11 . (2.20)

Označíme-li Rj(f) chybu j-té aproximace funkce f Gaussovými kvadratu-
rami, píšeme ∫ b

a

f(λ)dω(λ) =
∫ b

a

f(λ)dω(j)(λ) +Rj(f) . (2.21)

Z předchozího tedy platí pro f(λ) = λ−1

‖x− x0‖2
A = ‖r0‖2(T−1

n )11 = ‖r0‖2(T−1
j )11 + ‖r0‖2Rj(λ

−1) . (2.22)
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V [5] bylo ukázáno, že

Rj(λ
−1) =

‖x− xj‖2
A

‖r0‖2
.

Potom
‖x− x0‖2

A = ‖r0‖2(T−1
j )11 + ‖x− xj‖2

A . (2.23)

Použitím (2.8) a úpravami

‖r0‖2(T−1
j )11 = ‖r0‖eT1 T−1

j e1‖r0‖
= ‖r0‖vT1 VjT−1

j e1‖r0‖ = (‖r0‖v1)T (VjT
−1
j e1‖r0‖)

= rT0 (xj − x0) .

(2.24)

Zde jsme využili globální ortonormality v1, . . . , vj, díky ní můžeme psát

eT1 = vT1 Vj .

Dostáváme tedy vztah pro A-normu chyby

‖x− x0‖2
A = rT0 (xj − x0) + ‖x− xj‖2

A .

23



Kapitola 3

Odhady chyb

3.1 Odhady A-normy chyby a jejich srovnání

3.1.1 Dolní odhady

Použitím Gaussových kvadratur jsme v předchozí kapitole ukázali, že platí

‖x− x0‖2
A = ‖r0‖2(T−1

j )11 + ‖x− xj‖2
A

a vyjádřením členu ‖r0‖2(T−1
j )11 s použitím vzájemné ortogonality mezi Lan-

czosovými vektory v1, . . . , vj a maticového zápisu (2.1)

‖x− x0‖2
A = rT0 (xj − x0) + ‖x− xj‖2

A . (3.1)

Jednoduchými algebraickými operacemi lze odvodit podobný, matematicky
ekvivalentní vztah (viz [9])

(x− x0)TA(x− x0) = (x− xj + xj − x0)TA(x− x0)

= (x− xj)TA(x− x0) + (xj − x0)TA(x− x0)

= (x− xj)TA(x− xj + xj − x0) + (xj − x0)T r0

= ‖x− xj‖2
A + (x− xj)TA(xj − x0) + rT0 (xj − x0)

= ‖x− xj‖2
A + rTj (xj − x0) + rT0 (xj − x0) ,

a tedy
‖x− x0‖2

A = rTj (xj − x0) + rT0 (xj − x0) + ‖x− xj‖2
A . (3.2)

Už Hesteines a Stiefel v [6] uvedli vztah

‖x− xi−1‖2
A − ‖x− xi‖2

A = γi−1‖ri−1‖2 .
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Jeho odvození je snadné a využívá pouze lokální A-ortogonalitu

‖x− xi−1‖2
A − ‖x− xi‖2

A = ‖x− xi + xi − xi−1‖2
A − ‖x− xi‖2

A

= ‖xi − xi−1‖2
A + 2(x− xi)TA(xi − xi−1)

= γ2
i−1p

T
i−1Api−1 + 2rTi (xi − xi−1)

= γi−1‖ri−1‖2 .

Rekurzí

‖x− x0‖2
A =

j−1∑
i=0

γi‖ri‖2 + ‖x− xj‖2
A . (3.3)

V první kapitole jsme zdůvodnili, proč potřebujeme při výpočtech sledo-
vat A-normu chyby ‖x−xj‖A. Z (3.1), (3.2) a (3.3) dostáváme pro přirozené
d ekvivalentní vztahy:

‖x− xj‖2
A = rT0 (xj+d − xj) + ‖x− xj+d‖2

A , (3.4)

‖x− xj‖2
A = rT0 (xj+d − xj)− rTj (xj − x0) + rTj+d(xj+d − x0) (3.5)

+‖x− xj+d‖2
A ,

‖x− xj‖2
A =

j+d−1∑
i=j

γi‖ri‖2 + ‖x− xj+d‖2
A . (3.6)

Víme, že A-norma chyby v CG je klesající v každém kroku. Pokud zvolíme
d tak, že

‖x− xj‖2
A � ‖x− xj+d‖2

A , (3.7)

můžeme ‖x − xj+d‖2
A na pravé straně (3.4), (3.5) a (3.6) zanedbat a do-

staneme dolní odhady pro ‖x − xj‖2
A. Přesnost těchto odhadů je pak dána

hodnotou ‖x− xj+d‖2
A.

Označme

µj,d ≡ rT0 (xj+d − xj) , (3.8)

ϑj,d ≡ rT0 (xj+d − xj)− rTj (xj − x0) + rTj+d(xj+d − x0) , (3.9)

νj,d ≡
j+d−1∑
i=j

γi‖ri‖2 . (3.10)

Teoreticky (v přesné aritmetice) platí

µj,d = ϑj,d = νj,d .
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Odhad µj,d je založen na globální ortonormalitě Lanczosových vektorů,
která se v konečné aritmetice rychle ztrácí (viz [9], kap. 5, 6). Ve výpočtech
se tedy může od ostatních odhadů velmi lišit. A to nikoli kvůli chybám ve
výpočtu µj,d, ale protože neplatí vztahy, které jsme použili při odvození (3.1).

Odhad ϑj,d obsahuje oproti µj,d navíc členy rTj (xj−x0) a rTj+d(xj+d−x0).
Ty jsou v přesné aritmetice rovny nule, ale ve výpočtech mají opravný vý-
znam. Na druhou stranu zvyšují jeho náročnost a v aplikacích s proměnlivou
volbou parametru d musíme při změně d přepočítávat celý odhad.

Na rozdíl od ϑj,d pro výpočet νj,d stačí hodnoty, které stejně počítáme
během iterací CG (γj, ‖rj‖2). Při jeho odvození jsme využili pouze lokální
ortogonalitu a vidíme, že přepočítání odhadu při změně parametru d je snad-
ným přičítáním k již spočtené hodnotě. Navíc, jak je ukázáno v [9], odhad
νj,d je numericky stabilní.

3.1.2 Horní odhady

Využitím Čebyšovových polynomů lze odvodit (viz například [8])

‖x− xj‖A ≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)j
‖x− x0‖A . (3.11)

Přestože je tento odhad často uváděn v souvislosti s metodou sdružených
gradientů, konvergenci CG popisuje jen ve výjimečných případech. Pokud
by totiž platilo

‖x− xj‖A ≈ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)j
‖x− x0‖A , j = 1, 2, . . . n ,

pak
‖x− xj+1‖A
‖x− xj‖A

≈

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)
, j = 1, 2, . . . n− 1 ,

a tedy konvergence CG by byla lineární. (3.11) totiž využívá pouze informace
o krajích spektra λmin, λmax matice A. Pro konvergenci metody sdružených
gradientů je však určující i rozložení jednotlivých vlastních čísel A, jak mů-
žeme vidět například ve vztahu (2.11).

Další horní odhady jsou uvedeny například v [4] v algoritmu CGQL, kde
jsou odvozeny pomocí Gaussových, Gauss-Lobattových a Gauss-Radauových
kvadratur.
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3.2 Odhad euklidovské normy chyby

Přestože jsme doposud zdůrazňovali důležitost A-normy chyby, v některých
aplikacích (jako například zpracování obrazu) je metoda sdružených gra-
dientů použita pro řešení úlohy, kde potřebujeme minimalizovat ‖x − xj‖.
Teoreticky v n-tém kroku CG dostáváme přesné řešení, pro které samozřejmě
platí ‖x−xn‖ = 0. Důležité je uvědomit si, že CG je navržena tak, aby byla
klesající A-norma chyby. V článku [6] byl odvozen vztah

‖x− xj−1‖2 − ‖x− xj‖2 =
‖pj−1‖2

‖pj−1‖2
A

(
‖x− xj−1‖2

A + ‖x− xj‖2
A

)
. (3.12)

Podobnou úvahou jako v předchozí části pro přirozené d dostáváme

‖x− xj‖2 =
j+d−1∑
i=j

‖pi‖2

‖pi‖2
A

(‖x− xi‖2
A + ‖x− xi+1‖2

A) + ‖x− xj+d‖2 , (3.13)

za předpokladů

‖x− xj‖2 � ‖x− xj+d‖2 a ‖x− xj+d‖2
A � ‖x− xj+2d‖2

A (3.14)

a s použitím odhadu νi,d pro ‖x− xi‖A

‖x− xj‖2 ≈
j+d−1∑
i=j

‖pi‖2

‖pi‖2
A

(
γi‖ri‖2 + 2

j+2d−1∑
k=i+1

γk‖rk‖2

)
. (3.15)

Tento dolní odhad ‖x− xj‖2 tak vyžaduje 2d iterací navíc.

3.3 Odhad v předpodmíněné metodě sdruže-
ných gradientů (PCG)

V této části postupujeme podle [10], kde lze nalézt i důkaz numerické stabi-
lity níže uvedeného odhadu.

Předpodmíněnou metodou sdružených gradientů rozumíme aplikaci CG
na předpodmíněnou úlohu

Âx̂ = b̂ , (3.16)

Â = L−1AL−T , b̂ = L−1b , (3.17)
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kde L je vhodná regulární (dolní trojúhelníková) matice. Předpodmiňovač
(angl. preconditioner)M ≡ LLT je volen tak, aby soustava rovnic s maticíM
byla jednoduše řešitelná, zatímco matice L−1AL−T by měla zajistit rychlou
konvergenci CG (například tím, že je dobře podmíněná nebo má vhodně se-
skupená vlastní čísla). Algoritmus CG (1.14) pro úlohu Âx̂ = b̂ je následující

Dáno x̂0, r̂0 = b− Âx̂0, p̂0 = r̂0 a pro j = 1, 2, . . .

γ̂j−1 = (r̂j−1, r̂j−1)/(p̂j−1, Âp̂j−1) ,
x̂j = x̂j−1 + γ̂j−1p̂j−1 ,

r̂j = r̂j−1 − γ̂j−1Âp̂j−1 ,

δ̂j = (r̂j, r̂j)/(r̂j−1 ,̂ rj−1) ,
p̂j = r̂j + δ̂j p̂j−1 .

(3.18)

Označme

γj ≡ γ̂j , δj ≡ δ̂j , (3.19)

xj ≡ L−T x̂j , rj ≡ L r̂j , pj ≡ L−T p̂j , sj ≡ L−TL−1rj = M−1rj .

Pak xj a rj odpovídají aproximaci řešení a reziduu původní úlohy Ax = b.
Algoritmus PCG pro Ax = b můžeme zapsat

Dáno x0, r0 = b− Ax0, s0 = M−1r0, p0 = r0 a pro j = 1, 2, . . .

γj−1 = (rj−1, sj−1)/(pj−1, Apj−1) ,
xj = xj−1 + γj−1pj−1 ,
rj = rj−1 − γj−1Apj−1 ,
sj = M−1rj ,
δj = (rj, sj)/(rj−1, sj−1) ,
pj = sj + δjpj−1 .

(3.20)

Pro aproximace řešení x̂j soustavy (3.16) platí vztah (3.6), a tedy

‖x̂− x̂j‖2
Â

=
j+d−1∑
i=j

γ̂i‖r̂i‖2 + ‖x̂− x̂j+d‖2
Â
. (3.21)

Použitím (3.19)

‖r̂i‖2 = rTj L
−TL−1rj = rTj M

−1rj = (rj, sj)
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a

‖x̂− x̂j‖2
Â

= (LTx− LTxj)TL−1AL−T (LTx− LTxj) = ‖x− xj‖2
A

můžeme (3.21) přepsat jako

‖x− xj‖2
A =

j+d−1∑
i=j

γi(ri, si) + ‖x− xj+d‖2
A .

Za předpokladu na pokles normy (3.7) dostáváme dolní odhad pro A-normu
chyby j-té aproximace řešení soustavy Ax = b metodou PCG

‖x− xj‖2
A ≈ ν̂j,d ≡

j+d−1∑
i=j

γi(ri, si) . (3.22)

Podobně jako u odhadu νj,d jsou všechny potřebné hodnoty k dispozici už
během iterací PCG.

3.4 Otevřené problémy

Naznačená teoretická hloubka metody sdružených gradientů je důvodem,
proč stále zůstává mnoho otevřených problémů vztahujících se k CG. Uveďme
alespoň ty, ke kterým jsme se dosud v této práci přiblížili.

Popsali jsme několik odhadů, které jsou odvozeny tak, že ‖x− xj‖A od-
hadneme pomocí d iterací předpočítaných dopředu. Pro odhad předpoklá-
dáme splnění podmínky (3.7), neboli předpokládáme “dostatečný” pokles
A-normy chyby mezi j-tou a (j + d)-tou iterací. Nabízí se tedy otázka, jak
splnění (3.7) zajistit. V podstatě máme dvě možnosti:

1. volit d velké,

2. v průběhu výpočtu ho měnit.

Například v [10] (str. 21–23) je uvedena úloha dimenze řádu 105, kde v prv-
ních zhruba 2300 iteracích ‖x − xj‖A prakticky neklesá. Vidíme tedy, že
první možnost nemusí zaručit požadovanou přesnost. Adaptivní volba je sa-
mozřejmě výhodnější i v případě, že norma chyby klesá prudce a pro splnění
podmínky (3.7) stačí pouze malá hodnota d. V současnosti však není po-
psáno žádné kritérium, podle kterého by se d mělo volit. V další kapitole
zkusíme na základě experimentů takové navrhnout.
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Přestože jsme horní odhady pouze zmínili, nabízí se jejich využití sou-
časně s dolními odhady. Pokud by se dolní i horní odhad přibližovaly, zís-
káváme informaci o jejich maximální možné chybě. Bohužel však v konečné
aritmetice nemáme zaručeno, že horní odhad je skutečně horním odhadem
a neprotne křivku konvergence.

Jednou z výhod odhadu νj,d je, že nám umožňuje snadno dopočítat velmi
přesný odhad A-normy chyby v dřívějších iteracích. Provedeme-li například
600 kroků CG, pak v 300. iteraci jsme schopni dopočítat odhad A-normy
chyby s hodnotou parametru d = 300. (Tato čísla jsou však pouze ilustra-
tivní, v praktických výpočtech s vhodným předpodmíněním provádíme řá-
dově pouze desítky iterací.) Můžeme se ptát na využití tohoto pozorování.
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Kapitola 4

Experimenty

V experimentální části práce budeme nejprve zjišťovat, jak rozpoznat stag-
naci A-normy chyby, která způsobuje nesplnění podmínky (3.7). Poté navrh-
neme heuristiku pro adaptivní volbu parametru d a otestujeme její chování
v několika příkladech. Budeme používat odhad νj,d pro jeho dobré numerické
vlastnosti a snadnou implementaci v aplikacích s proměnlivou hodnotou d.
Na závěr se zamyslíme nad rekonstrukcí křivky konvergence.

Zápis podmínky (3.7)

V předchozích kapitolách jsme odvodili několik vztahů, které můžeme zjed-
nodušeně zapsat jako

‖x− xj‖2
A = oj,d + ‖x− xj+d‖2

A ,

kde oj,d se liší podle toho, jaký vztah využíváme. Za předpokladu (3.7) jsme
získali odhady

‖x− xj‖2
A ≈ oj,d .

Podmínka (3.7) nám určuje přesnost odhadu, která je rovna ‖x − xj+d‖2
A,

a v podstatě znamená, že předpokládáme dostatečný pokles normy chyby
mezi j-tou a (j + d)-tou aproximací řešení. Zřejmě ji můžeme zapsat jako

‖x− xj+d‖2
A

‖x− xj‖2
A

� 1 (4.1)

neboli
‖x− xj+d‖A
‖x− xj‖A

≤ K . (4.2)

pro předem zvolené K, 0 < K � 1.

31



4.1 Stagnace A-normy chyby a volba para-
metru d

Problematiku volby parametru d demonstrujme na úvod na dvou jednodu-
chých příkladech.

Obrázek 4.1: Odhad při klesající a stagnující A-normě chyby; matice
strakos(48, 0.1, 1, 0.99), matice(48, 0.1, 100, 0.9)

Na obrázku (4.1) je vykreslen odhad ve dvou různých úlohách dimenze 48
s pevnou volbou parametru d = 3. Vlevo vidíme, že tato volba zajistí téměř
přesnou aproximaci. To je zajištěno tím, že A-norma chyby stále klesá a
podmínka (3.7) je splněna. Na grafu vpravo se odhad okolo osmé iterace
skutečné hodnotě výrazněji vzdaluje, neboť v tomto úseku A-norma chyby
stagnuje a (3.7) neplatí. Pro její splnění bychom museli volit d větší, než je
délka úseku.

Pokud bychom byli schopni během výpočtu rozpoznat, že A-norma chyby
stagnuje, pak bychom mohli zvětšováním d dosáhnout přesnějších a spoleh-
livějších odhadů. Při zastavení CG totiž nemáme jistotu, že odhad odpovídá
skutečné chybě vypočtené aproximace. (Pokud před zastavením CG bude
A-norma chyby stagnovat, pak se může odhad lišit i o několik řádů.)

Zabývejme se nyní tedy tím, jak stagnaci A-normy poznat. V algoritmu
CG používáme několik veličin, jejichž sledování je jednoduché. Bohužel se
ukazuje, že norma rezidua, hodnota γj i A-norma pj velmi často oscilují,
a tedy jejich použití je možné pouze v podobě různých součtů, rozdílů atd.
Na mnoha příkladech lze sledovat to, že součty norem reziduí definované
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podobně jako odhad A-normy νj,d, tj.

φj ≡
j+d−1∑
i=j

‖ri‖,

poměrně přesně kopírují odhad ‖x−xj‖A, jen jsou o něco posunuté (většinou
větší, viz (4.2)). Tento postřeh nám bohužel neříká nic o chování A-normy
chyby.

Obrázek 4.2: Chování φj; matice maticestred(50, 2, 2)

Víme, že A-norma chyby je v každé iteraci klesající a jedním z ukaza-
telů toho, že podmínka (3.7) není splněna, tak může být případ, kdy dolní
odhad roste. V každém okamžiku můžeme porovnat nově vypočtený odhad
s odhady v předchozích iteracích a případně upravit hodnotu parametru d.

Dalším sledováním, které můžeme během výpočtu provádět, je velikost
změny odhadu při zvyšování d. Z definice odhadu νj,d je zřejmé, že při jeho
výpočtu můžeme sledovat i “horší” odhady νj,d−1, νj,d−2, . . . pro hodnoty pa-
rametru d−1, d−2, . . ., jak je naznačeno na obrázku (4.3). Jestliže však v j-té
iteraci roste rozdíl mezi νj,d−i−1 a νj,d−i , pak roste i hodnota γj+d−i‖rj+d−i‖2,
a tedy tato úvaha je ekvivalentní té provedené v předchozím odstavci.

Třetí možností, kterou popíšeme a na jejímž základě navrhneme heu-
ristiku pro adaptivní volbu parametru d, je nahrazení hodnot A-normy
chyby v podmínce (4.2) jejich odhadem. Nejjednodušším způsobem můžeme
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Obrázek 4.3: Odhady pro různou hodnotu parametru d; matice bcsstk01

místo ‖x− xj+d‖2
A uvažovat γj+d‖rj+d‖2 a místo ‖x− xj‖2

A odhad νj,d . Tedy
chceme

γj+d‖rj+d‖2

νj,d
≤ H2 , 0 < H � 1 (4.3)

a d budeme zmenšovat, nebo zvětšovat při splnění, či nesplnění podmínky
(4.3), zapsáno algoritmicky

if γj+d‖rj+d‖2 > νj,d ·H2 ,

d := d+ 1

else (4.4)

d := max{d− 1, dmin}
end

kde dmin označuje minimální požadovanou hodnotu parametru d (samo-
zřejmě můžeme volit dmin = 1).

Zde je vhodné si rozmyslet, že tato úvaha má smysl. Je-li v porov-
nání s νj,d hodnota γj+d‖rj+d‖2 “velká”, pak můžeme předpokládat, že A-
norma chyby stagnuje, a je tedy potřeba zvětšovat d. (Neboť víme, že platí
‖x − xj+d‖2

A > γj+d‖rj+d‖2 .) Naopak, jestliže je vzhledem k νj,d hodnota
γj+d‖rj+d‖2 “malá”, pak pravděpodobně klesá i A-norma chyby a stačí menší
hodnota d.
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4.2 Adaptivní volba d

Věnujme se nyní výše popsanému algoritmu pro adaptivní volbu d. Pro-
blémem je volba parametru H. Horní odhad (3.11) jsme sice pro použití
v CG nedoporučili, vidíme však z něj, že rychlost konvergence CG závisí na
podmíněnosti matice κ(A) tak, že dobře podmíněné úlohy konvergují rychle
(obrácená implikace obecně neplatí). Nabízí se tedy využít této informace
při volbě H, abychom zohlednili řešenou úlohu. V úlohách na obrázku (4.4)

Obrázek 4.4: Odhad při adaptivní volbě d; matice bcsstk01,
maticestred(50, 2, 2)

jsme volili H2 = κ(A)−1/2. Tato volba se ukazuje být poměrně spolehlivá.
Na druhou stranu je vykoupena mnohdy zbytečně velkou hodnotou parame-
tru d. Za ideální hodnotu parametru d označíme nejmenší hodnotu, která
pro dané K zajistí splnění (4.2). Přirozeně budeme chtít, aby heuristika
(4.4) reagovala i na požadovanou “citlivost” danou K, a tedy budeme volit
H2 = K2 · κ(A)−1/2. Pak můžeme srovnat adaptivní a ideální hodnotu d,
viz obrázek (4.5). Z něj vidíme, že adaptivní volba d je téměř vždy zbytečně
velká, ale zejména v druhém případě příznivě reaguje na pokles i růst ideální
hodnoty d.

Pro zmenšení hodnoty d musíme zmírnit podmínku (4.3), neboli zvětšit
parametr H. Toho lze dosáhnout mnoha způsoby, my v dalším budeme volit
H̃2 = K2 · κ(A)−1/4. Srovnání použití H a H̃ (při volbě K = 0.4) a cho-
vání heuristiky na několika náhodně vybraných čtvercových SPD maticích
můžeme pozorovat na následujících obrázcích. Na grafu vlevo je vykreslen
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Obrázek 4.5: Srovnání ideální a adaptivní volby d, K = 0.6; matice
bcsstk01, maticestred(50, 2, 2)

odhad pro H̃ a skutečná hodnota ‖x− xj‖A. (Použitím H dostáváme přes-
nější odhad, který ale pro přehlednost nezakreslujeme.) Na pravém grafu
pak můžeme srovnat adaptivní a ideální volbu d. Kromě úlohy nos6 (obrá-
zek (4.11)) na nich použitím H̃ dosahujeme přijatelných výsledků.

4.2.1 Možné modifikace

Před odvozením heuristiky (4.4) jsme navrhli nahrazení hodnot A-normy
chyby v podmínce (4.2) jejich odhady. Pro odvození (4.3) jsme pak využili
nejjednodušší odhad ‖x−xj+d‖2

A, který samozřejmě lze zpřesnit. Uvažováním
přirozeného l, můžeme podmínku (4.3) přepsat

νj+d+l,l

νj,d+l
≤ H2 , 0 < H � 1 . (4.5)

Pro praktické výpočty bude zajímavá volba l ∼ 5− 10 .
Také podobně jako v případě d můžeme v průběhu výpočtu měnit i para-

metr H. Například jestliže odhad daný heuristikou (4.4) často roste (a tedy
jak víme, neaproximuje A-normu chyby přesně), můžeme H zmenšovat.

Využití těchto návrhů ponecháváme k dalšímu studiu.
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Obrázek 4.6: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice 662bus

Obrázek 4.7: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice bcsstk05
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Obrázek 4.8: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice bcsstm02

Obrázek 4.9: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice bcsstm19
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Obrázek 4.10: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice gr3030

Obrázek 4.11: Srovnání ideální a adaptivní volby d; matice nos6
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4.3 Rekonstrukce křivky konvergence

Ve výpočtech nás často zajímá, jak vypadá křivka konvergence (například
počítáme-li více soustav s různou pravou stranou b). Samozřejmě můžeme
dopočítat ‖x̃ − xj‖A , j = 1, 2, . . . pro x̃ vypočtenou aproximaci přesného
řešení x, ale existují i jednodušší postupy:

• protože víme, že A-norma chyby je nerostoucí, volíme v každé iteraci
maximum z následujících odhadů, tedy

a2
j ≡ max

k≥j
{νk,d} ,

nebo

• v j-tém kroku CG přičteme hodnotu γj‖rj‖2 ke všem odhadům v před-
chozích iteracích, pak

b2
j ≡

n∑
i=j

γi‖ri‖2 (= νj,n−j) .

Obrázek 4.12: Rekonstrukce křivky konvergence; matice bcsstk01,
maticestred(50, 2, 2)

Oba postupy nám zřejmě dávají dolní odhad a jejich srovnání můžeme pozo-
rovat na obrázku (4.12). Je vidět, že zatímco aj se v delších úsecích stagnace
A-normy chyby výrazněji liší od křivky konvergence, bj ji aproximuje téměř
přesně. Navíc ve srovnání s časovou a výpočetní náročností CG je tato re-
konstrukce křivky konvergence prakticky zadarmo.
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Závěr

V práci jsme se seznámili s metodou sdružených gradientů, ukázali význam
minimalizace energetické normy chyby a odvodili CG s využitím minimali-
zace kvadratického funkcionálu. Ukázali jsme souvislosti s Lanczosovou me-
todou a teorií ortogonálních polynomů a využili je při odvození odhadu
energetické normy chyby. Přehledovou část jsme zakončili odvozením dal-
ších dolních odhadů energetické normy chyby, jejich srovnáním a uvedením
některých souvislostí.

V experimentální části jsme sice nenalezli odpověď na otázku, jak zajistit
splnění podmínky (3.7), ale uvedli jsme heuristiku, která dosahuje v příkla-
dech zajímavých výsledků. Volba parametru H, resp. H̃, však není teore-
ticky zdůvodněna. Použili jsme pro ni číslo podmíněnosti κ(A), které obecně
v úlohách neznáme, ale jsme ho schopni díky souvislosti CG s Lanczosovou
metodou poměrně přesně aproximovat již během několika iterací CG.

Cílem dalšího studia stále zůstává volba parametru H, další testování
heuristiky (například na mnohodimenzionálních úlohách s předpodmíněním)
a především její navržené modifikace. Pozornost si jistě zaslouží i podobnost
křivky odhadu a součtu reziduí (které jsme označili jako φj).
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Použité matice

Následující funkce generují podle zadaných parametrů diagonální matice
s různě uspořádanými vlastními čísly, n označuje dimenzi matice.

• matice(n, a, b, δ)
λ1 = a, λ̃i = λ̃i−1 + δi, i = 2, . . . , n
λi = a+ (b− a)λ̃i/λ̃n, i = 2, . . . , n

Vlastní čísla leží v intervalu [a, b], jsou soustředěna u b. Pro větší hod-
notu parametru δ jsou rozptýlena více.

• maticestred(n, S, φ)

λi = −((S − i)5 · φ) + S2, i = 1, 2, . . . , n

Vlastní čísla rostou v páté mocnině jejich indexu. V příkladech použí-
vané hodnoty S a φ zajišťují, že matice je SPD.
Pro A = maticestred(50, 2, 2) je κ(A) = 2.5e+ 08 .

• strakos(n, a, b, ρ): viz například [9], kap. 5

λ1 = a, λn = b,
λi = λ1 + i−1

n−1(λn − λ1)ρn−i, i = 2, . . . , n

Vlastní čísla leží v intervalu [a, b] a jsou soustředěna u a. Pro větší
hodnotu parametru ρ jsou rozptýlena více.
Pro obrázek (4.1) jsme volili ρ = 0.99. Vlastní čísla jsou pak rozlo-
žena prakticky rovnoměrně a pokles A-normy chyby je stálý a téměř
lineární.

Zdrojem následujících matic byl MATRIX MARKET,

http://math.nist.gov/MatrixMarket/

• bcsstk01 : n = 48, κ = 1.6e+ 06
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• 662bus : n = 662, κ = 8.3e+ 05

• bcsstk05 : n = 153, κ = 3.5e+ 04

• bcsstm02 : diagonální, n = 66, κ = 8.8

• bcsstm19 : diagonální, n = 817, κ = 2.3e+ 05

• gr3030 : n = 900, κ = 3.8e+ 02

• nos6 : n = 675, κ = 8e+ 06

U diagonálních matic jsme položili A ≡ QLQT , kde Q je ortogonální ma-
tice získaná Matlab QR-rozkladem náhodné čtvercové matice (v Matlabu
QR(randn(n))) a L daná diagonální matice.
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