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Kapitola 1

Úvod do tématu

1.1 Motivačńı př́ıklad

Př́ıklad 1.1.1 Středoškoláci Alois a Bonifác spolu seděli v lavici zrovna,
když se psal test z matematiky. Ani jeden z nich ale látku pořádně neuměl,
a tak od sebe opisovali. Při opravováńı ale bylo zkušenému učiteli vše jasné.
Zavolal si oba hř́ı̌sńıky, každého do jiného pokoje, a jednoho po druhém
se zeptal, kdo opisoval. Pokud se shodnou na jednom, z̊ustane nevinnému
z nich 1 z chováńı, zat́ımco vińık bude okamžitě vyloučen ze školy (řekněme
4 z chováńı – ač se neud́ıĺı, dobře charakterizuje fakt, že je tento čin horš́ı
než dostat z chováńı 3). Pokud oba řeknou, že opisoval ten druhý, dostanou
z chováńı oba 3, a přiznaj́ı-li se oba dva, bude to pro ně polehčuj́ıćı okolnost
a oběma bude udělena 2 z chováńı. Tedy možnosti lze zapsat do matice o
rozměrech 2x2, kde v každém prvku bude po řadě známka z chováńı pro
Aloise a známka pro Bonifáce.

Bonifác udal sebe
Bonifác udal Aloise

Alois udal sebe
2,2
4,1

Alois udal Bonifáce
1,4
3,3

Každý z výtečńık̊u se primárně snaž́ı, aby jako známku dostal co nejnižš́ı
hodnotu, podle toho také vyb́ırá – Alois sloupec a Bonifác řádek. Alois
přemýšĺı, co může ř́ıci Bonifác. Pokud udal Aloise, vyplat́ı se mu, aby na
oplátku udal Bonifáce (3 z chováńı je lepš́ı než vyloučeńı). Pokud však udal
sám sebe, pak je pro Aloise opět výhodněǰśı udat Bonifáce (t́ımpádem může
vyj́ıt s čistým št́ıtem, a to je lepš́ı než 2). Zcela analogicky však uvažuje i
Bonifác, a tak se navzájem udaj́ı. Oba tedy dostanou 3 z chováńı, přitom
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ideálńım rozhodnut́ım by zřejmě bylo, kdyby se oba navzájem kryli, udali
sebe a dostali z chováńı 2.

Hra se nyńı dostala do tzv. Nashovy rovnováhy, kdy žádný hráč nemůže
jednostrannou změnou svého rozhodnut́ı zlepšit svoji situaci. Rovnováha
sice představuje optimálńı řešeńı pro každého z hráč̊u, globálně optimálńım
řešeńım (tzv. Paretovým optimem) ale, jak jsme právě viděli, být nemuśı.

Tento speciálńı př́ıpad tzv. vězňova dilematu je jedńım z př́ıklad̊u prak-
tického využit́ı teorie zkoumané v této bakalářské práci. Samotná práce se
bude zabývat zejména teoretickou stránkou dané problematiky, a to v širš́ım
záběru, občas však bude poukázáno i na možné použit́ı v reálném životě.

Tak tomu bude např. v Kapitole 2, ve které jsou prezentovány výsledky
malého pr̊uzkumu mezi veřejnost́ı ohledně jejich rozhodováńı v opakovaném
vězňově dilematu. Jak ostatně název napov́ıdá, objektem zájmu této práce
budou, narozd́ıl od právě uvedeného př́ıkladu, zejména hry opakované.

1.2 Popis hry

Velké množstv́ı racionálńıch rozhodováńı v běžném životě je možné přirovnat
k hrańı nějakého speciálńıho př́ıpadu námi zkoumané hry, stejně jako by se
pro mnohé př́ıpady hry daly vymyslet problémy, které by právě ony řešily.
Uved’me si proto nyńı naši hru v plné obecnosti, zat́ım alespoň neformálně
(přesný matematický model, byt’ jen pro 2 hráče, je popsán v Kapitole 3).

Popisovaná hra v plné obecnosti umožňuje účast libovolného (konečného)
počtu n hráč̊u. Každý z nich si nejprve sedne na jednu z připravených židĺı
1, ..., n za st̊ul, nad ńımž se vznáš́ı jedna či v́ıce n-dimenzionálńıch matic
(pro 2 hráče maj́ı tvar obdélńıku, pro 3 kvádru atd. – všechny ale maj́ı
stejné rozměry). Každá z nich má jakožto prvky vektory o délce n, kde v i-
té složce nalezne hráč sed́ıćı na i-té židli počet korun (komu se nezamlouvá
hazardńı podtext hry, může mı́sto peněz uvažovat třeba lentilky), které źıská,
bude-li vybrán daný prvek matice. Černá skř́ıňka, umı́stěná uprostřed stolu,
náhodně zvoĺı jednu z matic, se kterou nyńı budou hráči všechna kola hrát.
Podle předem určeného algoritmu prozrad́ı některým hráč̊um, které mati-
ce určeny nebyly, tedy zúž́ı množinu matic, o kterých daný hráč uvažuje,
zpravidla jim však př́ımo neř́ıká, kterou konkrétně vybral. Nyńı je na hráč́ıch,
aby určili prvek matice, podle kterého budou všichni v tomto kole ohodno-
ceni. Vesměs bez přesné znalosti, se kterou matićı se hraje, urč́ı v každém
kole i-tý hráč hodnotu i-té souřadnice, tedy po výběru všech n hráč̊u bude
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vybráno všech n prvk̊u souřadnic a vektor ohodnoceńı hráč̊u bude tedy
jednoznačně určen. Vycháźıme přitom z toho, že se všichni hráči chovaj́ı
maximálně sobecky a vše, co dělaj́ı, dělaj́ı pouze ve snaze źıskat co největš́ı
výhru v pr̊uběhu hry. Nyńı již černá skř́ıňka zná zisky z tohoto kola, nicméně
nikomu je neř́ıká (pouze si je zapamatuje), a t́ım kolo skonč́ı. Přejde se
ke kolu daľśımu, ve kterém matice z̊ustává nezměněna (ač hráč̊um vesměs
neńı známa jej́ı podoba) a hráči, z̊ustávaj́ıćı na svých židĺıch, znovu vyb́ıraj́ı
hodnoty své souřadnice, přičemž ta může být odlǐsná od té, kterou zvolili
v kole předchoźım. Na konci kola se opět vyhodnot́ı vybraný prvek a takto
pokračujeme až do dohodnutého počtu kol (obecně může být i neznámý),
po němž skř́ıňka hráč̊um oznámı́ jejich celkové zisky (či ztráty), načež si
hráči rozděĺı výhry, hra skonč́ı a účastńıci pokračuj́ı v hrańı od začátku.
Po odehráńı určeného počtu her černá skř́ıňka vyhláśı celkovou úspěšnost
jednotlivých hráč̊u, načež ti vezmou své dosud źıskané výhry a rozejdou se.

1.3 Základńı rozděleńı

Naši hru můžeme rozlǐsovat dle několika kritéríı:

1. Podle počtu hráč̊u

• hry se dvěma hráči

• hry s v́ıce hráči

2. Podle zdroje peněz

• hry s nulovým součtem (při vybráńı jakéhokoli prvku je součet
zisk̊u všech hráč̊u vždy 0 – hráči tedy své zisky źıskávaj́ı na úkor
ostatńıch) – např. poker

• hry s nenulovým součtem (někdo nehraj́ıćı ’přispěl do banku’) –
např. Př́ıklad 1.1.1

3. Podle počátečńı informovanosti

• hry s úplnou informaćı (všichni hráči věd́ı, s jakou matićı se hraje)

• hry s neúplnou informaćı

– hry s úplnou informaćı u jednoho či v́ıce hráč̊u

– hry s neúplnou informaćı na všech stranách
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V př́ıpadě her s neúplnou informaćı lze hry dělit také na ty, ve kterých
černá skř́ıňka na začátku některým hráč̊um (pravdivě) řekla, které matice
jistě nevybrala, a ty, ve kterých tak neučinila. Daľśı možné skupiny her jsou
ty, ve kterých je hráč̊um povoleno mezi sebe vyslat signály s nápovědou (ty
již pravdivé být nemuśı), a ty, ve kterých tak činit nesmı́.

Obecný př́ıpad uvedený v sekci 1.2 vypadá bez zavedeného aparátu
značeńı poněkud těžce prostupný, uved’me proto pár jednoduchých př́ıklad̊u
z [1], jak mohou jednotlivé hry vypadat a co předevš́ım na nich budeme
studovat.

1.4 Př́ıklady

Př́ıklad 1.4.1 Dva hráči (nazvěme je Hráč I a Hráč II) hraj́ı opakovaně
hru s nulovým součtem danou maticemi

G1
1 =

(
1 0
0 0

)
, G1

2 =

(
0 0
0 1

)
.

Jednotlivé prvky znač́ı hodnoty, které v př́ıpadě zvoleńı prvku dá Hráč
II Hráči I. Tedy Hráč I se snaž́ı o zvoleńı co možná největš́ıch hodnot, jež
by dostal od Hráče II, který se naopak snaž́ı jeho zisky co možná nejv́ıc
zmenšit. Hodnotu x v prvćıch matic G1

1 a G1
2 tedy budeme chápat jako

výplatńı vektor (x,−x), což budeme pro zkráceńı zápisu mlčky použ́ıvat i
v následuj́ıćım textu.

Černá skř́ıňka (mluvme o ńı prostě jako o Rozhodč́ım) na začátku každé
hry pevně a pro celou hru neměnně zvoĺı, se kterou matićı se bude hrát, a
Hráči I prozrad́ı, která to je. Druhý hráč tuto informaci nemá (v́ı ale, že
j́ı disponuje soupeř), považuje tedy zvoleńı každé z matic za stejně pravdě-
podobné. Následně v každém kole současně a veřejně Hráč I zvoĺı řádek a
Hráč II sloupec, ve kterých se bude hrát. Rozhodč́ı zaznamená jejich zisky
a, anǐz by je zveřejnil, přistouṕı k daľśımu kolu. Hráč I tedy na základě
znalosti matice i tah̊u obou hráč̊u (uvažujeme tzv. zcela pozorovatelnou hru)
v́ı, kolik na konci dostane, tento fakt však neńı znám jeho soupeři. Každá
hra sestává z n kol (předpokládáme n velké), po nichž Rozhodč́ı vyhláśı
výsledky a Hráč II předá výhru Hráči I. Aby byla hra nezávislá na počtu
kol, bude nás obvykle zaj́ımat zejména pr̊uměrný zisk hráč̊u v každém kole,
tedy jejich celková výhra vydělená počtem kol.
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Hráč I tedy má výhodu, že zná matici – jak tohoto faktu ale maximálně
využ́ıt?

Bude-li hrát zcela odhaluj́ıćı strategii a druhý hráč to zjist́ı, bude jeho
pr̊uměrný zisk velmi ńızký, resp. a/n, kde a je počet kol, po kolika tuto
strategii Hráč II prokoukne. Vzhledem k tomu, že nás zaj́ımaj́ı hlavně velmi
dlouhé hry, je v tomto př́ıpadě zisk limn→∞ a/n = 0 (a ∈ N), tedy asympto-
ticky nulový.

Pokud se Hráč I rozhodne ’blafovat’ (např. tvrdit, že hraje zcela odhaluj́ıćı
strategii, zat́ımco ve skutečnosti byla vybrána matice opačná), může si pro
právě prob́ıhaj́ıćı hru zajistit až zisk bĺıž́ıćı se 1, do daľśıch her však ztrat́ı
d̊uvěru soupeře, který mu nadále může a nemuśı věřit, což vyúst́ı v náhodné
vyb́ıráńı sloupc̊u ze strany Hráče II, což je to samé, jako kdyby náhodně
vyb́ıral řádky už Hráč I, a tyto varianty tedy můžeme sloučit.

Daľśı možnost́ı je tedy hrát nic neodhaluj́ıćı strategii, to znamená nedat
najevo svou soukromou informaci a hrát tak, jako kdyby Hráč I nevěděl,
která matice byla zvolena (hrát zcela náhodně si můžeme představit třeba
tak, že si Hráč I před každým tahem hod́ı spravedlivou minćı a vybere řádek
podle toho, která strana padla). Tuto hru tedy můžeme považovat za ekvi-
valentńı hrańı hry s matićı

G1
3 =

(
1/2 0
0 1/2

)
,

která informovanému hráči přináš́ı pr̊uměrný zisk v hodnotě 1/4 bez ohledu
na to, která matice byla na začátku vybrána.

Tedy výhodněǰśı pro Hráče I paradoxně je v̊ubec neodhalit svou znalost
matice (hrát nic neodhaluj́ıćı strategii), což mu při velmi dlouhých hrách
přinese pr̊uměrný zisk 1/4 za kolo oproti 0 při strategii zcela odhaluj́ıćı.

Poznámka 1.4.2 Rád bych na tomto mı́stě upozornil, abychom nezamě-
ňovali termı́ny využ́ıt a odhalit. Zat́ımco využ́ıt svou informaci znamená zvolit
svou strategii podle toho, která matice byla vybrána, odhalit svou znalost
matice znač́ı, že hráčova strategie je jiná, než kdyby počátečńı informaćı
nedisponoval. Tedy v právě rozebraném př́ıkladě Hráč I svou strategii využil
k tomu, aby zvolil nejvhodněǰśı strategii, kterou bylo svou znalost matice
neodhalit – tedy hrát stejně, jako kdyby žádnou výhodu neměl. Vzhledem
k tomu, že nyńı uvažujeme hru, ve které hráči navzájem sleduj́ı své tahy
(tzv. zcela pozorovatelná hra), je každý tah informovaného hráče nějakým
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signálem pro soupeře – tedy i t́ım, že svou informaci neuplatńı, může dát
jisté znameńı druhému hráči o tom, která matice byla vybrána.

Př́ıklad 1.4.3 Uvažujme nyńı zcela stejnou hru, pouze s rozd́ılem v mati-
ćıch, které maj́ı tentokrát tvar

G2
1 =

(
−1 0
0 0

)
, G2

2 =

(
0 0
0 −1

)
.

Opět je to Hráč I, který v́ı, se kterou matićı se hraje. Jenže nyńı je to
on, jenž se snaž́ı minimalizovat zisky Hráče II.

Logickým řešeńım je hrańı zcela odhaluj́ıćı strategie, při které bude hrát
stále spodńı řádek v př́ıpadě G2

1 a stále horńı řádek u G2
2. At’ už Hráč II

zvoĺı jakýkoli sloupec, vždy mu bude vyplaceno 0 korun a Hráč I doćılil
svého nejlepš́ıho výsledku.

Pro srovnáńı, neodhaluj́ıćı strategie vede ke hře s matićı

G2
3 =

(
−1/2 0

0 −1/2

)
,

která Hráči I přináš́ı ztrátu pr̊uměrně 1/4 na kolo.
Toto je tedy př́ıklad hry, ve které je nejvýhodněǰśı hrát zcela ohaluj́ıćı

strategii.

Z uvedených př́ıklad̊u se zdá, že nejvýhodněǰśı strategíı je bud’ svou
znalost matice zcela odhalit, nebo naopak neodhalovat v̊ubec, existuj́ı ale i
př́ıklady, kdy se nejlepš́ı řešeńı nacháźı ’někde mezi’ – tzv. částečně odhaluj́ıćı
(smı́̌sené) strategie:

Př́ıklad 1.4.4 Uvažujme nyńı, že náhoda v každé hře pro naše 2 hráče
vyb́ırá jednu z těchto matic:

G3
1 =

(
4 0 2
4 0 −2

)
, G3

2 =

(
0 4 −2
0 4 2

)
.

Hráč I je opět seznámen s výběrem, Hráč II nikoliv.
Hrańı zcela odhaluj́ıćı strategie, tedy voleńı dominantńıho řádku (horńı

u G3
1 a spodńı u G3

2) vede u velmi dlouhých her k pr̊uměrnému zisku téměř
0, nebot’ Hráč II po odhaleńı strategie (na konci každé hry jsou zveřejněny
výsledky) bude volit prostředńı sloupec u G3

1 a levý v př́ıpadě G3
2.
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Hrańı nic neodhaluj́ıćı strategie prozměnu směřuje k hrańı s matićı

G3
3 =

(
2 2 0
2 2 0

)
,

též s pr̊uměrným ziskem téměř 0.
Existuje ovšem i částečně odhaluj́ıćı strategie, která vede nejen k nenu-

lovým zisk̊um, ale zaručuje při mnohokrát opakovaných velmi dlouhých
hrách Hráči I dokonce zisky v hodnotě alespoň 1:

Nechme Hráče I vyrobit pravidelný čtyřstěn a obarvit jednu z jeho stěn.
Hráč I následně t́ımto tetraedrem na začátku každé hry hod́ı a pod́ıvá se,
která stěna lež́ı vespodu. Je-li to ta obarvená, pak bude ve všech kolech
hry volit spodńı řádek při zvoleńı G3

1, nebo horńı řádek v př́ıpadě G3
2.

Stoj́ı-li tetraedr na neobarvené stěně (to nastane s pravděpodobnost́ı 3/4),
bude Hráč I volit přesně naopak, tedy ve všech kolech horńı řádek u G3

1 a
spodńı u G3

2. At’ už tedy byla vybrána jakákoliv matice, informovaný hráč
s pravděpodobnost́ı 3/4 voĺı po celou hru sv̊uj dominantńı řádek, zat́ımco
’méně výhodnému’ řádku připadá pravděpodobnost 1/4. Použit́ım Bayesovy
věty (viz [7]) zjist́ıme i opačný směr, totiž že pokud Hráč I zahrál horńı řádek,
potom hrajeme s pravděpodobnost́ı 3/4 s matićı G3

1 a symetrickým použit́ım
stejné věty dostaneme obdobné tvrzeńı pro dolńı řádek a G3

2.
Hráč I soupeři svou strategii klidně může prozradit, pouze mu neukazuje,

co padlo na čtyřstěnu. V 1. kole pak oba zjist́ı, zda bude Hráčem I zahráván
po celou hru spodńı nebo horńı řádek.

Řekněme, že bude zahrávat řádek horńı. Pak se matice G3
1 redukuje na

horńı řádek, tedy matici rozměr̊u 1×3 tvaru ( 4 0 2 ) aG3
2 na ( 0 4 −2 ),

přičemž G3
1 byla na začátku vybrána s pravděpodobnost́ı 3/4 a s pravdě-

podobnost́ı 1/4 to byla G3
2. Tedy při mnohokrát opakovaném hrańı této hry

o velmi velkém počtu kol se hra převád́ı na výběr sloupce Hráčem II z matice

3/4 ( 4 0 2 ) + 1/4 ( 0 4 −2 ) = ( 3 1 1 ) ,

která Hráči I dává v každém př́ıpadě zisk bĺıž́ıćı se alespoň 1.
V př́ıpadě, že je v prvńım kole zahrán spodńı řádek, dostaneme se sy-

metrickou úvahou k převodu na matici

1/4 ( 4 0 −2 ) + 3/4 ( 0 4 2 ) = ( 1 3 1 ) ,

která opět zaručuje zisk v limitńı hodnotě minimálně 1.
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Kapitola 2

Vězňovo dilema a malý
pr̊uzkum lidského chováńı

2.1 Vězňovo dilema

Vězňovo dilema je matematická úloha, která zkoumá v̊uli spolupracovat
s kolegou bez toho, abychom věděli, jak bude kooperovat on. Jelikož pro tento
problém nemůže být (alespoň za současných podmı́nek) nalezena optimálńı
strategie, která by zaručovala nejvyšš́ı zisky v reálném životě, je tato pro-
blematika zkoumána nejen matematiky, ale také psychology, programátory
(snaha vyvinout nejúspěšněǰśı algoritmus), biology (vztahy v př́ırodě, vývoj
druh̊u, úspěšnost civilizaćı s jednotlivými měrami spolupráce), politiky (ko-
operace mezi státy, např. ve zbrojeńı), ekonomy, sportovci (podváděńı, např.
doping) a daľśımi.

Problém vězňova dilematu začali jako prvńı zkoumat Merrill Flood a
Melvin Dresher v polovině 20. stolet́ı, v 90. letech pak Albert W. Tucker
problém formalizoval takto:

Policie zadržela 2 podezřelé ze spácháńı vážného trestného činu. Nemá
proti nim však dostatek d̊ukaz̊u – k usvědčeńı potřebuje vždy svědectv́ı druhého
z nich. Oba podezřelé zadržuje v oddělených celách bez možnosti vzájemné
komunikace. Za každým zvlášt’ pak vyšetřovatel přijde a řekne mu, že muśı
oznámit vińıka incidentu – bud’ m̊uže udat kolegu, nebo z̊ustat mlčet (žádná
jiná alternativa se nepřipoušt́ı). V př́ıpadě, že jeden udá druhého a ten
přitom mlč́ı, bude mlč́ıćı usvědčen, p̊ujde na 10 let do vězeńı a druhý podezře-
lý bude propuštěn. Pokud se udaj́ı navzájem, trest si ’rozděĺı’ – každý p̊ujde
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sedět na 5 let. V př́ıpadě, že oba budou mlčet, soud nenashromážd́ı dostatek
d̊ukaz̊u a oba pachatele se podař́ı odsoudit jen na 1 rok za drobněǰśı delikty.
Předpokládáme přitom, že oba podezřeĺı se snaž́ı pouze minimalizovat sv̊uj
trest, bez ohledu na to, jak dopadne druhý. Jak je nejvýhodněǰśı se rozhod-
nout? (doslovně přeloženo z [4])

2.2 Jednokolová hra

V př́ıpadě, že tento problém řeš́ıme pouze ’jednokolově’, tedy obdobně jako
bylo uvedeno v trochu jiném kontextu v Př́ıkladu 1.1.1, je nasnadě, kterak by
si odsouzeńı vybrali. Jelikož je pro ně v každém př́ıpadě (tedy at’ už kolega
bude udávat nebo mlčet) výhodněǰśı udat toho druhého, skonč́ı to t́ım, že
budou oba odsouzeni na 5 let, ač to zjevně neńı globálně nejvýhodněǰśı
řešeńı.

2.3 Vı́cekolová hra

Zaj́ımavěǰśı situace však nastane, pokud hrajeme tuto hru v́ıcekolově, tedy
pokud je zde možnost ’oplatit’ zradu z předchoźıho kola. Z racionálńıho
pohledu je i zde jasné řešeńı: udat kolegu v každém kole. Totiž:

V posledńım kole se kolegu vyplat́ı udat, protože to už nám nemůže
vrátit (viz minulý odstavec). Podobně uvažuje jistě i on, tedy posledńı kolo
skonč́ı zradou z obou stran. Je tedy výhodné zradit už v předposledńım kole,
nebot’ v posledńım se tak jako tak oba udaj́ı. Takto uvažuj́ı oba a postupuj́ı
až k prvńımu kolu, tedy se udaj́ı vždy.

Výzkumy (zejména Roberta Axelroda z 80. let 20. stolet́ı [3]) prováděné
soupeřeńım jednotlivých algoritmů však zjistily, že nejvyšš́ıch zisk̊u (tzn. nej-
kratš́ı úhrnné doby strávené ve vězeńı), dosahovaly programy, které splňovaly
4 podmı́nky, které byly v rozporu s právě uvedeným racionálńım chováńım:

• byly hodné (nebyly prvńı, kdo zradil)

• oplácely zradu (v př́ı̌st́ım kole s velkou pravděpodobnost́ı zradily také)

• dokázaly zapomenout (to zabraňuje, aby se série udáváńı zacyklila)

• nezáviděly (nesnažily se źıskat v́ıc než soupeř)
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V experimentech s lidským chováńım bylo dosahováno výsledk̊u ještě
překvapivěǰśıch a r̊uznoroděǰśıch, rozhodl jsem se proto, že drobný pr̊uzkum
chováńı v rámci bakalářské práce jako zaj́ımavost provedu i já.

2.4 Experiment

Vyrobil jsem jednoduchý program (viz př́ıloha), který se 30-krát zeptal,
jestli chce uživatel se spoluvińıkem spolupracovat, nebo ho udat, přičemž
od druhého kola i připojoval, jak se v minulém kole rozhodl program a
vypsal tresty pro oba podezřelé. Tresty jsem použil stejné jako v popisu
dilematu v sekci 2.1, pouze jsem vyměnil roky za měśıce, aby nebyla většina
uživatel̊u v úhrnu odsouzena v podstatě na doživot́ı. Matice trest̊u (kde
v prvńı složce prvk̊u je trest pro uživatele a ve druhé pro program) tedy
vypadala následovně:

Uživatel spolupracoval
Uživatel nespolupracoval

Program spolupracoval
1,1

0,10

Program nespolupracoval
10,0
5,5.

Algoritmus programu byl prostý:

• v prvńım kole program na 90% spolupracoval,

• pokud v předchoźım kole uživatel nezradil, pak na 90% spolupracoval,

• pokud v předchoźım kole uživatel zradil, potom v tomto kole na 50%
zradil prozměnu program.

Pr̊uzkumu se zúčastnilo celkem 120 lid́ı, kteř́ı odehráli dohromady 155
her. Jejich pr̊uměrné výsledky (pr̊uměr mı́něn aritmetický) v závislosti na
určitých faktorech byly následuj́ıćı (vzhledem k tomu, že byli respondenti
v duchu hry žádáni pouze o minimalizováńı vlastńıch trest̊u, jsou tresty
programu v závorkách uvedeny sṕı̌se informativně):
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Všechny hry
Prvńı hry respondent̊u
Daľśı hry respondent̊u
Uživatel zradil jako prvńı
Program zradil jako prvńı
Uživatel zradil v 1. kole

Počet
155
120
35
80
61
71

Pr̊uměr
67,61 (121,99)
68,25 (123,42)
65,40 (117,11)
70,74 (161,86)
61,69 (68,74)
73,30 (167,66)

Většina respondent̊u hrála nepravidelně (nebo ze 30-ti kol nebylo možné
odhalit jejich strategii), dvě pětiny hráč̊u ale využily jednu ze tř́ı nejpouž́ı-
vaněǰśıch strategíı ve vězňově dilematu:

• holubice – hráč v každém kole spolupracuje bez ohledu na soupeře,

• jestřáb – opak holubice – hráč nikdy nespolupracuje,

• tit for tat – strategie ’oko za oko, zub za zub’ – hráč začne spolupraco-
vat, ale zradu vždy v př́ı̌st́ım kole opětuje, poté se vraćı ke spolupráci.

Poznámka 2.4.1 Holubice a tit for tat jsou strategie, při kterých hráč
nesmı́ ’závidět’ soupeři – až na povolenou zradu v posledńım kole si totiž
nikdy nemůže zajistit dř́ıvěǰśı odchod z vězeńı. To je přesný opak jestřába,
který naopak vždy zajist́ı větš́ı tresty kumpánovi. Jak uvid́ıme v následuj́ıćıch
statistikách, nemuśı to však nic ř́ıkat o tom, kdo dostane menš́ı tresty v po-
rovnáńı mezi sebou.

Daľśı strategie a jejich úspěšnost při vzájemném soupeřeńı jsou poutavě
popsány např. v [5]. Úspěšnost popsaných třech strategíı (s př́ıpadným udá-
ńım v posledńım kole, které, jak jsme viděli v sekci 2.2, v hrách se známým
počtem kol ’nemůže nic zkazit’) byla v naprogramované hře následuj́ıćı:

Holubice
Tit for tat
Jestřáb

Počet
24
17
21

Pr̊uměr
53,08 (30,58)
55,71 (57,47)
73,81 (224,29)

Předpokládejme nyńı, že jsou výsledky hráč̊u v jednotlivých kategoríıch
nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny ř́ıd́ıćı se normálńım rozděleńım
s př́ıslušnou středńı hodnotou a rozptylem, které jsou nezávislé i mezi kate-
goriemi navzájem.
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Výsledky dvou strategíı mezi sebou můžeme porovnávat tzv. dvojvýbě-
rovým t-testem (jeho přesný algoritmus, stejně jako všechny potřebné defi-
nice a tvrzeńı, můžeme naj́ıt např. v [7]): na nějaké hladině α > 0 můžeme
potvrdit hypotézu, že je jedna strategie (jej́ıž výsledky tvoř́ı náhodnou veli-
činu X) úspěšněǰśı než druhá (náhodná veličina Y ). Označme µ1 středńı hod-
notu normálńıho rozděleńı, kterým se ř́ıd́ı výsledky strategie, o ńıž chceme
dokázat, že je lepš́ı (aritmetický pr̊uměr této strategie Xn1 muśı být vyšš́ı
než aritmetický pr̊uměr Y n2), a µ2 středńı hodnotu pro druhou strategii.
Můžeme potom vyslovit nulovou hypotézu H0 : µ1 = µ2 a proti ńı hypotézu
alternativńı H1 : µ1 > µ2. V př́ıpadě, že naměřená data padnou do kri-
tického oboru, jsou v rozporu s hypotézou H0, kterou proto zamı́táme ve
prospěch H1, tedy dokážeme, že µ1 > µ2 na hladině α, tzn. prvńı strategie
je výhodněǰśı s pravděpodobnost́ı alespoň 1− α.

Ř́ıkáme přitom, že data padnou do kritického oboru, pokud

Xn1 − Y n2

S∗X,Y

√
n1+n2

n1n2

≥ t1−α;n1+n2−2,

kde n1, resp. n2 jsou počty měřeńı u 1., resp. 2. strategie, α > 0 pevně
zvolená hladina testu, t1−α;n1+n2−2 kvantil Studentova t-rozděleńı o n1+n2−2
stupńıch volnosti a

S∗X,Y
2 =

1

n1 + n2 − 2

(
(n1 − 1)S2

X + (n2 − 1)S2
Y

)
,

kde S2
X , resp. S2

Y jsou výběrové rozptyly náhodných veličin X, resp. Y .

Takto jsem postupoval při ověřováńı některých hypotéz o lidských volbách
strategíı a jejich výhodnosti. Zde vyb́ırám ty, které mi přǐsly pro naměřená
data ze hry proti výše popsanému algoritmu nejzaj́ımavěǰśı nebo nejpřekva-
pivěǰśı (hladinou testu v souladu s předchoźım textem rozumı́me maximálńı
pravděpodobnost, že nesprávně zamı́tneme nulovou hypotézu – tedy že potvr-
d́ıme něco, co neplat́ı):

• Na hladině 0,1% hráči dosahuj́ı lepš́ıch výsledk̊u, pokud jako prvńı
zrad́ı poč́ıtač, ne oni.

• Na hladině 5% plat́ı, že pokud hráč v prvńım kole zrad́ı, pak dosáhne
horš́ıho celkového výsledku.
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• Na hladině 0,1% lze tvrdit, že hráči nechávaj́ı poč́ıtač odsedět alespoň
o 3 roky deľśı trest (v pr̊uzkumu byli žádáni, aby dbali pouze vlastńıch
zisk̊u).

• Na hladině 5% nelze zamı́tnout hypotézu, že hráč, který celou dobu
udával, odsed́ı stejnou dobu jako hráč preferuj́ıćı přáteľstěǰśı algorit-
mus. Nelze však dokázat ani opak.

• Na hladině 1% lze tvrdit, že hrát tit for tat je ve srovnáńı se souhrnnými
výsledky hráč̊u, kteř́ı se rozhodovali podle jiných kritéríı, výhodné.

• Na hladině 5% bylo potvrzeno, že stálou spolupráćı si hráč ušetř́ı 8
měśıc̊u vězeńı. Ze všech strategíı má holubice v̊ubec nejnižš́ı pr̊uměrný
souhrnný trest, zdá se tedy být proti algoritmu z programu nejvýhod-
něǰśı (sice být nemuśı, ale proti algoritmu, který nemá tendence ’ošku-
bat’ př́ılǐs hodného protivńıka s největš́ı pravděpodobnost́ı i bude).

• Na hladině 5% lze ale potvrdit také hypotézu, že hrańım holubice bude
hráč pykat o 16 měśıc̊u (tedy o v́ıce než polovinu trestu poč́ıtače) déle,
než jeho soupeř.

• Na hladině 5% plat́ı, že pokud hráč praktikuje strategii jestřába, pak
si jeho oponent odsed́ı o celých 143 měśıc̊u, tedy téměř 12 let, v́ıce.

Na závěr kapitoly bych pro zaj́ımavost ještě rád uvedl, že nejlepš́ım
dosaženým výsledkem bylo (dvakrát) 30 měśıc̊u (strategie holubice bez udáńı
v posledńım kole), nejhorš́ım pak měśıc̊u 114.

17



Kapitola 3

Opakované hry dvou hráč̊u
s nulovým součtem

Tato kapitola kromě vlastńı práce využ́ıvá informaćı prezentovaných zejména
v [1], [2] a [4], zaváděńı jednotlivých pojmů potom bylo obvykle činěno
s přihlédnut́ım k [7] a [8].

3.1 Definice základńıch pojmů

Ačkoli bychom na tomto mı́stě mohli popsat hru v plné obecnosti, jako tomu
bylo v sekci 1.2, zadefinujeme pro jednodušš́ı orientaci pouze pojmy, které
budeme v následuj́ıćım textu potřebovat, tedy zcela vynecháme zejména
termı́ny počátečńı nápověda od Rozhodč́ıho a signály mezi hráči.

Základńı pojmy pro opakované hry s nulovým součtem dvou hráč̊u s neú-
plnou informaćı na straně jednoho z nich (Hráče II) tedy definujeme takto:

• Přirozené č́ıslo N – počet her,

• Přirozená č́ısla n1, . . . , nN – počet kol v jednotlivých hrách (budeme-li
poč́ıtat s jedinou hrou, pak jej́ı délku budeme značit n),

• Konečná množina K – množina matic ke hře o rozměrech k1 × k2,

• Konečná množina R – množina pravděpodobnostńıch rozděleńı na K
(p ∈ R je pravděpodobnost zvoleńı jednotlivých prvk̊u K),
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• Konečné množiny Ti – množiny pravděpodobnostńıch rozděleńı na
{1, . . . , ki} , i ∈ {1, 2} (tedy ti ∈ Ti jsou vektory délky ki, jejichž prvky
jsou nezáporné a jejich součet je vždy přesně 1, neboli

∑ki

j=1 ti(j) = 1),

• sm1 – výběr prvku z množiny {1, . . . , k1} podle pravděpodobnostńıho
rozděleńı t1 ∈ T1 – tah Hráče I v kole m

• sm2 – výběr prvku z množiny {1, . . . , k2} podle pravděpodobnostńıho
rozděleńı t2 ∈ T1 – tah Hráče II v kole m

• Konečná množina Si – množina všech tah̊u si, i ∈ {1, 2},

• Množina S = {(s1, s2) | s1 ∈ S1, s2 ∈ S2} – množina možnost́ı, jak
hráči v dané situaci zahraj́ı,

• Množina Σ – množina strategíı σk : R ×K → T1 Hráče I – zobrazeńı
určuj́ıćıch na začátku hry na základě p ∈ R a k ∈ K rozděleńı četnosti
volby jednotlivých řádk̊u během hry (nezálež́ı-li výběr strategie na k,
budeme značit pouze σ),

• Množina Θ – množina strategíı θ : R → T2 Hráče II (Hráč II svou
strategii určuje pouze podle p ∈ R, nebot’ nemá informaci o volbě k),

• Funkce Gk : S → R – výplatńı funkce, která každé dvojici tah̊u s
přǐrad́ı reálné č́ıslo Gk(s), což je zisk, který následně dostane Hráč I
od Hráče II (uvažujeme hry s nulovým součtem).

3.2 Popis hry

Na začátku jsou určena č́ısla N a n1, . . . , nN , pro přesnost výsledk̊u obvykle
velká. Pro každé M = 1, . . . , N je sled akćı následuj́ıćı: Nejprve je náhodně
zvoleno k ∈ K v závislosti na pravděpodobnostńım rozděleńı p ∈ R, načež
pro každé m = 1, . . . , nM hráči podle svých strategíı σk ∈ Σ, resp. θ ∈ Θ
voĺı své tahy smi ∈ Si představuj́ıćı složky sm ∈ S, č́ımž je zvolena výplata
Gk(s

m). Po odehráńı kola nM je vyhlášen pr̊uměrný zisk

GM
k :=

1

nM

nM∑
m=1

Gk(s
m)
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a hodnota M se zvýš́ı o 1. Takto se postupuje pro každé M až do M = N ,
po kterém se vyhláśı pr̊uměrný zisk za všechna kola

G :=
1∑N

M=1 nM

N∑
M=1

nMG
M
k =

1∑N
M=1 nM

N∑
M=1

nM∑
m=1

Gk(s
m),

který se Hráč I po celou dobu snažil maximalizovat a Hráč II minimalizovat.
Vzhledem k tomu, že uvažujeme strategie, podle kterých hráči voĺı kon-

krétńı řádky a sloupce se stejnou pravděpodobnost́ı po celou hru, je pr̊uměrný
zisk za hru stejný, jako pr̊uměrný zisk za jediné kolo. Ten můžeme určit
v závislosti na strategíıch hráč̊u při zvoleńı matice k ∈ K takto:

Gm
k (σk, θ) :=

k1∑
i=1

k2∑
j=1

tσk
1 (i) tθ2(j) Gk(i, j),

kde tσk
1 je pravděpodobnostńı rozděleńı na {1, . . . , k1} určené strategíı σk ∈

Σ, tedy tσk
1 (i) je pravděpodobnost, že Hráč I zvoĺı i-tý řádek (obdobně pro

tθ2). Pro pravděpodobnostńı rozděleńı p je potom pr̊uměrný výplatńı vektor
přes všechny matice k ∈ K

Gp(σ, θ) :=
∑
k∈K

pkG
m
k (σ, θ),

ve kterém je zohledněna i pravděpodobnost výběru té které matice k ∈ K,
nebot’ zisky jednotlivých hráč̊u nejsou u všech matic stejné. Můžeme tuto
hru (uchovávaj́ıćı informaci o K a p) označit Γ(p).

Poznámka 3.2.1 Ač o ńı Hráč II nemá přesnou informaci, je matice k ∈ K
zvolena na začátku hry pevně a z̊ustává neměnná pro všechna kola. Měńı se
až na začátku daľśı hry.

3.3 Určováńı optimálńı strategie

Zaved’me nejprve pojmy zaručeńı a ubráněńı hodnoty:

Definice 3.3.1 Řekneme, že Hráč I může zaručit α, jestliže

∀ε > 0 ∃σ ∈ Σ ∃m0 ∈ N ∀θ ∈ Θ ∀m ≥ m0 Gp(σ, θ) ≥ α− ε.

Hráč II naopak může ubránit α, jestliže

∀ε > 0 ∀σ ∈ Σ ∃θ ∈ Θ ∃m0 ∈ N ∀m ≥ m0 Gp(σ, θ) ≤ α + ε.
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Poznámka 3.3.2 Definice tedy ř́ıká, že Hráč I může zaručit zisk hodnoty
α, pokud pro každé kladné ε dovede zvolit strategii, že od nějakého kola N
do konce hry źıskává pr̊uměrně alespoň α− ε, at’ už Hráč II hraje jakkoli.

Druhá část definice pak ř́ıká, že Hráč II může ubránit ztrátu ’pouze α’,
jestliže pro libovolné kladné ε a libovolnou strategii Hráče I dokáže vymyslet
strategii, že od nějakého kola N již neztráćı pr̊uměrně za kolo v́ıce než α+ε.

Poznámka 3.3.3 Termı́n zisk použ́ıváme v širš́ım slova smyslu – ziskem
mohou být i nekladné hodnoty, tedy ztrátu ztotožňujeme (ostatně jako
v běžném životě) se zápornými zisky.

Definice 3.3.4 Řekneme, že hra Γ(p) má hodnotu v(p), jestliže tuto hod-
notu může Hráč I zaručit a současně Hráč II ubránit.

Funkce G ·(·, ·) je tedy funkce třech proměnných – pravděpodobnostńıho
rozděleńı p na K, strategie Hráče I σ ∈ Σ a strategie Hráče II θ ∈ Θ.

Předpokládáme-li p pevně zvolené na začátku, pak se z Gp(·, ·) stává
funkce dvou proměnných určuj́ıćı śılu strategie jednoho hráče proti strategii
druhého.

Bude-li Hráč I na Gp(·, θ) ale pohĺıžet jako na funkci jedné proměnné,
pak zjist́ı, která strategie je za dané situace nejvýhodněǰśı proti soupeřově
strategii θ. Urč́ı t́ım tedy supσ G

p(σ, θ). Hráč II se ovšem bude snažit svou
ztrátu minimalizovat – svou strategii bude vyb́ırat tak, aby i při nejlepš́ı hře
Hráče I dosáhl

w(p) := inf
θ∈Θ

sup
σ∈Σ

Gp(σ, θ).

Při racionálńım hrańı obou hráč̊u, kdy se staraj́ı pouze o vlastńı zisky (těmto
hrám ř́ıkáme antagonistické – opakem jsou tzv. hry proti př́ırodě, kdy je
soupeř lhostejný ke svým výsledk̊um), se pak w(p) stává největš́ım ziskem
Hráče II, který může ubránit (tzv. horńı hodnota hry).

Zcela analogickou úvahou dojdeme k tomu, že

w(p) := sup
σ∈Σ

inf
θ∈Θ

Gp(σ, θ)

je při racionálńım uvažováńı nejvyšš́ı hodnotou, kterou může zaručit Hráč I
(spodńı hodnota hry). Uvažuj́ı-li oba hráči podle právě popsaného schématu,
potom ř́ıkáme, že se ř́ıd́ı minimaxovým principem. V př́ıpadě her proti př́ıro-
dě, kdy soupeř pouze náhodně ’dělá naschvály’, je obvykle výhodněǰśı jiná
strategie, nicméně vše právě popisované pro ně plat́ı úplně stejně.
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Věta 3.3.5 Pro jakékoli pravděpodobnostńı rozděleńı p plat́ı w(p) ≥ w(p).

D̊ukaz. Z definice suprema a infima v́ıme, že pro všechna σ0 ∈ Σ a θ0 ∈ Θ
plat́ı infθG

p(σ0, θ) ≤ Gp(σ0, θ0) a Gp(σ0, θ0) ≤ supσ G
p(σ, θ0), z čehož nám

plyne
inf
θ
Gp(σ0, θ) ≤ sup

σ
Gp(σ, θ0).

Levá strana nerovnosti nezáviśı na θ, proto plat́ı také

inf
θ
Gp(σ0, θ) ≤ inf

θ
sup
σ
Gp(σ, θ).

V posledńı nerovnosti je pravá strana nezávislá na σ, tedy plat́ı pro všechny
strategie Hráče I, speciálně

sup
σ

inf
θ
Gp(σ, θ) ≤ inf

θ
sup
σ

Gp(σ, θ),

tedy w(p) ≥ w(p), což jsme chtěli dokázat.

Definice 3.3.6 Smı́̌senou optimálńı strategíı nazveme takovou dvojici stra-
tegíı (σ0, θ0), pro kterou plat́ı

sup
σ∈Σ

Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0) ≤ inf
θ∈Θ

Gp(σ0, θ).

Nav́ıc o ńı řekneme, že je čistá, jestliže σ0(i) = 0 pro i ∈ {1, . . . , k1} , i 6= i0,
σ0(i0) = 1 a θ0(j) = 0 pro j ∈ {1, . . . , k2} , j 6= j0, θ0(j0) = 1, neboli pokud
je σ0 vektor délky k1 složený z k1 − 1 nul a jedné jedničky a obdobně θ0

obsahuje k2 − 1 nul a jednu jedničku.
Existuje-li čistá smı́̌sená optimálńı strategie (častěji použ́ıváme zkráceně

čistá optimálńı strategie) (σ0, θ0), pak ř́ıkáme, že má hra v prvku (i0, j0)
sedlový bod.

Poznámka 3.3.7 Definice jinými slovy ř́ıká, že smı́̌sená optimálńı strategie
je jakákoli strategie taková, jej́ıž zisky nemůže ani jeden z hráč̊u vylepšit
ve sv̊uj prospěch jednostrannou změnou své strategie. Je-li tohoto optima
dosaženo t́ım, že hráči voĺı stále stejný prvek, pak o strategii ř́ıkáme, že je
čistá a o tomto prvku mluv́ıme jako o sedlovém bodě.

Optimálńı strategie přitom nemuśı přinášet (a kromě hry s nulovými ma-
ticemi ani nepřináš́ı) potenciálně největš́ı zisky oběma hráč̊um, je to ovšem
nejlepš́ı řešeńı, které nevyžaduje žádnou kooperaci s protihráčem.

Uvažme pro jednoduchost př́ıklad hry s jedinou matićı:
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Př́ıklad 3.3.8 Mladý Dmitrij byl vážně uražen Igorem, a tak ho vyzval
na souboj. Pravidla jsou jednoduchá – oba si stoupnou proti sobě, s jediným
nábojem v pistoli, na určitou vzdálenost od sebe. Zamı́̌ŕı, a když se řekne
pal, maj́ı oba najednou možnost vystřelit. Pokud ani jeden nevystřelil, nebo
se ani jeden netrefil, jdou o krok bĺıž a střelba se opakuje. Takto nastanou
3 kola, ovšem během nich může každý z nich vystřelit jen jedinkrát.

Předpokládejme, že jsou Dmitrij i Igor stejně dobř́ı střelci, na základńı
vzdálenost se tref́ı s pravděpodobnost́ı 20%, o krok bĺıž na 40% a při posled-
ńım pokusu na 50%.

Můžeme do matice zapsat rozd́ıl pravděpodobnosti v procentech, že Igor
zabije Dmitrije, a pravděpodobnosti, že Dmitrij zabije Igora:

G4 =

 0 −12 −20
12 0 10
20 −10 0

 ,

kde řádek určuje, na kolikátém stanovǐsti vystřelil Igor, a sloupec, na ko-
likátém Dmitrij.

Z matice nyńı vid́ıme, že čistou optimálńı strategíı pro Igora je vybrat
vždy druhý řádek, tedy vystřelit po prvńım přibĺıžeńı, nebot’ nejnižš́ı prvek
(0) z něj je vyšš́ı, než jsou nejnižš́ı prvky řádk̊u ostatńıch (−20, resp. −10).
Podobně uvažuje i Dmitrij a vystřeĺı také po 1. kroku, nebot’ prostředńı
sloupec má nejvyšš́ı hodnotu 0. Čistá optimálńı strategie Igora tedy je
(0, 1, 0), stejně jako u Dmitrije.

Ve výsledku tedy oba vystřeĺı na 2. stanovǐsti, což je sedlový bod celé
hry, a jeho prvek (0) je jej́ı hodnota v.

Věta 3.3.9 Z existence sedlového bodu plyne w(p) = w(p).

D̊ukaz. Budiž (σ0, θ0) čistá optimálńı strategie hry s výplatńı funkćıGp(σ, θ).
Potom všechny strategie σ ∈ Σ Hráči I (pokud Hráč II hraje strategii θ)
přinášej́ı zisk v nejlepš́ım př́ıpadě stejný, tedy Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0). Ob-
dobně Hráči II odchylka od optimálńı strategie přináš́ı větš́ı ztráty (tedy
Hráči I větš́ı zisky), tud́ıž Gp(σ0, θ0) ≤ Gp(σ0, θ). Z toho nám vyplývá, že
pro všechny strategie σ ∈ Σ a θ ∈ Θ jest

Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0) ≤ Gp(σ0, θ).

Odtud vyplývá

sup
σ
Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0) ≤ inf

θ
Gp(σ0, θ),
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z čehož s přihlédnut́ım k nerovnostem

inf
θ

sup
σ
Gp(σ, θ) ≤ sup

σ
Gp(σ, θ0),

inf
θ
Gp(σ0, θ) ≤ inf

θ
sup
σ
Gp(σ, θ)

dostáváme

inf
θ

sup
σ
Gp(σ, θ) ≤ Gp(σ0, θ0) ≤ sup

σ
inf
θ
Gp(σ, θ),

tedy w(p) ≤ w(p). Ovšem s ohledem na Větu 3.3.5 muśı platit i opačná
nerovnost, z čehož nám již plyne w(p) = w(p).

Plat́ı ovšem i mnohem silněǰśı tvrzeńı, které ř́ıká, že ve smı́̌sených strate-
gíıch existuje rovnovážný stav pro libovolnou hru 2 hráč̊u s nulovým součtem.
Zformulujme v této chv́ıli (bez d̊ukazu – ten lze nalézt např́ıklad v [6]) tuto
základńı větu celé teorie her:

Věta 3.3.10 (von Neumannova o minimaxu) Pro každou hru dvou
hráč̊u s nulovým součtem o konečném počtu kol existuj́ı strategie σ0 ∈ Σ a
θ0 ∈ Θ vedoućı k výplatě V , že

• pro strategii θ0 ∈ Θ je V nejvyšš́ı zisk, který může Hráč I zaručit,

• pro strategii σ0 ∈ Σ je V nejnižš́ı ztráta, kterou může Hráč II ubránit.

Tvrzeńı 3.3.11 Zvolme pevně p ∈ R, podle p také k ∈ K a označme
ΣC množinu všech čistých strategíı Hráče I (tedy všech vektor̊u délky k1

s (k1 − 1) nulami a jednou jedničkou) a ΘC množinu čistých strategíı Hráče
II ve hře Γ(p). Pokud nyńı plat́ı

inf
θ∈ΘC

sup
σ∈ΣC

Gp(σ, θ) = sup
σ∈ΣC

inf
θ∈ΘC

Gp(σ, θ),

potom v Γ(p) existuje sedlový bod.
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D̊ukaz. Necht’ σ0 ∈ ΣC a θ0 ∈ ΘC jsou takové strategie, pro které plat́ı

inf
θ∈ΘC

Gp(σ0, θ) = sup
σ∈ΣC

inf
θ
Gp(σ, θ),

sup
σ∈ΣC

Gp(σ, θ0) = inf
θ∈ΘC

sup
σ
Gp(σ, θ).

Jejich existence plyne z konečného množstv́ı čistých strategíı (konkrétně jich
je |ΣC | |ΘC | = k1k2. Předpokládáme, že plat́ı rovnost pravých stran v právě
uvedených vzorćıch, proto muśı platit i rovnost levých:

inf
θ∈ΘC

Gp(σ0, θ) = sup
σ∈ΣC

Gp(σ, θ0).

Využijeme-li znalost o supremu, že supσ∈ΣC
Gp(σ, θ0) ≥ Gp(σ0, θ0), dostaneme

inf
θ∈ΘC

Gp(σ0, θ) = sup
σ∈ΣC

Gp(σ, θ0) ≥ Gp(σ0, θ0),

tedy pro všechna θ ∈ ΘC

Gp(σ0, θ) ≥ Gp(σ0, θ0).

Obdobnou úvahou dospějeme také k

Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0)

pro všechna σ ∈ ΣC – tedy pro všechna σ ∈ ΣC a θ ∈ ΘC plat́ı

Gp(σ, θ0) ≤ Gp(σ0, θ0) ≤ Gp(σ0, θ).

Strategie (σ0, θ0) jsou tedy sedlovým bodem funkce Gp(σ, θ).

Tvrzeńı 3.3.12 Maticová hra může mı́t v́ıce sedlových bod̊u (a tedy
čistých optimálńıch strategíı), všechny ale maj́ı stejnou hodnotu.

D̊ukaz. (i) Dokažme nejprve, že hra může mı́t v́ıce sedlových bod̊u:
Uvažme hru s jedinou matićı (oba hráči tedy maj́ı přesné informace o

jej́ım tvaru), a to

G5 =

(
1 −1 3
2 2 1

)
.

Tvrd́ıme nyńı, že prvky (2, 1) i (2, 2) jsou sedlovými body, tedy že jak
(σ1, θ1) := ((0, 1, 0), (1, 0, 0)), tak (σ2, θ2) := ((0, 1, 0), (0, 1, 0)) jsou čisté
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optimálńı strategie. Čistota je zřejmá, nepatrně těžš́ı je dokázat, že jsou
optimálńı. Dokažme optimalitu pouze pro (σ1, θ1), nebot’ pro (σ2, θ2) by se
prováděla zcela analogicky.

Definice 3.3.6 nám ř́ıká, že muśıme ověřit, že pro každou dvojici (q1, q2),
q1, q2 > 0 a q1 + q2 = 1 plat́ı

Gp((q1, q2), θ0) ≤ Gp(σ0, θ0) = 2,

tedy že Hráč I nemůže při stálém voleńı levého sloupce Hráčem II zvýšit
zisky t́ım, že by přerozdělil pravděpodobnost zvoleńı horńıho, resp. spodńıho
řádku. Jeho zisk je při strategíıch (σ0, θ0) roven 2, při strategíıch ((q1, q2), θ0)
pak

1q1 + 2q2 ≤ 2q1 + 2q2 = 2(q1 + q2) = 2,

tedy v nejlepš́ım př́ıpadě stejný.
Obdobně je třeba pro každou trojici (p1, p2, p3), p1, p2, p3 > 0 a p1 + p2 +

p3 = 1 dokázat
Gp(σ0, (p1, p2, p3)) ≤ Gp(σ0, θ0) = 2,

tedy že své zisky nemůže zvýšit ani Hráč II. To již dopoč́ıtáme snadno:

2p1 + 2p2 + 1p3 ≤ 2p1 + 2p2 + 2p3 = 2(p1 + p2 + p3) = 2.

(ii a) Jednoznačnost hodnoty dokažme sporem:
Necht’ existuj́ı dva sedlové body s hodnotami x1 < x2, bez újmy na

obecnosti uvažujme, že každý lež́ı v jiném řádku (pokud by se lǐsily pouze
sloupcem, provedeme d̊ukaz analogicky pro Hráče II). Potom jsou v řádku,
kde lež́ı x2, všechny hodnoty alespoň rovny x2, což je ostře v́ıc, než x1, tedy
přechodem z řádku, na kterém je x1, na řádek s x2 může Hráč I zlepšit svoji
minimaxovou strategii, takže jeho optimálńı strategíı neńı stálé voleńı řádku
s x1, a tud́ıž zde neńı ani sedlový bod, což je spor.

(ii b) Jednoznačnost lze dokázat i př́ımo:
Jestliže existuje sedlový bod s hodnotou v(p), pak tuto hodnotu může

Hráč I zaručit (v každém kole bude od Hráče II dostávat alespoň v(p)) a
současně Hráč II ubránit (nebude Hráči I dávat v́ıce než v(p)). Pak ale
z faktu, že se jedná o hru s nulovým součtem, jednoznačnost hodnoty sedlo-
vého bodu př́ımo plyne.
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Definice 3.3.13 Funkce v́ıce proměnných f je konkávńı na krychli S,
pokud pro každé 2 r̊uzné body x, y ∈ S a každá reálná α, β > 0 splňuj́ıćı
α + β = 1 plat́ı

f(αx+ βy) ≥ αf(x) + βf(y).

Věta 3.3.14 Funkce (proměnné p)

w(p) = inf
θ∈Θ

sup
σ∈Σ

Gp(σ, θ) a w(p) = sup
σ∈Σ

inf
θ∈Θ

Gp(σ, θ)

jsou konkávńı na množině pravděpodobnostńıch rozděleńı na K.

D̊ukaz. Důvod je stejný pro obě funkce, dokažme tedy tvrzeńı jen pro w.
Budiž E konečná množina index̊u, {pe}e∈E množina pravděpodobnostńıch

rozděleńı naK a α := (αe ∈ [0, 1])e∈E vektor délky |E| splňuj́ıćı
∑

e∈E αepe =
p. Abychom dokázali konkávitu w(p), muśıme ukázat, že

w

(∑
e∈E

αepe

)
≥
∑
e∈E

αew(pe).

Pro tento účel si zahrajeme 2 podobné hry. V obou je nejprve (podle
rozděleńı pravděpodobnosti α) zvolen index e ∈ E, v jedné je však Hráči
II výsledek tohoto výběru oznámen, zat́ımco ve druhé nikoli (Hráč I ho v́ı
pokaždé). V obou verźıch je již pak standardně zvolena matice k ∈ K podle
pravděpodobnostńıho rozděleńı pe a hráči zvoĺı své strategie σk ∈ Σ, resp.
θ ∈ Θ, které vedou k celkové výplatě Gn

k(σk, θ), kde n je délka hry. At’ už
ale Hráči II zvoleńı e oznámeno bylo nebo ne, o výběru k informován neńı
ani v jednom př́ıpadě.

Uvažujme nyńı hru, ve které je Hráč II informován o e. Pak se jedná o
hru Γ(pe), tedy budeme-li uvažovat i pravděpodobnost zvoleńı jednotlivých
prvk̊u e ∈ E, je nejhorš́ı př́ıpad, který může pro Hráče II nastat, roven∑

e∈E

αe inf
θ∈Θ

sup
σ∈Σ

Gpe(σ, θ) =
∑
e∈E

αew(pe).

To je pro Hráče II jistě lepš́ı př́ıpad (tedy menš́ı hodnota) než v př́ıpadě,
že o e informován neńı, nebot’ potom nemůže optimalizovat strategii př́ımo
podle pravděpodobnostńıho rozděleńı pe, podle kterého se vyb́ırá matice k.
Hráči I je jedno, zda zná výběr e nebo ne, nebot’ má v každém tahu konkrétńı
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informaci př́ımo o hodnotě k – i kdyby tedy hrál, jako by e neznal, tak je
hra ekvivalentńı s Γ

(∑
e∈E αepe

)
, pro jejiž nejhorš́ı př́ıpad plat́ı

inf
θ∈Θ

sup
σ∈Σ

G
∑

e∈E αepe(σ, θ) = w

(∑
e∈E

αepe

)
= w(p) ≥

∑
e∈E

αew(pe).

Důsledek 3.3.15 Pokud ve hře Γ(p) může Hráč I zaručit f(p), potom
může zaručit i Cav(f(p)), kde Cav(f) je konkávńı funkce, pro niž plat́ı,
že Cav(f(p)) ≥ f(p) pro všechna rozděleńı pravděpodobnosti p na K a
současně neńı v žádném bodě větš́ı než jakákoli funkce, která by to splňovala
také.

Tvrzeńı 3.3.16 Budiž f funkce proměnné p. Potom konkávńı funkce, pro
niž plat́ı, že Cav(f(p)) ≥ f(p) pro všechna rozděleńı pravděpodobnosti p
na K a současně neńı v žádném bodě větš́ı než jakákoli funkce, která by to
splňovala také, existuje.

D̊ukaz. Výplatńı matice uvažujeme konečné, tedy Hráč I za kolo nikdy nemů-
že zaručit v́ıc, než je maximálńı prvek (označme ho Gmax). Potom fmax ≡
Gmax je konkávńı majoranta funkce f(p), a množina všech konkávńıch ma-
jorant funkce f (označme ji KM) tedy neńı prázdná. Potom

Cav(f(p)) := inf
fKM∈KM

fKM .

Zbývá ještě dokázat, že je Cav(f) konkávńı – tedy v souladu s Definićı 3.3.13
ukázat, že pro všechna p1, p2 ∈ R a všechna α, β > 0 splňuj́ıćı α + β = 1
plat́ı

Cav (f (αp1 + βp2)) = α Cav(f(p1)) + β Cav(f(p2)).

To plyne z konkávity funkćı fKM a vlastnost́ı infima:

Cav (f (αp1 + βp2)) = inf
fKM∈KM

fKM (αp1 + βp2) ≥

≥ inf
fKM∈KM

(αfKM(p1) + βfKM(p2)) ≥

≥ inf
fKM∈KM

αfKM(p1) + inf
fKM∈KM

βfKM(p2) =

= α inf
fKM∈KM

fKM(p1) + β inf
fKM∈KM

fKM(p2) =

= α Cav(f(p1)) + β Cav(f(p2)).
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Poznámka 3.3.17 V př́ıpadě, že Hráč I nevyuž́ıvá svoji počátečńı výhodu
(jeho strategie je stejná, at’ už byla vybrána jakákoli matice), je množina jeho
tah̊u pro každé kolo n

B =
{
x1 ∈ S|K|1 | ∀k, k′ ∈ K : x1,k = x1,k′

}
,

tedy množina |K|-tic stejných prvk̊u. Potom ale během hry ani neńı potřeba
znát, která matice k byla na začátku vybrána, ba naopak loterie může
proběhnout až na konci celé hry pouze z d̊uvodu určeńı zisk̊u obou hráč̊u.

3.4 Návrat k úvodńım př́ıklad̊um

Definice 3.5.1 Pro p pravděpodobnostńı rozděleńı na K definujme hru bez
znalosti (označme ji Γ1(p)) jako hru s nulovým součtem pro 2 hráče hranou
s matićı

G(p) =
∑
k∈K

pkk,

kde k jsou jednotlivé matice z K. Jako v1(p) označ́ıme hodnotu této hry bez
znalosti Γ1(p).

Tvrzeńı 3.5.2 Hráč I může zaručit v1(p) ve hře Γ(p) t́ım, že bude hrát
optimálńı strategii v př́ıslušné hře Γ1(p).

D̊ukaz. Hra Γ1(p) neńı nic jiného než Γ(p), při které Hráči I nebylo sděleno,
s jakou matićı se hraje. Bude-li tedy hrát stejně, jako kdyby tuto informaci
neměl, bude tak muset hrát i Hráč II. Hra je pak tedy zcela ekvivalentńı
Γ1(p), v ńıž hrańım optimálńı strategie (ta existuje z von Neumannovy Věty
o minimaxu 3.3.10) Hráč I dosáhne v1(p).

Tvrzeńı 3.5.3 Hráč I takto může zaručit i Cav(v1(p)).

D̊ukaz. Plyne z Tvrzeńı 3.5.2 a Důsledku 3.3.15.

Poznámka 3.5.4 Bez d̊ukazu uved’me, že všechna tato tvrzeńı maj́ı i
duálńı zněńı pro situaci, kdy je informovaným hráčem Hráč II, zat́ımco
Hráč I informaci o výběru k neźıská. Rozd́ıl ve zněńı tvrzeńı pak bude ale
předevš́ım ten, že Hráč II d́ıky své informovanosti může zaručit V ex(v1(p)),
což je ’nejmenš́ı konvexńı funkce větš́ı než v1’ (analogie Důsledku 3.3.15).
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Tato nesymetrie je dána t́ım, že i když změńıme informovaného hráče, bude
se Hráč II stále snažit hodnotu výplaty minimalizovat.

Důsledek 3.5.5 V př́ıpadě, že ani jeden z hráč̊u neńı informován o výběru
k, může Hráč I zaručit zisk v1(p) a současně tuto ztrátu může Hráč II ubránit.
Je to tedy hodnota hry s neúplnou informaćı na obou stranách. V př́ıpadě, že
je Hráč I informován o výběru matice, pak může využit́ım své znalosti zaručit
i Cav(v1(p)) (t́ım neř́ıkáme, že by nemohl zaručit i v́ıc), je-li informovaným
hráčem Hráč II, pak lze zaručit prozměnu V ex(v1(p)).

Př́ıklad 1.4.1 (pokračováńı) Označme p pravděpodobnost, se kterou
bude zvolena matice G1

1. Pravděpodobnost zvoleńı G1
2 pak bude (1 − p).

Potom

G(p) =
∑
k∈K

pkk = p

(
1 0
0 0

)
+ (1− p)

(
0 0
0 1

)
=

(
p 0
0 1− p

)
.

Uved’me bez výpočtu (př́ıpadńı zájemci si mohou ověřit v [1]), že hodnota
hry je

v1(p) = p(1− p).

T́ım jsme tedy mimo jiné ověřili, že pro p = 1/2 může Hráč I zaručit
Cav(v1(1/2)) = 1/4, což bylo nast́ıněno již v úvodu.

Graf pr̊uběhu hodnoty hry v závislosti na p a hodnotu, kterou může Hráč
I zaručit (v tomto př́ıpadě je v1(p) konkávńı, a tak se nelǐśı), můžeme vidět
na následuj́ıćım grafu:

Př́ıklad 1.4.3 (pokračováńı) Označme opět p pravděpodobnost, se kte-
rou bude zvolena matice G2

1 a (1− p) pravděpodobnost zvoleńı G2
2. Potom

G(p) =
∑
k∈K

pkk = p

(
−1 0
0 0

)
+ (1− p)

(
0 0
0 −1

)
=

(
−p 0
0 −(1− p)

)
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a dle [1]
v1(p) = −p(1− p).

Nyńı využijeme Tvrzeńı 3.5.3 ze kterého v́ıme, že pokud může Hráč I za-
ručit v1(p), může při využit́ı své znalosti zvolené matice zaručit i Cav(v1(p)),
tedy výběrem nulových řádk̊u zamezit jakýmkoli zisk̊um soupeře (pak plat́ı
Cav(v1(p)) ≡ 0). Obě funkce vypadaj́ı následovně:

Př́ıklad 1.4.4 (pokračováńı) V tomto př́ıkladě plat́ı:

G(p) = p

(
4 0 2
4 0 −2

)
+ (1− p)

(
0 4 −2
0 4 2

)
=

(
4p 4− 4p 4p− 2
4p 4− 4p 2− 4p

)
,

v1(p) =


4p, p ∈ [0, 1/4],

2− 4p, p ∈ [1/4, 1/2],
4p− 2, p ∈ [1/2, 3/4],
4− 4p, p ∈ [3/4, 1],

Cav(v1(p)) =

 4p, p ∈ [0, 1/4],
1, p ∈ [1/4, 3/4],

4− 4p, p ∈ [3/4, 1].

Grafy funkćı v1(p) a Cav(v1(p)) tedy vypadaj́ı takto:
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Pro p = 1/2 tedy vid́ıme, že při správně zvolené strategii plynoućı
z povědomı́ o pravé matici může Hráč I opravdu zaručit i pr̊uměrný výdělek
Cav(v1(1/2)) = 1. Optimálńı strategie (graf funkce v(p)) pro hru s nevyuž́ı-
váńım znalosti matice, při které se nabývá hodnota 1 pouze pro p = 1/4 a
p = 3/4, přitom ale při p = 1/2 nezaručuje zisky žádné, tedy závěr, že lze
zaručit zisk 1, je poměrně netriviálńı výsledek.
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http://maly.blog.sme.sk/c/64463/Vezeni-se-meni.html

[6] Goodrich M.A.: Proof of the Minimax Theorem, 6-8
http://students.cs.byu.edu/c̃s670ta/MinimaxTheoremProof.pdf
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