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Kapitola 1

Náhodné množiny

Tato práce pojednává o náhodných množinách a jejich středních hodnotách.
Abychom získali pro začátek nějakou představu, srovnáme náhodnou mno-
žinu s náhodnou veličinou. Oba tyto objekty jsou nějaké zobrazení z prav-
děpodobnostního prostoru do prostoru možných hodnot, které je navíc mě-
řitelné vzhledem k σ-algebře na tomto prostoru. Jejich odlišnost spočívá
v tom, že náhodná veličina nabývá hodnot pouze mezi reálnými čísly, kdežto
náhodná množina má hodnoty mezi podmnožinami nějakého prostoru E. Se-
tkáme se také s dalšími odlišnostmi. Tu hlavní představuje nelinearita pro-
storu podmnožin prostoru E, a tedy nemožnost definovat střední hodnotu
přirozeným způsobem. Kromě toho musíme pro náhodnou množinu vhodně
definovat měřitelnost.
Jako příklad pro konkrétnější představu může sloužit náhodná množina,

která nabývá hodnoty kruh s pravděpodobností 12 a hodnoty čtverec s prav-
děpodobností 12 . Můžeme se však setkat i s náhodnou množinou, která na-
bývá nekonečně mnoha hodnot – například kruh, jenž má náhodný poloměr,
nebo i s deterministickou náhodnou množinou, která se s pravděpodobností
jedna rovná jediné množině.
Teorie náhodných množin má poměrně krátkou historii a souvisí s roz-

vojem technických možností zpracování dat, jejich množstvím, novými typy
vstupů pro počítače, kterými již nemusí být jednotlivá čísla, ale například
obrazy, v jejichž analýze našla tato teorie hlavní uplatnění. Lze využít na-
příklad pro rozpoznání tvaru buňky v lékařských obrazech nebo nalezení
zlomových čar z dat ze zemětřesení [2, str. 291].
Matematicky přesnou definici náhodné množiny položil G. Matheron

v knize [3] roku 1975, teorie se však rozvíjí až do současnosti – v této práci se
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nejvíce opíráme o knihu [4] od I. Molchanova z roku 2005, ale také například
o článek [2] z roku 2010, kde autoři zavádí novou definici střední hodnoty.
V této práci čerpáme převážně z knihy [4] – kapitola 1 – „Random Clo-

sed Sets and Capacity Functionalsÿ a kapitola 2 – „Expectations of Random
Setsÿ. Odtud je také převzato značení a většina faktů a definic. Pokud ci-
tujeme jiný text nebo odkazujeme čtenáře na nějaké místo v knize [4], je to
v textu příslušně vyznačeno.

Vyjdeme nyní z definice náhodné veličiny. Mějme pravděpodobnostní
prostor (Ω,A,P) . (Reálná) náhodná veličina je měřitelné zobrazení

X : (Ω,A,P) −→ (R,B(R),PX) ,

kde PX je pravděpodobnostní míra indukovaná mírou P a platí PX(B) =
P(X ∈ B).Měřitelnost pro náhodnou veličinu znamená, že X−1(B) ∈ A pro
každou B ∈ B(R).
Náhodná množina obecně nenabývá hodnot pouze v R, ale v prostoru

podmnožin prostoru E, za který volíme lokálně kompaktní Hausdorffův to-
pologický prostor se spočetnou bází otevřených množin (LCHS prostor). Pří-
kladem prostoru E je Rn. Na podmnožinách tohoto prostoru bychom chtěli
definovat σ-algebru, což poté povede k definici měřitelnosti. Než uvedeme
definici náhodné množiny, chtěli bychom říci, že tato práce, ani knihy, ze
kterých jsme čerpali, nestudují náhodné množiny v úplné obecnosti. Již na
začátku se omezíme na uzavřené náhodné množiny, později na kompaktní.
Co se týče prostoru E, budeme uvádět definice obecně, avšak u příkladů se
omezíme na prostor Rn.
Nechť F značí rodinu uzavřených podmnožin prostoru E, K značí ro-

dinu všech kompaktních podmnožin prostoru E a A značí σ-algebru na Ω.
Uvažujme pravděpodobnostní prostor (Ω,A,P), který budeme v dalším po-
užívat.

Definice 1.1. (Náhodná uzavřená množina).
Zobrazení X : Ω −→ F se nazývá náhodná uzavřená množina, pokud pro
každou kompaktní množinu K ∈ K platí

{ω : X(ω) ∩K ̸= ∅} ∈ A.

První část definice představuje analogii k definici náhodné veličiny s tím
rozdílem, že hodnoty, kterých se nabývá, nejsou reálná čísla, ale uzavřené
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množiny. Věnujme se nyní části týkající se měřitelnosti. Na prostoru F za-
vedeme σ-algebru B(F)1 generovanou množinami

FK = {F ∈ F : F ∩K ̸= ∅} pro všechnaK ∈ K.2

Pak tedy náhodná množina je měřitelné zobrazeníX : (Ω,A,P) −→ (F ,B(F))
a definici 1.1 můžeme přeformulovat následujícím způsobem.

Definice 1.1.
′
(Náhodná uzavřená množina).

Zobrazení X : Ω −→ F se nazývá náhodná uzavřená množina, pokud X je
měřitelné vzhledem k Effrosově σ-algebře B(F), to jest

X−1(X ) = {ω : X(ω) ∈ X} ∈ A pro každou X ∈ B(F).

Způsob definování σ-algebry na F má praktické opodstatnění a je ob-
zvláště užitečný pro další práci s náhodnými množinami. Zajišťuje pře-
devším, že některé funkce náhodných množin se stanou náhodnými veli-
činami. Uvažujme například náhodnou uzavřenou množinu X v prostoru
E = Rn. Pak norma ∥X∥ = sup{∥x∥ : x ∈ X} je náhodná veličina. Jev
X = {∥X∥ > t} znamená, že X zasáhne otevřenou množinu G, která je
doplňkem uzavřené koule Bt(0) se středem v počátku a poloměrem t. Pro
otevřenou množinu G můžeme sestrojit posloupnost kompaktních množin
{Kn, n ≥ 1} takových, že Kn ↑ G. Potom

X = {F ∈ F : F ∩G ̸= ∅} =
∪
n

FKn ∈ B(F).

Jelikož X je náhodná množina, platí podle definice 1.1.
′
, že X−1(X ) ∈ A.

Tím je ověřena měřitelnost množin {∥X∥ > t} pro t ∈ R vzhledem k A.
Z toho již plyne, že norma X je náhodná veličina, protože intervaly (t,∞)
generují na R borelovskou σ-algebru.

Definice 1.2. (Náhodná kompaktní množina)
Náhodná uzavřená množina X se skoro jistě kompaktními hodnotami se
nazývá náhodná kompaktní množina.

Pro úplnost uvedeme ještě definici rozdělení, které náhodná množina
indukuje.

1B(F) se nazývá Effrosova σ-algebra.
2Pro každou množinu FK je K zvoleno pevně.
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Definice 1.3. (Rozdělení náhodné uzavřené množiny X).
Rozdělení náhodné uzavřené množiny X je pravděpodobnostní míraPX(X ) =
P (X ∈ X ) pro všechna X ∈ B(F).

Zvolíme-li za X množiny FK , které generují borelovskou σ-algebruB(F),
pak PX(FK) = P(X ∩K ̸= ∅). Tyto pravděpodobnosti vystupují v definici
funkcionálu kapacity. Rozdělení náhodné uzavřené množiny je jimi jedno-
značně určeno.3

Definice 1.4. (Funkcionál kapacity).
Funkcionál TX : K −→ [0, 1] definovaný jako

TX(K) = P(X ∩K ̸= ∅), K ∈ K,

se nazývá funkcionál kapacity X.

Ukážeme, že náhodná veličina definuje jednobodovou náhodnou množinu.
Nechť ξ je náhodná veličina, tedy měřitelné zobrazení ξ : (Ω,A,P) → R.
Ověříme podmínky z definice 1.1 pro X = {ξ}. Zvolíme pevně kompaktní
množinu K ⊆ R. Potom

{ω : X ∩K ̸= ∅} = {ω : {ξ} ∩K ̸= ∅} = ξ−1 (K) ∈ A.

Hlavní problém, na který narážíme u náhodné množiny, se týká její
střední hodnoty, která nemá žádnou přirozenou definici. Střední hodnota
náhodné veličiny je definována jako

∫
ΩX(ω) dP(ω). Zde se liší množina od

veličiny v tom, že rodina uzavřených, ani kompaktních množin netvoří li-
neární prostor, a tak není možné jednoznačně definovat střední hodnotu
tak, jak je tomu u náhodné veličiny, aby měla požadované vlastnosti. Záleží
na tom, které vlastnosti náhodné množiny chceme „průměrovatÿ a podle
toho počítáme střední hodnotu. Jako ilustraci lze použít příklad náhodné
množiny, která nabývá hodnoty kočka, nebo pes. Jelikož nechceme uznat
jako střední hodnotu výsledek kočkopes, musíme si vybrat některé vlast-
nosti těchto dvou zvířat, z těch spočítat střední hodnotu, a potom zpětně
hledat zvíře, jež by nejlépe splňovalo nalezené průměrné vlastnosti. Tento
postup je poměrně typický a ještě ho vyložíme obecněji dále v podkapitole
2.1. Setkáme se s tím, že existuje mnoho definic střední hodnoty a ty často
dávají různé výsledky, což ukážeme na různých příkladech v kapitole 3.

3Tvrzení plyne z Choquetovy věty, jejíž důkaz lze najít v [3, str. 30].
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Kapitola 2

Střední hodnoty náhodných
množin

Naším cílem je definovat střední hodnotu náhodné množiny. Chtěli bychom
ji počítat podobně jako například střední hodnotu náhodné veličiny. Avšak
z důvodů povahy náhodné množiny, musíme slevit z požadavku jediné ideální
definice a smířit se s množstvím různých pohledů, které se liší jak přístu-
pem, tak výsledky. Při volbě mezi nimi v určité míře záleží i na našem sub-
jektivním názoru, který přístup zvolíme, podle toho, jakou vlastnost mno-
žiny chceme vystihnout. Řídíme se přitom zkušeností a obecnou představou
o tom, jaké vlastnosti by měla střední hodnota mít.
V této kapitole uvádíme hlavní přístupy k definici střední hodnoty ná-

hodné množiny, v kapitole 3 se již věnujeme jejich porovnání na konkrétních
příkladech. Chtěli bychom ještě upřesnit, že zde uvedené definice jsou vy-
brané jako ty nejdůležitější. V knize [4, kapitola 2] lze najít i další.
V Banachově prostoru, což je úplný normovaný lineární prostor, můžeme

definovat střední hodnotu pomocí Bochnerova integrálu. Prostor F uzavře-
ných podmnožin prostoru E (ani prostorK kompaktních podmnožin E) však
není lineární. Pokud uvažujeme Minkowského součet (viz dodatek 5.2) jako
přirozenou definici součtu dvou množin, tak pro kompaktní množinu K na-
příklad není obecně splněn vztah K ⊕ K = 2K. Vezměme dvoubodovou
kompaktní množinu K = {0, 1}. Minkowského součet K ⊕ K je množina
{0, 1, 2}, kdežto 2K = {0, 2}. Po střední hodnotě však požadujeme, aby li-
neární byla. A tak se setkáváme s problémem, který se u náhodných veličin
nevyskytl – co to vlastně střední hodnota pro náhodnou uzavřenou mno-
žinu je a jak ji definovat. Jako ilustrace poslouží příklad náhodné množiny
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rovnající se [0, 1], nebo {0, 1}. Není zřejmé, jak střední hodnotu takové ná-
hodné množiny spočítat. V obecných případech použijeme reprezentaci po-
mocí multifunkce (Aumannova střední hodnota), nebo linearizaci prostoru F
– podkapitoly 2.1, 2.4, 2.5. Ve speciálních případech, kdy náhodná množina
X nabývá konečného počtu hodnot, použijeme velice intuitivní Debreuovu
střední hodnotu, tedy vážený průměr hodnot X. Pokud je náhodná množina
hausdorffovsky aproximovatelná, spočítáme její střední hodnotu jako limitu
středních hodnot jednoduchých náhodných množin (viz definice 2.5). V me-
trických prostorech lze počítat také Fréchetovu a Hererovu střední hodnotu.
Uvedeme nyní seznam základních „rozumnýchÿ vlastností, které by měla

střední hodnota EX náhodné uzavřené množiny X mít.

(1) Pokud X je deterministická, pak EX = X.
(2) Pokud K ⊂ X s.j., kde K je deterministická, pak K ⊂ EX.
(3) Pokud X ⊂ W s.j., kde W je deterministická, pak EX ⊂ W.
(4) Pokud X ⊂ Y s.j., kde Y je náhodná uzavřená množina,

pak EX ⊂ EY.
(5) Pokud X = {ξ} je náhodný bod, pak EX = {Eξ}.
(6) Pokud X = {ξ1, . . . , ξn}, pak EX = {Eξ1, . . . ,Eξn}.

Pokud E je normovaný lineární prostor, pak lze požadovat i následující vlast-
nosti:

(7) E(X + x) = EX + x pro všechna x ∈ E.
(8) E(cX) = cEX pro každé c ∈ R.
(9) Pokud X = Bµ(ξ) je koule náhodného poloměru µ a středu ξ,

pak EX = BEµ(Eξ).
(10) Pokud X = co(ξ1, . . . , ξn) je konvexní obal konečného počtu

náhodných prvků, pak EX = co(Eξ1, . . . ,Eξn).

2.1 Linearizace

Problémem při definování střední hodnoty je nelinearita prostoru F . Proto
se používá metoda zobrazení z F do lineárního prostoru, kde umíme střední
hodnotu spočítat, a poté hledání vzoru zpět v prostoru F .
Zvolíme Banachův prostor Y a zobrazení F → Y, které náhodné uzavřené

množině X přiřadí náhodný element ξX z prostoru Y. V Banachově prostoru
již dokážeme střední hodnotu spočítat a poté zpětně nalezneme její vzor
v prostoru F . Pokud platí EξX = ξF pro nějakou množinu F ∈ F , pak
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F nazveme střední hodnotou X. Obecně však rovnost nemusí nastat pro
žádné F ∈ F , a tak se snažíme najít takovou uzavřenou množinu F , pro
kterou by ξF byla EξX „nejblížeÿ. Zvolíme proto na Y (pseudo)metriku
� a střední hodnotu X určíme z rovnice EX = argminF∈Z � (EξX , ξF ) .
Z důvodu obtížnosti výpočtu pro všechny uzavřené množiny se minimalizace
provádí jen pro F ∈ Z, kde Z je zvolená podmnožina F .

2.2 Selekční (Aumannova) střední hodnota

Podle [4, str. 145] představuje selekční střední hodnota nejlépe prozkoumaný
přístup ke střední hodnotě náhodných uzavřených množin. Uvedeme nejprve
několik souvisejících definic, přičemž v celé této části se předpokládá, že
E je separabilní Banachův prostor. Symbol Lp = Lp(Ω,E) značí prostor
náhodných prvků s hodnotami v E takových, že Lp-norma

∥ξ∥p = (E ∥ξ∥p)1/p pro p ∈ [1,∞) ,

nebo
∥ξ∥∞ = E ess sup

ω∈Ω
ξ(ω) pro p =∞,

je konečná.

Definice 2.1. (Měřitelná selekce).
Náhodný prvek ξ s hodnotami v E se nazývá (měřitelná) selekce X, pokud
ξ(ω) ∈ X(ω) pro skoro všechna ω ∈ Ω. Rodina všech selekcí X se značí
S(X).
Definice 2.2. (p-integrovatelná selekce).
Pokud X je náhodná uzavřená množina v E, pak Sp(X), 1 ≤ p ≤ ∞, značí
rodinu všech selekcí X z Lp, takže

Sp(X) = S(X) ∩ Lp,

kde S(X) značí rodinu všech (měřitelných) selekcí X. Speciálně S1(X) je
rodina integrovatelných selekcí.

Definice 2.3. (Integrovatelná náhodná množina).
(i) Náhodná uzavřená množina X má omezený integrál, pokud

∥X∥ = sup {∥x∥ : x ∈ X}

má konečnou střední hodnotu.
(ii) Náhodná uzavřená množina se nazývá integrovatelná, pokud S1(X) ̸= ∅.

11



Definice 2.4. (Selekční (Aumannova) střední hodnota).
Selekční střední hodnota X je uzávěr množiny středních hodnot všech inte-
grovatelných selekcí, to jest

EAX = cl
{
Eξ : ξ ∈ S1(X)

}
.

Pro náhodnou uzavřenou množinu X s omezeným integrálem platí, že
{Eξ : ξ ∈ S1(X)} je uzavřená množina, pokud E je konečně rozměrný pro-
stor [4, str. 158]. V Rn tedy platí

EAX = {Eξ : ξ ∈ S1(X)}.

Charakteristikou selekční střední hodnoty je, že závisí na struktuře pravdě-
podobnostního prostoru, a že nezachovává konvexitu – pokud pravděpodob-
nostní prostor není atomický, vychází střední hodnota vždy konvexní (viz
příklad 3.1) a rovná se střední hodnotě z konvexního obalu X. To vystihuje
následující věta.

Věta 2.1. Nechť E = Rn. Pokud pravděpodobnostní prostor (Ω,A,P) neob-
sahuje žádné atomy a X je náhodná kompaktní množina s omezeným inte-
grálem, pak EAX je konvexní, EAX = EA co(X).1

Uvažujme nyní E = Rn. Selekční střední hodnotu náhodné uzavřené
konvexní množiny můžeme alternativně definovat pomocí opěrné funkce

h(X, u) = sup{⟨u, x⟩ : x ∈ X},

kde u ∈ Sn−1 = {u ∈ Rn : ∥u∥ = 1} a ⟨u, x⟩ značí skalární součin u a x.
Jedná se o linearizační přístup, kde každé náhodné uzavřené konvexní mno-
žině odpovídá jednoznačně opěrná fuknce a střední hodnotě opěrné funkce
zase odpovídá nějaká konvexní náhodná množina. Střední hodnotu EAX po-
tom definujeme jako konvexní množinu, jejíž opěrná funkce splňuje rovnost
h(EAX, u) = Eh(X, u) pro všechna u ∈ Sn−1 [1, str. 80].

2.3 Debreuova střední hodnota

Tento přístup je poměrně „intuitivníÿ v tom smyslu, že pro náhodnou mno-
žinu nabývající konečně mnoha hodnot představuje analogii výpočtu střední

1Důkaz lze nalézt v [4, str. 152].
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hodnoty diskrétní náhodné veličiny. Lze použít ale i obecněji, pokud je možné
náhodnou veličinu aproximovat pomocí jednoduchých náhodných veličin, jak
uvidíme dále. Tuto střední hodnotu budeme značit EDX.

Definice 2.5. (Jednoduchá náhodná množina).
Náhodná uzavřená množina se nazývá jednoduchá, pokud nabývá nejvýše
konečného počtu hodnot, tedy existuje konečné měřitelné dělení A1, . . . , An

prostoru Ω a množiny F1, . . . , Fn ∈ F takové, že X (ω) = Fi pro všechna
ω ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n.

Pokud Xn je jednoduchá náhodná konvexní uzavřená množina, která
nabývá hodnot F1, . . . , Fk s pravděpodobnostmi p1, . . . , pk, pak Debreuovu
střední hodnotu Xn získáme jako vážený Minkowského součet

EDXn = cl (p1F1 + . . .+ pkFk) . (2.1)

Pokud X je limitou jednoduchých uzavřených náhodných množin Xn

takových, že Xn → X skoro jistě v Hausdorffově metrice (viz dodatek 5.1),
tzn. X je hausdorffovsky aproximovatelná, pak EDX získáme jako limitu
středních hodnot množin Xn.
Pro konvexní, kompaktní uzavřené náhodné množiny se Debreuova střední

hodnota shoduje s Aumannovou [4, str. 156, věta 1.21].

2.4 Vorob’jevova střední hodnota

Vorob’jevova střední hodnota je množina, jejíž míra je co nejbližší střední
hodnotě míry zkoumané náhodné množiny. Tato metoda využívá postup
linearizace. Hodnotám náhodné množiny X přiřadíme indikátorové funkce
ξX ∈ Y. Vypočítáme střední hodnotu z těchto funkcí, kterou nazveme po-
krývající funkce a která v bodě u ∈ E udává pravděpodobnost, že u ∈ X.
Dále chceme najít uzavřenou množinu F , jejíž indikátorová funkce se co nej-
více podobá pokrývající funkci. Přitom vhodnou množinu F hledáme mezi
úrovňovými množinami pokrývající funkce. Budeme uvažovat prostor E se
σ-konečnou mírou µ.

Definice 2.6. (Indikátorová funkce).
Indikátorovou funkci definujeme X jako

ξX(u) = IX(u) =
{
1, u ∈ X,
0, jinak.
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Definice 2.7. (Pokrývající funkce).
Pokrývající funkci náhodné uzavřené množiny X definujeme jako střední
hodnotu indikátorové funkce X, tedy

pX(u) = EξX(u) = EIX(u) = P(u ∈ X), u ∈ E.

Nyní bychom chtěli najít uzavřenou množinu F , jejíž indikátorová funkce
se co nejpřesněji podobá pokrývající funkci. Přirození kandidáti na F jsou
určeni úrovňovými množinami pokrývající funkce, tedy množinami

{pX ≥ t} = {u ∈ E : pX(u) ≥ t} , t ∈ (0, 1] ,

které se nazývají t-té kvantily X. Funkce pX je shora polospojitá (viz doda-
tek 5.3), tedy všechny t-té kvantily jsou uzavřené a podle Robbinsovy věty
(viz dodatek 5.4) mají, za předpokladu Eµ(X) < ∞, konečnou míru µ pro
všechna t ∈ (0, 1]. Nyní již přejdeme k samotné definici Vorob’jevovy střední
hodnoty.

Definice 2.8. (Vorob’jevova střední hodnota).
Vorob’jevova střední hodnota EVX je definována jako množina {pX ≥ t̄},
kde t̄ určíme jako maximální t splňující

Eµ(X) = µ ({pX ≥ t}) pro t ∈ (0, 1] . (2.2)

Pokud nemá rovnice (2.2) řešení, určíme t̄ jako maximální t, pro které výraz

|Eµ(X)− µ({pX ≥ t})| (2.3)

nabývá minima. Pokud výraz nenabývá minima pro žádné t ∈ (0, 1], defi-
nujeme střední hodnotu jako uzávěr množiny {pX > t̄}, kde t̄ určíme jako t,
pro které výraz

|Eµ(X)− µ({pX > t})| (2.4)

nabývá minima.

Jinými slovy – snažíme se najít takový kvantil X, jehož míra µ je nejblíže
Eµ(X); mezi stejně vzdálenými volíme ten s nejmenší mírou.
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Poznámka 2.1. V knize [4, str. 177] nalezne čtenář definici v jiné podobě,
avšak naše formulace je obecnější a dává v příkladech 2.1 a 3.5 vhodnější
výsledky.

Poznámka 2.2. Definice je formulována pro obecný prostor E se σ-konečnou
mírou µ. My se v dalších úvahách a příkladech omezíme na prostor Rn s Le-
besgueovou mírou.

Poznámka 2.3. Takto definovaná střední hodnota lze použít i v případech,
kdyX nabývá hodnot s nulovou Lebesgueovou mírou nebo pokud se rovnosti
(2.2) nabývá, avšak pro více různých t (příklad 3.1). Podobně minimum
v druhé části definice se může nabývat v různých t (příklad 3.4). Maximální
t vždy můžeme najít, protože funkce t 7→ {pX ≥ t} je zleva spojitá. Může
se také stát, že se minima (2.3) nenabývá; jako ukázku uvažujme následující
příklad.

Příklad 2.1. Prostor E = R. Nechť X se s pravděpodobností 1/2 rovná
intervalu [0, ξ], kde ξ je náhodná veličina s rovnoměrným rozdělením na in-
tervalu [0, 1/3] a s pravděpodobností 1/2 se rovná [0, ψ], kde ψ je náhodná ve-
ličina s rovnoměrným rozdělením na intervalu [5/6, 1]. Pak Eµ(X) = 13/24
a funkce µ({pX ≥ t}) vypadá jako na obrázku 2.1.

EΜ X

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Μ HpX ³ tL

Obrázek 2.1: Graf µ({pX ≥ t}) v závislosti na t.

Hodnota výrazu (2.3) má infimum 5/24, avšak minima nenabývá. Použi-
jeme tedy výraz (2.4), který nabývá minima pro t̄ = 1/2. Funkce µ({pX > t})
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v závislosti na t má stejný graf, jaký vidíme na obrázku 2.1 s tou vyjímkou,
že zobrazovaná funkce je zprava spojitá. Množina {pX > 1/2} = [0, 1/3)
a EVX = [0, 1/3], což je požadovaný výsledek.

2.5 Průměrná vzdálenostní střední hodnota

Průměrná vzdálenostní střední hodnota náhodné množinyX se definuje jako
množina, jejíž vzdálenostní funkce je nejblíže ke střední hodnotě vzdálenostní
funkce X [1, str. 79]. Jedná se opět o linearizační přístup, kdy hodnoty ná-
hodné množiny jsou reprezentovány svými funkcemi vzdálenosti, ze kterých
poté počítáme průměr a hledáme zpětně množinu, jejíž funkce vzdálenosti
se tomuto průměru nejvíce blíží.
Průměrná vzdálenostní střední hodnota se často ukazuje jako nejvhod-

nější, například pro nekonvexní a nespojité náhodné množiny [1, str. 79],
nebo pro množiny, jejichž míra je nulová – viz příklad 3.2, kde se Vo-
rob’jevova střední hodnota rovná prázdné množině. Prakticky se průměrná
vzdálenostní střední hodnota používá při vyhodnocování obrazu – odstra-
nění šumu, „zprůměrováníÿ několika obrazů. Uvažujme, tak jako v článku
[1, str. 87–89], obrázek s textem, na který použijeme algoritmus přidání
náhodného šumu a získáme 15 „znehodnocenýchÿ obrázků. Z těch poté spo-
čítáme průměrnou vzdálenostní střední hodnotu a získáme odhad původního
obrázku s textem.
Nechť E je metrický prostor s metrikou ρ. Definujeme vzdálenostní funkci,

ze které poté budeme počítat průměr.

Definice 2.9. (Zobecněná vzdálenostní funkce).
Nechť F ′

je prostor všech neprázdných uzavřených množin. Funkce d: E ×
F ′ 7→ R se nazývá vzdálenostní funkce, pokud je zdola polospojitá vzhledem
k prvnímu argumentu (viz dodatek 5.3), měřitelná vzhledem k druhému
a splňuje následující dvě podmínky:
(D1) Pokud F1 ⊂ F2, pak d(x, F1) ≥ d (x, F2) pro všechna x ∈ E (monotón-
nost);
(D2) F = {x : d (x, F ) ≤ 0} pro všechny F ∈ F ′

(konzistence).

Příkladem takové funkce je metrická vzdálenostní funkce

d (x, F ) = ρ (x, F ) = inf {ρ (x, y) : y ∈ F} prox ∈ E.
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S dalšími příklady se setkáme dále nebo v knize [4, str. 179].
Zobrazení F 7→ d (·, F ) linearizuje F ′

vnořením do prostoruY = {d(·, F ) :
F ∈ F ′} funkcí na E. Na Y nechť máme pseudometriku �. Tou je nejčastěji
supremová metrika

�(d(·, F ),d(·, G)) = sup
x∈E

|d(x, F )− d(x,G)| ,

která pro kompaktní množiny F,G odpovídá jejich Hausdorffově vzdálenosti,
nebo Lp metrika.
Pokud E není kompaktní, například E = Rn, zvolíme nějakou kom-

paktní množinu W , která obsahuje skoro jistě hodnoty náhodné množiny
X, a budeme uvažovat restrikci metriky �, pro kterou platí �W (f, g) =
� (1Wf,1W g).
Nyní můžeme vypočítat střední hodnotu vzdálenostní funkce, která bude

v každém bodě x ∈ E udávat očekávanou vzdálenost k náhodné množině X.
Předpokládejme, že d (x,X) je integrovatelná pro všechna x ∈ E a definujme
funkci průměrné vzdálenosti

d̄ (x) = Ed (x,X) .

Jelikož obecně d̄ se nerovná přímo vzdálenostní funkci pro žádné F [4, str.
180], musíme řešít problém minimalizace.
Zvolíme kompaktní množinu W a definujeme rostoucí rodinu množin

X(ϵ) =
{
x ∈ W : d̄ (x) ≤ ϵ

}
, ϵ ∈ R.

Tato množina představuje množinu bodů, jejichž střední vzdálenost k mno-
žině X je nejvýše ϵ.

Definice 2.10. (Průměrná vzdálenostní střední hodnota).
Nechť ϵ̄ je hodnota t ∈ R, která minimalizuje �W vzdálenost mezi vzdále-
nostní funkcí X(ϵ) a funkcí průměrné vzdálenosti X, tedy

ϵ̄ = arg inf
ϵ
�W (X(ϵ), d̄). (2.5)

Pokud �W (X(ϵ), d̄) nabývá minima ve více bodech, pak ϵ̄ zvolíme jako jejich
infimum. Množinu

EDAX = EDA,�WX = X(ϵ̄)

nazveme průměrnou vzdálenostní střední hodnotou X.
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Poznámka 2.4. V (2.5) píšeme X(ϵ) místo d(·, X(ϵ)) pro zjednodušení
a zpřehlednění zápisu.

Zbytek kapitoly se zakládá na článku [2], kde nalezneme nedávno obje-
venou definici střední hodnoty, vhodné především při analýze obrazu. Tato
definice se velmi podobá přístupu průměrné vzdálenostní střední hodnoty,
avšak používá pouze orientovanou vzdálenostní funkci a opomíjí kritérium
optimality (2.5). Konkrétně pro F ⊂ Rn, ∂F ̸= ∅ definujeme orientovanou
vzdálenostní funkci

d(x, F ) = ρ(x, F )− ρ(x, F c), x ∈ Rn

a dále za předpokladu, že d̄(x) < ∞ pro všechna x ∈ W definujeme orien-
tovanou vzdálenostní střední hodnotu jako

EODAX = {x : d̄(x) ≤ 0},

což ve výše použitém značení odpovídá volbě ϵ̄ = 0 a EODAX = X(0).
Takto definovaná střední hodnota se může rovnat prázdné množině, na rozdíl
od průměrné vzdálenostní střední hodnoty. To umožní například odstranit
z obrazu šum v podobě náhodně se vyskytujících pixelů, viz druhá část
příkladu 3.2. Na rozdíl od průměrné vzdálenostní střední hodnoty splňuje
tato definice vlastnosti (2) a (3), viz příklad 3.3 nebo [2, str. 293].

2.6 Fréchetova střední hodnota

Následující definici je možné zavést pro náhodný prvek ξ v obecném met-
rickém prostoru (V, ρ) [4, str. 184–186]. Zde uvažujeme speciálně metrický
prostor neprázdných, kompaktních množin K′

s Hausdorffovou metrikou ρH ,
kde prvky K′

jsou podmnožiny prostoru Rn s eukleidovskou metrikou ρ.

Definice 2.11. (Fréchetova střední hodnota)
Nechť X je náhodná množina s hodnotami v prostoru K′

s Hausdorffovou
metrikou ρH taková, že EρH(X,L)2 < ∞ pro nějakou množinu L ∈ K′

.
Fréchetova střední hodnota X je rodina všech množin A ∈ K′

takových, že
K = A minimalizuje EρH(X,K)2 přes K ∈ K′

. Hodnota EρH(X,A)2 se
nazývá Fréchetův rozptyl X.
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Pokud je EρH(X,L) konečná pro nějakou množinu L ∈ K′
, pak z trojú-

helníkové nerovnosti plyne, že pro libovolné K ∈ K′

EρH(X,K) ≤ EρH(X,L) + ρH(K,L).

Protože vzdálenost množiny K od L je konečná, je levá strana menší než
součet dvou konečných čísel a je tedy konečná pro libovolné K ∈ K′

.

Ve většině praktických případů nelze minimalizaci z definice 2.11 expli-
citně vyřešit [4, str. 184].

2.7 Hererova střední hodnota

Definice 2.12. (Hererova střední hodnota)
Nechť X je integrovatelná náhodná množina s hodnotami v prostoru K′

s Hausdorffovou metrikou ρH . Hererova střední hodnota X je definována
jako

EHX = {a ∈ E : ρ(a, x) ≤ EρH(X, {x}) pro všechna x ∈ E}.

Věta 2.2. (i) Pokud E je Banachův prostor a X je integrovatelná náhodná
uzavřená množina, pak EAX ⊂ EHX. Speciálně EHX není prázdná.
(ii) Nechť X je náhodná kompaktní množina s omezeným integrálem v Hil-
bertově prostoru E. Předpokládejme, že X je buď skoro jistě konvexní, nebo
pravděpodobnostní prostor není atomický. Pak EAX = EHX.2

2Důkaz nalezne čtenář v [4, str. 188].
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Kapitola 3

Srovnání různých středních
hodnot na příkladech

V této kapitole uvádíme několik příkladů náhodných množin, na kterých
ukážeme použití uvedených definic a výpočet středních hodnot. Příklady jsou
vybrány tak, aby se ukázaly vlastnosti různých přístupů k definici střední
hodnoty, aby bylo možné je porovnat a udělat závěr, která definice střední
hodnoty je v které situaci vhodnější a která méně a na jakých vlastnostech
příkladu to závisí. Zajímavé je všimnout si, že výsledné střední hodnoty se
někdy liší. „Rozumnostÿ výsledku pak často můžeme posoudit z intuitivní
představy o tom, co to střední hodnota je nebo ze splnění vlastností (1)–(10)
ze začátku kapitoly 2.

3.1 Deterministická náhodná množina

Uvažujme deterministickou náhodnou množinu, tj. X(ω) = X pro každé
ω ∈ Ω. Měřitelnost ověříme z definice 1.1: Zvolíme pevné K. Množina M =
{ω : X ∩K ̸= ∅} je buď prázdná, nebo celé Ω, a tedy je prvkem A.
Speciálně uvažujme náhodnou uzavřenou množinu X = {0, 1}. Spočí-

táme Aumannovu střední hodnotu. Všechny selekce X získáme jako

ξ(ω) =

{
0, ω ∈ Ω1,
1, ω ∈ Ω2,

pro všechna měřitelná dělení Ω = Ω1 ∪ Ω2. Jelikož Eξ = P(Ω2) a selekční
střední hodnotou je množina středních hodnot všech selekcí, pak záleží na
struktuře Ω, jakých hodnot může P(Ω2) nabývat. Pokud pravděpodobnostní
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prostor nemá žádný atom, pak možné hodnoty P(Ω2) tvoří celý interval
[0, 1]. Zároveň vidíme, že střední hodnota vychází jako konvexní množina,
přestože náhodná množina konvexní nebyla a navíc selekční střední hodnota
nesplňuje obecně vlastnost (1). V opačném případě, kdy Ω je atomický,
například Ω = {ω}, pak P(Ω2) nabývá jen hodnot 0 a 1 a EAX = {0, 1}.
Hererova střední hodnota při uvažované množině X je rovna intervalu

[0, 1] a rovná se tedy selekční střední hodnotě. Určíme ji snadno graficky
jako takové body a ∈ R, jejichž vzdálenostní funkce je menší, nebo rovna
funkci Hausdorffovy vzdálenosti bodu x ∈ R od náhodné množiny X (viz
obrázek 3.1).
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Obrázek 3.1: Graf Hausdorffovy vzdálenosti bodu x od množiny {0, 1}.

Můžeme nyní ověřit, že střední hodnoty podle ostatních definic splňují
vlastnost (1) a rovnají se množině X.
Průměrná vzdálenostní střední hodnota deterministické uzavřené pod-

množinyW vyjde EDAX = X, neboť průměr vzdálenostní funkce je samotná
vzdálenostní funkce od X, ϵ̄ = 0 a EDAX = X(0) = {x : d̄(x) ≤ 0} = X.
Z toho plyne, že i EODAX = X.
Vorob’jevova střední hodnota vyjde také jako množina X, protože funkce

pX = 1 pro všechna u ∈ X a pX = 0 jinak. Dále Eµ(X) = µ(X), a také
µ({pX ≥ t}) = µ(X) pro všechna t ∈ (0, 1]. Zvolíme tedy t̄ = 1 a EVX =
{pX ≥ 1} = X.
Debreuova střední hodnota vychází z triviálního výpočtu EDX = X.
Pokud je X kompaktní množina, což platí pro konkrétní příklad X =

{0, 1}, pak Fréchetova střední hodnota vyjde také jako EFX = X, protože
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EρH(X,K)2 = ρH(X,K)2 a tento výraz nabývá minimální hodnoty 0 právě
pro K = X.

3.2 Jeden bod

Nechť E = R, X = {ξ} je náhodná množina, kde P(ξ = 1) = P(ξ = 0) =
1/2. Selekční a Debreuova střední hodnota vyjde {1/2}, čímž je splněna
vlastnost (5).
Spočteme nyní průměrnou vzdálenostní střední hodnotu pro metrickou

vzdálenost d, kompaktní množinu W ⊃ [0, 1] a supremovou metriku �. Platí

d(x, 0) = |x| , d(x, 1) = |x− 1| ,

d̄(x) =
1
2
|x|+ 1

2
|x− 1| ,

pak

X(ϵ) =

{
∅, ϵ < 1/2,
[1/2− ϵ, 1/2 + ϵ] , ϵ ≥ 1/2.

Hledané ϵ̄ = 1/2 nalezneme z rovnice (2.5) nejlépe graficky (viz obrázek 3.2)
a potom EDAX = [0, 1].

Ε
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Obrázek 3.2: Graf d̄ pro X nabývající hodnoty {0} a {1}.

Hererova střední hodnota vyjde EHX = [0, 1], přičemž úvahu pro výpo-
čet lze nalézt již v předchozím příkladu a zde ji dále nerozvádíme.
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Orientovaná vzdálenostní střední hodnota je prázdná množina, což vi-
díme opět graficky nebo z úvahy, že množina X má prázdný vnitřek a žádný
bod neleží v X skoro jistě.
Pro Vorob’jevovu střední hodnotu určíme, že Eµ(X) = 0, funkce pX je

nenulová pro body 0 a 1, avšak µ({pX ≥ t}) = 0 pro všechna t ∈ (0, 1].
Zvolíme tedy t̄ = 1 a EVX = {pX ≥ 1} = ∅.

Uvažujme nyní zobecnění tohoto příkladu, kdy X = {ξ}, ξ je náhodný
vektor a E = Rn. Takovou náhodnou množinu můžeme považovat za „šumÿ –
náhodně se vyskytující bod v obrazu. Pak platí d̄(x) = E |x− ξ| > 0, a tedy
EODAX = ∅. To můžeme interpretovat tak, že bod, který se vyskytuje na
obrázku náhodně a můžeme ho tedy považovat za nežádoucí šum, bude mít
jako střední hodnotu prázdnou množinu a v odhadu výsledného obrazu se
nevyskytne. Obecněji pro náhodnou množinu X, pro kterou int(X) = ∅, je
orientovaná vzdálenostní funkce d(x,X) > 0 pro x ∈ Xc a d(x,X) = 0 pro
x ∈ ∂X. Tedy pokud x neleží na hranici X skoro jistě, d̄(x) > 0 a EODAX =
{x : x ∈ X s.j.}.
Selekční střední hodnota EAX = {Eξ}, vzhledem k tomu, že jediná

možná selekce se přímo rovná náhodné množině X.
Vorob’jevova střední hodnota EVX = ∅, jelikož míra množin {pX ≥ t}

pro t ∈ (0, 1] je nulová stejně jako střední hodnota míry X. Podle definice
2.8 zvolíme t̄ = 1.

3.3 Dva body a bod

Nechť náhodná množina nabývá hodnot {0, 2}, nebo {0} se stejnými pravdě-
podobnostmi. Uvažujme E = R, ρ je metrická vzdálenost, µ je Lebesgueova
míra.
Spočítáme nejprve selekční střední hodnotu. Určíme, jak vypadají možné

selekce:

ξ(ω) =

{
0, ω ∈ (Ω0 ∪ Ω1),
2, ω ∈ Ω2,

kde P(Ω0) = 1/2 a P(Ω1∪Ω2) = 1/2. Střední hodnota selekce Eξ = 2P(Ω2)
a z toho plyne (pokud Ω není atomický), že EAX = [0, 1].
Nyní spočítáme Hererovu střední hodnotu. Střední hodnotu Hausdorf-

fovy vzdálenosti nějakého bodu a ∈ R od náhodné množiny určíme snad-
ným výpočtem a výsledek zobrazíme do grafu (obrázek 3.3). Chceme najít
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taková a ∈ R, jejichž vzdálenostní funkce (tvaru ρ(x, a) = |x− a|) neleží
nad grafem z obrázku pro žádné x ∈ R, což je splněno pro body z intervalu
[0, 1]. Vidíme tedy, že EHX = [0, 1] vychází stejně jako EAX.
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Obrázek 3.3: Střední Hausdorffova vzdálenost od množinyX nabývající hod-
not {0} a {0, 2}.

Průměrná vzdálenostní střední hodnota vyjde jako interval [−1/2, 1/2],
pokud ve vzorci (2.5) použijeme supremovou metriku a za W zvolíme kom-
paktní interval obsahující střední hodnotu, tedy například W = [−2, 3]. Pro
ϵ ≥ 1 je X(ϵ) = [−ϵ, ϵ+ 1] (viz obrázek 3.4), �W (d̄(x), X(ϵ)) = ϵ. Pro 1/2 ≤
ϵ < 1 je X(ϵ) = [−ϵ, ϵ] a �W (d̄(x), X(ϵ)) vychází stejně jako v předchozím
případě rovno ϵ. Pro 0 ≤ ϵ < 1/2 je X(ϵ) = [−ϵ, ϵ] a �W (d̄(x), X(ϵ)) = 1− ϵ.
Z toho plyne, že ϵ̄ = 1/2 a EDAX = X(1/2) = [−1/2, 1/2].
Výsledek však nevypadá příliš dobře (nesplňuje například vlastnost (3)).

Například vzdálenostní funkce intervalu [0, 1/2] může být v určitém smyslu
průměrné vzdálenostní funkci blíže (např. v L1 metrice), avšak takový in-
terval nepatří mezi množiny X(ϵ).
Orientovaná střední hodnota vyjde EODAX = {0}, což vidíme také z ob-

rázku 3.4.
Spočítáme Vorob’jevovu střední hodnotu:Eµ(X) = 0, pX(0) = 1, pX(2) =

1/2, jinak pX = 0. Míra µ({pX ≥ t}) = 0 pro všechna t ∈ (0, 1]. Ma-
ximální t, pro které je splněna rovnost z definice 2.8, je t = 1, a tedy
EVX = {pX ≥ 1} = {0}.
Debreuova střední hodnota EDX = {0, 1} a s ostatními výsledky se tudíž
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Obrázek 3.4: Graf d̄ pro množinu X nabývající hodnot {0} a {0, 2}.

neshoduje.

3.4 Interval a krajní body

Nechť E = R a X = {0, 1} s pravděpodobností 1/2 a X = [0, 1] jinak. Spo-
čítáme průměrnou vzdálenostní střední hodnotu pro metrickou vzdálenost
d, kompaktní množinu W = [−2, 2] a supremovou metriku �W :

d(x, [0, 1]) =


0, x ∈ [0, 1] ,
x− 1, x > 1,
−x, x < 0,

d(x, {0, 1}) =


x− 1, x ≥ 1,
1− x, 1/2 ≤ x < 1,
x, 0 ≤ x < 1/2,
−x, x < 0,

d̄(x) =


x− 1, x ≥ 1,
(1− x)/2, 1/2 ≤ x < 1,
x/2, 0 ≤ x < 1/2,
−x, x < 0.
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Obrázek 3.5: Graf d̄ pro množinu X nabývající hodnot {0, 1} a [0, 1].

Pro ϵ ≥ 1/4 je řešením (2.5) ϵ̄ = 1/4. Pro 1/4 > ϵ ≥ 1/8 je řešením (2.5) ϵ̄ =
1/8. Tyto dva výsledky získáme snadno graficky (viz obrázek 3.5). Hodnota
ϵ = 1/8 je významná v tom smyslu, že pro menší ϵ již funkce vzdálenosti od
množiny X(ϵ), kterou označíme h(x), protne funkci d̄(x) a pro 1/8 > ϵ ≥ 0
musíme porovnat hodnoty rozdílu obou funkcí v bodech 1/2 a −ϵ, což jsou
body v nichž má rozdíl obou funkcí největší hodnotu. Optimální ϵ určíme
jako řešení dvou lineárních rovnic h(1/2) = −2ϵ + 1/4 a d̄(−ϵ) = ϵ, které
vyjadřují hodnotu rozdílu funkcí v obou bodech v závislosti na ϵ. Získáme ϵ̄ =
1/12. Výsledná střední hodnota je tedy EDAX = [−1/12, 1/6]∪ [5/6, 13/12].
Orientovaná vzdálenostní funkce vyjde EODAX = [0, 1], protože prů-

měrná orientovaná vzdálenostní funkce se rovná nule na tomto intervalu
a jinak je větší než 0.
Odlišně vyjde Vorob’jevova střední hodnota: pX = 1 pro body 0 a 1,

pX = 1/2 pro u ∈ (0, 1) a jinak pX = 0. Střední hodnota Eµ(X) = 1/2,
µ({pX ≥ t}) = 1 pro t ∈ (0, 1/2] a µ({pX ≥ t}) = 0 pro 1/2 < t ≤ 1.
Rovnice (2.2) je tedy splněna pro všechna t ∈ (0, 1], tudíž zvolíme t̄ = 1
a máme výsledek EVX = {0, 1}.
Selekční střední hodnota vychází jako interval [0, 1]. Lze uvažovat tak, že

existuje selekce ξ(ω) = 0 pro všechna ω ∈ Ω se střední hodnotou 0 a podobně
selekce se střední hodnotou 1. Dále jen využijeme toho, že EAX je konvexní
množina (viz věta 2.1).
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Hererova střední hodnota se rovná selekční střední hodnotě, tedy inter-
valu [0, 1]. Funkce EρH(X, {x}) vychází stejně jako na obrázku 3.3 a další
postup se shoduje s postupem v podkapitole 3.3.
Fréchetova střední hodnota je EFX = [0, 1/4] ∪ [3/4, 1] .
Debreuova střední hodnota vyjde EDX = [0, 1] a shoduje se tedy napří-

klad se selekční střední hodnotou. Pro jiné rozdělení X se však obě střední
hodnoty mohou lišit.

3.5 Koule s náhodným poloměrem

Nechť X = Bξ(0) je náhodný kruh v prostoru E = R2 se středem v počátku
a poloměrem ξ, kde ξ je náhodná veličina. Na E uvažujme Lebesgueovu
míru µ. Vypočítáme Vorob’jevovu střední hodnotu této náhodné množiny.
Nejprve určíme Lebesgueovu míruX, což je obsah kruhu o poloměru ξ a dále
její střední hodnotu:

µ(X) = πξ2

Eµ(X) = Eπξ2 = πEξ2.

Nyní potřebujeme určit množinu {pX ≥ t}, jejíž míra je nejblíže k Eµ(X).
Uvědomíme si proto, jak vypadají množiny {pX ≥ t} a funkce pX(u). Funkce
pX(u) je konstantní na kružnicích se středem v počátku, protože P(u ∈
X) = P(ξ ≥ ∥u∥), a proto míru těchto množin spočítáme jako obsah kruhu
o určitém poloměru, tedy

µ ({pX ≥ t}) = πr2t

pro nějaké rt v závislosti na t. Tedy EVX = Br(0) a poloměr r určíme
z rovnosti

πr2 = πEξ2,
r = (Eξ2)1/2 ,

pokud Br(0) patří mezi množiny {pX ≥ t}. Jinak musíme hledat kruh, jehož
obsah je nejblíže Eµ(X) (viz definice 2.8). Například pro poloměr s rovno-
měrným rozdělením na intervalu (0, 1) vyjde poloměr Vorob’jevovy střední
hodnoty

r =

(∫ 1

0
ξ2 dξ

)1/2
=
1
31/2
=̇ 0,58. (3.1)
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Zde není splněna vlastnost (9).

Podívejme se ještě na jednu modifikaci tohoto příkladu. Dejme tomu, že
ξ nabývá jen konečně mnoha, pro jednoduchost například tří hodnot 0, 12 , 1
s pravděpodobnostmi 1/3. Pak

Eµ(X) =
1
3
π
2∑

k=0

(
k

2

)2
=
5
12
π.

Průřez funkcí pX pro u = (x, 0) vidíme na obrázku 3.6.
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Obrázek 3.6: Průřez funkcí pX pro kruhy o poloměrech 0, 1/2 a 1.

Míry µ ({pX ≥ t}) nabývají pouze hodnot π, π/4, 0 pro odpovídající po-
loměry kruhů. Nejblíže ke střední hodnotě míry náhodné množiny je míra
kruhu o poloměru 1/2, a tedy EVX = B 1

2
(0). V definici 2.8 použijeme výraz

(2.3) a vyjde t̄ = 2/3, přičemž {pX ≥ 2/3} = B 1
2
(0).

Nyní se pro srovnání podívejme na Debreuovu střední hodnotu. V pří-
padě, kdy ξ nabývá n hodnot

[
0, 1

n−1 ,
2

n−1 , . . . , 1
]
se stejnými pravděpodob-

nostmi, vypočítáme EDX z (2.1) jako 1n krát Minkowského součet všech
hodnot X. Součtem kruhů je opět kruh, který má poloměr rovný součtu
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všech možných poloměrů, tedy EDX vyjde jako kruh s poloměrem

r =
1
n

n−1∑
k=0

k

n− 1

r =
1

n(n− 1)

n−1∑
k=1

k.

Nyní použijeme vzorec na součet čísel 1, . . . , n− 1 a vyjde:

r =
1

n(n− 1)
(n− 1)n
2

=
1
2
.

Výsledkem je kruh o poloměru 12 , a to nezávisle na n, tedy střední hodnota
vychází stejně pro libovolný počet hodnot, kterých X nabývá. Zdá se, že
Debreuova střední hodnota dává pro tento příklad rozumnější výsledek než
Vorob’jevova a splňuje vlastnost (9). Můžeme dokonce porovnat výsledky
i pro spojitý případ, kdy poloměr má rovnoměrné rozdělení na intervalu
[0, 1], protože

EDX = lim
n→∞

EDXn = B 1
2
(0),

kde Xn jsou náhodné množiny nabývající n hodnot jako výše, a

EVX=̇B0,58(0)

podle výsledku (3.1).

Víme, že X je konvexní a kompaktní množina skoro jistě, a proto EDX =
EAX. Selekční střední hodnotu můžeme však vypočítat i přímo. Z definice
víme, že to je uzávěr množiny středních hodnot všech měřitelných selekcí.
Bude to jistě kruh se středem v počátku, stačí tedy určit jeho poloměr. Nej-
prve pokud má ξ diskrétní rovnoměrné rozdělení na intervalu [0, 1] a nabývá
hodnot

[
0, 1

n−1 ,
2

n−1 , . . . , 1
]
, n ≥ 2, pak pro určení poloměru Aumannovy

střední hodnoty stačí určit normu střední hodnoty selekce, která každému
ω ∈ Ω přiřazuje poloměr množiny X(ω), přesněji ξ(ω) = ∥X(ω)∥u, kde u je
jednotkový vektor z R2. Její střední hodnota je Eξ = u( 1

n

∑n−1
k=0

k
n−1) =

1
2u.

Norma ∥Eξ∥ = 1/2, a tedy EAX = B 1
2
(0). Ve spojitém případě získáme

stejný závěr vzhledem k tomu, že předchozí výsledek nezávisel na n.
Vypočítáme průměrnou vzdálenostní střední hodnotu pro orientovanou

vzdálenostní funkci d(x, F ) = ρ(x, F ) − ρ(x, F c), volíme W = BR(0). Pak
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d(x,Bξ(0)) = ∥x∥ − ξ a d̄(x) = E(∥x∥ − ξ) = ∥x∥ −Eξ, což je vzdálenostní
funkce kruhu o poloměru Eξ, tedy EDAX = EODAX = BEξ(0). Získáváme
tak rozumný výsledek, je splněna vlastnost (9).

3.6 Bod na kružnici

Uvažujme prostor E = S1, tedy jednotkovou kružnici v R2. Jako met-
riku použijeme geodetickou vzdálenost, neboli nejkratší vzdálenost dvou
bodů po kružnici. Nechť náhodná množina X nabývá hodnoty {(0, 1)}, nebo
{(0,−1)} (severní, nebo jižní pól) se stejnými pravděpodobnostmi.
Hererova střední hodnota je prázdná množina. Určíme, že libovolný bod

na kružnici má střední vzdálenost k náhodné množině rovnu π/2. Nyní
bychom chtěli najít body a ∈ E, jejichž vzdálenostní funkce je pro každé
x ∈ E menší, nebo rovna π/2, avšak žádný takový bod neexistuje, protože
pro každý bod a ∈ E existuje x ∈ E takový, že ρ(a, x) = π (bod na opačné
straně kružnice). Proto EHX = ∅.
Vorob’jevova střední hodnota je prázdná množina, protože Eµ(X) = 0

a pX = 1/2 pro u = (0, 1), nebo u = (0,−1) a pX = 0 jinak. Míra µ({pX ≥
t}) = 0 = Eµ(X) pro všechna t ∈ (0, 1], vybereme tedy t̄ = 1 a EVX = ∅.
Orientovaná vzdálenostní funkce je prázdná množina, protože žádný bod

na kružnici neleží v náhodné množině X skoro jistě.
Průměrná vzdálenostní střední hodnota vychází jako celá kružnice vzhle-

dem k tomu, že množina X(ϵ) = ∅ pro ϵ < π/2 a X(ϵ) = S1 pro ϵ ≥ π/2.
Vzdálenost ρ(x, ∅) = ∞ pro každé x ∈ S1, kdežto ρ(x,S1) = 0 pro každé
x ∈ S1, tedy ϵ̄ = π/2 a EDAX = S1.
Selekční střední hodnota a stejně tak Debreuova je bod (1, 0). Debreuovu

střední hodnotu vypočítáme následovně: EDX = {12((0, 1) + (0,−1))} =
{(1, 0)}, kde sčítání provádíme jako posouvání bodu po kružnici o úhel, který
odpovídá poloze bodu na kružnici. Selekce ξ(ω) = (0, 1) s pravděpodobností
1/2 a ξ(ω) = (0,−1) se stejnou pravděpodobností dává Eξ = EDX = EAX.
Fréchetova střední hodnota vychází EFX = {(1, 0), (−1, 0)}.

3.7 Přímka

Nechť náhodná množina X se rovná přímce x = 0 s pravděpodobností 1/2,
nebo přímce y = 0 se stejnou pravděpodobností. Uvažujme E = R2.
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Jedná se o příklad nekompaktní náhodné uzavřené množiny s nulovou
Lebesgueovou mírou. Fréchetova a Hererova střední hodnota nejsou defino-
vány pro nekompaktní množiny. Vorob’jevova střední hodnota vyjde jako
bod (0, 0), protože množiny {pX ≥ t} pro t ∈ (0, 1] mají nulovou míru,
dostáváme t̄ = 1 a množina {pX ≥ 1} = {(0, 0)}. Stejně vyjde také oriento-
vaná vzdálenostní střední hodnota, jelikož množina X má prázdný vnitřek,
orientovaná vzdálenostní funkce je větší, nebo rovna nule a nule se rovná
pouze v bodě (0, 0).
Průměrná vzdálenostní funkce má tvar z = (|x|+ |y|)/2 a množiny X(ϵ)

jsou kosočtverce se středem v počátku a délkou strany a = 23/2ϵ. Průměrná
vzdálenostní střední hodnota tedy vyjde jako kosočtverec se středem v po-
čátku, jehož rozměry závisejí na volbě kompaktní množiny W .
Selekční střední hodnota EAX = R2. Pro každý bod (x, y) můžeme najít

selekci ξ(ω) = (2x, 0) s pravděpodobností 1/2 a ξ(ω) = (0, 2y) se stejnou
pravděpodobností. Střední hodnota takové selekce je bod (x, y) a množina
středních hodnot všech selekcí X tudíž tvoří celou rovinu.
Stejně tak vychází i Debreuova střední hodnota, tedy EDX = R2.
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Kapitola 4

Závěr

Na předvedených příkladech si můžeme všimnout, že žádné dvě definice
střední hodnoty nedávají obecně vždy shodné výsledky. Otázka, co je střední
hodnotou náhodné uzavřené množiny, zůstává tedy nezodpovězena a v obec-
ných případech si můžeme sami zvolit, jaký výsledek dává největší smysl
s ohledem na uvedené „rozumnéÿ vlastnosti střední hodnoty nebo na náš
záměr. Například v praxi analýzy obrazu se nejvíce uplatnila definice ori-
entované vzdálenostní střední hodnoty, jelikož „odstraňuje šumÿ a pracuje
vhodně s konvexitou množin. Vorob’jevova střední hodnota se příliš neo-
svědčuje pro množiny s nulovou mírou, selekční střední hodnota závisí na
struktuře pravděpodobnostního prostoru, Debreuovu střední hodnotu mů-
žeme snadno spočítat pro jednoduché náhodné množiny a navíc představuje
nejvíce intuitivní přístup. V kontrastu stojí Fréchetova a Hererova střední
hodnota, kterou si již představíme hůře a může být problematické ji spočítat.
Na druhou stranu konvexní a kompaktní náhodné množiny lze ztotožnit

s podmnožinou Banachova prostoru na němž se definuje Bochnerův integrál,
který umožňuje střední hodnotu jednoznačně počítat tak, že by se měla
shodovat se selekční a Debreuovou střední hodnotou.
Měli jsme také možnost si všimnout, že jednoznačné definici střední hod-

noty stála v cestě nelinearita prostoru uzavřených množin, a že častým pro-
středkem v uvedených definicích byla linearizace tohoto prostoru pomocí
zobrazení do Banachova prostoru nějakých funkcí. Rozdílnost jednotlivých
definic potom spočívá na volbě prostoru funkcí, zvolené metrice a množství
dalších parametrů.
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Kapitola 5

Dodatky

5.1 Hausdorffova metrika

Mějme prostor E s metrikou ρ. Pro každé dvě neprázdné kompaktní množiny
K a L definujeme Hausdorffovu metriku (nebo Hausdorffovu vzdálenost)
mezi K a L jako

ρH (K,L) = max

(
sup
x∈K

ρ (x, L) , sup
y∈L

ρ (y,K)

)
.

5.2 Minkowského součet

Pro A, B podmnožiny E definujeme Minkowského součet jako

A⊕B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} .

5.3 Polospojitost

Funkce f : E 7−→ R̄ definovaná na topologickém prostoru E s hodnotami
v rozšířené reálné ose R̄ = [−∞,∞] se nazývá shora polospojitá v x ∈ E,
pokud

lim sup
y→x

f(y) ≤ f(x),

a zdola polospojitá, pokud

lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x).
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Funkce f se nazývá zdola (shora) polospojitá, pokud je zdola (shora) polo-
spojitá v každém bodě x ∈ E.

5.4 Robbinsova věta

Nechť X je náhodná uzavřená množina v polském prostoru E. Pokud µ
je lokálně konečná míra na borelovských množinách, pak µ(X) je náhodná
proměnná a

Eµ(X) =
∫
E
P(x ∈ X)µ(dx)

v tom smyslu, že je-li jedna strana konečná, pak je i druhá a rovnají se [4,
str. 59, věta 4.21].
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