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Kapitola 1
Nahodné mnoziny

Tato prace pojednava o ndhodnych mnozinach a jejich stfednich hodnotéach.
Abychom ziskali pro zacatek néjakou predstavu, srovname ndhodnou mno-
zinu s ndhodnou veli¢inou. Oba tyto objekty jsou néjaké zobrazeni z prav-
dépodobnostniho prostoru do prostoru moznych hodnot, které je navic meé-
fitelné vzhledem k o-algebie na tomto prostoru. Jejich odlisSnost spociva
v tom, Ze ndhodné veli¢ina nabjva hodnot pouze mezi redlnymi ¢isly, kdezto
nadhodna mnozina mé hodnoty mezi podmnozinami néjakého prostoru E. Se-
tkame se také s dalsimi odliSnostmi. Tu hlavni pfedstavuje nelinearita pro-
storu podmnozin prostoru E, a tedy nemoznost definovat stfedni hodnotu
prirozenym zptisobem. Kromé toho musime pro ndhodnou mnozinu vhodné
definovat méfitelnost.

Jako priklad pro konkrétnéjsi predstavu mize slouzit ndhodna mnozina,
ktera nabyva hodnoty kruh s pravdépodobnosti % a hodnoty ¢tverec s prav-
dépodobnosti % Mizeme se vSak setkat i s ndhodnou mnozinou, ktera na-
byva nekonec¢né mnoha hodnot — napiiklad kruh, jenz ma ndhodny polomér,
nebo i s deterministickou ndhodnou mnozinou, ktera se s pravdépodobnosti
jedna rovna jediné mnoziné.

Teorie ndhodnych mnozin ma pomeérné kratkou historii a souvisi s roz-
vojem technickyjch moznosti zpracovani dat, jejich mnozstvim, novymi typy
vstupd pro pocitace, kterymi jiz nemusi byt jednotliva cisla, ale naptiklad
obrazy, v jejichz analyze nasla tato teorie hlavni uplatnéni. Lze vyuzit na-
priklad pro rozpoznani tvaru bunky v lékarskych obrazech nebo nalezeni
zlomovych Car z dat ze zemétieseni [2, str. 291].

Matematicky pfesnou definici ndhodné mnoziny polozil G. Matheron
v knize [3] roku 1975, teorie se v8ak rozviji az do soucasnosti — v této praci se



nejvice opirdme o knihu [4] od I. Molchanova z roku 2005, ale také naptiklad
o ¢lanek [2] z roku 2010, kde autofi zavadi novou definici stfedni hodnoty.

V této préci ¢erpame prevazné z knihy [4] — kapitola 1 — ;Random Clo-
sed Sets and Capacity Functionals“ a kapitola 2 — ,Expectations of Random
Sets“. Odtud je také pfevzato znacCeni a vétsina faktd a definic. Pokud ci-
tujeme jiny text nebo odkazujeme Ctenaie na néjaké misto v knize [4], je to
v textu prislusné vyznaceno.

Vyjdeme nyni z definice ndhodné veli¢iny. Mé&jme pravdépodobnostni
prostor (2,2, P). (Redlnd) ndhodna veli¢ina je méfitelné zobrazeni

X : (0,2 P) — (R,BR),Py),

kde Px je pravdépodobnostni mira indukovana mirou P a plati Px(B) =
P(X € B). Métitelnost pro ndhodnou veli¢inu znamena, ze X ~!(B) € 2 pro
kazdou B € B(R).

Nahodné mnozina obecné nenabyva hodnot pouze v R, ale v prostoru
podmnozin prostoru E, za ktery volime lokalné kompaktni Hausdorffiv to-
pologicky prostor se spo¢etnou bazi otevienych mnozin (LCHS prostor). Pfi-
kladem prostoru E je R™. Na podmnozinach tohoto prostoru bychom chtéli
definovat o-algebru, coz poté povede k definici méritelnosti. Nez uvedeme
definici ndhodné mnoziny, chtéli bychom fici, ze tato prace, ani knihy, ze
kterych jsme cerpali, nestuduji ndhodné mnoziny v iplné obecnosti. Jiz na
zaCatku se omezime na uzaviené ndhodné mnoziny, pozdéji na kompaktni.
Co se tyce prostoru [E, budeme uvadét definice obecné, avsak u piikladi se
omezime na prostor R”.

Necht F zna¢i rodinu uzavienych podmnozin prostoru E, I znadi ro-
dinu vSech kompaktnich podmnozin prostoru E a 2 znaci o-algebru na (2.
Uvazujme pravdépodobnostni prostor (£2,2, P), ktery budeme v dalsim po-
uzivat.

Definice 1.1. (Nahodnéa uzaviend mnozina).
Zobrazeni X : ) — F se nazyva ndhodnd uzavrend mnozina, pokud pro
kazdou kompaktni mnozinu K € K plati

{w: X(w)NK #£0} € 2L

Prvni ¢ast definice predstavuje analogii k definici ndhodné veli¢iny s tim
rozdilem, Ze hodnoty, kterych se nabyva, nejsou realna ¢isla, ale uzaviené



mnoziny. Vénujme se nyni ¢asti tykajici se méritelnosti. Na prostoru F za-
vedeme o-algebru B(F)! generovanou mnozinami

Fx={FeF:FNK#0} provsechnaK € K.2

Pak tedy ndhodna mnoZina je méfitelné zobrazeni X : (Q, 2, P) — (F,B(F))
a definici 1.1 mizeme pfeformulovat nasledujicim zptisobem.

Definice 1.1." (Ndhodn4 uzaviend mnoZina).
Zobrazeni X : Q) — F se nazyva nahodnd uzaviend mnozina, pokud X je
méftitelné vzhledem k Effrosové o-algebte B(F), to jest

XN X)={w: X(w) e X} €A pro kazdou X € B(F).

Zpisob definovani o-algebry na F ma praktické opodstatnéni a je ob-
zvlasté uzitedny pro dalsi praci s ndhodnymi mnozinami. Zajistuje pre-
devsim, Ze nékteré funkce nahodnych mnozin se stanou nédhodnymi veli-
¢inami. Uvazujme napiiklad ndhodnou uzavienou mnozinu X v prostoru
E = R". Pak norma || X| = sup{||z|| : * € X} je ndhodna veli¢ina. Jev
X = {||X]| > t} znamend, ze X zasdhne otevienou mnozinu G, kteréd je
doplitkem uzaviené koule B;(0) se stfedem v pocatku a polomérem t. Pro
otevienou mnozinu G mizeme sestrojit posloupnost kompaktnich mnozin
{K,,n > 1} takovych, ze K, T G. Potom

X={FeF:FNnG#0}=|JFx, € BF).

Jelikoz X je ndhodnéd mnozina, plati podle definice 1.1.", 7e X 1(X) € A.
Tim je ovéfena méfitelnost mnozin {||X|| > ¢} pro t € R vzhledem k .
Z toho jiz plyne, Ze norma X je ndhodnd veli¢ina, protoZe intervaly (t,o0)
generuji na R borelovskou o-algebru.

Definice 1.2. (Nahodné kompaktni mnozina)
Nahodna uzaviend mnozina X se skoro jisté kompaktnimi hodnotami se
nazyva nahodnd kompaktni mnozina.

Pro dplnost uvedeme jesté definici rozdéleni, které nahodnd mnozina
indukuje.

L8 (F) se nazyva Effrosova o-algebra.
2Pro kazdou mnozinu Fx je K zvoleno pevné.



Definice 1.3. (Rozdéleni ndhodné uzaviené mnoziny X).
Rozdéleni nahodné uzaviené mnoziny X je pravdépodobnostni mira P x (X)) =
P (X € X) pro vSechna X € B(F).

Zvolime-li za X mnoziny Fp, které generuji borelovskou o-algebru B (F),
pak Px(Fx) = P(X N K #0). Tyto pravdépodobnosti vystupuji v definici
funkcionalu kapacity. Rozdéleni ndhodné uzaviené mnoziny je jimi jedno-
zna¢né urceno.’

Definice 1.4. (Funkcional kapacity).
Funkciondl Ty : L — |0, 1] definovany jako

Tx(K)=P(XNK #0), Kek,

se nazyva funkciondl kapacity X.

Ukazeme, ze ndhodné veli¢ina definuje jednobodovou ndhodnou mnozinu.
Necht ¢ je ndhodné veli¢ina, tedy méfitelné zobrazeni € : (Q, 2, P) — R.
Ovéfime podminky z definice 1.1 pro X = {£}. Zvolime pevné kompaktni
mnozinu K C R. Potom

{w: XNK#0={w: {&NK#P} =1 (K) e

Hlavni problém, na ktery narazime u nahodné mnoziny, se tyka jeji
stfedni hodnoty, ktera nemé zadnou pfirozenou definici. Stfedni hodnota
néhodné velic¢iny je definovana jako [, X (w)dP(w). Zde se li§i mnoZina od
veli¢iny v tom, Ze rodina uzavienych, ani kompaktnich mnozin netvoii li-
nearni prostor, a tak neni mozné jednoznacné definovat stfedni hodnotu
tak, jak je tomu u nahodné veli¢iny, aby méla pozadované vlastnosti. Zalezi
na tom, které vlastnosti ndhodné mnoziny chceme ,primeérovat® a podle
toho pocitame stiedni hodnotu. Jako ilustraci lze pouzit priklad ndhodné
mnoziny, kterd nabyva hodnoty kocka, nebo pes. Jelikoz nechceme uznat
jako stfedni hodnotu vysledek kockopes, musime si vybrat nékteré vlast-
nosti téchto dvou zvirat, z téch spocitat stfedni hodnotu, a potom zpétné
hledat zvite, jez by nejlépe spliiovalo nalezené primérné vlastnosti. Tento
postup je pomérné typicky a jesté ho vylozime obecnéji dale v podkapitole
2.1. Setkdme se s tim, Ze existuje mnoho definic stfedni hodnoty a ty casto
davaji rtizné vysledky, coz ukdzeme na rtznych piikladech v kapitole 3.

3Tvrzeni plyne z Choquetovy véty, jejiz ditkaz lze najit v [3, str. 30].



Kapitola 2

Stredni hodnoty nahodnych
mnozin

Nasim cilem je definovat stfedni hodnotu ndhodné mnoziny. Chtéli bychom
ji pocitat podobné jako naptiklad stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny. Avsak
z divodi povahy ndhodné mnoziny, musime slevit z pozadavku jediné idealni
definice a smifit se s mnozstvim rtznych pohledt, které se lisi jak pristu-
pem, tak vysledky. Pti volbé mezi nimi v urcité mire zalezi i na nasem sub-
jektivnim néazoru, ktery pristup zvolime, podle toho, jakou vlastnost mno-
ziny chceme vystihnout. Ridime se pfitom zkusenosti a obecnou piedstavou
o tom, jaké vlastnosti by méla stfedni hodnota mit.

V této kapitole uvadime hlavni pristupy k definici stfedni hodnoty na-
hodné mnoziny, v kapitole 3 se jiz vénujeme jejich porovnani na konkrétnich
prikladech. Chtéli bychom jesté upfesnit, Ze zde uvedené definice jsou vy-

V Banachové prostoru, coz je iplny normovany linearni prostor, mizeme
definovat stfedni hodnotu pomoci Bochnerova integralu. Prostor F uzavie-
nych podmnozin prostoru E (ani prostor K kompaktnich podmnozin E) vSak
neni linearni. Pokud uvazujeme Minkowského soucet (viz dodatek 5.2) jako
prirozenou definici souc¢tu dvou mnozin, tak pro kompaktni mnozinu K na-
priklad neni obecné splnén vztah K & K = 2K. Vezméme dvoubodovou
kompaktni mnozinu K = {0,1}. Minkowského soucet K @& K je mnozina
{0,1,2}, kdezto 2K = {0,2}. Po stfedni hodnoté vsak pozadujeme, aby li-
nearni byla. A tak se setkdvame s problémem, ktery se u ndhodnych veli¢in
nevyskytl — co to vlastné stfedni hodnota pro ndhodnou uzavienou mno-
zinu je a jak ji definovat. Jako ilustrace poslouzi ptfiklad ndhodné mnoziny



rovnajici se [0, 1], nebo {0, 1}. Neni zfejmé, jak stfedni hodnotu takové na-
hodné mnoziny spocitat. V obecnych piipadech pouzijeme reprezentaci po-
moci multifunkce (Aumannova stfedni hodnota), nebo linearizaci prostoru F
— podkapitoly 2.1, 2.4, 2.5. Ve specialnich ptipadech, kdy nadhodna mnozina
X nabyva konecného poctu hodnot, pouzijeme velice intuitivni Debreuovu
stfedni hodnotu, tedy vazeny primeér hodnot X. Pokud je ndhodna mnozina
hausdorffovsky aproximovatelna, spocitame jeji stfedni hodnotu jako limitu
stfednich hodnot jednoduchych ndhodnych mnozin (viz definice 2.5). V me-
trickych prostorech lze pocitat také Fréchetovu a Hererovu stfedni hodnotu.

Uvedeme nyni seznam zakladnich ,rozumnych“ vlastnosti, které by méla
stfedni hodnota EX nadhodné uzaviené mnoziny X mit.

1
2

(1) Pokud X je deterministicka, pak EX = X.
(

(3

(

Pokud K C X s.j., kde K je deterministicka, pak K C EX.
Pokud X C W s.j., kde W je deterministicka, pak EX C W.
Pokud X CY s.j., kde Y je ndhodna uzaviena mnozina,
pak EX C EY.

(5) Pokud X = {¢{} je ndhodny bod, pak EX = {E¢}.

(6) Pokud X ={&,...,&}, pak EX = {E¢, ..., E, }.

4

S— N N

Pokud E je normovany linearni prostor, pak lze pozadovat i nasledujici vlast-
nosti:

(7) E(X +2z)=EX + x pro vSechna = € E.

(8) E(cX)=cEX prokazdé c € R.

(9) Pokud X = B,(¢) je koule ndhodného poloméru p a stfedu &,
pak EX = Bg,(E).

(10) Pokud X = co(&y,...,&,) je konvexni obal koneéného poctu
ndhodnych prvki, pak EX = co(E&y,. .., E¢,).

2.1 Linearizace

Problémem pfi definovani stfedni hodnoty je nelinearita prostoru F. Proto
se pouziva metoda zobrazeni z F do linearniho prostoru, kde umime stfedni
hodnotu spocitat, a poté hledani vzoru zpét v prostoru F.

Zvolime Banachtiv prostor Y a zobrazeni ' — Y, které ndhodné uzaviené
mnoziné X pritadi ndhodny element £ z prostoru Y. V Banachové prostoru
jiz dokézeme stfedni hodnotu spocitat a poté zpétné nalezneme jeji vzor
v prostoru F. Pokud plati E¢x = &r pro néjakou mnozinu F' € F, pak
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F nazveme stfedni hodnotou X. Obecné vsak rovnost nemusi nastat pro
zadné F € F, a tak se snazime najit takovou uzavienou mnozinu F', pro
kterou by {r byla E{x ,nejblize“. Zvolime proto na Y (pseudo)metriku
0 a stfedni hodnotu X uré¢ime z rovnice EX = argmingcz 0 (E€x,&F).
7 dtivodu obtiznosti vypoctu pro vSechny uzaviené mnoziny se minimalizace
provadi jen pro F' € Z, kde Z je zvolen4d podmnozina F.

2.2 Selek¢éni (Aumannova) stiedni hodnota

Podle [4, str. 145] pfedstavuje selekéni stiedni hodnota nejlépe prozkoumany
pristup ke stfedni hodnoté ndhodnych uzavienych mnozin. Uvedeme nejprve
nékolik souvisejicich definic, pficemz v celé této casti se predpoklada, ze
E je separabilni Banachtv prostor. Symbol L = LP(Q,[E) znaéi prostor
nahodnych prvki s hodnotami v E takovych, ze LP-norma

I1€]l,, = (E[[¢]")"" pro p € [1,00),
nebo
€]l = Eess Sélpf(w) pro p = oo,
we
je konecna.

Definice 2.1. (Métitelna selekce).
Néhodny prvek ¢ s hodnotami v E se nazyva (méfitelna) selekce X, pokud
£(w) € X(w) pro skoro vSechna w € 2. Rodina vSech selekci X se znaci

S(X).

Definice 2.2. (p-integrovatelna selekce).
Pokud X je ndhodné uzaviend mnozina v E, pak SP(X),1 < p < oo, znadi
rodinu vSech selekci X z L”, takze

SP(X)=S(X)NnL?,
kde S(X) znad¢i rodinu vSech (méfitelnych) selekci X. Specidlng S'(X) je
rodina integrovatelnych selekci.

Definice 2.3. (Integrovatelnd ndhodnd mnozina).
(i) Nahodna uzaviend mnozina X ma omezeny integral, pokud

IX|| = sup {[lz]| : = € X}

mé konecnou stfedni hodnotu.
(ii) Nahodn4 uzaviend mnozina se nazjva integrovatelnd, pokud S*(X) # 0.

11



Definice 2.4. (Selekéni (Aumannova) stfedni hodnota).
Selekcni stredni hodnota X je uzavér mnoziny strednich hodnot vSech inte-
grovatelnych selekci, to jest

E X =c{E¢: e SH(X)}.

Pro ndhodnou uzavienou mnozinu X s omezenym integralem plati, ze
{E¢: € € SY(X)} je uzaviena mnoZina, pokud E je konetné rozmérny pro-
stor [4, str. 158]. V R™ tedy plati

EA X = {E¢: ¢ e SY(X)}.

Charakteristikou selekéni stiedni hodnoty je, Ze zavisi na strukture pravde-
podobnostniho prostoru, a ze nezachovava konvexitu — pokud pravdépodob-
nostni prostor neni atomicky, vychazi stfedni hodnota vzdy konvexni (viz
ptiklad 3.1) a rovna se stfedni hodnoté z konvexniho obalu X. To vystihuje
nasledujici véta.

Véta 2.1. Necht E = R"™. Pokud pravdépodobnostni prostor (2,2, P) neob-
sahuje Zadné atomy a X je nahodnd kompaktni mnoZina s omezenym inte-
gralem, pak EaX je konvexni, E4X = E4 co(X).!

Uvazujme nyni E = R". Selekéni stfedni hodnotu nadhodné uzaviené
konvexni mnoziny miizeme alternativné definovat pomoci opérné funkce

h(X,u) = sup{{u,z) : z € X},

kde v € S"! = {u e R": |ju]| = 1} a (u,x) znadi skalarni soucin u a z.
Jedna se o linearizacni pristup, kde kazdé ndhodné uzaviené konvexni mno-
ziné odpovida jednoznac¢né opérna fuknce a stfedni hodnoté opérné funkce
zase odpovida néjaka konvexni ndhodné mnozina. Stfedni hodnotu E 4 X po-
tom definujeme jako konvexni mnozinu, jejiz opérna funkce splituje rovnost
h(EaX,u) = Eh(X,u) pro vSechna u € S*~* [1, str. 80].

2.3 Debreuova stfedni hodnota

Tento pristup je pomérné ,intuitivni“ v tom smyslu, ze pro ndhodnou mno-
zinu nabyvajici kone¢né mnoha hodnot predstavuje analogii vypoctu stiedni

'Dtikaz lze nalézt v [4, str. 152].
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hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny. Lze pouzit ale i obecnéji, pokud je mozné
nahodnou veli¢inu aproximovat pomoci jednoduchych nahodnych velicin, jak
uvidime dale. Tuto stfedni hodnotu budeme znacit EpX.

Definice 2.5. (Jednoduchd ndhodnd mnozina).

Néahodné uzaviend mnozina se nazyva jednoduchd, pokud nabyva nejvyse
kone¢ného poctu hodnot, tedy existuje konecné méritelné déleni Aq,..., A,
prostoru  a mnoziny Fi,..., F, € F takové, ze X (w) = F; pro vSechna

Pokud X,, je jednoduchd nadhodna konvexni uzaviend mnozina, ktera
nabyva hodnot F},..., F} s pravdépodobnostmi pq, ..., py, pak Debreuovu
stfedni hodnotu X,, ziskdme jako vazeny Minkowského soucet

Pokud X je limitou jednoduchych uzavienych nahodnych mnozin X,
takovych, ze X,, — X skoro jisté v Hausdorffové metrice (viz dodatek 5.1),
tzn. X je hausdorffovsky aproximovatelna, pak EpX ziskdme jako limitu
stfednich hodnot mnozin X,,.

Pro konvexni, kompaktni uzaviené nahodné mnoziny se Debreuova stfedni
hodnota shoduje s Aumannovou [4, str. 156, véta 1.21].

2.4 Vorob’jevova stfedni hodnota

Vorob’jevova stfedni hodnota je mnozina, jejiz mira je co nejblizsi stfedni
hodnoté miry zkoumané nahodné mmnoziny. Tato metoda vyuziva postup
linearizace. Hodnotdm nédhodné mnoziny X pfifadime indikatorové funkce
¢x € Y. Vypocitame stredni hodnotu z téchto funkci, kterou nazveme po-
kryvajici funkce a kterd v bodé v € E udava pravdépodobnost, ze u € X.
Déle chceme najit uzavienou mnozinu F', jejiz indikatorova funkce se co nej-
vice podoba pokryvajici funkci. Pfitom vhodnou mnozinu F' hleddme mezi
uroviiovymi mnozinami pokryvajici funkce. Budeme uvazovat prostor E se
o-konec¢nou mirou .

Definice 2.6. (Indikatorova funkce).
Indikatorovou funkci definujeme X jako

éx(w) = Ix(w - {

1, uve X,
0, jinak.
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Definice 2.7. (Pokryvajici funkce).
Pokryvajici funkci ndhodné uzaviené mnoziny X definujeme jako stfedni
hodnotu indikatorové funkce X, tedy

px(u) = Eéx(u) = Elx(u) =P(u € X), u€E.

Nyni bychom chtéli najit uzavifenou mnozinu F, jejiz indikatorova funkce
se co nejpfesnéji podoba pokryvajici funkci. Prirozeni kandidati na F' jsou
urceni droviiovymi mnozinami pokryvajici funkce, tedy mnozinami

{px >t} ={uek: px(u)>t}, te€(0,1],

které se nazyvaji t-té kvantily X. Funkce px je shora polospojité (viz doda-
tek 5.3), tedy vSechny ¢-té kvantily jsou uzaviené a podle Robbinsovy véty
(viz dodatek 5.4) maji, za pfedpokladu Eu(X) < oo, kone¢nou miru p pro
v8echna t € (0, 1]. Nyni jiz pfejdeme k samotné definici Vorob’jevovy stiedni
hodnoty.

Definice 2.8. (Vorob’jevova stfedni hodnota).
Vorob’jevova stiedni hodnota Ey X je definovéna jako mnozina {pyx > t},
kde ¢ ur¢ime jako maximéalni ¢ spliiujici

Eu(X) = p({px >t}) prote(0,1]. (2.2)

Pokud nemd rovnice (2.2) feSeni, uréime ¢ jako maximalni ¢, pro které vyraz

[Eu(X) — p({px = t})] (2.3)

nabyvd minima. Pokud vyraz nenabyva minima pro zadné ¢ € (0,1], defi-
nujeme stfedni hodnotu jako uzavér mnoziny {px > t}, kde ¢ uréime jako ¢,
pro které vyraz

[Eu(X) — p({px > t})] (2.4)

nabyva minima.

Jinymi slovy — snazime se najit takovy kvantil X, jehoz mira u je nejblize
En(X); mezi stejné vzdalenymi volime ten s nejmensi mirou.
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Poznamka 2.1. V knize [4, str. 177] nalezne ¢tenaf definici v jiné podobé,
avsak nase formulace je obecnéjsi a dava v prikladech 2.1 a 3.5 vhodnéjsi
vysledky.

Poznamka 2.2. Definice je formulovana pro obecny prostor [E se o-konecnou
mirou p. My se v dalsich avahach a prikladech omezime na prostor R” s Le-
besgueovou mirou.

Poznamka 2.3. Takto definované stfedni hodnota lze pouzit i v pfipadech,
kdy X nabyva hodnot s nulovou Lebesgueovou mirou nebo pokud se rovnosti
(2.2) nabyva, avsak pro vice riznych ¢ (pfiklad 3.1). Podobné minimum
v druhé ¢asti definice se mize nabyvat v ruznych ¢ (priklad 3.4). Maximalni
t vzdy muzeme najit, protoze funkce t — {px > t} je zleva spojitd. Mize
se také stat, Ze se minima (2.3) nenabyva; jako ukdzku uvazujme nasledujici
priklad.

Priklad 2.1. Prostor E = R. Necht X se s pravdépodobnosti 1/2 rovna
intervalu [0, ], kde £ je ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na in-
tervalu [0, 1/3] a s pravdépodobnosti 1/2 se rovna [0, ], kde ¢ je ndhodna ve-
li¢ina s rovhomérnym rozdélenim na intervalu [5/6,1]. Pak Eu(X) = 13/24
a funkce p({px > t}) vypada jako na obréazku 2.1.

u(px =1

10 \

0.8

06| Eu X
04l

020

Obrazek 2.1: Graf u({px > t}) v zavislosti na t.

Hodnota vyrazu (2.3) ma infimum 5/24, av8ak minima nenabyva. Pouzi-
jeme tedy vyraz (2.4), ktery nabyva minima pro ¢ = 1/2. Funkce u({px > t})
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v zavislosti na t ma stejny graf, jaky vidime na obrazku 2.1 s tou vyjimkou,
ze zobrazovana funkce je zprava spojita. Mnozina {px > 1/2} = [0,1/3)
a Ey X =10,1/3], coz je pozadovany vysledek.

2.5 Prumérna vzdalenostni stfedni hodnota

Priimérna vzdalenostni stredni hodnota ndhodné mnoziny X se definuje jako
mnozina, jejiz vzdalenostni funkce je nejblize ke stfedni hodnoté vzdalenostni
funkce X [1, str. 79]. Jedn& se opét o lineariza¢ni piistup, kdy hodnoty na-
hodné mnoziny jsou reprezentovany svymi funkcemi vzdalenosti, ze kterych
poté pocitame primér a hledame zpétné mnozinu, jejiz funkce vzdalenosti
se tomuto primeéru nejvice blizi.

Primeérnéa vzdalenostni stiedni hodnota se ¢asto ukazuje jako nejvhod-
néjsi, napiiklad pro nekonvexni a nespojité ndhodné mnoziny [1, str. 79,
nebo pro mnoziny, jejichz mira je nulova — viz ptiklad 3.2, kde se Vo-
rob’jevova stfedni hodnota rovna prazdné mnoziné. Prakticky se primérna
vzdalenostni stfedni hodnota pouziva pii vyhodnocovani obrazu — odstra-
néni Sumu, ,zpramérovani“ nékolika obrazt. Uvazujme, tak jako v ¢lanku
[1, str. 87-89], obrazek s textem, na ktery pouzijeme algoritmus ptidani
ndhodného sumu a ziskdme 15 ,znehodnocenych® obrazki. Z téch poté spo-
¢itame primérnou vzdalenostni stfedni hodnotu a ziskdme odhad piivodniho
obrazku s textem.

Necht E je metricky prostor s metrikou p. Definujeme vzdalenostni funkeci,
ze které poté budeme pocitat primeér.

Definice 2.9. (Zobecnénd vzdélenostni funkce).

Nechf F' je prostor vsech neprazdnych uzavienjch mnozin. Funkce d: E x
F > R se nazyva vzddlenostni funkce, pokud je zdola polospojita vzhledem
k prvnimu argumentu (viz dodatek 5.3), méfitelnd vzhledem k druhému
a splnuje nasledujici dvé podminky:

(D1) Pokud Fy C Fy, pak d(z, F}) > d (z, F3) pro vSechna z € E (monotén-
nost);

(D2) F = {z:d(z,F) <0} pro viechny F € F (konzistence).

Piikladem takové funkce je metrickd vzdalenostni funkce

d(z,F)=p(z,F)=inf{p(x,y):y€ F} prox € E.
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S dalsimi piiklady se setkdme dale nebo v knize [4, str. 179].

Zobrazeni F + d (-, F) linearizuje F vnofenim do prostoru Y = {d(-, F) :
F € F'} funkci na E. Na Y necht mame pseudometriku 9. Tou je nejcastéji
supremova metrika

D(d('v F)a d(v G)) = Sup |d($’ F) - d(ajv G)’ )
z€E
ktera pro kompaktni mnoziny F, G odpovida jejich Hausdorffové vzdalenosti,
nebo L” metrika.

Pokud E neni kompaktni, napiiklad E = R", zvolime néjakou kom-
paktni mnozinu W, ktera obsahuje skoro jist€ hodnoty ndhodné mnoziny
X, a budeme uvazovat restrikci metriky 9, pro kterou plati oy (f,g9) =
0(lwf, lwyg).

Nyni mtizeme vypocitat stfedni hodnotu vzdalenostni funkce, ktera bude
v kazdém bodé x € E udavat ocekdvanou vzdalenost k nadhodné mnoziné X.
Predpokladejme, Ze d (z, X) je integrovatelna pro vSechna x € E a definujme
funkci primeérné vzdalenosti

d(z) =Ed(z, X).

Jelikoz obecné d se nerovna ptimo vzdalenostni funkci pro zadné F' [4, str.
180], musime fesit problém minimalizace.
Zvolime kompaktni mnozinu W a definujeme rostouci rodinu mnozin

X(e)={zeW:d(z)<e}, eccR

Tato mnozina predstavuje mnozinu bodt, jejichz stfedni vzdalenost k mno-
ziné X je nejvyse e.

Definice 2.10. (Pramérné vzdélenostni stfedni hodnota).
Necht € je hodnota t € R, kterd minimalizuje 0y, vzdélenost mezi vzdale-
nostni funkci X (€) a funkci prumérné vzdalenosti X, tedy

€= argirglf ow (X (e),d). (2.5)

Pokud oy (X (€¢),d) nabyva minima ve vice bodech, pak € zvolime jako jejich
infimum. Mnozinu

EpaX = EDA,DWX = X(g)

nazveme prumeérnou vzdalenostni stredni hodnotou X.
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Poznamka 2.4. V (2.5) piSeme X (e¢) misto d(-, X(¢)) pro zjednoduseni
a zpfehlednéni zapisu.

Zbytek kapitoly se zaklad4 na ¢lanku [2], kde nalezneme nedévno obje-
venou definici stfedni hodnoty, vhodné predevsim pii analyze obrazu. Tato
definice se velmi podoba pfistupu prumérné vzdalenostni stfedni hodnoty,
avSak pouziva pouze orientovanou vzdalenostni funkci a opomiji kritérium
optimality (2.5). Konkrétné pro FF C R™, dF # () definujeme orientovanou
vzdalenostni funkci

d(l‘,F):p(iC,F)—p(l’,Fc), r €R"

a déle za predpokladu, ze d(z) < oo pro viechna x € W definujeme orien-
tovanou vzdalenostni stfedni hodnotu jako

EopaX = {z :d(z) <0},

coZ ve vySe pouzitém znaceni odpovida volbé € = 0 a EgpaX = X(0).
Takto definovana stfedni hodnota se mtize rovnat prazdné mnoziné, na rozdil
od primérné vzdalenostni stfedni hodnoty. To umozni naptiklad odstranit
z obrazu sum v podobé nahodné se vyskytujicich pixelt, viz druha cast
prikladu 3.2. Na rozdil od primeérné vzdalenostni stfedni hodnoty spliuje
tato definice vlastnosti (2) a (3), viz pfiklad 3.3 nebo [2, str. 293].

2.6 Fréchetova stredni hodnota

Nésledujici definici je mozné zavést pro ndhodny prvek £ v obecném met-
rickém prostoru (V, p) [4, str. 184-186]. Zde uvazujeme specialné metricky
prostor neprazdnjch, kompaktnich mnozin ' s Hausdorffovou metrikou py,
kde prvky K jsou podmnoziny prostoru R™ s eukleidovskou metrikou p.

Definice 2.11. (Fréchetova stfedni hodnota)

Necht X je ndhodna mnozina s hodnotami v prostoru X' s Hausdorffovou
metrikou py takova, ze Epy(X,L)? < oo pro néjakou mnozinu L € K.
Fréchetova stfedni hodnota X je rodina vSech mnozin A € K’ takovyrch, Ze
K = A minimalizuje Epy (X, K)? pfes K € K. Hodnota Epy(X, A)? se
nazyva Fréchetiv rozptyl X.
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Pokud je Epy (X, L) koneéna pro néjakou mnozinu L € K', pak z troji-
helnikové nerovnosti plyne, ze pro libovolné K € K’

Epu(X,K) < Epp(X, L) + pu(K, L).

Protoze vzdalenost mnoziny K od L je konec¢na, je leva strana mensi nez
v v_ 7 v/ . v ’ . , /
soucet dvou konec¢nych cisel a je tedy konec¢na pro libovolné K € K.

Ve vétsiné praktickych pripadd nelze minimalizaci z definice 2.11 expli-
citné vyftesit [4, str. 184].

2.7 Hererova stfedni hodnota

Definice 2.12. (Hererova stiedni hodnota)

Necht X je integrovatelnd nahodna mnozina s hodnotami v prostoru '
s Hausdorffovou metrikou py. Hererova stfedni hodnota X je definovana
jako

EpX ={a€E:p(a,z) < Epy(X,{x})pro vsechna z € E}.

Véta 2.2. (i) Pokud E je Banachiv prostor a X je integrovatelnd nahodnd
uzavrend mnozina, pak E4 X C EyX. Specidlnée Eg X neni prazdnd.

(ii) Necht X je nahodnd kompakini mnoZina s omezengm integralem v Hil-
bertove prostoru E. Predpoklddejme, Ze X je bud skoro jisté konvexni, nebo
pravdépodobnostni prostor neni atomicky. Pak E4X = ExX .2

2Diikaz nalezne ¢tenar v [4, str. 188].
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Kapitola 3

Srovnani ruznych strednich
hodnot na prikladech

V této kapitole uvadime nékolik prikladii ndhodnych mnozin, na kterych
ukazeme pouziti uvedenych definic a vypocet strednich hodnot. Piiklady jsou
vybrany tak, aby se ukézaly vlastnosti riznych pristuptt k definici stiedni
hodnoty, aby bylo mozné je porovnat a udélat zavér, ktera definice stiedni
hodnoty je v které situaci vhodnéjsi a ktera méné a na jakych vlastnostech
prikladu to zavisi. Zajimavé je vSimnout si, ze vysledné stfedni hodnoty se
nékdy lisi. ,,Rozumnost® vysledku pak casto mizeme posoudit z intuitivni
predstavy o tom, co to stfedni hodnota je nebo ze splnéni vlastnosti (1)—(10)
ze zacatku kapitoly 2.

3.1 Deterministicka nahodna mnozina

Uvazujme deterministickou ndhodnou mnozinu, tj. X(w) = X pro kazdé
w € Q. Méfitelnost ovéfime z definice 1.1: Zvolime pevné K. Mnozina M =
{w: X N K # 0} je bud prazdnd, nebo celé Q, a tedy je prvkem 2I.

Specidlné uvazujme nédhodnou uzavienou mnozinu X = {0,1}. Spodi-
tdame Aumannovu stfedni hodnotu. VSechny selekce X ziskame jako

. O7 CL)GQl,
g(W)—{ 1, MEQQ,

pro vSechna méftitelnd déleni Q2 = Q; U Q. Jelikoz E{ = P(Q5) a selekéni
stfedni hodnotou je mnozina stfednich hodnot vsech selekci, pak zalezi na
struktufe 2, jakych hodnot mize P(€2;) nabyvat. Pokud pravdépodobnostni
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prostor nemd zadny atom, pak mozné hodnoty P(€);) tvoii cely interval
[0, 1]. Zéaroven vidime, ze stfedni hodnota vychazi jako konvexni mnozina,
prestoze nahodna mnozina konvexni nebyla a navic selekéni stfedni hodnota
nesplituje obecné vlastnost (1). V opa¢ném piipadé, kdy Q je atomicky,
napiiklad ©Q = {w}, pak P(€) nabyva jen hodnot 0 a 1 a E4X = {0,1}.

Hererova stfedni hodnota pfi uvazované mnoziné X je rovna intervalu
[0,1] a rovna se tedy selekéni stfedni hodnoté. Urcime ji snadno graficky
jako takové body a € R, jejichz vzdalenostni funkce je mensi, nebo rovna
funkci Hausdorffovy vzdélenosti bodu z € R od ndhodné mnoziny X (viz
obrazek 3.1).

pH(X, {X})

201

05)

T I T E' L | y T S E R |
-05 i 05 10 15 20 X

-10
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Obrazek 3.1: Graf Hausdorffovy vzdélenosti bodu x od mnoziny {0,1}.

Mizeme nyni ovérit, ze stfedni hodnoty podle ostatnich definic spliuji
vlastnost (1) a rovnaji se mnoziné X.

Primeérna vzdalenostni stfedni hodnota deterministické uzaviené pod-
mnoziny W vyjde Ep, X = X, nebot pramér vzdélenostni funkce je samotna
vzdalenostni funkce od X, € = 0 a EpaX = X(0) = {z : d(z) < 0} = X.
7 toho plyne, ze i Eopa X = X.

Vorob’jevova stfedni hodnota vyjde také jako mnozina X, protoze funkce
px = 1 pro vSechna v € X a px = 0 jinak. Dale Eu(X) = pu(X), a také
p({px > t}) = u(X) pro vSechna t € (0,1]. Zvolime tedy t = 1 a Ey X =
{rx 21} = X.

Debreuova stfedni hodnota vychézi z trivialniho vypoctu Ep X = X.

Pokud je X kompaktni mnozina, coz plati pro konkrétni piiklad X =
{0, 1}, pak Fréchetova stfedni hodnota vyjde také jako Er X = X, protoze
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Epu(X, K)? = pu(X, K)? a tento vyraz nabjva minimalni hodnoty 0 pravé
pro K = X.

3.2 Jeden bod

Necht E = R, X = {¢} je ndhodnd mnozina, kde P(§¢ = 1) = P(( = 0) =
1/2. Selekéni a Debreuova stfedni hodnota vyjde {1/2}, ¢imz je splnéna
vlastnost (5).

Spoc¢teme nyni primeérnou vzdalenostni stfedni hodnotu pro metrickou
vzdalenost d, kompaktni mnozinu W O [0, 1] a supremovou metriku 9. Plati

d(z,0) = |z|, d(z,1) = |z — 1],

- 1 1
d(x):§|5’3|+§|$—1|7

pak
[0, e<1/2,
X(E)_{ [1/2—€,1/2+¢€, e>1/2.

Hledané € = 1/2 nalezneme z rovnice (2.5) nejlépe graficky (viz obrazek 3.2)
a potom Eps X = [0,1].

15-
[ €
10
0.
1 L P I T | y T S I | x
-1.0 -05 F 0.5 1.0 15 2.0
-05-

Obrézek 3.2: Graf d pro X nabyvajici hodnoty {0} a {1}.

Hererova stfedni hodnota vyjde Ey X = [0, 1], pfi¢emz tivahu pro viypo-
¢et lze nalézt jiz v pfedchozim prikladu a zde ji dale nerozvadime.
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Orientovana vzdalenostni stiedni hodnota je prazdnd mnozina, coz vi-
dime opét graficky nebo z ivahy, Ze mnozina X ma prazdny vnitfek a zadny
bod nelezi v X skoro jisteé.

Pro Vorob’jevovu stfedni hodnotu uréime, ze Eu(X) = 0, funkce py je
nenulova pro body 0 a 1, avSak u({px > t}) = 0 pro vSechna t € (0,1].
Zvolime tedy t =1 a Ey X = {px > 1} = (.

Uvazujme nyni zobecnéni tohoto piikladu, kdy X = {£}, £ je ndhodny
vektor a E = R". Takovou ndhodnou mnozinu mtizeme povazovat za ,Sum® —
nahodné se vyskytujici bod v obrazu. Pak plati d(z) = E |z — | > 0, a tedy
EopaX = (. To mtzeme interpretovat tak, ze bod, ktery se vyskytuje na
obrazku ndhodné a miizeme ho tedy povazovat za nezadouci Sum, bude mit
jako stfedni hodnotu prazdnou mnozinu a v odhadu vysledného obrazu se
nevyskytne. Obecnéji pro ndhodnou mnozinu X, pro kterou int(X) = 0, je
orientovand vzdalenostni funkce d(z, X) > 0 pro x € X¢ a d(z, X) = 0 pro
x € 0X. Tedy pokud z nelezi na hranici X skoro jisté, d(z) > 0 a EopaX =
{2z e X sj}.

Selekéni stfedni hodnota E4X = {E¢}, vzhledem k tomu, Ze jedina
mozna selekce se primo rovna ndhodné mnoziné X.

Vorob’jevova stfedni hodnota Ey X = (), jelikoz mira mnozin {px > ¢}
pro t € (0,1] je nulova stejné jako stfedni hodnota miry X. Podle definice
2.8 zvolime t = 1.

3.3 Dva body a bod

Necht ndhodna mnozina nabyva hodnot {0, 2}, nebo {0} se stejnymi pravdé-
podobnostmi. Uvazujme E = R, p je metrickd vzdéalenost, u je Lebesgueova
mira.

Spocitame nejprve selekéni stiedni hodnotu. Uréime, jak vypadaji mozné

selekce: ( )
- 0, we (QUy),
5(0)) - { 2, w e QQ,
kde P(€2) = 1/2 a P(Q,UQ,) = 1/2. Stfedni hodnota selekce E{ = 2P(€,)
a z toho plyne (pokud  neni atomicky), ze E4X = [0, 1].
Nyni spoc¢itdme Hererovu stfedni hodnotu. Stfedni hodnotu Hausdorf-

fovy vzdalenosti néjakého bodu a € R od ndhodné mnoziny urc¢ime snad-
nym vypoctem a vysledek zobrazime do grafu (obrazek 3.3). Chceme najit
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takovd a € R, jejichz vzdélenostni funkce (tvaru p(z,a) = |x — a|) nelezi
nad grafem z obrazku pro zadné x € R, coz je splnéno pro body z intervalu
[0, 1]. Vidime tedy, Ze Eg X = [0, 1] vychazi stejné jako E4X.

E pn(X, {x})

30;
2.5§
2.o§

15}

1.0}

05F

_05¢L

Obrazek 3.3: Sttedni Hausdorffova vzdéalenost od mnoziny X nabyvajici hod-
not {0} a {0,2}.

Primérna vzdéalenostni stfedni hodnota vyjde jako interval [—1/2,1/2],
pokud ve vzorci (2.5) pouzijeme supremovou metriku a za W zvolime kom-
paktni interval obsahujici stfedni hodnotu, tedy napiiklad W = [—2, 3]. Pro
e > 1je X(€) = [—¢, e+ 1] (viz obrazek 3.4), 0y (d(x), X (€)) = €. Pro 1/2 <
e < 1je X(e) = [~¢,¢ adw(d(x), X(€)) vychazi stejné jako v predchozim
piipadé rovno €. Pro 0 < € < 1/2 je X (€) = [—¢, €] a 0w (d(x), X (€)) = 1 —e.
Z toho plyne, 7e e =1/2 a Ep, X = X(1/2) = [-1/2,1/2].

Vysledek vSak nevypadd prilis dobfe (nespliiuje napiiklad vlastnost (3)).
Napiiklad vzdéalenostni funkce intervalu [0,1/2] mtze byt v uréitém smyslu
priimérné vzdalenostni funkci blize (napf. v L' metrice), avsak takovy in-
terval nepatii mezi mnoziny X (e).

Orientovana stfedni hodnota vyjde EopaX = {0}, coz vidime také z ob-
razku 3.4.

Spocitame Vorob’jevovu stfedni hodnotu: E,u( ) =0,px(0) =1,px(2) =
1/2, jinakpx = 0. Mira pu({px > t}) = 0 pro vSechna ¢t € (0,1]. Ma-
ximalni ¢, pro které je splnéna rovnost z definice 2.8, je t = 1, a tedy
Ey X = {px > 1} = {0}.

Debreuova stfedni hodnota Ep X = {0, 1} a s ostatnimi vysledky se tudiz
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Obrézek 3.4: Graf d pro mnozinu X nabjvajici hodnot {0} a {0,2}.

neshoduje.

3.4 Interval a krajni body

Necht E =R a X = {0,1} s pravdépodobnosti 1/2 a X = [0, 1] jinak. Spo-
¢itdme prumérnou vzdalenostni stiedni hodnotu pro metrickou vzdalenost

d, kompaktni mnozinu W = [-2, 2] a supremovou metriku dyy:
0, x €0,1],
d(z,[0,1]) =< z—-1, z>1,
—x, r <0,
((x — 1, z>1,
-z, 1/2<z<1,
d(ZE, {Oa 1}) - x, 0 S T < 1/2’
[ —, x <0,
(-1, z>1,
= ) 1-2)/2, 1/2<z <1,
d(z) ) z/2, 0<xz<1/2,
—x, x < 0.
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Obrézek 3.5: Graf d pro mnozinu X nabjvajici hodnot {0,1} a [0, 1].

Pro e > 1/4 je feSenim (2.5) € = 1/4. Pro 1/4 > ¢ > 1/8 je feSenim (2.5) € =
1/8. Tyto dva vysledky ziskdme snadno graficky (viz obréazek 3.5). Hodnota
e = 1/8 je vyznamna v tom smyslu, Ze pro mensi € jiz funkce vzdalenosti od
mnoziny X (€), kterou oznac¢ime h(z), protne funkci d(z) a pro 1/8 > ¢ > 0
musime porovnat hodnoty rozdilu obou funkci v bodech 1/2 a —e¢, coz jsou
body v nichz ma rozdil obou funkci nejvétsi hodnotu. Optimélni € uréime
jako feseni dvou linearnich rovnic h(1/2) = —2¢ + 1/4 a d(—¢€) = ¢, které
vyjadiuji hodnotu rozdilu funkci v obou bodech v zavislosti na €. Ziskame € =
1/12. Vysledna stfedni hodnota je tedy Eps X = [—1/12,1/6]U[5/6,13/12].

Orientovana vzdalenostni funkce vyjde EopaX = [0,1], protoze pru-
meérna orientovana vzdalenostni funkce se rovnd nule na tomto intervalu
a jinak je vétsi nez 0.

Odlisné vyjde Vorob’jevova stfedni hodnota: px = 1 pro body 0 a 1,
px = 1/2 pro u € (0,1) a jinak px = 0. Stfedni hodnota Eu(X) = 1/2,
n({px > t}) =1prot € (0,1/2] a pu({px > t}) = 0 pro 1/2 < t < 1.
Rovnice (2.2) je tedy splnéna pro vSechna ¢t € (0, 1], tudiz zvolime ¢ = 1
a mame vysledek Ey X = {0, 1}.

Selekéni stfedni hodnota vychazi jako interval [0, 1]. Lze uvazovat tak, ze
existuje selekce £(w) = 0 pro vSechna w € Q se stfedni hodnotou 0 a podobné
selekce se stiedni hodnotou 1. Déle jen vyuzijeme toho, ze E4 X je konvexni
mnozina (viz véta 2.1).
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Hererova stfedni hodnota se rovna selekéni stfedni hodnoté, tedy inter-
valu [0, 1]. Funkce Epy (X, {x}) vychézi stejné jako na obrazku 3.3 a dalsi
postup se shoduje s postupem v podkapitole 3.3.

Fréchetova stfedni hodnota je Ep X = [0,1/4] U [3/4,1].

Debreuova stfedni hodnota vyjde EpX = [0, 1] a shoduje se tedy napfi-
klad se selek¢ni stiedni hodnotou. Pro jiné rozdéleni X se vSak obé stiedni
hodnoty mohou lisit.

3.5 Koule s nahodnym polomérem

Necht X = B¢(0) je ndhodny kruh v prostoru E = R? se stfedem v podatku
a polomérem &, kde £ je nahodna velicina. Na E uvazujme Lebesgueovu
miru p. Vypocitame Vorob’jevovu stfedni hodnotu této ndhodné mnoziny.
Nejprve ur¢ime Lebesgueovu miru X, coz je obsah kruhu o poloméru £ a dale
jeji stredni hodnotu:
p(X) = m€’
Eu(X) = En¢® = rEE.

Nyni potfebujeme uré¢it mnozinu {px > t}, jejiz mira je nejblize k Eu(X).
Uvédomime si proto, jak vypadaji mnoziny {px > t} a funkce px(u). Funkce
px(u) je konstantni na kruznicich se stfedem v pocatku, protoze P(u €
X) =P(£ > ||u|]), a proto miru téchto mnozin spocitame jako obsah kruhu
o urc¢itém polomeéru, tedy

p({px > t}) =mr]

pro né&jaké r, v zavislosti na t. Tedy Ey X = B,(0) a polomér r urCime
z rovnosti

mr? = rEE2,

roo= (B,

pokud B, (0) patfi mezi mnoziny {px > t}. Jinak musime hledat kruh, jehoz
obsah je nejblize Eu(X) (viz definice 2.8). Napfiklad pro polomér s rovno-
mérnym rozdélenim na intervalu (0, 1) vyjde polomér Vorob’jevovy stfedni

hodnoty
1 , 1/2 1
0
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Zde neni splnéna vlastnost (9).
Podivejme se jesté na jednu modifikaci tohoto prikladu. Dejme tomu, ze

¢ nabyva jen konecné mnoha, pro jednoduchost naptiklad tii hodnot 0, %, 1
s pravdépodobnostmi 1/3. Pak

Prufez funkei px pro u = (x,0) vidime na obrazku 3.6.

Px(X)
Lo
08l
® . ®
06}
04l
@) [ (@
02
‘ T T ‘
-15 -10 -05 H 05 10 15 X

Obrézek 3.6: Prutez funkci px pro kruhy o polomérech 0, 1/2 a 1.

Miry u ({px > t}) nabyvaji pouze hodnot 7,7 /4,0 pro odpovidajici po-
lomeéry kruhi. Nejblize ke stfedni hodnoté miry nahodné mnoziny je mira
kruhu o poloméru 1/2, a tedy Ey X = By (0). V definici 2.8 pouzijeme vyraz
(2.3) a vyjde t = 2/3, pficemz {px > 2/3} = B1(0).

Nyni se pro srovnani podivejme na Debreuovu stfedni hodnotu. V pri-
padé, kdy & nabyva n hodnot [0, ﬁ, %, cee 1] se stejnymi pravdépodob-
nostmi, vypocitéme EpX z (2.1) jako < krat Minkowského soudet viech

hodnot X. Souc¢tem kruht je opét kruh, ktery ma polomér rovny souctu
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vSech moznych polomért, tedy Ep X vyjde jako kruh s polomérem

Nyni pouzijeme vzorec na soucet ¢isel 1,...,n — 1 a vyjde:

B I (n—1)n 1
r_n(n—l) 2 2

Vysledkem je kruh o poloméru %, a to nezavisle na n, tedy stredni hodnota
vychazi stejné pro libovolny pocet hodnot, kterych X nabyva. Zda se, Ze
Debreuova stfedni hodnota dava pro tento priklad rozumnéjsi vysledek nez
Vorob’jevova a spliiuje vlastnost (9). Mtzeme dokonce porovnat vysledky
i pro spojity pripad, kdy polomér ma rovnhomérné rozdéleni na intervalu
[0, 1], protozZe

EDX = lim EDXn = Bf(O),

1
n—o00 2

kde X,, jsou ndhodné mnoziny nabyvajici n hodnot jako vyse, a
Ey X=B55(0)

podle vysledku (3.1).

Vime, ze X je konvexni a kompaktni mnozina skoro jisté, a proto Ep X =
EX. Selekéni stfedni hodnotu mtzeme vsak vypocitat i piimo. Z definice
vime, Ze to je uzavér mnoziny strednich hodnot vsech méfitelnych selekci.
Bude to jisté kruh se stredem v pocatku, staci tedy urcit jeho polomér. Nej-
prve pokud ma £ diskrétni rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 1] a nabyva
hodnot [O, ﬁ, %, cee 1} ,n > 2, pak pro urceni poloméru Aumannovy
stfedni hodnoty staci urcit normu stfedni hodnoty selekce, ktera kazdému
w €  pfifazuje polomér mnoziny X (w), pfesnéji £(w) = || X (w)|| u, kde u je
jednotkovy vektor z R2. Jeji stfedni hodnota je E€ = u(% Z;é %) = %u
Norma [[E¢|| = 1/2, a tedy E4X = B1(0). Ve spojitém pripadé ziskime
stejny zaveér vzhledem k tomu, ze predchozi vysledek nezavisel na n.

Vypocitdme primeérnou vzdalenostni stfedni hodnotu pro orientovanou

vzdalenostni funkci d(z, F') = p(z, F) — p(x, F©), volime W = Bpg(0). Pak
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d(z, Be(0)) = ||z]| — € a d(z) = E(||z|| — &) = ||z|| — E¢, coz je vzdalenostni
funkce kruhu o poloméru E¢, tedy EpaX = EopaX = Bge(0). Ziskavame
tak rozumny vysledek, je splnéna vlastnost (9).

3.6 Bod na kruznici

Uvazujme prostor E = S!', tedy jednotkovou kruznici v R%. Jako met-
riku pouzijeme geodetickou vzdalenost, neboli nejkratsi vzdalenost dvou
bodt po kruznici. Necht ndhodné mnozina X nabyva hodnoty {(0,1)}, nebo
{(0, —1)} (severni, nebo jizni pdl) se stejnymi pravdépodobnostmi.

Hererova stfedni hodnota je prazdnd mnozina. Ur¢ime, Ze libovolny bod
na kruznici mé stfedni vzdalenost k ndhodné mnoziné rovnu m/2. Nyni
bychom chtéli najit body a € E, jejichz vzdalenostni funkce je pro kazdé
x € E mensi, nebo rovna 7/2, avSak zadny takovy bod neexistuje, protoze
pro kazdy bod a € E existuje = € E takovy, Ze p(a,z) = 7 (bod na opacné
strané kruznice). Proto Eg X = ().

Vorob’jevova stfedni hodnota je prazdnd mnozina, protoze Eu(X) = 0
apx =1/2 prou=(0,1), nebo u = (0,—1) a px = 0 jinak. Mira u({px >
t}) = 0 = Eu(X) pro vSechna ¢ € (0, 1], vybereme tedy t =1 a Ey X = ().

Orientovana vzdalenostni funkce je prazdna mnozina, protoze zadny bod
na kruznici nelezi v ndhodné mnoziné X skoro jisté.

Primeérna vzdalenostni stfedni hodnota vychazi jako celd kruznice vzhle-
dem k tomu, Ze mnozina X (e¢) = () pro ¢ < /2 a X(¢) = S* pro € > /2.
Vzdalenost p(z,0) = oo pro kazdé x € S*, kdezto p(z,S') = 0 pro kazdé
reS! tedy e=7/2 a EpsX =S

Selekéni stfedni hodnota a stejné tak Debreuova je bod (1, 0). Debreuovu
stfedni hodnotu vypoéitdme nésledovné: EpX = {1((0,1) + (0,-1))} =
{(1,0)}, kde s¢itani provadime jako posouvani bodu po kruznici o tihel, ktery
odpovida poloze bodu na kruznici. Selekce £(w) = (0, 1) s pravdépodobnosti
1/2 a £(w) = (0, —1) se stejnou pravdépodobnosti dava E€ = EpX = E4X.

Fréchetova stfedni hodnota vychazi EpX = {(1,0), (—1,0)}.

3.7 Primka

Necht ndhodna mnoZina X se rovné piimce z = 0 s pravdépodobnosti 1/2,
nebo piimce y = 0 se stejnou pravdépodobnosti. Uvazujme E = R2.
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Jedna se o priklad nekompaktni nahodné uzaviené mnoziny s nulovou
Lebesgueovou mirou. Fréchetova a Hererova stfedni hodnota nejsou defino-
vany pro nekompaktni mnoziny. Vorob’jevova stfedni hodnota vyjde jako
bod (0,0), protoze mnoziny {px > t} pro t € (0,1] maji nulovou miru,
dostavame ¢ = 1 a mnozina {px > 1} = {(0,0)}. Stejné vyjde také oriento-
vana vzdalenostni stiedni hodnota, jelikoz mnozina X ma prazdny vnittek,
orientovana vzdalenostni funkce je vétsi, nebo rovna nule a nule se rovna
pouze v bodé (0,0).

Primérnd vzdalenostni funkce mé tvar z = (|z| + |y|)/2 a mnoziny X ()
jsou kosoétverce se stiedem v poc¢atku a délkou strany a = 23/%¢. Pramérna
vzdalenostni stredni hodnota tedy vyjde jako kosocCtverec se stiedem v po-
¢atku, jehoz rozméry zaviseji na volbé kompaktni mnoziny W.

Selekéni stiedni hodnota E4 X = R2. Pro kazdy bod (z,y) miZeme najit
selekci &(w) = (2x,0) s pravdépodobnosti 1/2 a £(w) = (0,2y) se stejnou
pravdépodobnosti. Stfedni hodnota takové selekce je bod (z,y) a mnoZina
stfednich hodnot vSech selekci X tudiz tvori celou rovinu.

Stejné tak vychazi i Debreuova stfedni hodnota, tedy EpX = R?.
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Kapitola 4
Zaveér

Na pfedvedenych ptikladech si muzeme vsSimnout, ze zadné dvé definice
stfedni hodnoty nedavaji obecné vzdy shodné vysledky. Otazka, co je stfedni
hodnotou ndhodné uzaviené mnoziny, zistava tedy nezodpovézena a v obec-
nych pripadech si mizeme sami zvolit, jaky vysledek dava nejvétsi smysl
s ohledem na uvedené ,rozumné“ vlastnosti stiedni hodnoty nebo na nas
zameér. Naptiklad v praxi analyzy obrazu se nejvice uplatnila definice ori-
entované vzdalenostni stfedni hodnoty, jelikoz ,odstranuje Sum“ a pracuje
vhodné s konvexitou mnozin. Vorob’jevova stfedni hodnota se pfili§ neo-
svédcuje pro mnoziny s nulovou mirou, selekéni stfedni hodnota zavisi na
strukture pravdépodobnostniho prostoru, Debreuovu stfedni hodnotu mt-
zeme snadno spocitat pro jednoduché ndhodné mnoziny a navic predstavuje
nejvice intuitivni piistup. V kontrastu stoji Fréchetova a Hererova stfedni
hodnota, kterou si jiz pfedstavime hiife a mtize byt problematické ji spocitat.

Na druhou stranu konvexni a kompaktni ndhodné mnoziny lze ztotoznit
s podmnozinou Banachova prostoru na némz se definuje Bochnertv integral,
ktery umoznuje stfedni hodnotu jednoznacné pocitat tak, ze by se méla
shodovat se selekéni a Debreuovou stiedni hodnotou.

Meli jsme také moznost si vSimnout, Ze jednoznac¢né definici stfedni hod-
noty stala v cesté nelinearita prostoru uzavienych mnozin, a ze ¢astym pro-
stfedkem v uvedenych definicich byla linearizace tohoto prostoru pomoci
zobrazeni do Banachova prostoru néjakych funkci. Rozdilnost jednotlivych
definic potom spoc¢iva na volbé prostoru funkci, zvolené metrice a mnozstvi
dalsich parametri.
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Kapitola 5
Dodatky

5.1 Hausdorffova metrika

Méjme prostor E s metrikou p. Pro kazdé dvé neprazdné kompaktni mnoziny
K a L definujeme Hausdorffovu metriku (nebo Hausdorffovu vzdalenost)
mezi K a L jako

pr (K, L) = max (supp (2, L), supp (y, K)) -

zeK yeL

5.2 Minkowského soudet

Pro A, B podmnoziny E definujeme Minkowského soucet jako

AoB={x+y:x€ Ayec B}.

5.3 Polospojitost

Funkce f : E — R definovani na topologickém prostoru E s hodnotami
v rozsifené redlné ose R = [—o0, oc] se nazyva shora polospojitd v x € E,
pokud

limsup f(y) < f(x),

Yy—x

a zdola polospojita, pokud

liminf f(y) > f(x).

Yy—T
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Funkce f se nazyva zdola (shora) polospojité, pokud je zdola (shora) polo-
spojita v kazdém bodé x € E.

5.4 Robbinsova véta

Necht X je ndhodna uzaviena mnozina v polském prostoru E. Pokud u
je lokalné kone¢na mira na borelovskych mnozinach, pak p(X) je ndhodna
proménna a

Bu(X) = [ P(o € X) u(do)

v tom smyslu, Ze je-li jedna strana kone¢nd, pak je i druhd a rovnaji se [4,
str. 59, véta 4.21].
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