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Anotacia

V mnohych praktickych aplikaciach zohrava tlohu vypocet najvécsieho spolocného deli-
tela dvoch polynémov (GCD). Ak dva polynémy maji nekonstantny GCD, tak od nich
odvodené nepresné polynémy f(x), g(z) si s pravdepodobnostou jeden nestidelitelné.
Avsak kazdd mald perturbécia koeficientov tychto polynémov moéze mat za nésledok
to, ze GCD polynémov f(x) + df(z), g(x) + dg(x) je opat netrividlny. Takyto GCD sa
nazyva aproximovany najvacsi spoloény delitel dvoch nepresnych polynémov (AGCD).
Existuje niekolko metéd zaoberajicich sa vypoctom AGCD. V tejto praci je pouzita
metdda structured total least norm (STNL) aplikovand na Sylvestrovu rezultantovi
maticu.
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Kapitola 1

Uvod

Vypocet GCD patri medzi zdkladné problémy vypoctovej matematiky a méa vyznam ako
teoreticky tak i prakticky v teorii riadenia, spracovania signalu a robotiky, tedrii sieti,
pocitacovom dizajne, spracovani obrazu, Sifrovani a kédovani informacii a i. V mnohych
aplikdciach sa ale pracuje s pribliznymi datami danymi s ur¢itou toleranciou (napr.
nepresné data ziskané fyzikalnym meranim, & vplyvom kumulovania zaokriithlovacich
chyb). To ale moze vytstit do neprijemnych numerickych tazkosti pri vypocte GCD.
Navyse vypocet GCD dvoch polynémov je dobrym prikladom tzv. “ill-posed problems”.
Bud napriklad f(z) = 2% + 4z + 4 a g(x) = x + 2. Pri symbolickom vypocte GCD ne-
nastavaji ziadne problémy, urcite je GCD(f(z), g(z)) = g(x) = x+2, avsak pre f(z) =
r? + 3.9992 + 4 uz plati GCD(f(x), g(x)) = 1, pricom mald zmena koeficientov (pri-
danim 0.001 k druhému koeficientu polynému f(x)) staéi k tomu, aby polynémy boli
opat stdelitelné. A teda naopak, mierne porusenie koeficientov moze znizit stuperi GCD
az tak, ze GCD bude trivialny.

Problém, ktorym sa budeme zaoberaf, je najst polynémy f(z) a j(z) “blizke” k ne-
presne zadanym (porusenym) polynémom f(x), resp. g(x) tak, aby mali netrividlny
GCD. Pretoze GCD “opravenych” polynémov sa vo vacsine pripadov nezhoduje s GCD
teoreticky presnych polynémov, dokonca nemusi mat ani rovnaky stupeini, budeme
takyto GCD nazyvat aproximovany GCD (AGCD). V mnohych matematickych pra-
cach si popisané rozne metédy na najdenie polynémov f(x) a g(z), resp. AGCD ne-
presnych polynémov. Této praca vychadza z clankov [9, 10]. Avsak narozdiel od [9, 10],
nezameriame sa len na urcenie f(x), §(x) a stupia AGCD metédou STLN, ale na
zéklade [13] ukdzeme i mozné sposoby vypocétu samotného AGCD.

Cielom préace je zhrntt jeden mozny sposob pristupu k problému vypoctu AGCD.
Poddme komplexny stithrn néstrojov, ktorymi budeme schopni riesit dany problém. To
znamend, ze skor nez pristupime k metéde STLN, zosumarizujeme niektoré sposoby
rieSenia problému najmensich stvorcov s obmedzujicou podmienkov (tzv. LSE problé-
mu). Ukédzeme a porovname niekolko metéd. Dalej si zavedieme pojem Sylvestrovej
matice a jeho rezultantu, ktory nam poskytne pevnu datovi strukturu pre vypocet
GCD, pricom vlastny vypocet GCD spociva v jej vhodnych tranforméciach. Podame dva
mozné sposoby, ktoré si numericky otestujeme. Nakoniec pristipime k metéde STLN,
vysvetlime si princip metédy a udvedieme niekolko prikladov.

Vsetky programy tykajice sa prace su naprogramované v prostredi Matlab R2008a.



Z dovodu velkého rozsahu problematiky v préci nie si, az na vynimky v ¢asti 2.3.3, ex-
plicitne uvedené schémy algoritmov, podla ktorych sme realizovali programy. Tie mozno
najst v dokumentdcii k programom na prilozenom CD, ktoré je sticastou bakaldrskej
prace. CD dalej obsahuje programy a kratky textovy dokument, ktory ulahéi pracu

s CD.

1.1 Pouzité skratky a znacky

Ak nebude explicitne povedané inak, budeme v dalsom texte pouzivat nasledujice
skratky a oznacenia:

e}

o

o

rank(A) ... hodnost matice A
A7l .. inverznd matica k matici A

diag(ay, as, ..., a,) ... stvorcova diagondlna matica s ¢islami ay, . . ., a, na hlavnej
diagondle

I, ... diagonalna n x n matica s jednotkami na diagonale

GCD ... najviacsi spoloény delitel dvoch polynémov

AGCD ... aproximovany GCD dvoch polynémov

N(A4) ... jadro matice A, N(A) = {zr € R" : Ax =0}

Range(A) ... obor hodnot matice A, Range(A) = {z = Az : 2 € R"}

A = [Al, Ag} ... znadi rozdelenie stfpcov matice A na A; (ktorych je
m n
m) a Ay (ktorych je n)

- [gj 7: ... znadi rozdelenie riadkov matice B na By (ktorych je m) a By
(ktorych je n)
A=lay,...,a,] ... oznacenie stipcov matice A, tj. ai,...,a, si stipcové vektory
matice A
z = +me*! ... zapis &sla v pohyblivej radovej ¢iarke, m je mantisa, e zdklad

u nas e = 10 s t exp()nent, napriklad eps = 2, 22e 16, zvykne]ne tiez l,SEit) eEps =
2, 22e — 16 = 2, 22 x 10 16)

eps ... strojova presnost pocitaca definovand ako vzdialenost éisla 1 od naj-
blizsieho vysieho ¢isla v pohyblivej radovej ¢iarke, (eps = 2,22e — 16)

Pre vektor z € R™ budeme pouzivat klasické definicie noriem:

n
Izl =D fwil, ) =
=1

n
Stat e = max |z,
i=1




Kapitola 2

Riesenie LSE problému

V tejto kapitole sa budeme venovat rieseniu LSE problému. Celkom sa budeme zaobe-
rat niekolkymi postupmi, pricom podla [3] spomenieme dva mozné pristupy. Bez dorazu
na presnost formuldcie uwved'me, Ze prvy pristup vyuZiva projektovanie riesenia na nu-
lovy priestor istej matice a jeho ortogondlny doplnok. V znacnej miere sa vyuZiva
technika QR rozkladu matic. Rozsiahly rozbor algoritmov tohto pristupu moZno ndjst
napriklad v [3, 8]. Druhy mozny spésob je metdda zaloZend na priamej elimindcii. Ako
priklad priamej elimindcie pouZijeme algoritmus vyskytujici sa v prdaci [3], iné algo-
ritmy si napriklad v 1, 4].

Ing postoj k rieseniu LSE problému ponika metdda vih, ktorej sa budeme venovat
v prevaznej casti tejto kapitoly. Tuto metodu neskor pouzijeme v 4. kapitole.

Pretoze cast rozoberaniyjch algoritmov je inspirovand jednyjm spésobom riesenia problému
najmengsich stvorcov (LS problému), tak obsahom prvej sekcie je pdr pozndmok tykaji-
cich sa prdve problému najmensich stvorcov.

2.1 Niekolko poznamok k LS problému

Existuje niekolko odlisnych sposobov riegenia problému najmensich $tvorcov (znac¢ime
LS problém z anglického vyrazu “least squares problems”), ktoré mozno ndjst napr.
v [3, 5]. Jeden mozny postup ako najst taky vektor z € R", ktory bude minimalizovat

[ Az — b2, (2.1)

je pouzit metédu vyberu zaloZzent na QR rozklade. O obdiZnikovej matici A € R™*"
budeme predpokladat, Ze ma plnt hodnost (m > n, rank(A) = n), teda Ze jej stipce s
linearne nezavislé (), b € R™. Predpokladajme d’alej, ze méme spoéitant ortogonlnu
maticu Q € R™* ™, Vyndsobit data ortogondlnou maticou nezmeni geometricky vyznam
ulohy. V tomto pripade hovorime o ortogonalne invariantnom probléme. Preto plati, ze
ak vektor z minimalizuje (2.1), tak minimalizuje aj

1Q" Az — Q"] (2.2)

1)V pripade, ze je rank(A) < n, rieSenie nemusi existovat a ak existuje, vieobecne nie je uréené
jednoznaéne. Preto je potrebné nasledujiici postup modifikovat, pozri napriklad [5]. AvSak v nagich
tuvahéch sa tento pripad nevyskytuje.




Za dant ortogonalnu maticu sa prirodzene snazime volit takd maticu, aby sa pro-
blém (2.2) ¢o najviac zjednodusil. To sa s tspechom podari pri volbe ortogondlne;
matice z QR rozkladu matice A. Bud teda

con-eft]:

m-—-n

QR rozklad matice A, kde R; € R™ " je horna trojuholnikova a () € R™*™ ortogonalna

. } - r| n .
matica. Polozme Qb = . Potom je
S| m—n

2

= | Ruz —rllz + [Is]]2.
2

R
s 012 = "o - Qo3 = | 0] < - [

Pretoze sme predpokladali, ze rank(A) = n, je i rank(R;) = n a teda R; je reguldrna
s nenulovymi prvkami na diagonale. V dosledku toho nutne existuje prave jedno riesenie
x sustavy rovnic Riz = r (3.

Nasim cielom je ale vyriesit specialnejsiu ulohu, a totiz od riesenia problému (2.1)
budeme pozadovat, aby naviac splnalo podmienku Bx = d pre vSeobecne obdiznikovi
maticu B a vektor d. To je obsahom dalSej sekcie.

2.2 LSE problém
Ulohou je ndjst vektor x € R", ktory riesi problém
min ||Az — bl|. (2.3)
Bzx=d
Ulohu nazyvame problémom najmensich stvorcov s obmedzenim Bz = d, v angli¢tine
sa uziva termin “Linear Least Squares problem with Equality Constraints”, resp. “Con-
strained Linear Least Squares problem”, skratene LSE problém.
Sformulujme najprv vsetky predpoklady. Nech A € R™*" (m > n), b € R™, B €

RP*™ (n > p) a d € RP. Predpokladajme, ze rank(B) = p a ze prienik nulovych
priestorov matic A a B je trividlny. Navyse pre druht z podmienok plati ekvivalencia

N(A) N N(B) = {0} <= rank []ﬂ .

; ) e B
Pre dokaz implikacie sprava dolava staci predpokladat, ze rank [ A} < n. Potom

existuje x # 0 tak, ze {i} x = 0, z ¢oho iste plynie platnost Bx =0 A Az = 0 a teda

dostdvame spor. Obratenou ivahou dostaneme platnost opacnej implikécie. O

2) Vimnime si, ze pre takto spocitané riesenie = sa velkost rezidua ||Az — bl|z rovnad [|s||z.



Podla [3] predpoklady
B
rank(B) =p a  rank [A} =n (2.4)

zarucujui existenciu a jednoznacnost riesenia (2.3), ktoré si oznac¢ime xpgp. Dokonca
predstavuju nutni a postacujucu podmienku preto, aby rieSenie x;sg bolo jednoznacné.

Keby totiz platilo N(A) N N(B) # {0}, tak iste existuje 0 # z € N(A) N N(B)
také, ze Az = Bz = 0. Ale ak x riesi (2.3), tak aj x + z riesi (2.3), ¢im dostdvame dve
rozne riesenia. Postacitelnost predpokladov dokdzeme konstrukciou algoritmu v sekeif
2.2.1, kde predvedieme isty sposob ako ziskat riesenie z problému (2.3) a ukdzeme, Ze
platnost predpokladov staéi pre jednoznacnost tohto x. 0

Prirodzene, poziadavky vyssie zarucia jednoznacnost riesenia aj pri ostatnych pre-
beranych metddach.

V nasledujucich sekcidch predvedieme priklady moznych rieseni (2.3). V sekcif 2.2.1
sposob zalozeny na projektovani riesenia na jadro matice B a jeho ortogonalny doplnok.
V sekcii 2.2.2 ukazeme postup priamej elimindcie a na zaver blizsie rozoberieme metédu
vah a iteracné spresnenie tejto metody. Vsetky spomenuté metody boli implementované
v prostredi Matlab, ich porovnania si v sekcii 2.3.2, resp. 2.3.4, kde porovnavame
vysledky ziskané metdédou vah s jej iteracnym spresnenim.

2.2.1 Metoéda projekcie na jadro matice

Ako uz bolo spomenuté v tvode, existuju dva mozné sposoby riesenia (2.3). Jednym
z nich st metédy zalozené na projekcii rieSenia na jadro matice B, ktoré vyuzivaju QR
rozklad matice BT za ti¢elom zfskania bazy nulového priestoru matice B. Samozrejme,
existuje niekolko roznych algoritmov, ktoré sa lisia v zdvislosti na d'alsom postupe.
Uvedieme algoritmus, ktory mozno ndjst v [3], resp. v [8].

Namiesto LSE problému (2.3) uvazme LS problém

B . d
A b
pricom méme na pamiti, Ze z ma spliaf rovnost Bz = d ®). Teda, budeme hladaf
rieSenie LS problému s dorazom na podmienku Bx = d, pricom prejdeme od (2.5)

k ortogondlne invariantnému problému s vhodnou ortogonélnou maticou.
Zavedme U € R™™ 3 () € R™" ortogondlne matice, ktoré uréime neskor a poloZzme

min
TER?

, (2.5)

2

T Ipv 0 (p+m)x(ptm)
P

Lahko overime, Ze U je Stvorcové ~ortogondlna matica. Stlpce matice () rozdelme na dve
casti, totiz ozna¢me prvych p stlpcov matice () ako Q1 a zvysnych n — p Stlpcov ako

3) Na tomto mieste uvedme, ze az na vynimky v casti 2.3.1 v préaci budeme pracovaf so systémom
B . . . . . . [ C o .
{ A} . Je to z dovodu zjednotenia textu a z dovodu, ze systém “B nad A” dava pri rieSeni LSE problému

metédou véah lepsie numerické vysledky, pozri [8].



Qo, tj. Q = [Ql, Qg]. Konecne, zaved me substitticiu y = Q7 z. Potom je y = {yl} =

Qiz| p
QFx

Y2

p n—p

a naopak
n—p

r=Qy= [Qb Qz} Bj = Q11 + Qay2 =: 11 + 1o

> ’ ’ ~ . A~ ’ )
Vdaka prave zavedenym oznac¢eniam mozeme pisat

I

2

ES

2

|~ Bl =103~ 1, - L o=, - 2] 0

B [ I BQi, BQs 1y d 1|’
o3 an-o [l - Nlome. 7o) (] - %)

HB @191 + B Qay2 — dH; + HUTAQlyl +UTAQay, — UTb‘

2

2
2 Y

kde v rovnosti oznacenej * sme presli k ortogonalne invariantnému problému s maticou
U. Aby sme vyrazy v norméch ¢o najviac zjednodusili, pouzijeme QR rozklady matic

BT a

AQQZ

Pretoze je BQiy1 + B Qoy2 = BQy, tak za Q volme ortogonalnu maticu z QR
rozkladu BT. Plati BQ = [Rg, O], kde Q € R"™™ a Rg € RP*P je horna
trojuholnikovéd matica, ktora je naviac regularna, pretoze rank(B) = p. Vsimnime
si, ze kvoli predpokladu na hodnost matice B patri poslednych n — p stfpcovych
vektorov @, ktoré st linedrne nezdvislé a navzdjom na seba kolmé, do jadra N'(B).
Potom ale je N'(B) = Range(Q-), ¢o znamena, ze stipcové vektory Qs tvoria bzu

N(B).

7 ~ 7 A~ o0
Prvy scitanec mozeme teraz upravit na tvar

HBQlyl + B Qay2 — dHZ = HBQy—de - H[Rg’ 0] Bj —d

= |REy: —df;

Avsak pretoze Rp je regularna, existuje prave jedno riesenie y; € RP ststavy
RLy, = d. A teda aj prave jedno z; = Qy;. Zostdva spocitaf yo, pricom
podla uvedeného je xo = Qoys € N(B). Tym rieSenie x skuto¢ne projektujeme
na jadro N (B) a jeho ortogonalny doplnok.

Pretoze (p +m) X n matica
B ~ |RE 0 p
{A] [Qla Q2} o [AQL AQ2:| m
p n—p

10



m4 podla predpokladov (2.4) hodnost n, tak pouzitim vztahu rank(R%) = p
z predchédzajiceho bodu musi byt rank(AQ.) = n — p. Volbou ortogonélnej
matice U z QR rozkladu A Q, € R™("=P) mozeme pokracovat v tprave druhého
scitanca takto (4):

|UTAQuyr + UTAQsy2 — UTbH; = |[UTAQay, —UT(b— Aml)”; -

H m o [gﬂ (b—Am)

kde U = [U;, U, . Pretoze Ul(b — Axy) € R*P a Ry, je reguldrna matica,
n—p m—n-+p

vieme spocitat jednoznatne uréené rieSenie systému (n — p) x (n — p) rovnic

Rays = UL (b— Axy), ¢im dostdvame vektor 4 a 2o = Qay.

2
= ||Rays — UL (b — Az)) |5+ ||US (b — Ay)|

2

2
92

e RieSenim LSE problému je vektor

rrse = Qy = [Ql; Qﬂ Bj = Q1y1 + Qay2 = =1 + 12

Uvedomme si, ze 155 spiﬁa podmienku Bz = d. Totiz plati
Bz = BQQ"z = BQ Bl} = [Rf 0] Bl} = Rhy =d.
2 2

Tymto postupom sme ukdzali postacitelnost podmienok (2.4), existenciu a jedno-
znacnost rieSenia xrgp, ktoré minimalizuje (2.5): Vektory y; a yo dévaji minimdlne
rezidud prislusnych systémov rovnic. V prvom bode z predpokladu rank(B) = p vyply-
nula jednoznacnost x;, v druhom bode z oboch podmienok v (2.4) zase jednoznacénost
To.

2.2.2 Metoda priamej eliminacie

Druhy mozny pristup k rieseniu (2.3) pontikaju elimina¢né metédy. Rovnako ako v pred-
chddzajiicej casti existuje niekolko metéd, na ktoré mozno nazerat ako na Gaussovu
elimindciu. UkdZeme si sposob popisany v [1, 3]. Naviac v [1] mozZno najst algoritmus,
ktory pouziva eliminéciu aplikovani na penalizovany problém (2.9), s ktorym sa stret-
neme v Casti 2.3. Iny algoritmus je v [4].

Nasledujiica metéda priamej elimindcie vyuziva na rieSenie problému (2.3) QR roz-
klad matice BII, kde II je n x n permuta¢nd matica dolezita z hladiska stability celého
procesu. To znamend, ze pri rozklade matice B je potrebné Stipcové pivotacia. Zostro-
jenim matice I sa zaoberame na konci tejto casti.

Rx
0
trojuholnikové matica. Regularita R4 plynie zo vztahu rank(AQ2) = n — p.

4) QR rozklad matice AQ, = U { ,kde U € R™*™ a Ry € R("=P)X(n=p) je reguldrna hornd

11



Pripomeiime, ze predpokladdme plnt hodnost matice B, tj. rank(B) = p, B € RP*",
p < n. Podla tedrie QR rozkladom BII

BIl = @ [Rb R2] p
D p n—p

ziskame ortogonalnu maticu ) € RP*P, reguldrnu hornu trojuholnikovii maticu R, €
1’1:| P

. Teraz si mozeme podmienku
T2l n—p

RP*P g maticu Ry € RP*("P) Polozme T 2 = {

Bx = d upravit, totiz plati:
Brx=d< BlIIl'z =d < Q[R, R Bl] =d < Rz =Q"d — Ryrs. (2.6)
2

PretoZe je Ry reguldrna, tak z poslednej rovnosti vieme spocitat 1,
T = Rl_1 (QTd — Rgxg) )
Aby sme urcili x5, vyndsobme aj maticu A permutacnou maticou II. Nech teda je
All = [A), A m
p n—p
Potom ale
[Az = bls = [ATT 2 —b]|y = [|[(As — AiRy ' Ry)ars — (b — ARy QTd)||2 = [| Az — b5,

e T v/ , . . o .
kde sme pouzili [T'z = [z, x5, spocitané z; a kde sme zaviedli oznacenie

121 - AQ - AlR;lRQ € Rmx(nfp),
b=b—

_ 2.7
ART'QTd e R™. 27

Ukéazme, ze z predpokladov (2.4) plynie rank(A) = n—p. Predpokladajme pre spor,
7e rank(A) < n — p. Potom existuje v # 0 tak, ze Av = 0. Avsak z (2.7) dostdvame
vztah

Ay — A R Ryv = 0,

v ktorom ak polozime u := —R] ' Ryv, ziskame rovnice
Ryu+ Ryv =0, fllu + 1212’0 =0.

Ale obe rovnice davaju pre vektor w = II {Z] rovnosti Aw = 0 a Bw = 0, ¢o znamena,

7e w # 0 lez{ v N(A) NN (B) a to je spor.

Celkom sme problém (2.3) previedli na riesenie LS problému bez obmedzenia

min || Azy — bl|
xo €ERN—P
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s maticou A € R™*("=P) ktord m4 podla predchddzajicej tivahy plni }Eodnost’ . Tento
problém vieme podla sekcie 2.1 vyriesit pouzitim QR rozkladu matice A,

A=0Q; {R‘”’} ,

pricom ziskavame ortogonalnu maticu Q 51 € R™*("~?) a regularnu hornt trojuholnikovu
maticu Rs € RO=P)*(=p) Podla sekcie 2.1 teda zostdva vyriesit sistavu

Rgl’g = QE l_)

L2
Vsimnime si, Ze (2.7) mozeme interpretovat ako p krokov Gaussovej elimindcie.
Podla [4] uvedeny proces symbolicky zapisujeme v tvare

Konecne, riesenie LSE problému je x = I1 [wl} :

B| 1I, QR rozklad Rl, RQ “Gauss. eliminacia” Rl, RQ
BN ~ ~ —_— i1 p-l
A A, A 0, A, — AR7'R,
Rl: R2 QR rozklad Rl’ R2
2| QRrodded | Ry
0, A 0. 0

Zastavme sa eSte pri volbe permutacnej matice II. Jednym z dovodov preco sa
matica B pred QR rozkladom upravuje je, Ze podla predpokladou ma B viac stipcov
nez riadkov a pretoze je rank(B) = p, tak n — p jej stipcovych vektorov je linedrne
zévislych. Ch. Van Loan v [8] uvddza jednoduchy priklad na LSE problém s maticou

111
B‘L 1—J’

kde pri rieseni ulohy bez pouzitia stfpcovej pivotacie dostdva neadekvatne rieSenia.
Preto sa v [8] navrhuje volba takej matice II, pri ktorej v sic¢ine BII st prvé p stipce
linedrne nezavislé.

Intt moznost nachddzame v [1]. A totiz maticu II vytvdrame stibezne s QR rozkla-
dom B. Pretoze z numerického hladiska je vyhodne pri QR rozklade pouzit Givensove
rotécie, ¢i Housholderové zrkadlenia, tak v kazdom kroku pri spracovavani dan¢ho Stlpca
matice B sa za tento stlpec odporti¢a brat stlpec s maximélnou normou, resp. stlpec
ktoré¢ho norma je po vynasobeni danym parametrom « > 1 vécsia ako maximum no-
riem ostatnych stlpcov V takom pripade stlpec nemusi byt urceny jednoznacne, a tak
volime lTubovolny z tych stlpcov ktoré dané kritérium splnaju Viac informécii mozno
najst v [1], kde je presne popisany algoritmus, ktorym sa vykondva QR rozklad matice
B a sticasne formuje permutaénéd matica II. Pokidsime sa ho priblizit.

Snazime sa previest QR rozklad matice B Givensovymi rotdciami s pivotdciou.
PretoZe ale pre riesenie  LSE problému musi platit Bz = d, tak matice Givensovych
rotcii budeme rovno aplikovat aj na vektor d. Kvoli jednotnému znaceniu poloZzme

BY =Bad®=d.
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Pre k=1,...,p opaku;j:

o pre j = k,...,n definujme vektory
k—1 _ [pk—1 pk—1 k—11T —k+1
b= bk by ] ERY
a polozme Nf‘l = ||b§-”_1||2. Pracujeme s n — k + 1 stipcovymi vektormi dizky

p —k + 1, ¢o si moZzeme interprétovat formou matice

B(k,’—l) — [bz—l’ sz—r%’ o 7bl:;l—l] c R(p—k-‘rl)x(n—k-‘rl)‘

o Vyberme index p; tak, aby pre dané a > 1 platilo

k-1 k—1
alN,, ZJQJ%NJ' . (2.8)

Index p; nie je vSeobecne urceny jednoznacne. V pripade, ze kritériu vyhovuje
viac vektorov, vyberieme jeden z nich.

o Oznacme Pl = PT(1,p, — k + 1) € Rv—F+Ux=k+D) permutaénid maticu, ktord
prehodi prvy a (pp — k + 1)—vy stlpec v B*~Y a polozme

Pl = diag(I,_,, Pl') € R,
Matica Pl = PI(k,py,) prehodi k-ty a pj-ty stipec v B¢+=1).

o Nech d'alej je G} ortogonalna matica zlozenej Givensovej rotdcie, ktorou vynulu-
jeme az na prvii zlozku vektor b5-1, tzn. Gy prevedie b5~! na vektor NF~te;, kde
e1 = (1,0,...,0)7 € RPF+1 Je Gy € RPF+HDX=k+1) "preto definujme

Gy = diag(Iy_1, G)) € RP*P,

o Polozme B%) = GkB(k_l)PkT e R d®) = Gd*—1),

Graficky pre k£ = 1:

0 0 0 0
o b e b, o b0 )
B—poO_po_ | i : | BP (1,pk)

0 0 0 0

bSY bh e bide e bk

T T T T

ORI T
AN AR A SR ) N, x x x
: : : ; G1BP[(1,py) 0
0 0 0 0 . n(1
b1(771)7k b](g,Q) bi(,} bI(M)L : B
T T T T 0
b by b
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— B,

Pre k =p+1,. — 1 vyberieme maticu Py € R™" rovnakym sposobom ako doteraz,
¢im si preskuplme aj ostatné n —p stlpce To znamena ze v kroku k € [p+ 1, n — 1]
uvazime stlpce matice B® pocinajic k—tym stlpcom a na ne uzijeme krlterlum (2.8).
Ziskame stlpec s indexom p; a po definovani permutacnej matice P!, ktord prehodi
k—ty a pr—t¥ stipec matice B®), polozime B*+1) = BWPpL .

Celkom je
M=PFP,_1-...- P,
R=BWPl .. ...Pl =[Ri, Ry,
Q=Gl-...-G},

¢im ziskavame permuta¢ni maticu IT a QR rozklad matice BII = QR = Q [R;, Rs].

2.3 RieSenie LSE problému metédou vah

Metoda vah je zalozena na myslienke, ktora uz bola prezentovand a totiz ak nés zaujima
rieSenie LS, popripade LSE problému, tak toto rieSenie minimalizuje i lohu ortogonalne
invariantnu, tzn. ulohu s datami prenasobenymi ortogonalnou maticou. U tejto metédy
sa Studuje podobny LS problém ako v sekcii 2.2.1, ale narozdiel od sekcie 2.2.1 tu sa
zavadza kladny “dostatocne velky” prirodzeny parameter, tzv. vdha a to z toho dovodu,
aby sa zdoraznila rovnost Bx = d. O problematike vyberu vhodnych véh sa zmienime
neskor, podrobnejsie ivahy mozno najst v [3, 8].
Hladajme 2 € R™, ktoré riesi penalizovant tlohu

. wB ud
e 5] 3] e
Stale predpokladdme platnost (2.4), tj
rank(B) =p a  rank {’MAB] =n, (2.10)

poziadavky na ostatné data zostavaju rovnaké. Vidime, ze dostavame klasicky LS
problém, ktory vieme vyriesit pouzitim sekcie 2.1.

Volme preto ortogondlnu maticu @, z QR rozkladu [M AB}

p |uB - Q. R,| n
m| A O] p+m—n ,
n p+m n
kde Q, € R(P+m)x(p+m) je ortogonélna a R, € R™" hornd trojuholnikova matica, ktord

. . . . . B . . ,
je naviac regularna, pretoze predpokladdme rank {,u A } = n. Ak si maticu @), rozdelime

sposobom

Qu = [Quuw Q] (2.11)

n p+m-—n ’
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Q1 € RPtmxn ), € RPFm>pim=n_tak upravovanim ortogondlne invariantného

’ . . ) . ~ ~ 7 o e 7 d
problému k (2.9) s maticou @, zistujeme, Ze staci vyriesit sistavu R,z = {“ {’Ub ]
Ziskané riesenie (2.9) si ozna¢me ako z(pu).

V dalsej casti sa poktsime ukdzat konvergenciu riesenia x(u) k x1sg, pricom preci-
znu analyzu metédy vah podame v ¢asti 2.3.1. Najprv ale zopakujme, ze v predchadzaju-
cich sekcidch 2.2 a 2.2.1 (resp. 2.2.2) sme za platnosti predpokladu (2.4) dokézali exis-
tenciu a jednoznacnost riesenia x7gp povodného problému (2.3). Avsak na r7gp mozeme
nazerat aj ako na minimizér funkciondlu ¢(z) = £||Az — b||3 vzhladom k vizbe Bz = d,
kde funkciondl ¢(x) je diferencovatelnd funkcia. Definujme Lagrangeovu funkciu

Lz, \) = %(A:c ~B)T(Az — b) — AT (Bx — d).

7 jednoznacnosti rpsp potom existuje jednoznacne uréené A\psg € RP, pre ktoré plati
%(xLSE, Arse) =0 a %(xLSE, Arse) = 0, pricom priamo z definicie derivacie mame

OL

a(a:, A) = —(Bx —d)T,
g—i(x, A = (AT(Az — b) — BTH)T ),

Ak v tychto vztahoch pre 255 a Apgg polozime rpsp = b— Axpgg, dostdvame rovnice

Brrsp =d,
rise + Arpsp =0,
B \psg + Alrpsg =0,

ktoré odpovedaju sustave

0 0 B |A\se
0 [m A TLSE| =
BT AT 0 TLSE

(2.12)

S X

Z predpokladu (2.4) je matica v (2.12) reguldrna.
Pretoze x(p) riesi (2.9), musi nutne vyhovovat aj normélnej rovnici odvodene;

od (2.9), tj. musf splnat
uB 4 uB uB g wud
Al lal =14 [s]
Upravou tejto rovnosti postupne dostaneme:

(uBT, AT] “ﬂ v(u) = [uBT, AT] [lﬂa

5) Pre tento tcel staci polozit y = Az — b a definovaf funkcional F(y) = %ny, ktorého derivacia
podla y sa rovnd y”. Dalej stac pouzif vetu o derivacii zlozeného zobrazenia.

Jednoznaénost ;s plynie z rovnice O—L(m, A) = 0prex = x155, %z jednoznaénosti rsp a zo vztahu

ox
rank(B) = p.
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(BB + AT Az () = p?*BTd + Ab,
B"i*(d — Bx(p)) + AT(b — Aw()) = 0.
Polozme A(u) = p?(d — Bx(u)) a r(u) = b — Ax(u), M) € RP, kde r(u) € R™, ¢im

ziskame rovnice

PN () + Ba(p)
r(p) + Az(p)
BYA\(p) + ATr(p)

d
b,
0

9
ktoré v maticovom zapise odpovedaju rovnosti

w2, 0 B W] [d
0 I, A| |r(p)]| =1]0b]. (2.13)
BT AT 0| |x(w) 0

Porovnanim oboch systémov (2.12) a (2.13) dostavame chceny vysledok

lim z(p) = xrsE. (2.14)

p—00

Presné odvovodnenie posledného vyroku sa opiera o vetu zo [7]. Naznac¢me strucne
postup: Oznacme si

0 0 B p2I, 0 B
X=|0 I, Al, Y,=| o0 I, A
BT AT 0 BT AT 0

Potom pre u — oo konverguje Y, k X a pretoze sme vyssie odvodili, ze X je reguldrna,
tak existuje X" a o > 0 také, ze pre kazdé p > po existuje matica Y, . Podla znamej
vety z funkcionélnej analyzy, pozri [6], je norma tejto matice rovnomerne ohranicena
pre kazdé u € [pg, 00). A teda dostdvame odhad

ALSE )
rese | = [r(o) ||| < CIXTH Y= XY — 0
TLSE z(p

z ktorého hned’ plynie (2.14), C' je vhodné konstanta.
Aby sme boli schopni zizitkovat tiito informéciu, potrebujeme pre kazdé p opako-
pud

b } a to znamend, Ze potrebujeme pre kazdé u previest

vane riesit sistavu R,z = Q7 [

QR rozklad matice [M AB

volbou dostatoéne velkého p je rieSenie () dostatocéne blizko k zpsp. Avsak pri velmi
velkom g sa mozu vyskytnit neprijemné numerické problémy, napriklad pri QR roz-
ubB
A

} V praktickom pocitani sa tomu vyhybame. Ukazuje sa, ze

klade matice . Totiz zavedenim parametra p rastie imerne s velkostou ju aj ¢islo
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. . . B . ’ 77, e v ’ ) .
podmienenosti matice [,u A} a teda aj “nachylnost” na vécsie zaokruhlovacie chyby.

Naopak, pre pu malé moze byt riesenie opat nepresné, nakolko nemusi platit rovnost
Bx = d. Priklad, na ktorom je vidief zdvislost rieSenia na parametru p je uvedeny
v Casti 2.3.2 v tabulke 2.2. Preto sa pokiisime zostrojit iteracny algoritmus, ktory
spresni riesenie x(p) ziskané volbou “stredne velkého” u (%),

Pretoze LSE problém zohraje dolezitu ulohu v poslednej kapitole a v matlabovskych
programoch z poslednej kapitoly je na riesenie LSE problému pouzita prave metéda véh,
v dalsej casti eSte raz poddme analyzu metdédy vah.

2.3.1 Analyza metdédy vah

V tejto casti poddme analyzu riesenia ziskaného metédov vah. Cielom je vyjadrit
rieSenia zpgp a z(p) presnymi analytickymi formulkami, z ktorych bude opétovne vi-
diet, ze x(u) konverguje k xrsp pre u idiice do nekoneéna. Najprv si uvedieme nasle-
dujticu vetu, ktord modzeme najst naprikad v [3, 5, 8]. Pretoze v literatiire sa pri dokaze
vyskytuji nejasnosti, tak si tiito vetu dokazeme podrobne znova (7). Déokaz zalozime
na myslienke CS rozkladu matic.

Veta 2.3.1. Nech A € R™" B € RP*" (m >n > p), rank(B) = p a rank [i} =n,

potom existuji ortogondlne matice U € R™*™ 'V € RP*P q reqularna matica X € R™™
tak, Ze

a
T diag(aq, ..., ap) . mxn
U"AX =Dy = 0 = eR , (2.15)
Qp
0
B
V'BX = Dg = [diag(By,...,5,), 0] = 0| € RPX", (2.16)
By

. . , ., . [B ,

Ak naviac o1 > 09 > ... > 0, su singuldrne c¢isla matice Al potom plati
X1z = 1, (2.17)
IX 2 = o1/00, (2.18)
O=ag= =< ag1 < <oy <ap = =0, =0, (2.19)

pre nejaké q € [0, p).

fr=>- 205, 20, (2.20)
Q2+ pB=02 i=1,...,p (2.21)

6) Pojmy velké, stredne velké a malé p st matematicky nepresné. Priblizny obsah tychto pojmov
je objasneny v sekcif 2.3.2.

) Napr. v [5] sa rozoberd pripad s rozmermi matic m > n a p > n. To v naSom pripade nenastédva,
a preto nie je mozné pisat niektoré tvrdenia, ktoré sa d'alej v praci objavia, ako dosledky viet z [5].
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. o 0 o : . .| B A
Diikaz. Pretoze vzdy vieme najst permutaént maticu II, pre ktord plati 4l = II { B] ,

s g ) , A
budeme dalej pracovat so systémom [ B} :

Napisme si singularny rozklad matice g :
by Z7 n

m A m Q@1 .

- n n ’ (i)
p| B Pl @
n n

kde @) = {gl} € Rim+p)xn 7« R™™ g1 ortogondlne matice a matica
2

. o L, . . A
Y = diag(oq, .. .,0,) € R™™ obsahuje singularne ¢isla o; (i = 1,2,...,n) matice lB} ,
ktoré si mozeme oznacit tak, aby

o1 >0y2-2>0,2>0.

B S , . , . . .
Pretoze rank { A} = n, existuje n kladnych singularnych ¢cisel, ktoré sa prirodzene

mébzu opakovat, avsak nutne je o, > 0 (8),

7 predpokladu rank(B) = p a z (i) dostdvame rank(Q;) = p (). A tak prevedenim
singuldrneho rozkladu matice Q7 tj.

ZB \%4 P
T
n Y ..
&5 _ 0 p ’ (ii)
p n p
dostavame p singuldrnych ¢isel sy, sa, ..., sp, ktoré si znova mozeme oznacit tak, aby
s1 > s > --- > s, a teda opat plati s, > 0. Singuldrnym rozkladom ziskavame
ortogonalne matice Y € R™*" V € RP*P a maticu X = diag(si, s2,...,5,) € RP*P.

Pretoze je
L,=Q"Q =001+ Q] Qs
tak pre Tubovolny vektor z jednotkovej sféry S, plati

1=vTv= vTQle v+ vTQgQQ v,

8) Samozrejme je

Bl |4 —nuQxz"=Qxz"

Al T |B| o ’
kde matica Q = IIQ je taktiez ortogondlna. A teda vidime, Zze oba systémy “A nad B”, resp. “B
nad A” maji rovnaké singularne cisla.

9) 7 (i) plynie vzfah B = Q, % Z7.
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max v’ Q7 Qyv = s2.
VES,

A pretoze vTQTQrv > 0, vTQTQov > 0, tak z tychto vztahov nutne méme s; < 1 a
teda aj s; < 1, pre kazdé i = 1,...,p. Z uvedeného teda plynie, Ze vieme najst ¢ < p
tak, aby platilo

l=51=""=5;>58441>"2>5,>0, (iii)
¢im si ¥p mozeme upravit na tvar

. I, 0O
Yp = diag(si, s2,...,5p) = [Oq El ,
B

kde Y5 = diag(sye1, 8q12, - - -, 5p) € RP=Ox=a)  (10),
Obdlznikovii m x n maticu Q1Y rozdelme na tri ¢asti, a to tak, Ze prvych ¢ stlpcov
siéinu Q1Y ozna¢éme ako W, dalsich p — ¢ ako Wy a zvysné Wi, tj.

QY = [Wi Wy Wy

q p—q n—p

Potom plati

Y n
m Im 0 Ql W1 W2 W3 m
1 - (iv)
I 0 0 q
0 VT g
P ek 0 Sz | 0 |p—yg
m D n
— v q p—gqn—p
K Ny ~ J
L

Vyndsobme teraz obe strany rovnosti (iv) transponovanou maticou zapisanou zv14st
v tvare odpovedajticom matici K a zvlast matici L. Lahko sa ukdze, ze KT K = I,
pretoze matice @, Y a V s ortogondlne. Vyndsobme L' L:

Wr oI, 0 [wr Wy Wi WIWy + 1, 0 0
wy o XL, 0 0= 0 WiWy +3% 0
wi 0 0][0 %3 0 0 0 Wi Ws

A pretoze musi byt K7 K = LT L, dostdvame rovnost

I, 0 0 Wiw, +1, 0 0
L=10 I,, 0 |= 0 WiW,+3%%2 0
0 0 Iy 0 0 WIws

Z toho ndm plynie niekolko pozorovani:

10) Prirodzene, moze sa staf, ze ¢ = 0, avsak na spravnost postupu to nemé ziaden vplyv.

20



W1TW1:0:>W1:O,

WIW; =0 pre i # j,

W3 je ortogonalna matica,
e W, musi splitat rovnost

WiWy =1, — %2 =diag(l — s, ,...,1—s2).

P
Polozme
Cor1 = ,/1—5(2]“,...,01,: \/ 182,
Uy, = W5 diag (L,,i> ,
Cq+1 Cp
Us = W,

pri¢om sa lahko presvedéime, Ze U, a Us st ortogonédlne matice. K vektorom v maticiach
Uy a Us dopfﬁme vektory kolmé na Range {Us, Us}, tak aby sme dostali ortogonédlnu
bazu priestoru R™. Uy nech pozostava z g vektorov, Uy z m — n vektorov Definujme si
teraz ortogonalnu maticu predpisom

U = [Ul U, U3 U4] g Rmxm

q p—q n—p m—n

Z volby s;,i=1,...,pjec; = =¢, = 0. Dodefinujme este ¢, 1 = -+ =¢, = 1.

Ukézme, ze nasledujici maticovy sucin, ktory podporuje myslienku CS rozkladu
matic, vedie k dokonceniu dokazu. Pri nasobeni vyuzijeme vlastnosti ¢isel ¢; a s;, orto-
gonalitu matice U a predchadzajice pozorovania. Plati

Y n
m ur Q1
n p—
D VT Qo
m P n
m p
q| Ul
pP—q UzT W1 W2 W3 mo_
n—p| UL 0
m-—n UlT Q.Y p
p 0 V| ¢ p—qn—p
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q pb—4q n—p
0
Cq+1
n
Cp
1
1
0 m—n
Iy
Sq+1 0 »
Sp

Takze, k matici ) sme nasli ortogonédlne matice U, V a Y tak, ze stucin
UT Ql Y — Dc
VT QQ N Ds

S1

dava diagonalne matice

C1

DC: cn a DS:
0 m-—n
n

D n—p

Pricom vidime, ze dokaz skutocne rozvyja myslienku CS rozkladu matic. Navyse z po-
stupu ziskavame

e 0=ci==¢<cu <<= =c,=1,

° cf—}—s?:l, prei=1,...,p.

K dokonceniu dokazu zostdva dosadit {Ql} = [U 01 {Dc} YT do (i). Dostdvame

D
Al (U 0| |De| vr 4 T _
[B} = {O V} {DJ Y* diag(oy,...,0,) 27 =

. U 0 DC 1 T . T U 0 DA —1
— [O V] [DJ Ony-Y diag(oy,...,0,) Z1 = {O vl |Dg X,
kde sme polozili Dy = 0,D.., Dg = 0, D, a definovali regularnu maticu X sposobom

g1
On

1
X1t =v"' = diag(oy,...,00) 27 = YT 77

On
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a teda

X=7 Y.
1
Je zrejme, ze | X~ 'ls = 2+ a || X[z = 1. Ak este polozime o; = o, i = 1,...,n a
B; = sion, t =1,...,p, tak tvrdenie je dokdzané. n

Podla [8] s prave dokdzanou vetou ukézeme explicitné vyjadrenie xrsp, ©(u) a
konvergenciu riesenia x(u) k rieSeniu xpsp. Vetu pouzijeme k zjednoduchseniu tlohy
(2.3). Predne si uvedomme, ze ak si pre i = 1,...,p oznac¢ime p; = a;/(; dostaneme

O:/’le.”:/’l’q</’bq+1§'.‘§up'

Zavedenim nasledujiceho oznacenia

b=UTb=[ulb,...,ulb]",
d=V"d=[vd,...,oTd]",
xr = Xy, y e R"

si moézeme ulohu (2.3) upravit, a totiz znova prejdeme k ortogondlne invariantnému
problému. Najprv vynasobme sprava rovnicu Bz = d ortogonalnou maticou V7, je

VIBz =VTd < VIBXy=V'd < Dgy = d.

A ked'Ze rieSenie (2.3) minimalizuje aj |[UT Az — UTb]|, kde UT je ortogonélna matica,
mozeme pokracovat v iprave

UTAx = UTAXy = D,y.
A teda celkom sa problém (2.3) transformuje na ekvivalentny problém

minJHDAy — 0|, (2.22)

BY=

pricom rieSenia oboch tloh st vo vztahu danym maticou X, z = Xy.

Ak si uvedomime, ze Dy a Dp st diagondlne matice definované v (2.15) a (2.16),
rank(Dp) =p, oy =+ =0, =0,¢ < p, a qpy = -+ = @, = 0,, tak rieSenie (2.22)
mus{ byt tvaru

T T
yLSE: ﬁ /Ug_d Up+1b ULTb =
Bio 0B agpt T am
T
vid vpd  upid upb
G 751)’ on ) ) o

Totiz yrsg musi spiﬁat’ rovnost Dgyrse = d. A tak prvych p zloziek vektora yrsp je
nutne definovanych prave touto rovnicou. Pretoze ale predpokladdme ¢ < p, zvysné
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zlozky sa dopocitaju zo vztahu Dy yrse = b. Tba v takomto tvare je yrse rieSenim
(2.22). Potom ale

Trse = XYrLse =

8 P vid 1 -
2
— I:xl’... ):L‘TL] ug_flb — E 7; xz—l—_ E (u
=1

Tb €T; (11).
3 )

K3
" i=p+1

RieSenie z(p), ktoré ziskame uzitim metédy véh, opat odvodime tdpravou normadlne;
rovnice prislusnej problému (2.9),

T T
uB|" |uB () = uB pd
Al [a]"™=1al [o|
Rozndsobenim matic sa Tahko nahliadne vztah
(ATA + 1*B"B)x(p) = ATb+ p*BTd.

Vyndsobenim zlava maticou X7 a pouzitim substiticii (2.15), (2.16) a z(u) = Xy(p)

dostaneme 3 3
(DXDa+p*DEDp)y(p) = DI b+ p*Dfd 12

Podobnou tuvahou ako pri odvodzovani tvaru rieSenia y;sg je rieSenim tejto sustavy
s diagonalnou maticou vektor

T
( ) . alu?b—l-;ﬁ,@lv?d apugb+ﬂ2ﬁpvgd O‘p+1uz;+1b Oznu;{b
AV a%ﬁu%@f y ot 011294'#255 ) 2 )

e
Ap+1 n

pricom menovatel kazdej zlozky je vzdy nenulovy. Podla predpokladu je totiz u kladny
parameter, dalej plati (2.19), (2.20) a z dokazu vety vyplynulo, ze 8, > 0. Konecne je

P T 243, T n
a;u; b+ pe B, d 1 T
w(p) = Xy(p) = Z e it Z (W) .
i=1 g g i=p+1
A teda pre chybu dostavame vyraz

e(w) = () —wrsp = Y gt

Li,
L i+ i)

(2.23)

11) Poznamenajme, ze zrgp je sicétom stipcovych vektorov x; matice X nasobenych konstantami
T

(v pripade z; az x, je tym ndsobkom Ué—_d,

nadalej.

v pripade z,4+1 az x, je to %%) Podobne tomu bude i
12) Zo substitiicif (2.15), (2.16) hned plynie DY = (UTAX)T = XTATU a D}
XTATY.

= (vTAX)" =
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kde zavddzame p; = ul'b — p;vld pre (i = 1,--- | p). Totiz pocitajme:

p

P T 24, T T
a;u; b+ p By d v; d
e(,u):;vu—xLSE:E a:i—E T; =
(k) — oF 4 1237 —~ B

p p
o aiu?b—kugﬁiv?d vde o aiuZTb—i-uQBivde vde -
= B T ok m )T

i=1 i=q+1
_ g~ ol ptfld —od(od £ 250
i=q+1 (o + ,MQﬁf)ﬁ '

7: =

_ Zp: a;Bulb — a?v] d B Zp: (uTb — vl d)p

(a2 + p2B2)5 (12 + p?) 5

i=q+1 i=q+1

_ Z pz,uz T

= 1+ )

Pricom je opaf vidiet, ze pre p idice do nekoneéna, chyba konverguje k nule.

2.3.2 Numerické porovnanie metdd rieSiacich LSE problém

V predchadzajuicich castiach sme sa zaoberali teoretickym formulovanim rieseni LSE
problému. Ukézali sme si tri mozné sposoby riesenia: priamou elimindciou (dalej PE),
projekciou na jadro matice (PJM) a metédov vah (MV). Tiez bolo dokédzané, ze

rank(B) =p a rank [i} =n,

resp. predpoklad (2.10) je nutnou a postacujicou podmiekou pre existenciu a jedno-
znacnost riesenia, A € R™*" B € RP*" hc R™ a d € RP.

Teraz si vsSetky tri metédy ukazeme na priklade ndhodne volenych dat z intervalu
[—100, 100] s rozmermi m =7, n =5, p = 4, ktoré splitaji uvedené predpoklady (2.4).

Priklad 1.
[ —68 —17 35 —60 —71] [ 2]
83 —34 31 21 -8l —77
46 54 —88 40 —55 44
A=|-18 75 0 =34 19|, b= -7/,
~73 —95 3 32 16 ~10
—19 —77 —62 45 93 —83
| 20 38 77 —55 —43 | |29
38 40 38 —25 —17] [ —25 ]
p_ | 9 -89 —80 —66 66 J_| 30
94 —97 —69 —21 24 |’ ~33
| 68 59 -85 7T 97 | | 24 |
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T (,u) T dir Tnaull
0,147494168150341 0,147494168150342 0,147494168150342
0,642081208076150 0,642081208076151 0,642081208076151

—0,228340344397364 | —0,228340344397364 | —0,228340344397364

—0,827594027726345 | —0,827594027726346 | —0,827594027726346
0,417140443493639 0,417140443493639 0,417140443493639

Tabulka 2.1: Riesenia LSE problému metédou véh x(u), metédou priamej elimindcie x4, a metédou
projekcie na jadro matice x.q;-

Oznaé¢me si rieSenie MV ako (), rieSenie PE ako 24, a konecne riesenie PJM ako
Tpu- Tabulka 2.1 obsahuje pre dané data riesenia x(u) pre volbu véhy p = 108 a 24,
Tnay- Vidime, Ze hoci metédy MV, PJM a PE su zalozené na odlisnych ideach, riesenie
x(p) pre vahu p = 10® a rieSenia Ty, Tnuy SU Tovnaké aZ na strojovii presnost.

Rozdiel riesenia xg4;, a Ty, je v norme

| Cair — T2 = 4, 90e — 16.

Normy rozdielov rieseni x(u) a x4, resp. (i) a Ty pre vsetky uvazované hodnoty
p=10,10%...,10% si v tabulke 2.2. VS&imnime si, Ze rieSenia z(u) a xg,., resp. z(n) a
Tpun SU k sebe najblizsie pri volbe vahy = 10® a vah vacsich. [

Aj pri podobnych testovanych prikladoch ziskavame porovnatelné vysledky ako v
uvedenom priklade, ale napriklad uz pri datach vécsich rozmerov dochddza k zvacsova-
niu noriem rozdielov rieseni MV od rieseni ostatnych metéd (PE, PJM) a to volbou
vahy p < 10% a g > 10''. Obrdzok 2.1 ukazuje ako sa chova ||z(n) — Znuull2 pre
volbu vah p = 102,108, 10'* pri nara-stajicich rozmeroch dat, ktoré si dané pomerom
m:n:p=4k:3k:2k, k=1,...,200 13 Hodnoty dat st volené ndhodne v intervale
[—100, 100], tak aby boli splnené predpoklady na hodnosti matic.

Obrazok ukazuje, ze pri voleni vahy p = 10% aj s narastajicimi rozmermi dat je
rieSenie z(u) blizke k rieSeniu x,,; az na maly ndsobok strojovej presnosti. Pri vahe
p = 10 je este situdcia rovnaka s datami velkosti m = 32, n = 24 a p = 16 (odpoveda
koeficientu k = 8), ale pre rozmery dané k > 9 su rieSnia x(u) a 2,y rozne. Normy
|z (1) — Zpuu||2 st pri g = 102 rddovo velkosti 1073, Podobny graf by sme dostali, keby
sme porovnavali rieSenia x (@) a g

Ch. Van Loan v [8] odporti¢a pri vypocte LSE riesenia metédou vah pouzivat volbu
p=eps /2 = 108, kde eps znaéf strojovi presnost. Z velkosti noriem rozdielov riesen{
mozeme usidit, Ze volbou ktorejkolvek z metdd, pri MV pouzitim vahy p = 108, ziskame
riesenie LSE problému, ktoré bude aZ na strojovii presnost odpovedat skutoénému
rieseniu ("),

13) To znamend, 7e pre k = 1 st matice A, B a vektory b a d prislusnych rozmerov s m =4, n = 3
ap =2, pre k = 200 zase m = 800, n = 600 a p = 400.

14) Koneéne objasnime nejasnosti okolo pojmov velké, malé p. Na zaklade numerickych vypocétov
budeme malym g rozumiet u € [1, 105], velké p bude p > 10!, ostatnym hodnotam g hovorime
stredne velké .
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po | () = zaiell2 | [2(0) = Zouull2
10 | 0,0438 0,0438

102 | 0,0005 0,0005

10% | 4,6065¢ — 06 | 4,6065¢ — 06
10* | 4,6065¢ — 08 | 4,6065¢ — 08
10° | 4,6065¢ — 10 | 4,6065¢ — 10
108 | 4,6066e — 12 | 4,6063¢ — 12
107 | 4,5781e — 14 | 4,5473e — 14
108 | 1,6441e —15 | 1,5001e — 15
10° | 2,0009¢ — 15 | 1,9216e — 15
10 | 6,2125¢ — 16 | 5,6678¢ — 16
10" | 5,3027¢ — 16 | 7,2431e — 16
10" | 6,9611e — 16 | 4,3088¢ — 16
103 | 9,0280e — 16 | 7,5809¢ — 16
10™ | 1,3363e — 15 | 1,2332e — 15
10% 10,3903 0,3903

Tabulka 2.2: Porovnanie noriem rozdielov rieseni LSE problému z(u) s Tgir a (i) 8 Zpwy pre hodnoty
parametru p = 10F, k=1,...,15.

k=9
i L /
W
= 10° b 1
va
g "l MMWW\WMWM
10'15:““ —p=10% ||
\ =108
k=8m=32n=24p=16 ——pu=10M
10-20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 B0 100 120 140 1B0 180 200

ke - koeficent uréujict rozmery dat

Obréazok 2.1: Zobrazenie velkost{ noriem rozdielu riesenf (1) a xy,; LSE problému pre ndhodne volené
data s rozmermi danymi vzfahom m : n : p = 4k : 3k : 2k, k = 1,...,200. Graf porovnéva zavislost
lz(1) — Tnuull2 na zvicsujicich sa rozmeroch dat pre volbu vahy p = 102 ( ), =108 ( ) a
p=10" (——).
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2.3.3 Iteracné spresnenie metody vah

Nasledujuci algoritmus je iteracnym spresnenim metody vah. V predchadzajicej casti
sme videli, Ze metéda vah zavisi na volbe prirodzeného parametra u, pricom pre prilis
malé, resp. velmi velké hodnoty p bolo spoc¢itané riesenie z(u) nepresné. Cielom bude
vytvorit iteraény algoritmus, ktorym ziskame postupnost rieseni =¥, k = 1,2,3, ...
takych, ze #®) — x;95 pre k idice do nekonecna. Pretoze sa jednd o algoritmus,
ktory ma “vylepsit” rieSenie 2 (), tak prirodzene volime () = x(y) pre dané nie prilis
velké 1. Numerické vysledky ukazujd, Ze uz pri prvej iterdcii dochédza k podstatnému
spresneniu riesenia. Viac sa o danom algoritme mozno docitat v [8].

Algoritmus 2.3.1.

1) Pre dané u spocitaj metédov véh riesenie z(u) problému (2.9).
Poloz

2V = (),

T(l) =b— AI’([,[,)7

A = p2(d — Ba(p)).
2) Prek=1,2,3,...

2a) Pouzitim (2.12) spocitaj

] d 0 0 B][\®
sl =1(b] -0 I, Al |r®
5 0 BT AT 0| |2®

2b) Vyries systém (2.13):

2, 0 B] [AX® 5®
0 I, Al [Ar®] = |5P
BT AT 0] |[Az® 5

2¢) Poloz

ARFD — AR ANR),
Idea algoritmu je jasna. Pretoze plati (2.14), tak pre pevne zvolené pu < oo je
g Je ] P pre p 2 J
x(pn) # xrsp. Aviak x(p) vyhovuje stistave (2.13), z ktorej vieme spocitat (1) a A1),

Tie st dané vztahmi
T(l) =b— AIE(M),

A = p?(d — Ba(u)).
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Pricom nds zaujima chyba ||zzsz — x ()|, ktorej sme sa dopustili volbou daného p. Sa-
mozrejme s nepozndme, avsak vieme, ze musi byt riesenim (2.12) a teda do (2.12)
dosadime za A, r a x spocitané hodnoty A, r() a 2 = z(u) a uréime rozdiel

T
[(551), 5&1), 5&1)] . Pretoze je x(u) # xpsg, tak ziskany rozdiel je nenulovy, ale uvedieme

si vetu, ktora nam hovori, ze 5&1) = 5&1) = 0. Tento rozdiel znova dosadime do (2.13) ako
pravi stranu. Pripomenme, ze z regularity systému (2.13) existuje prave jedno riesenie.
Oznatme ho [AAD), Art)| Az "V poslednom kroku pricitame [AND Ar) | Az r
k [)\(1), r), x(l)] T, ¢im dosiahneme spresnenie riesenia (). Spresnenie vyplynie z vety
2.3.3. Avsak analyza konvergencie z®) — x;9p nie je jednoduchd, preto vetu 2.3.3

dokazovat nebudeme, ale odkézeme na [8]. V d’alsom uvedeny postup opakujeme a to
dovtedy, kym nie je splnend nasledujica podmienka

ld = Bz® 1l < 8| Bloola™l2, (2.24)

kde 0 je dand tolerancia. Tato podmienka je heuristikou odvodenou v [8]. Silu podmien-
ky budeme dokumentovat na priklade v casti 2.3.4.
Teraz sa vratme k analyze predchddzajiceho textu.

Veta 2.3.2. V algoritme 2.5.1 pre kazdé k je 5§k) =0a 5§k) =0.

Dikaz. Veta sa dokaze indukciou. O]

Bl . [us”
A 0
¢o je opat penalizovany LSE problém, rieSenie ktorého ziskame aplikovanim metédy

vah zo sekcie 2.3. Tvrdenie nahliadneme z prislusnej normélnej rovnice

P e

Viimnime si este, ze Az®) riesi

min
zZ

, (2.25)

Malou tipravou a polozenim AA*®) = ,u2(5§k) — BAz®) a Ar®) = — AAz® dostdvame
rovnice odpovedajice rovnosti

p2I, 0 B] [AX® 5
0 I, Al |Ar® | =10 |,
BT AT 0| |Az® 0

ktord podla kroku 2b algoritmu 2.3.1 a vety 2.3.2 pre Az plati.

Pomocou vety 2.3.2 ndm v algoritme 2.3.1 odpadnu zbytoéné vypocty premennych
AF) g () &fm sa prirodzene algoritmus zjednodussi. Navyse sa vypocet Az*) v kroku
2b tohto algoritmu modifikuje na riesenie (2.25). Teda dostavame algoritmus:
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Algoritmus 2.3.2.
1) Pre dané u spocitaj metédov vah riesenie x(u) problému (2.9).
Poloz M = z(p).
2) Pre k=1,2,3,...
2a) Spocitaj 5%16) = d — Bx®,
22 [
2¢) Poloz 2"+ = z(®) + Agk),

Nasledujtica veta, ktord je dokdzana v [8], ukazuje, ze x(*¥) ziskané algoritmom 2.3.2
konverguju k zrsg.

2b) Ries min

2

Veta 2.3.3. Pre vektory %) vystupujiice v algoritme 2.3.2 plati
2™ = zrop +e(u, k)

kde
- Pi u? k
el k) = 3° 2 (i)

i=q+1

Konstanty p; a p; boli odvodené za vetou 2.3.1, q vo vete 2.53.1.

Z tejto vety hned dostdvame

lzrse — 2B = |le(n, k) 0

2
. ;W
pretoze plati pEe < 1.

2.3.4 Porovnanie metédy vah a iteracného spresnenia

V predchadzajicej ¢asti sme si ukazali ako mozno riesenie x(u) ziskané metédov vah
iteracne spresnit. V metdde vah pocitame pomocou ortogondlnej matice ) a reguldrnej

A

hornej trojuholnikovej matice R, z QR rozkladu matice . B}

nBl _ 4p_ Ry,
|iA:| _QR_[QLW QQ,M] |:0:|7

70 vztahov

d
R/‘Lx(u) = {,u |:l21 )

k r [pol®
&Aﬂ):®“{6}'
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postupne pre k = 1,2, ... riesenia ) dané vztahmi v algoritme 2.3.2.

7 programovacieho hladiska sa v snahe eliminovat zaokrtihlovacie chyby vyhybame

L : L d (k)
explicitnému vyjadreniu sicinu Q{M [’L;) }, resp. Q1T7 L {,u %1
klade matice prostrednictvom Householderovych zrkadleni, ¢i Givensovych rotacii trans-
formacné matice priamo aplikuji na pravu stranu sustavy. Tu sa ndm ale prava strana
meni, preto by bolo potrebné mat jednotlivé transformécie ulozené (v pripade, ze QR
rozklad prevedieme raz), resp. pre kazdé k opakovane pocitat QR rozklad a trans-
formacné matice aplikovat na pravi stranu. To ale moZzeme obist.

Pretoze Az® spina (2.26), tak QR rozkladom {M B} ziskavame vztah

]. V praxi sa pri QR roz-

A

RTR,Az® = ;2BT5. (2.27)

. ’ ~ . ~ 7 ~ 7 . . b d
Vidime teda, ze pri QR rozklade staci transformacné matice aplikovat na vektor {,ub } ,

¢im ziskame riegenie z(u), ale tieto transformdcie nemusime ukladat, nakolko pre k =
1,2, ... riesenia Az®) vieme spoéitat z (2.27). Pretoze R, je podla predpokladu (2.10)
regularna, tak potom aj sucin RfRu je reguldrna matica a teda systém (2.27) ma
jednoznacne uréené riesenie Az,

Podla [2] mézeme pri vypocte Az®) postupovat tymto sposobom:

RIR, AW = 2B,
k) _ (K| _ BBl ALk
=[] [7]ee

517
RgRMAw(k) = {’MA] r(k),

Az® = AzR) 1 AR,

To znamena, ze v algoritme 2.3.2 nahradzame krok 2b uvedenymi Styrmi operaciami,
pricom posledné tri z nich si d'alsim spresnenim Az,

Nasleduje jednoduchy priklad, na ktorom si ukazeme, ze iterac¢né spresnenie metédy
vah skutocne vedie k lepsim vysledkom. RieSenie metody vah bez iteracného spresnenia
budeme ako doteraz znacit x(u) a riesenie upravené algoritmom 2.3.2 spliiujiice (2.24)
ako Xiier.

Priklad 2. Nech st dané nasledujice data:

1 1 1 1 2
1 3 1 1 1
A=1|1 -1 3 1|, b=|6]|,
1 1 1 3 3
1 1 1 -1 1
1 1 1 -1 1
B=1|1 -1 1 1}, 3.
1 1 -1 1 —1



Presné riesenie LSE problému s tymito datami je Zegaee = [0,5, —0,5, 1,5 0, 5}T.

Riesenie x(u) metédou véh bez iteracného spresnenia ziskame aplikovanim postupu
z Casti 2.3. Vahu p volime p = 108. Pouzitim algoritmu 2.3.2 a predchddzajicich
poznamok k programovej realizacii ziskame riesenie metédou véh s iteraé¢nym spresne-

nim ;... Zopakujme, zZe itera¢ny algoritmus je kontrolovany podmienkou (2.24)
ld — Ba™l5 < 8| Bl|o [l |2

V nasom priklade je pre kazdd volbu § < 1076 riesenie x(11) = Ziter, €O znamend, ze
uz riesenie z(u) vyhovuje kritériu (2.24). V tomto pripade neprebehne iterac¢ny cyklus
a plati

| eset — 2(00) 2 = [|Zesact — Titer |2 = 4,0030¢ — 16.

Pre § = 107'% prebehne jeden krok iteracného spresnenia (v algoritme 2.3.2 je z1) =
z(pn) a 2 = x4,,). Plati

| Tezact — 2(1)ll2 > |Tezact — Titer||2-
Presne je
|Tezact — x(11)]|2 = 4,0030e — 16 a |Tezact — Titer||2 = 1,5700e — 16.
Teda, riesenie itera¢ne upravené je blizsie k skutocnému rieSeniu. 0

Uvedme este priklad, na ktorom je mozné vidiet vyhodnost ukonéovacieho kritéria
(2.24).

Priklad 3. Uvazme data:

(2 -1 0 0] [ 1]

1 2 -1 0 -1

-1 1 1 1 0
A=19 0 -1 o 7| o
0 -1 0 2 ~1

2 0 1 2 1]

1 1 2 2 0
p=lo 5o 4=
Volbou p = 103 zistujeme, ze prvy iteraény cyklus vyrazne vylepsuje riesenie ziskané
metddou vah bez iteracného spresnenia, ktoré sa ako vieme z casti 2.3.2 moze pre malu
hodnotu védhy p podstatne 1i$it od presného rieSenia. RieSenie bez iteracného spresnenia

je oznacené indexom k = 1, (1) = 2(u). Nasledujiica tabulka ukazuje normalizovany

rozdiel pocitaného a skutocného riesenia pre dve iteracie a sucasne efektivitu podmienky
(2.24).
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f |2®) = Zepactll2 | [ld = B,
282 || B]loo [l ®]]2
1 3,50 — 6 1,09¢ — 6
2 | 5,47e—12 1,74e — 12
3| 1,2le—15 2,79 — 17

Tabulka 2.3: Ukazka efektivity ukoncovacieho kritéria (2.24). Prvy Stipec tabulky obsahuje normalizo-
vanu odchylku od skutoéného riesenia pre riesenie ziskané metédou vah (k = 1) a prvé a druhé iteracné
spresnenie (k = 2, 3). Druhy stlpec zachytdva spravanie sa podmienky (2.24) pre jednotlivé iterdcie.

Vidime, Ze skuto¢ne pre mali hodnotu védhy g = 103 prvé iteracné spresnenie
(k = 2) znamend vyrazné spresnenie rieSenia x(u). Druhym iteraénym spresnenim
(k = 3) ziskavame riesenie, ktorého normalizovany rozdiel od skutocného riesenia sa
rovna malému nasobku strojovej presnosti eps. Z druhého stfpca tabulky 2.3 plynie, Ze
ak chceme dosiahnit presnost rieSenia ., na tirovni strojovej presnosti k skutoénému
rieSeniu, potrebujeme volit v ukonc¢ovacej podmienke (2.24) § ~ 1073, V takom pripade
prebehnu obidva kroky iteracného algoritmu. O
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Kapitola 3

Vypocet GCD

Pre presne zadané data je moiné na vijpocet GCD dvoch polynémov pouzit zndmy
Euklidov algoritmus, avsak v pohyblivej radovej ¢iarke nie je algoritmus stabilny. Navyse
v praxi ako vysledky roznych merant, ¢i kvoli reprezentdcii dat v pamati pocitaca, sa pra-
cuje s nepresnymi datami s nejakou Specifickou toleranciou. Preto prirodzene vznikla
snaha o konstrukciu stabilného algoritmu, ktory by s ispechom spracovdval aj nepresne
zadané data. Stuhlasne s [13] ukdZeme, Ze Euklidov algoritmus sa dd implementoval
vo forme uprav Sylvestrovej matice, ktord poskytuje pevnejsiu datovi Struktiru. GCD
tak ziskame transformdciou Sylvestrovej matice na dolny trojuhlnikovy tvar, pricom
dpravy do istej miery odpovedaji Euklidovmu algoritmu. Dalej ale rozliSime dve mozné
sposoby uprav. Prvy je zaloZeny na Gaussovej elimindcii, druhy vyuZiva idey Given-
sovyjch rotdcit.

3.1 Sylvestrova matica a jej pouzitie pri vypocte
GCD

Sylvestrovou maticou") zostavenou z koeficientov polynémov

f(x) = apr™ 4+ ar1™ P+ Q1T+ g, (3.1)

g(x) = box" + bra" "t 4 -+ by 1z + by, (3.2)

1) Sylvestrova matica je typ tzv. rezultantovych matic. Do tejto skupiny patri aj napr. Bézoutova
matica, ¢i tzv. companion matica. Zavedenie Sylvestrovej matice a niektoré vlastnosti mozno ndjst
napr. v [9]
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rozumieme maticu

Sylvestrova matica S(f,g) € RmTx(m+n) je teda stvorcovd matica odstupiovanej
struktury, ktorej prvych n stfpcov obsahuje koeficienty polynému f, zvysnych m stipcov
koeficienty polynému ¢g. O polynémoch f a g, deg f = m, deg g = n, budeme predpo-
kladat, ze m > n a koeficienty ag, a,,, by, b, st vsetky rozne od nuly.

Dalej si zavedme k-t Sylvestrov subrezultant Si(f,g) € ROmHn—kth)x(mtn—2k+2)
ktory ziskame z matice S (f,g) odstranenim poslednych k — 1 riadkov, poslednych k — 1
stlpcov z koeficientov polynému f a poslednych k£ — 1 stlpcov z koeficientov polynému

g.

Priklad 4. Napriklad pre polynémy

Qo
a1

Ap—1

am

Qo

ay

-1

am

a1

Am—1
A,

f(z) = apr* + a12® + asx® + asx + ay,

stupniov 4 a 3 je Sylvestrova matica tvaru

Druhy subrezultant

Qo
ay
a2
Sy = | as
Gy

dostaneme z S} odstranenim posledného riadka, tretieho a posledného stipca.

S(f,9) =

bo

Qo by

a; ‘apg by

az ‘a; bz
az Gz
Gy Q3
Q4

)
ay
a2
as
Gy

bo
b
by
b

Qo
ai
¢5)
as
Gy

bo
b
by
bs
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ao
451
a2
as
Gy

bo
by
by
b

bo
by bo
) b
b1
b, bn_1
bn

Qo
ai
)
as
Q4

Qo
ai
a2
as
Q4

by
ba
b3

bo
by
by
bs

bo
by
by
bs

g(x) = boz® + byx? + by + bs




Zavedme este doleZité oznacenie a totiz ozna¢me prvy stipec matice Sk(f, g) ako cg,
zvysné stlpce ako Aj. Takze pre kazdé pripustné k bud

Se(f,9) = ler | Al, (3-3)

kde cp € RmAn—k+1 o Ak c R(m+nfk+1)><(m+nf2k+1)‘

Jednou z dolezitych vlastnosti Sylvestrovej matice, o ktorej sa mozno docitat napr.
v [9], je vlastnost, ze det S(f, g) = 0 je nutnou a postacujicou podmienkou k tomu, aby
polynémy f a ¢ mali netrividlny spolo¢ny delitel. Pricom, ak polynémy s sidelitelné,
stupent GCD i samotny GCD moZe byt spocitany transformdciou Sylvestrovej matice.
Neskor sa blizsie zmienime o vztahu hodnosti Sylvestrovej matice a stupiia GCD dvoch
polynémov.

3.2 Vypocet GCD, stivislost medzi transformaciou
Sylvestrovej matice a Euklidovym algoritmom

V tejto sekcii ukdzeme spojitost medzi Euklidovym algoritmom a transformdciou Syl-
vestrovej matice. Uvidime, ze transformécia Sylvestrovej matice predstavuje iny logicky
zapis Euklidovho algoritmu. Poznamenajme, Ze nasledujice teoretické tuvahy platia
v presnej aritmetike.

Budeme predpokladat, ze mdme polynémy f(z) a g(z) definované v (3.1) a (3.2),
deg f =m, degg = n, m > n a koeficienty ag X a,, # 0 a by x b, # 0.

Pripomenme Euklidov algoritmus.

Kvoli jednotnému znaceniu polozme fy := f a fi = ¢. Predpokladajme teraz, ze
pre i =0,1,2,... mame spocitané polynomy f; a f;1, ktoré si nenulové a

deg fiy1 < deg f;.

Potom existuju polynémy ¢; a f;io spliiujice
fi=ai fix1 + fiva, (3.4)

deg fiy2 < deg fir1
A ak plati f;1 2 = 0, tak potom

fir1 = GCD(f, ).

V pripade, Ze fiio je konstanta rozna od nuly, tak polynémy f a g st nestdelitelné.

MoZeme teda pristipit k popisu transformécie Sylvestrovej matice. Cely postup
budeme demonstrovat na jednoduchom priklade s polynémami stupniov deg f = 5 a
deg g = 2, pricom precizne predvedieme prvy krok (jednotlivé kroky transforméacie bu-
deme nazyvat behmi), ktory v klasickom porati Euklidovho algoritmu (3.4) pre i = 0
odpoveda najdeniu polynému f,. Podobny priklad i vSeobecny postup mozno néjst
v [13]. Avsak, hoci sa vyhneme vieobecnym zépisom, priklad dé jasnu predstavu o prie-
behu celého algoritmu (),

2) Vieobecnej formulécii sa vyhybame len kvéli rozsiahlejsiemu zépisu.
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Bud'te teda

fo(@) = f(z) = apr® + ey + ax2® + azz® + agw + as,
fi(@) = g(z) = boz® + by + by

a im odpovedajica Sylvestrova matica

Qo bo
ar ap b bo
as aq b2 b1 b()

SIS(anfl): az ag by b1 by

a4 as by b1 bo
as Q4 bg b1
as bg

Prvy beh transformécie spoc¢iva v eliminacii prvkov matice S, ktoré si prislusné ko-
eficientom polynému fy. Eliminacia koeficientov ag, ay,... prebieha postupne, pricom
vzdy zvysnymi koeficientami, ktoré po eliminédcii kazdého z prvkov zostand v prvom
stipci, definujeme novy polyném. V nadviznosti na Euklidov algoritmus (3.4) sa da
tusit, ze beh skonéf v momente, ked prvy z vytvaranych polynémov bude mat stupen
mensi ako je stupen f;. Prv nez opustime nepresné iivahy, poznamenajme, ze eliminaciu
mozno docielit niekolkymi sposobmi. Predvedieme dva z nich, z ktorych ten prvy od-
povedd klasickym tupravam v Euklidovom algoritme.

3.2.1 Transformacia Sylvestrovej matice elementarnymi
trojuholnikovymi maticami

V nasledujtcej casti ukédzeme redukciu Sylvestrovej matice pomocou elementarnej troj-
uholnikovej matice, ktoru pre n € N definujeme sposobom

Ei,j(o—) =1 - U€i€?,
kde I € R™" je jednotkové matica a e; je jej i-ty stlpec. Pre i > j je E; ;(o) dolna
trojuholnikova, v opa¢nom pripade horné trojuholnikova matica.

Napriklad pre n =4 je

1 00 0
0 100
Bsalo) =15 0 1 0
0 00 1

Pretoze je deg fo > deg f1 a ag # 0, tak prvy krok behu predstavuje vynéasobenie
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matice S(fo, f1) postupne maticami Es;(ao/by) a Ey2(ao/bo), ¢im dostaneme maticu

0 bo
aV 0 by by
aV by by by
SO = [aM oV by by by
at” by by by
aél) afll) by by
agl) by

To presne odpoveda polynomidlnym operaciam

$ (1)x+a5 = fo(x) — fi(w )a;) .

hy(z) : = a\Vat + alVa2? +ay’2® +a

Prirodzene, mozZe sa stat, ze sa tymto krokom vynuluje aj koeficient al . V takom
pripade sa tomu odpovedajum krok behu vynechda. Bez tijmy na vSeobecnosti predpo-
kladajme, ze ag ) =0a a2 7£ 0. Druhy krok teda vynechame, resp lepsie povedané sa
matica S prendsobi maticami Eyp = Fs9 =1, nakolko o = a1 /bo = 0. Iste potom
je

hs(z) = hy(z) = a(zl)m?’ + aé )% + ai Vo + a(l)

deg hz > deg g. Indexom v h3 vyjadrujeme stupen tohto polynému.

Nésobme teraz maticu S maticami E5,1(a§”/b0) a E672(a§1)/b0). Dostaneme

0 b
0 0 b b
5@ _ |a? 0 by by by ,
at? ol by b by
ag) af) by by
L @ b

¢o za dodatoéného predpokladu a3 7é 0 odpoveda

ha(z) := a{’2? + aPx + ol = hs(x) — fi (x)abix, deghy = deg fi @,
0
A ked'ze je a:(f) # 0, vynasobme S® maticami E671(a§2)/b0) a E7’2(a§2)/b0). Ziskame tak
- o b, -
0 0 b b
0 0 by by by
g@® _ 10 0 by b1 by
(11(13) 0 bg bl bo
aés) af) bQ b1
| be]

3) Samozrejme, as (2) # (0 opat predpokladdme bez tjmy na vSeobecnosti.

38



a odpovedajucu polynomialnu operaciu

h(x) = a’z +af = ha(e) — fi(2) 7~
s deg hy < deg f1, ¢im je prvy beh na konci.
Ak si zosumarizujeme vsetky operacie tohto behu, mame
3 3 o 3 ag)
fx) = folx) = hy(z)+—2° f1(x) = hg(z)+ —2° fr(x) = ho(z)+ | —2° + 57 fi(x)

bO O

ag as ag)
= hi(z) + (—x3 + 2t b—o> fi(x) = fa(x) + qo(z)g(),

%3, %2 . %
qo(x) box + b x+ by
Avsak tieto vztahy presne kopiruji (3.4) s i = 0 (deg fo = deg hy < deg f; = degg).
Polozme
(1) (1) (1) (1) (2) 2
a a; as as a; a;
T, =F E By (=—)E E E E E
= BB B () Baa(G) Boa( ) Boa ) Boa (5 Bral )
a definujme permutaéni maticu P € R™7 predpisom
Pl = (637 €4, €5, €6, €7, €1, 62) .
Potom _ i,
bo
br bo
by b1 bo
SW = 5B p = S(f,9)T1 P, = by b1 by
by by by af
b2 bl ag?’) aff’)
_ b e

a vidime, Ze vyznaCend matica rozmerov 3 x 3 je opiat Sylvestrova matica polynémov
f1 a fo. Takze druhy (zaroven posledny) beh transformécie spociva v tprave S(f, f2)
rovnakym postupom ako v popisanom prvom behu a to len vtedy, ak fy # 0. Ak totiz
fo =0, tak fi = GCD(f,g) a S je dolné trojuholnikova matica. Nech teda f, # 0,
potom vysledkom druhého behu bude konstanta f3 = ng), ktora ak bude nenulova, tak
f a g st nesudelitelné a ak rovnd nule, tak f, je hladany GCD(f, g).
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Podobne ako pri prvom behu zavedme 3 x 3 matice Ty a P a polozme Ty, =
diag(Iy, Tz) a P, = diag(ly, P»). Cely transformacny proces mozeme zapisat symbo-
licky v tvare

-CL() bO T bo
ap Qo bl bo b1 bO
Ao Q1 bQ bl bo bg b1 bO
S(f, g) = |az asz by b1 by ST P\ ToPs ba by by o :
ay das b2 b1 bo - b2 b1 ay
as Q4 bQ b1 b2 Clég) af)
L & b, | o® o

¢o je vysledna transformécia matice S(f, g) na dolny trojuholnikovy tvar.

Vo vSeobecnom pripade postup z prvého behu aplikujeme induktivne na kazda Syl-
vestrovu maticu prislusni polynémom f; a f;y1. Ziskame polyném f; o, ktory ak je
nulovy, algoritmus konéi a fi11 = GCD(f, g), ak nenulovy so stupniom va¢sim alebo
rovnym 1, tak pokracuje dalsfm behom. V pripade, Ze fi,» je nenulové konstanta,
algoritmus opat konéi a f, g si nesidelitelné.

V prvom behu redukcie S(fo, f1) na S(f1, f2) plati vztah dokdzany v [13]

rank S(fy, f1) = m — deg fo + rank S(f1, f2). (3.5)

Z (3.5) hned dostdvame, Ze ak je fo = 0, ¢o znamend, Ze f; deli fy, tak potom
rank S(fo, f1) = m. Ak dalej transformujeme S(f1, f2), S(fa, f3), .- ., tak opakovanym
pouzitim (3.5) ziskame vSeobecnt vetu, ktorej dokaz mozno néjst taktiez v [13].

Veta 3.2.1. Budte f(x) a g(x) polynémy definované v (3.1), resp. (3.2), deg(f) = m,
deg(g) =n, m>na bud 1 < k < n nezdporné &islo. Potom plati ekvivalencia

rankS(f,g) = m+n —k < deg GCD(f, g) = k.
Ak d’alej Sy, je k-t Sylvestrov subrezultant, plati
rank Si(f,g) =m+n—2k+ 1< degGCD(f, g) = k.

Z tejto vety hned plynie, ze pre nestudelitelné polynémy f a g definované v (3.1),
resp. (3.2) je S(f, g) reguldrna matica.

3.2.2 c-s transformacia Sylvestrovej matice

Ako uz bolo povedané, existuje niekolko sposobov ako eliminovat prvky v Sylvestrovej
matici. Rovnaky vysledok ako pouzitim elemntérnych trojuholnikovych matic E; ;(o)
docielime i sposobom pripominajicim Givensové rotacie. Zavedieme matice G;, ktoré
budt zévisiet na istych prvkoch ¢ a s takych, ze ¢? + s? = 1. Nimi budeme previdzat
redukciu Sylvestrovej matice na dolny trojuholnikovy tvar a preto tito eliminaciu
nazyvame c-s transforméciou Sylvestrovej matice. Pretoze by sme ale v znacnej miere
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kopirovali predchadzajuci priklad predvedieme hlavni myslienku. Pripomenme predpo-
klady deg f =m > degg=n a ag # 0, by # 0.

Pretoze sa podobne ako v prvom behu eliminédcie elementarnymi trojuholnikovymi
maticami chceme dopracovat k polynému stupiia mensieho neZ degg potrebujeme
odstranit v ) )
ag bo
ar ag by bo
az ap by by by

SZS(fo;fl): az ag by b1 by

as, as by b1 by
as Qg by by
as bg

koeficienty ag az asz. Vynasobme preto S najprv maticou

c 00 00 O0O0
0O c00O0O0O
s 01 00O00O0
Gi(e,s)=10 s 01 0 0 0,
0 00O0OT1TO0DPO0
00 0O0O0T1TFQO
000000 1
kde
bo ag
= a § = —
ag + b3 ag + b3
Dostaneme maticu ~ _
0 bo
Ujgl) 0 bl bo
aél) agl) bg b1 bo
S(l): aél) (Iél) bg bl bo
CLS) agl) b2 b1 bo
aél) afll) bg bl
aél) bQ

Rovnakymi dvahami ako v sekeif (2.2.1) pokracujeme d'alej. To znamend, ze si de-
finujme polyném

hy(zx) := ozgl)x4 + aél)atg + agl)x2 + afll)x + aél) = cfo(x) + sfi(x).

Ak je agl) £ 0, deg hy > deg g, d'alej ndsobime S™ maticou

cc 000 O0O0O0
0 ¢c 00 0O0O
0 01 00¢O0O0
GQ(Cl,Sl): S1 01 000 s
0 s 00100
0 0 00O0T10Q0
(0 0 0000 1
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kde

1
b() ag)
Cl = —F/—————— a S§1 = —

(ai")? + b2 V(@)? + 3

Ak ale nastane pripad agl) = 0, tak pre prave definované c; a s; plati ¢y =1a s =0
a teda Ga(ci,s1) = I. Prvy beh pokracuje dovtedy, kym pre nejaké h; nenastane
deg hy < deg g, potom polozime fy = hy.

Na zdver sekcie o vypocte GCD sa vratme k otdzke stability transformdcie Syl-
vestrovej matice pri pouziti elementarnej dolnej trojuholnikovej matice £ a matice G
c-s transformécie.

3.2.3 Numericky vypocet GCD transformaciami Sylvestrovej
matice

V tejto casti budeme prezentovat vysledky programovej realizacie transforméacie Syl-
vestrovej matice popisanymi metédami, pricom budeme pouzivat znacenie z predcha-
dzajucich sekcii (3.2.1) a (3.2.2). Problém vypoétu GCD je teda rieseny metédou eli-
mindcie pomocou elementdrnych trojuholnikovych matic (dalej len ETM) a c-s trans-
formaciou (CST).

Priklad 5. Uvazujme polynémy stupnov 22 a 13:

f(z) = (z —0.5)°(x +0.4)%(x — 2)%(z + 2)°,
g(x) = (x — 0.5)*(x + 0.4)*(x — 2)*(z + 3)*(z — 3).

Vidime, ze
GCD(f,g) = (x — 0.5)3(z 4+ 0.4)3(z — 2)3.
Aplikovanim oboch metéd na tieto polynéomy ziskavame riesenie, ktoré si v pripade
ETM oznacime GCDgrys a pre ktoré plati

||GCD — GCDETMHQ == 2, 60e — 11.
V pripade CST budeme GCD(f, g) znacit GCDggr. Plati
HGCD — GCDCSTH2 = 6, 87e — 11.

Avsak aj napriek podobnym vysledkom sme pri testovani na prikladoch dosli k zaveru,
ze CST je stabilnejsia. Totiz pri vypoctoch nardZzame na problém zaokrithlovacich chyb.
Pretoze narozdiel od teoretickych formulécii, ked v poslednom behu pri vypoéte GCD
spravne m4 byt nasledujiici z polynémov rovny nule, pozri znova sekciu 3.2.1, resp.
3.2.2, v praktickom pocitani to takto nie je. Nasledujica tabulka 3.1 (i) ukazuje ako
vyzera posledny krok v poslednom behu v pripade pouzitia ETM a CST.

Vidime, 7ze v pripade CST je velkost koeficientov rddovo 10713, podstatne horsie je
to v pripade ETM, kde st koeficienty len rddu 1074

To ale znamen4, Ze ak chceme, aby program vratil spravny vysledok, musime uréit,
¢o mé “povazovat za nulu”. Preto sa v programoch zaviedol vstupny parameter tol,
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(i) ETM CSsT (ii) ETM CST
a8 1,52e* 1,50e" 13 28 || —3,05e 1! 2,60e 1
27 || —3,82e* | —7,06e713 x7 1,62e719 | —1,21e710
20 1,92¢~4 5,96 13 2% || —1,56e710 1, 14710
x® 1,544 | 2,0le 13 2® || —4,28e M | 4,37e U
xt || —1,22e7% | —3,44e713 x? 9,27e7 1t | —5,93e7 1!
23 || —1,34e7° | —2,26e71° 3 2,457 13 | —1,06e~ 12
2% || —2,71le”? 6,95¢ 2% || —1,76e 1 1,31le 1t
x! 2, 747" | —1,81e™ 1 x! 5,327 13 | —2,10e713
20 || —1,42e7 | —4,47e71° 20 1,13e 2 | —6,77e13

Tabulka 3.1: Vplyv zaokrihlovacich chyb na spravnost algoritmov vypoctu GCD dvoch stidelitelnych
polynémov. Tabulka obsahuje koeficienty polynému, ktory podla teérie md byt nulovym polynémom,
pri pouziti metéd ETM a CST. Pripad (i) obsahuje vysledok pre nenormované polynémy, (ii) polynémy
normované geometrickym priemerom.

medz, ktorou sa “ohrani¢uje nula”. Pri CST je potrebné volit maximdlnu toleranciu
tol = 1072 ™M) pre tol = 10713 je vysledok chybny, ale v pripade ETM mus{ byt to-
lerancia tol = 1073. Vidime teda, Ze transformécia CST je v tomto ako i ostatnych,
menej trividlnych, testovanych prikladoch stabilnejsia nez ETM. Poznamenajme este,
ze pripad transformécie Sylvestrovej matice pomocou ETM je v podstate prepis Eukli-
dovho algoritmu, ktory, ako vieme, je nestabilny.

Samozrejme, moze nas napadnit polynémy istym sposobom normovat. Uvazme
totiz priklad, v ktorom koeficienty polynému f st radovo velkosti 1010 a koeficienty
polynému ¢ sa pohybuju v intervale [—10, 10]. V takom pripade ¢islo podmienenosti
prislusnej Sylvestrovej matice je vysoké, avsak vhodnym prenormovanim koeficientov
polynému f sa ¢islo podmienenosti a tym i nachylnost na chyby moéze podstatne znizit.
V nasich programoch sme volili normovanie polynémov geometrickym priemerom koefi-
cientov. Blizsie sa o jeho vhodnosti zmienujeme v poslednej kapitole. Normovanim po-
lynémov dostdvame podobné vysledky u oboch transformaénych metéd. Zaujimavostou
je, ze v pripade CST nastdava v nasom priklade dokonca zhorsenie. Maximalna toleran-
cia je pri oboch metédach tol = 1079, Pozri tabulku 3.1 (ii). Rozdiel riesenia ziskaného
ETM od skuto¢ného je v norme 1.25¢71° u CST 7.44e 1, U

Avsak normovanim polynémov a zavedenim tolerancii nie je otdzka volby vhodného
ukoncovacieho kritéria uzavrena. Je to otazka, ktord sa ndam nepodarilo s tspechom
vyriesit a ktord je predmetom d'alsieho badania.

4) To znamend4, 7e ¢isla mensie nez 1012 sit povazované za nulu.
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Kapitola 4

STLN

V predchddzajicej casti sme sa zaoberali vypoctom GCD. Z teorie vieme, Ze ak mierne
porusime koeficienty sudelitelnijch polyndémov, dostaneme polyndmy nesidelitelné, po-
zri [9]. Bude nds preto zaujimat ndjdenie minimdlnych perturbdcii koeficientov ne-
presnych polynomov tak, aby tieto polynomy, ktorych koeficienty sa upravia pricitanim
ziskanych perturbacii, mali znova nekonstantny GCD s najvacsim moznym stupriom.
Tento problém wvyriesime metédouw STLN (Structured Total Least Norm), ktorej po-
drobny popis mozno ndjst napriklad v [9, 10].

4.1 Metéda STLN
Cielom poslednej kapitoly je urcit pre nepresné polynémy f(z) a g(x) tvaru

m
f@) = agz™ + a@™ ™ 4t i x Fam = Y @™
=0

g(l‘) = boin + bl$n_1 +-+ bn—la7 + bn = Z bixn_i
=0
perturbdcie koeficientov da = {da;}i"y, 0b = {db;}}_, jednotlivych koeficientov a =
{ai}iLe, b= {b;}} o tak, aby polynémy

mali netrividlny GCD (pozri [9, 10]). Avsak pretoze polynémy f a ¢ st s pravdepodob-
nostou takmer jeden nesudelitelné, zavadzame pojem aproximavany GCD polynémov
fa g (znacime AGCD = AGCD(f, g)). Plati AGCD(f,g) = GCD(f, 9).

Od perturbécii budeme pozadovat, aby spliali podmienku
[0allz < ey < lall, — [|0blla < eg < [[bl2 (4.1)

pre vhodne zvolené konstanty ey a e,. Je to prirodzend poziadavka, pretoze nekon-
trolovanim danych perturbdcii polynémy f a g sice budi mat netrividlny GCD, avsak
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samotné polynémy f , g budd natolko odligné od teoreticky presnych polynémov f a
g, ze dany vysledok bude neadekvatny (nepouzitelny). Ocakdvame totiz, ze f , g budua
do istej miery “legitimne” s f , resp. . Pretoze presné polynémy f , g maju netrivialny
GCD, tak perturbacie da a 0b existuju, avSsak nie su vSeobecne urcené jednoznacne a
teda AGCD budeme povazovat za platny, ak perturbécie budi spliovat vyssie uvedent
podmienku (4.1) ().

Dokonca nemusi platif rovnost deg AGCD(f,g) = deg GCD(f,§). Preto budeme
hladat také perturbécie, pre ktoré ma AGCD najvacsi mozny stupeti.

Vypocet AGCD dvoch nepresnych polynémov f, g pomocou mnohych metéd pre-
bieha v dvoch krokoch:

o Urcenie stupnia AGCD a perturbacii da, 0b.
o Vlastny vypocet AGCD.

Vypoctom GCD dvoch polynémov sme sa zaoberali v predchadzajicej kapitole, preto
sa d’alej sustredime na prvy bod. Dokonca z pomedzi vSetkych perturbécii spliiujicich
(4.1) budeme hladat taki perturbdciu, ktord je v euklidovskej norme minimélna.

To znamen4, Ze posledny problém, ktorym sa budeme zaoberat je porusit nesideli-
telné polynémy v minimalnom mnoZstve tak, aby GCD porusenych polynémov bol
netrivialny s najvacésim moznym stupniom. Stupen AGCD a perturbécie da, db umoznuje
spocitaf metéda STLN, ktord spociva v uréeni aproximécie S(f, §) matice S(f,g) s ro-
vnakou struktirou, pricom matica S(f,§) je singuldrna (v anglictine sa uziva termin
“Structured low rank approximation of the Sylvester matrix”). Stupenn AGCD(f, g) sa
podla vety 3.2.1 rovna strate hodnosti matice S(f, g) (.

Metoda STLN vychadza z vety, ktora dava do sivislosti existenciu spolocného deli-
tela dvoch polynémov a riesenia istej stistavy rovnic. Dokaz je mozné néjst v [9)].

Veta 4.1.1. Nech f(z) a g(z) su polynomy definované v (3.1), resp. (3.2) a nech
k< min{m,n}, kde m je stupeni f(x) a n stupeni g(xz), m > n. Potom nutnou a
postacugiicou podmienkou k tomu, aby polynémy f(x) a g(x) mali spoloéného delitela
stupna k je, Ze sustava

md prdve jedno netrividlne riesenie, kde podla (3.3) je
Se(fs9) = le | Axl. (4.3)

k-ty Sylvestrov subrezultant, ¢, € Rk g A, € RmAn—k+l)x(min=2k+1)

1) Este raz zdéraznime znacenie polynémov. Teoreticky presné polynémy s netrividlnym GCD
znacime f , resp. §. Nepresné realizdcie presnych polynémov, ktoré si nestdelitelné f, resp. g a po-
lynémy, ktoré ziskame metédou STLN perturbovanim nepresnych polynémov a ktoré znova maji
netrividlny GCD f a §.

2) Problém urc¢ovania hodnosti matice je zlozity. Zo sucasnych prac odkdzeme na [11]. Bezny spdsob
je urcovanie numerickej hodnosti na zédklade poznania singularnych ¢isel matice, avSak toto kritériu nie
je spolahlivé. Preto sa na overenie hodnosti matice uspokojime s grafickym zobrazenim singuldrnych
cisel.
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Zavedme vektor perturbacif z = {z}"*" koeficientov f(z) a g(x), presne bud

zi=20a; pre i =0,....,m a zZu114; = 0b; pre i = 0,...,n. Dalej definujme maticu Bj
s rovnakou struktirou ako Sy, pricom v prvych m — k + 1 stlpcoch nech st umiestnené
perturbacie koeficientov polynému f a vo zvysnych n — k + 1 perturbacie koeficientov

polynému ¢. Maticu By, rozdelme rovnakym sposobom ako Sj; na vektor h; a maticu
E.. Bud teda By, € C(m+n—k+1)><(m+n—2k+2)’

20 Zm+1
21 20 Zm+2 “m+1
21 . : Zm+2
Zm—1 : e 20 “m+n : T Zmyt
By = [k | Ex] =
. . Y
Zm Zm—1 E Z1 Zm4n+1 Zm4n c Zm42
Zm T : Zm4n+1
Zm—1 . Zm-n
i Zm Zm+n+14

kde hy, = hy(z) € R™F+1 je prvy stipec By, a Ej, = Ey(z) € Rimtn—ktl)x(min—2k+1)
pozostava z ostatnych stlpcov By. Vsimnime si teraz, ze z tvaru koeficientov polynémov
f, g mdzeme maticu Si(f,g) pisat v tvare

Sk(f,3) = Sk(f,9) + By.

Z toho plynie, 7e k uréeniu hladanej aproximéacie S( 1, g) potrebujeme spocitat maticu
B, v ktorej st ulozené hladané perturbacie da a &b.

A teda problém ndjdenia takého vektora z = [da, 6b], ktory je v norme minimélny
sa spolu s podmienkou existencie GCD(f, §) vdaka vete 4.1.1 transformuje do podoby
minimalizdcie ||z||3 := ||dal|3 + ||6b]|3 s obmedzenim na existenciu riesenia prislusného
systému

(Ak + Ek(z))y =ci + hk(Z) (4.4)

Nés zaujima stupen GCD dvoch polynémov, pricom veta 4.1.1 hovori o stupni
spolo¢ného delitela. Preto sa v praktickom poéitani postupuje nasledovne: Polozime
k = n a pokisime sa vyriesit (4.4) (®). V pripade, ze existuje prave jedno riesenie, je
stupen spolo¢éného delitela rovny k, avsak ten uz je stupiiom hladaného GCD, pretoze
polynémy nemaji spoloéného delitela so stupiiom k, a tak polozime k := k — 1 a celi
tivahu opakujeme a to dovtedy, kym (4.4) nebude mat riesnie a k # 0. V pripade, Ze
pre niektoré k a spocitany vektor z existuje riesenie (4.4), prevedieme test na vlastnost
perturbdcii (4.1) a az vtedy ak (4.1) plati, mozeme algoritmus ukoncit. V opa¢nom
pripade opét polozime k =k — 1 (4.

3) Pretoze predpokladdme m > n, vieobecne bude k = min {m,n}, ¢o je najvacsi mozny stupen
GCD.

1) 7 tychto tivah plynie, e skutoéne moze nastal deg AGCD(f,g) # deg GCD(f, §). Samozrejme
mozeme trvat na poziadavke rovnosti stupiiov. V takom pripade je potrebné metédu STLN modifikovat
zavedenim d'al§icho parametra «. Viac informécii poddme v zavere, popripade odkdZzeme na [10].
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Polozme
r(z,y) = ¢, + he(2) — (Ax + Ex(2))y. (4.5)

Metéda STLN teda vedie na rieSenie problému najmensich Stvorcov s obmedzenim
na existenciu rieSenia nelinedarnych algebraickych rovnic (4.4), tj.

min ||,
r(z,y)=0

avsak nelinearny LSE problém s obmedzujicou podmienkou r(z,y) = 0 nevieme riesit,
nakolko v 2. kapitole sme sa venovali rieseniu linedarnych LSE problémov (®). To zna-
mend, ze systém m + n — k + 1 nelinedrnych rovnic r(z,y) = 0 potrebujeme urcitym
sposobom linearizovat, tj. iteracny algoritmus, ktorym riesime r(z,y) = 0 vyzaduje,
aby bol linearizovany. Preto pokracujme v tivahach.

Definujme maticu P, € Rm+n—kt)x(min+2) ta) 7o

he = Pz = | Imtt Omiinn
On—k,m—‘rl On—k,n-l—l

a maticu Y = Yj(y) € RmFn—kt1)x(min+2) "nre ktorid plati
Yiz = Epy,
a teda aj pre prirastok 0z plati
Yie(02) = (0Ew)y.
Priklad 6. Majme polynémy
f(z) = azx® + axr® + a1z + ao,

g(x) = bsx® 4 byx® + by + by,
tj. bud m =n = 3, k = 2. Potom

0 by O ao 1000 0O0O0TO0
ag by bo ay 01 00O0O0O0FO

AQ = | a1 bg b1 5 Co = |Q2] , PQ =(0 01 0 O0O0O0O0 y
as bz by as 0O 001O0O0O0FO0
az 0 b3 0 0O 00O0OO0OO0OTU OO

2 = |29, 21, 22, 23, 24,z5,z6,z7]T, 0z = [(520,(521,(5z2,(523,(524,525,(526,(527]T

0 2 O 20 0 dz4 O
20 25 24 21 0zg O0z5 0z
EQ(Z) = |21 <6 <5/, hQ(Z) = |22, (5E2(Z) = (521 626 525
Z9 R7 Zg z3 522 52’7 526
zZ3 0 7 0 (52’3 0 527

5) Nelinearita systému (4.4) vyplyva z poziadavky na existenciu jediného riesenia y € R™+n—2k+1
tohto systému rovnic a z toho, Ze ak dvojice (21,¥), (22,%y) st rieSenim r(z,y) = 0, tak sa lahko
presvedéime, Ze (21 + 22, y) uZ rieSenim byt nemusi.
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Lahko sa teraz nahliadne, ze (4.5) mozno pisat v tvare
r(z,y) = + hi(2) — Apy — Yi(y)2.

V kazdom kroku iteracného algoritmu, ktory riesi r(z,y) = 0, ziskavame vektory dz,
Sy a teda aj z + 0z a y + 0y (9. Pretoze ale pozadujeme, aby polynémy f(z) a g(z)
boli porugené v minimélnom mnozstve, tak normy [|d0z||2 a ||dy||» musia byt malé. Preto
pre linearizdciu systému zanedbdme ¢leny druhého radu. Potom v Tubovolnom kroku
iteracného algoritmu je

r(z+0z,y+0y) =cp + he(z+02) — Ap - (y + dy) — Ye(y + 0y) - (z + 0z) =

ck+hi(2) — Ak -y — Yi(y) - 2+ hy(02) — Ay - oy — Yi(y) - 02 — Yi(dy) - 2 — Yi(dy) - 62 =
~ ~~ R 1 v

.

-~ -~

T — oz —Bi2)dy = (0B Sy =0
r(z,y) — (Yo — Py) - 62 — (A, + E) -6y (.

Teda, skiimany problém sa ndm vdaka poziadavke na linedrny LSE problém znova
transformuje do podoby

mian |D(z + d2)|| s obmedzenim r(z 4+ dz,y + dy) =0,
z+0z

kde D € Rm+n+2)x(m+n+2) i6 diagondlna matica tvaru

0 (m —k + 1)In+1
Tvar matice D odvovodiujeme snahou vybalansovat vyskyt elementov vektoru z v ma-
tici By, totiz perturbécie z;, i = 0,...,m odpovedajice koeficientom polynému f sa
v By vyskytujai vn —k+1 stfpcoch, podobne je to s perturbaciami odpovedajucimi
polynému g. Avsak pokracujme v tuprave

min |D(z +62)|| = min |Déz + Dz|| =
r(z+dz,y+dy)=0 r(z+9z,y+dy)=0

6) Znova pripomenieme, ze vektor z obsahuje perturbécie da a db. Pri rieeni r(z,y) = 0 teda
ziskavame aj samotné perturbécie, pricom pociatoéné nastavenie v itera¢nom algoritme je z = 0. To
ma samozrejme najmensiu normu spomedzi vSetkych perturbécii.

7) Len na tomto mieste pre sprehladnenie vzfahov zavddzame operdtor - pre nésobenie, pretoze
napriklad zo zdpisu Ay (y + dy) nie je hned jasné, ¢i sa jednd o funkciu Aj premennej y + dy alebo
o st¢in Ay s y + dy. Vyraz Ay, - (y + dy) bude znagcit siéin.

48



0z

1 D, 0 — (=D2z)|l.
in D0 2] - (-]

A 7z predchadzajicich avah mame
0=r(z+0z,y+0dy) =r(zy) — (Yo — Pe)dz — (Ap + Ey)dy,

ekvivalentne

1)
r(z,y) = (Y — Pp)oz — (Ap + Ex)oy = [Yi — P, Ax + Ej] [&j :

Ak si koneéne oznacime
t=r(zy)
C=Y,— P, Ax + Ei] € R(m+”*k+1)x(2m+2n—2k+3)’

m+4n—k+1
R :

v = [g;:| c IR2771—&—2n—2k—&—37 52 c Rm+n+27 5y c IRm—i—'n—Qk:—l—l7

2
s =—Dz € R™"*2,

E = [D 0] c R(m+n+2)x(2m+2n72k+3)

Y

dostavame LSE problém
min | Bo — 5],

ktorym sme sa zaoberali v 2. kapitole.
Uz sme spomenuli, ze pociatocné nastavenie z je z = 0. Pociatocna hodnota y
v tomto algoritme je pre hodnoty z = 0, tj. hy = 0 a E; = 0 dané ako rieSenie systému

r(0,y) = 0 <= Ay = c,

tzn. ze pre y plati
Y= argmuin | Aru — cil|2, (4.6)

¢o je klasicky LS problém rozoberany v ¢asti 2.1 (8).
Ukoncenie itera¢ného algoritmu, ktorym ziskavame 0z a dy, nastava v pripade, ak

. 7’ 7’ 6 6 /o~ /7 14 7/ v/
normalizované prirastky H a % sucasne klesnt pod dané malé kladné cisla e, resp.

e,. Vtedy spocitané dz, resp. 0y prispievajui len velmi mélo k celkovému rieSeniu a teda
algoritmus moze byt ukonceny.

4.2 Programova realizacia metédy STLN

V tejto casti prace zhrnieme predchddzajiice vysledky a ukaZeme niekolko prikladov.
Skor nez pokro¢ime d'alej zmienime sa o dolezitom predspracovani danych presnych
polynémov. Jednak pojde o poruSenie koeficientov polynému, ktoré do urcitej miery
odpoveda prirodzenym poruchdm vznikajicim napr. pri fyzikdlnych meraniach. Potom
sa zmienime o normovani koeficientov spracovavanych polynémov (9).

8) Matica Aj ma plnd stfpcovﬁ hodnost, pretoze podla vety 3.2.1 pre nepresné polynémy je Syl-
vestrova matica regularna.

9) Aj v praktickom programovani metédy STLN sme postupovali tak, ze sme si presné polynémy
f , g najprv porusili, nasledne normovali.
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4.2.1 PorusSovanie polynémov

V snahe ¢o najvernejsie napodobnit ziskanie nepresnych dat, pouzijeme sposob uvedeny
v [9, 10]. Predne, presné polynémy f a g budeme uvazovat v tvare

~

f(x) = apx™ + ara™ 4 - Ay 1T+ Qs (4.7)

§(x) = box™ + bya" ' + - 4 b1z + by, (4.8)

Vyrazom | f(z)| budeme znacit euklidovski normu koeficientov polynému f, tj.

|f@)ll = \Jad + a3+ + a2,

Bud'te este ¢y € R™ a ¢, € R"*! vektory ndhodnych ¢fsel rovnomerne rozmiestnenych
v intervale [—1, 1] a € malé kladné ¢islo signalizujice “miesto poruchy” koeficientov.
Je to konstanta urcujica desatinné miesto, na ktorom budi koeficienty porugené (10).
Potom poruchu i-tého koeficientu polynému f vyjadrime vztahom

5o M@

— Ct.;,
legll

kde cy,; je i-td zlozka vektora cy, ¢ = 0,1,...,m. Podobne definujeme i perturbécie
koeficientov polynému g. Celkom tak mozeme pisat

£@) = f@)+ Lo S Gk s =3

;=

v silade s (3.1) a

leg pars pars

v silade s (3.2). V dalsom polynémy f a g vzdy budeme uvazovat v takomto tvare.

4.2.2 Normovanie polynémov geometrickym priemerom

Predtym, nez na dané polynémy bude aplikovand metdéda STLN, tieto polynémy si
upravime normovanim koeficientov geometrickym priemerom, ktory poskytuje “lepsi
priemerovaci koeficient”. Uvazme jednoduchy priklad polynému s koeficientami 1, 103
a 10°. Normovanim pomocou || - ||; &~ 10%, || - |2 &~ 10°%, || - [ = 10° zostant koefi-
cienty na podobnej tirovni, ale pouzitim geometrického priemeru 10 dostaneme éisla
1073, 1, 10%. Normovanim koeficientov sa snazime predist neprijemnym numerickym
problémom, ktoré sa mozu objavit, ak napriklad koeficienty polynému f si podstatne

10) V anglictine sa pre p = 1/€ pouziva termin signal-to-noise ratio - “koeficient signalizujici poru-
chu”.

50



vicsie nez koeficienty polynému g. Kvoli tomu moze narast éislo podmienenosti matice
S(f,g) a tym aj vplyv zaokrtithlovacich chyb.
Polynémy f(z) a g(x) definované v (3.1), resp. (3.2) predefinujeme na tvar

fla) =Y aa™",  a= & (4.9)

i=0 (H;nzo |ag|) ™1,
resp.
no p ~ bz
g(x) = bix" ", b; = -~ — (4.10)
i=0 (ITi=o [O&]) ™7,

4.2.3 Numerické vysledky

Na zaver prace ukazeme niekolko prikladov, na ktorych si predvedieme aplikaciu metédy
STLN.

Pripomenme, 7ze v tivode kapitoly sme zaviedli dolezité kritérium (4.1), na zéklade
ktorého bud akceptujeme alebo zamietame spoc¢itané perturbacie. To znamena, Ze ||z||2
uzko suvisi so zavedenym koeficientom p = 1/¢, ktorym si definujeme miesto poruchy
koeficientov danych presnych polynémov. Plati, Zze ¢im mensia je konstanta poruchy
1, tj. koeficienty sa porusuju na miestach blizsie k desatinej ¢iarke, tym vacsia moze
byt pripustng hodnota |z||. V [10] sa pre presny polyném f(x) definuje tzv. pries-
tor legitimnych rieSeni, ktory obsahuje vSetky eventudlne poruchy ziskané spésobom
popisanym v ¢asti 4.2.1 pre jedno dané p, pre ktoré plati, Ze v norme si mensie nez p,
kde .

il

p=-—.
o

Podobne sa zavadza priestor legitimnych rieseni pre polyném g(z).
Preto sa zd4 byt prirodzend poziadavka, aby aj ziskané perturbécie da a 6b metédou
STLN splnali

oall < Iy < 1900
u u

V pripade, Ze nastavaju opaéné nerovnosti nebudeme GCD( 1, g) povazovat za legitimny
s GCD( 1 §). Inak povedané, chceme, aby aj f (x) a g(x) patrili do priestoru legitimnych
rieseni prislusnych f(x), resp. §(x).

Ale presné polynémy f(x), §(x) v praxi nepozname. Avsak ak budeme naviac pred-
pokladat

170~ 150 gl =l
I, gl

T T

kde ey, e, st konstanty vystupujice v kritériu (4.1) (1),

A~ .9
mozeme volit

Y

WA= 1£1 1l = llgll je moiné docielit napriklad volbou viiésej konstanty poruchy .
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Dalej sa v algoritme na vstupe objavuje konstanta p signalizujica miesto poruchy
a konstanty e, a e,, ktorymi sa riadi iteracny algoritmus riesiaci (4.4).

Uz sme sa zmienili o tom, ze metédou STLN ziskavame perturbacie, pre ktoré
vieobecne neplati deg GCD(f,§) = deg GCD(f, ). Podla teérie [10] vSak rovnost
mozeme dosiahniit. Vychddza sa z pozorovania, ze GCD polynémov f(z) a g(z) sa
az na nasobok nejakou konstantou rovnd GCD polynémov f(z) a ag(x), kde je aw # 0
konstanta. Ale plati S(f, ag) # aS(f,g), a tak zavedenim parametra « vieme metédou
STLN spocitat celi mnozinu perturbécii da, b, s ktorymi polynémy f(x), g(x) patria
do legitimnych priestorov presnych polynémov f (x), resp. g(x). Potom na zdklade do-
datoéného kritéria na hodnost prislusne;j Sylvestrovej matice vyberieme to «, pre ktoré
je deg AGCD(f, g) = deg GCD(f, §) = deg GCD(f §) "*). Touto miernou modifikdciou
sa viac zaoberat nebudeme, pretoze ako sme uz spominali, problém urc¢ovania hodnosti
matice nie je trividlny a modernd tedria [11, 12| zaoberajica sa vypoc¢tom hodnosti
Sylvestrovych matic presahuje ramec prace.

Priklad 7. Prvym z prikladov je demonstracia metédy STLN na polynémoch stupnov
13 a 9 s konstantami e, = e, = 107%, y = 10°. Pre presné polynémy

fl@) = (z —1,2) (x +2)°(x — 0,5)*,
g(z) = (x — 1,4)2(35 + 2)3(1' -0, 5)4.

Je hned vidiet, Ze

GCD(f,§) = (z +2)*(z —0,5)"
=" 4+ 425 + 1,525 + 7,52% — 0,93752% + 6, 37522 — 3,252 + 0,5

Porugenim tychto polynémov spdsobom uvedenym vyssie s € = 1/ ziskame polynémy
f(x), g(x), ktoré st nestdelitelné (tabulka 4.1 (i)).

Pouzitim metédy STLN dostaneme polynémy f(z) a §(x) uvedené v tabul’ke 4.1 (ii).
Pre vypocet ich GCD sme pouzili c-s transforméciu Sylvestrovej matice (13). V tabulke
4.2 je pre porovnanie uvedeny GCD(f, g) a GCD(f,§).

7 vety 3.2.1 vieme, 7e ak deg GCD(f, §) = k, tak potom rank S(f,§) = m +n — k.
V nasom pripade je m = 14, n =9 a k = 7. Na obrazku (4.1) st symbolom ¢zobrazené
singuldarne ¢isla matice S( f ,§) a vidime, ze je vyrazny rozdiel medzi dominantnymi
singularnymi ¢islami a singularnymi ¢islami, ktoré neprispievaji do hodnosti matice a
ktorych je 7. Mame na mysli rozdiel medzi singularnymi ¢islami o5 a o14.

V pripade, Ze polynémy mierne porusime konstantou p = 10°, tak vietky singuldrne
¢isla, oznacené symbolom A, si povazované za rovnako dolezité a Sylvestrova matica
S(f,g) ma plni hodnost. Podla vety 3.2.1 maji polynémy f(x) a g(z) trividlny GCD,
¢o ale presne odpoveda situacii, o ktorej sme sa zmienovali a teda, ze porusené polynémy
st s pravdepodobnostou jeden nesudelitelné.

Aplikovanim metédy STLN na polynémy f(z) a g(x) ziskavame opravené polynémy
f(x) a g(z). Singuldrne &isla im odpovedajiicej Sylvestrovej matice st vyznacené sym-
bolom O. Vidime, Ze opiat vieme presne rozli§it dominantné singuldrne ¢isla a teda aj
urcit stupein GCD(f, §), ktory je taktiez 7.

12) Kritériom sa rozumie pouzitie vety 3.2.1.
13) Paramter, ktorym sme “odhadli nulu” je tol = 10~8.
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Nakoniec si uvedme, ze pre p = 10°% je e; =

ILf

0

|2

=1,22e —

5, pricom Hf — fHQ =

6,60 — 6 a e, =192 = 7 78¢ — 6 > ||g — gll» = 7,58¢ — 6. O
(i) f(x) g(x) (ii) f(x) g(x)
1.13 1 $13 1
212 3,20025 712 3,19998
21| —8,26093 21| —8,26007
210 || —26,49540 210 | —26,49212
29 38,00476 | 1 a9 38,00016 | 1
28 85,59627 |  1,199981 a8 85,58606 |  1,199982
27 || —121,21627 | —7,739988 o7 | =121,20177 | —7,739994
26 | —109,89824 | —3,859967 26 | —109,88508 | —3,859969
25 || 22397294 | 23,002372 25 | 223,94605 | 23,002392
ot | —17,51887 | —5,699975 ab | —17,51684 | —5,699980
23 || —156,15339 | —22,937378 23 || —156,13476 | —22,937396
22 || 120,28351 | 22,094884 22 | 120,26907 | 22,094900
a' | —36,63814 | —7,769948 z' | —36,63364 | —7,769959
20 414757 | 0,979989 20 414719 | 0,979990

Tabulka 4.1: (i) Porusené polynémy f(z) a
resp. §(z). (ii) Vysledné polynémy f(x) a

Priklad 8. Druhy z prikladov pracuje s polynémami vyssich stupniov. Bud'te

g(z) odvodené od teoreticky presnych polynémov f (z),
g(x) ziskané metédou STLN.

(x —0.5)°(z +0.4)%(x
(x —0.5)%(z +0.4)%(x —

—2)%(z + 2)°

fla) = ,
2)°(z +3)*(z - 3)

9(x) =

polynémy stupiiov 22 a 13, deg GCD(f g) =9

Dalej zvolme konstantu porusenia p = 10* a kongtatny e, = 107% e, = 1075,
V tomto priklade nebudeme uvadzat koeficienty polynémov, s ktorym metéda STLN
pracuje (). Poznamenajme ale, 7e vysledné polynémy f(z) a §(x), ktoré sme ziskali
aplikdciou metédy STLN na pevne porusené polynémy f(x), g(x), maji netrividlny
GCD stupna 7.

Obrazok 4.2 znazornuje singularne cisla Sylvestrovych matic presnych polynémov
(0), porusenych polynémov (A) a vyslednych polynémov ziskanych metédou STLN
(O). Vsimnime si, ze skuto¢ne pocet nedominantnych singuldrnych ¢isel u Sylvestrovej
matice polynémov f(z), §(z) je 7. O

14) Tie st ulozené v prilozenom datovom stibore STLN_pr.8.mat. Data z predchidzajiceho prikladu
7 st ulozené v subore STLN _pr.7.mat.
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GCD(f,9) | GCD(f,9)
x’ 1 1
20 4 3,999978
x° 1.5 1,499947
2t || =7,5 —17,500006
23 || —0,9375 —0,937463
x? 6,375 6, 375001
b || =3,25 —3,250011
20 0,5 0,499999

Tabulka 4.2: Porovnanie GCD teoreticky presnych polynémov f (z) a g(z) a GCD polynémov f (z) a
g(x) ziskanych metédou STLN.

0 5 10 15 20 25

Obrazok 4.1: Singularne ¢isla Sylvestrovych matic st pre povodné teoreticky presné polynémy f (z) a
g(x) oznacené ¢, nepresné polynémy f(z) a g(x) oznacené A a “opravené” polynémy metédou STLN

f(z) a g(z) oznacené 0. Vietky polynémy sii normované geometrickym priemerom.
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Obrazok 4.2: Singularne &isla Sylvestrovych matic si pre pévodné teoreticky presné polynémy f (z) a
g(x) oznacené ¢, nepresné polynémy f(z) a g(x) oznacené A a “opravené” polynémy metédou STLN

f(x) a g(z) oznacené O. Vietky polyndémy st normované geometrickym priemerom.

Zaver

Problematika, ktorou sme sa zaoberali, je velmi obsiahla a schovédva v sebe mnoZstvo
nevyrieSenych problémov (vypocet numerickej hodnosti matic, hladanie skoku v po-
stupnosti singuldrnych ¢isel, eliminovanie vplyvu zaokrihlovacich chyb a i.). Aj napriek
tomu préaca poddva stihrn zékladnych stvislosti, o ktoré sa mozno opriet pri d’alsom
badani. Problémy, ktoré sa daji dalej studovat, si napriklad:

1. otdzka stability riesenia LSE problému, ktord je popisand v [1] a ktord vyzaduje
hlbsiu analyzu,

2. numericka realizacia algoritmov na vypocet GCD
3. obsah vysledkov v nésobnej aritmetike a porovnanie so ziskanymi vysledkami,

4. pouzitie vety 4.1.1 pre rieSenie (Ay + Ei(2))y = ¢, + hi(2), vhodnd numerickd
realizacia, problém nelinearity tejto stustavy.

Tieto problémy vsak presahuju ramec bakalarskej prace.

Sucasne sa ndm podarilo zostrojit software, vd'aka ktorému sme mohli teoretické
poznatky testovat, ale programy je potrebné d'alej rozvyijaf a dopliiat o dalsie moderné
programovacie prvky a techniky.
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