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Kapitola 1

Úvod

Na kód, ako na množinu kódových slov, sa môže postupne vkladat’ určitá alge-
braická štruktúra. Tá nám potom umožňuje nie len efektivný popis kódu, ale aj
nájdenie dobrých kódov a skúmanie ich vlastnost́ı. Kód, ako nijak neštrukturovanú
množinu kódových slov, je možné zadat’ len ich výčtom, čo u vel’kého počtu kódových
slov môže byt’ prakticky neuskutočnitel’né alebo aspoň velmi neprehl’adné. Myšlienka
dat’ kódu štruktúru vektorového priestoru vedie k pojmu lineárneho kódu. Lineárne
kódy sa dajú potom popisovat’ ovel’a efekt́ıvneǰsie ako obyčajné množiny kódových
slov, napr. pomocou ich báze.
V prvej kapitole sa budeme venovat’ lineárnym kódom, ktoré sú v teórii kódovania
typom blokového kódu, tj. množiny slov v kódovej abecede majúci pevnú d́lžku,
použ́ıvaným metodami pre detekciu a opravu chýb. Umožňuje realizáciu viac efek-
tivných algoritmov pre kódovanie a dekódovanie než iné kódy. Oboznámime sa s ich
základnými defińıciami. Uvedieme defińıciu polynómu pre detekciu chýb.
Druhá kapitola ma za účel nás oboznámit’ s teóriou Gröbnerovej báze pre komu-
tat́ıvne okruhy. Ukážeme si ako sa redukujú polynomy modulo nejakú konečnú
množinu polynómov- teda Algoritmus na redukciu. Nasledovat’ bude Buchbergerov
algoritmus, ktorý dokáže rozhodnút’, či je daná množina Gröbnerova báza daného
ideálu, a ak nie, tak ju vie nájst’. Uvid́ıme, ako sa správa Gröbnerova báza pri
špecializácii (tzv. dosadzovaćı homomorfismus).
Tretia kapitola uvedie triedu odmocninových kódov. Bude uvedené napŕıklad aj ako
sa oveŕı, či je daný kód vlastný. Až sa dostaneme k tvrdeniu, že každý binárny kód
sa dá naṕısat’ ako vlastný odmocninový kód a k tomu ako určit’ počet kódových slov
danej váhy. Na záver dokážeme vetu, že vlastný odmocninový kód, ktorý neobsahuje
nulu vlastńı polynóm pre detekciu chýb. Kritérium existencie tohto polynómu nie je
pre obecné kódy vôbec známa. V [6] je však dokázaná pre cyklické kódy. Niektoré ich
podtriedy ako napŕıkad Reed-Solomonove a BCH kódy sú vel’mi zauj́ımavé, pretože
ich vnútorná štruktúra je dobre známa a majú rýchly dekódovaćı algoritmus. Takže
častokrát sa kódovanie implementuje na základe týchto kódov.
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1.1 Lineárne kódy

Ukážeme si štruktúru lineárnych kódov ako vektorových priestorov nad nejakým
telesom.

• Nech teda máme konečné teleso Fq s q prvkami, kde q je mocnina prvoč́ısla, n
je prirodzené č́ıslo, že NSD(n, q) = 1 (uvažujme aj nad’alej), 1 ≤ k ≤ N ≤ n,
k, n ∈ N

• (Fq)
N je vektorový priestor dimenzie N nad Fq

Defińıcia 1.1. Nech H je (N − k)×N matica s prvkami z telesa Fqm. Množina C

všetkých vektorov c ∈ (Fq)
N takých, že H × cT = 0 sa nazývá (N,k) lineárny kód

nad Fq. Prvky C sa nazývajú kódové slová a matica H je paritná matica kódu

C. Jej st́lpce generujú nad telesom Fq podpriestor dimenzie N − k. (V literatúrach
sa často použ́ıva označenie vektor kódu C, namiesto pojmu kódové slovo). Pre q = 2,
C sa nazýva binárny kód.

Matica G k × N , ktorej riadky sú vektory báze kódu C, sa nazývá generujúca
matica kódu C. Ak C je kód s generujúcou maticou G, ktorá je v (štadnardnom)
tvare G = (Ik|A), kde Ik označuje k× k jednotkovú maticu, A je nejaká k× (N − k)
matica, tak H = (−At|IN−k) je paritná matica C.
Teda:

• N je dĺ̌zka kódu C (tzn. dĺ̌zka každého kódového slova v kóde C je N)

• k je dimenzia kódu C, (tzn. generujúca matica má hodnost’ k; čo je minimálny
počet rôznych netriviálnych kódových slov, ktorých je treba na nagenerovanie
kódu C)

Poznámka 1.2. Lineárny kód je teda neprázdna množina slov v kódovej abecede,
uzavrená na súčet a rozdiel slov a na násobok slova skalárom.

Pozrieme sa na daľsiu, vel’mi dôležitú vlastnost’ lineárnych kódov:

Defińıcia 1.3. Nech x,y sú dva vektory v (Fq)
N . Potom:

1. Hammingova vzdialenost’ d(x, y) medzi x a y je počet súradńıc v ktorých
sa x a y odlǐsujú

2. Hammingova váha w(x) je počet nenulových súradńıc vektora x

Defińıcia 1.4. Nech C je lineárný kód. Čı́slo

dC = minx,y∈C,x6=yd(x, y) = minx∈C,x6=0w(c)

sa nazýva (minimálna) vzdialenost’ kódu C.
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Poznámka 1.5. Ked’ je jasné, že vrav́ıme o minimálnej vzdialenosti kódu C, môže sa
už́ıvat’ namiesto značenia dC jednoducho d. Odteraz bude

”
kód“ znamenat’

”
lineárny

kód“ s d ≥ 2. Ked’ má kód C dĺ̌zku N , dimenziu k a vzdialenost’ d, hovoŕıme, že C
je [N, k, d] kód.

Defińıcia 1.6. Nech C je (N, k) kód. Označme Ai = Ai(C) počet slov v C váhy i.
Množina celých č́ısel {A0, A1, . . . , AN} sa nazýva rozdelenie váh pre kód C.

Defińıcia 1.7. Nech C ⊆ Fq
N je (N, k) kód. Pre každé a ∈ FqN sa množina

a+ C = {a+ x|x ∈ C}

volá rozkladová trieda podl’a C.
Nech H je paritná matica kódu C. Potom vektor S(y) = HyT dĺ̌zky N − k sa nazýva
syndróm slova y. Označme Ai(a + C) počet vektorov váhy i v rozkladovej triede
a+ C.

Pripomeňme si pár informácii, ktoré budú pre nás potrebné:

• Rn budeme uvažovat’ ako množinu všetkých koreňov polynómu xn − 1, ktoré
sa nazývajú n-té odmocniny z jednej a ležia v rozkladovom nadtelese Fqm . Rn

formuje cyklickú podgrupu (Fqm)∗

• ked’ n = qm − 1, korene xn − 1 formujú multiplikat́ıvnu grupu telesa Fqm

• α ∈ Fqm je primitivná n-tá odmocnina z jednej, taká že:

xn − 1 =
n∏
i=1

(x− αi)

1.2 Ideály a polynómy v komutat́ıvnych okruhoch

Defińıcia 1.8. Nech R je komutat́ıvny okruh. Ideál P , P 6= R je prvoideál, ak pre
l’ubovol’né dva ideály I, J v R plat́ı, že IJ ⊆ P ⇒ I ⊆ P alebo J ⊆ P .
Ideál I okruhu R je maximálny, ak pre žiadny ideál J okruhu R neplat́ı:
I ( J ( R a I 6= R
Spec(R) označme množinu všetkých prvoideálov okruhu R. Max(R) označme množinu
všetkých maximálnych ideálov okruhu R.

Bližie sa tomu venuje [5].

Tvrdenie 1.9. Každý maximálny ideál je prvoideál. Nech I je ideál v R. Potom
plat́ı:
I je prvoideál ⇔ R/I je obor integrity. I je maximálny ⇔ R/I je teleso.

7



Defińıcia 1.10. Nech R ⊆ S sú okruhy. Prvok a ∈ S je celistvý nad R, ak je
koreňom monického polynómu s koeficientami z R. Okruh S je celistvý nad R, ak
je každý prvok z S celistvý nad R.

Tvrdenie 1.11. Pokud R ⊆ S je celistvé rozš́ırenie, potom zobrazenie

ϕ : Spec(S)→ Spec(R)

definované vzt’ahom

ϕ(P ) = P
⋂

R

je surjektivné. Naviac ∀P ∈ Spec(S) je

ϕ(P ) ∈Max(R)⇔ P ∈Max(S)

Defińıcia 1.12. K je teleso, I ideál v K[x1, . . . , xn], afinná algebra je okruh tvaru
A = K[x1, . . . , xn]/I.

Defińıcia 1.13. V komutat́ıvnom okruhu R, definujeme jeho Krullovu dimenziu,
ako supremum dĺ̌zok ostro rastúcich ret’azcov prvoideálov. Krullova dimenzia je stále
konečná pre afinnú algebru. (Triviálny okruh uvažujeme za okruh s nulovou Krullovou
dimenziou).

Poznámka 1.14. Teleso K ma Krullovu dimenziu nula, K[x1, ..., xn] má Krullovu
dimenziu n.

Defińıcia 1.15. Ideál okruhu R, sa nazýva 0-dimenzionálny, ak Krullova dimen-
zia R/I je nula.

Dôkaz nasledujúceho tvrdenia sa dá nájst’ v [5, Kapitola 2, Corollary 3.8].

Tvrdenie 1.16. Pre afinnú algebru sú nasledujúce podmienky ekvivalentné:

• dim(A) = 0

• A je algebra konečnej dimenzie nad K

• Spec(A) je konečná

• Max(A) je konečná

Poznámka 1.17. Ak I je 0-dimenzionálny ideál v K[x1, . . . , xn], potom
I
⋂
K[x2, . . . , xn] je 0-dimenzionálny ideál v K[x2, . . . , xn]. Pretože pre

Ī = I
⋂
K[x2, . . . , xn] je K[x2, . . . , xn]/Ī ↪→ K[x1, . . . , xn]/I.

Nech K je teleso a K̄ je jeho algebraické rozš́ırenie, J je ideál v okruhu polynómov
K[Y ] = K[y1, . . . , ys], 1 ≤ s.
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Defińıcia 1.18. Bud’ f ∈ K[Y ], označme ν(f) množinu všetkých koreňov f v
K̄s :

ν(f) = {(a1, . . . , as) ∈ K̄s|f(a1, . . . , as) = 0}.

Bud’ J ⊆ K[Y ] ideál, označme množinu všetkých koreňov J v K̄s :

ν(J) = {(a1, . . . , as) ∈ K̄s|f(a1, . . . , as) = 0,∀f ∈ J}.

Defińıcia 1.19. Nech S ⊆ K̄s. Potom množina všetkých polynómov f ∈ K[Y ]
takých, že f(a1, . . . , as) = 0 pre všetky body (a1, . . . , as) ∈ S formuje ideál v K[Y ].
Tento ideál nazývame vanishing ideál v S a znač́ıme ho =(S).

Nech L ⊆ K[Y ], znač́ıme (L) ideál v K[Y ] generovaný L.

Pri prenose kódového slova môžu nastat’ chyby alebo straty. Chyba sa vyskytne
ked’ sa nejaká súradnica slova zmeńı na iný prvok z daného tělesa a strata nastane
ked’ prijatá súradnica má neznámu hodnotu. Vieme, kde sa vyskytnú straty (poźıcie
strát), ale nevieme, kde nastávajú chyby (poźıcie chýb). Preto je výhodné zazna-
menávat’ si chyby do vektora (chybový vektor), ktorý dostaneme, ked’ od prijatého
slova odč́ıtame (po zložkách) odoslané slovo.

Poznámka 1.20. Ked’ pri dekódovacej procedúre pre kód C dokážeme vždy opravit’ τ
chýb alebo menej, potom hovoŕıme, že schopnost’ opravy chýb v kóde C je minimálne
τ . Ṕısmenom t označujeme maximálnu hodnotu pre τ . Je známe, že t = bd−1

2
c (d je

minimálna vzdialenost’ kódu C). Navyše, pre každé ν a τ prirodzené č́ısla také, že
2τ + ν < d vieme, že sme v kóde C schopńı opravit’ zároveň ν strát a τ chýb.

Uvažujme nasledujúce predpoklady:

Nech C je [N, k, d] kód nad Fq, t je schopnost’ opravy chýb a H je paritná matica.

Nech d ≥ 3. Syndrómy ležia v (Fqm)N−k a formujú vektorový priestor dimenzie
(N − k) nad Fq. Nech α je primitivná N -tá odmocnina z jednej v Fq

m taká, že
n = N . Nech r = N − k.

Defińıcia 1.21. Nech LC je polynóm v Fq[X, z], kde X = (x1, . . . , xr). Potom LC je
polynóm pre detekciu chýb v C ked’

1. LC(X, z) = zt + at−1z
t−1 + . . .+ a0 , aj ∈ Fq[X], 0 ≤ j ≤ t− 1 také, že LC je

monický polynóm stupňa t s ohl’adom na premennú z a koeficienty v Fq[X];

2. nech máme syndróm s = (s̄1, . . . , s̄r) ∈ (Fqm)N−k, korešpondujúci chybovému
vektoru váhy µ ≤ t a poźıciam chýb {k1, . . . , kµ}, ak vyhodnot́ıme premenné X
v s, potom korene LC(s, z) sú presne {αk1 , . . . , αkµ , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

t−µ

}.
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Poznámka 1.22. Všimnime si súvislosti z defińıcie:

- LC je monický polynóm stupňa t

- t je schopnost’ opravy chýb

- máme t koreňov

- chybový vektor má váhu µ ≤ t

- poźıcie chýb: {k1, . . . , kµ}

Pre (lineárne) kódy C existencia polynóm pre detekciu chýb nie je známa. Je
však dokázaná pre cyklické kódy v [6]. Neskôr sa budeme zaoberat’ aké to je pre
maximálne odmocninové kódy neobsahujúce nulu.

Môžeme rozš́ırit’ Defińıciu 9 na pŕıpad s výskytom strát. Nech 2τ + ν < d.

Defińıcia 1.23. Nech L je polynóm v Fq[X,W, z], kde X = (x1, . . . , xr) a
W = (wν , . . . , w1), kde ν je počet strát, ktoré sa vyskytli. Potom L je polynóm pre
detekciu chýb typu ν v C ked’:

1. L(X,W, z) = zτ + aτ−1z
τ−1 + . . .+ a0 , ai ∈ Fq[X,W ], pre každé 0 ≤ j ≤ τ − 1

také, že L je monický polynóm stupňa τ s ohl’adom na premennú z a koeficienty
v Fq[X,W ];

2. pre každý syndróm s = (s̄1, . . . , s̄r), každý vektor poźıcíı strát w = (w̄1, . . . , w̄ν),
korešpondujúci chybovému vektoru váhy µ ≤ τ a poźıciam chýb {k1, . . . , kµ},
ak vyhodnot́ıme premenné X v s a W v w, potom korene L(s,w, z) sú
{αk1 , . . . , αkµ , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

t−µ

}.

Ked’ taký L existuje pre daný kód C, budeme ho volat’ polynóm LC
ν .

Aby sme boli konzistentńı s naš́ım značeńım, LC je polynóm pre detekciu chýb
typu 0, kde zrejme LC = LC

0.
Pre kód C je vlastnenie polynómu pre detekciu chýb LC

ν typu ν pre každé 0 ≤ ν ≤ d
môže byt’ silneǰsia podmienka než vlastnenie polynómu pre detekciu chýb LC . Je
dokázané v [6], že existuje polynóm pre detekciu chýb typu ν pre každý cyklický
kód, 0 ≤ ν ≤ d.
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Kapitola 2

Teória Gröbnerovej báze pre
komutat́ıvne okruhy

Teória Gröbnerovej báze pre okruhy polynómov bola predstavená Brunom Buch-
bergerom v roku 1965, ktorý ju pomenoval po jeho poradcovi Wolfgangovi Gröbnerovi.
Dnes sú aj s Buchbergerovým algoritmom na hl’adanie Gröbnerovej báze dobre známe
a široko použ́ıvané.
Gröbnerove báze sa aplikujú nielen vo výpočtovej algebre, ale tiež vo výpočtovej
geometrii (algebraické variety), v kryptografii (napr. pri kryptoanalýze blokových
šifier). Ked’ má systém konečný počet riešeńı, (v algebraickom uzávere telesa K),
problém sa dá úplne redukovat’ na jednoduché výpočty Gröbnerovej báze (s ohl’adom
na čisto lexikografické usporiadanie), nasledované hl’adańım koreňov polynómov s
jednou premennou a niekol’kými vyhodnoteniami vo vhodnom algebraickom rozš́ıreńı
telesa K. Prezentácia tohto tématu je prevzaná z [1].

2.1 Značenie a základné defińıcie

Nech N0 znač́ı množinu prirodzených č́ısel vrátane nuly. K[x1, . . . , xn] znač́ıme ko-
mutat́ıvny okruh polynómov v n premenných nad telesomK, n ∈ N. PreK[x1, . . . , xn],
platia nasledujúce fakty:

1. ∀f ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0}, f =
∑t

i=1 cix
βi1
1 x

βi2
2 · · · x

βij
j · · ·x

βin
n , kde t, βij ∈ N,

ci ∈ K \ {0}, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ t.

• cix
βi1
1 x

βi2
2 · · ·x

βij
j · · ·x

βin
n sa nazýva term,

• ci je koeficient termu,

• xβi11 x
βi2
2 · · ·x

βij
j · · ·x

βin
n je monóm,

• deg(m) =
∑n

j=1 βij je stupeň monómu m.
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Množinu všetkých monómov v n premenných znač́ıme Mn alebo jednoducho
M , ked’ nie je dôležité zdôraznit’ n. Pre ∀j, 1 ≤ j ≤ n je x0

j = 1 ∈M .
Máme m1,m2 ∈ M , ked’ ∃m3 také, že m2 = m3m1, hovoŕıme m2 je násobok
m1, alebo m1 deĺı m2, čo znač́ıme m1|m2.

2. ∀f ∈ K[x1, . . . , xn]\{0}, po rôznych úpravách sa dá dosiahnut’, aby sme naṕısali
f v tomto tvare

f =
t∑
i=1

cimi, (2.1)

ktorý budeme nazývat’ jednoznačná forma, kde t ∈ N, ci ∈ K \{0}, mi ∈M ,
mi 6= mj, ∀1 ≤ i 6= j ≤ t.

Defińıcia 2.1. ≤ je monické usporiadanie na množine všetkých monómov M ,
ak vyhovuje nasledujúcim podmienkám:

• M je úplne usporiadaná s ohl’adom na ≤,

• 1 ≤ m,∀m ∈M ,

• m1 ≤ m2 ⇒ mm1 ≤ mm2,∀m,m1,m2 ∈M .

Nech ≤ je monické usporiadanie na M , predpokladajme, že m1,m2,m3 ∈M,m2 =
m3m1, podl’a predošlých podmienok je 1 ≤ m3, m1 ≤ m3m1 = m2. Preto môžeme
povedat’ m1|m2 ⇒ m1 ≤ m2. Toto ukazuje, že relácia monického usporiadania je
rozš́ıreńım relácie delenia.

Pŕıklad 2.2. Nech ≤N je prirodzené usporiadanie na N0. Následujúce tri monické
usporiadania sú najčasteǰsie využ́ıvané:

1. Lexikografické usporiadanie (skrátene lex) na M s x1 > x2 > · · · > xn. Plat́ı:
xα1

1 x
α2
2 · · ·xαnn < xβ1

1 x
β2

2 · · ·xβnn ⇔ α1 = β1, α2 = β2, . . . , αl = βl, αl+1 <N βl+1,
pre nejaké l.

2. Stupňovo lexikografické usporiadanie (skrátene deglex) na M s x1 > x2 >
· · · > xn. Plat́ı: ∀m1,m2 ∈M,m1 < m2 ⇔ bud’ deg(m1) <N deg(m2)
alebo deg(m1) = deg(m2) a m1 <lex m2, kde <lex je lexikografické usporiadanie
s x1 > x2 > · · · > xn.

3. Stupňovo opačné lexikografické usporiadanie (skrátene degrevlex) na M s x1 >
x2 > · · · > xn. Nech m1 = xα1

1 x
α2
2 · · · xαnn ,m2 = xβ1

1 x
β2

2 · · ·xβnn , potom m1 <
m2 ⇔ bud’ deg(m1) <N deg(m2) alebo deg(m1) = deg(m2) a αn = βn, αn−1 =
βn−1, . . . , αl = βl, αl−1 >N βl−1, pre nejaké l.

Každý nenulový polynóm f , môžeme naṕısat’ v uni forme (2.1). Nech M je totálne
usporiadaná nejakým monickým usporiadańım ≤, zrejme existuje permutácia na
termoch v (2.1) taká, že f =

∑t
i=1 cimi a m1 > m2 > · · · > mt. V tomto pŕıpade

voláme:
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- lt(f) = c1m1 je vedúci term,

- lm(f) = m1 je vedúci monóm,

- lc(f) = c1 je vedúci koeficient f .

Defińıcia 2.3. Nech I ⊆ K[x1, . . . , xn] je ideál.
Definujeme ideál vedúcich monómov ideálu I s ohl’adom na usporiadanie ≤ :

lm(I) := (lm(f)|f ∈ I) = {
t∑
i=1

gilm(fi)|t ∈ N, gi ∈ K[x1, . . . , xn], fi ∈ I}

Defińıcia 2.4. Nech máme monické usporiadanie na M , nech I ⊂ K[x1, . . . , xn] je
ideál. Gröbnerova báza ideálu I je množina polynómov

{f1, . . . , fk} ⊂ I

taká, že
lm(I) = (lm(f1), . . . , lm(fk)).

Poznámka 2.5. (i) Vid́ıme, že ak {f1, . . . , fk} je Gröbnerova báza ideálu I, po-
tom {f1, . . . , fk} ⊂ I, no zatial’ nie je jasné, či sa tieto dva ideály rovnajú, t.j.
či Gröbnerova báza naozaj generuje ideál I.

(ii) Gröbnerova báza má rôzne charakteristiky a každá charakteristika môže byt’

braná za defińıciu.

(iii) Nech I ⊂ K[x1, . . . , xn] je hlavný ideál, teda I = (f), f ∈ K[x1, . . . , xn].
Každý polynóm g ∈ I je násobkom polynómu f , t.j. g = hf pre nejaké h ∈
K[x1, . . . , xn]. Ked’̌ze každé usporiadanie monómov je kompatibilné s násobeńım,
plat́ı lm(g) = lm(h)lm(f), a teda lm(g) ∈ (lm(f)). Teda máme, že lm(I) =
(lm(f)), preto generátor hlavného ideálu je aj jeho Gröbnerovou bázou vzhl’adom
na ktorékol’vek usporiadanie monómov.

(iv) Gröbnerova báza záviśı na zvolenom monickom usporiadańı, pri rôznych us-
poriadaniach môže vyzerat’ úplne rozdielne pre rovnaký ideál. Najčasteǰsie sa
použ́ıvajú lex a degrevlex. Pri lexikografickom usporiadańı sa eliminujú pre-
menné, ale výsledná Gröbnerova báza je väčšinou vel’mi vel’ká a tažko sa s ňou
poč́ıta. Avšak stupňovo opačné lexikografické usporiadanie nám typicky posky-
tuje najrýchleǰsie výpočty s Gröbnerovou bázou.

Pozrime sa na nejaké základné výsledky.
Nech R označuje komutat́ıvny okruh.

Defińıcia 2.6. Povieme, že okruh R je Noetherovský, ak spĺňa rastúcu ret’azovú
podmienku (ACC- ascending chain condition) na ideáloch, t.j. neexistuje nekonečný
ostro rastúci ret’azec ideálov.
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Defińıcia 2.7. Ideál I v okruhu R je konečne generovaný, ak ∃a1, a2, . . . , as ∈ I
také, že I = (a1, a2, . . . , as) = {

∑s
i=1 riai|ri ∈ R}.

Lemma 2.8. Okruh R je Noetherovský ⇔ každý ideál v R je konečne generovaný.

Veta 2.9. (Hilbertova veta o báze) Ak R je Noetherovský ⇒ R[x] je Noetherovský.

Je dobré si povšimnút’, že K[x1, . . . , xn] = K[x1, . . . , xn−1][xn] pre ∀n ∈ N a
teleso K je triviálne Noetherovské, rekurźıvnym aplikovańım Hilbertovej vety o báze
vid́ıme, že okruh polynómov K[x1, . . . , xn] je Noetherovský pre ∀n ∈ N. Skombino-
vańım tohoto dôsledku s Lemma 2.8, dostávame nasledujúcu vetu.

Veta 2.10. ∀n ∈ N je okruh polynómov K[x1, . . . , xn] Noetherovský a každý ideál v
K[x1, . . . , xn] je konečne generovaný.

Dôsledok 2.11. Nech I je nenulový ideál v K[x1, . . . , xn], predpokladajme, že I je
generovaný neprázdnou množinou S, potom ∃ konečná S ′ ⊆ S taká, že I = (S) =
(S ′)

Veta 2.12. (Dicksonovo Lemma) Nech S je neprázdna množina monómov v
K[x1, . . . , xn], potom ∃ konečná S ′ ⊆ S taká, že (S) = (S ′) alebo ekvivalentne
povedané, ∃ konečná S ′ ⊆ S,∀m ∈ S,∃m′ ∈ S ′ také, že m je násobok m′.

Veta 2.13. (Existencia Gröbnerovej báze pre ideály) Nech máme nejaké monické
usporiadanie ≤ na M . Pre každý nenulový ideál I v K[x1, . . . , xn], existuje nejaká
konečná G ⊂ I taká, že lm(G) = lm(I).

Dôkaz. Podl’a defińıcie lm(I) = (S), kde S = {lm(f)|f ∈ I}. Podl’a Dicksonovho
Lemma ∃ konečná S ′ = {lm(f1), lm(f2), . . . , lm(fl)} ⊂ S, že (S) = (S ′).
Nech G = {f1, f2, . . . , fl}, zrejme G ⊂ I, lm(G) = lm(I).

Veta 2.14. Každé monické usporiadanie ≤ na M je dobré usporiadanie.

Veta 2.15. Nech ≤ je monické usporiadanie na množine všetkých monómov M a
nech I je ideál v K[x1, . . . , xn]. Ak pre konečnú množinu G plat́ı G ⊂I, lm(G) =
lm(I) (takže G je Gröbnerova báza pre ideál I), potom I = (G).

Dôkaz. Nech máme daný f ∈ I \ {0}. Postupujme následujúco:
Nech f1 = f , f1 ∈ I, lm(f1) ∈ lm(I) = lm(G)⇒ ∃g1 ∈ G ⊆ I, q1 ∈M , c1 ∈ K \ {0}
také, že lt(f1) = lt(c1g1q1).
Nech f2 = f1 − c1g1q1, zjavne f2 ∈ I, ked’ f2 6= 0, lm(f2) ∈ lm(I) = lm(G)⇒ ∃g2 ∈
G ⊆ I, q2 ∈M , c2 ∈ K \ {0} také, že lt(f2) = lt(c2g2q2).
Nech f3 = f2 − c2g2q2, ked’ f3 6= 0, . . .
Povšimnime si, že lm(f1) > lm(f2) > lm(f3) > . . .. Tento proces muśı skončit’,
pretože monické usporiadanie ≤ je dobré usporiadanie. Navyše, posledné fl muśı
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byt’ nula, inak by sme boli schopný urobit’ d’aľśı krok v našom procese a dostali by
sme fl+1. Preto máme

0 = fl = fl−1−cl−1gl−1ql−1 = fl−2−cl−2gl−2ql−2−cl−1gl−1ql−1 = . . . = f1−
l−1∑
i=1

cigiqi.

Takže f = f1 =
∑l−1

i=1 cigiqi ∈ (G). To implikuje I ⊂ G. Je zrejmé: G ⊂ I. Tým
pádom I = (G).

2.2 Polynomiálna redukcia

Predpokládajme, že monické usporiadanie ≤ je definované na M .

Defińıcia 2.16. Pre každé f, g ∈ K[x1, . . . , xn], ak lm(g) deĺı nejaký nenulový term
cm v f , nech h = f − cm

lt(g)
g, potom je l’ahko vidiet’, že term cm je v f nahradený

lineárnou kombináciou monómov < m. Túto manipuláciu nazývame polynomiálna
redukcia, značená f

g→ h a hovoŕıme, že f sa redukuje na h modulo g.

Defińıcia 2.17. Ak máme konečnú postupnost’ polynomiálnych redukcíı f
g1→ h1

g2→
h2 . . .

gt→ ht, kde gi ∈ konečnej množine G ⊆ K[x1, . . . xn] a gi nie sú nutne po dvoch

rôzne pre 1 ≤ i ≤ t, hovoŕıme, že f sa redukuje na ht modulo G, označujeme f
G→ ht.

Defińıcia 2.18. Polynóm r sa nazýva redukovaný alebo v redukovanej forme
s ohl’adom na konečnú množinu G ⊆ K[x1, . . . , xn], ak r = 0 alebo žiaden monóm
vyskytujúci sa v jednoznačnej forme r nie je delitel’ný monómom lm(g),∀g ∈ G
(tzn. lm(r) /∈ lm(G)). Vrav́ıme, že f je redukovatel’ný modulo G, ak f 6= 0 a

lm(f) ∈ lm(G). Ak f
G→ r a r je redukovaný s ohl’adom na G, hovoŕıme, že r

je v redukovanej forme f s ohl’adom na G.
Ak redukovaná forma f s ohl’adom na G je jednoznačná, označ́ıme ju R(f,G).
Vo všeobecnosti, ked’ f je redukovaný s ohl’adom na G, R(f,G) = f .

Poznámka 2.19. V našej Defińıcii polynomiálnej redukcie, predpokladáme, že g je
v jednoznačej forme, ale f nie je. Vo všeobecnosti nevyžadujeme, aby polynóm, ktorý
má byt’ redukovaný, mal byt’ zadaný v jednoznačnej forme. Ale v pŕıpade, že potre-
bujeme uvažovat’ vedúci monóm f ako bude v pŕıklade za Algoritmom na redukciu,
budeme predpokladat’ f v jednoznačnej forme.

Tvrdenie 2.20. Ked’ G je Gröbnerova báza pre I ⊂ R, potom f ∈ I práve ked’ f
sa redukuje na nulu modulo G.

Tvrdenie 2.21. Nech máme polynóm f a r, ak r je redukovaná forma f s ohl’adom
na nejakú G, potom bud’ f = r alebo ∃s ∈ N, cu ∈ K \ {0}, mu ∈ M , gu ∈ G a nie
nevyhnutne po dvoch rôzne u, 1 ≤ u ≤ s také, že

f =
s∑

u=1

cugumu + r. (2.2)
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Algoritmus na redukciu Nech máme nenulový polynóm f a konečnú G =
{g1, . . . , gj, . . . , gl} ⊆ K[x1, . . . , xn], nasledujúci algoritmus nám ukáže jednu cestu,
ako môžeme poč́ıtat’ redukovanú formu f s ohl’adom na G.

i := 1, r := 0, fi := f
(*) while fi 6= 0 do
if ∃j, že lm(gj)|lm(fi), then vyber najmenšie j také, že

lm(gj)|lm(fi) and do

fi+1 := fi − lt(fi)
lt(gj)

gj
i := i+ 1 and goto (*)
else r := r + lt(fi)
fi+1 := fi − lt(fi)
i := i+ 1 and goto (*)

Poznámka 2.22. (i) Všimnime si, že v algoritme plat́ı lm(fi) > lm(fi+1)∀i, lebo
monické usporiadanie ≤ je dobré usporiadanie, algoritmus muśı skončit’. Navyše,
ak skonč́ı na nejakom i = t, ft muśı byt’ nula a žiaden monóm vyskytujúci sa v
konečnom r nie je delitel’ný žiadnym lm(g), g ∈ G. Teda konečné r je reduko-
vaná forma f s ohl’adom na G.

(ii) Nie je t’ažké si všimnút’, že algoritmus vyprodukuje f v následujúcej forme:

f =
s∑

u=1

cug
′
umu + r, (2.3)

kde s ∈ N (ked’ s = 0, f = r), cu ∈ K \{0}, mu ∈M , g′u ∈ G a nie nevyhnutne
po dvoch rôzne u, 1 ≤ u ≤ s, r je redukovaná forma f s ohl’adom na G a
lm(f) = max{lm(g′1)m1, lm(g′2)m2, . . . , lm(g′s)ms, lm(r)}. (Porovnaj s (2.2))
Vo všeobecnosti, ked’ r = 0, tak sa predchádzajúcej reprezentácii hovoŕı, že je
štandardná reprezentácia f s ohl’adom na G.

(iii) V algoritme si vždy vyberáme najmenšie j také, že lm(gj)|lm(fi). To implikuje,
že ked’ zmeńıme indexy poradia prvkov v G, konečné vyprodukované r sa môže
taktiež zmenit’, pretože redukovaná forma polynómov s ohl’adom na G nemuśı
byt’ jednoznačná.

Pŕıklad 2.23. Nech f = x2
1x

3
2, G = {x2

1, x1x2 − x2
2}, ≤ je lex s x1 > x2. Aplikujme

Algoritmus na redukciu. Máme

f
x2

1→ x2
1x

3
2 − x2

1x
3
2 = 0, (2.4)

ked’ G = {g1 = x2
1, g2 = x1x2 − x2

2}; alebo

f
x1x2−x2

2−→ x2
1x

3
2 − (x1x2 − x2

2)x1x
2
2 = x1x

4
2

x1x2−x2
2−→ x1x

4
2 − (x1x2 − x2

2)x3
2 = x5

2, (2.5)
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ked’ G = {g1 = x1x2 − x2
2, g2 = x2

1}. 0 a x5
2 sú dve odlǐsné redukované formy f s

ohl’adom na G.
Navyše, z rovnosti (2.4) vid́ıme, že f ∈ (G) a z (2.5) vid́ıme, že x5

2 = f − (x1x2 −
x2

2)x1x
2
2 − (x1x2 − x2

2)x3
2 ∈ (G), x5

2 je redukované s ohl’adom na G. Potom je x5
2 v

lm((G)), ale nie v lm(G). To implikuje, že G nie je Gröbnerova báza.

2.3 Buchbergerov algoritmus

Nech m1m2 ∈ M , vieme, že existuje najmenš́ı spoločný násobok m1 a m2,
označovaný lcm(m1,m2), že m1|lcm(m1,m2), m2|lcm(m1,m2), ∀m ∈ M : m1|m,
m2|m, lcm(m1,m2)|m.

Defińıcia 2.24. Nech f, g ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0}, L = lcm(lm(f), lm(g)), potom

S(f, g) =
L

lt(f)
f − L

lt(g)
g

sa nazýva S-polynóm f, g. Zjavne S(g, f) = −S(f, g).

Veta 2.25. (Charakterizácia Gröbnerovej báze.) Nech G = {g1, . . . , gj, . . . , gl} ⊆
K[x1, . . . , xn], je konečná gj 6= 0 pre ∀j = 1, 2, . . . , l, nech I = (G), nech ≤ je
monické usporiadanie na M . Nasledujúce podmienky sú ekvivaletné:

(a) lm(G) = lm(I);

(b) ∀f ∈ I \ {0}, ∃j ∈ {1, 2, . . . , l}, že lm(gj)|lm(f);

(c) f ∈ I ⇔ R(f,G) = 0;

(d) f ∈ I ⇔ f má štandardnú reprezentáciu s ohl’adom na G;

(e) ∀f ∈ K[x1, . . . , xn], redukovaná forma f s ohl’adom na G je jednoznačná;

(g) ∀g′1, g′2 ∈ G,R(S(g′1, g
′
2), G) = 0;

(h) ∀g′1, g′2 ∈ G,S(g′1, g
′
2) má štandardnú reprezentáciu s ohl’adom na G.

Poznámka 2.26. Môžeme pridat’ nejaké podmienky pre G také, že Gröbnerova báza
ideálu I je jednoznačná s ohl’adom na ideál I a monické usporiadanie ≤. Takáto sa
nazýva redukovaná Gröbnerova báza.

Nech máme danú konečnú množinu G = {g1, . . . , gj, . . . , gl} ⊆ K[x1, . . . , xn],
gj 6= 0, pre ∀j = 1, 2, . . . , l, nech I = (G) je ideál generovaný množinou G, nech
≤ je monické usporiadanie na M . Pŕıklad (2.23) ukazuje, že G nemuśı byt’ nutne
Gröbnerova báza ideálu I. Avšak Vety (2.13) a (2.15) nám ukazujú, že existuje ne-
jaká konečná G′ ⊆ I, že I = (G′) a lm(G′) = lm(I).
V nasledujúcej časti si predstav́ıme Buchbergerov algoritmus, ktorý dokáže rozhodnút’,
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či daná G(= G1) je Gröbnerova báza ideálu I a ak nie je, tak ju nájde : G′(= Gi).

Buchbergerov algoritmus
i := 1, G1 := {g1, . . . , gl},
H := {(gj1 , gj2)|gj1 , gj2 ∈ G, 1 ≤ j1 < j2 ≤ l}
(*) while H 6= Ø do
vyber (g′t1 , g

′
t2

), potom H := H − {(g′t1 , g
′
t2

)}
rob Algoritmus na redukciu, aby si vypoč́ıtal redukovanú formu

S(g′t1 , g
′
t2

) s ohl’adom na Gi

ak r 6= 0 potom
H := H

⋃
{(g, r)|g ∈ Gi}

Gi+1 := Gi

⋃
{r}

i := i+ 1
goto (*)

Tvrdenie 2.27. Buchbergerov algoritmus skonč́ı pre nejaké i, i ≥ 1 a konečná Gi

je Gröbnerova báza ideálu (G1).

2.4 Vlastnosti Gröbnerovej báze pri špecializácii

Budeme označovat’ K teleso, nejakej charakteristiky, K̄ jeho algebraický uzáver.
R = K[x, . . . , xn, y, . . . , ym] = K[X̄, Ȳ ] bude okruh polynómov v m + n pre-
menných s koeficientmi v K. Špecializácia budeme volat’ každý homomorfismus
ϕ : R 7−→ K̄[X̄] taký, že ϕ(K[Ȳ ]) ⊂ K̄ a ϕ(xi) = xi, ∀xi. Uvedené vlastnosti
Gröbnerovej báze pri špecializácii dokazáli nezávisle M. Kalkbrener a P. Gianni.
Teraz postupujeme podl’a [2].

Pŕıklad 2.28. Nech α = (a1, . . . , am) ∈ K̄m, dosadzovaćı homomorfismus
ϕα(f(X̄, Ȳ )) = f(X̄, α) je špecializácia.

Defińıcia 2.29. Bud’ > usporiadanie na monómoch v R, ak f ∈ K[X̄, Ȳ ], f 6= 0,
môžeme ṕısat’ f = cX̄AȲ B + f ′, A ∈ N0

n, B ∈ N0
m, c ∈ K, c 6= 0, X̄AȲ B najväčš́ı

monóm v f . Definujeme:

lt(f) = cX̄AȲ B, vedúci term

deg(f) = (A,B) ∈ N0
n+m, stupeň.

Pre podmnožinu G ⊂ R definujeme pre g ∈ G:
Lt(G) je ideál generovaný lt(g), ideál vedúcich termov v G.

Defińıcia 2.30. Nech ϕ je špecializácia, hovoŕıme, že usporiadanie > na monómoch
v R je ϕ-pŕıpustné, ak všetky xi sú väčšie než každé yj. Ked’ označ́ıme >1 (resp. >2)
zúženie na usporiadanie na premenné X̄ (resp. na premenné Ȳ ), > je ϕ-pŕıpustné,
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ak vyhovuje nasledujúcej podmienke:
X̄AȲ B > X̄C Ȳ D ⇔ X̄A >1 X̄

C alebo X̄A = X̄C a Ȳ B >2 Ȳ
D,

∀A,C ∈ N0
n, B,D ∈ N0

m.

Odteraz budeme uvažovat’ ϕ-pŕıpustné usporiadanie na monómoch v R.

Defińıcia 2.31. ∀f ∈ R, f 6= 0, ṕı̌seme f = c(Ȳ )X̄A + f ′, c(Ȳ ) ∈ K[Ȳ ], c 6= 0 a X̄A

najväčš́ı monóm v X̄ objavujúci sa v f , definujeme:

ltϕ(f) = cȲ A, vedúci term, (s ohl’adom na ϕ)

degX̄(f) = A, stupeň f, (s ohl’adom na ϕ).

Pre podmnožinu G ⊂ R definujeme:
Ltϕ(G) = (ltϕ(g)), pre g ∈ G, ideálu vedúcich termov v G (s ohl’adom na ϕ).

Pŕıklad 2.32. Nech f ∈ K[x, y], (n = 1,m = 1), f(x, y) = x2y2 + x2 + xy + 1. Ak
uvažujeme lexikografické usporiadanie, máme:
lt(f) = x2y2

ltϕ(f) = (y2 + 1)x2

Ak G je Gröbnerova báza s ohl’adom na ϕ-pŕıpustné usporiadanie , potom Ltϕ(G)
má nasledujúce vlastnosti.

Poznámka 2.33. Ak G je Gröbnerova báza pre ideál I ⊂ R, potom:

Ltϕ(G) = Ltϕ(I).

K dôkazu v [2].

Poznámka 2.34. Pre každú špecializáciu ϕ a každý ideál I máme

ϕ(Ltϕ(I)) ⊆ Lt(ϕ(I)).

Veta 2.35. Nech I ⊂ R je ideál, ϕ špecializácia, G Gröbnerova báza pre I (s
ohl’adom na ϕ-pŕıpustné usporiadanie). Za predpokladu:

Lt(ϕ(I)) = ϕ(Ltϕ(I))

je ϕ(G) Gröbnerova báza pre ϕ(I).

Dôkaz. Z predošlej Poznámky a predpokladu máme:

Lt(ϕ(I)) = ϕ(Ltϕ(I)) = ϕ(Ltϕ(G)) ⊆ Lt(ϕ(G)) ⊆ Lt(ϕ(I)).

Takže Lt(ϕ(G)) = Lt(ϕ(I)) a ϕ(G) je Gröbnerova báza pre ϕ(I).

Poznámka 2.36. Podmienka vo Vete 2.35 je len postačujúca. V pŕıklade budeme
mat’ špecializáciu, ktorá neuchováva vedúci term, hoci obraz Gröbnerovej báze ostáva
Gröbnerova báza.
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Pŕıklad 2.37. Uvažujme ideál I = (x1
2y+x1x2). Ak ohodnot́ıme premenné y nulou,

dostaneme ϕ(I) = (x1x2), Lt(ϕ(I)) = (x1x2), zatial’ čo ϕ(Lt(ϕ(I))) = (0).

Defińıcia 2.38. Nech R je komutat́ıvny okruh, I ⊆ R ideál. Hovoŕıme, že I je
primary, ak I 6= R, ∀a, b ∈ R: ab ∈ I, a /∈ I ⇒ ∃n ∈ N,̌ze bn ∈ I.√
I = rad(I) = {x ∈ R|∃n ∈ N, xn ∈ I} je ideál, ktorý nazývame radikál I.

Zakladné vlastnosti primary ideálu nájdeme napriklad v [5, Kapitola 5, sekcia 4].
Pre nás bude dôležité následujúce:

Tvrdenie 2.39. (i) I je primary ⇒
√
I je prvoideál.

(ii) R je komutat́ıvny okruh ⇒
√
I je prienik všetkých prvoideálov obsahujúcich I.

(iii) Nech I je 0-dimenzionálny, I 6= R. Potom I je primary ⇔ I je v práve jednom
maximálnom ideále.

(iv) I je 0-dimenzionálny primary a I ⊆ K 6= R⇒ K je v práve jednom maximálnom
ideále.

(v) Ked’ R je Noetherovský okruh, potom sa dá každý jeho ideál I naṕısat’

I =
⋂k
i=1 Ii (konečný prienik), ∀Ii je primary,

√
Ii 6=

√
Ij, i 6= j.

Lemma 2.40. Nech I1 6= I2 sú primary 0-dimezionálne ideály také, že
√
I1 6=

√
I2

⇒ I1 + I2 = R.

Dôkaz. Sporom. Nech I1 + I2 6= R, potom existuje maximálny ideál P obsahujúci
I1 + I2. Podl’a predošlého tvrdenia (iii),(iv) muśı byt’ P =

√
I1 =

√
I2. Spor.

Lemma 2.41. Nech K̄ je algebraický uzáver K. Potom I ⊆ K[x1, . . . , xn] je 0-
dimenzionálny ⇔ ν(I) = {(r1, . . . , rn) ∈ K̄n|∀f ∈ If(r1, . . . , rn) = 0} je konečná.

Uvažujme teraz nula-dimenzionálny ideál I = (f1, . . . , fs), (teda ideál taký, že
systém určený polynómami fi má konečný počet riešeńı) a špecializáciu ϕ, ktorá
špecializuje všetky premenné okrem jednej takto: ϕ : K[x, y1, . . . , ym] 7−→ K̄[x]. S
týmito hypotézami máme:

Veta 2.42. Existuje polynóm g ∈ I, že:
ϕ(g) generuje ϕ(I), degx(g) = degx(ϕ(g)).

Dôkaz. Najprv sa zameriame na primárne nula-dimenzionálne ideály. G je reduko-
vaná Gröbnerova báza pre I (s ohl’adom na lexikografické usporiadanie) (taká existuje
[3]), máme:

G = (g01, . . . , g0s0 , g11, . . . , g1s1 , . . . , gn1),

kde (pre jednoduchost’ označenia budeme už́ıvat’ y0 namiesto x):

gi1 ∈ G ∩K[yi, . . . , ym]
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je monický polynóm v yi,∀i

gij ≡ 0 (mod
√
G ∩K[yi+1, . . . , ym]),∀i,

pre j > 0.
Rozĺı̌sime dva pŕıpady:

1. ∃gij ∈ G ∩K[yi, . . . , ym] taký, že ϕ(gij) 6= 0
V tomto pŕıpade ϕ(I) = (1) = (ϕ(gij)) a podmienka pre stupeň je splnená,
pretože degx(gij) = degxϕ(gij) = 0.

2. G ∩K[yi, . . . , ym] ⊂ Kerϕ
Podl’a predchodzej poznámky a našich úvah máme:
(ϕ(I)) = (ϕ(G)) = (ϕ(g01), . . . , ϕ(gn1)) = (ϕ(g01)) kde g01 je monický polynóm
v x, preto obzvlášt’ degx(g01) = degx(ϕ(g01)).

Vo všeobecnosti uvažujme I =
⋂
Ii =

∏
Ii primárny rozklad. Z prvej časti dôkazu

vieme, že v každom ideále Ii existuje polynóm gi, že ϕ(Ii) = (ϕ(gi)) a degx(gi) =
degx(ϕ(gi)). Nech g =

∏
gi a γ = ϕ(g) =

∏
ϕ(gi). Teda máme degx(g) = degx(γ),

ϕ(
∏
Ii) =

∏
(ϕ(Ii)), dostaneme ϕ(I) = (γ).

Poznámka 2.43. Naznačme prečo G má uvedený tvar. Nech máme ideál I ⊆
K[z1, . . . , zn] = R, ktorý je 0-dimenzionálny a primary. I

⋂
K[z2, . . . , zn] =: Ī,

R̄ := K[z2, . . . , zn]. Pomôžeme si Tvrdeńım 1.3. Vieme, že Ī je 0-dimenzionálny
ideál R̄. Ukážeme, že Ī je tiež primary v R̄. Uvažujme rozš́ırenie ν : R̄/Ī ↪→ R/I.
Takže R/I = ν(R̄/Ī)[z1 + I].
Prvok z1 + I je celistvý nad R̄/Ī. (Existuje monický polynom f ∈ K[z1], pre ktorý je
f ∈ I). Teda ν je celistvé rozš́ırenie.
Zobrazenie ϕ z Tvrdenia 1.2 implikuje: Množina všetkých prvoideálov v R obsahujúcich
I sa zobraźı na množinu všetkých prvoideálov R̄ obsahujúcich Ī, množina všetkých
prvoideálov R obsahujúcich I je jednoprvková, teda množina všetkých prvoideálov R̄
obsahujúcich Ī je jednoprvková, teda Ī je primary ideál v R̄.
Z nula dimenzionality plynie že existuje g ∈ I taký, že jeho vedúci člen je mocnina
z1 a I = (g,

√
ĪR
⋂
I). A Gröbnerovu bázu I źıskame tak, že ku Gröbnerovej báze√

ĪR
⋂
I pridáme g.

Pŕıklad 2.44. Nech I = (x1, x2), J = (x3, x2 + x4y) sú dve ideály a uvažujme ohod-
notenie ϕ źıskané položeńım y = 0. Ak uvažujeme prienik I

⋂
J = (x1x3, x2x3, x1(x2+

x4y), x2(x2+x4y)) a jeho ohodnotenie: ϕ(I
⋂
J) = (x1x3, x2x3, x1x2, x

2
2), zatial’̌co ked’

vezmeme ϕ(I) = (x, y), ϕ(J) = (x3, x2) dostaneme ϕ(I)
⋂
ϕ(J) = (x1x3, x2).

Veta 2.45. Bud’ I ⊂ R = K[x, y1, . . . , ym] nula-dimenzionálny ideál,
ϕ : R 7−→ K̄[x] bud’ špecializácia, ktorá špecializuje všetky premenné okrem jednej,
potom: G je Gröbnerova báza pre I =⇒ ϕ(G) je Gröbnerova báza pre ϕ(I).
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Dôkaz. Vieme z Poznámky 2.34, že pre každé ϕ, ϕ(Ltϕ(I)) ⊂ Lt(ϕ(I)). Ked’ chceme
aplikovat Vetu 2.35, muśıme ukázat’ opačnú inklúziu.
Pretože K[x] je obor hlavných ideálov, tento fakt plynie z predchodzej vety, ktorá
garantuje, existenciu g ∈ I takého, že (ϕ(g)) = (ϕ(I)), degx(g) = degx(ϕ(g)).
Môžeme naṕısat’ g(x, y1, . . . , ym) = c(y1, . . . , ym)xr + h, aby h bolo v x nižšieho
stupňa ako n a ϕ(c) 6= 0. Teraz Lt(ϕ(I)) = (xr), c(y1, . . . , ym)xr ∈ Ltϕ(I) =⇒ xr ∈
ϕ(Ltϕ(I)) =⇒ Lt(ϕ(I)) ⊂ ϕ(Ltϕ(I)).

Poznámka 2.46. Podmienka, že špecializácia špecializuje všetky premenné okrem
jednej je podstatná. Nasledujúci pŕıklad ukazuje, že ked’ nie je splnená, nie je vždy
pravda, že špecializácia Gröbnerovej báze je stále Gröbnerova báza (dokonca v nula-
dimenzionálnom pŕıpade).

Pŕıklad 2.47. Uvažujme nasledujúci ideál:
I = (x2

1, x1x2, x1x
2
3, x1y+x2, x2x3−x2

3, x
3
3, x2y, x

2
3y, y

2). Toto je Gröbnerova báza pre
tento ideál, ak špecializujeme pre y = 0: ϕ(I) = (x2

1, x1x2, x1x
2
3, x2, x2x3 − x2

3, x
3
3),

zatial’̌co Gröbnerova báza pre ϕ(I) je (x2
1, x2, x

2
3).

Konečne môžeme formulovat’ dôsledok pre riešenie sústavy polynomiálnych rovńıc.
Je známe, že ak má systém konečný počet riešeńı, redukovaná Gröbnerova báza má v
korešpondujúcom ideále trojuholńıkovu formu. Takže riešenia môžu byt’ poč́ıtané so
spätnou substitúciou a problém je úplne redukovaný na nájdenie koreňov polynómov
jednej premennej nad algebraickým rozš́ıreńım nasledované bud’ výpočtom NSD
alebo vyhodnoteńım (v algebraickom rozš́ıreńı).
Aplikáciou predošlých výsledkov sa ukazuje, že NSD výpočty nie sú potrebné a
vystač́ıme si s

”
niekol’kými“ vyhodnoteniami.

Dôsledok 2.48. Bud’ I ⊂ K[x1, . . . , xn] nula-dimenzionálny ideál, G = (g1, . . . , gs)
je jeho Gröbnerova báza s ohl’adom na lexikografické usporiadanie s x1 > · · · > xn a
nech (αk, . . . , αn) ∈ K̄n−k+1 sú korene I

⋂
K[xk, . . . , xn]. Nech Ik = (gk1 , . . . , gkr) =

(G
⋂
K[xk−1, . . . , xn]) \K[xk, . . . , xn]. Nech g ∈ Ik je polynóm minimálneho stupňa

v xk−1, ktorého vedúci koeficient c(xk, . . . , xn) (s ohl’adom na xk−1) nezmizne pri
ohodnoteńı (αk, . . . , αn). Máme

gα = g(xk−1, αk, . . . , αn) = NSD((gk1(xk−1, αk, . . . , αn)), . . . , (gkr(xk−1, αk, . . . , αn))).

Obzvlášt’ ked’ αk−1 je koreň gα, potom (αk−1, αk, . . . , αn) je koreň I
⋂
K[xk−1, . . . , xn].

Dôkaz. Dôkaz plynie priamo z predchodzej vety s uvážeńım, že špecializácia
ϕ : I

⋂
K[xk−1, . . . , xn] 7−→ K̄[xk−1], definovaná

ϕ(f(xk−1, . . . , xn)) = f(xk−1, αk, . . . , αn).
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Kapitola 3

Odmocninové kódy

V tejto časti definujeme triedu odmocninových kódov a poṕı̌seme niektoré ich
základné vlastnosti.

Defińıcia 3.1. Nech L ⊂ Rn ∪ {0}, L = {l1, . . . , lN} a P = {g1(x), . . . , gr(x)} v
Fqm [x] také, že ∀i = 1, . . . , N existuje prinajmenšom jedno j = 1, . . . , r také, že
gj(li) 6= 0. Označ́ıme C = Ω(q, n, qm, L,P) kód definovaný nad Fq, ktorého paritná
matica je nasledujúca:

H =


g1(l1) . . . g1(lN)
g2(l1) . . . g2(lN)

...
. . .

...
gr(l1) . . . gr(lN)

 =


g1(L)
g2(L)

...
gr(L)


Hovoŕıme, že C je odmocninový kód.

Poznámka 3.2. Kód C = Ω(q, n, qm, L,P) je lineárny nad telesom Fq, jeho dĺ̌zka je

N = |L| a jeho vzdialenost’ d ≥ 2, pretože H neobsahuje žiaden st́lpec pozostávajúci
len z núl.
Ak 0 ∈ L, predpokladáme lN = 0 (hociaké preusporiadanie dáva ekvivalentný kód).
Budeme označovat’ L množinu Rn \ L.

Defińıcia 3.3. Nech C = Ω(q, n, qm, L,P) je odmocninový kód a ν ∈ (Fq)
N .

• Ak L = Ø, hovoŕıme, že C je maximálny.

• Ak P ⊂ Fq[x], hovoŕıme, že C je vlastný.

• Ak 0 /∈ L, hovoŕıme, že C neobsahuje nulu, inak C obsahuje nulu, ale
νN = 0.

Poznámka 3.4. Pretože každá funkcia z Fqm do Fqm môže byt’ vyjadrená ako polynóm,
môžeme v množine P akceptovat’ taktiež racionálne funkcie typu f/g, f, g ∈ Fqm také,
že g(x) 6= 0 pre každé x ∈ Fqm. Odteraz budeme uvažovat’ aj takéto funkcie.
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Pŕıklad 3.5. Nech q = 2, n = 7, qm = 8, L = F23 = 〈β〉 ∪ {0}, β3 = β + 1,
P = {g1(x) = 1

x2+x+1
, g2(x) = x

x2+x+1
}. Sedem siedmych odmocńın z jednej sú prvky

F ∗8 , R7 = F ∗8 . Odmocninový kód C = Ω(2, 7, 8, F8, {g1, g2}) obsahuje nulu (0 ∈ L),
je maximálny (L = Rn \ L = Ø), vlastný (g1, g2 ∈ F2[x]) a jeho paritná matica je
nasledujúca:

H =

(
g1(1) g1(β) g1(β2) g1(β3) g1(β4) g1(β5) g1(β6) g1(0)
g2(1) g2(β) g2(β2) g2(β3) g2(β4) g2(β5) g2(β6) g2(0)

)
Pre konečné teleso L = F23 = 〈β〉∪{0} plat́ı, že každý z jeho 7 prvkov okrem nuly sa
dá vyjadrit’ ako mocnina generátora, teda ako mocnina prvku β (β je primitivný prvok
telesa F8 s minimálnym polynomom x3 + x+ 1, F8 izomorfné s F2[x]/(x3 + x+ 1)).
S pomocou podmienky β3 = β + 1 si vyjadŕıme všetky prvky telesa:

β = β, β2 = β2, β3 = β + 1, β4 = β2 + β, β5 = β2 + β + 1, β6 = β2 + 1, β7 = 1

Teraz uprav́ıme maticu H:
g1(1) = 1

g1(β) =
1

β2 + β + 1
→ g1(β)(β2 + β + 1) = 1→ g1(β)β5 = 1

β7=1→ g1(β) = β2,

z toho l’ahko, len prenásobeńım prvkom β dostaneme:

g2(β) = βg1(β) = β3 = β + 1,

d’alej:

g1(β2) =
1

β4 + β2 + 1

β4=β2+β−→ g1(β2)(β2 + β + β2 + 1) = 1
β3=β+1−→

g1(β2)β3 = 1
β7=1→ g1(β2) = β4 = β2 + β,

g2(β2) = β2g1(β2) = β6 = β2 + 1,

Po vyjadreńı všetkých prvkov matice dostaneme:

H =

(
1 β2 β2 + β β2 β β β2 + β 1
1 β + 1 β2 + 1 β2 + β + 1 β2 + β + 1 β2 + 1 β + 1 0

)
Teraz hl’adáme riešenie paritnej matice H, môžeme si to reprezentovat’ v takomto
tvare:

H


a1

a2
...
a8

 =

(
0
0

)
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Kde ai ∈ F2, ∀i = 1, . . . , 8.
Po roznásobeńı dostaneme nasledujúce dve rovnice:

a1 + a2β
2 + a3(β2 + β) + a4β

2 + a5β + a6β + a7(β2 + β) + a8 = 0

a1+a2(β+1)+a3(β2+1)+a4(β2+β+1)+a5(β2+β+1)+a6(β2+1)+a7(β+1)+a80 = 0

Nasledujúca matica je o velkosti 6×8 a dostaneme ju spojeńım dvoch mat́ıc o vel’kosti
3× 8 pod seba. Tie dve matice źıskame z našich dvoch rovńıc takto:
Matica 3 × 8 má na mieste [i, j] č́ıslo 1, práve ked’ βi 6= 0 pri koeficiente aj, pre
i = 0, 1, 2 (v oboch rovniciach vid́ıme, že sa nám tam vyskytuje β len do stupňa 2),
j = 1, . . . , 8, inak tam má nulu. Túto maticu následne uprav́ıme pomocou Gaussovej
eliminácie na odstupňovaný tvar a výslednú maticu označ́ıme M :

1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0

 = M

Ako vid́ıme, dimenzia riešenia je dva. To bude aj hodnost’ matice riešeńı G, v ktorej
vektory tvorené zo siedmeho a ôsmeho miesta, zvoĺıme lineárne nezávislé. Ostatné
zložky dopoč́ıtame tak, aby platilo (0 tu predstavuje nulovú maticu 6× 2) MGT = 0:

G =

(
1 0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0

)
G je generujúca matica kódu C (Pre overenie HGT = 0 (0 je nulová matica 2× 2)).
Ako hned’ vid́ıme váhové rozdelenie kódových slov je {A0 = 1, A1 = A2 = A3 = A4 =
0, A5 = 2, A6 = 1}.
A0 = 1 pretože každý lineárny kód obsahuje nulové slovo,
A5 = 2 pretože prvý, prvý + druhý riadok majú váhu 5,
A6 = 1 pretože druhý riadok má váhu 6.
Z váhového rozdelenia nám plynie, že kód má minimálnu vzdialenost’ 5.
Celkom: kód C je [8, 2, 5]-kód.

Defińıcia 3.6. L’ubovol’ný generátor multiplikativnej grupy telesa Fq, teda generátor
grupy F ∗q sa nazýva primitivný prvok.
Prvok a je generátorom grupy (Zn,+ (mod n)) práve vtedy, ked’ č́ısla a a n sú
nesúdelné. Teda počet primitivných prvkov telesa Fq je rovný počtu č́ısel menš́ıch
než q − 1 nesoudělných s q − 1.

Pŕıklad 3.7. Nech q = 2, n = 5, qm = 24, L = R5, P = {g = γ12x4 + γ11x3 + x2 +
γ14x+ γ3}, γ je primitivný prvok telesa F16, γ4 = γ + 1. Nech C = Ω(2, 5, 24, R5,P)
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neobsahuje nulu (0 /∈ L), je maximálny (L = Rn \ L = Ø) a jeho paritná matica je
nasledujúca:

H =
(
g(γ3) g(γ6) g(γ9) g(γ12) g(γ15)

)
=
(
γ3 + γ2 γ2 γ3 γ3 + 1 1

)
Tak, ako v predchádzajúcom pŕıklade vieme źıskat’ maticu M a z nej generujúcu
maticu kódu C, maticu G.

G =

(
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

)

Plat́ı: HGT =

(
0
0

)
.

Kód C je teda [5, 2, 3]-kód.

Je kód C vlastný?
Skúsme to spoč́ıtat’ bez pomoćı poč́ıtača. Iný dôkaz nájdeme v [4] Pripomeňme si,
že kód je vlastný, ak pre polynom f , ktorý nám určuje riadky paritnej matice H, je
f ∈ Fq[x]. V našom pŕıklade q = 2.
Zaved’me si označenie θ := γ3, teda θ5 = 1, θ4 = θ3 + θ2 + θ + 1.
Minimálny polynóm prvku θ nad F2 je Mθ(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 (= Mγ3).
Dá sa naṕısat’:
f(x) =

∑m
i=0 aix

i = g(x) =
∑4

j=0(
∑

i (mod 5)=j ai)x
j, ak x je mocnina prvku θ.

θi = θi (mod 5), f(θk) = g(θk), pre ∀k ∈ N0.
Urobme si prehl’adnú tabul’ku výrazov θ1 až θ5 dosadených do x0 až x4.

θ θ2 θ3 θ4 1
1 1 1 1 1 1
x θ θ2 θ3 θ3 + θ2 + θ + 1 1
x2 θ2 θ3 + θ2 + θ + 1 θ θ3 1
x3 θ3 θ θ3 + θ2 + θ + 1 θ2 1
x4 θ3 + θ2 + θ + 1 θ3 θ2 θ 1

Preved’me si náš tabul’kový zápis do maticovej formy. Teda matica A predstavuje
tabul’ku, ktorú si rozṕı̌seme ako súčet štyroch mat́ıc A0, A1, A2, A3, každú v rade
prenásobenou tou správnou mocninou prvku θ:

A =


1 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
1 0 0 0 1

+


0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0

 θ +


0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 1 0 0

 θ2+
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+


0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0

 θ3

Máme: f(x) = a0+a1x+a2x
2+a3x

3+a4x
4 ∈ F2[x]. Označme: −→a = (a0, a1, a2, a3, a4).

Ako si môžeme všimnút’, rozpisom do mat́ıc sme dosiahli tejto rovnosti:
(f(θ), f(θ2), f(θ3), f(θ4), f(1)) = −→a A = −→a A0 +−→a A1θ +−→a A2θ

2 +−→a A3θ
3

Ak f určuje riadky paritnej matice kódu C, G je generujúca matica kódu, tak muśı
platit’:

−→a A0G
T = −→a A1G

T = −→a A2G
T = −→a A3G

T =


0 0
0 0
0 0
0 0
0 0


Teda poč́ıtajme (maticu G sme už v tomto pŕıklade určili):

A0G
T =


1 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
1 0 0 0 1




1 0
1 0
1 1
0 1
0 1

 =


1 1
0 0
1 1
1 0
1 1



A1G
T =


0 0
1 1
0 1
0 1
1 1


Podobne postupujeme a vypoč́ıtame A2G

T , A3G
T . Urob́ıme maticu 8 × 5. Vznikne

postupným pripojeńım mat́ıc (A0G
T )T , (A1G

T )T , (A2G
T )T , (A3G

T )T pod seba. Up-
rav́ıme ju elimináciou na odstupňovaný tvar. Výslednú maticu označ́ıme B.

1 0 1 1 1
1 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0


∼


1 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = B

Ako vid́ıme, že vyhovujúci je len jeden vektor a to:
−→a = (a0, a1, a2, a3, a4) = (0, 0, 0, 0, 0) (koeficienty určujúce polynom f).

27



Záver: Ak f určuje riadky paritnej matice H kódu C, tak f je nulový polynom, to
znamená, že nenulový polynom s koeficientami v F2 neexistuje, čo nám implikuje, že
kód C nie je vlastný. Takto môžme postupovat’ obecne:
Pri zist’ovańı, či nejaký kód C, s množinou P ⊂ Fqm, ktorej nenulové polynomy
vytvárajú paritnú maticu H je vlastný, teda či tie polynomy ležia v Fq. Zostav́ıme
si tabul’ku za pomoci podmienky pre θ v tomto pŕıklade to bolo θ4 = θ3 + θ2 + θ + 1
(minimálny polynom primit́ıvnej n-tej odmocniny z jednej). Z nej si urob́ıme maticu
A, analogicky postupujeme d’alej, až źıskame maticu B. Riešenie matice B nám
udáva koeficienty polynomu, ktorý lež́ı v Fq a určuje riadky matice H kódu C. V
našom pŕıpade nám vyšli všetky koeficienty nulové, takže polynomy ktoré tvoria par-
itnú maticu ležia v Fqm, teda tu sme dokázali, že kód nie je vlastný.

Poznámka 3.8. Za účelom definovat’ rovnaký odmocninový kód, je možné použit’

rôzne n. Napŕıklad môžeme definovat’ lineárny kód s dĺ̌zkou N = 5, použit’ 5 piatych
odmocńın z jednej alebo 5 prvkov vyberieme z množiny 7 siedmych odmocńın z jednej.
Pozrime sa nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 3.9. Nech C je lineárny kód nad F2 s paritnou maticou:

H =

(
1 1 0 1 0
0 0 1 1 1

)
• Dá sa ukázat’, že C je maximálny, neobsahuje nulu a je to odmocninový kód
C = Ω(2, 5, 24, L1,P1), kde L1 = R5 = {γ3, γ6, γ9, γ12, γ15} ⊂ F16 = 〈γ〉 ∪
{0}, γ4 = γ + 1,P1 ⊂ F16[x] je P1 = {g1, g2} s

g1 = γ7x4 + γ14x3 + γ11x2 + γ13x+ 1, g2 = γ2x4 + γ4x3 + γx2 + γ8x+ 1.

• Na kód sa môžeme tiež pozerat’ ako na nemaximálny odmocninový, neobsahujúci
nulu s parametrami C = Ω(2, 7, 23, L2,P2), kde L2 ⊂ R7 = F ∗8 = 〈β〉, β3 =
β + 1, L2 = {β, β2, β3, β4, β5},P2 ⊂ F23 [t] je P2 = {p1, p2} s

p1 = t4 + t2 + t+ 1, p2 = β4t4 + β6t3 + t+ β2.

• Navyše kód C môžeme brat’ ako nemaximálny odmocninový, obsahujúci nulu s
parametrami C = Ω(2, 7, 23, L3,P3), kde L3 ⊂ F8, L3 = {β, β2, β3, β4, 0},P3 ⊂
F8[z] je P3 = {h1, h2} s

h1 = β5z4 + z3 + β5z2 + β4z, h2 = β6z4 + β3z2 + β5z + 1.

• Povšimnime si, že kód C nemôže byt’ maximálny odmocninový, obsahujúci nulu.

Nasledujúce tvrdenie nám ukazuje, že obzvlášt’ každý samoopravný kód môže byt’

videný ako odmocninový pre vhodné hodnoty n.
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Tvrdenie 3.10. Nech C je kód nad telesom Fq dĺ̌zky N . Potom C je odmocninový
pre každé n ≥ N − 1 také, že (n, q) = 1. Hlavne:

1. ak n = N , potom C je maximálny, neobsahujúci nulu,

2. ak n = N − 1, potom C je maximálny, obsahujúci nulu.

Dôkaz. Nech C je lineárny kód nad Fq d́lžky N , dimenzie k a d ≥ 2, s paritnou
maticou H = (hi,j) ∈ (Fq)

(N−k)×N . Pretože d ≥ 2, neexistuje žiadne j = 1, . . . , N
také, že hi,j = 0,∀i = 1, . . . , N − k. Nech n je prirodzené č́ıslo také, že n ≥ N −
1, (n, q) = 1. Nech Rn = {α1, . . . , αn} je množina všetkých n-tých odmocńın z jednej
nad Fq.

Predpokladajme, že n ≥ N . Nech L je podmnožina Rn, |L| = N, r = N − k.
Vd’aka Lagrangeovej vete o interpolácii môžeme nájst’ r polynómov gi(x) ∈ Fqm [x]
takých, že gi(αj) = hi,j,∀αj ∈ L, i = 1, . . . r, j = 1, . . . , N, hi,j je prvok Fqm . Dáme
polynómy gi(x) do množiny P = {gi}1≤i≤r. Polynómy gi(x) majú takú vlastnost’, že
pre každé i = 1, . . . , r existuje aspoň jedno také 1 ≤ j ≤ r, že gj(αi) 6= 0. Potom je
zrejmé, že kód C neobsahuje nulu a je odmocninový Ω(q, n, qm, L, P ) kód.
Ak voĺıme n = N , tak C je maximálny, pretože L = Rn.
Nech L pozostáva z prvku 0 a z N − 1 prvkov Rn. S argumentom vyššie je l’ahké
dokázat’, že C je odmocninový kód obsahujúci nulu.
Ak n = N − 1, tak kód C je maximálny, obsahujúci nulu, pretože L = Rn ∪{0}.

Dôsledok 3.11. C je kód ⇔ C je odmocninový kód.

Tvrdenie 3.12. Nech NSD(n, q) = 1 ⇒ rozkladové nadteleso polynómu
xn − 1 ∈ Fq[x] je teleso Fm

q , m ≥ 1, kde m je najmenšie také, že qm ≡ 1 (mod n)

Poznámka 3.13. • NSD(n, q) = 1 ⇒ qϕ(n) ≡ 1 (mod n)

• NSD(n, q) 6= 1 ⇒ q = pl ⇒ n = pn1 ⇒ xn − 1 = (xn1)p − 1 = (xn1 − 1)p

Rozkladové nadteleso polynómu xn − 1 je to isté ako pre polynóm xn1 − 1

Tvrdenie 3.14. Bud’ F = Fm
q rozkladové nadteleso xn − 1 nad Fq, α primitivná

odmocnina z jednej, NSD(n, q) = 1. Potom xn − 1 = (x− 1)(x− α) · · · (x− αn−1).
Nerozložitel’né faktory polynómu xn−1 sú minimálne polynómy prvkov 1, α, . . . , αn−1.

Defińıcia 3.15. Nerozložitel’né faktory polynómu xn−1 sa nazývajú cyklotomické
polynomy nad telesom Fq[x]. k ∈ {0, . . . , n − 1}, položme Ck = {k, kq, . . . , kqn−1}
násobenie (mod n), sa nazýva cyklotomická trieda prvku k modulo n.

Tvrdenie 3.16. NSD(k, q) = 1 ⇒ minimálny polynóm prvku αk nad Fq je: Mk
α =∏

i∈Ck(x− α
i)

Tvrdenie 3.17. Každý binárny kód dĺ̌zky N sa dá naṕısat’ ako vlastný odmocninový
kód.
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Dôkaz. Nech q = 2. Nájdeme n,NSD(n, q) = 1, aby existovalo aspoňN rôznych cyk-
lotomických tried polynomu xn−1 ∈ F2[x]. A označme k počet týchto tried. Vyberme
jeden prvok z každej cyklotomickej triedy: α1, . . . , αk. Nech toto sú odpovedajúce cyk-
lotomické polynomy: c1, . . . , ck, kde ci ∈ F2[x]∀i. Nech c̃i(x) = xn−1

ci(x)
∈ F2[x]. Určite

c̃i(αj) = 0∀j 6= i a c̃i(αi) 6= 0. Potrebujeme polynom c̃i(x) modifikovat’ tak, aby

c̃i(αi) = 1. Nech αi, α
2
i , . . . , α

2li
i sú presne prvky cyklotomickej triedy αi. Potom

(c̃i(αi)c̃i(αi
2) · · · c̃i(αi2

li ))2 = c̃i(αi
2)c̃i(αi

4) · · · c̃i(αi2
li+1

) = c̃i(αi
2)c̃i(αi

4) · · · c̃i(αi).
(Zrejme plat́ı ∀p ∈ F2: p(x)2 = p(x2)). Preto vol’me c̄i := c̃i(x)c̃i(x

2) · · · c̃i(x2li ) ∈
F2[x], potom: (c̄i(αi))

2 = c̄i(αi) 6= 0 ⇒ c̄i(αi) = 1. Polynómy c̄i dávajú po dosadeńı
prvkov α1, . . . , αN vektory kanonickej báze. Potrebujeme nájst’ polynomy g1, . . . , gm,
aby sme po dosadeńı týchto prvkov z L dostali paritnú maticu H kódu C. Teda
položme gj =

∑N
i=1,t.ž.H[j,i]=1 ci ∀j = 1, . . . ,m.

Nech L = {α1, . . . , αN}, P = {g1, . . . , gN}. Vid́ıme, že kód C = Ω(q, n, qm, L,P) je
vlastný (∀ polynóm z P ∈ F2[x]).

3.1 Poč́ıtanie vzdialenost́ı a rozdelenie váh

pre odmocninové kódy

V tejto časti ukážeme metódu, ako poč́ıtat’ vzdialenost’ a rozdelenie váh kódu C,
reprezentovaného ako odmocninový kód.
Pre naše účely potrebujeme definovat’ nasledujúce ideály.

Defińıcia 3.18. Nech C = Ω(q, n, qm, L,P) je odmocninový kód, w, ŵ prirodzené
č́ısla také, že 2 ≤ w ≤ N = |L|, 1 ≤ ŵ ≤ N − 1. Označme Jw(C)ideál:

Jw = Jw(C) = Jw(q, n, qm, L,P) ⊂ Fqm [z1, . . . , zw, y1, . . . , yw],

Jw = ({
w∑
h=1

yhgs(zh)}1≤s≤r, {yq−1
j −1}1≤j≤w, {pij(zi, zj)}1≤i<j≤w, {

znj − 1∏
l∈L(zj − l)

}1≤j≤w),

(3.1)

kde pij =
∑n−1

h=0 z
h
i z

n−1−h
j =

zni −znj
zi−zj je v Fq[zi, zj].

Označme
η(Jw) = |ν(Jw)|

celé č́ıslo.

Poznámka 3.19. Ak sme len v binárnom pŕıpade (q = 2), premenné yj, j = 1, . . . , w
a ν sú 1 a tak ich vynechávame a dostávame ideál:

Jw = Jw(C) = Jw(2, n, 2m, L, P ) ⊂ F2m [z1, . . . , zw, y1, . . . , yw],

Jw = ({
w∑
h=1

gs(zh)}1≤s≤r, {pij(zi, zj)}1≤i<j≤w, {
znj − 1∏
l∈L(zj − l)

}1≤j≤w).
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Tvrdenie 3.20. Nech C = Ω(q, n, qm, L,P) je odmocninový kód.
Ked’ neobsahuje nulu, tak
existuje aspoň jedno kódové slovo váhy w v C ⇔ existuje aspoň jedno riešenie Jw(C).
Navyše, počet kódových slov váhy w je:

Aw =
η(Jw)

w!
.

Dôkaz. Označme Cw množinu kódových slov váhy w, Sw množinu permutácíı w
prvkovej množiny. Nájdeme bijekciu ν(Jw) a Cw × Sw, potom |Cw| = |ν(Jw)|

w!
.

Rozmysĺıme si, ako vyzerajú prvky množiny ν(Jw): yq−1
j − 1 = 0 ∀a ≤ j ≤ w ⇔

0 6= uj ∈ Fq;
znj −1∏
l∈L̄(zj−l) = 0 ∀a ≤ j ≤ w ⇔ zj ∈ L; pij(zi, zj) = 0 ⇔ zi 6= zj,

zni = znj = 1. Ak (ȳ1, . . . , ȳw, z̄1, . . . , z̄w) ∈ ν(Jw), ȳ1, . . . , ȳw sú nenulové prvky Fq
a z̄1, . . . , z̄w sú rôzne prvky z L. Nech z̄1 = lj(i), potom rovnica

∑
i gs(z̄i)ȳi = 0 je

splnená ⇔ c = (c1, . . . , cN) ∈ C, kde ck = 0, ak k /∈ {j(1), . . . , j(w)}, c(k) = j(i), ak
k = j(i) pre vhodné i = 1, . . . , w. Nech c ∈ Cw, nenulové prvky na poźıciách i1, . . . , iw
označme ȳ1, . . . , ȳw. Dvojici (c, π) prirad́ıme riešenie (ciπ(1)

, . . . , ciπ(w)
, liπ(1)

, . . . , liπ(w)
).

Kde l1, . . . , l|L| sú prvky L oč́ıslované tak, ako vytvárajú st́lpce matice H. Ked’že
predpokládame, že sú po dvoch rôzne, vid́ıme, že definované zobrazenie Cw × Sw je
prosté. L’ahko nahliadneme, že je tiež na. (Každý prvok ν(Jw) vzniká na súradniciach
y1, . . . , yw permutáciou prvkov Cw).

3.2 Polynóm pre detekciu chýb

V Tvrdeńı (3.17) bola ukázaná existencia polynómu pre detekciu chýb pre vlastné
maximálne odmocninové kódy, ktoré neobsahujú nulu. Ukážeme si hlavné myšienky
dôkazu.
Nech K je teleso (nie nutne konečné). G je Gröbnerova báza 0-dimenzionálneho
vlastného ideálu J ⊂ K[S,A, T ], S = (s1, . . . , sH),A = (a1, . . . , aL), T = (t1, . . . , tM)
s ohl’adom na lexikografické usporiadanie S < A < T a s premennými v A uspori-
adanými a1 > · · · > aL. Potom prvky množiny G∩ (K[S,A]\K[S]) môžeme zoradit’

do blokov {Gi}1≤i≤L:

G1 = {g1,1(S, aL, . . . , a2, a1), . . . , g1,l1(S, aL, . . . , a2, a1)},

G2 = {g2,1(S, aL, . . . , a2), . . . , g2,l2(S, aL, . . . , a2)},

...

GL = {gL,1(S, aL), . . . , gL,lL(S, aL)},
že plat́ı:
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• ∀i, Gi ⊂ K[S, aL, . . . , ai+1][ai] \K[S, aL, . . . , ai+1],

• ideál generovaný tj>iGj je vlastne i-tý eliminačný ideál Ji,
Ji = J ∩K[S, aL, . . . , ai].

Z vlastnost́ı Gröbnerovej báze máme, že Gi 6= Ø pre l’ubovol’né 1 ≤ i ≤ L. Každá
Gi sa dá rozložit’ do blokov polynómov v závislosti od ich stupňa s ohl’adom na
premenné ai:

Gi =

∆i⋃
δ=1

Giδ,

ale nejaké Giδ môžu byt’ prázdne. Ked’ g ∈ Giδ, máme:

• g ∈ K[S, aL, . . . , ai+1][ai] \K[S, aL, . . . , ai+1]

• degai(g) = δ; g = baδi+· · · , b = Lp(g) ∈ K[S, aL, . . . , ai+1] (kde Lp(g) označujeme
vedúci polynóm g s ohl’adom na ai)

Nech Niδ je počet prvkov Giδ. Pomenujeme prvky množiny Giδ = {giδj, 1 ≤ j ≤
Niδ} po ich porad́ı:

h < j ⇔ lt(giδh) < lt(giδj)

Poznámka 3.21. Zosumarizujme:
Nech máme dva polynómy glDh ∈ GlD a giδj ∈ Giδ, tak:

glDh < giδj ⇔ lt(glDh) < lt(giδj)⇔ (3.2)

• l > i alebo

• l = i, D < δ alebo

• l = i, D = δ, h < j.

Pretože J je 0-dimenzionálny, môžeme zrejme rozložit’ varietu eliminačných ideálov
takto: Nech JS = J ∩K[S], JS∪{aL} = J ∩K[S, aL], . . ., JS∪{aL,...,a1} = J ∩K[S,A].
Máme:

1. ν(JS) = tλ(L)
j=1 ΣL

j , s

ΣL
j = {(s̄1, . . . , s̄N) ∈ ν(JS)|∃práve j rôznych hodnôt

{ā(1)
L , . . . , ā

(j)
L }, (s̄1, . . . , s̄N , ā

(i)
L ) ∈ ν(JS∪{aL}), 1 ≤ i ≤ j};

2. ν(JS∪{aL}) = tλ(L−1)
j=1 ΣL−1

j , s

ΣL−1
j = {(s̄1, . . . , s̄N , āL) ∈ ν(JS∪{aL})|∃práve j rôznych hodnôt

{ā(1)
L−1, . . . , ā

(j)
L−1}, (s̄1, . . . , s̄N , āL, ā

(i)
L−1) ∈ ν(JS∪{aL,aL−1}), 1 ≤ i ≤ j};
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3. ν(JS∪{aL,...,ah}) = tλ(h−1)
j=1 Σh−1

j , 2 ≤ h ≤ L s

Σh−1
j = {(s̄1, . . . , s̄N , āL, . . . , āh) ∈ ν(JS∪{aL,...,ah})|∃práve j rôznych hodnôt

{ā(1)
h−1, . . . , ā

(j)
h−1}, (s̄1, . . . , s̄N , āL, . . . , āh, ā

(i)
h−1) ∈ ν(JS∪{aL,...,ah−1}), 1 ≤ i ≤ j};

Všimnime si, že pre l’ubovol’ný 0-dimenzionálny ideál J , nemôžeme nič povedat’

o λ(h), iba to, že λ(h) ≥ 1 pre každé 1 ≤ h ≤ L. Predstavme si teraz triedu ideálov
dôležitých pre náš kontext.

Defińıcia 3.22. S doteraǰśım značeńım hovoŕıme, že ideál J je rozvrstvený, ak:

1. λ(h) = h, pre 1 ≤ h ≤ L a

2. Σh
j 6= Ø, 1 ≤ h ≤ L, 1 ≤ j ≤ h

Veta 3.23. Nech J je radikálový, rozvrstvený ideál, potom pre 1 ≤ i ≤ L,

Gi = tiδ=1Giδ,

s Giδ 6= Ø, 1 ≤ δ ≤ i a 1 ≤ i ≤ L.
Naviac

• ∀1 ≤ i ≤ L, Gii = {gii1} (existuje len jeden polynóm v Gi so stupňom i a
ohl’adom na ai);

• ∀1 ≤ i ≤ L, Lp(gii1) = 1, lt(gii1) = aii.

V d’aľsej defińıcii adaptujeme ideál Jw z defińıcie na opravovanie chýb.

Defińıcia 3.24. Nech C = Ω(q, b, qm, L,P) je neobsahujúci nulu, maximálny odmoc-
ninový kód, so schopnost’ou opravy t chýb. Označme JC,t ideál:

JC,t ⊂ Fqm [x1, . . . , xr, z1, . . . , zt, y1, . . . , yt]

JC,t = ({
t∑

h=1

yhgs(zh)− xs}1≤s≤r, {yq−1
j − 1}1≤j≤t,

{zizjpij(zi, zj)}i 6=j,1≤i,j≤t, {zn+1
j − zj}1≤j≤t). (3.3)

GC,t je Gröbnerova báza ideálu JC,t s ohl’adom na >.

Všimnime si, že premenné x1, . . . , xr reprezentujú samoopravné syndrómy, z1, . . . , zt
poźıcie chýb a y1, . . . , yt hodnoty chýb.

Lemma 3.25. Ideál JC,t je radikálový a rozvrstvený.
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Lemma 3.26. V Gröbnerovej báze GC,t existuje polynóm typu:

g = ztt + at−1z
t−1
t + · · ·+ a0, ai ∈ Fqm [X]

(Stač́ı vziat’ i = t a g = gtt1).

Veta 3.27. Ak kód C je vlastný maximálny odmocninový neobsahujúci nulu so schop-
nost’ou opravy t, potom C vlastńı polynóm pre detekciu chýb.

Dôkaz. Z predošlého faktu, polynóm typu g = ztt + at−1z
t−1
t + · · · + a0, ai ∈ Fqm [X]

existuje v JC,t. Pretože C je vlastný, všetky polynómy ideálu JC,t majú koeficienty
v Fq a teda g muśı ležat’ v Fq[X, zt]. Tvrd́ıme, že  L = g(X, zt) ∈ Fq[X, zt] je polynóm
pre detekciu chýb pre kód C. Polynóm g určite vyhovuje podmienke 1 v Defińıcii
polynómu pre detekciu chýb, k podmienke dva je dobré si uvedomit’, že samoopravné
syndrómy ν(JC,t ∩ Fq[X]) a g sú v JC,t, prečo dostaneme správnu násobnost’ nuly
článok [4] neobsahuje.

Pretože cyklické kódy sú vlastné maximálne odmocninové neobsahujúce nulu,
dostaneme špeciálny pŕıpad tejto vety. A to, že: Cyklické kódy majú polynómy pre
detekciu chýb.
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