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Kapitola 1

Uvod

Na kéd, ako na mnozinu kédovych slov, sa moze postupne vkladat uréitd alge-
braicka Struktdra. T4 ndm potom umoznuje nie len efektivny popis kédu, ale aj
najdenie dobrych kédov a skimanie ich vlastnosti. Kéd, ako nijak nestrukturovanu
mnozinu kédovych slov, je mozné zadat len ich vy¢tom, o u velkého poctu kédovych
slov moze byt prakticky neuskutocnitelné alebo aspon velmi neprehladné. Myslienka
dat kédu struktiru vektorového priestoru vedie k pojmu linedrneho kédu. Linedrne
kédy sa daji potom popisovat ovela efektivnejsie ako obycajné mnoziny kédovych
slov, napr. pomocou ich baze.

V prvej kapitole sa budeme venovat linedrnym kédom, ktoré si v teérii kédovania
typom blokového kodu, tj. mnoziny slov v kédovej abecede majici pevnu dl/Zku7
pouzivanym metodami pre detekciu a opravu chyb. Umoznuje realizaciu viac efek-
tivnych algoritmov pre kédovanie a dekédovanie nez iné kédy. Obozndmime sa s ich
zakladnymi definiciami. Uvedieme definiciu polynému pre detekciu chyb.

Druh4 kapitola ma za 1cel nds oboznamit s teériou Grobnerovej baze pre komu-
tativne okruhy. Ukazeme si ako sa redukuji polynomy modulo nejaki konec¢nu
mnozinu polynémov- teda Algoritmus na redukciu. Nasledovat bude Buchbergerov
algoritmus, ktory dokaze rozhodnit, ¢ je dand mnozina Grébnerova béza daného
idedlu, a ak nie, tak ju vie ndjst. Uvidime, ako sa sprava Grébnerova bdza pri
Specializacii (tzv. dosadzovaci homomorfismus).

Tretia kapitola uvedie triedu odmocninovych kédov. Bude uvedené napriklad aj ako
sa overi, ¢i je dany kéd vlastny. Az sa dostaneme k tvrdeniu, ze kazdy binarny koéd
sa d4 napisat ako vlastny odmocninovy kéd a k tomu ako uréit poéet kédovych slov
danej vahy. Na zaver dokdzeme vetu, ze vlastny odmocninovy kod, ktory neobsahuje
nulu vlastni polyném pre detekciu chyb. Kritérium existencie tohto polynému nie je
pre obecné kédy vobec zndma. V [6] je vsak dokdzana pre cyklické kédy. Niektoré ich
podtriedy ako naprikad Reed-Solomonove a BCH kédy st velmi zaujimavé, pretoze
ich vnitorna struktira je dobre znama a maju rychly dekdédovaci algoritmus. Takze
castokrat sa kdédovanie implementuje na zaklade tychto kédov.



1.1 Linearne kédy

Ukazeme si struktiru linedrnych kédov ako vektorovych priestorov nad nejakym
telesom.

e Nech teda mame konecné teleso F}, s ¢ prvkami, kde ¢ je mocnina prvocisla, n
je prirodzené &islo, ze NSD(n,q) = 1 (uvazujme aj nadalej), 1 <k < N <n,
k,neN

e (F,)" je vektorovy priestor dimenzie N nad F,

Definicia 1.1. Nech H je (N — k) x N matica s prokami z telesa Fym. MnoZina C
véetkijch vektorov ¢ € (Fq)N takijch, e H x ¢ = 0 sa nazjvd (N,k) linedrny kéd
nad F,. Proky C sa nazyvaji kédové slovd a matica H je paritnd matica kodu

C. Jej stl})ce generuji nad telesom F, podpriestor dimenzie N — k. (V literatirach
sa ¢asto pouziva oznacenie vektor kédu C, namiesto pojmu kédové slovo). Pre g = 2,
C' sa nazyva bindrny kod.

Matica G k x N, ktorej riadky su vektory bdze kodu C', sa nazyvd generujica
matica kidu C. Ak C je kéd s generujicou maticou G, ktord je v (Stadnardnom)
tvare G = (Ix|A), kde 1), oznacuje k x k jednotkovi maticu, A je nejakd k x (N — k)
matica, tak H = (—Ai|In_k) je paritnd matica C.

Teda:

o N je dizka kédu C (tzn. dizka kazdého kédového slova v kéde C je N)

o k je dimenzia kédu C, (tzn. generujiica matica md hodnost k; éo je minimdiny
pocet roznych netrivialnych kodoviyjch slov, ktorych je treba ma nagenerovanie
kédu C')

Poznamka 1.2. Linedrny kod je teda neprdzdna mnozZina slov v kédovej abecede,
uzavrend na sucet a rozdiel slov a na nasobok slova skaldrom.

Pozrieme sa na dalsiu, velmi doleziti vlastnost linedrnych kédov:
Definicia 1.3. Nech z,y st dva vektory v (F,)" . Potom:

1. Hammingova vzdialenost d(x,y) medzi x a y je pocet siradnic v ktorych
sa x ay odlisuju

2. Hammingova vdha w(x) je pocet nenulovych suradnic vektora x

Definicia 1.4. Nech C je linedrny kéd. Cislo

de = minm,yec,x;éyd($> y) = minxeC,x;éOw(C)

sa nazjva (minimdlna) vzdialenost kédu C.



Poznamka 1.5. Ked je jasné, Ze vravime o minimdlnej vzdialenosti kédu C, méZe sa

uZivat namiesto znacenia deo jedpoducho d. Odteraz bude ,kéd“ znamenat ,linedrny
kod“ s d > 2. Ked md kéd C dizku N, dimenziu k a vzdialenost d, hovorime, Ze C
je [N, k,d] kod.

Definicia 1.6. Nech C je (N, k) kdd. Oznacme A; = A;(C) pocet slov v C vdhy i.
Mnozina celych cisel {Ag, A1, ..., An} sa nazjva rozdelenie vdh pre kod C.

Definicia 1.7. Nech C C E,N je (N, k) kéd. Pre kazdé a € F," sa mnozina
a+C={a+zlzeC}

vold rozkladovd trieda podla C. )

Nech H je paritnd matica kédu C. Potom vektor S(y) = Hy" dlzky N —k sa nazijva
syndrém slova y. Oznacme A;(a + C) pocet vektorov vihy i v rozkladovej triede
a+ C.

Pripomenme si par informaécii, ktoré budi pre nas potrebné:

e R, budeme uvazovat ako mnozinu vsetkych korefiov polynému z™ — 1, ktoré
sa nazyvaju n-té odmocniny z jednej a lezia v rozkladovom nadtelese Fim. R,
formuje cyklickd podgrupu (Fym)*

e ked n =¢™ — 1, korene z" — 1 formuju multiplikativnu grupu telesa Fym

o o € Fym je primitivnd n-td odmocnina z jednej, také ze:

1.2 Idealy a polynémy v komutativnych okruhoch

Definicia 1.8. Nech R je komutativny okruh. Idedl P, P # R je prvotdedl, ak pre
lubovolné dva idedly I, J v R plati, 3¢ IJ C P =1 C P alebo J C P.

Idedl I okruhu R je maximdlny, ak pre Ziadny idedl J okruhu R neplati:
ICJCRal#R

Spec(R) oznacme mnozinu vietkych prvoidedlov okruhu R. Max(R) ozna¢me mnozZinu
vsetkyjch maximdlnych idedlov okruhu R.

Blizie sa tomu venuje [5].

Tvrdenie 1.9. KaZdy maximdlny idedl je prvoidedl. Nech I je idedal v R. Potom
plati:
I je prvoidedl < R/I je obor integrity. I je maximdlny < R/I je teleso.



Definicia 1.10. Nech R C S su okruhy. Prvok a € S je celistvy nad R, ak je
koreriom momnického polynomu s koeficientami z R. Okruh S je celistvy nad R, ak
je kazdy prvok z S celistvy nad R.

Tvrdenie 1.11. Pokud R C S je celistvé rozsirenie, potom zobrazenie
@ : Spec(S) — Spec(R)

definované vztahom
p(P)=P(\R
je surjektivné. Naviac VP € Spec(S) je
¢(P) € Max(R) < P € Max(S)

Definicia 1.12. K je teleso, I idedl v K[z1, ..., z,|, afinnd algebra je okruh tvaru
A=Klzy,...,z,)/1I.

Definicia 1.13. V komutativnom okruhu R, definujeme jeho Krullovu dimenziu,
ako supremum dlzok ostro rasticich retazcov prvoidedlov. Krullova dimenzia je stdle
koneénd pre afinni algebru. (Trividlny okruh uwvazujeme za okruh s nulovou Krullovou
dimenziou,).

Poznamka 1.14. Teleso K ma Krullovu dimenziu nula, K[y, ..., x,] md Krullovu
dimenziu n.

Definicia 1.15. Idedl okruhu R, sa nazyva 0-dimenziondlny, ok Krullova dimen-
zia R/1 je nula.

Dokaz nasledujiiceho tvrdenia sa dd néjst v [5, Kapitola 2, Corollary 3.8].
Tvrdenie 1.16. Pre afinni algebru si nasledujice podmienky ekvivalentné:

e dim(A)=0

o A je algebra konecénej dimenzie nad K

e Spec(A) je konecnd

e Max(A) je koneénd

Poznamka 1.17. Ak I je O0-dimenziondlny idedl v K[xq,. .., x,], potom
IN K[z, ..., z,] je 0-dimenziondlny idedl v K[xy, ..., z,]. PretoZe pre
I =INKlzg,...,x,) je K[xg, ..., x,)/] — Klz1,...,2,]/1.

Nech K je teleso a K je jeho algebraické rozsirenie, J je idedl v okruhu polynémov
K[Y] :K[ylv"‘)ys]a]- <s.



Definicia 1.18. Bud f € K[Y], oznac¢me v(f) mnoZinu vsetkych koretiov f v
K* :
v(f) ={(ai,...,as) € K*°|f(a,...,as) = 0}.

Bud' J C K[Y] idedl, ozna¢me mnoZinu vietkyjch koreriov J v K* :
v(J)={(a1,...,a5) € K*|f(ay,...,as) =0,Yf € J}.

Definicia 1.19. Nech S C K*. Potom mnozina vsetkijch polyndmov f € KI[Y]
takych, zZe f(ay,...,as) = 0 pre vietky body (ai,...,as) € S formuje idedl v K[Y].
Tento idedl nazgvame vanishing idedl v S a znac¢ime ho J(S).

Nech L C K[Y], zna¢ime (L) idedl v K[Y] generovany L.

Pri prenose kédového slova mozu nastat chyby alebo straty. Chyba sa vyskytne
ked sa nejaké stradnica slova zmeni na iny prvok z daného télesa a strata nastane
ked prijatd siuradnica ma nezndmu hodnotu. Vieme, kde sa vyskytnu straty (pozicie
strat), ale nevieme, kde nastavaju chyby (pozicie chyb). Preto je vyhodné zazna-
mendvat si chyby do vektora (chybovy vektor), ktory dostaneme, ked od prijatého
slova odcitame (po zlozkéch) odoslané slovo.

Pozniamka 1.20. Ked pri dekédovacej procediire pre kéd C' dokdZeme vidy opravit T
chijb alebo menej, potom hovorime, Ze schopnost opravy chyb v kéde C je minimdine
7. Pismenom t oznacujeme mazimdlnu hodnotu pre 7. Je zndme, Ze t = |451] (d je
minimdlna vzdialenost kédu C). Navyse, pre kaZdé v a T prirodzené cisla také, Ze
27 + v < d vieme, Ze sme v kéde C schopni opravit zdroven v strdt a T chyb.

Uvazujme nasledujuce predpoklady:

Nech C je [N, k,d] kéd nad F, t je schopnost opravy chyb a H je paritnd matica.
Nech d > 3. Syndrémy lezia v (qu)N_k a formuju vektorovy priestor dimenzie
(N — k) nad F,. Nech a je primitivnd N-t4 odmocnina z jednej v F,™ takd, ze
n=N.Nechr=N —k.

Definicia 1.21. Nech L¢ je polynom v Fy[X, 2|, kde X = (x1,...,2,). Potom L¢ je
polyném pre detekciu chijb v C ked

L Lo(X,2) =2+ a2+ ... +ag, a; € F[X], 0<j <t—1 také, Ze Lc je
monicky polyndm stupria t s ohladom na premenni z a koeficienty v F,[X];

2. nech mdme syndrom s = (s1,...,5,) € (Fyn)N ™", korespondujici chybovému
vektoru vahy p <t a poziciam chyb {ki1,...,k,}, ak vyhodnotime premenné X
v 8, potom korene Lc(s,z) si presne {a®, ... o* 0,...,0}.
——
l—p



Poznamka 1.22. Vsimnime si suvislosti z definicie:
- L¢ je monicky polynom stupna t
- t je schopnost opravy chyb
- mdame t koreriov
- chybovy vektor md vahu p <t
- pozicie chyb: {ky,... k,}

Pre (linedrne) kédy C' existencia polyném pre detekciu chyb nie je zndma. Je
vSak dokdzand pre cyklické kédy v [6]. Neskor sa budeme zaoberat aké to je pre
maximalne odmocninové kédy neobsahujice nulu.

Mobzeme rozsirit Definiciu 9 na pripad s vyskytom strat. Nech 27 + v < d.

Definicia 1.23. Nech L je polynom v F,[X, W, 2|, kde X = (z1,...,2,) a
W = (wy,...,wy), kde v je pocet strdt, ktoré sa vyskytli. Potom L je polyném pre
detekciu chyb typu v v C ked:

L L(X,W,2)=2"4a,12" ' +...+ag, a; € F)[X,W], pre kazdé 0 < j < 7—1
také, ze L je monicky polynom stupria T s ohladom na premennii z a koeficienty

v Fy[ X, W];

2. pre kazdy syndrom s = ($1, ..., S,), kazdy vektor pozicii strat w = (wy, . .., w,),
korespondujici chybovému vektoru vihy p < 7 a poziciam chyb {ki,..., k,},
ak vyhodnotime premenné X v s a W v w, potom korene L(s, w, z) st
{aM) ... ok 0,...,0}.

——

t—p

Ked taky L existuje pre dany kéd €, budeme ho volat polyném Lg".

Aby sme boli konzistentni s nasim znac¢enim, L¢ je polyném pre detekciu chyb
typu 0, kde zrejme Lo = L.
Pre kéd C' je vlastnenie polynému pre detekciu chyb Lo” typu v pre kazdé 0 < v < d
moze byt silnejsia podmienka nez vlastnenie polynému pre detekciu chyb Le. Je
dokdzané v [6], Ze existuje polyném pre detekciu chyb typu v pre kazdy cyklicky
kéd, 0 < v <d.
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Kapitola 2

Teoéria Grobnerovej baze pre
komutativne okruhy

Teéria Grobnerovej baze pre okruhy polynémov bola predstavend Brunom Buch-

bergerom v roku 1965, ktory ju pomenoval po jeho poradcovi Wolfgangovi Grébnerovi.
Dnes sti aj s Buchbergerovym algoritmom na hladanie Grébnerovej baze dobre zndme
a Siroko pouzivané.
Grobnerove béze sa aplikuji nielen vo vypoctovej algebre, ale tiez vo vypoctovej
geometrii (algebraické variety), v kryptografii (napr. pri kryptoanalyze blokovych
Sifier). Ked m4 systém kone¢ny pocet rieseni, (v algebraickom uzévere telesa K),
problém sa d4 tiplne redukovat na jednoduché vypocty Grobnerovej baze (s ohladom
na cisto lexikografické usporiadanie), nasledované hladanim koretiov polynémov s
jednou premennou a niekolkymi vyhodnoteniami vo vhodnom algebraickom rozsireni
telesa K. Prezentacia tohto tématu je prevzand z [1].

2.1 Znacenie a zakladné definicie

Nech Ny znaéi mnozinu prirodzenych ¢isel vratane nuly. K[z, ..., z,]| znacime ko-
mutativny okruh polynémov v n premennych nad telesom K, n € N. Pre K[z, ..., z,],
platia nasledujice fakty:

1.V o t ) Biy Big Bij Bin )

Vf € Klwy, . w ) \ {0}, f =Y i cr ey exy e m, kde B € N,
¢ € K\{0},1<j<n,1<i<t.

’%‘ Bin

ﬁil Big ,
Ty = o g In ~ Sa Nnazyva teI‘m,

T

¢; je koeficient termu,

Bil 51’2 . xﬁZ]
J

(m) =>_7_, Bi, je stupei monému m.

.-z je moném,

[ ]
HE%
8
)

[ ]
IS
@
Q
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Mnozinu vsetkych monémov v n premennych znacime M, alebo jednoducho
M, ked nie je ddlezité zdoraznit n. Pre Vj,1 < j <njea)=1¢€ M.

Mame mq,my € M, ked Ims také, ze my = msm,, hovorime ms je ndsobok
my, alebo m; deli my, ¢o znacime my|ms.

2. Vf € Klzy,...,1,)\{0}, po roznych tipravdch sa d4 dosiahnut, aby sme napisali
f v tomto tvare

i=1

ktory budeme nazyvat jednoznaéna forma, kdet € N, ¢; € K\ {0}, m; € M,

Definicia 2.1. < je monické usporiadanie na mnozine vsetkych mondmouv M,
ak vyhovuje nasledujicim podmienkam:

o M je tiplne usporiadand s ohladom na <,
e 1 <m,YVme M,
e my < my = mmyq < mme,Vm,my,me € M.

Nech < je monické usporiadanie na M, predpokladajme, Ze my, mo, mg € M, mgy =
msmy, podla predoslyjch podmienok je 1 < ms, mi < mgmy = my. Preto moéZeme
povedat myi|my = my < my. Toto ukazuge, Ze reldcia monického usporiadania je
rozsirenim reldcie delenia.

Priklad 2.2. Nech <y je prirodzené usporiadanie na Ny. Ndsledujice tri monické
usporiadania su najcastejsie vyuzZivané:
1. Lexikografické usporiadanie (skratene lex) na M s xy > x9 >+ > x,. Plati:
PPl < @l e oy = Brag = B0 = B <w B
pre nejaké .

2. Stupriovo lexikografické usporiadanie (skratene deglex) na M s x1 > x5 >
c++ > x,. Plati: Ymy,mg € M,my < my < bud deg(my) <y deg(ms)
alebo deg(my) = deg(ms) a my <jex Ma, kde <io je lexikografické usporiadanie
ST >Tog >+ > Ty.

3. Stupriovo opacné lexikografické usporiadanie (skrdatene degrevlex) na M sz, >

Ty > -+ > x,. Nech my = x2a52 - x% my = x7'a5 - 2B potom my <
my < bud deg(my) <y deg(msz) alebo deg(my) = deg(ms) a o, = B, 1 =
Bn—la e, = 517 a1 >N /Bl—lf pre nejaké L.

Kazdy nenulovy polyném f, mézeme napisat v uni forme (2.1). Nech M je totalne
usporiadand nejakym monickym usporiadanim <, zrejme existuje permutacia na
termoch v (2.1) taka, ze f = 22:1 cim; amy > me > --+ > my. V tomto pripade
volame:

12



- lt(f) = cymy je veduci term,
- Im(f) = my je vedici mondm,
- le(f) = ¢ je veduci koeficient f.

Definicia 2.3. Nech I C Klzy,...,x,] je idedl.
Definujeme idedl vedicich monémov idedlu I s ohladom na usporiadanie < :

Im(I) == (Im(f)|f € I) = > _gilm(f;)|t €N, gi € K[z1,..., 2], fi € I}

=1

Definicia 2.4. Nech mdme monické usporiadanie na M, nech I C Klxy,...,x,] je
idedl. Grébnerova bdza idedlu I je mnozina polynomov

{fi,.... iyl

takad, Ze
Im(I) = (Im(f1),...,Im(fx))-

Poznamka 2.5. (i) Vidime, ze ak {f1,..., fx} je Grébnerova bdza idedlu I, po-
tom {f1,..., fu} C I, no zatial nie je jasné, ¢i sa tieto dva idedly rovnaji, t.j.
¢ Grobnerova bdza naozaj generuje idedl 1.

(ii) Grébnerova bdza md rézne charakteristiky a kaZdd charakteristika moze byt
brand za definiciu.

(iii) Nech I C Klxy,...,x,] je hlavny idedl, teda I = (f),f € Klx1,..., 2]
Kazdy polynom g € I je ndsobkom polynomu f, t.7. g = hf pre nejaké h €
Klxy, ..., x,). Ked'Ze kaZdé usporiadanie mondmov je kompatibilné s ndsobenim,
plati Im(g) = Im(h)Im(f), a teda Im(g) € (Im(f)). Teda mdame, Ze Im(I) =
(Im(f)), preto generdtor hlavného idedlu je aj jeho Grébnerovou bdzou vzhladom
na ktorékolvek usporiadanie mondmov.

(iv) Grobnerova bdza zdvisi na zvolenom monickom usporiadani, pri réznych us-
poriadaniach moéze vyzerat iplne rozdielne pre rovnaky idedl. Najcastejsie sa
pouzivaji lex a degrevlex. Pri lexikografickom usporiadani sa eliminuji pre-
menné, ale vijslednd Gribnerova bdza je vicsinou velmi velkd a tazko sa s riou
pocita. Avsak stupniovo opacné lexikografické usporiadanie ndam typicky posky-
tuje nagrychlejsie vypocty s Grébnerovou bdzou.

Pozrime sa na nejaké zakladné vysledky.
Nech R oznacuje komutativny okruh.

Definicia 2.6. Povieme, Ze okruh R je Noetherovsky, ak spl/ﬁa rasticu retazovi
podmienku (ACC- ascending chain condition) na idedloch, t.j. neexistuje nekonecny
ostro rastici retazec idedlov.
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Definicia 2.7. Idedl I v okruhu R je koneéne generovany, ak Jay,as,...,as € I
také, ze I = (ay,as,...,as) = {> i_, railr; € R}.

Lemma 2.8. Okruh R je Noetherovsky < kazdy idedl v R je konecéne generovany.

Veta 2.9. (Hilbertova veta o baze) Ak R je Noetherovsky = R[z| je Noetherovskiy.

Je dobré si povsimnit, ze Klxy,...,x,] = Klz1,...,2,1][x,] pre Vn € N a
teleso K je trivialne Noetherovské, rekurzivnym aplikovanim Hilbertovej vety o béaze
vidime, ze okruh polynémov K{zi,...,x,] je Noetherovsky pre ¥n € N. Skombino-

vanim tohoto dosledku s Lemma 2.8, dostavame nasledujicu vetu.

Veta 2.10. Vn € N je okruh polyndmov K[xq,. .., x,] Noetherovsky a kazdy idedl v
K[xq,...,x,] je konecne generovany.

Déosledok 2.11. Nech I je nenulovy idedl v Kz1, ..., x,], predpokladajme, Ze I je
generovany neprdazdnou mnozinou S, potom 3 koneénd S" C S takd, Ze I = () =

(5")

Veta 2.12. (Dicksonovo Lemma) Nech S je neprdzdna mnoZina monémov v
Klzy,...,x,), potom 3 konecna S' C S takd, ze (S) = (5') alebo ekvivalentne
povedané, 3 koneénd S C S,Ym € S,Im’ € S’ také, ze m je ndasobok m’.

Veta 2.13. (Euxistencia Gréobnerovej bdze pre idedly) Nech mdme nejaké monické
usporiadanie < na M. Pre kazdy nenulovy idedl I v K[xq,..., x,], eristuje nejakd
koneénd G C I takd, ze Im(G) = Im(I).

Doékaz. Podla definicie Im(I) = (S), kde S = {Ilm(f)|f € I}. Podla Dicksonovho
Lemma 3 konecnd S" = {Im(f1),Im(f2),...,Im(f;)} C S, ze (S) = ().
Nech G = {fi, fa, ..., fi}, zrejme G C I, Im(G) = Im(I). ]

Veta 2.14. Kazdé monické usporiadanie < na M je dobré usporiadanie.

Veta 2.15. Nech < je monické usporiadanie na mnozine vsetkych monomov M a
nech I je idedl v K|xy,...,x,]. Ak pre konecnid mnozinu G plati G CI, Im(G) =
Im(I) (takze G je Grobnerova baza pre idedl I), potom I = (G).

Dékaz. Nech mame dany f € I\ {0}. Postupujme nésledujico:

Nech fi=f, fiel,im(fi) €lm(l)=Im(G) =39 € GC I, ¢ € M, c; € K\{0}
také, ze lt(f1) = lt(cig1q1)-

Nech fo = f1 — c191q1, zjavne fo € I, ked fo # 0, Im(fs) € Im(I) = Im(G) = g2 €
GCI, g€ M, ce K\ {0} také, ze lt(fa) = lt(cagaqa).

Nech fs = fo — cagago, ked f3#0, ...

Povsimnime si, ze Im(f1) > Im(f2) > Im(f3) > .... Tento proces musi skoncit,
pretoze monické usporiadanie < je dobré usporiadanie. Navyse, posledné f; musi
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byt nula, inak by sme boli schopny urobit d'alsi krok v nasom procese a dostali by
sme f;,1. Preto mame

-1
0=fi=fici—a19-1q-1 = fie—C—20i—2@i—2 — C—1G1-1G1—1 = ... = f1— Z Ci9i4q;-
i=1

Takze f = f1 = Zi;i ¢i9:q; € (G). To implikuje I C G. Je zrejmé: G C I. Tym
padom I = (G). O

2.2 Polynomialna redukcia

Predpokladajme, ze monické usporiadanie < je definované na M.

Definicia 2.16. Pre kazdé f,g € K|z1,...,x,], akIm(g) deli nejaky nenulovy term
cm v f, mech h = f — i#sg, potom je lahko vidiet, Ze term cm je v f nahradens
linearnou kombindciou monomov < m. Tuto manipuldciu nazyvame polynomaidlna

redukcia, znacend f 2 h a hovorime, ze f sa redukuje na h modulo g.

Definicia 2.17. Ak mdme konecénd postupnost polynomidlnych redukcii f 25 hy 3
hy ... 2% hy, kde g; € koneénej mnozine G C Klxq,...x,] a g; nie si nutne po dvoch

A . , . : . q
rozne pre 1 <1 <'t, hovorime, Ze [ sa redukuje na hy modulo G, oznacujeme f — hy.

Definicia 2.18. Polynom r sa nazyva redukovany alebo v redukovanej forme
s ohladom na konecéni mnoZinu G C Klzy,...,x,], akr = 0 alebo Ziaden mondm
vyskytujici sa v jednoznacnej forme r nie je delitelng mondmom lm(g),Vg € G
(tzn. Im(r) & Im(G)). Vravime, Ze [ je redukovatelny modulo G, ak f # 0 a
Im(f) € Im(G). Ak f Soroar je redukovany s ohladom na G, hovorime, Ze r
je v redukovanej forme f s ohladom na G.

Ak redukovand forma f s ohladom na G je jednoznacnd, oznacime ju R(f,G).
Vo veobecnosti, ked f je redukovany s ohladom na G, R(f,G) = f.

Poznamka 2.19. V nasej Definiciv polynomidlnej redukcie, predpokladdame, Ze g je
v jednoznacej forme, ale f nie je. Vo vseobecnosti nevyZadujeme, aby polynom, ktory
md byt redukovany, mal byt zadaniy v jednoznacnej forme. Ale v pripade, Ze potre-
bujeme uvazovat vedici mondm f ako bude v priklade za Algoritmom na redukciu,
budeme predpokladat f v jednoznacnej forme.

Tvrdenie 2.20. Ked G je Grobnerova bdza pre I C R, potom f € I prdve ked f
sa redukuje na nulu modulo G.

Tvrdenie 2.21. Nech mdme polyném f ar, akr je redukovand forma f s ohladom
na nejaki G, potom bud f =1 alebo Is € N, ¢, € K\ {0}, m, € M, g, € G a nie
nevyhnutne po dvoch rozne u, 1 < u < s také, Ze

S
f= Z CuJuMy + T (2.2)
u=1
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Algoritmus na redukciu Nech mame nenulovy polyném f a konecni G =

{91,-. .95, ..,q} € K[x1,...,x,], nasledujuci algoritmus nam ukéze jednu cestu,
ako mozeme pocitat redukovani formu f s ohladom na G.
1:=1r:=0,f=f

(*) while f; # 0 do

if 35, ze Im(g;)|lm(f;), then vyber najmensie j také, ze
Im(g;)|[lm(f;) and do

Jiv1 = fi— Z(Z;;) 9j

i:=1+ 1 and goto (*)

else r:=r 4+ lt(f;)

fivr = fi = UIt(fi)

i:=1i+ 1 and goto (¥*)

Poznamka 2.22. (i) Vsimnime si, Ze v algoritme plati Im(f;) > Im(f;41)Vi, lebo
monické usporiadanie < je dobré usporiadanie, algoritmus musi skoncit. Navyse,
ak skonc¢i na nejakom i = t, f, musi byt nula a Ziaden mondm vyskytujici sa v
konecnom r nie je delitelny Ziadnym lm(g),g € G. Teda koneéné r je reduko-
vand forma f s ohladom na G.

(ii) Nie je tazké si vsimnit, Ze algoritmus vyprodukuje f v ndsledugicej forme:

= Z Cula My + 1, (2.3)

kde s €N (ked s=0, f =r), c, € K\{0}, m, € M, ¢/, € G a nie nevyhnutne
po dvoch rézne u,1 < u < s, r je redukovand forma f s ohladom na G a
Im(f) = mazx{ilm(g})my,Ilm(gy)ma, ..., Im(g.)ms, Im(r)}. (Porovnaj s (2.2))
Vo vseobecnosti, ked r = 0, tak sa predchddzagicej reprezentdcii hovori, Ze je
Standardnd reprezentdcia f s ohladom na G.

(iii) 'V algoritme si vidy vyberdme najmensie j také, Ze Im(g;)|lm(f;). To implikuge,
Ze ked zmenime indexy poradia prvkov v G, konecné vyprodukované r sa moze
taktiez zmenit, pretoZe redukovand forma polynémov s ohladom na G nemusi
byt jednoznacnd.

Priklad 2.23. Nech f = 2323, G = {23, x1209 — 23}, < je lex s w1 > 9. Aplikujme
Algoritmus na redukciu. Mdame

P ettt =0 24
ked G = {g1 = 2%, g0 = x105 — 23} alebo

2 5
f RN x%x% — (z129 — x%)xlxg = xlxg RN xlx;l (x129 — x%)xg = xg, (2.5)
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ked G = {g1 = m1m9 — 23,90 = 23}. 0 a x5 s dve odlisné redukované formy f s
ohladom na G.

Navyse, z rovnosti (2.4) vidime, zZe f € (G) a z (2.5) vidime, Ze x5 = f — (x122 —

r3)r175 — (1129 — 23) 23 € (G), 75 je redukované s ohladom na G. Potom je zj v

Im((G)), ale nie v Im(QG). To implikuje, Ze G nie je Grébnerova bdza.

2.3 Buchbergerov algoritmus

Nech mims € M, vieme, 7ze existuje najmensi spolocny nasobok mi a ms,
oznacovany lem(my,ma), ze mq|lem(my, my), mollem(my,ms), YVm € M: mq|m,
mea|m, lem(my, my)|m.

Definicia 2.24. Nech f,g € K[z1,...,2,) \ {0}, L = lem(Im(f),Ilm(g)), potom
L L

S(f,9) = Wf_lt(—g)g

sa nazgva S-polyném f,q. Zjavne S(g, f) = —=S(f,9).

Veta 2.25. (Charakterizdcia Grobnerovej baze.) Nech G = {g1,...,9j,-.., 91} C
Klzy,...,z,), je koneénd g; # 0 pre Vj = 1,2,...,1, nech I = (G), nech < je
monické usporiadanie na M. Nasledujice podmienky si ekvivaletné:

(@) Im(G) = Im(I);

(b) Vf e I\{0},3j €{1,2,...,1}, Ze Im(g;)|Im(f);

(c) fel< R(f,G)=0;

(d) f €< f md standardni reprezentdciu s ohladom na G;

(e) Vf € K|xy,...,x,], redukovand forma f s ohladom na G je jednoznacnd;
(8) V1,95 € G, R(S(g1, 92), G) = 0;

(h) Vgi,45 € G,S(g},g5) md standardnii reprezentdciu s ohladom na G.

Poznamka 2.26. Mozeme pridat nejaké podmienky pre G také, Ze Grobnerova bdza
idedlu I je jednoznacnd s ohladom na idedl I a monické usporiadanie <. Takdto sa
nazyva redukovand Grébnerova bdza.

Nech médme dand koneéni mnozinu G = {g1,...,9;,...,q} € Klz1,..., 2],
g; # 0, pre Vj = 1,2,... [, nech I = (G) je idedl generovany mnozinou G, nech
< je monické usporiadanie na M. Priklad (2.23) ukazuje, Ze G nemusi byt nutne
Grobnerova baza idedlu I. Avsak Vety (2.13) a (2.15) ndm ukazuju, ze existuje ne-
jakd konetnd G' C I, ze I = (G') a Ilm(G") = Im(I).
V nasledujicej ¢asti si predstavime Buchbergerov algoritmus, ktory dokéze rozhodniit,
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¢i dand G(= G1) je Grobnerova baza idedlu I a ak nie je, tak ju najde : G'(= G;).

Buchbergerov algoritmus

i = 1,G1 = {91, .. 79[}7

H = {(gjngh)‘gjlvgh €G, 1< N <J2 < l}

(*) while H # @ do

vyber (g;,,9;,), potom H := H — {(g;,,9,)}

rob Algoritmus na redukciu, aby si vypocital redukovani formu
S(g;,.9;,) s ohladom na G,

ak r # 0 potom

1= H\J{(g,7)lg € Gi}

G =G U{r}

1i=1+1

goto (*)

Tvrdenie 2.27. Buchbergerov algoritmus skonci pre nejaké i, © > 1 a koneéna G;
je Grébnerova bdza idedlu (Gy).

2.4 Vlastnosti Grobnerovej baze pri Specializacii

Budeme oznacovat K teleso, nejakej charakteristiky, K jeho algebraicky uzaver.
R = Klz,,...,%0,Ys,...,Ym] = K[X,Y] bude okruh polynémov v m + n pre-
mennych s koeficientmi v K. Specializdcia budeme volaf kazdy homomorfismus
¢ : R — KI[X] taky, ze o(K[Y]) C K a o(x;) = 4,Vr;. Uvedené vlastnosti
Grobnerovej baze pri Specializacii dokazali nezavisle M. Kalkbrener a P. Gianni.
Teraz postupujeme podla [2].

Priklad 2.28. Nech a = (ay,...,an) € K™, dosadzovaci homomorfismus
0o (f(X,Y)) = f(X,a) je Specializicia.

Definicia 2.29. Budi > usporiadanie na mondmoch v R, ak f € l{[)_(_, Y], f #0,
mézeme pisat f = cXAYP + f A€ N",B € Ny",c € K,c # 0, XAY? najvicsi
monom v f. Definujeme:

Iit(f) = cX*YP, vediici term

deg(f) = (A, B) € Ny"*™, stupeni.

Pre podmnozZinu G C R definujeme pre g € G:
Lt(G) je idedl generovany lt(g), idedl vedicich termov v G.

Definicia 2.30. Nech p je $pecializacia, hovorime, Ze usporiadanie > na monémoch
v R je p-pripustné, ak vietky x; si vicsie nez kazdé y;. Ked oznacime > (resp. >3)
zuZenie na usporiadanie na premenné X (resp. na premenné Y ), > je p-pripustné,
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ak vyhovuje nasledujicej podmienke: B B B
XAYB > XOVP o X4 >, X© alebo X4 =XC aYE >, VP,
VA,C € Ny", B, D € Ny™.

Odteraz budeme uvazovat -pripustné usporiadanie na monémoch v R.

Definicia 2.31. Vf € R, f # 0, piseme f = XA+ fle(Y)e K[Y],c#0 a XA
najvdcsi monom v X objavugici sa v f, definujeme:

It,(f) = cY* vedici term, (s ohladom na )

degx(f) = A, stupeni f, (s ohladom na ¢).

Pre podmnozinu G C R definujeme:
Lt,(G) = (lty(9)), pre g € G, idedlu vedicich termov v G (s ohladom na ).

Priklad 2.32. Nech f € K[z, y],(n = 1,m = 1), f(z,y) = 2%y* + 2> + zy + 1. Ak
wvazujeme lexikografické usporiadanie, mdme:

it(f) = 2y

() = (4 + )2

Ak G je Grobnerova béza s ohladom na ¢-pripustné usporiadanie , potom Lt (G)
ma nasledujice vlastnosti.

Poznamka 2.33. Ak G je Grébnerova bdza pre idedl I C R, potom:
Lt,(G) = Lt,(1).
K dokazu v [2].
Poznamka 2.34. Pre kazZdi Specializaciu ¢ a kazdy idedal I mame
p(Lty(I)) € Lt(p()).

Veta 2.35. Nech I C R je idedl, ¢ Specializacia, G Grébnerova baza pre I (s
ohladom na @-pripustné usporiadanie). Za predpokladu:

Li(p(1)) = ¢(Lt,(1))
je (G) Grébnerova bdza pre o(I).
Dokaz. 7 predoslej Poznamky a predpokladu méame:
Lt(p(1)) = (Lt,(I)) = p(Lty(G)) € Lt(p(G)) € Lt(p(1)).
Takze Lt(o(G)) = Lt(p(I)) a (G) je Grobnerova béza pre o(1). O

Poznamka 2.36. Podmienka vo Vete 2.35 je len postacujica. V priklade budeme
mat Specializdciu, ktord neuchovdva vediici term, hoci obraz Grébnerovej bdze ostdva
Grébnerova baza.
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Priklad 2.37. Uvazujme idedl I = (z1*y+x122). Ak ohodnotime premenné y nulou,
dostaneme p(I) = (x122), Lt(p(I)) = (z122), zatial ¢o o(Lt(p(1))) = (0).

Definicia 2.38. Nech R je komutativny okruh, I C R idedl. Hovorime, Ze I je
primary, ak I # R,Va, b€ R:abel,a¢ ] = In € N,zZe b" € I.
VI =rad(l) = {x € R|Fn € N, 2" € I} je idedl, ktoryj nazjvame radikdl I.

Zakladné vlastnosti primary idedlu nadjdeme napriklad v [5, Kapitola 5, sekcia 4].
Pre nas bude dolezité nasledujice:

Tvrdenie 2.39. (i) I je primary = VT je prvoidedl.
(i) R je komutativny okruh = V1 je prienik vsetkych prvoidedlov obsahujicich I.

(11i) Nech I je O-dimenziondlny, I # R. Potom I je primary < I je v prdve jednom
mazximdalnom idedle.

(iv) I je0-dimenziondlny primary a I C K # R = K je v prdve jednom mazximdlnom
idedle.

(v) Ked R je Noetherovsky okruh, potom sa dd kazdsj jeho idedl I napisat
1= ﬂle I; (koneénsj prienik), VI; je primary, /I; # \/I_j, i £ .

Lemma 2.40. Nech I, # I si primary 0-dimeziondlne idedly také, ze /I, # /I,
= L+ 1I,=R.

Dokaz. Sporom. Nech I1 + I, # R, potom existuje maximalny ideal P obsahujuci
I + I,. Podla predoglého tvrdenia (iii),(iv) musi byt P = +/I; = v/I5. Spor. O

Lemma 2.41. Nech K je algebraicky uzdver K. Potom I C Klxi,...,7,] je O-
dimenziondlny < v(I) = {(r1,...,m,) € K"\Vf € If(ry,...,r,) = 0} je konecnd.

Uvazujme teraz nula-dimenziondlny idedl I = (fi,..., fs), (teda idedl taky, ze
systém ur¢eny polynémami f; ma kone¢ny pocet rieseni) a Specializaciu v, ktora
Specializuje vSetky premenné okrem jednej takto: ¢ : K[z,vy1,...,ym| —> K[z]. S
tymito hypotézami méame:
Veta 2.42. Emistuje polynom g € I, Ze:
v(g) generuje (1), degy(g) = degs(¢(9))-
Dokaz. Najprv sa zameriame na primarne nula-dimenziondlne idedly. G je reduko-
vand Grobnerova baza pre I (s ohladom na lexikografické usporiadanie) (takd existuje
[3]), méme:

G = (9017 <o+, 890s0, 9115 - -+, Glsyy - - - 7gn1)7

kde (pre jednoduchost oznacenia budeme uzivat y, namiesto x):

gﬂEGﬂK[yi,...,ym]
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je monicky polyném v y;, Vi

gi;; =0 (mod \/Gﬁ Klyis1s s Yml), Vi,

pre 5 > 0.
Rozlisime dva pripady:

1. 3g;; € GO Kys, ..., ym] taky, ze ©(gi;) # 0
V tomto pripade ¢(I) = (1) = (¢(gi;)) a podmienka pre stupen je splnend,
pretoze degx(gij) = degxsﬁ(gz‘j) = VU

2. GN Ky, ..., ym] C Keryp
Podla predchodzej pozndmky a nasich dvah mame:

(p(I)) = (p(G)) = (¢(go1); - -, (gn1)) = (#(go1)) kde go1 je monicky polyném
v x, preto obzvlast deg,(go1) = deg.(¢(gor))-

Vo vieobecnosti uvazujme I = () I; = [] I; primarny rozklad. Z prvej ¢asti dokazu
vieme, ze v kazdom ideéle I; existuje polyném g;, ze o(I;) = (¢(9:)) a deg.(g;) =
deg.((9:))- Nech g = [T g: a v = »(g) = [I#(g:). Teda mame deg.(g) = deg.(
o(J1 L) =[1(p(L;)), dostaneme p(I) = (7).

Poznamka 2.43. Naznacme preco G md wvedeny tvar. Nech mdme idedl I
K[z1,...,2z:)] = R, ktory je 0-dimenziondlny a primary. I(\Kl[za,...,2,] =: 1,

R = Klz,...,z2,). Pomézeme si Tvrdenim 1.3. Vieme, Ze I je 0-dimenziondlny

idedl R. Ukdzeme, Ze I je tiez primary v R. UvaZujme rozsirenie v : R/T — R/I.

Takze R/ = v(R/I)[z + I].

Pruvok z + I je celistvy nad R/I. (Existuje monicky polynom f € K|[z], pre ktory je

f€l). Teda v je celistvé rozsirenie.

Zobrazenie ¢ z Tvrdenia 1.2 implikuje: MnoZina vsetkiych prvoidedlov v R obsahujicich
I sa zobrazi na mnoZinu vietkych prvoidedlov R obsahujicich I, mnoZina vsetkyjch

prvoidedlov R obsahujicich I je jednoprvkovd, teda mnoZina vietkyjch prvoidedlov R

obsahujiicich I je jednoprvkovd, teda I je primary idedl v R.

Z nula dimenzionality plynie Ze existuje g € I taky, Ze jeho vedict ¢len je mocnina
2z al = (g, \/ﬁiﬂ]) A Grébnerovu bazu I ziskame tak, Ze ku Grébnerovej bdze

VIRNI priddme g.

),
O
-

Priklad 2.44. Nech I = (21, 2),J = (23,22 + x4y) st dve idedly a uvazujme ohod-
notenie @ ziskané polozZenimy = 0. Ak wvazujeme prienik I (| J = (x123, 2223, T1(T2+
r4y), To(To+x4y)) a jeho ohodnotenie: p(I(J) = (x123, ToT3, T122,T3), 2atialco ked
vezmeme p(I) = (x,y), ¢(J) = (x3,x2) dostaneme (1) p(J) = (z123,22).

Veta 2.45._Bud’ I C R=Klz,y1,...,Yn] nula-dimenziondlny idedl,
¢ : R+ Klz] bud $pecializdcia, ktord Specializuje vietky premenné okrem jednej,
potom: G je Gribnerova baza pre I = p(G) je Gribnerova baza pre o(I).
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Dékaz. Vieme z Pozndmky 2.34, ze pre kazdé ¢, p(Lt,(I)) C Lt(p(I)). Ked chceme
aplikovat Vetu 2.35, musime ukézat opa¢nd inkliziu.

Pretoze K|x] je obor hlavnych idedlov, tento fakt plynie z predchodzej vety, ktora
garantuje, existenciu g € [ takého, ze (¢(g)) = (p(I)),deg.(g) = deg.(¢(g)).
Mozeme napisat g(x,y1, ... Ym) = c(Y1,...,Ym)x" + h, aby h bolo v x nizsicho
stupna ako n a ¢(c) # 0. Teraz Lt(¢(I)) = ("), c(vr, ..., ym)2" € Lt,(I) = 2" €
p(Lt (1)) = L(p(D) C p(Lt,(I)). a

Poznamka 2.46. Podmienka, Ze $pecializdcia Specializuje vSetky premenné okrem
jednej je podstatnd. Nasledujici priklad ukazuje, Ze ked nie je splnend, nie je vidy
pravda, Ze Specializacia Griobnerovej baze je stile Grobnerova baza (dokonca v nula-
dimenziondlnom pripade).

Priklad 2.47. Uvazujme nasledujici idedl:

I = (23, 2129, 1123, 1Y + T2, Tox3 — X3, T3, T2y, 23y, y*). Toto je Gribnerova bdza pre
tento idedl, ak $pecializujeme pre y = 0: p(I) = (23, 2129, 1173, To, ToT3 — T3, T3),
zatialéo Grébnerova bdza pre o(I) je (x3,xq,23).

Koneéne mozeme formulovat dosledok pre rieSenie sistavy polynomislnych rovnic.
Je zndme, ze ak ma systém konecny pocet rieSeni, redukovand Gréobnerova baza ma v
korespondujicom idedle trojuholnfkovu formu. TakZe rieSenia mozu byt pocitané so
spatnou substitiiciou a problém je tiplne redukovany na nédjdenie korenov polynémov
jednej premennej nad algebraickym rozsirenim nasledované bud vypoctom NSD
alebo vyhodnotenim (v algebraickom rozsirent).
Aplikaciou predoslych vysledkov sa ukazuje, ze NSD vypocty nie si potrebné a
vystacime si s ,niekolkymi“ vyhodnoteniami.

Désledok 2.48. Bud I C Klxy,...,x,] nula-dimenziondlny idedl, G = (g1, ..., gs)
je jeho Grébnerova bdza s ohladom na lexikografické usporiadanie s x> -+ > x, a
nech (g, ..., a,) € K" ¥ sii korene I\ K|xk, ..., 2. Nech Iy = (gys - - G,) =
(GO K[zk—1,- .- 2n)) \ Klzk, ..., 2,]. Nech g € I}, je polynom minimdlneho stupria
v Tp_1, ktorého vedici koeficient c(xy, ..., z,) (s ohladom na xp_1) nezmizne pri
ohodnotent (ay, . .., ay). Mdame

Ja = Q(Ik—la (07 PR 7an) = NSD((gkl (xk—lv (07 PRI 7an)>7 ey (gkr(xk—la (07 PR 7an)))-
Obzvldst ked ay_q je koreni go, potom (g_1, Qs - - ., ) je koren I (VK[zg_1, ..., Tn].

Dokaz. Dokaz plynie priamo z predchodzej vety s uvdzenim, ze Specializacia
o : INK[xg_1,-..,2,] — K[x)_1], definovand
P @ty Tn)) = F(Thrs Q- ). 0
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Kapitola 3

Odmocninové kody

V tejto casti definujeme triedu odmocninovych kédov a popiseme niektoré ich
zakladné vlastnosti.

Definicia 3.1. Nech L C R, U{0},L = {l1,...,In} a P = {g1(2),...,9.(2)} v

Foym|z] také, Ze Vi = 1,..., N ezistuje prinajmensom jedno j = 1,...,r také, Ze

gi(l;) # 0. Oznacime C = Q(q,n,q™, L, P) kod definovany nad F,, ktorého paritnd
matica je nasledujica:

gr(l) - gr(ly) g-(L)
Hovorime, Ze C je odmocninovy kod.

Poznamka 3.2. Kod C = Q(q,n,q™, L, P) je linedrny nad telesom Fy, jeho dizka je
N = |L| a jeho vzdialenost d > 2, pretoze H neobsahuje Ziaden stl/pec pozostavajici
len z nal.

Ak 0 € L, predpokladame Iy = 0 (hociaké preusporiadanie ddva ekvivalentny kdd).
Budeme oznacovat L mnoZinu R, \ L.

Definicia 3.3. Nech C = Q(q,n,q™, L, P) je odmocninovy kéd a v € (F,)".
o Ak L =, hovorime, Ze C je maximdiny.
o Ak P C F,lx], hovorime, Ze C je vlastny.

e Ak 0 ¢ L, hovorime, Ze C neobsahuje nulu, inak C obsahuje nulu, ale
VN = 0.

Poznamka 3.4. PretozZe kazdd funkcia z Fym do Fym moze byt vyjadrend ako polyndm,
moézZeme v mnozine P akceptovat taktiez raciondlne funkcie typu f/g, f, g € Fym také,
ze g(T) # 0 pre kazdé T € Fym. Odteraz budeme uvaZovat aj takéto funkcie.
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Priklad 3.5. Nech q = 2, n =7, ¢q" =8, L = Fps = (8 U{0},8° = B+ 1,
P ={0:1(2) = 77, 92(2) = zz5%=7}. Sedem siedmych odmocnin z jednej si proky
F;, R; = F. Odmocninovy kéd C = Q(2,7,8, Fg,{g1,92}) obsahuje nulu (0 € L),
je maximdlny (L = R, \ L = @), vlastny (g1, g € F[x]) a jeho paritnd matica je
nasledujica:

H:(gl(l) a(B) a1(B*) 0i(8%) 91(BY) a1(B°) a:1(8°) 91(0))
92(1) 92(8) 92(8?) 92(8°) 92(8Y) 92(8°) 92(8°) 92(0)

Pre konecné teleso L = Fys = (B) U{0} plati, Ze kazdy z jeho T prokov okrem nuly sa
dd vyjadrit ako mocnina generdtora, teda ako mocnina prvku 3 (B je primitivng prvok
telesa Fy s minimdlnym polynomom x3 + x + 1, Fy izomorfné s Fylz|/(x® + x +1)).
S pomocou podmienky 32 = 8+ 1 si vyjadrime vietky proky telesa:

B=p,0=00=0+1,0 = +8,=F+6+1,=7+1,5" =1

Teraz upravime maticu H:
T_—

5(8) = 5T = HOE 5+ ) =12 0@ =175 0(5) = 5

z toho lahko, len prendsobenim prvkom (B dostaneme:

92(8) = B (B) = B> =B+ 1,
d’alej:
1 432 3_
W) =gy 0 aBNF G+ =17
a8 =175 (5% = 5 = 52+ 8,
92(8%) = B*q1(B%) = B° = B* + 1,
Po vyjadrent vsetkych prvkov matice dostaneme:
g_ (1 B B+B 3 B g p+p 1
1 B+1 B2+1 B+p+1 B2+6+1 2+1 41 0

Y . .o . . . . ~o . P)
Teraz hladame riesenie paritnej matice H, moZeme si to reprezentovat v takomto
tvare:
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Kde a; € F5, Vi=1,...,8.
Po roznasobeni dostaneme nasledujice dve rovnice:

ay + apB* + az(B* + B) + ayf? + asB + agB + a7 (5% + ) +ag =0

ar+ag(B+1)+az(B24+1)+ay (24 B+1)+as(82+B+1)+ag (B2 +1)+a7(B+1)+ag0 = 0

Nasledujiica matica je o velkosti 6 X 8 a dostaneme ju spojenim dvoch matic o velkosti
3 X 8 pod seba. Tie dve matice ziskame z nasich dvoch rovnic takto:

Matica 3 x 8 md na mieste [i,j] ¢islo 1, prdve ked B* # 0 pri koeficiente a;, pre
i =0,1,2 (v oboch rovniciach vidime, Ze sa ndm tam vyskytuje B len do stupria 2),
j=1,...,8, inak tam md nulu. Tuto maticu ndsledne upravime pomocou Gaussovej
elimindcie na odstupriovany tvar a vysledni maticu oznacime M :

1 00000O0O01 1 000O0O0O01
00101110 01110010
01110010 N 00101110 _
11111110 0001O0O0T1O0
01011010 000O01T1TQO0T71
001111060 000O0O0OT1T1PO0

Ako vidime, dimenzia riesenia je dva. To bude aj hodnost matice rieseni G, v ktorej
vektory tvorené zo siedmeho a 6smeho miesta, zvolime linedrne nezdvislé. Ostatné
Zlozky dopocitame tak, aby platilo (0 tu predstavuje nulovi maticu 6 x 2) MG = 0:

)

G je generujiica matica kédu C' (Pre overenie HGT = 0 (0 je nulovd matica 2 x 2)).
Ako hned’ vidime vdhové rozdelenie kédovych slov je {Ag =1, A; = Ay = Az = Ay =
0, A5 =2, Ag = 1}.

Ag = 1 pretoze kazdy linedrny kod obsahuje nulové slovo,

As = 2 pretoze prvy, prvy + druhy riadok maji vahu 5,

Ag = 1 pretoze druhy riadok md vihu 6.

7 vdhového rozdelenia ndm plynie, Ze kéd md minimdinu vzdialenost 5.

Celkom: kéd C je [8,2,5]-kdd.

0101
1 111

==
| =

Definicia 3.6. Lubovolny generdtor multiplikativnej grupy telesa F,, teda generdtor
grupy Fy sa nazgva primitivny prvok.

Prvok a je generdtorom grupy (Z,,+ (mod n)) prdve vtedy, ked cisla a a n si
nestdelné. Teda pocet primitivnych prvkov telesa F, je rovny poctu c¢isel mensich
nez ¢ — 1 nesoudélnyjch s ¢ — 1.

Priklad 3.7. Nechq=2,n=5, ¢q" =2% L=Rs, P ={g =2 +y"2® + 22 +
a4+ 43}, v je primitivng prook telesa Fig, v* = v+ 1. Nech C = (2, 5,2%, R5, P)
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neobsahuje nulu (0 ¢ L), je mazimdiny (L = R, \ L = @) a jeho paritnd matica je
nasledujica:

H= (90 90 9(3°) 94" 9(v") ) =(+*+?* 7* +* ¥*+1 1)

Tak, ako v predchddzajiicom priklade vieme ziskat maticu M a z nej generujicu

maticu kodu C, maticu G.
i~

11
00

= 1S
S~

= =
—_

Plati: HGT — ( 8 )
Kod C' je teda [5,2,3]-kdd.

Je kod C vlastny?
Skiisme to spocitat bez pomoci poéitaca. Iny dokaz ndjdeme v [}] Pripomenime si,
ze kod je vlastny, ak pre polynom f, ktory ndm urcuje riadky paritnej matice H, je
f € F,x]. V nasom priklade q = 2.
Zaved'me si oznacenie 0 := 3, teda 0> =1, 0* = 0% + 0% + 0 + 1.
Minimdlny polyném prvku 0 nad Fy je Mp(x) = 2* + 23 + 22 + 2+ 1 (=
Dd sa napisat:
flz)=>""aix" = g(x) = Z?:O(Zi (mod 5)—;j @)%, ak x je mocnina proku 6.
g = gF (mod3) " £(gF) = ¢(6%), pre Vk € Ny.
Urobme si prehladni tabulku virazov 0% az 0° dosadensjch do z° aZ x*.

M),

0 e 03 o* 1
1 1 1 1 1 1
T 0 62 & P +0>+04+1]1
x? 62 0 +02+60+1 0 6° 1
3 03 0 03 +0°+60+1 0? 1
2| P+ +0+1 03 62 0 1

Prevedme si nds tabulkovy zdpis do maticovej formy. Teda matica A predstavuje
tabulku, ktoru si rozpiseme ako sicet Styroch matic Ay, A1, As, As, kaZdi v rade
prendsobenou tou spravnou mocninou prvku 6:
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11111 000O0O 000O0O
00011 10010 01010
A=10100 1|+ 0110016+ 11000 |6+
00101 01 10O 00110
100 01 10010 10100



63

+
-0 O O
—_ o = O O
O~ O~ O

O = = O
OO o oo

0

Mdame: f(z) = ap+ayx+ax®+azar®+asat € Fylx]. Oznacme: d = (ag, ay, az, as, ay).
Ako si mozeme vsimniit, rozpisom do matic sme dosiahli tejto rovnosti:

(f(6), F(62), F(6%), F(6), f(1)) = TA =T A+ T A0 + 0 A0 + @ A

Ak f wurcuje riadky paritnej matice kodu C', G je generujica matica kodu, tak musi
platit:

TAGT = TAGT = TAGT = T AGT =

S OO OO
S OO OO

Teda pocitajme (maticu G sme uz v tomto priklade uréili):

11111 10 11
00011 10 0 0
AGT=]101 00 1 11 ]=|11
00101 0 1 10
10001 0 1 11

00

11

AlGT:()l

0 1

11

Podobne postupujeme a vypoéitame AsGT, AsGT. Urobime maticu 8 x 5. Vznikne
postupnym. pripojenim matic (AgGT)T, (A,GT)T, (A,GT)T, (AsGT)T pod seba. Up-
ravime ju elimindciou na odstupriovany tvar. Vysledni maticu oznacime B.

0

2
O OO O =
OO O = O
OO = O
O~ =)k O
—_ O O =

I

Sy

[sNeNeoNeoNoNol S
O R R R = = O

__ 0O Ok O =
—_— OO, ), OO
SO = O - = ==

Ako vidime, Ze vyhovujiuci je len jeden vektor a to:

a = (ag,ay,as,as,ay) = (0,0,0,0,0) (koeficienty urcugjice polynom f).
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Zaver: Ak f urcuje riadky paritnej matice H kodu C, tak f je nulovy polynom, to
znamend, Ze nenulovy polynom s koeficientami v Fy neexistuje, ¢o nam implikuje, Ze
kod C nie je vlastny. Takto mézme postupovat obecne:

Pri zistovani, ¢i nejaky kéd C, s mnozinou P C Fym, ktorej nenulové polynomy
vytvdragi paritni maticu H je vlastny, teda ¢t tie polynomy leZia v F,. Zostavime
si tabulku za pomoci podmienky pre 0 v tomto priklade to bolo 0* = 63 + 6% + 0 + 1
(minimdlny polynom primitivnej n-tej odmocniny z jednej). Z nej si urobime maticu
A, analogicky postupujeme dalej, a? ziskame maticu B. RieSenie matice B ndm
uddva koeficienty polynomu, ktory lezi v F, a urcuje riadky matice H kédu C. V
nasom pripade nam vysl vsetky koeficienty nulové, takzZe polynomy ktoré tvoria par-
itnd maticu lezia v Fym, teda tu sme dokdzali, Ze kéd nie je vlastny.

Poznamka 3.8. Za ticelom definovat rovnaky odmocninovy kdd, je moiné pouit
rozne n. Napriklad mézeme definovat linedrny kéd s dizkou N = 5, pouZit 5 piatych
odmocnin z jednej alebo 5 prvkov vyberieme z mnoZiny 7 siedmych odmocnin z jednej.
Pozrime sa nasledujici priklad.

Priklad 3.9. Nech C je linedrny kod nad Fy s paritnou maticou:

11010
H‘(00111)

e Dd sa ukdzat, Ze C je maximdlny, neobsahuje nulu a je to odmocninovy kéd
C = Q2,5,21, Ly, Py), kde Ly = Ry = {7*,7%,7°,72,41} C Fis = (7) U
{0}, 7' =7+ 1, P C Fig[z] je Pr = {91, 92} 5

g =72t + M M B 4+ 1, g0 = Y22t 4P eyt + %+ L

e Na kdd sa moéZeme tieZ pozerat ako na nemazimdlny odmocninovyj, neobsahujici
nulu s parametrami C = Q(2,7,23, Ly, Ps), kde Ly C Ry = Fy = (B8),3° =
6 + 17L2 = {67627637547ﬁ5}77)2 C FQS[t] j@ P? = {phpQ} S

pr=t" 424t 4+ 1,py = B+ 553+t + B
o Navyse kéd C mozeme brat ako nemazimdlny odmocninovy, obsahujici nulu s
parametrami C' = (2,7,23, L3, P3), kde L3 C Fy,Ls = {3, 5%, 33, 8,0},Ps C
Fg[Z] j@ 7)3 == {hl, hg} S
hy = B°24 + 23 4+ B°2% + Bz by = 02 + 3322 + P2+ 1.
e Povsimnime si, Ze kéd C nemoze byt mazimdlny odmocninovyj, obsahujici nulu.

Nasledujtice tvrdenie ndm ukazuje, Ze obzvlast kazdy samoopravny kéd moze byt
videny ako odmocninovy pre vhodné hodnoty n.
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Tvrdenie 3.10. Nech C je kéd nad telesom F, dl/zvky N. Potom C je odmocninovy
pre kazdé n > N — 1 také, Ze (n,q) = 1. Hlavne:

1. akn = N, potom C je maximdalny, neobsahujici nulu,
2. akn= N —1, potom C je maximdlny, obsahujict nulu.

Doékaz. Nech C' je linedrny kod nad F deky N, dimenzie k a d > 2, s paritnou
maticou H = (h;;) € (F,)N¥*N_ Pretoze d > 2, neexistuje ziadne j = 1,..., N
také, ze h;; = 0,Vi = 1,..., N — k. Nech n je prirodzené cislo také, ze n > N —
1,(n,q) = 1. Nech R,, = {a,...,a,} je mnozina vietkych n-tych odmocnin z jednej
nad Fj,.

Predpokladajme, ze n > N. Nech L je podmnozina R,,|L| = N,r = N — k.
Vdaka Lagrangeove]j vete o interpoldcii mozeme néjst r polynémov g;(z) € Fym|z]
takych, ze g;(aj) = h;j,Vo; € Lyi=1,...r,j =1,...,N,h;; je prvok Fym. Dame
polynémy g;(x) do mnoziny P = {g;}1<i<,. Polynémy g;(x) maju takud vlastnost, ze
pre kazdé i = 1,...,r existuje aspon jedno také 1 < j <r, ze g;(a;) # 0. Potom je
zrejmé, ze kéd C' neobsahuje nulu a je odmocninovy (g, n,¢™, L, P) kéd.

Ak volime n = N, tak C' je maximalny, pretoze L = R,,.

Nech L pozostava z prvku 0 a z N — 1 prvkov R,. S argumentom vyssie je lahké
dokézat, Zze C je odmocninovy kéd obsahujici nulu.

Ak n = N —1, tak kéd C' je maximdlny, obsahujici nulu, pretoze L = R, U{0}. O

Désledok 3.11. C je kéd < C' je odmocninovy kod.

Tvrdenie 3.12. Nech NSD(n,q) = 1 = rozkladové nadteleso polyndmu
a" — 1 € Fylz] je teleso F}", m > 1, kde m je najmensie také, Ze ¢™ =1 (mod n)

Poznamka 3.13. e NSD(n,q) =1 = ¢*™ =1 (mod n)

e NSD(n,q) #1=q=p'=n=pn; = 2" —1= (@) —1= (2™ — 1)
Rozkladové nadteleso polynomu x™ — 1 je to isté ako pre polynom x™ — 1

Tvrdenie 3.14. Bud F = FJ" rozkladové nadteleso ™ — 1 nad Fy, a primitiond
odmocnina z jednej, NSD(n,q) = 1. Potom 2" —1 = (x — 1)(z —a)--- (x — a"1).

Nerozlozitelné faktory polynomu ™ —1 si minimdlne polynémy prokov 1, o, ... o™

Definicia 3.15. Nerozlozitelné faktory polynému x™ — 1 sa nazjvaji cyklotomické
polynomy nad telesom Fylx]. k € {0,...,n — 1}, polozme Cy = {k,kq, ..., kq" '}
ndsobenie (mod n), sa nazyva cyklotomickd trieda prvku k modulo n.

Tvrdenie 3.16. NSD(k,q) = 1 = minimdlny polyném prvku o* nad F, je: M¥ =

Hieck. (v —a')

Tvrdenie 3.17. Kazdy binarny kod dl/zvky N sa dd napisat ako vlastny odmocninovs
kod.

29



Dokaz. Nech ¢ = 2. Ndjdeme n, NSD(n,q) = 1, aby existovalo asponn N roznych cyk-
lotomickych tried polynomu 2™ —1 € Fy[z]. A oznacme k pocet tychto tried. Vyberme
jeden prvok z kazdej cyklotomickej triedy: aq, . . ., ag. Nech toto si odpovedajtice cyk-
lotomické polynomy: ¢y, ..., cx, kde ¢; € Fy[z]Vi. Nech ¢;(x) = ﬁ"(;)l € Fy[z]. Urcite
¢iay) = OVj # i a ¢(a;) # 0. Potrebujeme polynom ¢;(x) modifikovat tak, aby
¢i(a;) = 1. Nech Qi, O a? ... ,0421 su presne prvky cyklotomickej triedy «;. Potom
(Gi(ew)ei(ai®) - &i(ai® ))2 = &(ai® )Cz<051 ) C%(O‘%Ql H) = &(ai?)é(a) - Cl<az)-
(Zrejme plati Vp € Fy: p(z)? = p(2?)). Preto volme & = ¢(z)é(2?)--- G(22") €
Fy[z], potom: (¢;(;))? = éi(a;) # 0 = ¢é(a;) = 1. Polynémy ¢; ddvaji po dosadeni
prvkov aq, ..., an vektory kanonickej baze. Potrebujeme najst polynomy g, ..., gm,
aby sme po dosadeni tychto prvkov z L dostali paritnd maticu H koédu C. Teda
polozme g; = vaqu[ﬂ ¢ Vi=1,.

Nech L = {ay,...,an}, P =A{a, ... ,gN} Vldime, ze kéd C = Q(q,n,q™, L, P) je
vlastny (V polyném z P € Fylz]). O

3.1 Pocitanie vzdialenosti a rozdelenie vah
pre odmocninové koédy

V tejto casti ukdzeme metdédu, ako pocitat vzdialenost a rozdelenie véh kédu C,
reprezentovaného ako odmocninovy kod.
Pre nase tcely potrebujeme definovat nasledujice idedly.

Definicia 3.18. Nech C' = Q(q,n,q™, L, P) je odmocninovy kdd, w,w prirodzené
c¢isla také, Ze 2 <w < N =|L|,1 <@ < N — 1. Oznaéme J,(C)idedl:

Jw = Jw(C) = Jw(Q7n7qm7L77D) C qu[Zl, ces Ry Yty e ayw]7

- g—1 “ 1
= (D wngs(zn) <o {0 = 1higycus {93 (20 7)) hisicycun {5 hi<i<w);
[Lez(z —1)

h=1

(3.1)
n—1 n— z?—z"
kde pij = Y g 2har ' h— =S Je v Fylzi, 2.
Oznacme
1(Jw) = [V(Jw)|
celé cislo.
Poznamka 3.19. Ak sme len v bindrnom pripade (¢ = 2), premenné y;,j =1,...,w

av siul atak ich vynechdavame a dostdvame idedl:
Jo = Ju(C) = Jp(2,n,2™, L, P) C Fom[21, ..., 2w Y1y - - s Yuo)

Juw = 9s(zn) h<s<rs {pii (26, 7)) h<ici<w, {%}Kﬁw)-
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Tvrdenie 3.20. Nech C = Q(q,n,q™, L, P) je odmocninovy kdd.

Ked neobsahuje nulu, tak

existuje aspori jedno kédové slovo vahy w v C' < ezistuje aspon jedno riesenie J,,(C).
Navyse, pocet kodovych slov vahy w je:

w2,

w!

Ay =

Dokaz. Oznacme C,, mnozinu kédovych slov véhy w, S, mnozinu permutécii w

prvkovej mnoziny. Najdeme bijekciu v(J,,) a C,, X Sy, potom |C,| = W

Rozmyslime si, ako vyzeraji prvky mnoziny v(Jy): y;‘-'_l —1=0Va<j<w<s
O;éu]GFq,ﬁz(ﬁv’aS]§w(:)z]EL,p,](z,,zj):OﬁzZ%zj,
2t =27 =1L Ak (U1, Uuws 215 -+, Z0) € V(Jw), U1, -+, Yo st nenulové prvky Fy
a Z1,..., %y st rozne prvky z L. Nech Z; = l;;), potom rovnica ), gs(%)y; = 0 je
splnend < ¢ = (c1,...,cy) € Cokde ¢, =0, ak k ¢ {j(1),...,5(w)}, c(k) = j(i), ak
k = j(i) pre vhodné i = 1,...,w. Nech ¢ € Cy, nenulové prvky na pozicidch i, . .., i,
oznacme ¥y, . . ., Y. Dvojici (¢, ) priradime riesenie ( s Cinys bingayr -+
Kde Iy,...,ljp si prvky L ocislované tak, ako vytvaraju Stipce matice H. Kedze
predpokladame, ze su po dvoch rozne, vidime, ze definované zobrazenie C, X S, je
prosté. Lahko nahliadneme, Ze je tiez na. (Kazdy prvok v(J,,) vzniké na siradniciach

Y1, - - - Yo Permutaciou prvkov C,,). O

Ciﬂ(1)7 c. iw(w))‘

3.2 Polyném pre detekciu chyb

V Tvrdeni (3.17) bola ukdzand existencia polynému pre detekciu chyb pre vlastné

maximéalne odmocninové kody, ktoré neobsahuju nulu. Ukazeme si hlavné mySienky
dokazu.
Nech K je teleso (nie nutne konetné). G je Grobnerova baza 0-dimenzionalneho
vlastného idedlu J C K[S, A, T],S = (s1,...,81), A= (a1,...,ar), T = (t1,...,tm)
s ohladom na lexikografické usporiadanie S < A < T a s premennymi v A uspori-
adanymi a; > --- > a. Potom prvky mnoziny GN(K|[S, A]\ K[S]) mozeme zoradit
do blokov {Gi}ISiSL:

G1 = {9171(S, ar, ... ,ag,al), e ,91711(5, ar, ... ,ag,al)},

GQ = {gg,l(S, ar, ... ,ag), e ,gg’b(S, ar, ... ,ag)},

Gr={91:(S,ar),...,90.1,(S,ar)},

ze plati:
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o Vi, G; C K[S,ar,...,ain][a] \ K[S,ar, ..., aiw1],

e idedl generovany U;-;G; je vlastne i-ty eliminacny idedl J;,

Ji:JHK[S,CLL,..‘,CLi].

Z vlastnosti Grébnerovej baze mame, Ze G; # @ pre Iubovolné 1 < i < L. Kazd4
G; sa da rozlozit do blokov polynémov v zdvislosti od ich stupiia s ohladom na

premenné a;:
A;
Gi =G,
5=1

ale nejaké G;s mozu byt prazdne. Ked g € G,5, mame:
e g K[S,ar,...,ai1][a;))\ K[S,ar,...,a;41]

e deg,,(9) =69 =0bal+-- b= Lp(g) € K[S,ay,...,a;1] (kde Lp(g) oznacujeme
vedtici polyném ¢ s ohladom na a;)

Nech N;s je pocet prvkov G;s. Pomenujeme prvky mnoziny G5 = {gis;, 1 < j <
N;s} po ich poradi:

Poznamka 3.21. Zosumarizujme:
Nech mdame dva polynomy gipn € Gip @ gis; € Gis, tak:

gipn < Gis; < W(gipn) < t(gis;) & (3.2)
e [ > alebo
e [=1,D <9 alebo
el—i D=6 h<j

PretoZe J je 0-dimenziondlny, mozeme zrejme rozloZit varietu eliminacényjch idedlov

takto: Nech Js = J N K[S], Jsuary = J NKI[S,arl, ..., Jsufas,...ary = J N K[S, Al
Mdme:
1. v(Js) =Sk

Zf ={(51,...,5n) € v(Js)|Iprdve j roznych hodnot
{a),....a"}, (51, 5n,a))) € v(Jsogay), 1 <0 < gk
A(L—1)~L—
2. V(JSU{aL}) = l—ljil )E]L 17 S
Ef‘l ={(51,...,5n,a1) € V(Jsu{a,})|Fprave j roznych hodnot

@, ... a9, Gy, Snan, @) € v(Jsutapap ) 1 < i <5}
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3. V(Jsuag,any) = NTVE L 2 << L

2?*1 ={(531,...,8n,0a,...,an) € V(Jsufay,....an})|FPTdvE J rOZRYCh hodnot

{@21_)17 s 7(35321}, (51, v 7§Na a’La e adha dgﬁl) € V(JSU{aL,.A.,ahfl})a 1 S 1 S ]}7

Vsimnime si, Ze pre lubovolny 0-dimenzionélny idedl .J, nemoZeme ni¢ povedat
o A(h), iba to, ze A(h) > 1 pre kazdé 1 < h < L. Predstavme si teraz triedu idedlov
dolezitych pre nas kontext.

Definicia 3.22. S doterajsim znacenim hovorime, Ze idedl J je rozvrstveny, ak:
1. Mh)=h,pre 1l <h<La
2.5 #0,1<h<L, 1<j<h
Veta 3.23. Nech J je radikdlovy, rozvrstveny ideal, potom pre 1 <1 < L,
G; = Us_,Gys,

sGs#£0,1<6<ial<i<L.
Naviac

o V1l < i < L, Gy = {gin} (existuje len jeden polynom v G; so stupriom i a
ohladom na a;);

o V1 <i< L, Lp(gin) = 1, lt(gi1) = a.
V dalgej definicii adaptujeme idedl J,, z definicie na opravovanie chyb.

Definicia 3.24. Nech C = Q(q,b,q™, L, P) je neobsahujici nulu, mazimdlny odmoc-
ninovy kéd, so schopnostou opravy t chijb. Oznacme Jt idedl:

ot
JNC Fym(T1, oo @y 215y 26U, - - 5 Yt

t
T = (3 mg(n) — whzszr ()"~ Thsise
h=1

{22055 (21, 2) Yiga<ig<e, {571 = zihi<<t). (3.3)

GY je Grobnerova bdza idedlu J s ohladom na >.

Vsimnime si, Zze premenné x4, . . ., x, reprezentuju samoopravné syndromy, 21, . . . , 2
pozicie chyb a y,...,y; hodnoty chyb.

Lemma 3.25. Idedl J° je radikdlovj a rozvrstveny.
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Lemma 3.26. V Grébnerovej baze Gt existuje polyndm typu:
g = Zf + at_lzf_l + -+ ag,a; € qu[X]
(Staci vziat i =t a g = gu1).

Veta 3.27. Ak kod C je vlastny mazimdlny odmocninovy neobsahujici nulu so schop-
nostou opravy t, potom C vlastni polyném pre detekciu chijb.

Dékaz. 7 predoglého faktu, polyném typu g = zf +a;_120 " + -+ + ag, a; € Fym[X]
existuje v J*. Pretoze C je vlastny, véetky polynémy idedlu J* maji koeficienty
v F, ateda g musf lezat v F,[X, z,]. Tvrdime, ze L = g(X, z) € F,[X, 2] je polyném
pre detekciu chyb pre kéd C. Polyném g urcite vyhovuje podmienke 1 v Definicii
polynému pre detekciu chyb, k podmienke dva je dobré si uvedomit, Ze samoopravné
syndrémy v(J' N F,[X]) a g st v J9, preco dostaneme sprdvnu ndsobnost nuly
¢lanok [4] neobsahuje. O

Pretoze cyklické kédy su vlastné maximalne odmocninové neobsahujice nulu,
dostaneme Specialny pripad tejto vety. A to, ze: Cyklické kédy maji polynémy pre
detekciu chyb.
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