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Abstrakt: Jedna ze zakladnych problému matematické statistiky predstavuje
urceni neznamého rozdéleni nebo odhad neznamého parametru z predepsané
rodiny rozdéleni s vyuzitim vysledku nezavislych pozorovani. Je znamé, ze v
mnoha ptipadech feseni tohoto problému nevyzaduje znalost vsech vysledku,
nybrz pouze jejich urcitou funkci. Zpusob konstrukce takovych funkei, které
poskytuji postacujici material pro feSeni tohoto problému, piinesl ideu
postacujicich statistik. V uvedené praci definujeme postacujici statistiky a
prostudujeme kritérium postacitelnosti, znamé jako Fisherovo-Neymannovo
faktorizéni kritérium zobecnéné Halmosem a Savagem. Prozkoumédme rodinu
jednorozmérnych rozdéleni, jejichz urcité mocniny pripoustéji postacujici
statistiky. Déle se podivame na minimalni a netrivialni postacujici statistiky
a ukazeme, ze mezi regularnimi rodinami rozdéleni pouze exponencidlni
rodina hustot ma tu vlastnot, ze jeji urc¢itd mocnina vyhovuje fakto-
rizacnimu kritériu. Nezbytnd ¢ast prace je vénovana vypoctu postacujicich
statistik pro nékteré rodiny rozdéleni. Na zavér prikladame vhodné ptiklady.
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Abstract: One of the fundamental problems of mathematical statistics is
the determination of an unknown probability distribution or estimation
of the unknown parameter(s) from some prescribed family of distributi-
ons by using the results of independent observations. It is known that in
many cases, solving this problem does not require necessarily the complete
knowledge of the results themselves but only certain functions of them.



The way of constructing such functions, which provide enough material
for solving these problems, brought the idea of sufficient statistics. In the
presented work, we give the definition of sufficient statistics and study the
criteria of sufficiency, known as the Fisher-Neymann factorization theorem
generalized by Halmos and Savage. We study the family of one-dimensional
distributions, some power of which allows the sufficient statistics. Further,
we look at minimal and nontrivial sufficient statistics and show that among
the regular family of distributions only exponential type of densities have
the property that some power of them satisfies factorization criteria. Es-
sential part of the work is devoted to the calculation of sufficient statistics
for some family of distributions. At the end, appropriate examples are given.

Keywords: statistics, sufficient statistics, minimal sufficient statistics, facto-
rization theorem, exponential family.



Uvod

Postacujici statistiky maji dulezity vyznam v matematické statistice,
zejména v oblasti teorii odhadu. Uvazujme takovou statistiku, kterd obsa-
huje vsechny informace, které lze z daného ndhodného vybéru Xi,..., X,
vzhledem k odhadovanému parametru ziskat. Statistika s touto vlastnosti
se nazyva postacujici.

Idea postacujici statistiky vznikla jako dusledek zakladniho problému
matematické statistiky, pfi némz chceme urcit nezndmé rozdéleni a jeho
parametry ze znalosti realizaci n nezavislych pokusi. Jiz diive bylo objeveno,
ze feSeni tohoto problému nevyzaduje nutné znalost vysledku jednotlivych
pokusu, pouze jejich urcité funkce.

Je zrejmé, ze samotny nahodny vybér Xy, ..., X,, je postacujici statisti-
kou. Takova postacujici statistika se nazyva trivialni. V realnych ptripadech
se ovSem zajimame o postacujici statistiky, které jsou dany mensim poctem
slozek, o tzv. netrividlni postacujici statistiky. Pokud lze dané rozdéleni na-
psat jako souc¢in dvou funkci, kde jedna zavisi pouze na ndhodném vybéru,
a druhd na uréitém parametru (popfipadé na ndhodném vybéru také), bude
mit toto rozdéleni vzhledem k tomuto parametru netrividlni postacujici
statistiku. Ukézeme, Ze takové rozdéleni musi pattit do tzv. rodiny expo-
nencidlnich rozdéleni. Mezi ruznimi rodinami rozdéleni pouze tato rodina
ma tu vlastnost, ze k ni existuje postacujici statistika, pocet jejiz slozek
zustava omezeny pii rostoucim rozsahu vybéru.

V prvni kapitole uvadime zakladnou definici statistiky, postacujici a mi-
nimalni postacujici statistiky, které jsou nezbytné ke konstrukci dalsich tvr-
zeni. Zaroven dokazeme jednoduché kritérium pro nalezeni postacujici sta-
tisiky.

Druh4 kapitola se zaméfuje na jednorozmérné rodiny rozdéleni. Ukazeme
v ni, ze mezi rodinami rozdéleni, jejichz nosi¢ nezavisi na parametru, pouze
v exponencialni rodiné rozdéleni existuje postacujici statistika, jejiz rozmér
s rostoucim rozsahem vybéru zustane omezeny. Podminka postacitelnosti



ostfe omezuje mozné formy rozdéleni. Ve druhé kapitole tedy popisujeme
dvé vyznamné typy exponencidlnich rodin: F'(z — 6) s parametrem polohy a
1/oF(1/0) s parametrem méfitka. V téchto specidlnich piipadech upfesnime
tvar exponencialni rodiny.

Priklady aplikace vyse uvedené teorie obsahuje kapitola treti.



Kapitola 1

Zakladni definice a véty

V této kapitole uvedeme zékladni definice a véty, které potiebujeme ke kon-
strukei hlubsich tvrzeni. Pokud to néni uvedeno jinak, definice a tvrzeni jsou
z [2].

Necht (Q, A, Py) je pravdépodobnostni prostor, kde Q je neprazdnd
mnozina, A je c-algebra podmnozin €2 a P je pravdépodobnostni mira,
kterd patif do rodiny {Py,0 € O}, kde © je parametricky prostor. Necht
X :(Q,A) — (X,S) je ndhodna velic¢ina, kde S je o-algebra podmnozin X'
Necht 0(X) = o([X € B], B € S) je 0-algebra generovéna ndhodni veli¢inou
X. Potom vybérovy prostor X je mnozina hodnot, kterych muze nabyvat
nahodnd veli¢cina X. Necht n € N a oznatme X™ = x}_, X, kde X}, := X
kartézsky soucin a 8" = ®}'_; Sk, kde S, := S soucinovou o-algebru. Vektor
X=(X1,...,Xpn): (2, 4) = (A", S") se nazyva nahodny vektor.

1.1 Zakladni definice a pojmy

Definice 1.1.1. Méritelné zobrazeni T : (X", S8™) — (R™,B™), kde m <n
a B je mnozina borelovskych podmnozin R™, se nazyva statistika.
Definice 1.1.2. Statistika S : (X", 8") — (R™,B™) je postacujici pro ro-
dinu {P,0 € ©}, pokud pro kazdé A € 8" existuje funkce 14 = ¥ 4[S(X)]
takova, ze pro kazdé 6 € © plati

PQ(A|S) :wA, Pg—S.j. (111)

Podminka (1.1.1) fikd, ze podminéna pravdépodobnost libovolného jevu
za podminky S je nezavisla na parametru 6. Pro rodinu {P,0 € ©} mo-
hou existovat ruzné postacujici statistiky. My se snazime najit postacujici
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statistiku s co nejmensim poctem slozek tak, aby se pritom neztratila zadna
informace o parametru 6. K tomu ucelu definujeme minimalni postacujici
statistiku.

Definice 1.1.3. Postacujici statistika 7" : (™, S") — (Rl, Bl) se nazyva mi-
nimalni pro rodinu {Fy, § € O}, pokud T je funkei kterékoliv jiné postacujic
statistiky:.

To znamend, Ze statistika 7' je minimélni pro {P,0 € ©}, pokud pro
libovolnou postacujici statistiku S : (X", 8™) — (R™, B™) plati, ze

(B € ST(B")

kde T-1(B') a S~Y(B™) jsou o-algebry generované ndhodnymi veli¢inami S
al.

Pokud T je minimalni postacujici statistika a pro libovolnou postacujici
statistiku S plati, S~1(B™) c T 4B, potom S~Y(B™) = T-}(B"). To
znamena, ze statistika, kterd zavisi na minimélni postacujici statistice je
sama minimalni postacujici statistikou. Dvé statistky, které jsou soucasné
minimalni a postacujici, jsou ekvivalentni.

1.2 Halmosova a Savageova faktorizacni véta

Definice 1.2.1. Necht (X, S) je méfitelny prostor, kde S je o-algebra a u a
v jsou miry na §. Rekneme, Ze v je absolutné spojita vzhledem k p, jestlize
pro kazdou E € § plati

w(E)=0=v(E)=0.

Nésledujici véta popisuje rodinu rozdéleni pro kterou je dand statistika
S postacujici. Poznamenejme, ze kazdé rozdéleni {Py, 6 € O} je absolutné
spojité vzhledem k néjaké mite pu. V takovém pripadé tikame, ze rodina { Py}
je dominovéana mirou p. Nasledujici Véta a Lemma se najde v knize [2].

Veéta 1.2.2. Statistika S : (X™,8") — (R™,B™) je postacujici pro ro-
dinu {Py,0 € O}, kterd je dominovina mirou p pravé tehdy, kdyz hustota
dd% = p(x;0) pripousti faktorizaci:

p(x;0) = R[S(x);0]r(x) s.j7. p,0€0, (1.2.1)
kde R(-;0) je nezdapornd B™-méritelnd funkce a r(x) je nezdpornd
S"-meritelnd funkce.



Véta 1.2.2 v této formulaci byla dokdzana Halmosem a Savagem [2]. Difv
a v méné zobecnéné formé tuto vétu dokazali Fisher a Neymann. Proto se
v literatuie vétsinou nazyvaji Fisherovou-Neymanovou faktorizaéni vétou
nebo kritériem.

K dikazu Véty 1.2.2 potiebujeme nasledujici Lemma.

Lemma 1.2.3. Pokud rodina rozdéleni {Py,0 € ©} je dominovdna mirou
W, potom existuje jeji spocetnd podmnozina {Py,, Py,, ...} takovd, Ze plati
nasledugici implikace

Py (A)=0 pro i=1,2,... = DPy(A)=0, prokazdé 0€cO.

Dukaz lemmy 1.2.3 je mozné najit v literatuie, napiiklad v [3].
Uvazujme pravdépodobnostni miru

\ = Zc,.Pgi, (1.2.2)

kde ¢; > 0a ), ¢; = 1. Tato mira méa takovou vlastnost, ze pokud A(A) =0
potom Py(A) = 0,60 € © a naopak, kdyz Py(A) = 0 potom A\(A) = 0.

Dikaz. Halmosova a Savageova faktorizacni véta.

Nutnd podminka. Necht je statistika S(x) postacujici pro rodinu P. Potom
z Lemmy 1.2.3 vyplyva, ze pokud Py(A|S) = 14, potom i A(A|S) = 4.
Vskutku, pro VB € S~}(B™) dostaneme

/BwAd)\:/BwAZCidPai:ZC"/B@Z’AOZP&:

= Zci/ APy, =Y ;P (BNA)=\BNA).
p BNA p

Polozme % = fp a oznacme x4 jako indikdtor mnoziny A:
_J1 proxe A
x4 0 prox ¢ A.

Vzhledem k tomu, ze E\(fy|S) = fo a E[(Py(A|S)] = Py(A), dostaneme pro
kazdé A € S”

Ex(xalfo) = Po(A) = Eg[Po(A|S)] = Ex[foPo(A]S)] =
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= E)\[foA(A]S)] = EX[E(fo] S)A(A|S)] =
= EX[Ex(XaEN(fol5)|S)] = EXEx(xaEx(fo]5))]-
Z toho, fy = E\(fg|S) A-s.v. a teda hustota fp je B™-méritelna. Déle,

dpy dPg d\
0 - A S
p(z;0) = du N dp Jo-r
a pokud fy = E\(fy|S), dostaneme (1.2.1).
Postacugici podminka.
Z ( 1.2.1) plyne, ze
DR r(x) - G[S(x)

Ted poloZme

7 R, pokud  G[S(x)] >0
0, pokud G[S(x)] =0,

kde G[S(x)] = >_; R[S(x); 0i]. Je jednoduché ovérit, ze B™-méFitelnd funkce

ddlj\g’ z ¢ehoz fg fg A-s.v. Pro VA € 8™ mame:

Eg[Py(A|S)] = Po(A) = Ex(foxa) = Ex[Ex(foxalS)] =

= Ex[foEx(xalS)] = Eg[Ex(xalS)] = Eg[A(A]S)].

To znamend, ze Ey[Py(A|S)] = Ey[A(A]S)]. Pokud posledni vyraz plati pro
kazdé A € A, plati také pro jev ANB, kde B € S~1(B™). Pro takové piipady
nabyva tento vyraz tvar:

f je jedna z derivaci

Eo[xpPs(AlS)] = Es[xsA(A]S)],

z cehoz plyne Py(AlS) = A(A|S) Py-s.j. To znamend, ze statistika S(x) je
postacujici. O]

Lemma 1.2.4. Necht S je postacugici statistika pro rodinu {P,0 € O},
kterda je dominovdanalFf mirou u. Potom pro libovolnou méritelnou funkci
o(x), pro kterou plati Eg|¢| < oo pro kazdé 0 € O, ezistuje funkce ¢ takovd,
ze

Ey(4S) =6, Py-sj. 6€0. (1.2.3)
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Dikaz. Polozme
@N:{9€@N<E9|¢|§N+1}

Z Lemmy 1.2.3 vyplyva, ze |Jy_, O~ = ©. Pro kazdou Oy zkonstruujeme
{An} podle (1.2.2) a polozime

= A
V:ZQN]L'

N=0

Rozdil mezi mirou v a A spoc¢iva v tom, ze Ey|¢| < oo, ale E\)|¢| muze
nabyvat i oo. Pokud postupujeme podle ditkkazu Véty 1.2.2 dostaneme, ze

E6(¢|S) = E,/(¢|S), 8. V'[Pﬁ]v 0€©.
[

Tutiz (1.2.3) se dd povazovat za definici postacujici statistiky. Vlastnost
(1.2.3) postacujici statistiky se pouzivé v teorii odhadu.

Struktura minimalni postacujici statistiky se da popsat pomoci fakto-
rizacniho kritéria pokud predpoklddame, ze p(x,6) > 0 pro kazdé x € A" a
0 € ©. Vezméme 0y z mnoziny © pevné. Uvazujme statistiku
p(x,0)

p(X, 90)

T:x— gx(0)=In (1.2.4)

(znaceni gx(0) znamend, ze g je funkei parametru). Statistika 7'(x) zobrazuje
prostor (X", 8") do prostoru funkei 7 = {gx(6);x € X"} definovanych na
O. V prostoru 7 uvazujme o-algebru nad konecné-rozmérnymi valci, tedy
nad mnozinami tvaru:

{7 € 7—: (7(91)7 s 77(63)) S Bs}a

kde 6y,...,05 jsou body z mnoziny © a B; je s-dimenziondlni Borelovska
mnozina. Potom statistika (1.2.4) pfedstavuje méfitelné zobrazeni z (X™, S™)
do (R, B').

Predpokladejme, ze existuje (konecny nebo nekone¢ny) interval I z R takovy,
ze funkce

p(z;0) >0 xel, 0e0o,
p(z;0) =0 x¢l, 0€0O

12



je spojita a diferencovatelnd vzhledem k = € I, a § € ©. Pokud jsou tyto
podminky splnény, fikame, Ze rodina hustot {p(x;0),0 € O} je regularni.
Nésledujici dveé véty a jeji dukazy se najdou v ¢lanku [1].

Véta 1.2.5. Minimadlni postacugici statistika pro requldrni rodinu { Py, § € O}
je funkce
9z(0) = Inp(x,0) — Inp(z, ). (1.2.5)

Diikaz. (a) Nejprve ukézeme, ze statistika g,(6) je postacujici.
7 rovnosti (1.2.5) dostaneme p(z,0) = e%@p(x 0;), coz ndm davé tvar
(1.2.1), nebot e%) zavisi na parametru, ale p(z, 6) nikoliv.

(b) Zbyva ukazat, ze statistika g,(0) je zaroven také minimalni postacujici.
Necht S(z) je postacujici statistika, potom z (1.2.5) mdme:

9:(0) = Inp(S(z),0) — Inp(S(x), b)),

kde ¢, (0) zavisi na S(z) coz je ekvivalentni s definici minimalni postacujici
statistiky. O

Poznamka 1.2.6. Pokud © C R* a p(z,0) je spojita a diferencovatelnd

v 6,0 € O funkce, potom dalsi minimalni postacujici statistika pro rodinu
{Pg, RS @} je

1
f2(6) = gradg ap(z,6) = s gradap(z. )

Véta 1.2.7. Mejme ndhodny wvybér o rozsahu n. Potom minimalni
postacugici statistika pro reguldrni rodinu {FPy, 0 € O} je:
Garyein (0) = G2, (0) + gay (0) + -+ + g2, (0).
Dukaz. 7 nezavislosti nahodnych velicin X7, ..., X, plati
p(x,0) = p(a1,0)p(x2,0) - - p(wn, 0).
Potom podle Véty 1.2.5:
9z,(0) =Inp(z;,0) —Inp(z;, 6p), i=1,...,n
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— zn: lnp(xi, 9) — zn: lnp(%, 90).
i=1 i=1
Z toho dostiavame
i Inp(zi,0) = guyon,(0) + i Inp(w;,6)
i=1 i=1
ﬁp<xi7 0) = etrean(® ﬁp(ﬂiz‘, 0o)
i=1 1=1

coz je ekvivalentni s (1.2.1) pro
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Kapitola 2

Exponencialni rodina rozdéleni

V této kapitole popisujeme rodinu jednorozmeérnich rozdéleni, které maji
takovou vlastnost, ze nékteré jeji mocniny umoznuji netrivialni postacujici
statistiky. Zda se, ze rodina rozdéleni s touto vlastnosti je exponencialniho
typu.

2.1 Jednorozmeérné rozdéleni
Postupujeme podle knihy [2].

V této kapitole ucinime predpoklad, ze rozdéleni { Py, # € ©} na prostoru
R™ se g-algebrou borelovskych mnozin je dané vztahem

P@(A):/..-/IA(xl,...,xn)dF(xl,m.--dF(xn,e), (2.1.1)

kde F'(x,0) je distribu¢ni funkce na R™ a [4(z1, . .., x,) je indikdtor mnoziny
A,

Ta(xq,...,%,) =1 x = (x1,...,X,) € A,

Ta(x1,...,%,) =0 X = (X1,...,%X,) & A.

V takovém ptipade tikame, ze rozdéleni Py je n-tou mocninou

F:dPy = dF(x1,0)---dF(xy,0). Ukdzeme jaké podminky musi F'(x,6)
spliovat aby pro rodinu {Fp, 0 € O} existovala netrividlni postacujici statis-
tika. Omezime se na ptripad m = 1.

Pokud je distribuéni funkce F(x;6) dédna hustotou f(x;#) vzhledem k Lebe-
sgueove mife, potom rodina {Fy, 0 € O} je dominovana Lebesgueovou mirou
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1 na R™. Potom podle Halmosovy a Savagovy véty statistika S je postacujici
pro rodinu (2.1.1) a z toho vyplyvé, ze

n

G = v0x0) = [17(00) = RISGoi1r )

To znamend, ze kdyz S(x) je postacujici statistika pro rodinu (2.1.1) potom
plati rovnost

n

[/ @0) = RISx);0r(x), x=(x1,...,2,). (2.1.2)

i=1

Problém nalezeni jednorozmérnych rozdéleni, kterd ptripoustéji netrivialni
statistiky, se omezi na popis vsech funkei f(x;#), které splnujou (2.1.2) pro
nékteré R a r.

Definice 2.1.1. Statistika S(x) : (R",B") — (R,B) v bodé x se nazyva
trividlni, jestlize na néjakém okoli U tohoto bodu plati:

Sx)=5x")=x"=x", X x"eU. (2.1.3)

Definice trivialni statisiky se da zformulovat ekvivalentnim zpusobem:
Statistika S(x), je trivialni v bodé x = (z1,...,z,) pokud existuje okoli U
tohoto bodu takové, ze

STHBYNU=8B"NU,

kde prunik c-algeber na okoli U je tvofen prunikem puvodnich o-algeber
na tomto okoli. Statistika, kterda v zddném bodé neni trividlni, se nazyva
netrivialni statistika.

Oznac¢me L minimalni linearni prostor funkei definovanych na intervalu
I, ktery obsahuje konstantni funkei ¢,(6) = 1 a kazdou funkci

o) =m| 78] oce,

kde 6y je pevny parametr z mnoziny © a 6 probiha celym parametrickym
prostorem ©. Necht je dimenze L =r + 1 (r = oo se nevylucuje).
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Véta 2.1.2. Necht rodina hustot (2.1.2) je requldrni. Potom
a) pro n < r tato rodina rozdéleni nemd netrividlni postacujici statistiku.
b) pokud n > r a funkce 1, hy(z), ..., h.(x) tvori bdzi L, pak systém funkci

Si(x1, ey xy) = hi(xy) + . + hi(zyn), pro i=1,..,r (2.1.4)

je funkciondlné nezdvisly a S(x) = {S1(x),...,9:(x)} tvori minimdlni
postacugici statistiku pro rodinu rozdéleni (2.1.2).

Diikaz. Necht n > r + 1 a funkce 1, hy(z), ..., h.(x) tvoif bazi prostoru L.
Podle predpokladu, h; jsou linedrnimi kombinacemi 1 a gg(z) a jsou spojité
diferencovatelné. Kdyby S;(x), ..., S.(x) byly funkciondlné zavislé, potom

pro pevné T, 1, ..., T, by v bodech z1, ..., z, mélo identicky platit, ze Jacobian
NS1:S1) _ ) ti -
SRl — () .

O(x1,...,Tr)
) 4
S, s Sr)  _ - [halw1) Dol o(@r)]
oy, ...,z,) : : . : =0 (2.1.5)
h.(x1) hi(xs) -+ hi(zy)

Ukdazeme, ze z (2.1.5) plyne linearni zavislost funkei 1, hy(z), ..., h.(2).
Pro r = 1: h(z1) = 0 prave tehdy, kdyz h,(x;) je konstanta.
Predpokladejme, ze predchozi tvrzeni plati pro » — 1. Potom kdyz

O(Sh, .y Sy_1)
8(301, ceey .CL’T,1)

0,

pak funkce 1, hi(x), ..., hy—1(x) jsou linedrné zavislé. To znamena, Ze existuje
netrividlnf linearni kombinace prvku 1, hy(z), ..., hy—1(x),

r—1

Z aihi = O,

=0
kde hg =1 a a;,t = 0,...,r — 1 jsou konstanty a alespon jeden z a; je ne-
nulovy. Potom funkce 1, hq(z), ..., h.(z) jsou také linedrné zavislé. Protoze
vime, ze Z;:& a;h; = 0 a alespon jedna z a;,i = 0,...,7 — 1 je nenu-

lova, potom a, muze nabyvat hodnotu 0. Predpoklddame, ze existuje bod
(29,...,2% }) € R v kterém plat{

A(Sy, ..., So_1)
8(m(l)a s 7x7q—1) 7& 0
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Rozsifenim determinantu (2.1.5) v bodé 29,...,2% | = v rdmci prvku po-

sledniho sloupce dostavame

A (x) + Aghy(z) + -+ Ahy'(2) =0, wel, (2.1.6)
kde Ay, ..., A, jsou konstanty v nésledujicim tvaru
M(ad) My(ad) - Hyal)
A = (e |TBaR) () e By
1 o N N * . . )
R (x3) Iy () h(a0_,)
y(ay) B (5) h(a_,)
gy = (Lpper|lan) Balas) e (o)
2 o o N N . . 9
hy(2%) By (23) h(20_))
W(ad) W (ad) W)
/ .']JO h/ xo h/ ,’L’O_
RN 112 12 R WA
i (%) hy_y(2§) -+ hy_y(x)_)

7Z (2.1.6) plyne, Ze funkce h(z) = Ayhi'(z)+ Ashy'(z)+- - -+ AR, (z) je kon-
stantni na celém I a proto funkce 1, hy(z), ..., h.(z) jsou linedrné zavislé na I.
Toto je ve sporu s predpokaledem, ze 1, hi(x), ..., h.(z) tvoii bazi prostoru L.
Tim jsme dokazali funkciondlni nezavislost statistiky S1(x), ..., 5,(x). Déle
podle Véty 1.2.5,

px.0) O N, f(xi,0)
8 p(x,00) ;gx(ﬁ) a ;111 f(x1,00)

S [ick(e)hkm) + cO(H)}

i=1 * k=1

= D () Sk(x) + neo(6).
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7 toho:

Tudiz

kde

r(x) = px.6).

Potom statistika S(x) je postacujici pro rodinu (2.1.2). Z definice prostoru
L plyne

hk<x> = Z Cksgx(es) + Cro-

s

Odtud

Sk(x) = Z (i) = Z Z ChsGu: (05) + ncko
i=1 =1 s

- Z Cks Z 9z, (‘93) + Ncgo.
s =1

a vime, ze statistika

x,0 u
T:2— g.(0) =In 5((%90)) - ;g%w) (2.1.7)

je minimdlni postacujici statistika. Ale z predchdzejiciho vztahu plyne, Ze
Sk(x) = Sk[T'(x)], kde T'(x) = >, 92, (0s) a proto

S(x) = {5 (x),....,5:(x)} : (R",B") — (R",B")

je minimalni postacujici statistika pro rodinu (2.1.2).
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V nasledujicim kroku dokézeme, ze pro n < r rodina (2.1.2) nepfipousti
netrivialni postacujici statistiky.
V prostoru L zvolime funkce 1,hi(x),...,h.(z) tak, aby byly linedrné
nezavislé. Potom podle prvni casti dukazu je Jacobiho determinant nenu-
lovy

9(S1, .., Sn)
O(1y .y Tp) 70

0

alespon v bodé (Y, ...,2,°) . A podle véty o inverzn{ funkei:

Ii:[EZ‘(Sl,...,Sn)7 i:17...,n
tedy mame
R'NUCS T RYNU CcT ' (BYNU (2.1.8)

kde 7' je minimalni postacujici statistika. Podle (2.1.8) je minimalni
postacujici statistika trivialni dokonce v bodé x° = (x,°,...,2,°). Z toho
vyplyva, ze rodina (2.1.2) nem4 netrividlni postacujici statistiku. O

2.2 Exponencialni rodina rozdéleni

Vyznama rodina rozdéleni, u kterych lze urcit postacujici statistiky je ex-
ponencialnd rodina. Do této rodiny rozdéleni patii naptiklad: binomické,
Poissonovo, normalni, exponencialni a gamma rozdéleni. V nésledujici vété
podle [2] popiseme vSechny regularni hustoty, které spliuji (2.1.2).

Veéta 2.2.1. Pokud reguldrni hustota f(z,6), 0 € © spliuje (2.1.2) s ne-

trividlnd statistikou S(x), potom pro néjaké r < mn — 1

f(x;6) = exp {Zci(e)hi(a:) + co(0) + ho(:c)} (2.2.1)

kde funkce hy(z),...,h.(x) jsou spojité diferencovatelné a systém funkci
{1, hy, ..., h,} je linedrné nezdvisly.

To znamena, ze mezi regularnimi rodinami pouze exponencialni rodina
hustot (2.2.1) méa takové vlastnosti, ze nékteré jeji mocniny spliuji (2.1.2) s
netrividlni statistikou S(x).
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Dukaz. 1) 7 predpokladu véty a z netriviality statistiky S(x) plyne, ze di-
menze L = r + 1 < n. Necht funkce hy(z), ..., h,(x) tvoif bdze prostoru L a
{1,¢1,...,¢.} jsou konstanty z L, pak statistiku g, () lze zapsat ve tvaru

@0
00) = g5 = SO+, 0O,
neboli
In f(x;0) —1n f(x,00) icl x) + co(0). (2.2.2)

Ozna¢me ho(x) = f(z,6p). Vidime, ze (2.2.2) je ekvivalentni s (2.2.1):

r

Inf(z;0) = > ci(®)hi(x) + co(0) + ho(),

i=1
[@:0) = exp {Zcxe)hi(az) eol®)+ ho<x>} .
i=1
A obrécené, pokud f(z;60) zapiSseme ve tvaru (2.2.1), potom

n

p(X,Q) = Hf(l’z,e)

=1

= exp{ch Z () + nco( )+Zh0(:cj)}

: ]:1

= R(S1, ..., 5 0)r(x),

a tedy
Z hi(x;)
j=1

Z toho vidime, ze S(x) = {S1(x), ..., Sr(x)} je postacujici pro rodinu (2.1.2).
Vzhledem k tomu, ze r < n—1 a funkce hy(x), ..., h.(z) jsou spojité diferen-
covatelné, je postacujici statistika v tomto pripadé netrivialni. n

Podle [1] zformulujeme nésledujici definici a vétu s dukazem.
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Definice 2.2.2. Hodnost{ systému distribu¢nich funkef {Fp, 0 € ©} na pro-
storu X rozumime nejvétsi takové r, pro které plati, ze pro zadné konecéné
n < rrodina { Py, 0 € ©} nemd netrividlni postacujici statistiky pro vybéry
o rozsahu n na prostoru X.

Véta 2.2.3. Necht
f(x,0) = exp {Z hi()ci(0) + co(6) + ho(x)} -

Pak hodnost systému distribucnich funkci {Pp,0 € O} neni vétsi néz r.
Pokud (1,hy,....h,) a (1,¢1,...,¢,.) jsou linedrné nezdvislé systémy funkct,
pak hodnost { Py, 0 € O} jer a pro kazdé n > r jsou funkce v systému funkci

Si@r, nmn) =Y hilay),  (i=1,...7)
j=1

funkciondlné nezdvislé a tvori n-rozmérnou minimdlni postacugjici statistiku
pro rodinu (2.1.2).

Dikaz. Méame:
9:(0) = Inf(x,0) —In f(x,6)
- Z (ci(0) = ci)hi(x) + co(0) — co, (2.2.3)

i=1
kde ¢; = ¢;(0p). To znamend, ze dimenze L < r + 1 a hodnost {F,0 € O}
se nerovna n. Déle, pokud (1,¢1(0),...,c,.(0)) jsou linedrné nezavislé,
(c1(0) — c1(6o) ,... , c(0) — ¢-(0p)) jsou také linedrné nezéavislé.
7. toho plyne, ze #,...,0, € © muzeme zvolit tak, Zze se determi-
nant Je(6;) — ci(6o)]l 0.

Pokud v (2.2.3) nahradime 6 (64, ...,0,) € © a vyfesime vzniklou soustavu
rovnic, dostaneme:

hi(z) = blgo,(x) + b,  i=1,..r (2.2.4)
j=1

kde b;? jsou konstanty. Z rovnosti (2.2.4) vidime, ze (1, hy, ..., h,) patii do L
a generuji L.

Pokud funkce (1, hq, ..., h,) jsou linearné nezavislé, potom tyto funkce tvori
bazi L a dikaz plyne z Véty 2.1.2. O
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2.2.1 Exponencialni rodina s parametrem polohy

F(x —0)

Uvazujeme exponencialni rodinu rozdéleni, kterd podle (2.2.1) ma tvar

fz;0) = exp {Z ci(0)hi(x) + co(6) + h0<x)} :

i=1

Tato rodina zavisi na parametru § € ©. V specialnim ptipadé, kdy 6 je
parametrem polohy, se da exponencialni rodinu definovat dukladnéji.
Nésledujici véta a jeji dukaz je k nalezeni v [2].

Véta 2.2.4. Necht se requldrni hustota f(x —0), kterd zdvisi na parametru
polohy 0 € R dd napsat ve formé (2.2.1). Potom pro libovolné s € N

, xz€ER, (2.2.5)

f(z) =exp [Z c;r™ el
i=1

kde n; jsou mezdpornd, cela ¢isla a p;, c; jsou komplexni ¢isla.

Diikaz. 7 predpokladu regularity f(z—0) plyne, Ze f(x—6) > 0 proVz € R!
a V0 € R'. Necht H(z) = In f(z). Pro § € R! prostor funkci H(z — 6) m4
konecnou dimenzi a z toho plyne, ze

H(z—0) = a;(0)H;(x)

=1

kde H;(z) = H(z — 0;). Z dukazu Véty 2.1.2 plyne, ze existuji 1, ...,z
takové, ze

Hi(xy) Ha(xy) -+ Hi(xy)
Hl(::vQ) Hy(xs) kaxg) L0,

Potom v systému

H(z; —0) = Zaj(e)ﬂj(xi), i=1,..k

Jj=1

23



se funkce a;(#) daji vyjadiit linedrné ve smyslu H(x; — 6) a protoze
Hi(z1)a1(0) + Ha(z1)az(0) + - - - + Hy(z1)a(0) = H(x, — 0)
Hl(xg)al(H) + HQ(IL’Q)CLQ(@) + -4 Hk<l'2>ak(9) = H(ZL‘Q — 0)

Hi(z)a1(0) + Ho(xg)az(8) + - - - + Hi(xp)ag(0) = H(xp — 0)

nebo v matici formé H(x)A®0) = H(x — 0),

A(6) = H'H(x — 0).
kde
Hy(z1) Hy(w1) -+ Hg(z)
Hix) = Hl(:xQ) HQ(:$2) Hkgazg) |
Hi(zy) Ho(wy) --- Hilw)
A(0) = (a1(0), as(0), - -, ar(9))

H(x—0)= (H(x, —0),H(xy — 0),--- , H(zp —0)).
Funkce H(z; — 0),j = 1,...,k jsou diferencovatelné podle 6. Z toho
plyne, ze a;(0),i = 1,...,k jsou také diferencovatelné podle 6. A plati

OH (z — 0 , L ,
%—Hj(x—ﬁ) :Zaj(G)Hj(x); i=1,...,k, (2.2.6)
Polozme v (2.2.6) 6 = 64, ..., 0, a dostaneme

k

Hy(z) =Y Ay(0)H(x); i=1,... .k (2.2.7)

i=1

! . ’ . ’ ’ . .7 ’
kde Ay = a;(0;). Rovnost (2.2.7) je systém linedrnich diferencidlnich rov-
nic s konstantnimi koeficienty. Z teorie diferencidlnich rovnic vime, ze jeji
zobecnéni feseni ma tvar

k
Hj(x) = [Z cijx"ie“iw] . (2.2.8)

=1

Déle vime, ze H;j(x) = In f;(z), a z podminky (2.2.8) plyne tvrzeni véty. [
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2.2.2 Exponencialni rodina s parametrem meéritka
F(3)

g
V tomto odstavei postupujeme podle [2].
Dalsim specidlnim parametrem pro exponencialni rodinu (2.2.1) je para-
metr méfitka, o € RL. Pokud f(x/0) je reguldrni, potom

f(z) > 0 pro z € R nebo
f(z) > 0 pro z€RY

f(x) = 0 pro xz€R' nebo
f(x) > 0 pro z¢€R"

f(x) = 0 pro z€R!

Vsechny piipady muzeme uvazovat stejnym zpusobem. My se zde omezime
na druhy piipad, kdyz f(z) > 0 pro z € R} a f(z) =0 pro z € RL.

Véta 2.2.5. Necht requldrni hustota (1/0) f(x /o), kde f(z) > 0 prox € RL
a f(x) =0 pro x € RL, kterd zdvisi na parametru méritka o € RL, patii do
exponencidlni tridy hustot. Potom pro libovolné s € N

s

Zci(lnx)”ix“i] , x€RL, (2.2.9)

=1

f(z) =exp

kde n; jsou nezapornd, celd c¢isla a p;, ¢; jsou komplexni ¢isla.

Diikaz. Polozme z = e¥, 0 = e”. Necht f(z) > 0 proz € RL a f(z) =0 pro
R!. Potom nové hustota m4 tvar

h(y,p) =e""7f(e’"?) = h(y — p).

Podrobnéji, mame
1 [* t
FE) = [ (l) e
o o Jo o
Pouzijeme substituce t = e¥,dt = e¥dy, 0 = €”,
1 T t 1 111(1') Yy ln(z)
L) L) [ e
o Jo o o) o o

In(z)
— / f (eyfp> eV=" dy.

—00



Z posledniho vyjadieni vyplyva, ze hustota distribu¢ni funkce F'(2) je
hy — p) = h(y, p) = e?*f(e¥"). Potom podle Véty 2.2.4 dostaneme

S

R

=1

z ¢eho vyplyvé hledany tvar (2.2.9) pro puvodni rodinu hustot.
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Kapitola 3
Priklady

V této kapitole uvadime nékolik prikladu vypoctu postacujici statistiky
prevzaté z [1] a [4].

V nasledujicim piikladé ukazeme postup jak spocitat postacujici statis-
tiku pro parametr binomického rozdéleni podle Definice 1.1.2.

Piiklad 1. Necht X1, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny
s binomickym rozdélenim s parametry m a p,
tj. Bi(m,p).

Potom sdruzené rozdéleni X, ..., X,, je binomické s parametry mn a p,
tj. X ~ Bi(mn,p):

n

P(Xi=m1,.... X, ==,) = []P

i1

~

(

(Xi =
= H (m) pZ?:l T 1 — p)mn_z:?:l Tq

i=1

Oznacme s = Y . x;, potom S = > " X, je postacujici statistika pro
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parametr p, jelikoz podminéné rozdéleni nezavisi na parametru p:

u P(Xi=x1,.... X, =2,,> 0 T =)
P(Xl = T, 7X1’L = ‘/L‘TL| le = 8) = P(Zn T — S) '
; i=1Ti =

P(X1=z1,....,X, = xn))
P> 1517%' =3
I
(

("t;n>ps 1 _ mn s
T (7)
Vyse uvedend rovnost plati pro s = > 1" x;. Je-li s # > x;, pak tato

podminéna pravdépodobnost se rovna nule. Dale ukazeme, jak lze pomoci
faktorizacniho kritéria urcit postacujici statistiky pro dané rozdéleni.

cng

R[S(x); p] = p=i=1¥i(1 — p)mn i @

i=1
Z toho plyne, ze S =" | X; je postacujici statistikou pro parametr p.

Piiklad 2. Necht Xj,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené nihodné
veli¢iny. X; md norméalni rozdélen{ s parametry u € R a 0? > 0, 0 = (u, 0?)
tj. X; ~ N(p,0?) s hustotou
1 7(9%'—/;)2 cR . 1
e 22 | , i=1,...,n.
V2mo?

Potom hustota sdruzeného rozdéleni mé za podminky nezavislosti nahodnych
veli¢in tvar:

f(xi; My 02) =

1 > i (T — p)®
. 2 - =1 \*V1
f($1a"'7xnaﬂva ) (271’0'2)" exp{ 252

1 o242 i 2
— exp{ Zz—lx + /JJ%:@ 15[’ ny }
(2mo?)n 20
1 — exp {_ Do T+ 200w — gl } 7
(2m)r o 202



coz odpovida tvaru (1.2.1) pro

n 2 n o 9
R[S(x);0] = 1n exp {_E:izl 22+ 2u Y @ — np }
o

202

1
(2m)"

a r(x) =

Postacujici statistika pro parametr 6 = (u,0?) je S = (D0, iy iy Ti2).
Jako pokracovani piikladu odvodime postacujici statistiky normalniho
rozdélen{ pro parametry p a o aplikaci (1.2.1). Spojitd funcke f(z; u, o) > 0
je diferencovatelnd na celém R a pro 6 = (i, 0?) podle Véty 1.2.5 mame:
Pro X ~ N(u,o?)

gu’v(:ua 0_) = lnp(x, M, 0) - lnp(x, 2 J)a
1 (z—p)? 1 (r — po)”
(p,0) = In — —1In +
9:(1,0) oV2m 207 ooV 2T 20¢?
ooV2r  x? = 2ux 4+ p? 2 — 2uex + o
In — +
2 202 2002

(1 1 pooop W e’ o
= ——|=-— =—-=]-|=- In— ).
2 <02 002) L (02 002) (202 200° * na(])

o (0% =Inp (z - ) i (z - )
=1 =1

gﬂfl,~.~,$n(lj“7o-2) =0z (:u70-2> +g$2(:u7 ) + .. +gzn H, T ngl K07 ) =

:_1<___) ;> (———)ZL <202 2/?022 n;o)

Podle Véty 1.2.7 je funkce gy, ., (11, 0%) miniméln{ postacujici statistikou
pro 41 a o2 a je ekvivalentni statistice

S(x1,...,x,) = (i X, ixﬂ) .
=1 =1
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Nésledujici tii priklady se daji nalézt v ¢lanku [1].
Piiklad 3. Necht pravdépodobnostni hustota je definovana jako:

0, <0
p(xaﬁv)‘vu) = { Cxﬂe_)\xu > O (301)

Hodnotu C se dé uréit z podminky [~ p(z, 3,A, n) = 1. Necht X a 3 jsou
pevné, € (0, 4+00), potom rodina rozdélent:

F =A{pu(x,5,\);n € (0,+00); A, pevné}

je regularni na (0, +00), podle (1.2.5):

9:(p) = Inp(x, B, 1) —Inp(x, Bo, Ao, Ho)
= In(C2’e™") — In(CaPe™07"%)
In(Cz?) — Aot — In(Cox™) + Nzl
Azt + (InC +1InCy + Agxt?), x>0

Pokud p je neznamé, potom neexistuje netrividlni postacujici statistika pro
hustotu (3.0.1). V tomto piipadé dimenze L = oo a to se nezméni, kdyz se
a a ( nepovazuji za konstanty. Pokud p je znamé, potom hustota (3.0.1) se
da napsat ve tvaru:

plz, B, p) = Cale ™"
= exp{-At*+ flnz+InC}, x>0

Sdruzené rozdéleni ma tvar
n n

Hp(mi,ﬁ,)\,u) = Hexp{—)\xi“—l—ﬁlnxi—klnC}

i=1 =1
= exp{—)\in“—i—nlnC—i—ﬁZlnwi}.
i=1 i=1

Kdyz obé parametry S a A jsou nezndmé a p je zndmé pak > . ;" a
> Ina; tvorl minimélni postacujict statistiku pro 3 a A.

Kdyz S je nezmdmy parametr (A zndmé) a u je zndmé, potom » . Inz;
tvori minimalni postacujici statistiku pro f.

Kdyz A je nezmdmy parametr (8 zndmé) a g je zndmé, potom » . | ;"
tvori minimalni postacujici statistiku pro A.
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Priklad 4. Méjme hustotu definovanou jako

p(r,a,0)=—e -, acR, 0*>0, co<z<—00.

Sdruzené rozdéleni mé tvar

n

1 X lei—a
Hp(xi, a,0) = e K
i=1

Podle Vety 1.2.7:

9z,(0) = Inp(x;,a,0) — Inp(x;, ap,0), i=1,...,n

- _ — |z — o] = |z — ag
;gaﬁiw} = Z pn

i=1

n

] — 1
o) SRR SIEE
Uz’:l (0

=1

z toho vidime, ze pro znamé « minimalni postacujici statistika pro o je
> it wi = al.

Kdyz o je neznamé potom rodina distribuénich funkci mé nekonecnou
hodnost na prostoru L podle véty 1.2.2 a obsahuje nekonetné mmnoho
nezdvislych funkei |x — a a tedy minimdlni postacujici statistika neexistuje.

Na nasledujicim prikladu ukézeme, jaky tvar mé postacujici statistika
pro hustotu z exponencialni rodiny rozdéleni s parametrem polohy.

Piiklad 5. Hustota z exponencialni rodiny je definovana nasledujicim
zpusobem:

—e+e™) — 00 < x < 00. (3.0.2)
Potom hustota

p(x — a) = e lE-ate 7] r,a € R (3.0.3)
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je reguldrni na R a zdvisi na parametru polohy a. Necht Xi,..., X, jsou
stejné rozdélené ndhodné veliciny, kde X; m4 hustotu ve tvaru (3.0.3). Potom
sdruzend hustota mé tvar

n
Hp(:(:, — CL) — e i (mi—&)e— 2?21 e(w;—a) '

i=1
To znamend, Ze postacujici statistika pro parametr polohy a je > " e®.
Nésledujici piiklad je prevzaty z [4].

Priklad 6. Necht D C R" je mozina na Euklidovském prostoru, x € R" a
0 € O kde O je mnozina parametru. Pro V0 € O je hustota p(x,0) spojita
a p(x,0) > 0 pro x € D. Uvazujme zobrazeni

z = go(0) = Inp(x;0) — In p(; bp).

Ke kazdému x € D zkonstruujme funkci g,(6), kde 6 probihd cely paramet-
ricky prostor © a 6, je pevné. Toto zobrazeni je postacujici statistika

p(x;0) = explg.(0) - g.(00)].
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Z.aver

Predklddana prace se zabyvala vyznamnou problematikou matematické sta-
tistiky, ktera se snazi vycerpat maximalni informaci z urc¢itého nahodného
vybéru. Zavedli jsme pojem postacujici statistiky a rozlisili jsme trivialni,
netrividlni a minimalni postacujici statistiky. Pomoci Halmasovi a Savagovi
faktorizacni véty jsme ukazali jakym zptusobem pro dany parametr spocitat
postacujici statistiku.

Poté jsme se zamérili na jednorozmeérné rozdéleni, jejichz urcité moc-
niny pripoustéji netrivialni postacujici statistiky. Dospéli jsme k dulezitému
vysledku, podle kterého exponencialni rodina hustot ma takovou vlastnot,
ze pripousti omezeni pomoci postacujici statistiky. Pomoci specidlnich pa-
rametru se dalo zformulovat exponencidlni rodinu rozdéleni presnéji a to v
pripadech s parametrem polohy a s parametrem métitka. V rdamci posledni
kapitoly jsme uvedli nékolik piikladu jak spocitat postacujici a minimalni
postacjici statistiky pro dané rozdéleni.
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