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2



Obsah
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Abstrakt: Jedna ze základných problému matematické statistiky představuje
určeńı neznámého rozděleńı nebo odhad neznámého parametru z předepsané
rodiny rozděleńı s využit́ım výsledku nezávislých pozorováńı. Je známé, že v
mnoha př́ıpadech řešeńı tohoto problému nevyžaduje znalost všech výsledk̊u,
nýbrž pouze jejich určitou funkci. Zp̊usob konstrukce takových funkćı, které
poskytuj́ı postačuj́ıćı materiál pro řešeńı tohoto problému, přinesl ideu
postačuj́ıćıch statistik. V uvedené práci definujeme postačuj́ıćı statistiky a
prostudujeme kritérium postačitelnosti, známé jako Fisherovo-Neymannovo
faktorizčńı kritérium zobecněné Halmosem a Savagem. Prozkoumáme rodinu
jednorozměrných rozděleńı, jejichž určité mocniny připouštěj́ı postačuj́ıćı
statistiky. Dále se pod́ıváme na minimálńı a netriviálńı postačuj́ıćı statistiky
a ukážeme, že mezi regulárńımi rodinami rozděleńı pouze exponenciálńı
rodina hustot má tu vlastnot, že jej́ı určitá mocnina vyhovuje fakto-
rizačńımu kritériu. Nezbytná část práce je věnována výpočtu postačuj́ıćıch
statistik pro některé rodiny rozděleńı. Na závěr přikládáme vhodné př́ıklady.

Kĺıčová slova: statistika, postačuj́ıćı statistika, minimálńı postačuj́ıćı statis-
tika, faktorizačńı věta, rodina exponenciálńıch rozděleńı.
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Abstract: One of the fundamental problems of mathematical statistics is
the determination of an unknown probability distribution or estimation
of the unknown parameter(s) from some prescribed family of distributi-
ons by using the results of independent observations. It is known that in
many cases, solving this problem does not require necessarily the complete
knowledge of the results themselves but only certain functions of them.
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The way of constructing such functions, which provide enough material
for solving these problems, brought the idea of sufficient statistics. In the
presented work, we give the definition of sufficient statistics and study the
criteria of sufficiency, known as the Fisher-Neymann factorization theorem
generalized by Halmos and Savage. We study the family of one-dimensional
distributions, some power of which allows the sufficient statistics. Further,
we look at minimal and nontrivial sufficient statistics and show that among
the regular family of distributions only exponential type of densities have
the property that some power of them satisfies factorization criteria. Es-
sential part of the work is devoted to the calculation of sufficient statistics
for some family of distributions. At the end, appropriate examples are given.

Keywords: statistics, sufficient statistics, minimal sufficient statistics, facto-
rization theorem, exponential family.
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Úvod

Postačuj́ıćı statistiky maj́ı d̊uležitý význam v matematické statistice,
zejména v oblasti teoríı odhadu. Uvažujme takovou statistiku, která obsa-
huje všechny informace, které lze z daného náhodného výběru X1, ..., Xn

vzhledem k odhadovanému parametru źıskat. Statistika s touto vlastnost́ı
se nazývá postačuj́ıćı.

Idea postačuj́ıćı statistiky vznikla jako d̊usledek základńıho problému
matematické statistiky, při němž chceme určit neznámé rozděleńı a jeho
parametry ze znalosti realizaćı n nezávislých pokus̊u. Již dř́ıve bylo objeveno,
že řešeńı tohoto problému nevyžaduje nutně znalost výsledku jednotlivých
pokus̊u, pouze jejich určité funkce.

Je žrejmé, že samotný náhodný výběr X1, ..., Xn je postačuj́ıćı statisti-
kou. Taková postačuj́ıćı statistika se nazývá triviálńı. V reálných př́ıpadech
se ovšem zaj́ımáme o postačuj́ıćı statistiky, které jsou dány menš́ım počtem
složek, o tzv. netriviálńı postačuj́ıćı statistiky. Pokud lze dané rozděleńı na-
psat jako součin dvou funkćı, kde jedna záviśı pouze na náhodném výběru,
a druhá na určitém parametru (popř́ıpadě na náhodném výběru také), bude
mı́t toto rozděleńı vzhledem k tomuto parametru netriviálńı postačuj́ıćı
statistiku. Ukážeme, že takové rozděleńı muśı patřit do tzv. rodiny expo-
nenciálńıch rozděleńı. Mezi r̊uzńımi rodinami rozděleńı pouze tato rodina
má tu vlastnost, že k ńı existuje postačuj́ıćı statistika, počet jej́ıž složek
z̊ustává omezený při rostoućım rozsahu výběru.

V prvńı kapitole uvád́ıme základnou definici statistiky, postačuj́ıćı a mi-
nimálńı postačuj́ıćı statistiky, které jsou nezbytné ke konstrukci daľśıch tvr-
zeńı. Zároveň dokážeme jednoduché kritérium pro nalezeńı postačuj́ıćı sta-
tisiky.

Druhá kapitola se zaměřuje na jednorozměrné rodiny rozděleńı. Ukážeme
v ńı, že mezi rodinami rozděleńı, jejichž nosič nezáviśı na parametru, pouze
v exponenciálńı rodině rozděleńı existuje postačuj́ıćı statistika, jej́ıž rozměr
s rostoućım rozsahem výběru z̊ustane omezený. Podmı́nka postačitelnosti
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ostře omezuje možné formy rozděleńı. Ve druhé kapitole tedy popisujeme
dvě významné typy exponenciálńıch rodin: F (x− θ) s parametrem polohy a
1/σF (1/σ) s parametrem měř́ıtka. V těchto speciálńıch př́ıpadech upřesńıme
tvar exponenciálńı rodiny.

Př́ıklady aplikace výše uvedené teorie obsahuje kapitola třet́ı.
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Kapitola 1

Základńı definice a věty

V této kapitole uvedeme základńı definice a věty, které potřebujeme ke kon-
strukci hlubš́ıch tvrzeńı. Pokud to něńı uvedeno jinak, definice a tvrzeńı jsou
z [2].

Necht’ (Ω,A, Pθ) je pravděpodobnostńı prostor, kde Ω je neprázdná
množina, A je σ-algebra podmnožin Ω a Pθ je pravděpodobnostńı mı́ra,
která patř́ı do rodiny {Pθ, θ ∈ Θ}, kde Θ je parametrický prostor. Necht’

X : (Ω,A) → (X ,S) je náhodná veličina, kde S je σ-algebra podmnožin X .
Necht’ σ(X) = σ([X ∈ B], B ∈ S) je σ-algebra generována náhodńı veličinou
X. Potom výběrový prostor X je množina hodnot, kterých může nabývat
náhodná veličina X. Necht’ n ∈ N a označme X n = ×n

k=1 Xk, kde Xk := X
kartézsky součin a Sn = ⊗n

k=1Sk, kde Sk := S součinovou σ-algebru. Vektor
X = (X1, . . . , Xn) : (Ω,A) → (X n,Sn) se nazývá náhodný vektor.

1.1 Základńı definice a pojmy

Definice 1.1.1. Měřitelné zobrazeńı T : (X n,Sn) → (Rm,Bm), kde m ≤ n
a Bm je množina borelovských podmnožin Rm, se nazýva statistika.

Definice 1.1.2. Statistika S : (X n,Sn) → (Rm,Bm) je postačuj́ıćı pro ro-
dinu {Pθ, θ ∈ Θ}, pokud pro každé A ∈ Sn existuje funkce ψA = ψA[S(X)]
taková, že pro každé θ ∈ Θ plat́ı

Pθ(A|S) = ψA, Pθ-s.j. (1.1.1)

Podmı́nka (1.1.1) ř́ıká, že podmı́něná pravděpodobnost libovolného jevu
za podmı́nky S je nezávislá na parametru θ. Pro rodinu {Pθ, θ ∈ Θ} mo-
hou existovat r̊uzné postačuj́ıćı statistiky. My se snaž́ıme naj́ıt postačuj́ıćı
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statistiku s co nejmenš́ım počtem složek tak, aby se přitom neztratila žádná
informace o parametru θ. K tomu účelu definujeme minimálńı postačuj́ıćı
statistiku.

Definice 1.1.3. Postačuj́ıćı statistika T : (X n,Sn) →
(
Rl,Bl

)
se nazývá mi-

nimálńı pro rodinu {Pθ, θ ∈ Θ}, pokud T je funkćı kterékoliv jiné postačuj́ıćı
statistiky.

To znamená, že statistika T je minimálńı pro {Pθ, θ ∈ Θ}, pokud pro
libovolnou postačuj́ıćı statistiku S : (X n,Sn) → (Rm,Bm) plat́ı, že

T−1(Bl) ⊂ S−1(Bm),

kde T−1(Bl) a S−1(Bm) jsou σ-algebry generované náhodnými veličinami S
a T .

Pokud T je minimálńı postačuj́ıćı statistika a pro libovolnou postačuj́ıćı
statistiku S plat́ı, S−1(Bm) ⊂ T−1(Bl), potom S−1(Bm) = T−1(Bl). To
znamená, že statistika, která záviśı na minimálńı postačuj́ıćı statistice je
sama minimálńı postačuj́ıćı statistikou. Dvě statistky, které jsou současně
minimálńı a postačuj́ıćı, jsou ekvivalentńı.

1.2 Halmosova a Savageova faktorizačńı věta

Definice 1.2.1. Necht’ (X ,S) je měřitelný prostor, kde S je σ-algebra a µ a
ν jsou mı́ry na S. Řekneme, že ν je absolutně spojitá vzhledem k µ, jestliže
pro každou E ∈ S plat́ı

µ(E) = 0 ⇒ ν(E) = 0.

Následuj́ıćı věta popisuje rodinu rozděleńı pro kterou je daná statistika
S postačuj́ıćı. Poznamenejme, že každé rozděleńı {Pθ, θ ∈ Θ} je absolutně
spojité vzhledem k nějaké mı́̌re µ. V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že rodina {Pθ}
je dominována mı́rou µ. Následuj́ıćı Věta a Lemma se najde v knize [2].

Věta 1.2.2. Statistika S : (X n,Sn) → (Rm,Bm) je postačuj́ıćı pro ro-
dinu {Pθ, θ ∈ Θ}, která je dominována mı́rou µ právě tehdy, když hustota
dPθ

dµ
= p(x; θ) připoušt́ı faktorizaci:

p(x; θ) = R[S(x); θ]r(x) s. j. µ, θ ∈ Θ, (1.2.1)

kde R(·; θ) je nezáporná Bm-měřitelná funkce a r(x) je nezáporná
Sn-měřitelná funkce.
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Věta 1.2.2 v této formulaci byla dokázána Halmosem a Savagem [2]. Dř́ıv
a v méně zobecněné formě tuto větu dokázali Fisher a Neymann. Proto se
v literatuře většinou nazývaj́ı Fisherovou-Neymanovou faktorizačńı větou
nebo kritériem.

K d̊ukazu Věty 1.2.2 potřebujeme následuj́ıćı Lemma.

Lemma 1.2.3. Pokud rodina rozděleńı {Pθ, θ ∈ Θ} je dominována mı́rou
µ, potom existuje jej́ı spočetná podmnožina {Pθ1 , Pθ2 , . . .} taková, že plat́ı
následuj́ıćı implikace

Pθi(A) = 0 pro i = 1, 2, . . . ⇒ Pθ(A) = 0, pro každé θ ∈ Θ.

Důkaz lemmy 1.2.3 je možné naj́ıt v literatuře, např́ıklad v [3].
Uvažujme pravděpodobnostńı mı́ru

λ =
∑
i

ciPθi , (1.2.2)

kde ci > 0 a
∑

i ci = 1. Tato mı́ra má takovou vlastnost, že pokud λ(A) = 0
potom Pθ(A) ≡ 0, θ ∈ Θ a naopak, když Pθ(A) ≡ 0 potom λ(A) = 0.

D̊ukaz. Halmosova a Savageova faktorizačńı věta.
Nutná podmı́nka. Necht’ je statistika S(x) postačuj́ıćı pro rodinu Pθ. Potom
z Lemmy 1.2.3 vyplýva, že pokud Pθ(A|S) = ψA, potom i λ(A|S) = ψA.
Vskutku, pro ∀B ∈ S−1(Bm) dostaneme∫

B

ψAdλ =

∫
B

ψA

∑
i

cidPθi =
∑
i

ci

∫
B

ψAdPθi =

=
∑
i

ci

∫
B∩A

dPθi =
∑
i

ciPθi(B ∩ A) = λ(B ∩ A).

Položme dPθ

dλ
= fθ a označme χA jako indikátor množiny A:

χA =

{
1 pro x ∈ A

0 pro x /∈ A.

Vzhledem k tomu, že Eλ(fθ|S) = fθ a E[(Pθ(A|S)] = Pθ(A), dostaneme pro
každé A ∈ Sn

Eλ(χAfθ) = Pθ(A) = Eθ[Pθ(A|S)] = Eλ[fθPθ(A|S)] =
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= Eλ[fθλ(A|S)] = Eλ[Eλ(fθ|S)λ(A|S)] =
= Eλ[Eλ(χAEλ(fθ|S)|S)] = Eλ[Eλ(χAEλ(fθ|S))].

Z toho, fθ = Eλ(fθ|S) λ-s.v. a teda hustota fθ je Bm-měřitelná. Dále,

p(x; θ) =
dPθ

dµ
=
dPθ

dλ
· dλ
dµ

= fθ · r

a pokud fθ = Eλ(fθ|S), dostaneme (1.2.1).
Postačuj́ıćı podmı́nka.
Z ( 1.2.1) plyne, že

dλ

dµ
= r(x)

∑
i

R[S(x); θi] = r(x) ·G[S(x)].

Ted’ položme

f̃θ =

{
R[S(x);θ]
G[S(x)]

, pokud G[S(x)] > 0;

0, pokud G[S(x)] = 0,

kde G[S(x)] =
∑

iR[S(x); θi]. Je jednoduché ověřit, že Bm-měřitelná funkce

f̃ je jedna z derivaćı dPθ

dλ
, z čehož f̃θ = fθ λ-s.v. Pro ∀A ∈ Sn máme:

Eθ[Pθ(A|S)] = Pθ(A) = Eλ(fθχA) = Eλ[Eλ(fθχA|S)] =

= Eλ[fθEλ(χA|S)] = Eθ[Eλ(χA|S)] = Eθ[λ(A|S)].
To znamená, že Eθ[Pθ(A|S)] = Eθ[λ(A|S)]. Pokud posledńı výraz plat́ı pro
každé A ∈ A, plat́ı také pro jev A∩B, kde B ∈ S−1(Bm). Pro takové př́ıpady
nabývá tento výraz tvar:

Eθ[χBPθ(A|S)] = Eθ[χBλ(A|S)],

z čehož plyne Pθ(A|S) = λ(A|S) Pθ-s.j. To znamená, že statistika S(x) je
postačuj́ıćı.

Lemma 1.2.4. Necht’ S je postačuj́ıćı statistika pro rodinu {Pθ, θ ∈ Θ},
která je dominovánaFf mı́rou µ. Potom pro libovolnou měřitelnou funkci
ϕ(x), pro kterou plat́ı Eθ|ϕ| <∞ pro každé θ ∈ Θ, existuje funkce ϕ̃ taková,
že

Eθ(ϕ|S) = ϕ̃, Pθ-s.j. θ ∈ Θ. (1.2.3)
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D̊ukaz. Položme

ΘN = {θ ∈ Θ : N < Eθ|ϕ| ≤ N + 1}.

Z Lemmy 1.2.3 vyplývá, že
∪∞

N=0 ΘN = Θ. Pro každou ΘN zkonstruujeme
{λN} podle (1.2.2) a polož́ıme

ν =
∞∑

N=0

λN
2N+1

.

Rozd́ıl mezi mı́rou ν a λ spoč́ıvá v tom, že Eθ|ϕ| < ∞, ale Eλ|ϕ| může
nabývat i ∞. Pokud postupujeme podle d̊ukazu Věty 1.2.2 dostaneme, že

Eθ(ϕ|S) = Eν(ϕ|S), s. v.[Pθ], θ ∈ Θ.

Tut́ıž (1.2.3) se dá považovat za definićı postačuj́ıćı statistiky. Vlastnost
(1.2.3) postačuj́ıćı statistiky se použ́ıvá v teorii odhadu.

Struktura minimálńı postačuj́ıćı statistiky se dá popsat pomoćı fakto-
rizačńıho kritéria pokud předpokládáme, že p(x, θ) > 0 pro každé x ∈ X n a
θ ∈ Θ. Vezměme θ0 z množiny Θ pevné. Uvažujme statistiku

T : x → gx(θ) = ln
p(x, θ)

p(x, θ0)
(1.2.4)

(značeńı gx(θ) znamená, že g je funkćı parametru). Statistika T (x) zobrazuje
prostor (X n,Sn) do prostoru funkćı T = {gx(θ);x ∈ X n} definovaných na
Θ. V prostoru T uvažujme σ-algebru nad konečně-rozměrnými válci, tedy
nad množinami tvaru:

{γ ∈ T : (γ(θ1), . . . , γ(θs)) ∈ Bs},

kde θ1, . . . , θs jsou body z množiny Θ a Bs je s-dimenzionálńı Borelovská
množina. Potom statistika (1.2.4) představuje měřitelné zobrazeńı z (X n,Sn)
do (Rl,Bl).
Předpokládejme, že existuje (konečný nebo nekonečný) interval I zR takový,
že funkce

p(x; θ) > 0 x ∈ I, θ ∈ Θ,

p(x; θ) = 0 x /∈ I, θ ∈ Θ
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je spojitá a diferencovatelná vzhledem k x ∈ I, a θ ∈ Θ. Pokud jsou tyto
podmı́nky splněny, ř́ıkáme, že rodina hustot {p(x; θ), θ ∈ Θ} je regulárńı.

Následuj́ıćı dvě věty a jej́ı d̊ukazy se najdou v článku [1].

Věta 1.2.5. Minimálńı postačuj́ıćı statistika pro regulárńı rodinu {Pθ, θ ∈ Θ}
je funkce

gx(θ) = ln p(x, θ)− ln p(x, θ0). (1.2.5)

D̊ukaz. (a) Nejprve ukážeme, že statistika gx(θ) je postačuj́ıćı.
Z rovnosti (1.2.5) dostaneme p(x, θ) = egx(θ)p(x, θ0), což nám dává tvar
(1.2.1), nebot’ egx(θ) záviśı na parametru, ale p(x, θ0) nikoliv.

(b) Zbývá ukázat, že statistika gx(θ) je zároveň také minimálńı postačuj́ıćı.
Necht’ S(x) je postačuj́ıćı statistika, potom z (1.2.5) máme:

gx(θ) = ln p(S(x), θ)− ln p(S(x), θ0),

kde gx(θ) záviśı na S(x) což je ekvivalentńı s definićı minimálńı postačuj́ıćı
statistiky.

Poznámka 1.2.6. Pokud Θ ⊂ Rk a p(x, θ) je spojitá a diferencovatelná
v θ, θ ∈ Θ funkce, potom daľśı minimálńı postačuj́ıćı statistika pro rodinu
{Pθ, θ ∈ Θ} je

fx(θ) = gradθ ln p(x, θ) =
1

p(x, θ)
gradθp(x, θ).

Věta 1.2.7. Mějme náhodný výběr o rozsahu n. Potom minimálńı
postačuj́ıćı statistika pro regulárńı rodinu {Pθ, θ ∈ Θ} je:

gx1,...,xn(θ) = gx1(θ) + gx2(θ) + · · ·+ gxn(θ).

D̊ukaz. Z nezávislosti náhodných veličin X1, . . . , Xn plat́ı

p(x, θ) = p(x1, θ)p(x2, θ) · · · p(xn, θ).

Potom podle Věty 1.2.5:

gxi
(θ) = ln p(xi, θ)− ln p(xi, θ0), i = 1, . . . , n
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gx1,...,xn(θ)= [ln p(x1, θ) + · · ·+ ln p(xn, θ)]− [ln p(x1, θ0) + · · ·+ ln p(xn, θ0)]

=
n∑

i=1

ln p(xi, θ)−
n∑

i=1

ln p(xi, θ0).

Z toho dostáváme

n∑
i=1

ln p(xi, θ) = gx1,...,xn(θ) +
n∑

i=1

ln p(xi, θ0)

n∏
i=1

p(xi, θ) = egx1,...,xn (θ)
n∏

i=1

p(xi, θ0)

což je ekvivalentńı s (1.2.1) pro

R[S(x); θ] = egx1,...,xn (θ)

r(x) =
n∏

i=1

p(xi, θ0).
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Kapitola 2

Exponenciálńı rodina rozděleńı

V této kapitole popisujeme rodinu jednorozměrńıch rozděleńı, které maj́ı
takovou vlastnost, že některé jej́ı mocniny umožňuj́ı netriviálńı postačuj́ıćı
statistiky. Zdá se, že rodina rozděleńı s touto vlastnost́ı je exponenciálńıho
typu.

2.1 Jednorozměrné rozděleńı

Postupujeme podle knihy [2].
V této kapitole učiň́ıme předpoklad, že rozděleńı {Pθ, θ ∈ Θ} na prostoru

Rmn se σ-algebrou borelovských množin je dané vztahem

Pθ(A) =

∫
· · ·
∫
IA(x1, . . . ,xn)dF (x1, θ) · · · dF (xn, θ), (2.1.1)

kde F (x, θ) je distribučńı funkce naRm a IA(x1, . . . , xn) je indikátor množiny
A,

IA(x1, . . . ,xn) = 1 x = (x1, . . . ,xn) ∈ A,

IA(x1, . . . ,xn) = 0 x = (x1, . . . ,xn) /∈ A.

V takovém př́ıpade ř́ıkáme, že rozděleńı Pθ je n-tou mocninou
F : dPθ = dF (x1, θ) · · · dF (xn, θ). Ukážeme jaké podmı́nky muśı F (x, θ)
splňovat aby pro rodinu {Pθ, θ ∈ Θ} existovala netriviálńı postačuj́ıćı statis-
tika. Omeźıme se na př́ıpad m = 1.
Pokud je distribučńı funkce F (x; θ) dána hustotou f(x; θ) vzhledem k Lebe-
sgueove mı́̌re, potom rodina {Pθ, θ ∈ Θ} je dominována Lebesgueovou mı́rou
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µ na Rn. Potom podle Halmosovy a Savagovy věty statistika S je postačuj́ıćı
pro rodinu (2.1.1) a z toho vyplývá, že

dPθ

dµ
= p(x, θ) =

n∏
i=1

f(xi, θ) = R[S(x); θ]r(x).

To znamená, že když S(x) je postačuj́ıćı statistika pro rodinu (2.1.1) potom
plat́ı rovnost

n∏
i=1

f(xi, θ) = R[S(x); θ]r(x), x = (x1, . . . , xn). (2.1.2)

Problém nalezeńı jednorozměrných rozděleńı, která připouštěj́ı netriviálńı
statistiky, se omeźı na popis všech funkćı f(x; θ), které splňujou (2.1.2) pro
některé R a r.

Definice 2.1.1. Statistika S(x) : (Rn,Bn) → (R,B) v bodě x se nazývá
triviálńı, jestliže na nějakém okoĺı U tohoto bodu plat́ı:

S(x′) = S(x′′) ⇒ x′ = x′′, x′,x′′ ∈ U. (2.1.3)

Definice triviálńı statisiky se dá zformulovat ekvivalentńım zp̊usobem:
Statistika S(x), je triviálńı v bodě x = (x1, . . . , xn) pokud existuje okoĺı U
tohoto bodu takové, že

S−1(B) ∩ U = Bn ∩ U,

kde pr̊unik σ-algeber na okoĺı U je tvořen pr̊unikem p̊uvodńıch σ-algeber
na tomto okoĺı. Statistika, která v žádném bodě neńı triviálńı, se nazývá
netriviálńı statistika.

Označme L minimálńı lineárńı prostor funkćı definovaných na intervalu
I, který obsahuje konstantńı funkci gx(θ) = 1 a každou funkci

gx(θ) = ln

[
f(x; θ)

f(x, θ0)

]
, θ ∈ Θ,

kde θ0 je pevný parametr z množiny Θ a θ prob́ıhá celým parametrickým
prostorem Θ. Necht’ je dimenze L = r + 1 (r = ∞ se nevylučuje).
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Věta 2.1.2. Necht’ rodina hustot (2.1.2) je regulárńı. Potom
a) pro n ≤ r tato rodina rozděleńı nemá netriviálńı postačuj́ıćı statistiku.
b) pokud n ≥ r a funkce 1, h1(x), ..., hr(x) tvoř́ı bázi L, pak systém funkćı

Si(x1, ..., xn) = hi(x1) + ...+ hi(xn), pro i = 1, ..., r (2.1.4)

je funkcionálně nezávislý a S(x) = {S1(x), ..., Sr(x)} tvoř́ı minimálńı
postačuj́ıćı statistiku pro rodinu rozděleńı (2.1.2).

D̊ukaz. Necht’ n ≥ r + 1 a funkce 1, h1(x), ..., hr(x) tvoř́ı bázi prostoru L.
Podle předpokladu, hi jsou lineárńımi kombinacemi 1 a gθ(x) a jsou spojitě
diferencovatelné. Kdyby S1(x), ..., Sr(x) byly funkcionálně závislé, potom
pro pevné xr+1, ..., xn by v bodech x1, ..., xr mělo identicky platit, že Jacobian
∂(S1,...,Sr)
∂(x1,...,xr)

= 0, tj.:

∂(S1, ..., Sr)

∂(x1, ..., xr)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h′1(x1) h′1(x2) · · · h′1(xr)
h′2(x1) h′2(x2) · · · h′2(xr)

...
...

. . .
...

h′r(x1) h′r(x2) · · · h′r(xr)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.1.5)

Ukážeme, že z (2.1.5) plyne lineárńı závislost funkćı 1, h1(x), ..., hr(x).
Pro r = 1: h′1(x1) = 0 právě tehdy, když h1(x1) je konstanta.
Předpokládejme, že předchoźı tvrzeńı plat́ı pro r − 1. Potom když

∂(S1, ..., Sr−1)

∂(x1, ..., xr−1)
≡ 0,

pak funkce 1, h1(x), ..., hr−1(x) jsou lineárně závislé. To znamená, že existuje
netriviálńı lineárńı kombinace prvk̊u 1, h1(x), ..., hr−1(x),

r−1∑
i=0

aihi = 0,

kde h0 = 1 a ai, i = 0, . . . , r − 1 jsou konstanty a alespoň jeden z ai je ne-
nulový. Potom funkce 1, h1(x), ..., hr(x) jsou také lineárně závislé. Protože
v́ıme, že

∑r−1
i=0 aihi = 0 a alespoň jedna z ai, i = 0, . . . , r − 1 je nenu-

lová, potom ar může nabývat hodnotu 0. Předpokládáme, že existuje bod
(x01, . . . , x

0
r−1) ∈ R v kterém plat́ı

∂(S1, ..., Sr−1)

∂(x01, . . . , x
0
r−1)

̸= 0.
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Rozš́ı̌reńım determinantu (2.1.5) v bodě x01, . . . , x
0
r−1, x v rámci prvk̊u po-

sledńıho sloupce dostáváme

A1h1
′(x) + A2h2

′(x) + · · ·+ Arhr
′(x) ≡ 0, x ∈ I, (2.1.6)

kde A1, . . . , Ar jsou konstanty v následuj́ıćım tvaru

A1 = (−1)1+r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h′2(x

0
2) h′2(x

0
3) · · · h′2(x

0
r−1)

h′3(x
0
2) h′3(x

0
3) · · · h′3(x

0
r−1)

...
...

. . .
...

h′r(x
0
2) h′r(x

0
3) · · · h′r(x

0
r−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

A2 = (−1)2+r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h′1(x

0
1) h′1(x

0
3) · · · h′1(x

0
r−1)

h′3(x
0
1) h′3(x

0
3) · · · h′3(x

0
r−1)

...
...

. . .
...

h′r(x
0
1) h′r(x

0
3) · · · h′r(x

0
r−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
...

Ar = (−1)r+r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h′1(x

0
1) h′1(x

0
2) · · · h′1(x

0
r−1)

h′2(x
0
1) h′2(x

0
2) · · · h′2(x

0
r−1)

...
...

. . .
...

h′r−1(x
0
1) h′r−1(x

0
2) · · · h′r−1(x

0
r−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Z (2.1.6) plyne, že funkce h(x) = A1h1
′(x)+A2h2

′(x)+ · · ·+Arhr
′(x) je kon-

stantńı na celém I a proto funkce 1, h1(x), ..., hr(x) jsou lineárně závislé na I.
Toto je ve sporu s předpokaledem, že 1, h1(x), ..., hr(x) tvoř́ı báźı prostoru L.
T́ım jsme dokázali funkcionálńı nezávislost statistiky S1(x), ..., Sr(x). Dále
podle Věty 1.2.5,

ln
p(x, θ)

p(x, θ0)
=

n∑
i=1

gxi
(θ) =

n∑
i=1

ln
f(xi, θ)

f(xi, θ0)

=
n∑

i=1

[ r∑
k=1

ck(θ)hk(xi) + c0(θ)

]
=

r∑
k=1

ck(θ)Sk(x) + nc0(θ).
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Z toho:

p(x, θ)

p(x, θ0)
= exp

{
r∑

k=1

ck(θ)Sk(x) + nc0(θ)

}
.

Tud́ıž

p(x, θ) = R[S(x); θ]r(x),

kde

R[S(x); θ] = exp

[
n∑

k=1

ck(θ)Sk(x) + nc0(θ)

]
,

r(x) = p(x, θ0).

Potom statistika S(x) je postačuj́ıćı pro rodinu (2.1.2). Z definice prostoru
L plyne

hk(x) =
∑
s

cksgx(θs) + ck0.

Odtud

Sk(x) =
n∑

i=1

hk(xi) =
n∑

i=1

∑
s

cksgxi
(θs) + nck0

=
∑
s

cks

n∑
i=1

gxi
(θs) + nck0.

a v́ıme, že statistika

T : x→ gx(θ) = ln
p(x, θ)

p(x, θ0)
=

n∑
i=1

gxi
(θ) (2.1.7)

je minimálńı postačuj́ıćı statistika. Ale z předcházej́ıćıho vztahu plyne, že
Sk(x) = S̃k[T (x)], kde T (x) =

∑n
i=1 gxi

(θs) a proto

S(x) = {S1(x), ..., Sr(x)} : (Rn,Bn) → (Rr,Br)

je minimálńı postačuj́ıćı statistika pro rodinu (2.1.2).
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V následuj́ıćım kroku dokážeme, že pro n ≤ r rodina (2.1.2) nepřipoušt́ı
netriviálńı postačuj́ıćı statistiky.
V prostoru L zvoĺıme funkce 1, h1(x), ..., hr(x) tak, aby byly lineárně
nezávislé. Potom podle prvńı části d̊ukazu je Jacobiho determinant nenu-
lový

∂(S1, ..., Sn)

∂(x1, ..., xn)
̸= 0

alespoň v bodě (x1
0, ..., xn

0) . A podle věty o inverzńı funkci:

xi = xi(S1, ..., Sn), i = 1, ..., n

tedy máme

Rn ∩ U ⊂ S−1(Rn) ∩ U ⊂ T−1(Bl) ∩ U (2.1.8)

kde T je minimálńı postačuj́ıćı statistika. Podle (2.1.8) je minimálńı
postačuj́ıćı statistika triviálńı dokonce v bodě x0 = (x1

0, ..., xn
0)′. Z toho

vyplývá, že rodina (2.1.2) nemá netriviálńı postačuj́ıćı statistiku.

2.2 Exponenciálńı rodina rozděleńı

Významá rodina rozděleńı, u kterých lze určit postačuj́ıćı statistiky je ex-
ponencialná rodina. Do této rodiny rozděleńı patř́ı např́ıklad: binomické,
Poissonovo, normálńı, exponenciálńı a gamma rozděleńı. V následuj́ıćı větě
podle [2] poṕı̌seme všechny regulárńı hustoty, které splňuj́ı (2.1.2).

Věta 2.2.1. Pokud regulárńı hustota f(x, θ), θ ∈ Θ splňuje (2.1.2) s ne-
triviálńı statistikou S(x), potom pro nějaké r ≤ n− 1

f(x; θ) = exp

{
r∑

i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ) + h0(x)

}
(2.2.1)

kde funkce h1(x), ..., hr(x) jsou spojitě diferencovatelné a systém funkćı
{1, h1, ..., hr} je lineárně nezávislý.

To znamená, že mezi regulárńımi rodinami pouze exponenciálńı rodina
hustot (2.2.1) má takové vlastnosti, že některé jej́ı mocniny splňuj́ı (2.1.2) s
netriviálńı statistikou S(x).
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D̊ukaz. 1) Z předpokladu věty a z netriviality statistiky S(x) plyne, že di-
menze L = r + 1 ≤ n. Necht’ funkce h1(x), ..., hr(x) tvoř́ı báze prostoru L a
{1, c1, ..., cr} jsou konstanty z L, pak statistiku gx(θ) lze zapsat ve tvaru

gx(θ) = ln
f(x, θ)

f(x, θ0)
=

r∑
i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ), θ ∈ Θ,

neboli

ln f(x; θ)− ln f(x, θ0) =
r∑

i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ). (2.2.2)

Označme h0(x) = f(x, θ0). Vid́ıme, že (2.2.2) je ekvivalentńı s (2.2.1):

ln f(x; θ) =
r∑

i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ) + h0(x),

f(x; θ) = exp

{
r∑

i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ) + h0(x)

}
.

A obráceně, pokud f(x; θ) zaṕı̌seme ve tvaru (2.2.1), potom

p(x, θ) =
n∏

i=1

f(xi, θ)

= exp

{
r∑

i=1

ci(θ)
n∑

j=1

hi(xj) + nc0(θ) +
n∑

j=1

h0(xj)

}
= R(S1, ..., Sr; θ)r(x),

a tedy

Si =
n∑

j=1

hi(xj).

Z toho vid́ıme, že S(x) = {S1(x), ..., Sr(x)} je postačuj́ıćı pro rodinu (2.1.2).
Vzhledem k tomu, že r ≤ n−1 a funkce h1(x), ..., hr(x) jsou spojitě diferen-
covatelné, je postačuj́ıćı statistika v tomto př́ıpadě netriviálńı.

Podle [1] zformulujeme následuj́ıćı definici a větu s d̊ukazem.
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Definice 2.2.2. Hodnost́ı systému distribučńıch funkćı {Pθ, θ ∈ Θ} na pro-
storu X rozumı́me největš́ı takové r, pro které plat́ı, že pro žádné konečné
n ≤ r rodina {Pθ, θ ∈ Θ} nemá netriviálńı postačuj́ıćı statistiky pro výběry
o rozsahu n na prostoru X .

Věta 2.2.3. Necht’

f(x, θ) = exp

{
r∑

i=1

hi(x)ci(θ) + c0(θ) + h0(x)

}
.

Pak hodnost systému distribučńıch funkćı {Pθ, θ ∈ Θ} neńı věťśı něž r.
Pokud (1, h1, ..., hr) a (1, c1, ..., cr) jsou lineárně nezávislé systémy funkćı,
pak hodnost {Pθ, θ ∈ Θ} je r a pro každé n ≥ r jsou funkce v systému funkćı

Si(x1, ..., xn) =
n∑

j=1

hi(xj), (i = 1, ..., r)

funkcionálně nezávislé a tvoř́ı n-rozměrnou minimálńı postačuj́ıćı statistiku
pro rodinu (2.1.2).

D̊ukaz. Máme:

gx(θ) = ln f(x, θ)− ln f(x, θ0)

=
r∑

i=1

(ci(θ)− ci)hi(x) + c0(θ)− c0, (2.2.3)

kde ci = ci(θ0). To znamená, že dimenze L ≤ r + 1 a hodnost {Pθ, θ ∈ Θ}
se nerovná n. Dále, pokud (1, c1(θ), ..., cr(θ)) jsou lineárně nezávislé,
(c1(θ) − c1(θ0) , . . . , cr(θ) − cr(θ0)) jsou také lineárně nezávislé.
Z toho plyne, že θ1, ..., θr ∈ Θ můžeme zvolit tak, že se determi-
nant ∥ci(θj) − ci(θ0)∥ ̸= 0.
Pokud v (2.2.3) nahrad́ıme θ (θ1, ..., θr) ∈ Θ a vyřeš́ıme vzniklou soustavu
rovnic, dostaneme:

hi(x) =
r∑

j=1

bi
jgθj(x) + bi

0, i = 1, ..., r (2.2.4)

kde bi
j jsou konstanty. Z rovnosti (2.2.4) vid́ıme, že (1, h1, ..., hr) patř́ı do L

a generuj́ı L.
Pokud funkce (1, h1, ..., hr) jsou lineárně nezávislé, potom tyto funkce tvoř́ı
bázi L a d̊ukaz plyne z Věty 2.1.2.
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2.2.1 Exponenciálńı rodina s parametrem polohy
F (x− θ)

Uvažujeme exponenciálńı rodinu rozděleńı, která podle (2.2.1) má tvar

f(x; θ) = exp

{
r∑

i=1

ci(θ)hi(x) + c0(θ) + h0(x)

}
.

Táto rodina záviśı na parametru θ ∈ Θ. V speciálńım př́ıpadě, kdy θ je
parametrem polohy, se dá exponenciálńı rodinu definovat d̊ukladněji.

Následuj́ıćı věta a jej́ı d̊ukaz je k nalezeńı v [2].

Věta 2.2.4. Necht’ se regulárńı hustota f(x− θ), která záviśı na parametru
polohy θ ∈ R dá napsat ve formě (2.2.1). Potom pro libovolné s ∈ N

f(x) = exp

[
s∑

i=1

cix
nieµix

]
, x ∈ R, (2.2.5)

kde ni jsou nezáporná, celá č́ısla a µi, ci jsou komplexńı č́ısla.

D̊ukaz. Z předpokladu regularity f(x−θ) plyne, že f(x−θ) > 0 pro ∀x ∈ R1

a ∀θ ∈ R1. Necht’ H(x) = ln f(x). Pro θ ∈ R1 prostor funkćı H(x − θ) má
konečnou dimenzi a z toho plyne, že

H(x− θ) =
k∑

j=1

aj(θ)Hj(x)

kde Hj(x) = H(x − θj). Z d̊ukazu Věty 2.1.2 plyne, že existuj́ı x1, ..., xk
takové, že ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H1(x1) H2(x1) · · · Hk(x1)
H1(x2) H2(x2) · · · Hk(x2)

...
...

. . .
...

H1(xk) H2(xk) · · · Hk(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Potom v systému

H(xi − θ) =
k∑

j=1

aj(θ)Hj(xi), i = 1, ..., k,
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se funkce aj(θ) daj́ı vyjádřit lineárně ve smyslu H(xi − θ) a protože

H1(x1)a1(θ) +H2(x1)a2(θ) + · · ·+Hk(x1)ak(θ) = H(x1 − θ)

H1(x2)a1(θ) +H2(x2)a2(θ) + · · ·+Hk(x2)ak(θ) = H(x2 − θ)

· · ·
H1(xk)a1(θ) +H2(xk)a2(θ) + · · ·+Hk(xk)ak(θ) = H(xk − θ)

nebo v matici formě
H(x)A(θ) = H(x− θ),

A(θ) = H−1H(x− θ).

kde

H(x) =


H1(x1) H2(x1) · · · Hk(x1)
H1(x2) H2(x2) · · · Hk(x2)

...
...

. . .
...

H1(xk) H2(xk) · · · Hk(xk)

 ,

A(θ) = (a1(θ), a2(θ), · · · , ak(θ))′

a
H(x− θ) = (H(x1 − θ), H(x2 − θ), · · · , H(xk − θ))′ .

Funkce H(xj − θ), j = 1, . . . , k jsou diferencovatelné podle θ. Z toho
plyne, že ai(θ), i = 1, . . . , k jsou také diferencovatelné podle θ. A plat́ı

∂H(x− θ)

∂θ
= H

′

j(x− θ) =
k∑

i=1

a′j(θ)Hj(x); i = 1, . . . , k, (2.2.6)

Položme v (2.2.6) θ = θ1, . . . , θk a dostaneme

H
′

j(x) =
k∑

i=1

Aij(θi)Hj(x); i = 1, . . . , k, (2.2.7)

kde Aij = a
′
j(θi). Rovnost (2.2.7) je systém lineárńıch diferenciálńıch rov-

nic s konstantńımi koeficienty. Z teorie diferenciálńıch rovnic v́ıme, že jej́ı
zobecněńı řešeńı má tvar

Hj(x) =

[
k∑

i=1

cijx
nieµix

]
. (2.2.8)

Dále v́ıme, že Hj(x) = ln fj(x), a z podmı́nky (2.2.8) plyne tvrzeńı věty.
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2.2.2 Exponenciálńı rodina s parametrem měř́ıtka
F (xσ)

V tomto odstavci postupujeme podle [2].
Daľśım speciálńım parametrem pro exponenciálńı rodinu (2.2.1) je para-

metr měř́ıtka, σ ∈ R1
+. Pokud f(x/θ) je regulárńı, potom

f(x) > 0 pro x ∈ R nebo

f(x) > 0 pro x ∈ R1
+

f(x) = 0 pro x ∈ R1
− nebo

f(x) > 0 pro x ∈ R1
−

f(x) = 0 pro x ∈ R1
+

Všechny př́ıpady můžeme uvažovat stejným zp̊usobem. My se zde omeźıme
na druhý př́ıpad, když f(x) > 0 pro x ∈ R1

+ a f(x) = 0 pro x ∈ R1
−.

Věta 2.2.5. Necht’ regulárńı hustota (1/σ)f(x/σ), kde f(x) > 0 pro x ∈ R1
+

a f(x) ≡ 0 pro x ∈ R1
−, která záviśı na parametru měř́ıtka σ ∈ R1

+, patř́ı do
exponenciálńı tř́ıdy hustot. Potom pro libovolné s ∈ N

f(x) = exp

[
s∑

i=1

ci(lnx)
nixµi

]
, x ∈ R1

+, (2.2.9)

kde ni jsou nezáporná, celá č́ısla a µi, ci jsou komplexńı č́ısla.

D̊ukaz. Položme x = ey, σ = eρ. Necht’ f(x) > 0 pro x ∈ R1
+ a f(x) = 0 pro

R1
−. Potom nová hustota má tvar

h(y, ρ) = ey−ρf(ey−ρ) = h(y − ρ).

Podrobněji, máme

F
(x
σ

)
=

1

σ

∫ x

0

f

(
t

σ

)
dt.

Použijeme substituce t = ey, dt = eydy, σ = eρ,

1

σ

∫ x

0

f

(
t

σ

)
dt =

1

σ

∫ ln(x)

−∞
f

(
ey

σ

)
ey dy = e−ρ

∫ ln(x)

−∞
f
(
ey−ρ

)
ey dy

=

∫ ln(x)

−∞
f
(
ey−ρ

)
ey−ρ dy.
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Z posledńıho vyjádřeńı vyplývá, že hustota distribučńı funkce F (x
σ
) je

h(y − ρ) = h(y, ρ) = ey−ρf(ey−ρ). Potom podle Věty 2.2.4 dostaneme

h(y) = exp

[
s∑

i=1

ciy
nieµix

]

z čeho vyplývá hledaný tvar (2.2.9) pro p̊uvodńı rodinu hustot.
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Kapitola 3

Př́ıklady

V této kapitole uvád́ıme několik př́ıklad̊u výpočtu postačuj́ıćı statistiky
převzaté z [1] a [4].

V následuj́ıćım př́ıkladě ukážeme postup jak spoč́ıtat postačuj́ıćı statis-
tiku pro parametr binomického rozděleńı podle Definice 1.1.2.

Př́ıklad 1. Necht’X1, ..., Xn jsou nezávislé stejně rozdělené nahodné veličiny
s binomickým rozděleńım s parametry m a p,
tj. Bi(m, p).

P(Xi = k) =

(
m

k

)
pk(1− p)m−k, k = 0, . . . ,m i = 1, . . . , n

Potom sdružené rozděleńı X1, ..., Xn je binomické s parametry mn a p,
tj. X ∼ Bi(mn, p):

P(X1 = x1, ..., Xn = xn) =
n∏

i=1

P(Xi = xi) =

=
n∏

i=1

(
m

xi

)
p
∑n

i=1 xi(1− p)mn−
∑n

i=1 xi

Označme s =
∑n

i=1 xi, potom S =
∑n

i=1Xi je postačuj́ıćı statistika pro
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parametr p, jelikož podmı́něné rozděleńı nezáviśı na parametru p:

P(X1 = x1, ..., Xn = xn|
n∑

i=1

xi = s) =
P(X1 = x1, ..., Xn = xn,

∑n
i=1 xi = s)

P(
∑n

i=1 xi = s)

=
P(X1 = x1, ..., Xn = xn)

P(
∑n

i=1 xi = s
) =

=

∏n
i=1

(
m
xi

)
ps(1− p)mn−s(

mn
s

)
ps(1− p)mn−s

=

=

∏n
i=1

(
m
xi

)(
mn
s

) .

Výše uvedená rovnost plat́ı pro s =
∑n

i=1 xi. Je-li s ̸=
∑n

i=1 xi, pak tato
podmı́něná pravděpodobnost se rovná nule. Dále ukážeme, jak lze pomoćı
faktorizačńıho kritéria určit postačuj́ıćı statistiky pro dané rozděleńı.

R[S(x); p] = p
∑n

i=1 xi(1− p)mn−
∑n

i=1 xi

a

r(x) =
n∏

i=1

(
m

xi

)
.

Z toho plyne, že S =
∑n

i=1Xi je postačuj́ıćı statistikou pro parametr p.

Př́ıklad 2. Necht’ X1, ..., Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny. Xi má normálńı rozděleńı s parametry µ ∈ R a σ2 > 0, θ = (µ, σ2)
tj. Xi ∼ N(µ, σ2) s hustotou

f(xi;µ, σ
2) =

1√
2πσ2

e−
(xi−µ)2

2σ2 , xi ∈ R, i = 1, . . . , n.

Potom hustota sdruženého rozděleńı má za podmı́nky nezávislosti náhodných
veličin tvar:

f(x1, ..., xn;µ, σ
2) =

1√
(2πσ2)n

exp

{
−
∑n

i=1 (xi − µ)2

2σ2

}
=

1√
(2πσ2)n

exp

{
−
∑n

i=1 xi
2 + 2µ

∑n
i=1 xi − nµ2

2σ2

}
=

1√
(2π)n

1

σn
exp

{
−
∑n

i=1 xi
2 + 2µ

∑n
i=1 xi − nµ2

2σ2

}
,
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což odpov́ıdá tvaru (1.2.1) pro

R[S(x); θ] =
1

σn
exp

{
−
∑n

i=1 xi
2 + 2µ

∑n
i=1 xi − nµ2

2σ2

}

a r(x) =
1√
(2π)n

.

Postačuj́ıćı statistika pro parametr θ = (µ, σ2) je S = (
∑n

i=1 xi,
∑n

i=1 xi
2).

Jako pokračováńı př́ıkladu odvod́ıme postačuj́ıćı statistiky normálńıho
rozděleńı pro parametry µ a σ2 aplikaćı (1.2.1). Spojitá funcke f(x;µ, σ) > 0
je diferencovatelná na celém R a pro θ = (µ, σ2) podle Věty 1.2.5 máme:
Pro X ∼ N(µ, σ2)

gx(µ, σ) = ln p(x, µ, σ)− ln p(x, µ, σ),

gx(µ, σ) = ln
1

σ
√
2π

− (x− µ)2

2σ2
− ln

1

σ0
√
2π

+
(x− µ0)

2

2σ02

= ln
σ0
√
2π

σ
√
2π

− x2 − 2µx+ µ2

2σ2
+
x2 − 2µ0x+ µ0

2

2σ02

= −x
2

2

(
1

σ2
− 1

σ02

)
+ x

(
µ

σ2
− µ

σ02

)
−
(
µ2

2σ2
− µ0

2

2σ0
2 + ln

σ

σ0

)
.

gx1,...,xn(µ, σ
2)= ln p

(
n∑

i=1

xi, µ, σ

)
− ln p

(
n∑

i=1

xi, µ, σ0

)

gx1,...,xn(µ, σ
2)= gx1(µ, σ

2) + gx2(µ, σ
2) + ...+ gxn(µ, σ

2) =
n∑

i=1

gxi
(µ, σ2) =

= −1

2

(
1

σ2
− 1

σ02

) n∑
i=1

xi
2 +

(
µ

σ2
− µ

σ02

) n∑
i=1

xi −
(
µ2

2σ2
− µ0

2

2σ0
2 + ln

σ

σ0

)
.

Podle Věty 1.2.7 je funkce gx1,...,xn(µ, σ
2) minimálńı postačuj́ıćı statistikou

pro µ a σ2 a je ekvivalentńı statistice

S(x1, . . . , xn) =

(
n∑

i=1

xi,

n∑
i=1

xi
2

)
.
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Následuj́ıćı tři př́ıklady se daj́ı nalézt v článku [1].

Př́ıklad 3. Necht’ pravděpodobnostńı hustota je definována jako:

p(x, β, λ, µ) =

{
0, x ≤ 0
Cxβe−λxµ

, x > 0.
(3.0.1)

Hodnotu C se dá určit z podmı́nky
∫ −∞
∞ p(x, β, λ, µ) = 1. Necht’ λ a β jsou

pevné, µ ∈ (0,+∞), potom rodina rozděleńı:

F = {pµ(x, β, λ);µ ∈ (0,+∞); λ, β pevné}

je regulárńı na (0,+∞), podle (1.2.5):

gx(µ) = ln p(x, β, λ, µ)− ln p(x, β0, λ0, µ0)

= ln(Cxβe−λxµ

)− ln(Cxβ0e−λ0xµ0 )

= ln(Cxβ)− λxµ − ln(C0x
β0) + λ0x

µ
0

= λxµ + (lnC + lnC0 + λ0x
µ0), x > 0

Pokud µ je neznámé, potom neexistuje netriviálńı postačuj́ıćı statistika pro
hustotu (3.0.1). V tomto př́ıpadě dimenze L = ∞ a to se nezměńı, když se
α a β nepovažuj́ı za konstanty. Pokud µ je známé, potom hustota (3.0.1) se
dá napsat ve tvaru:

p(x, β, λ, µ) = Cxβe−λxµ

= exp {−λxµ + β ln x+ lnC} , x > 0

Sdružené rozděleńı má tvar
n∏

i=1

p(xi, β, λ, µ) =
n∏

i=1

exp{−λxiµ + β ln xi + lnC}

= exp

{
−λ

n∑
i=1

xi
µ + n lnC + β

n∑
i=1

ln xi

}
.

Když obě parametry β a λ jsou neznámé a µ je známé pak
∑n

i=1 xi
µ a∑n

i=1 ln xi tvoř́ı minimálńı postačuj́ıćı statistiku pro β a λ.
Když β je nezmámý parametr (λ známé) a µ je známé, potom

∑n
i=1 ln xi

tvoř́ı minimálńı postačuj́ıćı statistiku pro β.
Když λ je nezmámý parametr (β známé) a µ je známé, potom

∑n
i=1 xi

µ

tvoř́ı minimálńı postačuj́ıćı statistiku pro λ.
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Př́ıklad 4. Mějme hustotu definovanou jako

p(x, α, σ) =
1

2σ
e−

|x−α|
σ , α ∈ R, σ2 > 0, ∞ < x < −∞.

.

Sdružené rozděleńı má tvar

n∏
i=1

p(xi, α, σ) =
1

(2σ)n
e−

∑n
i=1 |xi−α|

σ .

Podle Věty 1.2.7:

gxi
(θ) = ln p(xi, α, σ)− ln p(xi, α0, σ), i = 1, ..., n

n∑
i=1

gxi
(θ) =

n∑
i=1

|xi − α| − |xi − α0|
σ

=
1

σ

n∑
i=1

|xi − α| − 1

σ

n∑
i=1

|xi − α0|

z toho vid́ıme, že pro známé α minimálńı postačuj́ıćı statistika pro σ je∑n
i=1 |xi − α|.

Když α je neznámé potom rodina distribučńıch funkćı má nekonečnou
hodnost na prostoru L podle věty 1.2.2 a obsahuje nekonečně mnoho
nezávislých funkćı |x−α| a tedy minimálńı postačuj́ıćı statistika neexistuje.

Na následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme, jaký tvar má postačuj́ıćı statistika
pro hustotu z exponenciálńı rodiny rozděleńı s parametrem polohy.

Př́ıklad 5. Hustota z exponenciálńı rodiny je definovaná následuj́ıćım
zp̊usobem:

p(x) = e−x+e−x) −∞ < x <∞. (3.0.2)

Potom hustota

p(x− a) = e−[(x−a)+e−(x−a)] x, a ∈ R (3.0.3)
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je regulárńı na R a záviśı na parametru polohy a. Necht’ X1, . . . , Xn jsou
stejně rozdělené náhodné veličiny, kdeXi má hustotu ve tvaru (3.0.3). Potom
sdružená hustota má tvar

n∏
i=1

p(xi − a) = e−
∑n

i=1 (xi−a)e−
∑n

i=1 e
(xi−a)

.

To znamená, že postačuj́ıćı statistika pro parametr polohy a je
∑n

i=1 e
xi .

Následuj́ıćı př́ıklad je převzatý z [4].

Př́ıklad 6. Necht’ D ⊂ Rn je možina na Euklidovském prostoru, x ∈ Rn a
θ ∈ Θ kde Θ je množina parametru. Pro ∀θ ∈ Θ je hustota p(x, θ) spojitá
a p(x, θ) > 0 pro x ∈ D. Uvažujme zobrazeńı

x→ gx(θ) = ln p(x; θ)− ln p(x; θ0).

Ke každému x ∈ D zkonstruujme funkci gx(θ), kde θ prob́ıhá celý paramet-
rický prostor Θ a θ0 je pevné. Toto zobrazeńı je postačuj́ıćı statistika

p(x; θ) = exp[gx(θ) · gx(θ0)].
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Závěr

Předkládaná práce se zabývala významnou problematikou matematické sta-
tistiky, která se snaž́ı vyčerpat maximálńı informaci z určitého náhodného
výběru. Zavedli jsme pojem postačuj́ıćı statistiky a rozlǐsili jsme triviálńı,
netriviálńı a minimálńı postačuj́ıćı statistiky. Pomoćı Halmasovi a Savagovi
faktorizačńı věty jsme ukázali jakým zp̊usobem pro daný parametr spoč́ıtat
postačuj́ıćı statistiku.

Poté jsme se zaměřili na jednorozměrné rozděleńı, jejichž určité moc-
niny připouštěj́ı netriviálńı postačuj́ıćı statistiky. Dospěli jsme k d̊uležitému
výsledku, podle kterého exponenciálńı rodina hustot má takovou vlastnot,
že připoušt́ı omezeńı pomoćı postačuj́ıćı statistiky. Pomoćı speciálńıch pa-
rametr̊u se dalo zformulovat exponenciálńı rodinu rozděleńı přesněji a to v
př́ıpadech s parametrem polohy a s parametrem měř́ıtka. V rámci posledńı
kapitoly jsme uvedli několik př́ıkladu jak spoč́ıtat postačuj́ıćı a minimálńı
postačj́ıćı statistiky pro dané rozděleńı.
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