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Kapitola 1

Úvod

Overovanie predpoved́ı má dlhú a pestrú históriu. Prvý mohutný rozvoj
metód overovania predpoved́ı nastal po uverejneńı práce J. P. Finleyho
v roku 1884. V tejto práci boli zhrnuté výsledky programu predpovedania
výskytu tornád. Informácie v tejto kapitole čerpáme z [1].

Zvyčajne sa overovanie pravdepodobnostných predpoved́ı definuje ako
stanovenie stupňa súladu predpoved́ı a im prislúchajúcich pozorovańı. V pra-
xi overovaćı proces pozostáva z výpočtu vel’kosti jednej alebo dvoch charak-
terist́ık predpoved́ı ako je vychýlenie, presnost’ alebo úspešnost’ a zostroje-
nia záverov s prihliadnut́ım na absolútnu alebo relat́ıvnu charakteristiku na
základe numerických hodnôt týchto merańı. Tieto tradičné metódy pred-
stavujú MO (measure oriented) pŕıstup.

V našej práci je overovanie predpoved́ı definované ako proces stanove-
nia kvality predpovede, kde kvalitou predpovede rozumieme pozostávanie
zo súhrnu štatistických charakterist́ık poṕısaných v združenom rozdeleńı
predpoved́ı a pozorovańı. Táto defińıcia vedie k DO (distribution oriented)
pŕıstupu. DO pŕıstup ponúka teoretické a praktické výhody oproti tradičné-
mu MO pŕıstupu.

DO pŕıstupu je venovaná druhá kapitola, kde sú poṕısané charakteristiky
kvality predpovede a ich miery.

1.1 Označenie

Problém overovania predpoved́ı zahŕňa ohodnotenie a porovnanie pred-
povedných systémov. Predpovedným systémom môže byt’ model alebo metó-
da, ktorými sa urč́ı predpoved’. My budeme predpovedným systémom rozu-
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miet’ náhodnú veličinu, ktorou budeme popisovat’ predpovede. Túto náhodnú
veličinu budeme značit’ vel’kým ṕısmenom F . Predpovede, realizácie náhodnej
veličiny F označujeme malými ṕısmenami f, g. Na ohodnotenie a porov-
nanie predpovedných systémov musia byt’ dostupné pozorovania. Predpok-
ladáme, že pozorovania sú reprezentované náhodnými veličinami X, Y , ktoré
popisujú možné situácie. Konkrétne pozorovania, realizácie náhodných veli-
č́ın X, Y sú označené malými ṕısmenami x, y.

Veličiny, ktorých sa týkajú predpovede aj pozorovania, môžu byt’ rôzneho
druhu. Niektoré veličiny sú spojité, iné sú diskrétne.

Predpokladáme, že pozorovania x, y môžu nadobúdat’ iba hodnoty z mno-
žiny {0, 1}. Samotné predpovede môžu byt’ vyjadrené v pravdepodobnostnej
alebo nepravdepodobnostnej forme. Pravdepodobnostné predpovede ukazujú
pravdepodobnost’ javu. Budeme sa nimi zaoberat’ v kapitolách 3.3 a 3.5.
Nepravdepodobnostné predpovede špecifikujú, či daný jav nastane alebo ne-
nastane. V pŕıpade nepravdepodobnostných predpoved́ı je množina možných
predpoved́ı a pozorovańı spravidla identická. Ak sú predpovede v pravde-
podobnostnej forme, potom je zvyčajne množina jednoznačných predpoved́ı
rozsiahleǰsia ako množina pozorovańı, pretože pravdepodobnostné predpo-
vede nadobúdajú hodnoty z intervalu (0, 1), zatial’̌co pozorovania majú hod-
notu 0 alebo 1.

Overovaná vzorka, ktorá prislúcha náhodným veličinám F a X, je označe-
ná ako systém n dvoj́ıc predpoved́ı a pozorovańı {(fk, xk), k = 1...n}, pričom
nie je vylúčené opakovanie hodnôt. Nech nf označuje počet možných re-
alizácíı náhodnej veličiny F a nx počet možných realizácíı náhodnej veličiny
X, v našom pŕıpade je nx rovné 2. Združené rozdelenie predpoved́ı a po-
zorovańı označ́ıme p(F, X). Združené rozdelenie obsahuje informácie o pred-
povediach, pozorovaniach a vzt’ahu medzi nimi.

Pre jednoduchost’ náhodnú veličinu F ”zaokrúhlime” a budeme považovat’

za diskrétnu. Nech pij označuje združenú relat́ıvnu četnost’ predpoved́ı f (i)

a pozorovańı x(j) v overovanej vzorke (i = 0, ..., nf − 1, j = 0, ..., nx − 1).
Matica P = (pij)i=0,...,nf−1,j=0,...,nx−1 obsahuje združené relat́ıvne četnosti

všetkých dvoj́ıc (f (i), x(j)). My budeme považovat’ združené relat́ıvne četnosti
za združené pravdepodobnosti teda pij = P (F = f (i), X = x(j)) = P (Fk =
f (i), Xk = x(j)), k = 1...n potom matica P obsahuje združené pravdepodob-
nosti všetkých dvoj́ıc (f (i), x(j)). Tieto pravdepodobnosti môžeme chápat’

ako jednoduchý model združeného rozdelenia p(F, X).
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Kapitola 2

Charakteristiky kvality

predpoved́ı

Táto kapitola vychádza z [1], z prác [2], [3] a z bakalárskej práce [4].
Venujeme sa v nej rozkladom združeného rozdelenia predpoved́ı a pozorovańı
na podmienené a marginálne rozdelenia. Popisujeme charakteristiky kvality
predpoved́ı a ich miery. Zaoberáme sa vzt’ahmi charakterist́ık a rozkladmi
strednej štvorcovej chyby a skóra úspešnosti.

2.1 Rozklad združeného rozdelenia

Združené rozdelenie p(F, X) hrá základnú úlohu v procese overovania.
V podstate, overovanie predpoved́ı pozostáva z opisu a zhurnutia štatisti-
ckých charakterist́ık združeného rozdelenia. Hoci združené rozdelenie pred-
poved́ı a pozorovańı obsahuje všetky podstatné informácie o kvalite pred-
povede, rozkladom na marginálne a podmienené rozdelenie spŕıstupńıme
tieto informácie. Definujeme dve faktorizácie (rozklady)

p(F, X) = p(X|F )p(F ) (2.1)

p(F, X) = p(F |X)p(X) (2.2)

Rozklad (2.1) sa nazýva CR (calibration - refinement) rozklad a zahŕňa
podmienené rozdelenie pozorovańı za podmienky predpovede F = f teda
p(X|F ) a marginálne rozdelenie predpoved́ı, p(F ). Podmienené rozdelenie
prepoved́ı je definované pre všetky možné predpovede takto p(X|F ) = P (X =
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x(j)|F = f (i)). Marginálne rozdelenie p(F ) určuje nepodmienené pravde-
podobnosti predpoved́ı t.j. p(F ) = P (F = f (i)) =

∑nx

j=1 pij .
Rozklad (2.2) nazývaný LBR (likelihood - base rate) zahŕňa podmienené

rozdelenie predpoved́ı za podmienky pozorovania X = x, p(F |X) a mar-
ginálne rozdelenie pozorovańı, p(X). Podmienené rozdelenie p(F |X) je defi-
nované pre všetky možné pozorovania takto p(F |X) = P (F = f (i)|X =
x(i)). Marginálne rozdelenie p(X) určuje nepodmienené pravdepodobnosti
pozorovańı t.j. p(X) = P (X = x(j)) =

∑nf

i=1 pij.

2.2 Popis charakterist́ık kvality predpoved́ı

Kvalita predpoved́ı je definovaná ako súhrn štatistických charakterist́ık
predpoved́ı, pozorovańı a ich vzt’ahu, ktorý je založený na združenom rozde-
leńı p(F, X). Charakteristiky kvality predpoved́ı sa môžu vzt’ahovat’ k zdru-
ženému rozdeleniu alebo k podmienenému a marginálnemu rozdeleniu, ktoré
je spojené s rozkladom združeného rozdelenia.

Vychýlenie (bias, systematické alebo nepodmienené vychýlenie) sa vzt’a-
huje k stupňu zhody medzi strednou hodnotou predpoved́ı µX a strednou
hodnotou pozorovańı µF . Obvykle je vychýlenie definované ako rozdiel medzi
µX a µF .

Združenie (association) zachytáva silu lineárneho vzt’ahu predpoved́ı
a pozorovańı. Tento vzt’ah popisuje korelačný koeficient ρF,X .

Správnost’ (accuracy) popisuje priemerný stupeň súladu predpoved́ı
a pozorovańı jednotlivo v overovanej vzorke. Obvykle je definovaná pomo-
cou združeného rozdelenia p(F, X). Ale môže byt’ definovaná aj pomocou
podmieneného a marginálneho rozdelenia. V súvislosti s overovańım pred-
poved́ı sa správnost’ meria pomocou strednej štvorcovej chyby (MSE) alebo
strednej absolutnej chyby (MAE).

Úspešnost’ (skill) je definovaná ako správnost’ predpoved́ı, ktoré nás
zauj́ımajú, relat́ıvne ku správnosti predpoved́ı, ktoré boli vytvorené primit́ıv-
nym predpovedným systémom. Úspešnost’ odhaduje skóre úspešnosti (skill
score), ktoré je definované ako miera relat́ıvnej správnosti. Kladné (záporné)
skóre úspešnosti znač́ı, že správnost’ predpoved́ı, ktoré nás zauj́ımajú, je
vyššia (nižšia) ako správnost’ predpoved́ı vytvorených primit́ıvnym systémom.
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Spol’ahlivost’ (reliability, calibration, conditional bias type 1) charak-
terizuje stupeň zhody strednej hodnoty podmieneného rozdelenia X za pod-
mienky F = f teda µX|F a predpovede F . Uprednostňujeme malé rozdiely
µX|F a F . Predpovede, ktoré vykazujú dokonalú zhodu µX|F a F vo všetkých
hodnotách F = f sa nazývajú úplne spol’ahlivé (dobre kalibrované alebo
podmienene nevychýlené). Predpovede, ktoré sú úplne spol’ahlivé sú nevyh-
nutne nevychýlené (opak všeobecne neplat́ı).

Rozĺı̌senie (resolution) vystihuje rozdiel strednej hodnoty podmienené-
ho rozdelenia X za podmienky F = f , µX|F a strednej hodnoty pozorovańı
µX . Overovaná vzorka, pre ktorú plat́ı µX|F = µX pre všetky hodnoty f
náhodnej veličiny F , je úplne bez rozĺı̌senia. Väčš́ı rozdiel µX|F a µX je
výhodneǰśı. Rozĺı̌senie ako charakteristika kvality predpovede je založená na
koncepcii, že po rôznych predpovediach by mali nasledovat’ rôzne pozorova-
nia.

Ostrost’ (sharpness, refinement) je charakteristika, ktorá použ́ıva iba
pravdepodobnostné predpovede. Predpovede sú perfektne ostré, ak je v nich
použ́ıvaná iba hodnota nula a jedna. Na druhej strane konštantná predpoved’

pravdepodobnosti je úplne neostrá. Ak sú predpovede, ktoré nás zauj́ımajú
úplne spol’ahlivé, potom ostrost’ a rozĺı̌senie sú identické charakteristiky.

Podmienené vychýlenie typu 2 (coditional bias type 2) popisuje
stupeň zhody strednej hodnoty podmieneného rozdelenia F za podmienky
X = x, teda µF |X a pozorovania X. Predpovede, ktoré vykazujú úplnú
zhodu µF |X a X (µF |X = X) pre všetky x sú úplne podmienene nevychýlené
(pravdepodobnostné predpovede, ktoré vyhovujú tejto podmienke, sú doko-
nalé predpovede).

Diskriminácia (discrimination) charakterizuje rozdiel strednej hod-
noty podmieneného rozdelenia F za podmienky X = x, µF |X a strednej
hodnoty predpovedi µF . Ak µF |X = µF pre každé x, potom overovaná
vzorka je úplne nediskriminovaná. Výhodneǰśı je väčš́ı rozdiel µF |X a µF .
Diskrimináciu by sme mohli neformálne interpretovat’ ako schopnost’ ro-
zlǐsovat’ medzi pozorovaniami. Ńızka diskriminácia by predstavovala situáciu,
v ktorej sa podmienené rozdelenia p(F |X = 1) a p(F |X = 0) prevažne zho-
dujú.
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Neistota (uncertainty) popisuje rozptýlenost’ pozorovańı (ako primit́ıv-
ny popis predpovedanej situácie). Ako miera neistoty sa použ́ıva rozptyl po-
zorovańı σ2

X . Situácia, v ktorej sú udalosti približne rovnako pravdepodobné,
znač́ı relat́ıvne vysokú hodnotu neistoty, zatial’ čo situácia, v ktorej prevláda
jedna alebo dve udalosti, naznačuje relat́ıvne ńızku hodnotu neistoty. Hoci
neistota vôbec nezáviśı na predpovediach, je charakteristikou pozorovańı,
môže mat’ jej hodnota značný vplyv na iné charakteristiky predpoved́ı.

2.3 Spol’ahlivý a ostrý predpovedný systém

CR rozkladom združeného rozdelenia dostaneme podmienené rozdele-
nie pozorovańı za podmienky predpovede p(X|F ) a marginálne rozdelenie
predpoved́ı p(F ). Podmienené rozdelenie pozorovańı p(F |X) súviśı so spol’a-
hlivost’ou predpoved́ı. Ideálne by bolo, keby sme mali P (X = 1|F = f) = f .
Ak je táto podmienka splnená, potom predpovedný systém je dokonale
spol’ahlivý. Marginálne rozdelenie predpved́ı p(F ) udáva ako často sú použ́ı-
vané rôzne hodnoty predpoved́ı. Súviśı s ostrost’ou predpoved́ı. Konštantná
prepoved’ je úplne neostrá, nula-jedničkové predpovede sú perfektne ostré.

Môžeme mat’ predpovedný systém, ktorý je perfektne spol’ahlivý ale ne-
vykazuje žiadnu ostrost’. Alebo môžeme mat’ predpovedný systém, ktorý je
ostrý ale nie je vôbec spol’ahlivý. Avšak ani jeden z týchto dvoch extrémnych
pŕıpadov nie je vel’mi užitočný. Uprednostňujeme predpovedné systémy, ktoré
majú obe vlastnosti, sú vysoko spol’ahlivé a dost’ ostré. Inak povedané chceli
by sme predpovedný systém, ktorý by bol tak ostrý ako je len možné bez toho
aby sme sa vzdali jeho spol’ahlivosti. Udržanie spol’ahlivosti znamená, že
môžeme použ́ıvat’ predpovede a lepšia ostrost’ znamená, že predpovede ro-
zlǐsujú efekt́ıvne medzi situáciami vedúcimi k rôznym pozorovaniam. Ak je
predpovedný systém prefektne ostrý a spol’ahlivý, potom pravdepodobnosti
P (F = f |X = 1) a P (F = f |X = 0) musia byt’ dokonale diskriminujúce,
opak však všeobecne neplat́ı.

2.4 Miery charakterist́ık kvality predpoved́ı

V tejto časti definujeme základné kvantitat́ıvne miery rôznych charak-
terist́ık kvality predpovede ako sú stredná chyba (ME), stredná štvorcová
chyba (MSE) a skóre úspešnosti (SS).
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Stredná chyba (ME) predpoved́ı je definovaná ako rozdiel strednej hod-
noty predpoved́ı a strednej hodnoty pozorovańı

ME(F, X) = µF − µX

Stredná chyba je mierou nepodmieneného vychýlenia. Kladné (záporné) hod-
noty ME svedčia o tom, že predpovede sú nadhodnotené (podhodnotené).
Ak je ME(F, X) = 0, predpovede sú nepodmienene nevychýlené.

Strednú štvorcovú chybu (MSE) definujeme ako

MSE(F, X) =
∑

f

∑

x

P (F = f, X = x)(f − x)2

MSE je mierou správnosti a jej hodnoty sú nezáporné (nulová je len v pŕıpade,
ak p(F, X) = 0 pre všetky hodnoty náhodnej veličiny F rôzne od hodnôt
náhodnej veličiny X). Vyššiu správnost’ majú predpovede, ktoré vykazujú
malú hodnotu MSE. Ako vid́ıme z defińıcie, MSE nerozlǐsuje pravdepodob-
nostné a nepravdepodobnostné predpovede.

Skóre úspešnosti (SS) je zvyčajne definované ako zlepšenie správnosti
predpoved́ı, ktoré nás zauj́ımajú, oproti správnost́ı predpoved́ı vyrobených
primit́ıvnym predpovedným systémom. Ak vezmeme MSE za mieru správ-
nosti, potom SS môže byt’ definované takto

SS(F, µX, X) = 1 − [MSE(F, X)/MSE(R, X)]

kde MSE(R, X) je MSE predpoved́ı R založených na porovnácacom štan-
darde. Za MSE(R, X) môžeme volit’ MSE konštantnej predpovede s hod-
notou µX , čo je stredná hodnota pozorovańı, potom MSE(µX , X) sa rovná
rozptylu pozorovańı σ2

X

SS(F, µX, X) = 1 − [MSE(F, X)/σ2
X ]

Podl’a tohto predpokladu je úspešnost’ kladná (záporná), ked’ MSE pred-
poved́ı je menšia (väčšia) ako rozptyl pozorovańı. Pretože MSE(F, X) = 0
ked’ p(F, X) = 0 pre všetky F rôzne od X, potom pre dokonalé predpovede
je hodnota SS rovná jednej.

2.5 Rozklad MSE a SS

MSE môže byt’ rozložená niekol’kými spôsobmi, členy rozkladu popisujú
kvantitat́ıvne miery rozličných charakterist́ık pravdepodobnostných pred-
poved́ı. Základný rozklad MSE je

MSE(F, X) = (µF − µX)2 + σ2
F + σ2

X − 2σF σXρF,X
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dôkaz:

∑

f

∑

x

P (F = f, X = x)(f − x)2

=
∑

f

∑

x

P (F = f, X = x)(f 2 − 2fx + x2)

=
∑

f

P (F = f)f 2 +
∑

x

P (X = x)x2 − 2
∑

f

∑

x

P (F = f, X = x)fx

= E(F 2) + E(X2) − 2E(F, X)

= (σ2
F + µ2

F ) + (σ2
X + µ2

X) − 2(σF σXρF,X + µFµX)

= µ2
F − 2µFµX + µ2

X + σ2
F + σ2

X − 2σF σXρF,X

= (µF − µX)2 + σ2
F + σ2

X − 2σF σXρF,X

MSE je rozložená na mieru nepodmieneného vychýlenia [(µF − µX)2],
mieru ostrosti(σ2

F ), mieru neistoty (σ2
X) a mieru združenia (2σF σXρF,X =

2σF,X , kde σF,X označuje kovarianciu pozorovańı a predpoved́ı). Posledné tri
výrazy na pravej strane spolu tvoria rozptyl chýb predpoved́ı (σ2

F−X).
Ďaľsie rozklady MSE súvisia s CR a LBR faktorizáciami. CR rozklad

MSE

MSECR(F, X) = σ2
X + EF (µX|F − f)2 − EF (µX|F − µX)2

Táto rovnica ukazuje rozklad MSE na mieru neistoty (σ2
X), mieru spol’ahli-

vosti [EF (µX|F − f)2] a mieru rozĺı̌senia [EF (µX|F − µX)2].
LBR rozklad MSE

MSELBR(F, X) = σ2
F + EX(µF |X − x)2 − EX(µF |X − µF )2

Výrazy v rovnici reprezentujú rozklad MSE na mieru ostrosti (σ2
F ), mieru

podmieneného vychýlenia typu 2 [EX(µF |X − x)2] a mieru diskriminácie
[EX(µF |X − µF )2]. Posledné dva výrazy naznačujú, že týmto rozkladom je
možné spŕıstupnit’ pozorovania x = 0 a x = 1 pomocou podmienenej stred-
nej hodnoty predpoved́ı (µF |X=1 a µF |X=0). A to zńıžeńım podmieneného
vychýlenia typu 2 a súčasne zvýšeńım diskriminácie (zvýšit’ rozdiel pod-
mienených stredných hodnôt a nepodmienenej strednej hodnoty predpoved́ı).

Rozklad SS založený na MSE

SSMSE(F, µX , X) = ρ2
F,X − [ρF,X − σF /σX ]2 − [(µF − µX)/σ2

X ]

12



Všetky výrazy na pravej strane sú nezáporné a môžeme ich interpretovat’

s odvolańım sa na lineárny regresný model. V tomto zmysle je ρ2
F,X mierou

združenia F a X. Predpovede sú úplne spol’ahlivé, ked’ regresná priamka
pret́ına nulu a má smernicu jedna. Za tohto predpokladu je σF rovné ρF,XσX

a to znamená, že druhý člen na pravej strane je mierou spol’ahlivosti. Tento
člen vypadne pre úplne spol’ahlivé predpovede inak znižuje hodnotu SS. Tret́ı
člen je miera celkového (nepodmieneného) vychýlenia. Vypadne pre úplne
nepodmienené predpovede, inak znižuje hodnotu SS. Ak sú predpovede pod-
mienene nevychýlené, potom SSMSE a ρ2

F,X sú si rovné. Overovaná vzorka,
ktorá je podmienene nevychýlená pre všetky predpovede, je aj nepodmienene
nevychýlená (opak všeobecne neplat́ı). V tomto zmysle môže byt’ ρ2

F,X po-
važované za mieru potenciálnej úspešnosti.
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Kapitola 3

ROC krivky

V tretej kapitole sa budeme zaoberat’ modelom, kde poznáme podmienené
rozdelenia náhodnej veličiny Y . Pre tento model študujeme ROC krivky a
charakteristiky definované v druhej kapitole. V časti 3.1 definujeme ROC
krivku na základe [6]. V častiach 3.2, 3.4 a 3.6 vychádzame z práce [5],
v týchto častiach sú poṕısané ROC krivky pre rovnomerné, normálne a beta
rozdelenie. V časti 3.3 sa venujeme združenému rozdeleniu predpoved́ı a
pozorovańı a charakteristikám kvality predpoved́ı, ktoré sú vytvorené na zá-
klade rovnomerných rozdeleńı. V časti 3.5 vytvoŕıme pravdepodobnostnú
predpoved’ na základe normálnych rozdeleńı, urč́ıme združené rozdelenie
predpoved́ı a pozorovańı a venujeme sa závislosti vybraných charakterist́ık
na rozdiele stredných hodnôt.

Pri skúmańı problému odhadovania kvality predpoved́ı sa meteorológovia
začali zauj́ımat’ o procedúru často použ́ıvanú v medićıne. Procedúra je zalo-
žená na ROC krivke (receiver operating characteristic curve). Nech náhodná
veličina Y popisuje výsledok nejakého merania alebo testu. Predpokladáme,
že poznáme podmienené rozdelenia Y za podmienky X = 0 a X = 1, teda
Y |X = 0 a Y |X = 1. Hustoty náhodných velič́ın Y |X = 0 a Y |X = 1
označ́ıme l0 a l1. Pre ilustráciu uvádzame obrázok 3.1, na ktorom sú hustoty
dvoch normálnych rozdeleńı N(0.4; 0.018) a N(0.55; 0.028). Normálnemu
rozdeleniu sú venované časti 3.4 a 3.5.

3.1 Defińıcia ROC krivky

Parameter t, ktorý prebieha všetky možné hodnoty náhodnej veličiny Y ,
nazveme prah rozhodnutel’nosti (decision threshold). Pomocou parametra t
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Obrázek 3.1: Hustoty normálnych rozdeleńı N(0.4; 0.018) čierna a
N(0.55; 0.028) červená.

definujeme predpoved’ náhodnú veličinu F takto

F = 0 pre Y < t

F = 1 pre Y ≥ t

Ďalej definujeme hit rate = true positive rate (HR) a false alarm rate = false
positive rate (FAR)

HR = P (Y ≥ t|X = 1) =
∫ ∞

t
l1(y)dy

FAR = P (Y ≥ t|X = 0) =
∫ ∞

t
l0(y)dy

ROC krivka je potom parametrický nákres, kde sa na horizontálnu osu
vynáša false alarm rate a na vertikálnu osu hit rate, pričom parameter t
prebieha celú škálu možných hodnôt náhodnej veličiny Y . Na obrázku 3.2
môžeme vidiet’ tri ROC krivky pre tri rôzne dvojice normálnych rozdeleńı.

15



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
FAR

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

HR

Obrázek 3.2: ROC krivky vytvorené na základe normálnych rozdeleńı
N(0.4; 0.018), N(0.55; 0.028) čierna, N(0.4; 0.02), N(0.5; 0.04) červená a
N(0.4; 0.03), N(0.48; 0.07) modrá.

Množina [0, 1]2 = {(FAR,HR),FAR ∈ (0, 1),HR ∈ (0, 1)} sa nazýva ROC
priestor. Uhlopriečka zodpovedá náhodnej predpovedi. Stupeň konkávnosti
môžeme považovat’ za mieru kvality predpovede.

Plocha pod ROC krivkou (AUC, area under ROC curve) je často pova-
žovaná za skalárnu mieru kvality predpovede. AUC môžeme vyjadrit’ pomo-
cou vzorca AUC =

∫ 1
0 HR(FAR)dFAR. Hodnota AUC rovná 0.5 vyjadruje

náhodnú predpoved’, kým AUC rovné 1 znamená dokonalú predpoved’. Je
dokázané, že AUC je bĺızko späté s ekonomickou hodnotou prepovedného
systému.

3.2 ROC krivka pre rovnomerné rozdelenie

Na obrázku 3.3 sa nachádzajú hustoty dvoch rovnomerných rozdeleńı. Nech
náhodná veličina Y |X = 0 má rovnomerné rozdelenie R(c0 − w0, c0 + w0),
náhodná veličina Y |X = 1 má R(c1−w1, c1+w1). Tento popis obsahuje štyri
parametre a to dve stredné hodnoty c0, c1 a dve poľśırky w0, w1. Bez ujmy

16



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y

0.5

1.0

1.5

lHyL

Obrázek 3.3: Hustoty rovnomerných rozdeleńı R(0; 0.6) čierna a R(0.25; 1)
červená.

na všeobecnosti budeme predpokladat’, že c1 ≥ c0. Potom hit rate a false
alarm rate sú dané rovnicami

HR =
c1 + w1 − t

2w1

FAR =
c0 + w0 − t

2w0

odvodenie:

l1(y) =
1

2w1

I(c1−w1,c1+w1)(y)

HR =
∫ ∞

t
l1(y)dy =

1

2w1

∫ ∞

t
I(c1−w1,c1+w1)(y)dy =

c1 + w1 − t

2w1

kde I(a,b)(y) je indikátor javu y ∈ (a, b).
Odvod́ıme rovnicu pre ROC krivku. Z rovnice pre FAR vyjadŕıme t a dosad́ıme
do rovnice pre HR.
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Obrázek 3.4: ROC krivky vytvorené na základe rovnomerných rozdeleńı
R(0; 0.6), R(0.25; 1) čierna a R(0; 0.8), R(0.2; 1) červená.

t = c0 + w0 − 2FARw0

HR(FAR) =
c1 + w1 − (c0 + w0 − 2FARw0)

2w1

HR(FAR) =
c1 − c0 + w1 − w0 + 2FARw0

2w1

HR(FAR) =
w0

w1
FAR +

δc + δw

2w1

kde δc = c1 − c0 a δw = w1 − w0

Na obrázku 3.4 vid́ıme, že ROC krivka sa skladá z troch lineárnych
čast́ı, pričom stredná čast’ je daná rovnicou, ktorú sme odvodili. Rovnica
naznačuje, že dva modely s rôznymi strednými hodnotami a š́ırkami možu
viest’ k rovnakej ROC krivke, ak majú rovnakú smernicu a priesečńık s ver-
tikálnou osou. Všeobecne plat́ı, že ROC krivky neurčujú jednoznačne parame-
tre podkladových rozdeleńı. Existujú rozdelenia s rôznymi parametrami,
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ktoré dávajú vznik rovnakým ROC krivkám. D́lžka zvislej časti, ktorá pre-
krýva vertikálnu osu, je určená veličinami δc a w0/w1. Smernica záviśı iba
na pomere poľśırok. Ak w1 nie je rovné w0, potom sa táto nerovnost’ prejav́ı
ako asymetrickost’ ROC krivky.

0.2 0.4 0.6 0.8
∆c

0.5
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0.8

0.9

1.0

AUC

Obrázek 3.5: AUC ako funkcia δc pre rovnomerné rozdelenia s parametrami
w0 = 0.3, w1 = 0.375 modrá, w0 = 0.34, w1 = 0.38 červená a w0 = 0.4,
w1 = 0.4 čierna.

Z analytického vyjadrenia ROC krivky môžeme spoč́ıtat’ plochu pod kriv-
kou.

AUC = 1 − 1

8

[δc − (w0 + w1)]
2

w0w1

Pre rozdelenia na obrázku 3.3 je δc ≤ w0+w1, potom vid́ıme, že zväčšovanie
hodnoty δc vedie k vyššej hodnote AUC. Znázornené je to na obrázku 3.5.
Rovnako aj znižovanie w0 a w1 môže viest’ k lepšiemu výsledku. Ak budeme
vyberat’ model na základe týchto výsledkov, voĺıme rozdelenia, pre ktoré
bude rozdiel stredných hodnôt čo najväčš́ı a ktoré nebudú mat’ vel’ké rozptyly.
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3.3 Charakteristiky pre rovnomerné rozdele-

nie

Budeme predpokladat’, že náhodná veličina X má alternat́ıvne rozdelenie s
parametrom q, teda P (X = 1) = q a P (X = 0) = 1 − q. Náhodná veličina
Y |X = i má rozdelenie R(ci−wi, ci +wi), kde i = 0, 1. Ďalej predpokladáme

c0 < c1

c0 + w0 > c1 − w1

c0 + w0 < c1 + w1

c0 − w0 < c1 − w1

Potom pravdepodobnostnú predpoved’ náhodnú veličinu F môžeme vy-
tvorit’ takto

F (y) =
l1(y)

l1(y) + l0(y)

Pravdepodobnostná predpoved’ F je potom rovná podmienenej pravdepodob-
nosti P (X = 1|y)

F (y) =
1

2w1

I(c1−w1,c1+w1)(y)
1

2w1

I(c1−w1,c1+w1)(y) + 1
2w0

I(c0−w0,c0+w0)(y)

= 0 × I(0,c1−w1)(y) +
w0

w0 + w1
× I(c1−w1,c0+w0)(y) + 1 × I(c0+w0,1)(y)

Vid́ıme, že náhodná veličina F nadobúda len 3 hodnoty a to 0, w0

w0+w1

a 1.
Urč́ıme podmienené pradvepodobnosti P (F = f |X = x), kde f = 0, w0

w0+w1

, 1
a x = 0, 1.

P (F = 0|X = 0) = P (Y ∈ (0, c1 − w1)|X = 0)

=
1

2w0

(c1 − w1 − c0 + w0)

P (F =
w0

w0 + w1
|X = 0) = P (Y ∈ (c1 − w1, c0 + w0)|X = 0)
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=
1

2w0
(c0 + w0 − c1 + w1)

P (F = 1|X = 0) = P (Y ∈ (c0 + w0, 1)|X = 0)

= 0

P (F = 0|X = 1) = 0

P (F =
w0

w0 + w1
|X = 1) =

1

2w1
(c0 + w0 − c1 + w1)

P (F = 1|X = 1) =
1

2w1

(c1 + w1 − c0 − w0)

Pomocou vzt’ahu P (F = f, X = x) = P (F = f |X = x)P (X = x) urč́ıme
združené rozdelenie F a X.

P (F = 0, X = 0) = (1 − q)
1

2w0
(c1 − w1 − c0 + w0)

P (F =
w0

w0 + w1
, X = 0) = (1 − q)

1

2w0
(c0 + w0 − c1 + w1)

P (F = 1, X = 0) = 0

P (F = 0, X = 1) = 0

P (F =
w0

w0 + w1

, X = 1) = q
1

2w1

(c0 + w0 − c1 + w1)

P (F = 1, X = 1) = q
1

2w1

(c1 + w1 − c0 − w0)

Teraz môžeme vyjadrit’ charakteristiky predpoved́ı, ktoré sme poṕısali
v druhej kapitole.

neistota
σ2

X = q(1 − q)

ostrost’

σ2
F =

(w0 − w1)(1 − 2q)

4(w0 + w1)
+ δc

qw0 + (1 − q)w1

2(w0 + w1)2
− (δc)2 (1 − 2q)2

4(w0 + w1)2

združenie

σF,X =
1

√

σ2
X

√

σ2
F

[

q
w0

w1

− 2q2

w0 + w1

+
3δc

2(w0 + w1)

]
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správnost’

MSE(F, X) = [(1 − q)w0 + qw1]

[

1

2(w0 + w1)
− δc

2(w0 + w1)2

]
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Obrázek 3.6: MSE(F,X) ako funkcia δc pre rovnomerné rozdelenia s parame-
trami w0 = 0.3, w1 = 0.375 modrá, w0 = 0.34, w1 = 0.38 červená a w0 = 0.4,
w1 = 0.4 čierna, parameter q je rovný 0.4.

úspešnost’

SS(F, µX, X) = 1 −
(

w0

q
+

w1

1 − q

)[

1

2(w0 + w1)
− δc

2(w0 + w1)2

]

vychýlenie

(µF − µX)2 =
[

1

2

(

1 − δc
1 − 2q

w0 + w1

)

− q
]2

spol’ahlivost’

EF (µX|F − f)2 = (w0 + w1 − δc)
w0w1(2q − 1)2

2(w0 + w1)2[(1 − q)w1 + qw0]

rozĺı̌senie

EF (µX|F − µX)2 =
q(1 − q)

2[(1 − q)w1 + qw0]
[δc + (w1 − w0)(1 − 2q)]
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Obrázek 3.7: Vychýlenie ako funkcia δc pre rovnomerné rozdelenia s parame-
trami w0 = 0.3, w1 = 0.375 modrá, w0 = 0.34, w1 = 0.38 červená a w0 = 0.4,
w1 = 0.4 čierna, parameter q je rovný 0.4.
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Obrázek 3.8: Spol’ahlivost’ ako funkcia δc pre rovnomerné rozdelenia
s parametrami w0 = 0.3, w1 = 0.375 modrá, w0 = 0.34, w1 = 0.38 červená a
w0 = 0.4, w1 = 0.4 čierna, parameter q je rovný 0.4.
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diskriminácia

EX(µF |X − µF )2 = q
w2

0

w2
1

− δc
2qw0(qw1 + w0)

w2
1(w0 + w1)

+ (δc)2 q(qw2
1 + 2qw1w0 + w2

0)

w2
1(w0 + w1)2

podmienené vychýlenie

EX(µF |X−x)2 =
1 − q

4

(

1 − δc

w0 + w1

)2

+q

[(

1 − δc

w0 + w1

)

(

w0

w1
+

1

2

)

− 1

]2
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Obrázek 3.9: Podmienené vychýlenie ako funkcia δc pre rovnomerné rozde-
lenia s parametrami w0 = 0.3, w1 = 0.375 modrá, w0 = 0.34, w1 = 0.38
červená a w0 = 0.4, w1 = 0.4 čierna, parameter q je rovný 0.4.

Na obrázku 3.6 vid́ıme, že MSE je klesajúca funkcia rozdielu stredných
hodnôt δc. Ked’že vyššiu správnost’ majú predpovede, pre ktoré je hodnota
MSE nižšia, uprednostňujeme väčš́ı rozdiel stredných hodnôt.

Na obrázku 3.7 je znázornená závislost’ vychýlenia na δc. Vid́ıme, že je
to opät’ klesajúca funkcia. Chceme aby predpovede boli nevychýlené (aby
vychýlenie bolo čo najnižšie), preto je pre nás lepš́ı väčš́ı rozdiel stredných
hodnôt.

Vyššiu spol’ahlivost’ majú predpovede, ktoré vykazujú väčšiu zhodu µX|F
a F , teda ńızku hodnotu EX(µX|F − f)2. Ako vid́ıme z obrázka 3.8, opät’

uprednostňujeme vyššiu hodnotu δc.
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Pravdepodobnostné predpovede, pre ktoré plat́ı, že µF |X = X pre všetky
x, sú dokonalé predpovede. Chceme, aby hodnota EX(µF |X − x)2 bola mi-
nimálna. Na obrázku 3.9 je znázornená závislost’ podmieneného vychýlenia
na rozdiele stredných hodnôt δc. Vid́ıme, že v skúmaných pŕıpadoch sa mi-
nimum pohybuje v intervale (0.2, 0.4) a pre hodnoty δc > 0.6 je podmienené
vychýlenie vysoké.

3.4 ROC krivka pre normálne rozdelenie

Normálne rozdelenie nám ponúka realistickeǰsiu aproximáciu skutočnosti.
Avšak výrazy pre ROC krivku a AUC nie sú názorné, pretože obsahujú
integrál z funkcie e−x2/2, ktorý nevieme vyjadrit’ pomocou elementárnych
funkcíı v konečnom tvare. Tento integrál vyjadŕıme pomocou distribučnej
funkcie normovaného normálneho rozdelenia.

Hustotu náhodnej veličiny Y za podmienky, že pozorovanie je z i-tej
skupiny zaṕı̌seme takto

li(y) =
1

√

2πw2
i

exp

{

−(y − ci)
2

2w2
i

}

kde ci je stredná hodnota a w2
i je rozptyl rozdelenia N(ci, w

2
i ), i = 0, 1. Potom

FAR = Φ((c0 − t)/w0), HR = Φ((c1 − t)/w1), kde Φ(y) = 1√
2π

∫ y
∞ e−z2/2dz

je distribučná funkcia normálneho rozdelenia N(0, 1). Vylúčeńım prahu t
z rovńıc pre HR a FAR dostaneme formálny výraz pre ROC krivku

HR(FAR) = Φ

(

δc

w1
− w0

w1
Φ−1(FAR)

)

kde Φ−1je definovaná ako inverzná funkcia k Φ, Φ−1Φ = 1. ROC krivky
vytvorené na základe normálnych rozdeleńı sú znázornené na obrázku 3.2.

Použit́ım substitúcie HR∗ = Φ−1(HR), FAR∗ = Φ−1(FAR) dostávame
podobnú rovnicu ako je rovnica ROC krivky pre rovnomerné rozdelenie

HR∗(FAR∗) =
δc

w1

− w0

w1

FAR∗

Predpoklad, že teoretická ROC krivka založená na normálnom rozdeleńı
sṕlňa základné vlastnosti ROC kriviek ako je konkávnost’ nad aj pod di-
agonálou, nie je správny. Hoci plat́ı, že v symetrickom pŕırade, teda ked’
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w0 = w1 nie je ROC krivka vyložene konkávna, je l’ahké ukázat’, že ak
w0 6= w1 potom ROC krivka pretne diagonálu presne v jednom bode (inom
ako koncový bod). ROC krivka pretne diagonálu v bode kde

Φ
(

c0 − t

w0

)

= Φ
(

c1 − t

w1

)

c0 − t

w0
=

c1 − t

w1

c0

w0

− c1

w1

=
(

1

w0

− 1

w1

)

t

Táto rovnica má iba jedno netriviálne riešenie pre w0 6= w1 a to

t =
(

c0

w0
− c1

w1

)(

1

w0
− 1

w1

)−1

=
c0w1 − c1w0

w1 − w0

Hodnota FAR v priesečńıku je Φ(δc/δw). Ale tento výsledok muśıme in-
terpretovat’ opatrne. Netvrd́ı, že konkávna empirická ROC krivka svedč́ı,
že w0 = w1. Aj pre w0 6= w1 ROC krivka môže byt’ väčšinou konkávna
(bez pret́ınania). Pretože Φ(x) je rýchlo rastúca funkcia x, je približne 0
resp. 1 ked’ x je približne 2 resp. −2. Preto konkávna empirická ROC krivka
poukazuje na jednu z dvoch možnost́ı bud’ w0 = w1 alebo w0 6= w1 a súčasne
|δc/δw| ≥∼ 2.

Hodnotu AUC urč́ıme takto

AUC = Φ





δc
√

w2
0 + w2

1





AUC je opät’ nelineárna funkcia podkladových parametrov δc, w2
0, w2

1. Na ob-
rázku 3.10 vid́ıme AUC ako funkciu δc.

3.5 Charakteristiky pre normálne rozdelenie

Opät’ predpokladáme, že náhodná veličina X má alternat́ıvne rozdelenie
s parametrom q. Nech náhodná veličina Y |X = 0 má normálne rozdelenie
N(c0, w

2), náhodná veličina Y |X = 1 má rozdelenie N(c1, w
2), pre jednodu-

chost’ predpokladáme, že obe rozdelenia majú rovnaký rozptyl w2. Pravde-
podobnostnú predpoved’ F vytvoŕıme opät’ ako F (y) = l1(y)/(l1(y)+ l0(y)).
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Obrázek 3.10: AUC ako funkcia δc pre normálne rozdelenia s parametrami
w0 =

√
0.018, w1 =

√
0.028 čierna, w0 =

√
0.02, w1 =

√
0.04 červená a

w0 =
√

0.03, w1 =
√

0.07 modrá.

f = F (y) =

1√
2πw2

exp
{

− (y−c1)2

2w2

}

1√
2πw2

exp
{

− (y−c1)2

2w2

}

+ 1√
2πw2

exp
{

− (y−c0)2

2w2

}

=
1

1 + exp
{

−y(c1−c0)
w2 − c2

0
−c2

1

2w2

}

Podmienené hustoty hF |X=0 a hF |X=1 urč́ıme pomocou vety o trans-
formácíı náhodnej veličiny. Túto vetu môžeme nást’ napŕıklad v [7, veta
3.5, strana 48].

hF |X=0(f) = l0(G(f))|G′(f)|
hF |X=1(f) = l1(G(f))|G′(f)|

kde G(f) je inverzná funkcia k F (y).

G(f) =
w2

c1 − c0
log

(

f

1 − f

)

+
c1 + c0

2

G′(f) =
w2

(c1 − c0)f(1 − f)
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Vid́ıme, že pre f z intervalu (0, 1) je derivácia G′(f) vždy kladná.

hF |X=0(f) =

√

w2

2π

1

(c1 − c0)f(1 − f)

× exp







− 1

2w2

[

w2

c1 − c0
log

(

f

1 − f

)

+
c0 − c1

2

]2






(3.1)

hF |X=1(f) =

√

w2

2π

1

(c1 − c0)f(1 − f)

× exp







− 1

2w2

[

w2

c1 − c0
log

(

f

1 − f

)

+
c1 − c0

2

]2






(3.2)

Združené rozdelenie predpoved́ı a pozorovańı je určené marginálnym
rozdeleńım pozorovańı a podmienenými rozdeleniami (3.1) a (3.2).

0.0
0.5

1.0

predpovede - f

0.0
0.5

1.0

pozorovania - x

0.0

0.5

1.0

Obrázek 3.11: Združené rozdelenie predpoved́ı a pozorovańı, parametre c0 =
0.4, c1 = 0.55, w2 = 0.02, q = 0.4.

Na obrázku 3.11 vid́ıme združené rozdelenie predpoved́ı a pozorovańı.
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Ďalej študujeme závislost’ vybraných charakterist́ık na rozdiele stredných
hodnôt. Hodnoty charakterist́ık sme poč́ıtali pomocou numerickej integrácie
v programe Wolfram Mathematica 6.0.
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0.012

HΜF-ΜX L
2

Obrázek 3.12: Vychýlenie ako funkcia δc pre normálne rozdelenia s rozptylom
w2 = 0.02, parameter q = 0.4.

Z obrázka 3.12 vid́ıme, že vychýlenie je klesajúca funkcia rozdielu stred-
ných hodnôt δc. Lepšie sú predpovede, ktoré sú nevychýlené, preto upred-
nostňujeme väčšiu hodnotu δc.

Na obrázku 3.13 je znázornená závislost’ diskriminácie na δc. Ked’že
diskrimináciu môžeme chápat’ ako schopnost’ rozlǐsovat’ medzi pozorovania-
mi, je jej vyššia hodnota výhodneǰsia a to dosiahneme pri väčšom rozdiele
stredných hodnôt.

Obrázok 3.14 znázorňuje podmienené vychýlenie ako funkciu δc. Chceli
by sme aby naše predpovede boli podmienene nevychýlené. Pretože pod-
mienené vychýlenie je rastúca funkcia δc, je pre nás tentokrát výhodneǰsia
ńızka hodnota δc.
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Obrázek 3.13: Diskriminácia ako funkcia δc pre normálne rozdelenia s rozpty-
lom w2 = 0.02, parameter q = 0.4.
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Obrázek 3.14: Podmienené vychýlenie ako funkcia δc pre normálne rozdele-
nia s rozptylom w2 = 0.02, parameter q = 0.4.

3.6 ROC krivka pre beta rozdelenie

Náhodná veličina Y |X = i môže mat’ aj beta rozdelenie β(ai, bi) potom
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li(y) =
1

β(ai, bi)
yai−1(1 − y)bi−1, y ∈ (0, 1), i = 0, 1

kde β je beta funkcia β(ai, bi) =
∫ 1
0 xai−1(1 − x)bi−1dx. Na obrázku 3.15 sú

zobrazené hustoty dvoch beta rozdeleńı.
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Obrázek 3.15: Hustoty beta rozdeleńı B(8; 12) čierna a B(6; 6) červená.

Strednú hodnotu a rozptyl vypoč́ıtame takto ci = ai

ai+bi
, w2

i = aibi

(ai+bi)2(ai+bi+1)

Výrazy pre HR, FAR nie sú opät’ názorné

HR =
∫ 1

t

1

β(a0, b0)
ya0−1(1 − y)b0−1dy

FAR =
∫ 1

t

1

β(a1, b1)
ya1−1(1 − y)b1−1dy

Smernica ROC krivky je

s(t) =
β(a0, b0)

β(a1, b1)
ta1−a0(1 − t)b1−b0
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Aby bola ROC krivka symetrická, budeme vyžadovat’, aby boli smernice
v koncových bodoch krivky nepriamo úmerné. To plat́ı, práve vtedy ked’

a1 + b1 = a0 + b0

Z toho plynie, že ROC krivka je symetrická ak a1 + b1 = a0 + b0, čo sa dá
zaṕısat’ aj pomocou stredných hodnôt a rozptylov

c1(1 − c1)

w2
1

=
c0(1 − c0)

w2
0

Zjavná asymetria v empirickej ROC krivke vyjadruje, že táto rovnost’ neplat́ı.
Poznamenajme, že v pŕıpade symetrickej ROC krivky sa výrazy a1 − a0 a
b1 − b0 ĺı̌sia iba v znamienku.

ROC krivka pretne diagonálu ked’ a1 > a0 a b1 > b0, pretože smernice
v dvoch extrémoch sú menšie ako jedna. Tieto dve nerovnosti spolu impli-
kujú, že

c1(1 − c1)

w2
1

>
c0(1 − c0)

w2
0

Porovnańım s predchádzajúcou podmienkou pre symetrickú ROC krivku
vid́ıme, že veličina c(1 − c)/w podmieňuje oba javy, symetriu aj pret́ınanie
diagonály.
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Kapitola 4

Záver

Ciel’om práce bolo predstavit’ a porovnat’ pŕıstupy k hodnoteniu kvality
predpoved́ı založené na ROC krivke a na združenom rozdeleńı pravdepodob-
nostných predpoved́ı a pozorovańı.

Mojim pŕınosom v tejto práci je odvodenie charakterist́ık pravdepodob-
nostnej predpovede v časti 3.3 pre rovnomerné rozdelenia a v časti 3.5 pre
normálne rozdelenia a štúdium týchto charakterist́ık ako funkcíı rozdielu
stredných hodnôt náhodných velič́ın na základe, ktorých boli predpovede
vytvorené.

Ďalej by sme mohli v práci pokračovat’ štúdiom charakterist́ık kvality
predpovede a ROC kriviek pre iné pravdepodobnostné rozdelenia. Mohli by
sme skúmat’ a znázornit’ tieto charakteristiky ako funkcie iných parametrov
než δc.
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