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Uvod

V této praci se vénujeme budovani Booleovy algebry a jeji aplikaci. Booleova algebra
je casto zavadéna az v okamziku, kdy je potieba jeji prakticka aplikace v logice, respektive
v logickych obvodech. Casto je tato struktura zavedena axiomaticky (nékdy jen vyctem
pravidel) a je pfedloZena jako ,pocetni kuchaika* pro feSeni konkrétnich ptikladi.

Odborné knihy, které se zabyvaji algebrou a usporddanymi mnozinami, sice Booleovu
algebru konstruuji, ale pouze jako jeden z mnoha vedlejsich produktt této teorie. Zaroven
jsou tyto texty tézko pristupné ¢tenari, ktery neni odbornikem v oboru matematiky, a stu-
duji tuto problematiku prilis rozsahle.

Nasim cilem je vybudovat Booleovu algebru podobnym zpiisobem jako odborné knihy,
ale omezit se jen na fakta, ktera jsou pfi této konstrukci nutnd, vyklad vyrazné zjednodu-
sit a demonstrovat na nazornych prikladech a obrazcich. Vyrazné tedy ztzime pohled na
usporddané mnoziny. Zbylé vlastnosti a souvislosti bud plné vynechdme nebo se o nich
zminime v poznamkach a komentarich.

Tento text je urcen predevsim pro vyucujici stfedoskolské matematiky, jako pomtcka
pri pripravé vybérovych seminait, a pro nadané studenty stfednich skol, ktefi maji hlubsi
zadjem o matematiku.

U ctenare této prace se predpoklada, ze ma dobré znalosti matematiky, zejména o ucivu
o mnozinach, v némz rozumi symbolim €, C, U, N a umi je pouzivat. Dilezita je i zna-
lost vyrokové logiky, ve které se predpoklada dovednost pracovat s logickymi spojkami
=, <, A,V a kvantifikdtory V,d. Ve znéni vét a definic budeme psat kvantifikatory a lo-
gické spojky slovné, aby byl text lépe srozumitelny pro ¢tenate, ktery neni zvykly na tuto
symboliku. Ze stejného divodu jsou nékteré definice a véty formulovany volnéji. Dale se
predpoklada znalost elementarni matematiky, teorie délitelnosti a Vennovych diagramii,
které se uplatiuji v konkrétnich prikladech.

Cely text je ¢lenén do dvou kapitol, pricemz kazda kapitola obsahuje nékolik oddild.
Pti budovani teorie se nevyhneme zavadéni novych pojmi, definic, které v textu zvyraz-
nime modrou barvou. V poznamkach pod definici se pokusime tyto pojmy jesté neforméalné
vysvétlit a doplnit, pfipadné upozornit na nékteré souvislosti. Pokud zjistime néjaké dalsi
vlastnosti nebo zakonitosti, vyznac¢ime je v textu klicovym slovickem véta a zvyraznime
je cervenou barvou. Ke kazdé takové vété je predlozen diukaz.

Prvni kapitola se vénuje budovani Booleovy algebry. Kazdy oddil se zabyva jednim
dtlezitym pojmem, ktery nazorné ukazeme na konkrétnich prikladech. Dale budeme do-
kazovat dtlezité vlastnosti, které pozdéji vyuzijeme pri feseni konkrétnich prikladd. Tato
kapitola se opird zejména o odbornou literaturu [2], [4], ze které Cerpa véty a definice.



Metodické zpracovani (celkova koncepce, Fazeni pojmt, vyuzivani diagrami, ilustrace na
konkrétnich ptikladech) je vlastni praci. Posledni dva oddily této kapitoly se zabyvaji od-
vozovanim dalsich vlastnosti a pocetnimi metodami v Booleové algebre. Velka ¢ast téchto
poznatku je také obsazena v knihéach [1], [3], ze kterych bylo ¢erpano.

Druhé kapitola se zabyva aplikaci Booleovy algebry na mnozinové algebte a na algebte
pravdivostnich hodnot vyrokti. Naucime se zjednodusovat mnozinové zapisy, fesit mnozi-
nové rovnice a ovérovat spravnost usudku z mnoziny pfedpokladi. Na zavér je uvedeno
nekolik logickych slovnich tloh, na které lze aplikovat Booleovu algebru. Vétsinou jde o
ulohy preformulované z literatury [3], [5]. Zadéani pfikladu 8 a cviceni 9 a 11 jsou citovana
z literatury [5]. Reseni pifkladt jsem koncipoval tak, aby byla optimalné vyuzita teorie
budovana v prvni kapitole.



Kapitola 1

Vybudovani Booleovy algebry

1.1 Kartézsky soucin mnozin

Nejprve zavedeme jednu ze zakladnich operaci s mnozinami, kartézsky soucin.

Definice 1. Kartézskym soucinem dvou mnozin A a B budeme rozumét mnozinu
v8ech usporadanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Znacime symbolem A x B.

Poznamka 1. Kartézsky souc¢in bychom mohli definovat i pro vice nez dvé mnoziny.
Napiiklad kartézsky soucin t¥i mnozin A, B a C je mnozina vSech usporadanych trojic
(a,b,c), kde a € A, b € B ac € C atd. Protoze kartézsky soucin vice nez dvou mnoZin
nebudeme v nasem textu vyuzivat, omezime se pouze na dvé mnoziny.

Poznamka 2. Konvence zavorkovani: V matematice jsou kulaté zavorky vyhrazeny
pro uspofadané dvojice, v nichz zavisi na poradi prvkd, a proto (a,b) # (b,a) (za pted-
pokladu, ze a # b). Na rozdil od slozenych zavorek, které se pouzivaji pro neusporadané
dvojice, kde na poradi prvki nezalezi, a proto {a, b} = {b, a} . Slozené zavorky se napfiklad
vyuzivaji i pfi vyctu prvki mnozin, ve kterém na potadi prvkid nezalezi.

Poznamka 3. Jesté pro pfesnost a kontrolu naseho vysledku mtizeme zminit, ze pokud
mnozina A obsahuje m prvkid a mnozina B obsahuje n prvki, potom kartézsky soucin
A x B obsahuje pravé m - n prvku.

Nyni se jiz pokusime vytvorit kartézsky soucin konkrétnich mnozin.

Priklad 1. Necht mnozina A = {1,2,3} a B = {(J,A}. Chceme vytvofit kartézsky
soucin A x B. Pro znazornéni kartézského soucinu konecnych mnozin lze s vyhodou vyuzit
tabulky. Do prvniho sloupce opiSeme vSechny prvky mnoziny A a do prvniho fadku opi-
seme vSechny prvky mnoziny B. Nasleduje vyplnéni zbylych poli tabulky, kterymi budou
dvojice prvki, kde na prvnim misté bude prvek napsany na zacatku aktualniho radku a
na druhém misté bude prvek napsany na zacatku prislusného sloupce. Tim ziskdme vSechny
usporadané dvojice takové, ze prvni prvek je z mnoziny A a druhy z mnoziny B. Kartézsky

soutin A x B = {(1,0), (1, A), (2,0), (2, A), (3,0), (3, A))}.
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1] (1,0) ] (1,4)
2 (2,0) | (2,4)
33,0 |(3,4)

Priklad 2. Nechf mnozina A = {1,2,3,4} a B = {1,2,3}. Hleddme kartézsky soucin
Ax B. Obé mnoziny jsou kone¢né, proto bychom mohli opét vyuzit tabulky. Ukazeme ovSem
jesté jiny zptsob grafického znazornéni kartézského souc¢inu dvou mnozin, jejichz prvky jsou
¢isla. Nakreslime kartézskou soustavu soutradnic, na osu x vyneseme prvky prvni mnoziny,
na osu y prvky druhé mnoziny a v kazdém takovém bodé vztyc¢ime kolmici k prislusné ose.
Kartézskym soucinem téchto dvou mnozin je mnozina vsech soutadnic prisecikii téchto kol-
mic. A x B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3) }.

A
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Priklad 3. Necht A, B jsou uzaviené intervaly A =< 1,2 >, B =< 1,3 >. Vzhledem
k tomu, Ze obé mnoziny maji nekonecné mnoho prvki, neni mozné zapsat kartézsky soucin
A x B vycétem prvku. Kartézsky soucin muzeme velice snadno znézornit pomoci kartézské
soustavy soutradnic jako oblast vymezenou témito intervaly. Kartézsky soucin A x B je
mnozina vSech bodi zapsana v souradnicich z této oblasti.
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1.2 Relace

Definice 2. Relact U na mnoziné A budeme rozumét kazdou podmnozinu kartézského

sou¢inu A x A.



Pozndmka 1. Definici bychom mohli vyslovit obecnéji pro relaci mezi mnozinami A a B,
jako podmnozinu kartézského souc¢inu A x B. Protoze bychom tuto definici v nasledujicim
textu nevyuzili, omezujeme se jen na relace na mnoziné A.

Pozndmka 2. Ptesnéji bychom meéli pouzivat pojem binarni relace na mnoziné A,
abychom zdiraznili, Ze se jedné o podmnozinu kartézského souc¢inu dvou mnozin. My ovSem
slovo binarni, stejné jako vétsina matematikii, budeme vynechavat.

Nez ukazeme relace, které v matematice prakticky vyuzivame a na kterych budeme
budovat i nasi teorii, fekneme si, jak takovou relaci mizeme zadat. Pro nazornost budeme
zkoumat relace na mnoziné A = {1, 2, 3}.

o 7 definice vime, ze relace je podmnozina jisté mnoziny. Jestlize je tato mnozina ko-
ne¢nd, muzeme ji snadno zapsat vy¢tem vsech prvki, napt. Uy = {(1,2), (2, 3),(3,2)}.

e Pokud vyuzijeme tabulku pro znazornéni kartézského soucinu, mizeme piislusnost
dvojice prvki v relaci znazornit symbolem @ na dané pozici. Naopak symbol & nam
bude signalizovat nepfitomnost dvojice prvki v relaci. Relace U; by se potom zapsala:

o
OHONONE
SPRLOSS
OB |Df e

e Stejné bychom mohli relaci zadat pomoci grafického znazornéni relace v kartézské
soustavé souradnic. Prvky, které jsou v relaci, bychom vizualné odlisily od prvki,
které v relaci nejsou. U; znazornéna graficky v kartézské soustaveé souradnic:
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e Uvazujme relaci Uy = {(1,2),(1,3),(2,3)}. Je zfejmé, Ze a,b, € Us < a < b. Pomoci

tohoto ,matematického predpisu“ se relace zadava cast€ji nez vyctem prvki, kterym
jsme relaci zavadéli v predchozich ptikladech.

Protoze budeme relace ¢asto zadavat pomoci ,,matematického predpisu‘ zavedeme no-
vou konvenci zapisu a znaceni relace, kterou zformulujeme jako definici.



Definice 3. Necht U je relace na mnoziné A.
Rekneme, e dva prvky a,b € A jsou v relaci U, jestlize (a,b) € U.
Tuto skutecnost budeme zkracené zapisovat aUb.

Pozndamka. Tato definice slouzi predevsim k lepsi korespondenci s matematickymi za-
pisy, které jiz zname. Jestlize naptiklad za relaci U zvolime <, potom zapis 1 < 3 je ndm
blizsi nez zéapis (1,3) €<.

Nyni jiz ukédzeme nékteré konkrétni priklady relaci. Prvni t¥i relace budeme zkoumat na
mnoziné A = {1, 2, 3,4}. Budeme hledat vSechny prvky, které jsou v dané relaci. Ukazeme,
jak se tyto relace zapisuji a jak tyto relace ¢teme.

Priklad 4. Relace Us zvana ,rovna se“ v matematice znacend symbolem =.

Us = {(17 1)7 (27 2)7 (3a 3)7 (474)}
Piseme: 1=1,2=2,3=3,4=4.

Priklad 5. Relace Uy zvana ,,je mensi nez“ v matematice znacena symbolem <.

Us={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

Piseme: 1 <2,1<3,1<4,2<3,2<4,3<4.
Cteme: ,Jedna je mensi nez dva.“
Podobné by se zavedly relace: ,,je mensi nebo rovno néz“, , je vétsi (nebo rovno) nez*.

Priklad 6. Relace Us zvana ,déli“ v matematice obcas znac¢ena symbolem |.
Us = {(17 1)7 (17 2)? (17 3)7 (174)7 (27 2)7 (2: 4)-, (37 3)7 (47 4)}

Pigeme: 1|1, ... , 2/4, 3|3, 4[4.
Cteme: ,,Jedna déli jedna.“, ,Dvé déli étyfi. “

Poznamka. Pro dvé ¢isla a,b € N plati: a|b, pravé tehdy, kdyz existuje x € N takové,
Ze ar = b.

.....

bude obsahovat vsechny podmnoziny dané mnoziny.

Definice 4. Potenéni mnozZinou mnoziny X budeme rozumét mnozinu P(X), které
obsahuje vSechny podmnoziny mnoziny X.

Pozndmka 1. Pii tvorbé potencéni mnoziny P(X) nesmime zapomenout, Ze celd mno-
zina X je také podmnozinou X a zdroven prazdna mnozina () je podmnozinou X.

Poznamka 2. Lze ukézat, Ze pokud mnozina X mé n prvkid, potom mnozina P(X) mé
pravé 2" prvki. My tuto skute¢nost dokazovat nebudeme.
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Pro nazornost vytvorime potenéni mnozinu P(A) mnoziny A = {1,2}.

P(A) ={0,{1},{2},{1,2}}
V nasledujicich dvou ptikladech budeme zkoumat relace na této potencni mnoziné.

Priklad 7. Relace Ug zvana ,,je podmnozinou“ v matematice znacena symbolem C.

Us = {(0,0)@, {1}), (0,{2}), (0, {1,2}), ({1}, {1}), ({1}, {1, 2}), ({2}, {2}),
({2} {1, 2}), ({1,2},{1,2})}

Piseme: () C {1},0 C {2},..{2} C {1,2},{1,2} C {1,2}.
Cteme tak, jak jsme zvykli, napt. ,mnozina {1} je podmnozinou mnoziny {1,2}.“

Priklad 8. Relace U; je definovana takto: Dva prvky a,b € P(A) jsou v relaci U; na
mnoziné P(A), jestlize pocet prvki mnoziny a N b je roven jedné.
Abychom zjistili, které dvojice prvki jsou v této relaci, musime probrat vSechny mozné
dvojice prvki, kterych je celkem 16. Pokud systematicky vylou¢ime nékteré dvojice mnozin
(naptiklad takové, které obsahuji prazdnou mnozinu) snadno pak ovéfime, které dvojice
prvki jsou v této relaci.

Uz = {({1}, {13), ({1}, {1, 2}), ({2}, {2}), ({2}, {2, 1}), ({2, 1}, {1}), ({2, 1}, {2}) }

Bohuzel nemame jednoduchy nazev pro tuto relaci, proto bychom museli fikat ,mnozina
{1} je v relaci Uy s mnozinou {1,2}.“ Zkracené zapsano {1}U7{1,2}.

Zatim jsme kazdou relaci zapisovali bud predpisem nebo vyc¢tem prvki. Nyni si ukaZeme
jesté jeden zptusob zapisu relace, ktery bude graficky mnohem nazornéjsi a ktery se nam
bude hodit pfi vysetfovani nékterych dalsich vlastnosti.

Nejlépe ho vysvétlime na konkrétnim piipadu. Vezméme naptiklad relaci U na mnoziné
A={1,2,3,4,5}, kde U = {(1,2),(1,3),(2,3),(3,2),(5,5)}. Tuto relaci se nyni pokusime
nazorné graficky reprezentovat.

Kazdy prvek znazornime krouzkem a pfipiSeme k nému nazev tohoto prvku:

° ° ° ° °
1 2 3 4 5

Nyni budeme chtit znézornit ptislusnou relaci. Uvédomime-li si, Ze relace znazornuje spoji-
tosti mezi dvojicemi prvki, mizeme to v nasem obrazku snadno znazornit tak, ze prislusné
dva prvky, které jsou v relaci, spojime carou. Vime, ze prvek 1 je v relaci U s prvkem 2,
proto spojime tyto dva prvky carou:

*—e ([ J ([ J ([ J

1 2 3 4 5

To ovsem neni presné. Vime totiz, ze prvek 1 je v relaci U s prvkem 2, ale prvek 2 neni
v relaci U s prvkem 1 (Ze plati 1U2 nikoli 2U1). Z naSeho obrazku tuto skute¢nost zatim
vy¢ist nelze. Mizeme se ale dohodnout, Ze na konec ¢ary u druhého prvku z relace nakres-
lime sSipku:
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Kdyz se podivame, jak jsme graficky znazornili relaci U, je zfejmé, Ze ji dokdzeme zcela
presné zrekonstruovat.

Poznamka. Takovym obrazkim se v diskrétni matematice rika graf. Krouzktm, které
jsme vyuzivali pro znazornéni prvki, se fika uzly a Cary se sipkou se nazyvaji orientované
hrany. Specialnimu ptipadu orientované hrany, ktera zacina i konci ve stejném uzlu, fikame
smycka.

Jesté ve stru¢nosti uvedeme postup, jak danou relaci graficky znazornit:
1. Zobrazime vSechny prvky mnoziny pomoci uzli.

2. Mezi dvojici prvki, ktera je v relaci, nakreslime orientovanou hranu od prvniho prvku
ke druhému.

Graficky znazornime relace uvedené v predchozich ptikladech:
Priklad 9. Us = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)} z prikladu 4.

VOO0

Priklad 10. Uy = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)} z piikladu 5.

Priklad 12. Us = {(0,0)(0,{1}), (0. {2}), (0, {1, 2}), ({1}, {1}), ({1}, {1, 2}), ({2}, {2}),
({2}, {1,2}), ({1,2}, {1,2})} z piikladu 7.

12
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pridad 1. Ur = {({1}.{19) (13, {1.2)), (21 20), (25 (219, (2. ). 01D (223, 2)
z prikladu 8.

SN

{1y {2} {1,2}

1.3 Usporadani a Hasseuv diagram

V tomto oddilu se budeme zabyvat nékterymi specialnimi pripady relaci.

Definice 5. Relaci U na mnoziné A budeme nazyvat reflexivni, jestlize pro kazdy
prvek a € A plati aUa.

Pozndmka. Grafické znazornéni reflexivni relace musi obsahovat smycku u kazdého
uzlu.

Z grafického znazornéni urcime reflexivnost relaci zavedenych v pfedchozim oddilu.
Po prozkoumani ptislusnych obrazk zjistime, ze relace Us, Us, Ug jsou reflexivni.

000D E0OP £08P

Ostatni relace (Uy, U;) zminéné v predchozim oddilu reflexivni nejsou, nebot nékteré uzly
neobsahuji smycky.

Definice 6. Relaci U na mnoziné A budeme nazyvat tranzitivni, jestlize pro kazdé
tii prvky a, b, c € A plati: Jestlize aUb a zaroven bUc, potom aUc.

Poznamka. Grafické znazornéni tranzitivni relace musi s kazdymi dvéma navazujicimi
orientovanymi hranami obsahovat i orientovanou hranu vedouci z poc¢ate¢niho uzlu do kon-

cového:
e
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Opét se podivame, které z vyse uvedenych relaci jsou tranzitivni. Jisté hned vidime, ze
relace U, ,,je mensi nez“ je tranzitivni relace.

T

Podobné by se ovérilo, ze relace Us ,,déli beze zbytku® a Uy ,,je podmnozinou® jsou tranzi-
tivni. Nyni se podivame na relaci Us ,,rovna se. “ Z grafického znazornéni relace Us pozname,
Ze zadné dvé orientované hrany na sebe nenavazuji. Nemusime nic ovéfovat a mizeme pro-
hlésit, ze relace Uj je tranzitivni.

Zbyvé posledni relace U;. Podivejme se napifiklad na uzly {1}, {2} a {1,2}. Vidime, Ze
orientovanad hrana vede z uzlu {2} do uzlu {1,2} a dalsi orientovand hrana vede z uzlu
{1,2} do uzlu {1}. Pokud by byla tato relace tranzitivni musela by vést orientovana hrana
iz uzlu {2} do uzlu {1}.

g {2} {12}

Proto relace U; nemtize byt tranzitivni.

Definice 7. Relaci U na mnoziné A budeme nazyvat antisymetrickou, jestlize pro
kazdé dva prvky a,b € A plati: Jestlize aUb a zaroven bUa, potom a = b.

Pozndmka. V grafickém znazornéni antisymetrické relace se nesmi vyskytovat tento
pripad:

Z grafického znazornéni opét urc¢ime, které z vyse zminénych relaci jsou antisymetrické.
Z obrazki snadno vyvodime, zZe relace Us, Uy, Us, Ug jsou antisymetrické. Zbyva uz jen po-

sledni relace U;. Napiiklad vede orientovand hrana z uzlu {2} do uzlu {1,2} a zaroven vede
orientovana hrana z uzlu {1,2} do uzlu {2}.



Proto relace U; nemtze byt antisymetricka.

Zjistovani vlastnosti relaci pomoci grafického znézornéni relace je sice velice ndzorné,
ale v praxi velice obtizné nebo dokonce nemozné. Kdybychom naptiklad vySetiovali relaci
,rovna se‘ na mnoziné vsech prirozenych ¢isel, urcité by si kazdy dokazal predstavit, ze se
kazda dvé stejna Cisla rovnaji, tudiz ze tato relace je reflexivni. Nakreslit vSechna pfiro-
zena Cisla jisté nebude mozné a nas postup selze. Proto vlastnosti piislusné relace budeme
vét§inou zjistovat z matematického predpisu relace, jak si ukdzeme dale.

Definice 8. Usporadanim na mnoziné X budeme rozumét kazdou reflexivni, tran-
zitivni a antisymetrickou relaci na mnoziné X.

Abychom zjistili, zda je dané relace usporadanim, musime ovérit uvedené tii vlastnosti
relace. Ukazeme si n€kolik vyznamnych prikladi relaci.

Relace ,,je podmnozinou“ na mnoziné vsech podmnozin dané mnoziny.
Relace ,,mensi nebo rovno“ na mnoziné vSech ptirozenych cisel.

Relace ,,déli“ na mnoziné vSech pfirozenych cisel.

Zjistime, zda tyto relace splnuji vlastnosti usporadani.

Relace C na mnoziné P(X).

e reflexivni: Pro kazdé A € P(X) plati A C A.
Vyuzijeme definici podmnoziny, ktera iika, ze kazd4 mnozina je podmnozinou sebe
sama.

e tranzitivni: Pro kazdé A, B, C' € P(X) plati: Jestlize A C B a zaroveni B C C, potom
ACC.
Tuto vlastnost ukazeme pomoci Vennova diagramu pro mnoziny A, B, C' za ptfedpo-
kladu, ze AC Ba B C (.

A
(%A



Je videét, ze A C C.

e antisymetricka: Pro kazdé A, B € P(X) plati: Jestlize A C B a zaroven B C A,
potom A = B.
Opét vyuzijeme Vennuv diagram, z kterého je vidét, ze A = B.

A A A

ACB BCA ACBaBCA

Relace < na mnoziné N:

o reflexivni: Pro kazdé a € N plati a < a.

e tranzitivni: Pro kazdé a, b, c € N plati: Jestlize a < b a zaroven b < ¢, potom a < c.
e antisymetricka: Pro kazdé a,b € N plati: Jestlize a < b a zaroven b < a, potom a = b.

Vsechny tyto vlastnosti prirozenych cisel zname z elementarni matematiky.

Relace | na mnoziné N.
Vyuzijeme definici symbolu | pro a,b € N:
a|b pravé tehdy, kdyz existuje x € N takové, ze ax = b.

e reflexivni: Pro kazdé a € N plati a|a.
Podle definice: a-1 = a

e tranzitivni: Pro kazdé a,b,c € N plati: Jestlize a|b a zaroveii b|c, potom alc.
Jestlize a|b, pak existuje z € N takové, ze b =z - a.
Jestlize také b|c, potom musi existovat y € N takové, ze ¢ = y - b.
Po dosazeni za ¢islo b: c =y -z - a.
y - x je pfirozené ¢islo, proto alc.

e antisymetricka: Pro kazdé a,b € N plati: Jestlize a|b a zaroven b|a, potom a = b.
Jestlize a|b, potom a < b.
Jestlize také bla, potom b < a.
Jak jsme jiz ukazali diive: Jestlize a < b a zaroven b < a, potom a = b.

Definice 9. Usporddanou mnozinou budeme rozumét dvojici (X,U), kde X je
mnozina a U je usporadani na X.
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Z vyse zminénych uvah plynou nasledujici zavéry:

(N, <) je usporddand mnozina.

(P(X), <) je usporadana mnozina.

(N, |) je usporfddand mnozina.

Jesté nez zavedeme operace na usporadanych mnozinach, ukazeme si, jak graficky zna-
zornit usporadanou mnozinu. Jisté mizeme pouzit ndm jiz dobfe znamé grafické znazor-
néni. Kdyz si napriklad zkusime nakreslit obrazek usporadané mnoziny ,,mensi nebo rovno

na mnoziné prvnich péti prirozenych cislech zjistime, Ze je obrazek plny orientovanych hran
a tézko se v ném orientujeme. Uspofadand mnozina ({1,2,3,4,5}, <):

Pokud bychom pokracovali v pfidavani dalsich prvkid a k nim pfislusnych orientovanych
hran, brzy bychom z obrazku nedokézali nic vy¢ist. Proto ted zkusime néco z naseho ob-
razku odebrat.

Nejprve si uvédomime, ze kazdy prvek je v relaci sim se sebou, a proto se v obrazku u
kazdého prvku objevuje smycka. To nam zajistuje reflexivnost relace usporadani. Proto
bychom u usporadanych mnozin nemuseli tyto smycky kreslit, protoze informaci o tom, ze
prvek je v relaci sdm se sebou, mame zajisténou.

Déle si vSimneme, ze diky tranzitivité usporadani plati: Jestlize vede orientovand hrana z
a do b a zbdo c, pak musi vést i orientovana hrana z a do c.

e

a b c
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Orientovana hrana z a do ¢ nam v tomto pripadé nepiidava zadnou novou informaci, a
muzeme ji tedy také vynechat. Stejné tak i ostatni sipky, které jsou vynucené tranzitivitou
usporadani.

// //’ /// \\X \\i
3
AN

T 273 4 .75

Nyni se pokusime prvky néjakym zptisobem seradit tak, aby nebylo nutné kreslit Sipky
u orientovanych hran. V§imnéme si, ze v obrazku existuje uzel, do kterého nevede zadna
orientovana hrana. V nasem piipadé uzel 1. Mohli bychom si fict, ze tento uzel budeme
povazovat za prvni a nakreslit si ho stranou.

® >0 >0 >0 >o 1@
1 2 3 4 5

Kdyz tento uzel odebereme z naseho obrazku, vcetné orientovanych hran, které z ného
vychazeji, zjistime, Ze nam opét vznikl uzel, do kterého nevede zadna orientovana hrana
(uzel 2). Mizeme ho opét odebrat a nakreslit stranou. Tentokrat ho umistime nad uzel 1
do druhé vrstvy.

2@
® >0 >o >0 1@
2 3 4 5

Tento proces budeme opakovat, dokud neptekreslime cely graf. Vysledny obrazek vypada
nasledovné.

5e
4@
3 e
2@
le

Nakreslime zpét orientované hrany mezi prvky tak, jak tomu bylo pfed prekreslovanim
obrazkii.

=N W O



Timto prekreslenim jsme si zajistili, ze vSechny Sipky u orientovanych hran se kresli smérem
nahoru (je to diky tomu, Ze mame zabezpeceno, aby do prvku, ktery pravé prekreslujeme,
nevedla zadna Sipka). Proto jiz Sipku u orientovanych hran nebudeme kreslit.

Pozndmka. Orientovanou hranu bez Sipky budeme zkracené nazyvat hranou. Tako-
vému grafickému znazornénim usporadané mnoziny se rika Hasseuv diagram.

Opét ve strucnosti uvedeme algoritmus, jak prevést grafické znazornéni usporadané mno-
ziny na Hassetiiv diagram.

1. Odebereme smycky u kazdého uzlu.
2. Odebereme orientované hrany, které jsou vynucené tranzitivitou.

3. Postupné odebirame uzly, do kterych nevede zadna orientovana hrana, a prekreslu-
jeme je do vrstev.

4. Dokreslime zpét hrany (neorientované) mezi uzly.

Algoritmus uk4dZeme na usporadané mnoziné ({0, {1}, {2}, {1,2} C) z prikladu 12.

o—>o
B U NI
o—>o
AU N2 B Y
[}
(1,2)
1y® *2)
[ )
3 ]

{1} {2}
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Nakreslime Hassetv diagram pro usporadané mnoziny zminéné na zacatku tohoto od-
dilu:

e ({1,2,..,10},<).

RN WE UTNN ® 0o

—_
ja)

R N W 01T o O

e (P(X),C), kde mnozina X={1,2,3}.
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o ({1,2,...,12},)).

8 12
4 o 99910
2 5 87 #11

1.4 Supremum a infimum

V minulém oddilu jsme zavedli pojem usporadani a uspordadané mnoziny. Protoze nyni
budeme chtit definovat dalsi obecné pojmy a hledat mezi nimi souvislosti, bude potieba
obecné pracovat s usporadanymi mnozinami véetné obecné symboliky. Relaci usporadani
budeme obecné znacit symbolem < (a budeme ho ¢ist ,,je mensi nejvyse rovno“) a budeme
si pod nim pfedstavovat libovolnou relaci usporadani jakou je napt. <, C, |. Podobné
bude vhodné zavést obecny symbol >, ktery bude symbolizovat opa¢né usporadani pro nas
znamé jako >, D, je délitelné. Od tohoto okamziku musime symboly < a < od sebe striktné
rozliSovat. Urcité plati, ze ¢islo 3 < 4, pokud < chapeme jako symbol pro porovnavani
velikosti dvou ¢isel. Obecné neplati, ze 3 < 4, pokud by napiiklad symbol < naznacoval
operaci |.

Definice 10. Mg&jme uspoiddanou mnozinu (X, <). Rekneme, Ze prvek a € X je
e nejmenst, jestlize pro kazdy prvek b € X plati b = a.

e nejvétsi, jestlize pro kazdy prvek b € X plati b < a.

Poznamka 1. Vsimnéme si, zZe nejmensi prvek musi byt v Hasseové diagramu umistén
v nejnizsi vrstvé a nejvetsi prvek ve vrstvé nejvyssi. Jde pouze o nutnou podminku nikoli
postacujici.

Poznamka 2. Pro urceni nejmensiho nebo nejvétsitho prvku mizeme také vyuzit ma-
tematického predpisu a znalosti prislusnych matematickych operaci. Usporadana mnozina
(N, |) ma nejmensi prvek 1, nebot vime, ze jedna déli libovolné pfirozené ¢islo. Stejné tak
muzeme Fict, ze v usporadané mnoziné (P(X),C) je nejvétsi prvek mnozina X, nebot
libovolnd mnozina A € P(X) je podmnozinou X.

Priklad 14. Uspotfadana mnozina ({1,2,3,4,5,6}, <) mé za nejmensi prvek ¢islo 1 a
za nejvétsi prvek cislo 6.

Priklad 15. Usporadand mnozina (Z, <) nemd zadny nejmensi ani nejvétsi prvek (Z je
mnozina vSech celych ¢isel).
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Priklad 16. Uspofadand mnozina ({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},|) ma za nejmensi
prvek cislo 1 a zadny nejvétsi prvek nemé, protoze mnozina neobsahuje ¢islo, které by bylo
délitelné vsemi zbylymi ¢isly.

Priklad 17. Usporadand mnozina (P(X), C) ma za nejmensi prvek prazdnou mnozinu
() a za nejvétsi prvek mnozinu X.

Vsimnéme si, ze kazd4 usporddand mnozina z pfikladi ma nejvyse jeden nejmensi a
jeden nejvétsi prvek.

Véta 1. KazZda uspordadand mnozZina md nejvyse jeden nejmensi a nejvyse jeden nej-
vetst prvek.

Diikaz. Ze tomu tak vzdy bude, miiZzeme snadno nahlédnout piimo z definice nejmensiho
a nejvetsiho prvku. Pokud by byly dva prvky a, b usporddané mnoziny nejmensi, pak by
muselo platit, ze a < b a b < a. Protoze vime, Ze uspotadani je antisymetricka relace, musi
a = b. To znamena, ze takovy prvek je pouze jeden. ]

Definice 11. Mg¢jme usporadanou mnozinu (X, <). Zvolme libovolnou podmnozinu
Y C X. Rekneme, ze prvek a € X je

e dolni mezt mnoziny Y, jestlize pro kazdé y € Y plati a < .

e hornt mezt mnoziny Y, jestlize pro kazdé y € Y plati a = y.

Pozndmka. Dolni mezi podmnoziny Y je kazdy prvek, ktery je mensi nebo roven nez
vSechny prvky mnoziny Y.

Nejlépe se vse ukaze na konkrétnich ptipadech s vyuzitim Hasseova diagramu.

Priklad 18. Méjme usporadanou mnozinu (N, <) a jeji podmnozinu Y = {3,4,7,8}.
Potom dolni mezi mnoziny Y jsou prvky 1,2, 3. Naopak horni mezi mnoziny Y jsou prvky
8,9,10...

22



Priklad 19. Méjme usporddanou mnozinu ({1,2,...,12},|) a jeji podmnozinu
Y = {8,10,12}. Potom dolni mezi mnoziny Y jsou prvky 1,2.

Priklad 20. Méjme usporadanou mnozinu (P({1,2,3}), C) a jeji podmnozinu
Y = {0,{2},{3}}. Potom horni mezi mnoziny Y jsou prvky {2,3},{1,2,3}.

Definice 12. Mg¢jme usporadanou mnozinu (X, <). Zvolme libovolnou podmnozinu
Y C X. Rekneme, Ze prvek a € X je

e infimem podmnoziny Y, jestlize a je nejvétsi dolni mezi Y. Znacime a = inf(Y).
e supremem podmnoziny Y, jestliZe a je nejmensi horni mezi Y. Znacime a = sup(Y').

Nejprve si uvédomime, ze infimum, respektive supremum, mize mit kazda podmnozina
nejvyse jedno.

Véta 2. Kazda podmnozina usporadané mnoziny md nejvyse jedno infimum a nejvyse
jedno supremum.

Diikaz. Zjistili jsme, ze uspofdadand mnozina ma nejvyse jeden nejvetsi, respektive nejmensi,
prvek. Nyni si pouze uvédomime, ze mnozina vSech dolnich, respektive hornich, mezi je také
uspofadand mnozina a muze mit nejvyse jeden nejvétsi, respektive nejmensi, prvek. ]

Uvedeme jiz znamé usporadané mnoziny a ur¢ime infima a suprema zvolenych podmno-
zin. Vzdy budeme hledat dolni, respektive horni, meze a vybirat z nich nejvétsi, respektive
nejmensi, prvek, pokud bude existovat.
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Priklad 21. Méjme usporddanou mnozinu (N, <) a jeji podmnozinu Y = {3,4,7,8}.
Zjistili jsme, ze dolni mezi mnoziny Y jsou prvky 1,2,3. Nyni z nich vybereme ten nej-
vét$i. Tim je prvek 3: inf(Y') = 3. Horni mezi mnoZiny Y jsou prvky 8,9, 10... Nyni z nich
vybereme ten nejmensi. Tim je prvek 8: sup(Y') = 8.

b nejoétsi dolni mez

=

olni meze

Priklad 22. Méjme usporddanou mnozinu ({1, 2, ..., 12}, |) a podmnozinu Y = {8, 10, 12}.
Dolni mezi mnoziny Y jsou prvky 1,2. Nyni z nich vybereme ten nejvétsi: inf(Y) = 2.

Priklad 23. Méjme usporadanou mnozinu (P({1,2,3}), C) a jeji podmnozinu
Y = {0,{2},{3}}. Horni mezi mnoziny Y jsou prvky {2,3},{1,2,3}. Ted vybereme ten
nejmensi: sup(Y) = {2, 3}

24



Priklad 24. Naésledujici Hassetv diagram reprezentuje usporadanou mnozinu.

Pokusime se najit infimum podmnoziny Y = {d, e, f}. Dolni mezi této podmnoziny jsou
prvky a, b, c.

K
7 )
; ) b ¢ uspofidand mnoZina
dolni meze . p
7y, dolnich mezi

a

Z4dné nejvétsi dolni mez neexistuje, proto inf(Y) neexistuje.

Véta 3. Méjme uspordadanou mnozinu (X, <) a proky a,b € X.
o Jestlize a < b, potom inf(a,b) = a.

o Jestlize a < b, potom sup(a,b) = b.

Dikaz. Dokazujeme, zZe a je nejvétsi dolni mezi {a,b}.
1. a = b a zaroven a = a, proto a je dolni mezi {a, b}.

2. Nechf existuje ¢ € X, které je dolni mezi {a,b} a a < c.
Pokud je ¢ dolni mezi {a, b}, potom ¢ < a.
Z antisymetrie plyne, Ze ¢ = a.

Stejnym zpisobem by se ukazala i druhé vlastnost. ]
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1.5 Svazy

V pfedchozim oddilu jsme na ptikladech ukézali, ze nékteré podmnoziny uspoiradané
mnoziny maji infimum a supremum a jiné je mit nemusi. Nyni se zaméfime pouze na
usporadané mnoziny, jejichz dvouprvkové podmnoziny budou mit supremum a infimum.

Definice 13. Rekneme, Ze usporadand mnozina (X, <) je svaz, jestliZe existuje supre-
mum a infimum kazdé dvouprvkové podmnoziny mnoziny X.

Pozndmka 1. Pro kazdou jednoprvkovou podmnozinu Y = {a} usporddané mnoziny
(X, =) plati, ze inf(Y) = a a sup(Y') = a, proto ve svazu existuji suprema a infima i jed-
noprvkovych podmnozin. Abychom nemuseli stale rozliSovat, zda se jedna o jednoprvkové
¢i dvouprvkové podmnoziny, piipustime znaceni inf({a,b}) a sup({a,b}) i pro pfipad,
ze a = b. Zapis inf({a,b}), respektive sup({a,b}), budeme od ted zjednodusSené znacit
inf(a,b), respektive sup(a,b).

Poznamka 2. V usporddané mnoziné (X, <) plati, Ze pro kazdé dva prvky a,b € X je
inf(a,b) a sup(a,b) opét prvek z mnoziny X. Hledéni suprema a infima jsou tedy binarni
operace na mnoziné X. Pro tyto binarni operace se nékdy pouzivaji symboly M (¢téme
prusek) a LI (¢téme spojeni), kde a M b = inf(a,b) a a Ub = sup(a,b). S vyhodou budeme
tyto operace pouzivat pri vyslovovani vét a definic.

Nyni za¢neme ovérovat, které usporadané mnoziny jsou svazy a které ne. Prvnim moz-
nym zpusobem je vyuziti Hasseova diagramu. Tento zptisob lze dobie pouzit pii zjistovani,
zda nékterd usporadana mnozina neni svaz. Staci ndm najit pouze jednu dvojici, pro kterou
nebude existovat supremum nebo infimum.

Priklad 25. Usporadana mnozina reprezentovana Hasseovym diagramem z prikladu 24
neni svazem, nebot pro dvojici prvki d, ¢ neexistuje infimum.

Priklad 26. Uspotadand mnozina ({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},|) neni svazem, ne-
bot neexistuje supremum pro dvojici ¢isel 11, 12.

Na znamych usporadanych mnozinach, kterymi jsme se jiz zabyvali, budeme konkreti-
zovat operace ' a L. Pokud ukazeme, Ze jsou tyto operace jednoznacné urcené pro kazdé
dva prvky, budeme moci Tici, Ze se jedna o svaz.

Usporadana mnozina (P(X), C) je svaz.

Usporadana mnozina (N, <) je svaz.

Usporadana mnozina (N, |) je svaz.

Usporadana mnozina (P(X), C): AN B budeme konkretizovat jako AN B a AU B
budeme konkretizovat jako A U B. Ukazeme, Ze pro kazdé A, B € P(X) je
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AN B =inf(A,B).

1. AN B je dolni mezi {A, B}:
Musime ukazat, 72e ANBCAaANBCB
To je patrné primo z Vennova diagramu:

A

2. AN B je nejmensi dolni mez {A, B}:
Predpokladejme, ze existuje vétsi prvek nez AN B (ozna¢me ho C) a ukazeme, Ze je
to ve sporu s tim, ze by C' bylo dolni mezi.
Nebot C D AN B (C # AN B), musi existovat prvek ¢ € C takovy, ze ¢ ¢ A nebo
c¢ B.
Potom ale bud C' ¢ A nebo C € B.
Proto C neni dolni mezi { A, B}. Tedy zadna takova dolni mez C' > AN B neexistuje.

Podobné by se ukazalo, Ze pro kazdé A, B € P(X) je AU B = sup(A, B).
Usporadana mnozina (N, <): a M b budeme konkretizovat jako min(a,b) a a L'b

budeme konkretizovat jako maz(a, b).
Ukazeme, ze jde o svaz pomoci Hasseova diagramu. Nejprve budeme predpokladat, ze a > b.

Z obrazku vidime, 7Ze sup(a,b) = a = maz(a,b) a inf(a,b) = b = min(a,b).
Pro tplnost bychom jesté méli ovérit situaci a < b a a = b, kterd by se ukézala podobné.
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Usporadana mnozina (N, |): a M b budeme konkretizovat jako NSD(a,b) a a Lb
budeme konkretizovat jako NSN (a,b), kde symbol NS D(a,b) znadi nejvétsiho spole¢ného
délitele ¢isel a,b a symbol NSN(a,b) znaci nejmensi spoleény nasobek ¢isel a, b.

Zde vyuzijeme tzv. zakladni vétu aritmetiky, ktera tika, ze kazdé prirozené ¢islo 1ze jedno-
znacné rozlozit na soucin prvocisel. Nyni tuto vétu aplikujeme na ¢isla a, b, NSD(a, b), NSN(a,b):
NSD(a,b) rozlozime na sou¢in prvoéisel.

NSD(a,b) =pi-pa+ ... pi

Cisla a, b také tento soucin obsahuji, protoze NSD(a,b)|a a NSD(a,b)|b:
Ga=p1-PacoProqLG2

b=p1 Py Pp-T1-To . Ty

Navic ¢isla ¢; # rj proi = 1,...,01 a j = 1,...,m, jinak by totiz NSD(a,b) nebyl nejveétsi
spolecny délitel cisel a, b.

Cislo NSN(a,b) obsahuje viechna prvodisla, ktera obsahuji a i b, protoze a|NSN(a,b) a
b|[NSN(a,b) a zddné dalsi prvocislo, jinak by to nebyl nejmensi spole¢ny nasobek:
NSN(a,b) =pr-pa- o P qu Q- Q-T1-T2" e Ty

Nyni uz jen ovétime, ze

1. NSD(a,b) je nejvétsi dolni mez:
NSD(a,b)la a NSD(a,b)|b, proto je NSD(a,b) dolni mez.
Diky jednoznacnosti rozkladu ¢isel a,b vime, Ze kazdé ¢islo, které obé dvé déli (a
je tedy dolni mezi) nemtize v sou¢inu obsahovat jina prvocisla nez py, ..., px. Proto
zadné vétsi dolni mez nez ¢islo NSD(a,b) neexistuje.

2. NSN(a,b) je nejmensi horni mez:
a|[NSN(a,b) a yNSN(a,b), proto NSN(a,b) je horni mez.
Diky jednoznacnosti rozkladi ¢isel a,b vime, ze kazdé cislo, které je témito dvéma
Cisly déleno (a je tedy horni mezi), musi v soudinu obsahovat vSechna prvodcisla
D1y ooy Dhs Qs ooy Qis T1y -y T Proto Zadnd mensi dolni mez nez ¢islo NSN(a,b) nee-
xistuje.

Nyni jesté ukazeme dilezité vlastnosti operaci M, LI.
Véta 4. Necht uspordadand mnoZina (X, <) je svaz.
e Operace N je komutativni. Pro kazdé a,b € X plati a b =bMa.

e Operace U je komutativni. Pro kazdé a,b € X plati a l1b = bl a.

Dikaz. Ze tomu tak skuteéné je, mizeme snadno zjistit z definice operace .
alb=1inf(a,b) =inf({a,b}) =inf({b,a}) =inf(bja) =bMNa

Stejnym zptsobem by se ukézalo, ze také operace U je komutativni. O

Véta 5. Necht usporadand mnoZzina (X, <) je svaz.
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e Pro operaci N plati zakon idempotence. Pro kazZde a € X plati aMa = a.

e Pro operaci U plati zdkon idempotence. Pro kazdé a € X plati a Ul a = a.

Diikaz. Ze tomu tak skuteéné je, miizeme opét nahlédnout z definice operace .

afNa=inf(a,a) =inf({a,a}) =inf({a}) =a

Stejnym zptsobem by se ukézalo, ze také pro operaci LI plati zakon idempotence. ]
Véta 6. Necht usporddand mnozina (X, =) je svaz. Pro operace M a U plati zdkon
absorbce.
e Pro kazdé a,b € X plati alU (aMb) = a.
e Pro kazdé a,b € X plati aM (aUb) = a.

Diikaz. Dokazeme, ze a Ll (aMb) = a.
Nejprve si uvédomime, ze a Mb = inf(a,b) < a.

al(amb) = sup(a,(amb)) =a [dlevéty 3 nebot (aMb) < a]

Stejnym zptsobem by se ukazalo, ze také pro operaci LI plati zakon absorbce. O

Véta 7. Necht usporadand mnoZina (X, <) je svaz.

e Operace 1M je asociativni. Pro kazdé a,b,c € X plati (aMb)Me=aN(bMc).

e Operace U je asociativni. Pro kaZdé a,b,c € X plati (a Ub)Uc=all(bUc).
Diikaz. Musime dokazat, ze (aMb)Me = al(bMe), éli inf(inf(a,b),c) =inf(a,inf(b,c)).
Vyslovime jesté dvé pomocné tvrzeni, kterd budeme vyuzivat:

1. inf(a,b) < a
Ziejmé to plati, nebot inf(a,b) je dolni mezi a.

2. Jestlize x < a a zaroven x < b, potom x < inf(a,b)
Prvek z je dolni mezi {a,b} a inf(a,b) je nejvétsi dolni mezi {a,b}, proto musi
x 2 inf(a,b).
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Pomoci téchto tvrzeni a prislusnych nerovnosti dokédzeme tuto vétu:

inf(inf(a,b),c) =

inf(inf(a,b),c) = inf(a,b) 2 b [ podle
inf(inf(a,b),c) =< ¢ [podle 1. tvrzeni |
inf(inf(a,b),c) =

inf(inf(a,b),c) =

inf(a,inf(b,c)) = inf(b,c) 2 b[podle
inf(a,inf(b,c)) = inf(b,c) = c [ podle
inf(a,inf(b,c)) = a[podle 1. tvrzeni |
inf(a,inf(b,c)) =

inf(a,inf(b,c)) = inf(
inf(a,inf(b,c)) = inf(in

inf(a,b) = a [ podle 1. tvrzeni |

1. tvrzeni |

inf(b,c) [ podle 2. tvrzeni na 1.2, 1.3]
inf(a,inf(b,c)) [ podle 2. tvrzeni na 1.11, 1.4]

1. tvrzeni |

1. tvrzeni |

inf(a,b) [ podle 2. tvrzeni na 1.6, 1.§]
inf(a,b),c) [ podle 2. tvrzeni na 1.7, 1.9]
inf(a,b),c) [ podle antisymetrie na 1.5, 1.10 ]

1.6 Distributivni svazy, Booleova algebra
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Nyni pridame dalsi pozadavky na svazy a vytvorime tak vhodnou matematickou struk-

turu, se kterou budeme dale pracovat.

Definice 14. Necht (X, <) je svaz. Jestlize pro kazdé a,b, c € X plati

all(bUc)=(amb)

potom fekneme, ze (X, <) je distributivni svaz.

Véta 8. Necht (X, <) je svaz. Tento svaz je distributivni pravé tehdy, kdyz
Ubne)=(alUb)m

Dikaz. Musime dokazat dvé implikace.

L.anl(bUe)=(aMb)U(aMec)=al (bMec) =

all(bMc)
=laU(aNe)|U(ne) =
=alU[(aMec)U(bMNe)] =

=aU[(alld) M|
=[(aUb)Ma]U[(aLb) M|
=(alUb)MN(aUc)
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2.al(bNe)=(aUb)MN(alc)=an(blc)=(aMb)U (alMc)
Totéz by se dokazalo pouzitim pravidel s opa¢nymi operacemi.

(P(X), Q) je distributivni svaz.

(N, <) je distributivni svaz.

(N, |) je distributivni svaz.

Ukézeme, Ze pro vSechna A, B,C € P(X) plati AN (BUC) = (ANB)U(ANCQC).

Vyuzijeme Vennuv diagram pro mnoziny A, B, C. Zakreslime obraz mnoziny

AN(BUCO):

Nyni nakreslime obraz mnoziny (AN B)U (AN C):

BUC

C

C

X

C

ANB

ANC

Z obrazki je vidét, ze obé mnoziny jsou stejné.

Ukézeme, Ze pro kazdé a, b, ¢ € N plati min(a, maz(b, ¢)) = max(min(a,b), min(a,c)).

Uvazujme naprtiklad, ze a < b < ¢. Potom:
min(a, max(b, c)) = min(a,c) = a.
max(min(a,b), min(a, c)) = maz(a,a) = a.
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Tim je ditkaz hotov pro situaci a < b < c.
Jesté musime probrat ostatni moznosti. K tomu vyuzijeme tabulku:

| maz (b, c) | min(a, maz(b,c)) || min(a,b) | min(a,c) | maz(min(a,b), min(a,c))
a<b<ece c a a a a
a<c<bd b a a a a
b<a<c¢ c a b a a
b<c<a c c b c c
c<a<bd b a a c a
c<b<a b b b c b

Kdyz porovname treti a Sesty sloupec tabulky, zjistime, Ze jsou stejné. Protoze jiné moz-
nosti nastat nemohou, dokéazali jsme, ze min(a, maz(b, c)) = max(min(a,b), min(a,c)).

Ukézeme, ze pro kazdé a, b, ¢ € N plati NSD(a, NSN(b,¢)) = NSN(NSD(a,b), NSD(a,c)).

Opét ¢isla a, b, ¢ vhodné rozlozime na soucin prvocisel:

a=p1-... Pi-q1-... q;-T1-... T8 ...° 8y,

b=pi-oopi-qu gty UL Uy,

C=P1 e DiT1 e T T o Ty - UL - oo - Uy,

Slovickem vhodné myslime, ze vSechna spole¢na prvocisla cisel a, b, ¢ jsou obsazena v sou-
¢inu p; - ... - p;, zbyla spole¢na prvocisla ¢isel a, b v soucinu ¢; - ... - ¢; atd. Potom:

NSD(a, NSN(b,c)) = NSD(a,p1-...-Di* @1 @ -t1 ooty Up oo U T1 o T V1 -2 V) =
=Dl D Qe QT e T
NSN(NSD(a,b), NSD(a,c)) = NSN(p1-c. - Di=q1+-oo " Qs D1 eee D - T1 oo T) =

=D D Qe QT e T
Jak vidime, NSD(a, NSN(b,c¢)) = NSN(NSD(a,b), NSD(a,c)).
Definice 15. Necht (X, <) je svaz.

o Jestlize existuje 0 € X tak, ze pro kazdé a € X plati 0 < a, potom fekneme, Ze
(X, =) je svaz s nulovym prvkem 0.

o Jestlize existuje 1 € X tak, ze pro kazdé a € X plati a < 1, potom fekneme, Ze
(X, =) je svaz s jednotkovym prvkem 0.

Poznamka 1. Nulovym prvkem rozumime nejmensi prvek usporadané mnoziny a jed-
notkovym prvkem rozumime nejvétsi prvek usporadané mnoziny, pokud tyto prvky existuji.

Pozndmka 2. Opét musime rozliSovat mezi symboly 0,1 a symboly 0, 1. MiZe se na-
priklad stat, Ze nulovym prvkem 0 mtiZe byt 1 a naopak.

Svaz (P(X),C) mé za nulovy prvek préazdnou mnozinu () a za jednotkovy prvek
mnozinu X.
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Svaz (N, <) mé za nulovy prvek ¢islo 1, ale nema zadny jednotkovy prvek. Pokud
bychom chtéli, aby uspofddand mnozina (X, <) byla svaz s jednotkovym prvek, museli
bychom mnozinu X shora omezit. Napf. ({1,2,...,100}, <) je svaz s nulovym a jednotko-
vym prvkem.

Svaz (N, |) ma za nulovy prvek ¢islo 1, ale nemé zadny jednotkovy prvek. U uspo-
fadané mnoziny (X,|) ndm jiz nepomuze, kdyZz mnozinu X pouze shora omezime. Tim
bychom totiz vyfadili NSN nékterych prvki, a nase mnozina by nebyla ani svaz. Vez-
méme ale mnozinu vSech délitelt ¢isla k, oznaé¢me K (pro k =12, K = {1,2,3,4,6,12}).
Nejmensim prvkem (K, |) je stéle ¢islo 1 a nejvétsim prvkem je ¢islo k& (to jsme zajistili
definici mnoziny K). (K, |) je svaz s nulovym a jednotkovym prvkem.

Véta 9. Necht (X, =) je svaz s nulovym prvek 0 a jednotkovym prvkem 1. Pro 0,1
plati zakon neutrality.

o Pro kazdé a € X platiaN1 = a.

e Pro kazdé a € X plati a U0 = a.

Diikaz. DokiZeme, 7Ze a M1 = a.
aNl=inf(a,1)=a | dle véty 3 nebot a < 1]
Stejnym zptisobem by se ukazalo, ze a LU0 = a. ]
Véta 10. Necht (X, =) je svaz s nulovym prvek 0 a jednotkovym prvkem 1. Pro 0,1
plati zakon agresivity.
e Pro kazdé a € X platiall1 =1.

o Pro kazdé a € X plati aM0 = 0.

Diikaz. Dokazeme, Ze a1 = 1.
a1 =sup(a,1) =1 [ dle véty 3 nebot a < 1]

Stejnym zptisobem by se ukazalo, Ze a0 = 0. O
Definice 16. Nechf (X, <) je svaz s nulovym a jednotkovym prvkem. Jestlize ke

kazdému a € X existuje a’ € X po néjz plati a Ma’ = 0 a zéroven a Ll a’ = 1, potom
nazveme tento svaz komplementarnim svazem.

Poznamka 3. Prvku a se ¥ikd komplement prvku a.
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Véta 11.
cen jednoznacne.

Diikaz. Necht existuji dva korzlplementy prvku a, oznacme je aly, al,.

Dle definice spliuji: alUa) =1=alUa), aMla) =0 =alldb.

Ukéazeme, ze a} = aj:

V' distributivnim komplementdrnim svazu je komplement kazZdého prvku ur-

a) =ajuo0 [Podle véty 9]
=aj U (aMay) [Dle predpokladul]
= (ay Ua) M (a; Uas Distributivnost
1 14 ay
= (ay Ua) M (ay Uay) [Dle pfedpokladul
= a4y U (a] Ma) [Distributivnost]
=ayU0 [Dle ptredpokladu]
= a, [Podle véty 9]

Rozhodneme, které ze znamych prikladi jsou komplementarni svazy.

Distributivni svaz (P(X), C) s nulovym prvkem ) a jednotkovym prvkem X. Pro
libovolnou mnozinu A € P(X) definujeme jeji komplement jako doplnék mnoziny A zna-
¢eny A’. Nyni staci ovétit, ze ANA' =0 a AU A = X. CoZz naznacuje Venniiv diagram:

O A

(P(X), C) je komplementérni svaz.

Svaz (N, <) nemiize byt komplementarni, protoze neexistuje jednotkovy prvek to-
hoto svazu. Proto uvazujme nad svazem ({1,2,...,100}, <), ktery ma nulovy a jednotkovy
prvek. Pokusime se definovat napt. komplement ¢isla 10 (ozna¢me ho symbolem 10'), ktery
musi spliiovat: min(10,10") = 1 a maz(10,10") = 100. Jak ale vidime, z prvni rovnosti
plyne, Ze 10’ = 1, ale dle druhé rovnosti 10’ = 100. Pro ¢islo 10 tedy komplement neexis-
tuje. ({1,2,...,100}, <) neni komplementarni svaz.

Pokusme se proto mnozinu X usporadané mnoziny (X, <) jesté vice omezit. Uvazujme
pouze dvouprvkovou mnozinu X = {0,1} (z praktickych diavodi jsme zvolili pravé tato
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dvé ¢isla, nésledujici tvahy lze provést pro libovolnou dvouprvkovou mnozinu ¢isel). Vime,
ze ({0, 1}, <) je distributivni svaz s nulovym a jednotkovym prvkem: 0 = 0 a 1 = 1. Zvolme
0'=1a1l =0. Potom:

0U0 =0U1=maz(0,1) =1 a zarovenn 010 =01 = min(0,
10Ul =1U0=maz(1,0) =1 a zaroven 1M1 =1M0 = min(1,
Komplementy obou prvki spliiuji pozadované vlastnosti, proto (
tarni svaz.

1) =0.
0) =0
{0

, 1}, <) je komplemen-

Svaz (N, |) nemtze byt komplementéarni, protoze neexistuje jednotkovy prvek tohoto
svazu. Proto uvazujme nad svazem (K, |). Vezméme v tvahu mnozinu K = {1,2, 3,4, 6,12}
vsech déliteld cisla £ = 12. Pokusime se najit komplement prvku 6, ktery musi splio-
vat NSD(6,6') = 1 a NSN(6,6") = 12. Pokud NSD(6,6") = 1, potom 6 = 1. Pokud
NSN(6,6") = 12, potom 6’ = 4 nebo 6’ = 12. Komplement prvku 6 tedy neexistuje, proto
svaz ({1,2,3,4,6,12},|) neni komplementarni.

Uvazujme nyni nad svazem (K, |) pro ¢islo &, které v prvociselném rozkladu neobsahuje
zadné prvocislo vicekrat nez jednou (vhodné ¢islo £ je napt. ¢islo 30 = 2 -3 -5 a nevhodné
je ¢islo 12 = 2 - 2 - 3, protoze ¢islo 2 je v prvociselném rozkladu dvakrét). Prvek I prvku
| € K definujeme jako I" = % Ukazeme, zZe se jedna o komplement. Rozlozme ¢isla na soucin

prvocisel:

l=ai1-ay ... ap
k=ay-as- ... Qpn-Qni1 - AQpao ... - Ay
= % = Qg1 Ui * - - A

Pficemz vime, Ze a; # a; pro vSechna @ # j.

NSD(l,I'y) = NSD(ay - ag - ... * Gy Qy1 - Qg * v v Q) = L.

NSN(,I') = NSN(ay - ag - ... " Gy Qi1 * Qg2 * o - Q) = K

Komplement [” splituje pozadované vlastnosti, proto (K, |) pro ¢islo &, které v prvociselném
rozkladu neobsahuje zadné prvocislo vicekrat nez jednou, je komplementarni svaz.

Definice 17. Distributivni komplementarni svaz nazveme Booleovym svazem ¢i
Booleovou algebrou.

Podivejme se opét na nase znamé usporadané mnoziny a pokusme se o nich fici, zda
jsou Booleovou algebrou ¢i nikoli.

(P(X), C) je Booleovou algebrou.
({0,1}, <) je Booleovou algebrou.

(K, |) pro ¢islo k, které v prvociselném rozkladu neobsahuje zadné prvodislo vicekrat
nez jednou, je Booleovou algebrou.
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1.7 Vlastnosti Booleovy algebry

Zatim jsme vétsinu vét psali vzdy ve dvou znénich. Prvni pro operaci M a druhou pro
operaci L. VSimnéme si, ze z prvniho znéni véty dostaneme druhé zaménou operace LI
za operaci [ a obracené a zamé&nou symbolu 0 za 1 a obracend. Stejnou zdménu miizeme
provést i u definice distributivniho svazu a komplementarniho svazu. (Platnost druhého
distributivniho zédkona je ekvivalentni s definici distributivniho svazu a u definice kom-
plementarniho svazu se pouze zméni potradi pozadavki na komplement.) Této moznosti
zamény operaci se fikd princip duality. V Booleové algebfe tedy plati princip duality.
Znamena to, ze pokud plati néjakd véta v Booleové algebie, plati zde i dudlni véta, nebot
v ditkkazu dudlni véty by stacilo zaménit jednotlivé kroky za kroky duélni. Dudlni vétu
ziskdme touto zdmeénou:

o || —— T[]

— L

°
1

— 1

°
ol

[ ] I—)G

—|

Odvodime nékolik dalsich vlastnosti Booleovy algebry. Dualni vétu vzdy vyslovime, ale
jiz se nebudeme zabyvat jejim dikazem.

Véta 12. Necht (X, =) je Booleova algebra. Potom plati:

o1

[ ]

)
[
= Ol

Diikaz. Vime, 7e 1 <1, proto dle véty 3je INT =inf(1,T)=T1.
7 definice komplementu je 1M1 = 0. Z pravych stran rovnic dostavame 1 = 0. O

Véta 13. Necht (X, =) je Booleova algebra. Pro kazdé a € X plati (a') = a.

Diikaz. Musime ukézat, Ze komplement prvku o’ je a. Aby byl a komplement prvku o',
musi spliovat:

a'Ua =1 azaroven a'Ma =0
Protoze vime, Ze operace LI, I jsou komutativni, je tento pozadavek ekvivalentni s:
alla’ =1 azaroven ala =0

coz je splnéno, nebof Booleova algebra je komplementarni svaz. a je tedy komplement
prvku a’. O
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Véta 14. Necht (X, =) je Booleova algebra. Pro operace M,U plati de Morganovy
zakony.

e Pro kazdé a,b € X plati (aUb) =d' Mb.
e Pro kazdé a,b € X plati (aMb) =d LY.
Diikaz. Aby byl prvek o/ Mb' komplementem prvku (a Ll b), musi spliiovat:
(aUb)U (' MY) =1 azarovenr (aUUb) M (¢’ NY) =0
1. (aUb)U(a/TIV)=1

(aUb)U (d' NY) =

=[(aub)Ud]MN[(abb)Ub] = [ distributivnost |
=[(aUd)UbM[(bUY)Ua] = [ asociativnost |
=[1UbM[IUa] = [ definice komplementu ]

=1M1 = 1[vétal0]

2. (aUb)M(a'M1V) =0

(aUb) M (a' MY
=[aM(a M) UBMN(a MY
=[(and)n¥U[(BNY)MNa

=[0nd]u0nd] = [ definice komplementu |
=0M0 = 0[véta 10 ]

[ distributivnost |

]
' = [ asociativnost |
/
]

[

Véta 15. Necht (X, <) je Booleova algebra. Pro operace M, plati zdkon absorpce
negace.

e Pro kazdé a,b € X plati all (' T1b) =alUb.

e Pro kazdé a,b € X plati aT (¢’ LUb) =allb.

Dikaz.
al(a’'T1b)
=(aUd)M(aUb) = [ distributivnost |
=1M(alb) = [ definice komplementu ]
=alb [ véta 9 |
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Ptridame nékolik pravidel, které v budoucnu vyuzijeme pii feseni rovnic v Booleové
algebie. Nasledujici véty bychom mohli nazvat ”ekvivalentni tpravy rovnic v Booleové
algebie”.

Véta 16. Necht (X, =) je Booleova algebra.
o Pro kazdé a,b € X plati a Ub =0 prdvé tehdy, kdyZ a = 0 a zdroven b = 0.

o Pro kazdé a,b € X plati amb =1 prdvé tehdy, kdyZ a =1 a zdroveri b = 1.

Dikaz. Dokazeme postupné obé implikace.

1. aUb=0= a=0 a ziroven b = 0. UkdZeme, 7e a = 0 (druhd rovnost b = 0 by se
ukézala stejné).

alb=0
afN(alb) =0 [ agresivita 0 |
(aMa)U(amd)=0 | distributivnost |
al(amb) =0 [ idempotence |
a=0 [ absorpce |

2.a=0azaroven b=0=alUb=0

Dosadime a = 0, b = 0 do rovnice a Ub: 010 =0

Véta 17. Necht (X, =) je Booleova algebra.
e Pro kazdé a,b € X plati a = b prdvé tehdy, kdyZ (aT10') U (¢’ 11b) = 0.

e Pro kazdé a,b € X plati a = b prdvé tehdy, kdy? (a U )M (a’ Ub) = 1.

Dikaz. Dokazeme postupné obé implikace.

lLLa=b= (an¥)U(a'MNb)=0

(@n¥)u(a'mb) S (and)U(d Ma) =0U0=0
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2. (anb)U(dNb)=0=a=b

(and)U(a'Tb) =0
pravé tehdy, kdyz

and =0 a zaroven a'mb=0 [ véta 16 |
(amb)Ub=10b a zaroveri (a'T1b) Ua = a [ neutralita 0 |
allb=1b a zaroven blla=a [ véta 15]

a="0b [z pFedchozi rovnosti-pravé strany]

Véta 18. Necht (X, =) je Booleova algebra.
e Pro kazdé a,b € X plati a =< b pravé tehdy, kdyz a b = 0.

e Pro kazdé a,b € X plati a = b pravé tehdy, kdyz a l1b = 1.

Diikaz. Dokazeme postupné obé implikace.

l.axb=anb =
Jestlize a < b, potom a M b = a a zaroven a LI b = b.

anlld =

= (amb) M (aUb)
=(aMb) M (a' NV
= (aMad)M(bNv)

=0ro

[ dosadime za a,b |
[ de Morgan |
[ asociativnost |

0 [ definice komplementu |

2.aNb =0=a=b
Necht a M = 0 a zaroven a = b.
Jestlize a > b, potom a b = b a zaroven a U b = a.
O=ant =
= (aUb)M(amb) =
=(aUb)M(dUY) =

[ dosadime za a,b |
[
=[(aub)Nd]U[(abb)V] = [ distributivnost |
] [
[
[

de Morgan |
=[(and)U®Nad)U[(ant)U(bMY) distributivnost |
=0u®nd)uou(and)

=®Bnd)Ud(ant

]
] definice komplementu |
) neutralita 0 |

Posledni fddek rovnice se mé rovnat 0. To je splnéno pravé tehdy, kdyz a = b | Véta
17 ], coz je ale spor s predpokladem, ze a > b.

Diikaz druhé c¢asti by se provedl obdobné. ]
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1.8 Pocetni postupy

V tomto oddilu shrneme vsechny dosavadni poznatky, které jsme se o Booleové algebie
dozvédéli, a odvodime dalsi pocetni postupy a metody, které jsou obecné platné pro Bo-
oleovu algebru. V nasledujici kapitole se na tyto vlastnosti budeme odvolavat pfi feSeni
prikladi. Vsechna pravidla a vzorce zachytime v prehlednych tabulkach, ¢imz vytvorime
»pocetni kucharku®, stejné jako tomu bylo v ,klasické“ algebfe, se kterou jsme se setkali
na stfedni skole.

Nejprve zjednodusime zapis operaci LI, M a od ted budeme pouzivat symboly -+, -, které
pouzivame v b&zné matematice, a misto symbolt 0, 1 budeme pouzivat &islice 0, 1. Musime
si uvédomit, Ze se jednd o jiné operace (nez v  klasické“ matematice), a smime tudiz uzi-
vat pouze pravidla, ktera jsme odvodili v pfedchozich oddilech a nikoli ta pravidla, ktera
zname z algebry (napf. zapis a +a # 2a, ale a+a = a ). Vyuzijeme v8ak nékteré konvence
zapisu, na néz jsme zvykli. V prvni fadé budeme brat v tivahu, ze operace - ma pred-
nost pred operaci +, a budeme vynechavat zavorky, které jiz budou od tohoto okamziku
zbyteéné (napi. zapis a + (b - ¢) zredukujeme na a + b - ¢). Déle budeme vynechévat sym-
bol - v soucinu, stejné jako tomu bylo v algebfe (napt. zépis a+b- ¢ zredukujeme na a+be).

Nyni pouzijeme tento zépis a do tabulky napiSeme vSechna pravidla (zdkony), kterd
jsme dosud poznali:

Zakon H Pravidlo Dualni pravidlo
Komutativni a+b=b+a ab = ba
Idempotence at+a=a aa = a

Absorbce a+ab=a ala+b)=a
Asociativni (a+b)+c=a+ (b+c) (ab)c = a(bc)
Distributivni a(b+c¢) = ab+ ac a+bc=(a+b)(a+c)
Neutrality a+0=a a-1=a
Agresivity a+1=1 a-0=0
a+ad =1 aa’ =0
1'=0 0=1
(@) =a
de Morganiv (a+0b) =db (ab) =a + ¥V
Absorbce negace at+adb=a+b a(a’ +b) = ab
a+b=0&(a=0)A(b=0)| ab=1<(a=1)A(b=1)
a=bsal+adb=0 a=bs (a+V)(d+0b)=1
a<bsab =0 a>bsa+t =1

Diky asociativnimu zakonu vime, Ze nezalezi na potadi, ve kterém vyhodnocujeme stejné
operace, a tudiz mizeme vynechavat piislusné zavorky (napf. zapis a+ (b+ c¢) zredukujeme
na a + b+ c stejné tak zépis a(bc) na zapis abc).
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ZjednodusSovani zapisu v Booleové algebie

V tabulce jsme shrnuli pravidla, kterda muzeme vyuzivat pii zjednodusovani zapist
v Booleové algebfe. Nyni jesté uvedeme zobecnénd pravidla, kterd také mtzeme vyuzit,
abychom se rychleji dostali k vysledku. Jde o algoritmus, ktery nam ze souctii a soucint
mnohoclenti vyrobi soucet jednoclenti. VSechna tato pravidla by se dokazala pomoci mate-
matické indukce. Tato ,redukéni pravidla® ocislujeme, abychom na né mohli dale v textu
odkazovat (stejné jako mizeme odkazovat na véty a definice).

C. ‘ Pravidlo
Rl | (a1 +ag+ ...+ a;)(by + b2+ ... + bj) = a1by + a1bs + ... + a1bj + asby + ... + a;b;
R2(a) VneN:a"=a
R2(b) ata+..+a=a
R2(c) aias...a;bl' +c=c
R2(d) a1ay...a; + a1as...a;b = a1as...qa;
R2(e) a1ay...a;b + araq...a;b = aqas...q;

Pravidlo R1 ndm umoziuje roznasobovat mnoho¢leny na soucet jednoclenti (stejné jako v
wKklasické“ algebie). Pravidla R2 nam radi, jak zredukovat vysledny soucet jednoclenti.

R2(a) tika, ze na rozdil od ,klasické“ algebry nebudeme u roznasobovani mnohoélent
uvazovat mocniny.

R2(b) tika, ze pokud je néjaky jednoclen stejny jako jiny, mtzeme ho vynechat (ne-
uvazujeme nasobnost néjakého ¢lenu).

R2(c) tika, ze pokud se v jedno€lenu objevi proménnd i jeji negace, mizeme tento
jednoclen vynechat.

R2(d) tik4, ze muzeme vypustit ten jednoclen, ktery v soucinu obsahuje néjaky prvek
navic oproti jinému jednoclenu (naopak muZeme do rovnice pfidat jednoclen, ktery
obsahuje néjaky prvek navic).

R2(e) tika, ze mlizeme vytykat pred zévorku. Ve specidlnim piipadé ndm to umozni
zredukovat dva jednocleny na jeden jednodussi jednoclen.

Rovnice o jedné neznamé

Diky pravidlu R2(a) budou rovnice o jedné nezname vzdy linearni. Reseni takovych

vvvvvv

pricist né€jaky prvek, a ani nemiizeme obé strany rovnice vynasobit n€jakym prvkem.
Uvazujme nyni obecnou linearni rovnici v Booleové algebte (X, <):

axr +bx' +c=dr+ex + f
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kde x je proménnd a a,b,c,d,e, f € X.

ar +bx' +c = dr+ex + f
(az + bz’ +c)(dx +ex’ + f) + (ax + b2’ +¢)'(dv +ex' + f) = 0] véta 17|
(ax + bz’ +o)(d + 2" ) (' +2)f + (' + 2V + x)(de +ex’ + f) = 0[de Morgan |
z-A+a2'-B+C = 0][RL R2|
prave tehdy, kdyz

z-A=0aziroven ' - B =0 a zéroveti C =0 [ véta 17 ]
A, B, C jsou mnohocleny tvorené prvky a,b, c,d, e, f.

7 predchozich rovnic mizeme vycist nasledujici vysledky:
e (' =0 je nutnd podminka pro existenci feseni této rovnice.
e Bx' =0 dle véty 18 znamenad, ze: B < .
e rA =0 znamena, ze A’ = x.
Jesté ovétime posledni tvrzeni:

tA = 0
pravé tehdy, kdyz
(zA+0)[(zA)+0] = 1][vétalr]
(zA+1)(2"+ A +0) = 1[de Morgan ]
1-(2"+A +0) = 1]
a4+ A 1]
pravé tehdy, kdyz
A" = x| véta 18]

agresivita 1 ]

neutralita 0,1 |

Tim jsme vyTesili obecnou linearni rovnici pro jednu neznamou.

Poznamka. Pti zjednodusovani zapisi a pfi feSeni linearnich rovnic jsme mohli téz
vyuzivat dudlni pravidla. Vznikly by ndm algoritmy, které by také byly spravné. Divo-
dem naseho postupu byla pfirozena znalost prvniho distributivniho zdkona, ktery bézné
pouzivame v ,klasické“ algebfe.
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Kapitola 2

Vyuziti Booleovy algebry

2.1 Mnozinova algebra

V tomto oddilu se budeme vénovat aplikaci Booleovy algebry na mnozinach, respek-
tive na potencni mnoziné n€jaké mnoziny. Nazorné ukazeme aplikaci predchozi kapitoly na
konkrétnich prikladech a snadno ovérime spravnost vysledku.

Nejprve si musime ukazat, jak prevedeme piiklad z mnozinové algebry do Booleovy
algebry. Mnozinova algebra vyuziva velka pismena pro mnoziny, se kterymi provadi operace
sjednoceni U, prinik N a doplnék ’, pfipadné rozdil —. VSechny tyto symboly budeme muset
prevést do Booleovy algebry. Déle pak vyuziva zavorky (oddélovace mezi operacemi) a
symbol =. Tyto symboly maji v Booleové algebie stejny vyznam jako v mnozinové algebre,
takze je nebude nutné prevadeét.

Prevod zapisu z mnozinové algebry do Booleovy algebry a zpét ukazuje nasledujici tabulka
pro mnoziny A, B,C, X, Y... C M.

Mnozinova algebra ‘ Booleova algebra

A B,C... a,b,c...
X, Y. ,...
0 0
M 1
U +

N

/ !/
A-B ab’

- <

Zjednodusovani zapisu mnozin
Priklad 1. Zjednodusime mnozinovy zapis [C N (ANC)JU{AU[BN (AN B)]}.
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Prevedeme do Booleovy algebry: [c(ac)'] + {a + [b(ad)]}.
Vyraz zjednodusime:

[c(ac)] +{a + [b(ab) T} =

le(a" + )] +{a+[b(a" + b))} =
= [ca' + cd] + {a+ [ba" + bV} =
[ca’l +{a+bd'} =

= cd +a+bd =

= cd +ac+a+bd +ab=

= c(d+a)+a+bld+a)=

= cta+b=a+b+c

Prevedeme vyraz v Booleové algebie zpét do mnozinové algebry: AU B U C.

[CN(ANC)Y]U{AU[BN(ANB)]} = AUBUC

Cuiceni 1. Zjednoduste nasledujici mnozinové zapisy:
e (AUB)NBJU[AN (AN B)]

e (CNANB)U[AN(C'UBY|

e (CNBNA)UC'NBNA)U[(BUA)NCTY

e (AUB)U(BUC)N(CU A)

e (AUB)YNCIUANCNB)YUA' NCNB)U[(BUA)NC]

Rovnost mnozin, nutna a postacujici podminka

Priklad 2. Uvazujme libovolné podmnoziny A, B, C' dané neprazdné mnoziny M. Zjis-
time, zda plati:

AU(BNC)=[(AUB)N(AUC)]U(ANC")

Jestlize rovnost neplati, uré¢ime nutnou a postacujici podminku rovnosti.

Prevedeme rovnost do Booleovy algebry: a + (b’) = [(a 4+ b)(a + ¢)'] + ac.

44



Vyraz upravime:

[(a+Db)(a+c)]+ad = a-+ (b)
(a+b)dd +ad = a+bd
ad'd +ba'd +ad = a-+bd
ba'd +ad = a+ bl

d@b+a) = a+bd
dla+b) = a+bd
da+db = a+bd
praveé tehdy, kdyz
(a+0b)(da+ D) + (a+bd) (da+ 'b)
(a+bd)(c+d)(c+b)+dV +c)(datb) =
(ac+bla")(c+b) + (b +d'c)(da+ D)

ac + achl =

I
o o o o o

ac =

Posledni fadek rovnosti dokazuje, Ze se ptivodni mnozinové zapisy nerovnaji. Posledni rov-
nost urcuje nutnou a postacujici podminku. Po prevodu do mnozinové algebry dostavame
podminku AN C = 0.

Cviceni 2. Necht A, B, C, D jsou podmnoziny neprazdné mnoziny M. Rozhodnéte, zda
plati nasledujici rovnosti. Pokud neplati, urcete nutnou a postacujici podminku.

AN(BUCY = (ANB)N(ANC)

(AUB)N(AuC) =AU (BN

(ANB)U(CND)=(BND)U(AnC)

e (AUB)ND|U(CUD)=M
e AUBC AUC
e (AUB)N(ANB)CAUB

e AN(C'UB)N(B'UA)C(AUB)N(C'"UA)
e (AUB)N(CUA]U(ANC)=(C"NB)UA

MnozZinové rovnice

Priklad 3. Uvazujme mnozinu M = {1,2,3,4,5,6,7,8}. VyfeSime mnoZinovou rovnici
s neznamou X v mnoziné P(M):

(X' U{4,6,7,8}) N (X U{1,5,8)) = {1,8}
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Zavedeme oznaceni téchto mnozin:
A|{4,6,7,8} | A {1,2,3,5}
B| {1,5,8} B'| {2,3,4,6,7}
C {1,8} C’14{2,3,4,5,6,7}

Ptevedeme rovnici do Booleovy algebry:
(' +a)(z+b)=c
Z rovnice vyjadiime neznamou z:

(@' +a)(x+b) =
bz’ + ax + ab
(b’ 4+ ax + ab)d + (bx' 4+ ax + ab)'c
bz’ + ac'z + abd + (V' + x)(a' + 2")(a’ + b')c
bl + adx + abd + ('b' + 0’2" + d'z)(d'c + Ve)
bz’ + ac'x + abd + d'Ve+ d'be+ d'bed +bex' +ad'cx +ad'bex =
z(ad +d'c) + 2’ (bd +Vc) + abcd’ +ad't'e =
praveé tehdy, kdyz

abd +d'b'e=0 A
acd +bec<z A

< (ad +dc) =(d+c)a+)=dd +ac

[l
o

I
c oo o o o

Z poslednich t¥i fadka (a po pfevodu do mnoZinové algebry) plyne:
e Nutnd podminka: (ANBNC)U(A'NB'NC)=0.
e (BNC"YU(B'NC)C X
e X C(ANCHYUANCQO)

Po zpétném dosazeni za A, B, C' a vypoctu zjistime, ze nutna podminka je splnéna a pro
mnozinu X vzniknou nasledujici podminky:

{5} C X C{2,5,8}

Cviceni 3. Reste rovnice o nezndmé X v mnoziné P(M), kde M = {1,2,3,4,5,6,7}

XN{4,6,7)U{3,57 =X

(
(X' U{1,4,5})N(XU{2,3}) =0
(X U{1,4,5)N(X'U{1,2,3}) =10
(

{2,4,7}NX")U(X N{1,2,5}) = {3,4,5,6}
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Vennovy diagramy Pii feSeni mnozinovych tloh, které jsme zminili vySe, mtizeme s
vyhodou vyuzit Vennova diagramu.

Priklad 4. Vytesime piiklad 1 za pomoci Vennovych diagramii. Zjednodusime mnozi-
novy zapis [C N (ANC)|U{AU[BN (AN B)]}.

A
4 B B
C C
ANC (AnC)’ CNANC)
A
B B
C C
ANB BN(ANB)’ AVU[BN(ANB)’]

[CN(ANC)TU{AU[B N(ANB)]}

Vidime, Ze zapis muzeme zjednodusit na AU B U C.

Cviceni 4. Reste piiklady z cvideni 1,2 za pomoci Vennovych diagramii.

2.2 Algebra pravdivostnich hodnot vyroku

Tento oddil se bude zabyvat vyrokovou logikou. Budeme zkoumat pravdivost vyroki,
které vzniknou z danych vyroki pomoci logickych spojek A, V), =, <. Vyroky budeme
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znacit velkymi pismeny A, B.... Jestlize je vyrok A pravdivy, zapiSeme tuto skutecnost
A =1 a budeme ¢ist: A ma pravdivostni hodnotu 1. Jestlize je vyrok A nepravdivy, zapi-
seme tuto skutec¢nost A = 0 a budeme ¢ist: A ma pravdivostni hodnotu 0. Velka pismena z
konce abecedy X,Y... budeme vyuzivat pro vyrokové proménné, které sméji nabyvat hod-
not 0,1.

Ptipomeneme si pravdivostni tabulky konjunkce, disjunkce, negace, implikace a ekviva-
lence:

V]V |X=
1 1
0 1
0
1

1
0

Y
0
1
0
1

—l ol <

Nejprve se pokusime zredukovat pocet logickych spojek. Omezime se jen na A, V, a zbylé
dvé pomoci téchto spojek odvodime:

e X = Y pravé tehdy, kdyz X' VY.
e X &Y pravé tehdy, kdyz (X' VY) A (Y’ V X), neboli (X AY)V (X' AYY).

Abychom mohli vyuzit kalkul vybudovany v predchozi kapitole musime ukazat, ze se jedna
o Booleovu algebru. Uvazujme mnozinu X = {0, 1} jakozto mnoZinu vSech hodnot, kterych
smi nabyvat vyrokové proménné. Definujeme usporadani < na X: 0<0,0<1,1 <1 (re-
lace < je skuteéné usporadani, jedna se o reflexivni, tranzitivni a antisymetrickou relaci).
Dostéavame tedy usporddanou mnozinu ({0, 1}, <), o které jsme se v minulé kapitole do-
zvédéli, ze je to Booleova algebra. Po prozkoumani pravdivostnich tabulek navic zjistime,
ze operace V odpovida hledani maxima dvou prvki (odpovida hledani suprema) a operace
A odpovida hleddni minima dvou prvki (odpovida hledani infima).

Nyni mtizeme Booleovu algebru aplikovat na algebru pravdivostnich hodnot vyrokii.
Néasledujici tabulka uvadi prevod mezi algebrou pravdivostnich hodnot vyrokii a Booleovou
algebrou.

Algebra pravdivostnich hodnot vyroki ‘ Booleova algebra

A B.. a,b...
X, Y. ...
1 1
0 0
A a

AANB ab

AV B a+b
A= B a +b
As B ab+ a't!
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Tautologie

Priklad 5. Ovéiime, zda (X AY) = (X VYY) je tautologie, tj. zda je o pravdivy vyrok
pri vSech moznych hodnotach X, Y.
Musime zjistit, zda [(X AY) = (X VY)] = 1. Pfevedeme rovnost do Booleovy algebry a
upravime:

(XAY)= (XVY)

(XAY)V(XVY)
(zy) + (x +y) =
=2 +y+a+y
—1+1 =1

Miizeme prohlasit, ze se jedné o tautologii.
Cwiceni 5. Rozhodnéte, zda v nasledujicich pripadech jde o tautologie.
e (X' =Y)e (XAYY
o [(X=2)=Y]|e[(XNZ)=Y]
e [ X=YVI|e[(X=Y)V(X=2)]
o [X=(Y=2)|<[(XAY)=7]
e [ X=Ye2)e[(X=Y) e (X =2)

Ovérovani spravnosti usudkua
Mé¢jme neprazdnou mnozinu vyroku 77,...T,,, o kterych vime, ze jsou vSechny pravdivé,
fikejme jim pfedpoklady. Chceme ovérit, zda z téchto predpokladt plyne zaveér Z. Ovéru-
jeme:

(TAN ... AT, = Z]=1
Jednodussi je dokazat negovanou rovnost:
(TN AT,) = 2Z]"=0

Levou stranu rovnosti jesté muzeme upravit dle pravidla pro negaci implikace (A = B
pravé tehdy, kdyz A A B):

(LN ANTONZ' =0
Po ptfevodu do Booleovy algebry dostavame:

tl t. 'th/ =0
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Priklad 6. Vime, ze plati vyroky AA B, B = C a (C'V B') = A’. Chceme zjistit, zda
odtud vyplyva, ze

1. AvC
2. A= B
Nejprve prevedeme mnozinu predpokladit do Booleovy algebry a zjednodusime vyraz:
ab(b' + ¢)[(¢ + V) + d'] = abc|[cb + a'] = abc
Nyni aplikujeme podminku: ¢y - ... - t,2" = 0:
1. abec(a+ ¢)' = abe(a’d’) = 0 Z uvedenych predpokladii skutecné plyne, ze AV C.

2. abc(a’ + V') = abe(ab) = abe # 0 Z uvedenych predpokladii neplyne, 7e A = B’.

Cwiceni 6. Rozhodnéte, zda z pfedpokladu (A’ A B') = D', (AVvVC) = B,
(AAVvD)= (BANC),(AV BV CV D) vyplyva:

e AVC

e B'=C

e C=1D

e A D

e B= (AVC)

Cwviceni 7. Rozhodnéte, zda z piedpokladi A = (B’ A D'),B = (C' A E'),C =
E' (ANC)= D' A = B vyplyva:

e AVC
e B'=C

Logické slovni ulohy
Logické slovni tlohy budou vyuzivat stejnych postupii jako predchozi priklady, tedy zjed-
nodusovani vyrazl a ovérovani spravnosti tsudku. Dilezity bude prevod tvrzeni zapsaného
v Ceském jazyce do jazyka vyrokové logiky. Nésledujici tabulka vystihuje tyto prevody:

Implikace | A= B | Jestlize plati A, potom plati B.
Ekvivalence | A < B | A plati pravé tehdy, kdyz plati B.

Konjunkce | AAB Plati A a zaroven plati B.
Disjunkce | AV B Plati A nebo plati B.
Negace A’ Neplati A.

V textech slovnich tloh nemusi byt pfedpoklady podany vzdy jednoznacné. Nékdy proto
mize dojit k nedorozuméni a dosazeni jinych vysledk.
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Priklad 7. Skupina péti spoluzéku (Alice, Bétka, Cecilka, David a Emil) chce jet na
vylet. Pratelské vztahy v této skupiné jsou vselijaké a jsou dany nasledujicimi tvrzenimi:
Bétka pojede, pojede-li Alice.

Alice a David pojede, pojede-li Emil.

Bétka a Cecilka nepojedou spolecné.

Cecilka a David pojedou oba nebo zadny z nich.

Z dvojice David a Emil pojede alespon jeden.

Chceme zjistit kdo pojede na vylet, jestlize budou akceptovany pozadavky vSech spoluzaki.

Nejprve jednotliva tvrzeni lehce preformulujeme, zapiSeme je v jazyce vyrokové logiky
a prevedeme do Booleovy algebry. Tvrzeni ,,Pojede Alice“ budeme znacit A atd.:

Jestlize pojede Alice, potom pojede Bétka. A= B a+b
Jestlize pojede Emil, potom pojede Alice a David. | E = (AAD) | ¢+ ad
Jestlize pojede Bétka, potom nepojede Cecilka. B=C b+
Jestlize pojede Cecilka, potom nepojede Bétka. C=nB 4+
Cecilka pojede pravé tehdy, kdyz pojede David. C< D cd+cd
Jestlize nepojede David, potom pojede Emil. D' = F d+e
Jestlize nepojede Emil, potom pojede David. E'= D e+d

Nyni zjistime, pii kterych ohodnocenich a, b, ¢, d, e jsou splnény vsechny podminky:

(@' +b)(e +ad)(t + ) cd+ dd)(d+e) =
(a'e’ + be' + abd)(b' + ') (cd + cde + dd'e) =
(d'Ve +d'de +bde + abd'd)(cd+ dd'e)

a'bede =

—_ = =

Aby byla splnéna posledni rovnost je nutné, aby a = 0,6 = 0,¢ = 1,d = 1,e = 0. Po
zpétném prevodu do Ceského jazyka dostavame zavér, ze Alice, Bétka a Emil nepojedou a
Cecilka s Davidem pojedou.

Priklad 8. Necht jsou déna tfi tvrzeni o kterych vime, Ze jsou pravdiva:

1. Nemluvnata jsou nelogicka.
2. Nepohrdame nikym, kdo dokéaze ovladnout krokodyla.
3. Pohrdame nelogickymi osobami.

Chceme zjistit, zda z téchto tvrzeni plyne zaveér:
Nemluvnata nedovedou ovladnout krokodyla.

Nejprve si oznac¢ime jednotliva tvrzeni:
N...Osoba je nemluvné.
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L...Osoba je logicka.

P...Osoba je v naSem opovrzeni.

K...Osoba ovlada krokodyla.

Preformulujeme tato tvrzeni, prevedeme do vyrokové logiky a zapiseme je v Booleové al-
gebre:

Jestlize je nékdo nemluvnétem, potom je nelogicky. N=L|n+0
Jestlize nékdo dokaze ovladnout krokodyla, potom jim nepohrddme. | K = P' | k' +p/
Jestlize je nekdo nelogické osoba, potom ji pohrdame. L'=P | l+p

Jestlize je nékdo nemluvnétem, potom nedokéze ovladnout krokodyla. ‘ N = K’ ‘ n' + k'

Ovétujeme spravnost usudku z mnoziny predpokladii:

(N=L)AN(K=P)AN(L'=P) = (N=K')
pravé tehdy, kdyz
(N=L)YAN(K=P)N(L'=P)AN(N=K") =
(0 + ) (K +p )1 +p) (' +F) =
(n' + 1)K+ Kp+1p)kn =
(n' + 1)Kl +Ep+1p)kn =
(0" +1")(klnp") =
0 =

S O O O O O

Usudek je spravny.

Cwiceni 8. Ve staté Papua-Novd Guinea se tfi nejvétsi parlamentni strany (Modra,
Bil4 a Cerven4 ) dohodnou na schvalovani zdkont nasledujici dohodou:

1. Jestlize pro zakon nehlasuje Bila strana, nehlasuje pro zakon ani Modra strana.
2. Jestlize pro zakon hlasuje Bil4 strana, hlasuje pro zakon i Modréa a Cervend strana.

Jednoho dne se zastupci Bile strany nedostavi na hlasovani. Pro zakon hlasuje Modra
strana. Je povinnosti Cervené strany hlasovat také pro tento zakon, jestlize nechtéji porusit
danou dohodu?

Cvicent 9. Protoze na tzemi budouci planované prehrady se vyskytuje nékolik obci,
jejichz obyvatelé musi byt ptesidleni, byla vydana vyhlaska, kterda méla predbézné upozor-
nit obc¢any na to, ze:

Obce, které se vysidluji a premistuji (mimo oblast prehrady) na stanovené misto, lezi v
oblasti budouct prehrady.

O tyden pozdéji byla vydana nova vyhlaska:

Obce, které se nevysidluji, nejsou v oblasti budouct prehrady. Obce, které se nepremistuji,
nejsou urceny k vysidlent.

Rikaji tyto vyhlasky totéz? Pokud ne, je alespoii jedna z vyhlasek zobecnénim druhé?
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Cvicent 10. Zéakaznik si objednava u architekta navrh na projekt rodinného domku s
témito pozadavky:

1. Dim nemé byt dvoupatrovy, obsahuje-li solarni panel a venkovni terasu.

2. Kdyz dim nebude dvoupatrovy nebo nebude mit venkovni terasu, musi obsahovat
solarni panel.

3. Kdyz dim neni dvoupatrovy, nemé obsahovat solarni panel nebo venkovni terasu.
Rozhodnéte, zda architekt usuzuje spravné, kdyz rika:

e Diim musi obsahovat solarni panel nebo musi byt dvoupatrovy.

e Jestlize dim bude mit venkovni terasu, musi mit i solarni panel.

Cvicent 11. Jsou dana nasledujici tvrzeni:

1. Zadny Zralok nepochybuje o tom, Ze je dobie vybaven.

2. Ryba, ktera nedovede tancit ¢tverylku, je hodna politovani.

3. Zadna ryba si neni jista svym vybavenim, nemé-li alespoii tii fady zubii.
4. Vsechny ryby s vyjimkou zralokt jsou laskavy k détem.

5. Tézké ryby nedovedou tancit ¢tverylku.

6. Ryba se tfemi fadami zubti neni politovanihodna.

Posudte, zda z téchto tvrzeni plyne zavér: Tézké ryby jsou laskavy k détem.

Tabulkova metoda
VsSechny ptiklady z algebry pravdivostnich hodnot vyroki, 1ze také fesit tabulkovou meto-
dou. Ukazeme, jak vyfesit jeden z vyse zminénych prikladi.

Priklad 9. Pomoci tabulkové metody ovéfime, zda (X AY) = (X VYY) je tautologii:

X|Y[|[XAY | XVY | (XAY)= (XVY)
010 0 0 1

011 0 1 1
110 0 1 1
171 1 1 1
Vidime, ze pravdivostni hodnota [(X AY) = (X VY)] = 1 pii libovolném ohodnoceni

X,Y. Jde o tautologii.

Cvicent 12. S vyuzitim tabulkové metody feste ptiklady ze cviceni 5,6,7.
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Z.aver

V bakalaiské praci jsme vybudovali Booleovu algebru jako specialni pripad usporadané
mnoziny. Snazili jsme se objasnit nékteré pojmy vysokoskolské matematiky. Ctenai této
prace mél moznost seznamit se s pojmy jako relace, usporadani a supremum ¢i infimum,
které byly nazorné predvedeny a zviditelnény pomoci Hasseovych diagrami. Déale jsme do-
kazali definovat pojem Booleovy algebry, ve které jsme odvodili a nasledné dokazali néktera
pravidla, pficemz nebylo potfeba axiomaticky zavadét abstraktni algebraickou strukturu,
jako to déla velké mmnozstvi textl, které se zabyvaji aplikaci Booleovy algebry. Nakonec
jsme ukéazali, ve kterych konkrétnich prikladech lze Booleovu algebru vyuzit.

Tento text by bylo mozné dale nadstavbové rozsitit. Po teoretické strance je vsSe pfi-
praveno k tomu, aby se v dalsich ptripadnych publikaci ukézalo, Zze tento zptsob zavedeni
Booleovy algebry je ekvivalentni s axiomatickym zavedenim Booleovy algebry, a dale se
mohli ukazat jiné zpusoby zavedeni Booleovy algebry. V aplikac¢ni ¢asti by bylo mozné
rozsitit praci o vyuziti Booleovy algebry v elektronice a vypocetni technice, kde Booleova
algebra naléza své uplatnéni.
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