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Abstrakt: V p�redlo�zen�e pr�aci se zab�yv�ame izoperimetrickou nerovnost��, kter�a
je analytick�ym vyj�ad�ren��m zn�am�e izoperimetrick�e �ulohy. V pr�aci se soust�red��me
na izoperimetrickou nerovnost v R2 a sna�z��me se na n�� uk�azat r�uzn�e p�r��stupy
k t�eto matematick�e �uloze. V prvn�� kapitole p�redstav��me izoperimetrickou
�ulohu v jej��ch historick�ych souvislostech a uk�a�zeme �uzkou souvislost izo-
perimetrick�e �ulohy s izoperimetrickou nerovnost��. V dal�s�� kapitole potom
uvedeme n�ekolik z�akladn��ch poznatk�u o izoperimetrick�e nerovnosti. Ve t�ret��
kapitole uk�a�zeme geometrick�y d�ukaz izoperimetrick�e nerovnosti v rovin�e. V
p�redposledn�� kapitole z�u�z��me tut�e�z nerovnost na Bonnesenovu nerovnost,
kterou n�asledn�e dokazujeme pomoc�� aproximace oblast�� mnoho�uheln��ky. V
posledn�� kapitole pot�e p�redvedeme, jak se izoperimetrick�a nerovnost doka-
zuje u�zit��m Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti a pojm�u Minkowsk�eho sou�ctu
mno�zin a Minkowsk�eho d�elky hranice.
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Abstract: In the present work we study the isoperimetric inequality as a de-
scription of well-known isoperimetric problem. In this work we are content-
rating upon the isoperimetric inequality in R2. Our goal is to show di�erent
approaches to this mathematical problem. In the Chapter 1, we will intro-
duce the isoperimetric problem in its historical context and we will show
close connection between the isoperimetric problem and the isoperimetric
inequality. In next chapter, we will show some basic �ndings about the iso-
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perimetric inequality. In the Chapter 3, we will show geometrical proof of
the isoperimetric inequality in plane. In next chapter we will restrict the
isoperimetric inequality to the Bonnesen inequality and we will prove this
new inequality by aproximation of domains by polygons. In the last chapter,
we will show how to prove the isoperimetric inequality using the Brunn-
Minkowski inequality and using terms of the Minkowski sum of sets and the
Minkowski length of boundary.

Keywords: Symmetrization, Bonnesen inequality, Isoperimetric defect, Brunn-
Minkowski inequality, Minkowski length of boundary

5



Kapitola 1

P�ar slov �uvodem o

izoperimetrick�e �uloze

Izoperimetrickou �ulohou se lidstvo zab�yvalo od nepam�eti. Samotn�e slovo
izoperimetrick�y n�am ukazuje, �ze se zab�yv�ame ot�azkou, jak p�ri zachov�an��
stejn�eho (izo) obvodu (perimetr) maximalizovat obsah. Nejjednodu�s�s�� for-
mulac�� byla ot�azka: ,,Mezi v�semi mo�zn�ymi obrazci se stejn�ym obvodem,
existuje n�ejak�y, kter�y m�a v�et�s�� obsah ne�z v�sechny ostatn�� obrazce?" Tato
�uvaha m�ela praktickou motivaci, nebot' ve starov�eku se �casto jako v�ym�era
pou�z��val obvod. Proto�ze se takto evidovaly i pozemky, v�simli si lid�e brzy,
�ze dlouh�y tenk�y obd�eln��k m�a v�yrazn�e men�s�� obsah ne�z �ctverec o stejn�em
obvodu. Odtud p�rirozen�e vyplynula ot�azka na tvar maximalizuj��c�� obsah.
Vcelku se dalo vytu�sit, �ze nejv�et�s�� obsah m�a kruh, a tak se sna�zili sta�r��
�Rekov�e naj��t d�ukaz, �ze mezi v�semi obrazci stejn�eho obvodu m�a pr�av�e kruh
nejv�et�s�� obsah. Snahy o d�ukaz, �ze kruh �re�s�� izoperimetrickou �ulohu se tak
staly sou�c�ast�� �reck�eho zlat�eho v�eku geometrie. �Reck�y matematik Zenodo-
rus dok�azal, �ze obsah kruhu je v�et�s�� ne�z obsah jak�ehokoli mnoho�uheln��ku o
stejn�em obvodu.
S izoperimetrickou �ulohou tak�e �uzce souvisela ,, �Uloha kr�alovny D��d�o": ,,M�ame
d�anu p�r��mku a d�elku dal�s�� k�rivky. Jak�y tvar m�a m��t tato k�rivka, aby byl vy-
mezen�y obsah nejvy�s�s��?" Odpov�ed' je pochopiteln�e takov�a, �ze k�rivka m�a m��t
tvar p�ulkru�znice. Kr�alovna D��d�o byla podle legend zakladatelkou a prvn��
panovnic�� Kart�aga.
Proto�ze Zenodor�uv d�ukaz optimality kru�znice ve srovn�an�� s mnoho�uheln��kem
byl, podobn�e jako �uvahy dal�s��ch �Rek�u nad t��mto probl�emem, �cist�e geome-
trick�y, ne�slo o korektn�� d�ukaz s p�resn�e precizovan�ymi pojmy obsahu a ob-
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vodu. A tak byl prvn�� matematicky korektn�� d�ukaz, �ze kruh �re�s�� izoperi-
metrickou �ulohu, pod�an a�z v 19. stolet��. Prvn�� krok sm�erem k �re�sen�� tehdy
u�cinil �sv�ycarsk�y geometr Jacob Steiner (1796 - 1863) v roce 1838. Ten pou�zil
geometrickou metodu, kter�a je dnes zn�ama jako Steinerova symetrizace. Stei-
ner dok�azal n�asleduj��c��: ,,Pokud �re�sen�� izoperimetrick�e �ulohy existuje, pak
je t��mto �re�sen��m kru�znice." D�ukaz, �ze �re�sen�� izoperimetrick�eho probl�emu
opravdu existuje, dodalo pozd�eji r�uzn�ymi cestami n�ekolik matematik�u. Od
t�e doby byla pod�ana �rada dal�s��ch alternativn��ch d�ukaz�u r�uzn�e obecnosti a
slo�zitosti.
P�rechod od izoperimetrick�e �ulohy k izoperimetrick�e nerovnosti je z�rejm�y.
Jestli�ze plat��, �ze k�rivka o d�elce L vymez�� oblast s nejv�et�s��m obsahem, je-li
to kru�znice, pak obsah maxim�aln�� oblasti je

S = πr2 = π

(
L

2π

)2

= π
L2

4π2
=

L2

4π
.

Potom tedy ka�zd�a uzav�ren�a k�rivka d�elky L ohrani�cuje plochu S ≤ L2

4π
, tedy

plat�� nerovnost L2

4π
−S ≥ 0, co�z p�ren�asoben��m dostane podobu L2−4πS ≥ 0.

Pro kru�znici a j�� vymezen�y kruh pak nast�av�a rovnost. Jeliko�z kru�znice je je-
din�ym �re�sen��m, nast�av�a rovnost tehdy a jen tehdy, jde-li o kru�znici. T��m
jsme se tedy dostali od izoperimetrick�e �ulohy k jej��mu j�adru - k izoperimet-
rick�e nerovnosti.
Nyn�� tedy v��me, �ze izoperimetrick�a nerovnost porovn�av�a druhou mocninu
obvodu uzav�ren�e k�rivky v rovin�e s obsahem vnit�rn�� oblasti, kterou tato
k�rivka vymezuje. Smysl pojmu izoperimetrick�a nerovnost je v�sak �sir�s��, exis-
tuj�� toti�z �cetn�a zobecn�en�� izoperimetrick�e nerovnosti z R2 do v��cerozm�ern�ych
prostor�u, do zak�riven�ych oblast�� na povr�s��ch t�eles, vztahem Lebesgueov�ych
m�er vy�s�s�� a ni�z�s�� dimenze pro nejr�uzn�ej�s�� mno�ziny, atp.
S v�yjimkou Kapitoly 2, kde se kr�atce zm��n��m tak�e o izoperimetrick�e �uloze
v obecn�em Rn, se budu ve sv�e pr�aci zab�yvat v�yhradn�e izoperimetrickou ne-
rovnost�� v R2.
Pro �uvodn�� konkr�etn�� ilustraci v rovin�e R2 si uv�edomme, �ze i pom�ern�e pra-
videln�y �utvar, jak�ym je �ctverec, nen�� ani zdaleka �re�sen��m izoperimetrick�e
�ulohy. �Ctverec o stran�e L

4
toti�z m�a vnit�rn�� obsah L2

16
, co�z je z�reteln�e m�en�e

ne�z obsah kruhu vymezen�eho stejn�e dlouhou kru�znic�� L2

4π
.

Nyn�� lehce nazna�c��me, jak�ym zp�usobem �re�sil �ulohu Jacob Steiner, pozd�eji
se k jeho postupu vr�at��me podrobn�eji.
Steiner ve sv�ych �uvah�ach vy�sel od jednoduch�ych geometrick�ych tvar�u, na
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nich�z bylo probl�em snadn�e ilustrovat. K�rivky vymezuj��c�� nekonvexn�� plochy
�slo snadno pozm�enit, aby se neprodlou�zily a p�ritom plocha narostla. Nesy-
metrick�e k�rivky �slo symetrizovat, elipsy spr�avn�ym zp�usobem stla�cit, apod.
Jedin�y tvar, kter�y je dokonale konvexn�� a symetrick�y, je kru�znice. To v�sak
st�ale je�st�e nebyl korektn�� d�ukaz.

V roce 1902 publikoval n�emeck�y matematik Adolf Hurwitz (1859 - 1919)
pom�ern�e kr�atk�y d�ukaz vyu�z��vaj��c�� Fourierov�ych �rad. Roku 1938 podal E.
Schmidt d�ukaz zalo�zen�y na porovn�an�� hladk�e uzav�ren�e k�rivky s kru�znic��. V
tomto d�ukazu vyu�zil Schmidt vzorec pro d�elku oblouku, vyj�ad�ren�� pro obsah
rovinn�e plochy a Cauchy-Schwarzovy nerovnosti.

My se v na�s�� pr�aci zam�e�r��me na podrobn�e proveden�� steinerovsk�eho d�ukazu a
pot�e na dva dal�s�� p�r��stupy. Jeden je zalo�zen na aproximaci oblast�� mnoho�uheln��ky
a nalezen�� souvislosti mezi tzv. izoperimetrickou poruchou (velikost�� rozd��lu
L2 − 4πS) a velikost�� opsan�e a vepsan�e kru�znice - tuto souvislost popisuje
tzv. Bonnesenova nerovnost. Druh�y p�r��stup je zalo�zen na formalizaci intu-
itivn�� p�redstavy, �ze obvod oblasti �uzce souvis�� s rychlost�� r�ustu objemu p�ri
rozp��n�an�� t�eto oblasti.

Shr�nme si je�st�e jednou, k �cemu jsme v t�eto �uvodn�� kapitole do�sli.
�Re�sen�� izoperimetrick�eho probl�emu obvykle formalizujeme pomoc�� nerov-
nosti vyjad�ruj��c�� vztah mezi d�elkou L uzav�ren�e k�rivky a obsahem S plo�sn�e
oblasti, kterou tato k�rivka uzav��r�a. Izoperimetrick�a nerovnost �r��k�a, �ze

4πS ≤ L2, (1.1)

p�ri�cem�z rovnost nast�av�a, pr�av�e kdy�z k�rivka je kru�znice. Z�rejm�e oblast kruhu
s polom�erem r je πr2 a obvod tohoto kruhu je 2πr, tak�ze ob�e strany nerov-
nosti jsou v tomto p�r��pad�e rovny 4π2r2.
P�ri analytick�em p�r��stupu v�et�sinou nerovnost (1.1) uv�ad��me v podob�e

L2 − 4πS ≥ 0. (1.2)

S t�emito nerovnostmi budeme v dal�s��m pracovat.
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Kapitola 2

Z�akladn�� poznatky o

izoperimetrii

V t�eto kapitole si precizn�eji p�redstav��me p�redm�et na�s�� pr�ace a vybudujeme
si pot�rebn�e teoretick�e z�aklady a pojmoslov�� pro dal�s�� zkoum�an�� �ulohy. Nej-
prve pop���seme klasickou izoperimetrickou nerovnost v euklidovsk�em pro-
storu v�sech dimenz�� a vyslov��me z�akladn�� tvrzen��, kter�a plat�� v rovin�e. Nej-
jednodu�s�s��m p�r��padem je izoperimetrie na p�r��mce, tj. v R1.
Bud'A n�ejak�a omezen�a oblast na re�aln�e p�r��mce, tj. otev�ren�y interval. Diskr�etn��
m��ra jej��ho obvodu, tj. po�cet jej��ch hrani�cn��ch bod�u, je 2.
Bud'B n�ejak�a omezen�a podmno�zina re�aln�e p�r��mky. Potom je z�rejm�e diskr�etn��
m��ra jej��ho obvodu v�et�s�� nebo rovna 2, kde rovnost nast�av�a pouze v p�r��pad�e,
�ze cel�a B je jedn��m otev�ren�ym intervalem. Celkov�e tedy m�u�zeme �r��ci, �ze
�re�sen��m izoperimetrick�eho probl�emu na p�r��mce je otev�ren�y interval, kter�y
nen�� ni�c��m jin�ym ne�z otev�renou koul�� v tomto speci�aln��m prostoru.

Nyn�� se p�resuneme s izoperimetrickou nerovnost�� do roviny, kde se setk�ame
s jej��mi t�remi r�uzn�ymi formulacemi. Nejprve se zm��n��me o prvn��ch dvou:
(A) Uva�zujeme v�sechny omezen�e oblasti v R2 s pevn�e dan�ym obvodem, tj.
d�elkou jejich hranice, a hled�ame oblast o nejv�et�s��m obsahu. Odpov�ed�� na
na�si ot�azku je pochopiteln�e kruh. Je d�ule�zit�e si pov�simnout, �ze samotn�a
hodnota obvodu pro na�si ot�azku nehraje �z�adnou roli, nebot' v�sechny oblasti
obvodu L1 jsou zobraziteln�e d��ky podobnosti v R2 na oblasti obvodu L2 pro
jak�ekoliv dan�e hodnoty L1, L2 a optim�aln�� �re�sen�� obou �uloh se zobrazuj�� na
sebe.
(B) M�u�zeme uva�zovat i naopak. Vezmeme v�sechny omezen�e oblasti s pevn�e
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dan�ym obsahem a hled�ame cestu k minimalizaci obvodu.
Jak u�z bylo nazna�ceno v p�redchoz�� kapitole, t�ret�� a nejprecizn�ej�s�� cestou je
popsat izoperimetrickou �ulohu jako analytickou nerovnost. Proto je dobr�e
p�rev�ad�et izoperimetrick�y �ulohu na dok�az�an�� izoperimetrick�e nerovnosti v
podob�e (1.1) nebo (1.2). (Pro obecn�e n pak v podob�e, kterou za chv��li uve-
deme.) Na�s��m �ukolem po p�reveden�� na jednu z t�echto nerovnost�� je potom
dok�azat, �ze p�r��slu�sn�a nerovnost plat�� pro v�sechny oblasti v rovin�e a rov-
nost nast�av�a tehdy a jen tehdy, kdy�z je oblast�� kruh, jde-li o n = 2. Pro
obecn�e n se pak dokazuje nerovnost a rovnost nast�avaj��c��, pr�av�e kdy�z jde o
n-rozm�ernou kouli.
Nyn�� se kr�atce pod��v�ame na sl��ben�e zobecn�en�� do vy�s�s��ch prostor�u, tedy
obecn�e pro Rn, n ≥ 2.
�Umluva: P�ri zkoum�an�� izoperimetrie pro Rn budeme n-rozm�ernou m��ru
naz�yvat objemem V a (n− 1)-rozm�ernou m��ru budeme naz�yvat obsahem A,
tak jak jsme byli dosud zvykl�� pro n = 3.
V�y�se formulovan�a analytick�a izoperimetrick�a nerovnost (1.1) dost�av�a pro
obecn�y p�r��pad n ≥ 2 podobu

A(∂
)

[V (
)]1−
1

n

≥ A(Sn−1)

[V (Bn)]1−
1

n

, (2.1)

kde 
 je n�ejak�a omezen�a oblast v Rn a ∂
 je jej�� hranice, V ozna�cuje n-
rozm�ernou m��ru aA ozna�cuje (n−1)-rozm�ernou m��ru,Bn je jednotkov�a koule
v Rn a Sn−1 je jej�� hranice, tedy jednotkov�a sf�era v Rn. Tato nerovnost ne�r��k�a
nic jin�eho, ne�z �ze pom�er obsahu hranice a objemu (vhodn�e umocn�en�eho)
mno�ziny touto hranic�� vymezen�e je nejp�r��zniv�ej�s�� (nejmen�s��) pro sf�eru a j��
vymezenou kouli.
Ozna�cme ωn n-rozm�ern�y objem Bn a ozna�cme cn−1 (n−1) - rozm�ern�y obsah
sf�ery Sn−1. Je zn�amo, �ze plat�� vzorce

cn−1 =
2π

n
2

�(n
2
)
, ωn =

cn−1

n
, (2.2)

kde �(x) je gama funkce.
(Z t�echto vzore�ck�u snadno plynou vzorce pro jednotkov�e koule a jednot-
kov�e sf�ery r�uzn�ych dimenz��, kter�e se daj�� snadno zobecnit pro libovoln�y po-
lom�er. Takto dost�av�ame mimo jin�e i zn�am�e vzorce pro objem V (standardn��
t�r��rozm�ern�e) koule a pro obsah S jej��ho povrchu V = 4

3
πr3, S = 4πr2).

Odtud po �uprav�ach A(Sn−1)

[V (Bn)]1−
1
n
= cn−1

ω
1− 1

n
n

= cn−1(
n

cn−1

)1−
1

n = cn−1 ·c
1

n
−1

n−1 ·n1− 1

n =
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c
1

n
n−1 · n1− 1

n = n( cn−1

n
)
1

n = nω
1

n
n dost�av�ame nov�y tvar nerovnosti (2.1)

A(∂
)

[V (
)]1−
1

n

≥ nω
1

n
n . (2.3)

V n�asleduj��c�� pozn�amce ov�e�r��me, �ze izoperimetrick�a nerovnost v R2 je opravdu
pouze speci�aln��m p�r��padem obecn�e izoperimetrick�e nerovnosti v Rn. V dal�s��
pozn�amce uk�a�zeme, jak se d�a izoperimetrick�a nerovnost pro oblasti v Rn

zobecnit na sjednocen�� oblast��.
Pozn�amka 2.1: Pod��vejme se, jak vypad�a nerovnost (2.3) pro n = 2:

A(∂
) = L,

V (
)1−
1

n =
√

S,

nωn
1

n = 2

√
c1
2
=
√
2
√

c1 = 2
√

π
1√
�(1)

= 2
√

π.

Dost�av�ame tedy
L√
S
≥ 2

√
π,

co�z je to sam�e jako
L ≥ 2

√
πS,

odkud ji�z umocn�en��m dost�av�ame nerovnost (1.1).
Pozn�amka 2.2: V t�echto �uvah�ach jsme z�u�zili izoperimetrickou nerovnost
na oblasti v Rn, ale tuto nerovnost lze zobecnit i na otev�ren�e mno�ziny
sest�avaj��c�� z kone�cn�eho mno�zstv�� omezen�ych oblast��. P�redpokl�adejme, �ze
nerovnost (2.1) je spln�ena pro oblasti v Rn. Jestli�ze


 = 
1 ∪ 
2 ∪ ...,

kde 
j, j ∈ N, jsou kompaktn�� oblasti s po dvou disjunktn��mi uz�av�ery, tj.


j ∩ 
k = ∅, ∀j 6= k,

potom m�u�zeme p�rej��t k odvozen�� dal�s��ch nerovnost��.
Ozna�cme si s := 1− 1

n
, pak plat�� s ∈ (0, 1), tud���z funkce f ur�cen�a p�redpisem

f(x) = xs, x ∈ [0,+∞) je konk�avn��. Jeliko�z pro x, y ≥ 0 plyne z konk�avnosti
funkce f nerovnost f(x + y) ≤ f(x) + f(y), dost�av�ame z rovnosti

V (
) =
∑
j∈N

V (
j)
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nerovnost
[V (
)]1−

1

n ≤
∑
j∈N

[V (
j)]
1− 1

n .

Z nerovnosti (2.3) plyne snadnou aplikac��

A(∂
j)

nω
1

n
n

≥ [V (
j)]
1− 1

n ,

odkud se�cten��m dost�av�ame

1

nω
1

n
n

∑
j∈N

A(∂
j) ≥
∑
j∈N

[V (
j)]
1− 1

n .

Z disjunktnosti uz�av�er�u 
j vypl�yv�a disjunktnost hranice, tak�ze dost�av�ame∑
j∈N

A(∂
j) = A(∂
).

Dohromady potom m�ame

[V (
)]1−
1

n ≤
∑
j∈N

[V (
j)]
1− 1

n ≤ 1

nωn
1

n

∑
j∈N

A(∂
j) =
A(∂
)

nωn
1

n

. (2.4)

T��m jsme zobecnili izoperimetrickou nerovnost i na sjednocen�� oblast��.
Jak ale bylo �re�ceno, hloub�eji se izoperimetrickou nerovnost�� v obecn�em Rn

zab�yvat nebudeme. P�ri dokazov�an�� izoperimetrick�e nerovnosti v Rn lze po-
stupovat mnoha zp�usoby, jeden z nich je zobecn�en��m postupu, kter�y na
p�r��padu R2 ukazujeme v 5. kapitole t�eto pr�ace. Z�ajemce se s touto proble-
matikou m�u�ze sezn�amit hloub�eji v knize [2], str. 68 - 77, 83 - 86.
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Kapitola 3

Geometrick�y d�ukaz

izoperimetrie

V t�eto kapitole si podrobn�eji uk�a�zeme, jak�ym zp�usobem �re�sil izoperimet-
rickou �ulohu v R2 Jacob Steiner. Jeliko�z jde o d�ukaz geometrick�y a my se
omez��me na oblasti ohrani�cen�e po �c�astech hladk�ymi k�rivkami, bude de�nice
obsahu oblasti a d�elky jej�� hranice intuitivn�e z�rejm�a. Obsahem oblasti tedy
rozum��me jej�� dvojrozm�ernou Lebesgueovu m��ru a d�elku po �c�astech hladk�e
hranice (tj. d�elku vymezuj��c�� k�rivky) ch�apeme jako sou�cet d�elek jej��ch jed-
notliv�ych hladk�ych �c�ast��.

V�eta 3.1 Necht' 
 ⊂ R2 je oblast vymezen�a uzav�renou k�rivkou � = ∂
.
Ozna�cme L := L(�) d�elku t�eto vymezuj��c�� k�rivky (obvod oblasti). D�ale zna�cme
pro ka�zdou oblast 
′ ⊂ R2 jej�� hranici �′ := ∂
′ a L′ := L(�′). (Toto zna�cen��
budeme pou�z��vat v cel�e t�eto kapitole.) Jestli�ze pro ka�zdou oblast 
′ spl�nuj��c��
L′ = L plat�� S(
′) ≤ S(
), potom 
 je kruh.

Nyn�� uk�a�zeme Steiner�uv geometrick�y d�ukaz tohoto tvrzen��. Nejprve vy-
slov��me a dok�a�zeme pomocn�a tvrzen��, ze kter�ych vlastn�� v�eta 3.1 vypl�yv�a.

Nejprve si uk�a�zeme, �ze �re�sen��m izoperimetrick�e �ulohy m�u�ze b�yt jedin�e kon-
vexn�� oblast.
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Lemma 3.1 Pokud pro oblast 
 ⊂ R2 plat��, �ze S(
) ≥ S(
′) pro jakoukoliv
oblast 
′ ⊂ R2 se stejn�ym obvodem (tj. takovou, �ze plat�� L′ = L) (d�ale bu-
deme pro takovou 
 pou�z��vat obratu, �ze m�a maximaliza�cn�� vlastnost), potom

 je konvexn��.

D�ukaz: Toto lemma dok�a�zeme sporem. P�redpokl�adejme, �ze 
 nen�� konvexn�� a
m�a maximaliza�cn�� vlastnost. Pak vyu�zijeme toho, �ze existuje takov�a p�r��mka
P prot��naj��c�� � v bodech A, B, C,D, �ze �use�cky AB a CD le�z�� v 
, zat��mco
�use�cka BC le�z�� naopak mimo 
 (viz Obr. 1).

Obr�azek 1: Mno�zina 
 je vyzna�cena b��le, mno�zina 
′′ vznikne z mno�ziny

 p�rid�an��m �sed�e vyzna�cen�e plochy.

Nahrad��me-li obvodov�y oblouk BC �use�ckou BC, z��sk�ame tak oblast 
′′ s
men�s��m obvodem (jeliko�z �use�cka je v�zdy nejkrat�s�� spojnic�� dvou bod�u) a
v�et�s��m obsahem (jeliko�z plocha ohrani�cen�a �use�ckou BC a obloukem CB je
nyn�� zahrnuta nav��c oproti p�uvodn�� situaci). Polo�z��me-li si L′′ := L(
′′) a

′ := (1 + ε)
′′, kde ε = L

L′′ − 1 > 0, pak L′ = L a z�arove�n S(
′) =
(1 + 2ε + ε2)S(
′′) > (1 + 2ε + ε2)S(
) > S(
). To je ov�sem spor s maxi-
maliza�cn�� vlastnost�� oblasti 
, �c��m�z je lemma dok�az�ano.

�

P�ri �re�sen�� izoperimetrick�e �ulohy se tedy v dal�s��m zam�e�r��me na konvexn��
oblasti.
Uk�a�zeme, �ze oblast spl�nuj��c�� maximaliza�cn�� podm��nku mus�� b�yt symetrick�a.
K tomu sta�c�� uk�azat, �ze symetrizac�� oblasti s maximaliza�cn�� vlastnost�� u�z
nezm�en��me jej�� obvod ani obsah.
Ozna�cme si pro libovoln�e body x, y ∈ � jejich vzd�alenost po k�rivce � sym-
bolem d�(x, y). Necht' tedy A, B ∈ � jsou takov�e body, �ze d�(A, B) = L

2
.

Pak plat�� � = γ1+γ2 (spojen�� k�rivek), kde γ1, γ2 jsou takov�e k�rivky spojuj��c��
body A a B, �ze plat�� L(γ1) = L(γ2) =

L
2
. Z konvexity � vypl�yv�a, �ze γ1, γ2

prot��naj�� �use�cku AB pouze v bodech A, B. Ozna�cme st�red �use�cky A, B jako

14



O. D�ale si de�nujme γ
′
j jako st�redovou symetrii γj podle O (j = 1, 2). Nyn��

si ozna�c��me 
j oblast ohrani�cenou oblouky γj, γ
′
j (j = 1, 2). Tomuto procesu

�r��k�ame symetrizace oblasti 
. (Viz Obr. 2a, 2b, 2c)

Obr�azek 2a: Oblast 
 ohrani�cen�a k�rivkou �.

Obr�azek 2b: Symetrizovan�a oblast 
1 ohrani�cen�a k�rivkou �1 = γ1 + γ′1.

Obr�azek 2c: Symetrizovan�a oblast 
2 ohrani�cen�a k�rivkou �2 = γ2 + γ′2.
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Lemma 3.2 Necht' 
 ⊂ R2 vymezen�a k�rivkou � je oblast s maximaliza�cn��
vlastnost��. Necht' γ je �use�cka spojuj��c�� n�ejak�e dva body A, B ∈ �. Pokud
�use�cka γ d�el�� nap�ul obvod, potom d�el�� nap�ul tak�e obsah.

D�ukaz: Zavedeme si nejprve zna�cen��. 
j = oblast vymezen�a k�rivkami γj a
γ′j, j = 1, 2. βj = oblast vymezen�a �use�ckou γ a k�rivkou γj, j = 1, 2.
Jeliko�z �use�cka γ d�el�� obvod nap�ul, plat�� rovnost

L(�j) = L(γj) + L(γ
′

j) = 2L(γj) = L(�), j = 1, 2.

Z maximaliza�cn�� vlastnosti plyne

S(
) ≥ S(
j), j = 1, 2.

A ze symetrie plyne

S(
j) = 2S(βj), j = 1, 2.

Proto plat��

S(
1) + S(
2) = 2S(β1) + 2S(β2) = 2S(
), j = 1, 2.

Dohromady tedy dost�av�ame, �ze mus�� platit

S(
1) = S(
2) = S(
).

Podle rovnosti S(
1) = S(
2) tedy plat�� 2S(β1) = 2S(β2), �cili S(β1) =
S(β2), �c��m�z je dok�az�ano, �ze �use�cka γ d�el�� nap�ul tak�e obsah.

�

Lemma 3.3 Necht' 
 ⊂ R2 vymezen�a k�rivkou � je oblast s maximaliza�cn��
vlastnost��. Necht' γ je �use�cka spojuj��c�� n�ejak�e dva body A, B ∈ �. Pokud
�use�cka γ d�el�� nap�ul obsah, potom d�el�� nap�ul tak�e obvod.
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D�ukaz: Pokud �use�cka γ d�el�� nap�ul obsah, znamen�a to, �ze S(β1) = S(β2) =
S(
)
2
, tak�ze podle symetrie S(
1) = S(
2) = S(
). D�ale postupujeme spo-

rem. P�redpokl�adejme, �ze �use�cka γ ned�el�� obvod oblasti nap�ul, tedy L(γ1) 6=
L(γ2), tj. jedna z k�rivek γ1, γ2 je krat�s�� ne�z druh�a. Bez �ujmy na obecnosti

p�redpokl�adejme, �ze L(γ1) < L(γ2). To logicky znamen�a, �ze L(γ1) < L(�)
2
,

tak�ze pro oblast 
1 vzniklou symetrizac�� β1 a jej�� hranici �1 mus�� platit
L(�1) < L(�). Tato oblast m�a p�ritom podle symetrie stejn�y obsah jako 
,
tak�ze jej�� men�s�� obvod vede ke sporu s maximaliza�cn�� vlastnost�� oblasti 
.
Proto mus�� γ d�elit obvod oblasti 
.

�

Lemma 3.4 Necht' 
 ⊂ R2 vymezen�a k�rivkou � je oblast s maximaliza�cn��
vlastnost��. Necht' γ je �use�cka spojuj��c�� n�ejak�e dva body A, B ∈ �. Pak �use�cka
γ d�el�� nap�ul obvod, pr�av�e kdy�z d�el�� nap�ul obsah.

D�ukaz: Lemma je z�rejm�ym d�usledkem p�redchoz��ch dvou lemmat.
�

Lemma 3.5 Necht' 
 ⊂ R2 je oblast s maximaliza�cn�� vlastnost��, γ je �use�cka,
kter�a d�el�� nap�ul jej�� obsah a obvod, 
j ⊂ R2, j = 1, 2, jsou oblasti vznikl�e
symetrizac�� βj, j = 1, 2. Pak 
j, j = 1, 2, maj�� tak�e maximaliza�cn�� vlastnost.

D�ukaz: Jeliko�z γ d�el�� nap�ul obsah i obvod 
 , mus�� m��t 
j stejn�y obvod i
stejn�y obsah jako 
. Odtud je z�rejm�e, �ze tak�e 
j m�a maximaliza�cn�� vlast-
nost.

�

Lemma 3.6 
1 a 
2 vznikl�e v�y�se popsanou symetrizac�� konvexn�� oblasti

 ⊂ R2 s maximaliza�cn�� vlastnost�� jsou kruhy.

D�ukaz: Je-li ξ uzav�ren�a k�rivka a jsou-li A, B takov�e body, �ze �uhel AĈB je
prav�y pro ka�zd�e C ∈ ξ, potom podle Thaletovy v�ety je ξ kru�znice s po-
lom�erem AB.
N�am proto sta�c�� dok�azat (nez�avisle na volb�e γ = AB), �ze pro ka�zd�e C ∈ �j,

j = 1, 2 je AĈB prav�y �uhel.
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Bud' C∗ obraz C podle O. Ze symetrie 
j plyne, �ze C∗ le�z�� tak�e v �j. D�ale
si rozd�elme 
j do disjunktn��ch �c�ast�� T1, T2, T3, T4, T5, kde T5 je rovnob�e�zn��k
ACBC∗, T1 je oblast vymezen�a �use�ckou AC a obloukem CA, T2 je oblast
vymezen�a �use�ckou CB a obloukem BC, T3 je oblast vymezen�a �use�ckou BC∗
a obloukem C∗B, T4 je oblast vymezen�a �use�ckou C∗A a obloukem AC∗. (Viz
obr�azek 3a.)

Obr�azek 3a

Nyn�� postupujme sporem. P�redpokl�adejme, �ze AĈB nen�� prav�y �uhel. Po-
tom si p�uvodn�� oblast 
j modi�kujme na novou oblast 
′j. Jako 


′
j budeme

uva�zovat oblast sest�avaj��c�� z obd�eln��ku T ′5 = A′C ′B′C ′
∗ (s d�elkou strany A′C ′

shodnou s d�elkou AC, d�elkou C ′B′ shodnou s CB, atd.) a n�asleduj��c��ch 4
oblast��: T ′1 je oblast vymezen�a �use�ckou A′C ′ a obloukem C ′A′, T ′2 je oblast
vymezen�a �use�ckou C ′B′ a obloukem B′C ′, T ′3 je oblast vymezen�a �use�ckou
B′C ′

∗ a obloukem C ′
∗B

′, T ′4 je oblast vymezen�a �use�ckou C ′
∗A

′ a obloukem
A′C ′

∗. (�C�arkovan�e oblouky p�ritom budou odpov��dat oblouk�um p�uvodn��m.
Viz obr�azek 3b.)
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Obr�azek 3b

Jeliko�z oblouky T1 z A do C, T ′1 z A′ do C ′ maj�� stejn�e d�elky a stejn�e
tak T2 a T ′2, T3 a T ′3, T4 a T ′4 maj�� stejn�e d�elky, maj�� tak�e 
j a 
′j stejn�y
obvod.
Jeliko�z obsah obd�eln��ka je roven sou�cinu jeho podstavy a v�y�sky, mus�� platit

S(T ′5) > S(T5),

nebot' v�y�ska se zm�enou nepravo�uhl�eho rovnob�e�zn��ku na obd�eln��k nutn�e zv�y�sila.
Proto ze z�rejm�e rovnosti S(Tk) = S(T ′k), k = 1, 2, 3, 4, dost�av�ame

S(
′j) =
5∑

k=1

S(T ′k) =
4∑

k=1

S(Tk) + S(T ′5) >
5∑

k=1

S(Tk) = S(
j).

To je ale spor s maximaliza�cn�� vlastnost�� 
j, tak�ze AĈB mus�� b�yt prav�y
�uhel, �c��m�z je d�ukaz hotov.

�

D�ukaz v�ety 3.1: Jeliko�z 
1 a 
2 jsou kruhy, mus�� b�yt γ1 a γ′1 p�ulkru�znice,
tud���z 
 je kruh.

�
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Kapitola 4

Aproximace oblast��

mnoho�uheln��ky a Bonnesenova

nerovnost

V t�eto kapitole si uk�a�zeme, jak �re�sit izoperimetrickou �ulohu p�r��stupem,
kter�y ch�ape tuto �ulohu jako dok�az�an�� izoperimetrick�e nerovnosti v podob�e
(1.1) nebo (1.2) a nalezen�� podm��nek, za kter�ych tato nerovnost p�rech�az��
v rovnost. J�adrem tohoto p�r��stupu je z�u�zen�� izoperimetrick�e nerovnosti na
tzv. Bonnesenovu nerovnost, hlavn�� metodou je aproximace konvexn�� oblasti
mnoho�uheln��ky.
Jak v t�eto kapitole uk�a�zeme, Bonnesenova nerovnost n�am d�av�a doln�� odhad
rozd��lu L2 − 4πS pomoc�� rozd��lu polom�er�u kru�znice opsan�e a vepsan�e.
Stejn�e jako v p�redchoz�� kapitole se zam�e�r��me na oblasti s po �c�astech hladkou
hranic��. Takov�e oblasti lze dob�re aproximovat mnoho�uheln��ky. Zade�nujeme
si tedy aproximaci zevnit�r.

De�nice 4.1 Pod pojmem mnoho�uheln��k budeme pro jednoduchost ch�apat
oblast vymezenou k�rivkou v tomto tvaru. O oblasti 
 ⊂ R2 �rekneme, �ze je
aproximovateln�a zevnit�r, jestli�ze existuje posloupnost mnoho�uheln��k�u {Mk}∞k=1

takov�a, �ze ka�zd�y mno�uheln��k Mk je podmno�zinou 
 a max{d(x, Mk),x ∈
∂
} → 0 pro k → ∞, p�ri�cem�z pro k → ∞ jsou spln�eny tak�e podm��nky
S(Mk) → S(
), L(∂Mk) → L(∂
). Aproximace zevnit�r tedy spo�c��v�a v
tom, �ze existuje posloupnost mnoho�uheln��k�u obsa�zen�ych v 
, kter�a k t�eto ob-
lasti stejnom�ern�e konverguje, p�ri�cem�z obsahy a obvody t�echto mnoho�uheln��k�u
konverguj�� k obsahu a obvodu aproximovan�e mno�ziny.
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De�nice 4.1 n�am nazna�cuje z�akladn�� my�slenku cel�e kapitoly, kter�a vych�az��
pr�av�e z aproximovatelnosti mno�zin s po �c�astech hladkou hranic�� pomoc��
mnoho�uheln��k�u.
Podstatnou vlastnost�� aproximace zevnit�r je skute�cnost, �ze p�ri ozna�cen��
polom�eru kru�znice vepsan�e mnoho�uheln��ku Mk symbolem rk a polom�eru
kru�znice opsan�e mnoho�uheln��ku Mk symbolem Rk, plat�� pro k →∞ vztahy
rk → r a Rk → R, kde r a R jsou polom�ery kru�znice vepsan�e a opsan�e
oblasti 
. Tato vlastnost je pro ideu d�ukazu v�yhodn�a.

V�eta 4.1 Necht' 
 ⊂ R2 je oblast v rovin�e s obsahem S a d�elkou hranice L.
Potom plat�� nerovnost

L2 − 4πS ≥ 0. (4.1)

Rovnost nast�av�a v (4.1) pr�av�e tehdy, kdy�z 
 je kruh.

Tuto formulaci izoperimetrick�e nerovnosti budeme nyn�� dokazovat. K
tomu si p�riprav��me n�ekolik d�ule�zit�ych tvrzen��, bez kter�ych se p�ri d�ukazu
V�ety 4.1 neobejdeme.

V�eta 4.2 Necht' 
 je oblast v rovin�e R2 ohrani�cen�a k�rivkou k. Necht' 
 m�a
obsah S a k m�a d�elku L. Bud'te R > 0 a r > 0 polom�ery kru�znice opsan�e
(nejmen�s�� kru�znice obsahuj��c�� 
) a kru�znice vepsan�e (nejv�et�s�� kru�znice obsa�zen�e
v 
). Potom plat�� n�asleduj��c�� nerovnosti

L2 − 4πS ≥ π2(R− r)2 (4.2)

L2 − 4πS ≥ S2

(
1

r
− 1

R

)2

(4.3)

L2 − 4πS ≥ L2

(
R− r

R + r

)2

(4.4)

L−
√

L2 − 4πS

2π
≤ r ≤ R ≤ L +

√
L2 − 4πS

2π
(4.5)

Nerovnost (4.2) se naz�yv�a Bonnesenova nerovnost. Zade�nujeme-li si,
�ze pod pojmem izoperimetrick�a porucha budeme ch�apat rozd��l L2 − 4πS,
pak m�ame v nerovnostech (4.2), (4.3) a (4.4) doln�� odhady t�eto izoperimet-
rick�e poruchy. Z t�echto odhad�u tak�e vypl�yv�a, �ze izoperimetrick�a porucha je
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nez�aporn�a a p�ritom plat��, �ze nulov�a je pr�av�e v p�r��pad�e, �ze popisovan�a oblast
je kruhem.
Pozn�amka 4.1: Pov�simn�eme si, �ze zlomky L−

√
L2−4πS
2π

a L+
√

L2−4πS
2π

, kter�e se
vyskytuj�� v nerovnosti (4.5), tvo�r�� ko�reny kvadratick�e rovnice πt2−Lt+S =

0. Proto plat�� πt2−Lt+S ≤ 0 pro t ∈
[

L−
√

L2−4πS
2π

, L+
√

L2−4πS
2π

]
, co�z m�u�zeme

zapisovat n�ekolika ekvivalentn��mi zp�usoby

Lt ≥ S + πt2 (4.6)

L2 − 4πS ≥ (L− 2πt)2 (4.7)

L2 − 4πS ≥
(

L− 2S

t

)2

(4.8)

Nerovnosti (4.7) a (4.8) jsou op�et doln��m odhadem izoperimetrick�e po-
ruchy.
Pozn�amka 4.2: Pod��vejme se na odvozen�� nerovnost��. K p�uvodn�� nerovnosti

πt2 − Lt + S ≤ 0

p�ri�cteme Lt.
D�ale odvozujeme

Lt ≥ S + πt2

−S ≥ πt2 − Lt

−4πS ≥ 4π2t2 − 4πLt

L2 − 4πS ≥ L2 + 4π2t2 − 4πLt = (L− 2πt)2.

Nerovnost (4.8) m�a odvozen�� slo�zit�ej�s�� a nebudeme se j��m v t�eto pr�aci zab�yvat.

D�usledek 4.1 Nerovnosti (4.6), (4.7) plat�� tak�e ve speci�aln��ch p�r��padech
t = r a t = R. V p�r��pad�e r ≤ R plat�� jako ostr�e nerovnosti pro jak�ekoli t z
intervalu (r, R).

D�ukaz nerovnost�� z V�ety 4.2: Abychom si d�ukaz zjednodu�sili na dokazov�an��
jedn�e nerovnosti, uk�a�zeme, �ze k dok�az�an�� v�sech nerovnost�� z V�ety 4.2 n�am
sta�c�� dok�azat nerovnost (4.5).
Nejprve si uk�a�zeme, jak nerovnost (4.2) vypl�yv�a z nerovnosti (4.5). Nerov-
nost (4.5) rozd�el��me na t�ri nerovnosti
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r ≤ R (4.9)

πR ≤ 1

2
L +

1

2

√
L2 − 4πS (4.10)

−πr ≤ −1

2
L +

1

2

√
L2 − 4πS (4.11)

Se�cten��m nerovnost�� (4.10) a (4.11) dost�av�ame nerovnost

π(R− r) ≤
√

L2 − 4πS,

kterou m�u�zeme na z�aklad�e platnosti (4.9) umocnit na dokazovanou nerov-
nost (4.2).
D�ale si uv�edom��me, �ze z nerovnosti (4.8) plyne

√
L2 − 4πS ≥ 2S

r
− L (4.12)

a √
L2 − 4πS ≥ L− 2S

R
(4.13)

Se�cten��m t�echto nerovnost�� dost�av�ame (4.3), po p�ren�asoben�� nerovnost��
�c��sly r a R dost�av�ame tak�e (4.4). T��m jsme uk�azali, �ze opravdu sta�c�� pouze
dok�azat nerovnost (4.5), k jej��mu�z d�ukazu nyn�� p�rikro�c��me.

Prvn�� z nerovnost�� tvo�r��c��ch (4.5), tj. L−
√

L2−4πS
2π

≤ r, m�a velmi slo�zit�y
d�ukaz, kter�ym se v t�eto pr�aci nebudeme zab�yvat. Z�ajemci se s n��m mohou
sezn�amit v knize [2], str. 11-14.

Uk�a�zeme v�sak d�ukaz posledn�� nerovnosti v r�amci (4.5), tj. R ≤ L+
√

L2−4πS
2π

.
Jeliko�z oblast 
 z v�ety 4.2 lze stejnom�ern�e aproximovat konvexn��mi mnoho�uheln��ky,
bude n�am sta�cit d�ukaz pro p�r��pad, kdy 
 je konvexn�� mnoho�uheln��k.
Nyn�� si p�richyst�ame p�r��pravn�a tvrzen�� pro d�ukaz zkouman�e nerovnosti:

Lemma 4.1 Necht' γ je jednoduch�a lomen�a �c�ara d�elky L(γ) v rovin�e R2.
Necht' E je mno�zina v�sech bod�u v rovin�e, jejich�z vzd�alenost od γ je nejv�y�se
rovna R. Necht' lomen�a �c�ara m�a N vrchol�u a Ek, k = 0, 1, 2, ..., 2N + 2 jsou
mno�ziny bod�u x ∈ R2, pro kter�e kru�znice k(x, R) prot��n�a γ pr�av�e v k bodech.
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Ozna�cme Sk := S(Ek). Pak plat�� rovnost

2N+2∑
i=1

kSk = 4RL(γ). (4.14)

D�ukaz: Provedeme jej indukc�� p�res po�cet vrchol�u N lomen�e �c�ary γ.
Nejprve tedy dok�a�zeme, �ze rovnost plat�� pro p�r��pad, kdy N = 0, tj. pro
�use�cku γ.

Za�cneme jednodu�s�s��m p�r��padem, kdy γ je takov�a �use�cka, �ze plat�� L(γ) ≥ 2R.
(Viz obr�azek 4.) Potom plat�� E = {x ∈ R2 : dist(x, γ) ≤ R} = P ∪K ∪ L,
kde P je vnit�rn�� plocha vymezen�a 4 p�r��mkami: 2 rovnob�e�zn�ymi s �use�ckou
γ, ka�zdou ve vzd�alenosti R a 2 kolmicemi na γ spu�st�en�ymi v koncov�ych bo-
dech γ. Kruhy K, L maj�� polom�er R a ka�zd�y m�a st�red v jednom koncov�em
bod�e �use�cky γ. V takov�em p�r��pad�e plat�� E1 = K ∪ L, E2 = E \ E1. Odtud
ji�z dost�av�ame p�r��slu�sn�e obsahy S1 = 2πR2, S2 = 2RL(γ) − πR2. Plat�� tedy∑2N+2

i=1 kSk = 2πR2 + 4RL(γ)− 2πR2 = 4RL(γ), co�z jsme cht�eli dok�azat.

Obr�azek 4: Mno�ziny pro p�r��pad, kdy L(γ) ≥ 2R, sv�etl�e �sed�a barva zna�c��
plochy spadaj��c�� pod E1, tmav�e �sed�a pod E2

Nyn�� se pod��v�ame na p�r��pad, kdy L(γ) < 2R. (Viz obr�azek 5.) Pro snaz�s��
pr�aci s v�yrazy si ozna�cme L := L(γ). Ve zkouman�em p�r��pad�e plat�� E =
(P ∪ Q) ∪ (S ∪ T ), kde P, Q jsou kruhy o polom�eru R, ka�zd�a se st�redem v
jednom koncov�em bod�e �use�cky γ a S, T jsou dv�e mno�ziny (navz�ajem symet-
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rick�e podle γ), z nich�z ka�zd�a je vymezen�a p�r��slu�snou rovnob�e�zkou ke γ b�e�z��c��
ve vzd�alenosti R a ob�ema kru�znicemi vymezuj��c��mi kruhy P, Q. Potom plat��
E1 = (P ∪ Q) \ (P ∩ Q), E2 = S ∪ T . V tomto p�r��pad�e se v�ypo�cet obsah�u
jev�� jako slo�zit�ej�s�� z�ale�zitost.

Obr�azek 5: Mno�ziny pro p�r��pad, kdy L(γ) ≤ 2R, sv�etle �sed�a barva zna�c��
plochy spadaj��c�� pod E1, tmav�e �sed�a pod E2

My v�sak spo�cteme sou�cet S1+2S2 jednoduchou �uvahou. Nejprve nas�c��t�ame
obsah obou kruh�u, tedy 2πR2, jako kdyby oba kruhy le�zely cel�e v E1 a
neprot��naly se. Proto�ze v�sak je to pr�av�e pr�use�c��k obou kruh�u, kter�y le�z��
v E0, za�cneme ode�c��tat p�r��slu�sn�y obsah. Do S1 se z prvn��ho kruhu v�ubec
nezapo�c��t�a kruhov�a �use�c ur�cen�a �use�ckou p�ul��c�� pr�unik kruh�u a tak�e se ne-
zapo�cte mno�zina k n�� symetrick�a podle t�eto �use�cky. Analogick�e mno�ziny v
r�amci druh�eho kruhu se do S1 takt�e�z nezapo�ctou. Proto dost�av�ame pr�ub�e�zn�y
sou�cet 2πR2 − 4S(M1), kde M1 je ozna�cen�� p�r��slu�sn�e kruhov�e �use�ce.
Nyn�� p�rejdeme k p�rid�an�� 2S2. Nejprve p�ripo�cteme dvojn�asobek obsahu obd�eln��ku
o �s���rce L a v�y�sce 2R, jako kdyby cel�y tento obd�eln��k le�zel v E2, tak�ze
se dost�av�ame k pr�ub�e�zn�emu sou�ctu 2πR2 − 4S(M1) + 4RL. N�asledn�e si
uv�edom��me, jak�e podmno�ziny tohoto obd�eln��ku do E2 nespadaj��. Jsou jimi
dva mno�zinov�e rozd��ly p�ulkruh�u a p�r��slu�sn�ych kruhov�ych �use�c�� obou kruh�u.
Nezapomeneme, �ze se v�se mus�� p�ren�asobit dvakr�at a ode�c��t�ame 4S(M2),
kde M2 je mno�zinov�y rozd��l p�ulkruhu a p�r��slu�sn�e kruhov�e �use�ce. Tak se
dost�av�ame k rovnici S1 + 2S2 = 2πR2 − 4S(M1) + 4RL − 4S(M2). Nyn��
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si dob�re pov�simn�eme, �ze ode�c��t�ame �cty�rikr�at obsah kruhov�e �use�ce a tak�e
�cty�rikr�at ode�c��t�ame obsah p�ulkru�znice bez t�eto kruhov�e �use�ce, tak�ze m�u�zeme
jednodu�se ode�c��tat 4 obsahy p�ulkru�znice, tedy ode�c��tat 2πR2. T��m se ale
vykr�at�� �clen na za�c�atku prav�e strany a my tak snadnou cestou z��sk�av�ame
dokazovan�y vzore�cek S1 + 2S2 = 4RL.

Ne�zli p�ristoup��me k induk�cn��mu kroku, uva�zujme n�asledovn�e: Sk je dvoj-
rozm�ern�a Lebesgueova m��ra mno�ziny Ek. P�ritom po�cet pr�unik�u kru�znice se
st�redem v bod�e x ∈ R2 a polom�erem R s k�rivkou γ lze ch�apat jako funkci Kγ

dvojrozm�ern�e prom�enn�e x de�novanou na R2. To ale neznamen�a nic jin�eho
ne�z, �ze m�u�zeme ps�at

∑∞
k=1 =

∫
R2 Kγ(x)dx.

Pak ale z aditivity integr�alu plyne, �ze pro k�rivku γ, kter�a vznikne spojen��m
k�rivek γ1, γ2 plat�� rovnost Kγ(x) = Kγ1(x) + Kγ2(x). Odtud je z�rejm�e, �ze
pokud rovnosti

∑∞
k=1 kSk = 4RL(γj) plat�� pro k�rivky γj, j = 1, 2, potom

plat�� analogick�a rovnost
∑∞

k=1 kSk = 4RL(γ) tak�e pro k�rivku γ vzniklou
jejich spojen��m.
Pak u�z je ale induk�cn�� krok snadn�y. Plat��-li dokazovan�a nerovnost pro v�sechny
k�rivky o 0, 1, 2, 3, ..., N − 1 vrcholech, pak libovolnou k�rivku o N vrcholech
m�u�zeme slo�zit ze dvou vhodn�ych k�rivek o m�en�e ne�z N vrcholech, typicky z
vhodn�e k�rivky o N −1 vrcholech a vhodn�e �use�cky (tj. k�rivky o 0 vrcholech).
A dokazovan�a nerovnost p�ritom z�ustane zachov�ana, �c��m�z je d�ukaz hotov.

�

Lemma 4.2 Pro uzav�renou lomenou �c�aru γ je S2m−1 = 0, m ∈ N. Jinak
�re�ceno, p�ri formulaci podm��nky (P): ,,Bod x ∈ R2 spl�nuje podm��nku (P),
jestli�ze kru�znice o st�redu x a polom�eru R prot��n�a lomenou �c�aru γ v lich�em
po�ctu bod�u." plat�� toto: Mno�zina bod�u, spl�nuj��c��ch podm��nku (P), m�a dvoj-
rozm�ernou Lebesgueovu m��ru (obsah) 0.

D�ukaz: Rozli�s��me dva typy protnut��: ostr�e protnut�� a dotek. P�ri ostr�em pro-
tnut�� kru�znice vstupuje do oblasti vymezen�e lomenou �carou nebo ji naopak
opou�st��. P�ri doteku k takov�e zm�en�e nedoch�az��. Pro body, jejich�z kru�znice
vytv�a�rej�� pouze ostr�a protnut�� je z�rejm�e, �ze po�cet celkov�ych protnut�� mus��
b�yt sud�y. (P�ri b�ehu po obvodu kru�znice skon�c��me v�zdy tam, kde jsme jej
za�cali.) Lich�y po�cet protnut�� pro n�ejak�y bod nast�av�a, pr�av�e kdy�z tento bod
generuje lich�y po�cet dotek�u. K tomu v�sak m�u�ze (i nemus��) doj��t jedin�e v
situaci, kdy tento bod generuje alespo�n jeden dotek sv�e kru�znice s lomenou
�carou. Obsah (dvojrozm�ernou Lebesgueovu m��ru) mno�ziny bod�u s takovouto
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vlastnost�� v�sak odvod��me snadno. Uva�zujme lomenou �c�aru γ o 0 vrcholech,
tj. o jedin�em �useku, tedy �use�cku. Dotek s �use�ckou γ v takov�em p�r��pad�e
nast�av�a jen pro kru�znice, jejich�z st�red le�z�� ve vzd�alenosti R od t�eto �use�cky.
Mno�zina takov�ych bod�u sest�av�a ze dvou �use�cek, kter�e jsou rovnob�e�zn�e a b�e�z��
ve vzd�alenosti R od �use�cky γ. Takov�ato mno�zina m�a ale obsah 0. Uva�zujme
d�ale lomenou �c�aru γ o kladn�em po�ctu vrchol�u, tj. n�ejak�e kone�cn�e sjednocen��
�use�cek. Pak ale z aditivity dost�av�ame op�et obsah 0.
A tak dost�av�ame, �ze mno�zina bod�u, kter�e takovou vlastnost maj��, m�a ob-
sah 0. Mno�zina, kde se realizuje lich�y po�cet dotek�u je podmno�zinou t�eto
mno�ziny, pro�ce�z m�a tak�e obsah 0. Proto plat�� dokazovan�e tvrzen��.

�

Nyn�� p�ripraven�ych lemmat pou�zijeme k vlastn��mu d�ukazu.

D�ukaz posledn�� nerovnosti v r�amci (4.5): Uv�edomme si, co vlastn�e chceme
p�ri dokazov�an�� nerovnosti dok�azat. Postupujeme �upravami

R ≤ L +
√

L2 − 4πS

2π
,

2πR ≤ L +
√

L2 − 4πS,

2πR− L ≤
√

L2 − 4πS,

4π2R2 + L2 − 4πRL ≤ L2 − 4πS,

4π2R2 + 4πS − 4πRL ≤ 0,

πR2 + S −RL ≤ 0.

Nyn�� se tedy zam�e�r��me na dok�az�an�� posledn�� nerovnosti. V n�em vyu�zijeme
aproximovatelnosti zkouman�ych oblast�� (s po �c�astech hladkou hranic��) po-
moc�� mnoho�uheln��k�u.
P�redpokl�adejme, �ze 
 je konvexn�� mnoho�uheln��k o plo�se S ohrani�cen�y uzav�renou
lomenou �carou � o d�elce L, kde polom�er opsan�e kru�znice je R. Sta�c�� n�am
dok�azat, �ze πR2 − LR + S ≤ 0.
Zna�cme x = (x1, x2) ∈ R2 a uva�zujme obsah SR mno�ziny v�sech bod�u v
rovin�e R2, jejich�z vzd�alenost od 
 nen�� v�et�s�� ne�z R. Pro takovou mno�zinu
MR = {x ∈ R2 : (x,
) ≤ R} z�rejm�e plat�� SR = S(MR) = S + LR + πR2,
nebot' m�e�ren�a mno�zina je jak�ysi ,,zv�et�sen�y n-�uheln��k se zaoblen�ymi rohy".
Srovnejme to s jinou metodou v�ypo�ctu SR.
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P�redpokl�adejme, �ze γ je libovoln�a (nemus�� b�yt nutn�e konvexn�� ani uzav�ren�a)
jednoduch�a lomen�a �c�ara d�elky L(γ) a E je mno�zina v�sech bod�u v rovin�e,
jejich�z vzd�alenost od γ nen�� v�et�s�� ne�z R.

Mno�zinu E rozd�elme do �c�ast�� Ek, z nich�z ka�zd�a sest�av�a ze v�sech bod�u
x, pro kter�e kru�znice s polom�erem R a st�redem x prot��n�a γ pr�av�e v k bo-
dech. P�redpokl�adejme, �ze Sk je plocha Ek. Podle Lemmatu 5.6 dost�av�ame∑

kSk = 4RL(γ).
Pokud aplikujeme tento vztah na uzav�renou lomenou �c�aru � a vezmeme v
�uvahu, �ze podle Lemmatu 5.7 plat�� S2m−1 = 0, m ∈ N, dost�av�ame nerov-
nost S(R) = S2 + S4 + ... ≤ 1

2
(2S2 + 4S4 + ...) = 2RL, kter�a dohromady s

S(R) = S + LR + πR2 d�av�a k�y�zenou nerovnost πR2 − LR + S ≤ 0.
�

D�ukaz V�ety 4.1: Nerovnost (4.1) plyne trivi�aln�e z dok�azan�e nerovnosti
(4.2).
Zb�yv�a dok�azat tvrzen�� o p�r��padu rovnosti. Nejprve dok�a�zeme, �ze pro kruh
nast�av�a v nerovnosti (4.1) rovnost. To vych�az�� z p�r��m�eho v�ypo�ctu, kter�y
jsme uk�azali ji�z v po�c�atc��ch na�s�� pr�ace. Uv�edom��me-li si, �ze pro nekruhov�e
oblasti je rozd��l polom�er�u opsan�e a vepsan�e kru�znice R−r kladn�y, doch�az��me
podle (4.2) k z�av�eru, �ze izoperimetrick�a porucha je pro nekruhov�e oblasti
zdola omezen�a kladn�ym �c��slem. Proto z rovnosti vypl�yv�a, �ze jde o kruh.
Tyto dv�e implikace d�avaj�� dohromady d�ukaz V�ety 4.1.

�
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Kapitola 5

Pou�zit�� Brunn-Minkowsk�eho

nerovnosti v R2

V t�eto kapitole budeme vych�azet z my�slenky, �ze d�elka hranice oblasti v R2

�uzce souvis�� s r�ustem obsahu p�ri rozp��n�an�� mno�ziny. T�eto my�slenky lze tak�e
dob�re vyu�z��t k d�ukazu izoperimetrick�e nerovnosti.
�Uvodem u�cin��me dv�e d�ule�zit�e de�nice.

De�nice 5.1 Bud'te P, Q ⊂ R2 nepr�azdn�e mno�ziny. Body v R2 budeme
zna�cit notac�� x = (x1, x2) ∈ R2. Mno�zinu P +Q = {p+q : p ∈ P, q ∈ Q} pak
naz�yv�ame Minkowsk�eho sou�ctem mno�zin P a Q. M��sto pojmu Minkowsk�eho
sou�cet se n�ekdy pou�z��v�a pojem vektorov�y sou�cet.

Pozn�amka 5.1: Pokud P, Q jsou kompaktn�� (nap�r. uzav�ren�e a omezen�e)
mno�ziny, potom P +Q je tak�e kompaktn�� mno�zina. V takov�em p�r��pad�e m�a
ka�zd�a z mno�zin P, Q, P +Q sv�uj obsah (Lebesgueovu m��ru). Ozna�cme tyto
obsahy S(P ), S(Q), S(P +Q). D�ale zna�c��me P h sou�cet mno�ziny P s koul�� o
polom�eru h a st�redu 0, tj. jak�esi ,,p�rifouknut�� mno�ziny P o h��. My budeme
pou�z��vat term��nu ,,expanze mno�ziny P o h". Plat�� tedy P h = {z ∈ R2 :
dist(z, P ) ≤ h}.

De�nice 5.2 Pod pojmem konvexn�� t�eleso rozum��me mno�zinu, kter�a m�a
nenulov�y objem, je kompaktn�� a konvexn��.
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De�nice 5.3 Limitu pod��lu

 L+(P ) = lim inf
h→0

S(P h)− S(P )

h

nazveme vn�ej�s�� Minkowsk�eho d�elkou hranice ∂P mno�ziny P , zkr�acen�e bu-
deme �r��kat, �ze  L+(P ) je Minkowsk�eho obvod mno�ziny P . Pokud P ⊂ R2 je
mno�zina s po �c�astech hladk�ym obvodem nebo jde o konvexn�� t�eleso, potom je
Minkowsk�eho obvod mno�ziny P stejn�y jako obvod mno�ziny P .

Pozn�amka 5.2: Vn�ej�s�� Minkowsk�eho d�elka hranice je speci�aln��m p�r��padem
vn�ej�s��ho Minkowsk�eho obsahu hranice pro n = 2. Vn�ej�s�� Minkowsk�eho ob-
sah se hranice se de�nuje v obecn�em Rn analogicky a podobn�e je i vyu�zit��
tohoto pojmu p�ri d�ukazu izoperimetrick�e nerovnosti v obecn�em Rn.

Nyn�� uvedeme a dok�a�zeme Brunn-Minkowsk�eho nerovnost v R2.

V�eta 5.1 Pro nepr�azdn�e kompaktn�� mno�ziny P, Q ⊂ R2 plat�� Brunn-Minkowsk�eho
nerovnost √

S(P + Q) ≥
√

S(P ) +
√

S(Q). (5.1)

V�et�sina d�ukaz�u Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti vych�az�� z jednoho ze dvou
z�akladn��ch p�r��stup�u. Prvn�� p�r��stup spo�c��v�a v d�elen�� obsah�u mno�zin P, Q po-
moc�� rovnob�e�zn�ych p�r��mek a vys�c��t�an�� �c�ast�� le�z��c��ch v jednotliv�ych p�asech.
Druh�y p�r��stup spo�c��v�a ve vz�ajemn�e symetrizaci mno�zin P, Q. My uk�a�zeme
d�ukaz zalo�zen�y na prvn��m p�r��stupu. Samotn�emu d�ukazu ale bude p�redch�azet
n�ekolik �uvah a pomocn�ych tvrzen��.
Nejprve uk�a�zeme, pro�c sta�c�� dok�azat Brunn-Minkowsk�eho nerovnost pro
speci�aln�� element�arn��ch p�r��pad (p�r��pad tzv. jednoduch�ych mno�zin), abychom
odtud n�asledn�e dok�azali Brunn-Minkowsk�eho nerovnost v pln�e obecnosti.

De�nice 5.4 Necht' P, Q jsou kompaktn�� mno�ziny v R2. Potom metriku
ρ(P, Q) = {inf h : P ⊂ Qh, Q ⊂ P h} nazveme Hausdor�ova vzd�alenost
mno�zin P, Q.

To znamen�a, �ze Hausdor�ova vzd�alenost odpov��d�a na ot�azku: ,,O jak�e h
mus��m mno�ziny P, Q expandovat, aby se navz�ajem pohltily?" Pokud ρ(Pi, P )→
0, potom �r��k�ame, �ze posloupnost kompaktn��ch mno�zin Pi konverguje k P v
Hausdor�ov�e smyslu. Pro takovou konvergenci plat�� S(P ) ≥ lim supi→∞ S(Pi).
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De�nice 5.5 Necht' mno�zina N ⊂ R2 je kart�ezsk�ym sou�cinem dvou nede-
generovan�ych uzav�ren�ych interval�u v R, tedy N = [p1, q1] × [p2, q2], p1 <
q1, p2 < q2. Potom �rekneme, �ze mno�zina N je standardn�� obd�eln��k.

De�nice 5.6 Necht' mno�zina M ⊂ R2 sest�av�a z kone�cn�eho mno�zstv�� stan-
dardn��ch obd�eln��k�u tak, �ze jednotliv�e standardn�� obd�eln��ky maj�� navz�ajem
disjunktn�� vnit�rky. Pak �rekneme, �ze M je jednoduch�a mno�zina.

Tyto de�nice jsme si zavedli z toho d�uvodu, �ze ka�zd�a kompaktn�� mno�zina
je aproximovateln�a jednoduch�ymi mno�zinami, tj. pro ka�zdou kompaktn��
mno�zinu A ⊂ R2 existuje posloupnost {Ai}i∈N jednoduch�ych mno�zin v R2,
�ze Ai → A v Hausdor�ov�e smyslu.

Aproximujeme-li mno�ziny P, Q ⊂ R2 pomoc�� jednoduch�ych mno�zin, dost�av�ame
z nerovnosti

√
S(Pi + Qi) ≥

√
S(Pi) +

√
S(Qi) limitn��m p�rechodem√

S(P + Q) ≥ lim sup
i→∞

√
S(Pi + Qi)

≥ lim sup
i→∞

[
√

S(Pi) +
√

S(Qi)] =
√

S(P ) +
√

S(Q).

To ale znamen�a, �ze k d�ukazu Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti pro v�sechny
mno�ziny v rovin�e n�am sta�c�� dok�azat tuto nerovnost pro jednoduch�e mno�ziny.

V�eta 5.2 Bud'te F, G p�r��mky rovnob�e�zn�e se stejnou �r��d��c�� osou, a P, Q
bud'te nepr�azdn�e jednoduch�e mno�ziny, kter�e jsou po �rad�e d�eleny p�r��mkami
F, G a necht' λ ∈ (0, 1). Necht' p�ritom F d�el�� P na mno�ziny P ′, P ′′ v pom�eru
λ : (1− λ), zat��mco G d�el�� ve stejn�em pom�eru Q na mno�ziny Q′, Q′′. Potom
plat�� nerovnost

S(P + Q) ≥ S(P ′ + Q′) + S(P ′′ + Q′′).

D�ukaz: Bez �ujmy na obecnosti p�redpokl�adejme, �ze F, G jsou rovnob�e�zn�e s
osou x, tj. jsou kolm�e na osu y. Pak pro v�sechna p′ ∈ X ′, p′′ ∈ P ′′ plat��
pro jejich y-ov�e sou�radnice p′y ≥ p′′y a pro v�sechna q′ ∈ Q′, q′′ ∈ Q′′ plat��
pro jejich y-ov�e sou�radnice q′y ≥ q′′y . Proto plat�� (P ′ + Q′) ∩ (P ′′ + Q′′) = ∅
(velikost y-ov�e sou�radnice pro body z mno�ziny P ′ + Q′ je omezen�a zdola,
zat��mco velikost y-ov�e sou�radnice pro body z mno�ziny P ′′ + Q′′ je omezen�a
shora). Jeliko�z P ′+Q′ ⊂ P +Q, P ′′+Q′′ ⊂ P +Q, m�ame d��ky disjunktnosti
dokazovanou nerovnost S(P + Q) ≥ S(P ′ + Q′) + S(P ′′ + Q′′).
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�

D�ukaz V�ety 5.1: P�ri d�ukazu Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti chceme tuto
nerovnost dok�azat pro 2 jednoduch�e mno�ziny, kter�e maj�� dohromady k ≥
2 vytvo�ruj��c��ch standardn��ch obd�eln��k�u. Budeme tedy postupovat indukc��
podle k.
P�ri d�ukazu Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti pro jednoduch�e mno�ziny P, Q
za�cneme p�r��padem, kdy k = 2. Jde tedy o nejtrivi�aln�ej�s�� mo�zn�y p�r��pad -
ka�zd�a z t�echto mno�zin je standardn��m obd�eln��kem.
V takov�em p�r��pad�e je v�ypo�cet obsah�u snadn�y, nebot' P = [p1, p2]×[p3, p4], Q =
[q1, q2]× [q3, q4], P +Q = [p1 + q1, p2 + q2]× [p3 + q3, p4 + q4], kde plat�� p1 <
p2, p3 < p4, q1 < q2, q3 < q4, pi ∈ R, qi ∈ R, i = 1, 2, 3, 4. Pokud si pro zjed-
nodu�sen�� zavedeme zna�cen�� a := p2−p1, b := p4−p3, c := q2−q1, d := q4−q3,
potom se v�se redukuje na dok�az�an�� nerovnosti

√
(a + c)(b + d) ≥

√
ab+

√
cd,

kde a, b, c, d > 0.
D�ukaz t�eto nerovnosti vych�az�� z aritmeticko-geometrick�e nerovnosti (zkr�acen�e
AG - nerovnost), kter�a �r��k�a, �ze geometrick�y pr�um�er n�ekolika (v na�sem p�r��pad�e
dvou) nez�aporn�ych �c��sel je men�s�� nebo roven aritmetick�emu pr�um�eru t�echto
�c��sel. Pokud AG - nerovnost aplikujeme na dvojice �c��sel { a

a+c
, b

b+d
} a { c

a+c
, d

b+d
},

dost�av�ame nerovnosti√
ab

(a + c)(b + d)
≤ 1

2
(

a

a + c
+

b

b + d
),

√
cd

(a + c)(b + d)
≤ 1

2
(

c

a + c
+

d

b + d
),

jejich�z se�cten��m dost�av�ame nerovnost√
ab

(a + c)(b + d)
+

√
cd

(a + c)(b + d)
≤ 1

2
(

a

a + c
+

b

b + d
)+

1

2
(

c

a + c
+

d

b + d
) = 1.

P�ren�asoben��m t�eto nerovnosti �cinitelem
√
(a + c)(b + d) pak dost�av�ame do-

kazovanou nerovnost.
Platnost Brunn-Minkowsk�eho nerovnosti jsme tedy dok�azali pro takov�e jed-
noduch�e mno�ziny P, Q, kde P i Q byly standardn��m obd�eln��kem, tj. pro
k = 2.
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Nyn�� zb�yv�a dok�azat Brunn-Minkowsk�eho nerovnost pro p�r��pad, kdy k ≥ 3.
Ji�z v��me, �ze BM-nerovnost plat��, kdy�z celkov�y po�cet standardn��ch obd�eln��k�u
je nejv�y�se roven k − 1. Bez �ujmy na obecnosti p�redpokl�adejme, �ze je to
mno�zina P , ke kter�e jsme p�ridali jeden standardn�� obd�eln��k a chceme dok�azat,
�ze BM-nerovnost bude i nad�ale platit. (Viz obr�azek 6a.)

Obr. 6a: Mno�ziny P a Q, p�rid�avan�ym obd�eln��kem je P4 slo�zka mno�ziny P

Nyn�� uva�zujeme p�r��mku F rovnob�e�znou s osou x (ps�ano bez �ujmy na obec-
nosti, m�u�ze b�yt rovnob�e�zn�a i s osou y, podle pot�reby), kter�a prot��n�a mno�zinu
P , tak�ze ji d�el�� na dv�e nepr�azdn�e jednoduch�e mno�ziny P ′ a P ′′, kter�e jsou
um��st�en�e v rozd��ln�ych poloprostorech. P�r��mku F uva�zujme takovou, �ze po�cet
standardn��ch obd�eln��k�u v ka�zd�e z mno�zin P ′, P ′′ bude men�s�� ne�z po�cet t�echto
obd�eln��k�u v P , tj. do ka�zd�e poloroviny vytvo�ren�e p�r��mkou P spadne alespo�n
jeden cel�y obd�eln��k z p�uvodn�� mno�ziny P . (Viz obr�azek 6b.)
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Obr�azek 6b: P�r��mka F d�el�� P na P ′ = P1 ∪P2 a P ′′ = P3 ∪P4 ∪P5, p�ri�cem�z
doln�� �c�ast P1 jsme museli p�rezna�cit na P5

Jeliko�z jsou obd�eln��ky nedegenerovan�e, dost�av�ame pro n�ejakou λ ∈ (0, 1)
rovnost S(P ′) = λS(P ).
Nyn�� si na p�r��mce F vyberme po�c�atek nov�e soustavy sou�radnic, ozna�cme
ho O. Pot�e posunut��m rovnob�e�zn�ym s libovoln�e zvolenou kolmic�� na p�r��mku
F (tato kolmice je v nov�e soustav�e sou�radnic z�arove�n osou y) p�rem��st��me
mno�zinu Q tak, aby p�r��mka F (z�arove�n osa x) d�elila mno�zinu Q na mno�ziny
Q′, Q′′, p�ri�cem�z S(Q′) = λS(Q). (Viz obr�azek 6c.)

Obr�azek 6c: Stav po posunut�� mno�ziny Q
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D�ule�zit�e je, �ze tyto posuny nijak nezm�en�� obsahy S(P ), S(Q), S(P + Q).
�C�asti Q′, Q′′ jsou tak�e nepr�azdn�e jednoduch�e mno�ziny, z nich�z ani jedna ne-
obsahuje v�et�s�� po�cet obd�eln��k�u ne�z Q.
Dvojice mno�zin P ′, Q′ a P ′′, Q′′ tedy ka�zd�a le�z�� ve sv�em vlastn��m polo-
prostoru vzhledem k F a v �z�adn�e dvojici nen�� v��ce ne�z k − 1 obd�eln��k�u.
Proto plat�� S(P +Q) ≥ S(P ′+Q′) + S(P ′′+Q′′) ≥ [

√
S(P ′) +

√
S(Q′)]2+

[
√

S(P ′′)+
√

S(Q′′)]2 = λ[
√

S(P )+
√

S(Q)]2+(1−λ)[
√

S(P )+
√

S(Q)]2 =

[
√

S(P ) +
√

S(Q)]2. T��m je Brunn-Minkowsk�eho nerovnost dok�az�ana.
�

Nyn�� ji�z m�u�zeme p�rej��t k �uvah�am, kter�e povedou k snadn�emu d�ukazu
izoperimetrick�e nerovnosti v R2.
Kruh o polom�eru h se st�redem v po�c�atku budeme zna�cit hD. Jestli�ze k
mno�zin�e P ⊂ R2 p�ri�cteme kruh hD, potom P + hD je mno�zina P h = {x ∈
R2 : ρ(x, P ) ≤ h}. Brunn-Minkowsk�eho nerovnost tedy m�u�zeme p�repsat do
tvaru √

S(P h) ≥
√

S(P ) + h
√

π. (5.2)

Nav��c pro obsah S(K) kruhu s polom�erem r plat�� dob�re zn�am�y vzorec

S(D) = πr2 (5.3)

Zna�cme r(P ) polom�er kruhu o obsahu S(P ). Potom plat�� S(P ) = πr2(P ) a
nerovnost 5.2 dostane podobu

r(P h) ≥ r(P ) + h. (5.4)

Nav��c m�u�zeme nerovnost (5.2) p�repsat jako√
S(P h)−

√
S(P )

h
≥
√

π. (5.5)

Pod��vejme se, jak vypad�a pro h → 0+ limita zlomku z lev�e strany (5.5).
M�ame

lim inf
h→0+

√
S(P h)−

√
S(P )

h
=

1

2

1√
S(P )

lim inf
h→0+

S(P h)− S(P )

h
≥
√

π (5.6)

Pokud p�rejdeme k vyj�ad�ren�� pomoc�� Minkowsk�eho obvodu, m�ame tedy ne-
rovnost

1

2
√

S(P )
L+(P ) ≥

√
π. (5.7)

Z toho u�z dok�a�zeme izoperimetrickou nerovnost snadno.
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V�eta 5.3 Necht' P ⊂ R2 je mno�zina s po �c�astech hladkou hranic�� a obsahem
S(P ). Jestli�ze r(P ) je polom�er kruhu, kter�y m�a tak�e obsah S(P ), potom je
obvod tohoto kruhu men�s�� nebo roven obvodu mno�ziny P .

D�ukaz: Z v�y�se uveden�ych �uvah vypl�yv�a, �ze L+(P ) = L(P ) a podobn�e L+(c+
rD) = L(c + rD), kde c + rD, c ∈ R2, r > 0, zna�c�� libovoln�y kruh (lze
ho z��skat posunut��m st�redu a volbou vhodn�eho polom�eru). Chceme tedy
dok�azat, �ze L+(P ) ≥ L+(DP ) = 2πr(P ), kde DP je kruh charakterizovan�y
obsahem S(P ). Pokud r(P ) spl�nuje p�redpoklady vy�r�cen�e ve v�et�e, potom
plat�� S(P ) = πr2(P ). Z nerovnosti (5.7) dost�av�ame p�ren�asoben��m

L+(P ) ≥ 2
√

π
√

S(P ) = 2
√

π
√

πr2(P ) = 2πr(P ), (5.8)

�c��m�z jsme dok�azali v�etu.
�

A jeliko�z V�eta 5.3 �r��k�a, �ze kruh v r�amci oblast�� o stejn�em obsahu mini-
malizuje obvod, �c��m�z v�eta popisuje izoperimetrickou nerovnost v R2, je t��m
dok�az�ana pr�av�e tato zkouman�a nerovnost.

Z�av�erem p�ripome�nme, �ze existuje analogick�y d�ukaz pro Rn, se kter�ym se
z�ajemce m�u�ze sezn�amit v knize [2], str. 68 - 77, 83 - 86.
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