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Abstrakt: V predlozené praci se zabyvame izoperimetrickou nerovnosti, ktera
je analytickym vyjadfenim zndmé izoperimetrické tilohy. V praci se soustifedime
na izoperimetrickou nerovnost v R? a snazime se na ni ukazat rizné piistupy
k této matematické dloze. V prvni kapitole pfedstavime izoperimetrickou
ulohu v jejich historickych souvislostech a ukazeme 1zkou souvislost izo-
perimetrické ulohy s izoperimetrickou nerovnosti. V dalsi kapitole potom
uvedeme nékolik zakladnich poznatkil o izoperimetrické nerovnosti. Ve tieti
kapitole ukazeme geometricky dikaz izoperimetrické nerovnosti v roviné. V
predposledni kapitole zizime tutéz nerovnost na Bonnesenovu nerovnost,
kterou néasledné dokazujeme pomoci aproximace oblasti mnohouhelniky. V
posledni kapitole poté predvedeme, jak se izoperimetrickd nerovnost doka-
zuje uzitim Brunn-Minkowského nerovnosti a pojmu Minkowského souctu
mnozin a Minkowského délky hranice.
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Abstract: In the present work we study the isoperimetric inequality as a de-
scription of well-known isoperimetric problem. In this work we are content-
rating upon the isoperimetric inequality in R2. Our goal is to show different
approaches to this mathematical problem. In the Chapter 1, we will intro-
duce the isoperimetric problem in its historical context and we will show
close connection between the isoperimetric problem and the isoperimetric
inequality. In next chapter, we will show some basic findings about the iso-



perimetric inequality. In the Chapter 3, we will show geometrical proof of
the isoperimetric inequality in plane. In next chapter we will restrict the
isoperimetric inequality to the Bonnesen inequality and we will prove this
new inequality by aproximation of domains by polygons. In the last chapter,
we will show how to prove the isoperimetric inequality using the Brunn-
Minkowski inequality and using terms of the Minkowski sum of sets and the
Minkowski length of boundary.
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Kapitola 1

Par slov avodem o
izoperimetrické uloze

Izoperimetrickou ulohou se lidstvo zabyvalo od nepaméti. Samotné slovo
izoperimetricky ndm ukazuje, ze se zabyvame otazkou, jak pii zachovani
stejného (izo) obvodu (perimetr) maximalizovat obsah. Nejjednodussi for-
mulaci byla otazka: ,,Mezi vSemi moznymi obrazci se stejnym obvodem,
existuje néjaky, ktery ma vétsi obsah nez vSechny ostatni obrazce?” Tato
tvaha meéla praktickou motivaci, nebot ve starovéku se casto jako vyméra
pouzival obvod. Protoze se takto evidovaly i pozemky, vSimli si lidé brzy,
ze dlouhy tenky obdélnik mé vyrazné mensi obsah nez ctverec o stejném
obvodu. Odtud pfirozené vyplynula otdzka na tvar maximalizujici obsah.
Veelku se dalo vytus$it, ze nejvétsi obsah ma kruh, a tak se snazili stari
Rekové najit dikaz, ze mezi viemi obrazci stejného obvodu méa pravé kruh
nejveétsi obsah. Snahy o dukaz, ze kruh tesi izoperimetrickou ulohu se tak
staly soucdsti feckého zlatého véku geometrie. Recky matematik Zenodo-
rus dokazal, ze obsah kruhu je vétsi nez obsah jakéhokoli mnohotihelniku o
stejném obvodu.

S izoperimetrickou tlohou také tizce souvisela ,,Uloha kralovny Didé”: ,,Mame
danu primku a délku dalsi ktivky. Jaky tvar ma mit tato kiivka, aby byl vy-
mezeny obsah nejvyssi?” Odpovéd je pochopitelné takova, 7e kiivka ma mit
tvar pulkruznice. Kralovna Didé byla podle legend zakladatelkou a prvni
panovnici Kartaga.

Protoze Zenodoruv dukaz optimality kruznice ve srovnani s mnohothelnikem
byl, podobné jako tdvahy dalsich Reka nad timto problémem, Cisté geome-
tricky, neslo o korektni dikaz s presné precizovanymi pojmy obsahu a ob-



vodu. A tak byl prvni matematicky korektni dukaz, ze kruh tesi izoperi-
metrickou tlohu, podan az v 19. stoleti. Prvni krok smérem k feSeni tehdy
ucinil $vycarsky geometr Jacob Steiner (1796 - 1863) v roce 1838. Ten pouzil
geometrickou metodu, kterd je dnes zndma jako Steinerova symetrizace. Stei-
ner dokdzal nasledujici: ,,Pokud feSeni izoperimetrické ulohy existuje, pak
je timto feSenim kruznice.” Dukaz, Ze FeSeni izoperimetrického problému
opravdu existuje, dodalo pozdéji ruznymi cestami nékolik matematiku. Od
té doby byla poddna fada dalSich alternativnich dukazu rtuzné obecnosti a
slozitosti.

Ptechod od izoperimetrické tlohy k izoperimetrické nerovnosti je ziejmy.
Jestlize plati, ze kiivka o délce L vymezi oblast s nejvétsim obsahem, je-li
to kruznice, pak obsah maximalni oblasti je

) ( L )2 2 2
S=mr‘=n|—) =1—=—.
2 4m?  Ar
Potom tedy kazdéd uzaviend kiivka délky L ohranicuje plochu S < g, tedy
plati nerovnost % — S >0, coz prenasobenim dostane podobu L? —471S > 0.
Pro kruznici a ji vymezeny kruh pak nastava rovnost. Jelikoz kruznice je je-
dinym fesenim, nastava rovnost tehdy a jen tehdy, jde-li o kruznici. Tim
jsme se tedy dostali od izoperimetrické tilohy k jejimu jadru - k izoperimet-
rické nerovnosti.
Nyni tedy vime, Ze izoperimetrickd nerovnost porovnava druhou mocninu
obvodu uzaviené kiivky v roviné s obsahem vnitini oblasti, kterou tato
kiivka vymezuje. Smysl pojmu izoperimetrickd nerovnost je vSak §irsi, exis-
tujf totiz cetnd zobecnéni izoperimetrické nerovnosti z R? do vicerozmérnych
prostoru, do zakfivenych oblasti na povrsich téles, vztahem Lebesgueovych
meér vy$s$i a nizs§i dimenze pro nejriuznéjsi mnoziny, atp.
S vyjimkou Kapitoly 2, kde se krdtce zminim také o izoperimetrické tloze
v obecném R", se budu ve své préaci zabyvat vyhradné izoperimetrickou ne-
rovnosti v R?,
Pro tvodni konkrétn{ ilustraci v roviné R? si uvédomme, 7e i pomérné pra-
videlny udtvar, jakym je ¢tverec, neni ani zdaleka feSenim izoperimetrické
tlohy. Ctverec o strané % totiz ma vnitini obsah %, coz je ziretelné méné
nez obsah kruhu vymezeného stejné dlouhou kruznici 4L—;.

Nyni lehce naznac¢ime, jakym zptusobem fesil ilohu Jacob Steiner, pozdéji

se k jeho postupu vratime podrobnéji.
Steiner ve svych uvahach vysel od jednoduchych geometrickych tvaru, na
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nichz bylo problém snadné ilustrovat. Kiivky vymezujici nekonvexni plochy
slo snadno pozménit, aby se neprodlouzily a ptritom plocha narostla. Nesy-
metrické kiivky Slo symetrizovat, elipsy spravnym zpusobem stlacit, apod.
Jediny tvar, ktery je dokonale konvexni a symetricky, je kruznice. To vSak
stale jesté nebyl korektni dukaz.

V roce 1902 publikoval némecky matematik Adolf Hurwitz (1859 - 1919)
pomérné kratky dukaz vyuzivajici Fourierovych fad. Roku 1938 podal E.
Schmidt dukaz zaloZeny na porovnani hladké uzaviené kiivky s kruznici. V
tomto dikazu vyuzil Schmidt vzorec pro délku oblouku, vyjadieni pro obsah
rovinné plochy a Cauchy-Schwarzovy nerovnosti.

My se v nasi praci zaméiime na podrobné provedeni steinerovského dikazu a
poté na dva dalsi piistupy. Jeden je zalozen na aproximaci oblasti mnohotihelniky
a nalezeni souvislosti mezi tzv. izoperimetrickou poruchou (velikosti rozdilu

L? — 47S) a velikost{ opsané a vepsané kruznice - tuto souvislost popisuje
tzv. Bonnesenova nerovnost. Druhy piistup je zalozen na formalizaci intu-
itivni predstavy, ze obvod oblasti tzce souvisi s rychlosti rustu objemu pii
rozpinani této oblasti.

Reseni izoperimetrického problému obvykle formalizujeme pomoci nerov-
nosti vyjadiujici vztah mezi délkou L uzaviené kiivky a obsahem S plosné
oblasti, kterou tato kiivka uzavira. Izoperimetrickd nerovnost tika, ze

48 < L2, (1.1)

pricemz rovnost nastava, pravé kdyz kiivka je kruznice. Ziejmé oblast kruhu
s polomérem r je mr? a obvod tohoto kruhu je 277, takZe obé strany nerov-
nosti jsou v tomto piipadé rovny 47212,

Pii analytickém pifstupu vétsinou nerovnost (1.1) uvddime v podobé

L? — 478 > 0. (1.2)

S témito nerovnostmi budeme v dalsim pracovat.



Kapitola 2

Zakladni poznatky o
izoperimetrii

V této kapitole si preciznéji predstavime predmét nasi prace a vybudujeme
si potiebné teoretické zaklady a pojmoslovi pro dalsi zkoumani ulohy. Nej-
prve popiseme klasickou izoperimetrickou nerovnost v euklidovském pro-
storu vSech dimenzi a vyslovime zakladni tvrzeni, kterd plati v roviné. Nej-
jednodussim pifpadem je izoperimetrie na pifmece, tj. v R!.

Bud A néjakd omezena oblast na redlné pifmce, tj. otevieny interval. Diskrétni
mira jejitho obvodu, tj. pocet jejich hrani¢nich bodu, je 2.

Bud B néjaka omezend podmnozina redlné piimky. Potom je ziejmé diskrétni
mira jejiho obvodu vétsi nebo rovna 2, kde rovnost nastava pouze v pripadé,
ze celd B je jednim otevienym intervalem. Celkové tedy muzeme fici, ze
feSenim izoperimetrického problému na pifimce je otevieny interval, ktery
neni ni¢im jinym nez otevienou kouli v tomto specidlnim prostoru.

Nyni se presuneme s izoperimetrickou nerovnosti do roviny, kde se setkdme
s jejimi tfemi ruznymi formulacemi. Nejprve se zminime o prvnich dvou:
(A) Uvazujeme vsechny omezené oblasti v R? s pevné danym obvodem, t;.
délkou jejich hranice, a hleddme oblast o nejvétsim obsahu. Odpovédi na
nasi otazku je pochopitelné kruh. Je dilezité si povSimnout, ze samotnd
hodnota obvodu pro nasi otdzku nehraje zddnou roli, nebot viechny oblasti
obvodu L; jsou zobrazitelné diky podobnosti v R? na oblasti obvodu Ly pro
jakékoliv dané hodnoty L,, Lo a optimalni feSeni obou iloh se zobrazuji na
sebe.

(B) Muzeme uvazovat i naopak. Vezmeme vSechny omezené oblasti s pevné



danym obsahem a hleddame cestu k minimalizaci obvodu.

Jak uz bylo naznaceno v predchozi kapitole, treti a nejpreciznéjsi cestou je
popsat izoperimetrickou ulohu jako analytickou nerovnost. Proto je dobré
prevadét izoperimetricky tulohu na dokazani izoperimetrické nerovnosti v
podobé (1.1) nebo (1.2). (Pro obecné n pak v podobé, kterou za chvili uve-
deme.) Na§im tkolem po prevedeni na jednu z téchto nerovnosti je potom
dokazat, ze prislusnd nerovnost plati pro vSechny oblasti v roviné a rov-
nost nastava tehdy a jen tehdy, kdyz je oblasti kruh, jde-li o n = 2. Pro
obecné n se pak dokazuje nerovnost a rovnost nastavajici, pravé kdyz jde o
n-rozmérnou kouli.

Nyni se kratce podivame na slibené zobecnéni do vyssich prostoru, tedy
obecné pro R", n > 2.

Umluva: Pii zkouménf izoperimetrie pro R"™ budeme n-rozmérnou miru
nazyvat objemem V' a (n — 1)-rozmérnou miru budeme nazyvat obsahem A,
tak jak jsme byli dosud zvykli pro n = 3.

Vyse formulovand analytickd izoperimetrickd nerovnost (1.1) dostdva pro
obecny pfipad n > 2 podobu

AR) A"
V) V(B

kde € je néjaka omezend oblast v R™ a 0f2 je jeji hranice, V oznacuje n-
rozmérnou miru a A oznacuje (n—1)-rozmérnou miru, B" je jednotkova koule
v R™ a S"~! je jeji hranice, tedy jednotkové sféra v R™. Tato nerovnost netiké
nic jiného, nez ze pomér obsahu hranice a objemu (vhodné umocnéného)
mnoziny touto hranici vymezené je nejpiiznivéjsi (nejmensi) pro sféru a ji
vymezenou kouli.

Ozna¢me w,, n-rozmérny objem B™ a ozna¢me ¢, (n—1) - rozmérny obsah
sféry S™~!. Je zndmo, 7e plati vzorce

(2.1)

w3

2
—, Wy, = , (2.2)
() n

Cp—1 =

kde T'(z) je gama funkce.
(Z téchto vzorecku snadno plynou vzorce pro jednotkové koule a jednot-
kové sféry ruznych dimenzi, které se daji snadno zobecnit pro libovolny po-
lomér. Takto dostdvame mimo jiné i znamé vzorce pro objem V (standardni
tifrozmérné) koule a pro obsah S jejiho povrchu V = $7rd, S = 4mr?).

n—1 1_
[v?;i>}lj% - w;i = ()T = eumry ! T =

Odtud po upravach

n
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l 1 1 l Ve Ve Id -
cn_q-n'Tn =n(=2)n = nw); dostdvdme novy tvar nerovnosti (2.1)

_AY > nwé. (2.3)
Vi)

V nésledujici pozndmce ovéifme, Ze izoperimetrickd nerovnost v R? je opravdu
pouze specidlnim pfipadem obecné izoperimetrické nerovnosti v R”. V dalsi

poznamce ukazeme, jak se da izoperimetrickd nerovnost pro oblasti v R"

zobecnit na sjednoceni oblasti.

Poznamka 2.1: Podivejme se, jak vypada nerovnost (2.3) pro n = 2:

A09) = L,

V() = VS,
"= a_ c] = 7r—1 =2¢/7
Nwyn = 2 5 = V2/e =27 N0 2.

Dostavame tedy
L
5 Z Qﬁa
VS

L>2vnS,

odkud jiz umocnénim dostdvdme nerovnost (1.1).

Poznamka 2.2: V téchto uvahach jsme zuzili izoperimetrickou nerovnost
na oblasti v R", ale tuto nerovnost lze zobecnit i na oteviené mnoziny
sestavajici z konecného mnozstvi omezenych oblasti. Predpokladejme, Ze
nerovnost (2.1) je splnéna pro oblasti v R™. Jestlize

coz je to samé jako

QleLJQZU...,
kde €2;, j € N, jsou kompaktni oblasti s po dvou disjunktnimi uzdvéry, tj.

potom muzeme piejit k odvozeni dalsich nerovnosti.

Oznacme si s :=1— %, pak plati s € (0, 1), tudiz funkce f uréend predpisem
f(z) = 2*,x € [0, +00) je konkavni. Jelikoz pro x,y > 0 plyne z konkdvnosti
funkce f nerovnost f(x +y) < f(z) + f(y), dostavame z rovnosti

V(Q) =) V(Q)

jeN
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nerovnost

V) <Y V(@)

jeN
Z nerovnosti (2.3) plyne snadnou aplikaci

AOY) S vt

nwy

odkud sec¢tenim dostavame

LS 400, > SV

nwy  jeN JjeN

Z disjunktnosti uzdveru €2; vyplyva disjunktnost hranice, takze dostdvame

D A(09;) = A(09).

jeN
Dohromady potom mame
_1 _1 1 A(08Q2
V@IS Y@t s —— Y aee) =S5 @

jEN jEN
Tim jsme zobecnili izoperimetrickou nerovnost i na sjednoceni oblasti.

Jak ale bylo teceno, hloubéji se izoperimetrickou nerovnosti v obecném R"
zabyvat nebudeme. Pti dokazovani izoperimetrické nerovnosti v R” lze po-
stupovat mnoha zpusoby, jeden z nich je zobecnénim postupu, ktery na
piipadu R? ukazujeme v 5. kapitole této prace. Zjemce se s touto proble-
matikou muze seznamit hloubéji v knize [2], str. 68 - 77, 83 - 86.
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Kapitola 3

Geometricky dukaz
izoperimetrie

V této kapitole si podrobnéji ukazeme, jakym zpusobem fesil izoperimet-
rickou tlohu v R? Jacob Steiner. Jelikoz jde o diikaz geometricky a my se
omezime na oblasti ohranicené po ¢astech hladkymi kiivkami, bude definice
obsahu oblasti a délky jeji hranice intuitivné zfejma. Obsahem oblasti tedy
rozumime jeji dvojrozmérnou Lebesgueovu miru a délku po ¢astech hladké
hranice (tj. délku vymezujici kiivky) chapeme jako soucet délek jejich jed-
notlivych hladkych ¢éasti.

Véta 3.1 Necht Q@ C R? je oblast vymezend uzavienou krivkou T' = 0f).
Oznac¢me L := L(I") délku této vymezugict kivky (obvod oblasti). Ddle znaéme
pro kazdou oblast ' C R? jeji hranici I := 0Q) a L' := L(I"). (Toto znaceni
budeme pouzivat v celé této kapitole.) Jestlize pro kazdou oblast Q' splriujict
L' =L plati S() < S(€2), potom 2 je kruh.

Nyni ukdzeme Steineruv geometricky dikaz tohoto tvrzeni. Nejprve vy-
slovime a dokdzeme pomocna tvrzeni, ze kterych vlastni véta 3.1 vyplyva.

Nejprve si ukazeme, ze feSenim izoperimetrické tilohy muze byt jediné kon-
vexni oblast.

13



Lemma 3.1 Pokud pro oblast Q C R? plati, Ze S(Q) > S(Q') pro jakoukoliv
oblast Q' C R? se stejnym obvodem (tj. takovou, Ze plati L' = L) (ddle bu-
deme pro takovou 2 pouzival obratu, Ze md mazimalizacni vlastnost), potom
Q je konvexrnt.

Drikaz: Toto lemma dokazeme sporem. Predpokladejme, ze €2 neni konvexni a
mé maximalizac¢ni vlastnost. Pak vyuzijeme toho, ze existuje takova piimka
P protinajici I' v bodech A, B, C, D, ze usecky AB a CD lezi v €2, zatimco
usecka BC' lezi naopak mimo 2 (viz Obr. 1).

Obrézek 1: Mnozina  je vyznacena bile, mnozina €2” vznikne z mnoziny
?
Q) pridanim Sedé vyznacené plochy.

Nahradime-li obvodovy oblouk BC tseckou BC, ziskame tak oblast Q" s
mensim obvodem (jelikoz usecka je vzdy nejkratsi spojnici dvou bodu) a
vétsim obsahem (jelikoz plocha ohranic¢end tseckou BC' a obloukem CB je
nyni zahrnuta navic oproti puvodni situaci). Polozime-li si L” := L(Q") a
Q=1+, kdee = & —1 > 0, pak L' = L a zéroveii S(0) =
(1+2e+e%)S(Q") > (142 +%)S(Q2) > S(Q). To je ovéem spor s maxi-
malizacni vlastnosti oblasti {2, ¢imz je lemma dokédzano.

OJ

Pti teSeni izoperimetrické tlohy se tedy v dalsim zaméfime na konvexni
oblasti.
Ukéazeme, zZe oblast spliiujici maximalizacni podminku musi byt symetricka.
K tomu sta¢i ukédzat, ze symetrizaci oblasti s maximaliza¢ni vlastnosti uz
nezménime jeji obvod ani obsah.
Ozna¢me si pro libovolné body x,y € I' jejich vzddlenost po kiivce I' sym-
bolem dr(z,y). Necht tedy A, B € T jsou takové body, ze dr(A, B) = %
Pak plati I" = v, + 79 (spojent kiivek), kde 1, v, jsou takové kiivky spojujici
body A a B, ze plati L(71) = L(y2) = £. Z konvexity I vyplyva, ze 11,7
protinaji uisecku AB pouze v bodech A, B. Oznac¢me stied tsecky A, B jako

14



O. Déle si definujme 7; jako stfedovou symetrii v; podle O (j = 1,2). Nyni
si oznacime (2; oblast ohranicenou oblouky ~;, fy;- (7 =1,2). Tomuto procesu
fikdme symetrizace oblasti . (Viz Obr. 2a, 2b, 2¢)

Obréazek 2a: Oblast Q2 ohranicena kiivkou T.

"
o

Obrézek 2b: Symetrizovand oblast €2, ohranicena kiivkou I'y =~y + 7.

Obrézek 2c: Symetrizovand oblast €y ohrani¢end kiivkou I's = 5 + 7).
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Lemma 3.2 Necht Q C R? vymezend kiivkou T' je oblast s mazimalizacni
vlastnosti. Necht vy je tsecka spojujici néjaké dva body A,B € T. Pokud
usecka v déli napul obvod, potom deli napil také obsah.

Diikaz: Zavedeme si nejprve znaceni. 2; = oblast vymezend kiivkami v; a
v, j =1,2. 3; = oblast vymezend tiseckou v a kiivkou v;, j =1, 2.
Jelikoz tsecka v déli obvod napul, plati rovnost

L(T;) = L(y;) + L(y;) = 2L(v;) = L(T'),j = 1,2.

Z maximalizacni vlastnosti plyne

A ze symetrie plyne
S(y) =25(8)),5=1,2.
Proto plati
S(Q1) + S(Q2) =25(01) +25(082) =25(2),7 =1,2.
Dohromady tedy dostavame, ze musi platit
S() = S(Qy) = S(Q).
Podle rovnosti S(€2;) = S(Qy) tedy plati 25(5;) = 25(0s), cili S(By) =

S(3y), ¢imz je dokdzédno, 7e tsecka v déli napul také obsah.
OJ

Lemma 3.3 Necht Q C R? vymezend kiivkou T je oblast s mazimalizacni
vlastnosti. Necht ~ je tsecka spojujici néjaké dva body A,B € T'. Pokud
usecka v déli napul obsah, potom deéli napul také obvod.
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Dukaz: Pokud usecka + délf naptul obsah, znamend to, ze S(51) = S(52) =
@, takze podle symetrie S(€2;) = S(€s) = S(Q2). Déle postupujeme spo-
rem. Predpokladejme, ze isecka v nedéli obvod oblasti napul, tedy L(v;) #
L(72), tj. jedna 7 kiivek ~;,7, je kratsi nez druhd. Bez ijmy na obecnosti
predpoklddejme, ze L(7y;) < L(79). To logicky znamend, ze L(v;) < @,
takze pro oblast 2, vzniklou symetrizaci 3; a jeji hranici I'y musi platit
L(T';) < L(T). Tato oblast ma pritom podle symetrie stejny obsah jako €,
takze jeji mensi obvod vede ke sporu s maximaliza¢ni vlastnosti oblasti €2.
Proto musi ~ délit obvod oblasti €.

O]

Lemma 3.4 Necht Q C R? vymezend krivkou T’ je oblast s mazimalizacni
vlastnosti. Necht ~y je tisecka spojujici néjaké dva body A, B € T'. Pak isecka
v deéli napul obvod, pravé kdyZ déli napul obsah.

Dukaz: Lemma je ziejmym dusledkem predchozich dvou lemmat.
O

Lemma 3.5 Necht Q C R? je oblast s mazimalizacni vlastnosts, 7y je tusecka,
kterd deli napil jeji obsah a obvod, Q; C R?, j = 1,2, jsou oblasti vzniklé
symetrizact B;, j = 1,2. Pak Q;, j = 1,2, maji také mazimalizaéni vlastnost.

Diikaz: Jelikoz v déli napul obsah i obvod 2, musi mit €; stejny obvod i
stejny obsah jako €. Odtud je zfejmé, Ze také €2; ma maximalizacni vlast-
nost.

O

Lemma 3.6 2, a €y vzniklé vyse popsanou symetrizaci konvexni oblasti
Q C R? s mazimalizacni vlastnosti jsou kruhy.

Diikaz: Je-li € uzaviens kiivka a jsou-li A, B takové body, ze thel ACB je
pravy pro kazdé C' € &, potom podle Thaletovy véty je & kruznice s po-
lomérem AB.

Ném proto staci dokdzat (nezdvisle na volbé v = AB), ze pro kazdé C € I';,
j=1,2je ACB pravy thel.
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Bud C, obraz C podle O. Ze symetrie Q; plyne, ze C, lezi také v I';. Déle
si rozdélme €2; do disjunktnich ¢dsti 11,715, T5, Ty, T5, kde T5 je rovnobéznik
ACBC,, T je oblast vymezend useckou AC a obloukem CA, T; je oblast
vymezena tuseckou C'B a obloukem BC, Tj je oblast vymezena tseckou BC,
a obloukem C, B, T} je oblast vymezena useckou C, A a obloukem AC.. (Viz
obrazek 3a.)

%
el Whie.
-
il
T Ll %
'l:l'
T b

+

Obrazek 3a

Nyn{ postupujme sporem. Predpokladejme, ze ACB neni pravy thel. Po-
tom si puvodni oblast 2; modifikujme na novou oblast €2}. Jako (2} budeme
uvazovat oblast sestdvajici z obdélniku T = A'C"B'C’, (s délkou strany A'C’
shodnou s délkou AC, délkou C'B’ shodnou s C'B, atd.) a nésledujicich 4
oblasti: 7] je oblast vymezend useckou A'C” a obloukem C'A’, T} je oblast
vymezend tseckou C'B’ a obloukem B'C’, Ty je oblast vymezena useckou
B'C! a obloukem C.B’, T, je oblast vymezena tseckou C’ A" a obloukem
A'C". (Carkované oblouky piitom budou odpovidat obloukim piivodnim.
Viz obrézek 3b.)

18



c' T:__: BI
-
o
T | T! ;
. T 3 | %
a L Ch
Erl

Obrazek 3b

Jelikoz oblouky 77 z A do C, T z A’ do C" maji stejné délky a stejné
tak Ty a Ty, T3 a T3, Ty a T; maji stejné délky, maji také Q; a ) stejny
obvod.

Jelikoz obsah obdélnika je roven soucinu jeho podstavy a vysky, musi platit

S(Ty) > S(Tx),

nebot vyska se zménou nepravotihlého rovnobézniku na obdélnik nutné zvysila.
Proto ze ziejmé rovnosti S(Ty) = S(1}),k = 1,2, 3,4, dostdvame

SQ) =" S(T)) =Y S(Ti) + S(T) > > S(Ti,) = S(y).

k=1 k=1 k=1

To je ale spor s maximalizac¢ni vlastnost{ {2;, takze ACB musi byt pravy

uhel, ¢imz je dukaz hotov.
O

Dikaz vety 3.1: Jelikoz €y a 5 jsou kruhy, musi byt v, a | pulkruznice,

tudiz € je kruh.
OJ
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Kapitola 4

Aproximace oblasti
mnohouhelniky a Bonnesenova
nerovnost

V této kapitole si ukdzeme, jak tesit izoperimetrickou ilohu piistupem,
ktery chape tuto tilohu jako dokazéni izoperimetrické nerovnosti v podobé
(1.1) nebo (1.2) a nalezeni podminek, za kterych tato nerovnost pfechdzi
v rovnost. Jadrem tohoto ptistupu je zuzeni izoperimetrické nerovnosti na
tzv. Bonnesenovu nerovnost, hlavni metodou je aproximace konvexni oblasti
mnohotihelniky.

Jak v této kapitole ukdzeme, Bonnesenova nerovnost nam dava dolni odhad
rozdilu L? — 47S pomoci rozdilu poloméru kruznice opsané a vepsané.
Stejneé jako v predchozi kapitole se zamérime na oblasti s po ¢dstech hladkou
hranici. Takové oblasti 1ze dobfe aproximovat mnohothelniky. Zadefinujeme
si tedy aproximaci zevnitf.

Definice 4.1 Pod pojmem mnohouhelnik budeme pro jednoduchost chdpat
oblast vymezenou krivkou v tomto tvaru. O oblasti Q C R? rFekneme, Ze je
aprozimovatelnd zevnitr, jestlize existuje posloupnost mnohothelniki { My},
takovd, Ze kaZdy mnoihelnik M je podmnoZinou 2 a maz{d(x, My),x €
o} — 0 pro k — oo, pricemz pro k — oo jsou splnény také podminky
S(My) — S(Q), L(OMy) — L(0R). Aprozimace zevniti tedy spoéivd v
tom, Ze existuje posloupnost mnohothelniku obsazengch v 2, kterd k této ob-
lasti stejnomérné konverguje, pricemz obsahy a obvody téchto mnohotihelniku
konverguji k obsahu a obvodu aproximované mnoziny.
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Definice 4.1 ndm naznacuje zakladni myslenku celé kapitoly, kterd vychazi
pravé z aproximovatelnosti mnozin s po Castech hladkou hranici pomoci
mnohothelnik.

Podstatnou vlastnosti aproximace zevniti je skutecnost, ze pii oznaceni
poloméru kruznice vepsané mmnohoihelniku M, symbolem r; a poloméru
kruznice opsané mnohothelniku M} symbolem Ry, plati pro k — oo vztahy
re. — ra Ry — R, kde r a R jsou poloméry kruznice vepsané a opsané
oblasti €2. Tato vlastnost je pro ideu dukazu vyhodna.

Véta 4.1 Necht Q2 C R? je oblast v roviné s obsahem S a délkou hranice L.
Potom plati nerovnost
L? — 478 > 0. (4.1)

Rovnost nastdvd v (4.1) prdvé tehdy, kdyz Q je kruh.

Tuto formulaci izoperimetrické nerovnosti budeme nyni dokazovat. K
tomu si pripravime nékolik dulezitych tvrzeni, bez kterych se pii dikazu
Véty 4.1 neobejdeme.

Véta 4.2 Necht ) je oblast v roviné R? ohranicend kivkou k. Necht Q md
obsah S a k md délku L. Budte R > 0 a r > 0 poloméry kruznice opsané
(nejmensi kruznice obsahugjici Q1) a kruznice vepsané (nejuétsi kruznice obsazené
v Q). Potom plati ndsledujici nerovnosti

L? —47S > (R —7)? (4.2)
L* — 478 > S* L 2 (4.3)

- r R '
2 oamss (B (4.4)

- R+r '

_ 2 _ 2 _
L \/g 47TS§T§R§L+V§ 47 S (4.5)
m m

Nerovnost (4.2) se nazyva Bonnesenova nerovnost. Zadefinujeme-li si,
7e pod pojmem izoperimetrickd porucha budeme chdpat rozdil L? — 478,
pak mame v nerovnostech (4.2), (4.3) a (4.4) dolni odhady této izoperimet-
rické poruchy. Z téchto odhadu také vyplyva, ze izoperimetrickd porucha je
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nezapornd a pritom plati, ze nulova je pravé v piipadé, Ze popisovana oblast
je kruhem.

Poznimka 4.1: Poviimnéme si, ze zlomky L= g‘jr—zms a Lt gjr—47r5, které se
vyskytuji v nerovnosti (4.5), tvoii kofeny kvadratické rovnice wt? — Lt + S =

0. Proto plati 72 — Lt +S < 0 prot € [L’*/gjr’hs, L+‘/gi’4”5] , COZ muzeme

zapisovat nékolika ekvivalentnimi zpusoby

Lt > S + mt? (4.6)
L? —47S > (L — 27t)? (4.7)
2
L? —4nS > (L - 25 (4.8)
t

Nerovnosti (4.7) a (4.8) jsou opét dolnim odhadem izoperimetrické po-
ruchy.
Poznamka 4.2: Podivejme se na odvozeni nerovnosti. K puvodni nerovnosti

T2 —Lt+ S <0

pricteme Lt.
Dale odvozujeme
Lt > S+ 7t?

-S>t — Lt
—4rS > A7t — An Lt
L? —4nS > [* + 4n°t? — 4AnLt = (L — 2mt)?.

------

Diusledek 4.1 Nerovnosti (4.6), (4.7) plati také ve specialnich pripadech
t=rat=R. Vpripade r < R plati jako ostré nerovnosti pro jakékoli t z
intervalu (r, R).

Dukaz nerovnosti z Véty 4.2: Abychom si dukaz zjednodusili na dokazovani
jedné nerovnosti, ukdazeme, ze k dokazani vsech nerovnosti z Véty 4.2 nam
staci dokdzat nerovnost (4.5).

Nejprve si ukdzeme, jak nerovnost (4.2) vyplyva z nerovnosti (4.5). Nerov-
nost (4.5) rozdélime na tii nerovnosti
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r<R (4.9)
1.1
TR < L+ JVIE xS (4.10)

1 1
—7r < —§L—|—§\/L2—47r5 (4.11)

Sec¢tenim nerovnosti (4.10) a (4.11) dostavame nerovnost

T(R—r) <VL?—4nS,

kterou muzeme na zdkladé platnosti (4.9) umocnit na dokazovanou nerov-
nost (4.2).
Déle si uvédomime, ze z nerovnosti (4.8) plyne

V-S> 2 g (4.12)
T

VI? —4xS > L — % (4.13)

Sectenim téchto nerovnosti dostavame (4.3), po pfendsobeni nerovnosti
¢isly r a R dostavame také (4.4). Tim jsme ukézali, Ze opravdu staci pouze
dokazat nerovnost (4.5), k jejimuz dukazu nyni pfikrocime.

Prvni z nerovnosti tvoficich (4.5), tj. L’—Vg;"lﬂs < r, mé velmi slozity
dukaz, kterym se v této praci nebudeme zabyvat. Zajemci se s nim mohou
sezndmit v knize [2], str. 11-14.

Ukézeme vsak dikaz posledni nerovnosti v ramci (4.5), tj. R < H—ngr"*’“g.
Jelikoz oblast ) z véty 4.2 lze stejnomérné aproximovat konvexnimi mnohotihelniky,
bude nam stacit dukaz pro pripad, kdy €2 je konvexni mnohouhelnik.

Nyni si prichystame piipravnd tvrzeni pro dukaz zkoumané nerovnosti:

Lemma 4.1 Necht v je jednoduchd lomend édra délky L(v) v roviné R2.
Necht E je mnoZina vsech bodii v roviné, jejich? vzddlenost od v je nejuijse
rovna R. Necht lomend édra md N vrcholi a Ey, k =0,1,2,...,2N + 2 jsou
mnoZiny bodi x € R?, pro které kruznice k(x, R) protind v prdvé v k bodech.
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Oznacéme Sy := S(Ey). Pak plati rovnost

2N+2

> kSi =4RL(y). (4.14)

i=1

Dukaz: Provedeme jej indukcel pres pocet vrcholu N lomené ¢ary ~.
Nejprve tedy dokazeme, ze rovnost plati pro ptipad, kdy N = 0, tj. pro
usecku 7.

Za¢neme jednodussim piipadem, kdy v je takova tisecka, ze plati L(y) > 2R.
(Viz obréazek 4.) Potom plati £ = {z € R? : dist(z,7) < R} = PUK UL,
kde P je vnitini plocha vymezend 4 piimkami: 2 rovnobéznymi s 1seckou
v, kazdou ve vzdalenosti R a 2 kolmicemi na «y spusténymi v koncovych bo-
dech 7. Kruhy K, L maji polomér R a kazdy mé stred v jednom koncovém
bodé tsecky 7. V takovém piipadé plati £y = K UL, By = E'\ E;. Odtud
jiz dostdvame pifslusné obsahy S; = 27 R?, Sy = 2RL(y) — mR2. Plati tedy
SN2 LS, = 2nR? + 4RL(y) — 2w R? = 4RL(y), coz jsme chtéli dokdzat.

Obrazek 4: Mnoziny pro piipad, kdy L(v) > 2R, svétlé Sedd barva znaci
plochy spadajici pod Ei, tmavé seda pod Ey

Nyni se podivdme na piipad, kdy L(vy) < 2R. (Viz obrédzek 5.) Pro snazsi
praci s vyrazy si ozna¢me L := L(7). Ve zkoumaném piipadé plati £ =
(PUQ)U(SUT), kde P,Q jsou kruhy o poloméru R, kazda se stiredem v
jednom koncovém bodé tsecky v a S, T jsou dvé mnoziny (navzdjem symet-
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rické podle 7), z nichz kazd4 je vymezend piislusnou rovnobézkou ke ~ bézici
ve vzdalenosti R a obéma kruznicemi vymezujicimi kruhy P, ). Potom plati
E,=(PUQ)\(PNQ),E;, =SUT.V tomto piipadé se vypocet obsahu

vvvvvv

Obrazek 5: Mnoziny pro piipad, kdy L(v) < 2R, svétle Sedd barva znaci
plochy spadajici pod E;, tmavé Seda pod Ey

My vsak spoc¢teme soucet S; + 255 jednoduchou ivahou. Nejprve nascitame
obsah obou kruht, tedy 2w R?, jako kdyby oba kruhy lezely celé v E; a
neprotinaly se. Protoze vsSak je to pravé prusecik obou kruhu, ktery lezi
v Ey, zacneme odecitat prislusny obsah. Do S; se z prvniho kruhu vibec
nezapocitd kruhova use¢ urcend tuseckou pulici prunik kruhu a také se ne-
zapocte mnozina k ni symetricka podle této usecky. Analogické mnoziny v
ramci druhého kruhu se do S taktéz nezapoctou. Proto dostavame prubézny
soucet 2rR? — 45(M,), kde M, je oznaceni prislusné kruhové tsece.

Nyni piejdeme k ptidani 2.55. Nejprve pripoc¢teme dvojnasobek obsahu obdélniku
o Sitce L a vysce 2R, jako kdyby cely tento obdélnik lezel v FE,, takze
se dostdvdme k prubéznému souétu 2w R* — 4S(M;) + 4RL. Nésledné si
uvédomime, jaké podmnoziny tohoto obdélniku do F, nespadaji. Jsou jimi
dva mnozinové rozdily pulkruht a prislusnych kruhovych iseci obou kruh.
Nezapomeneme, 7e se v8e musi prendsobit dvakrdt a odecitame 4S5(M),
kde M, je mnozinovy rozdil pulkruhu a pfislusné kruhové tsece. Tak se
dostavame k rovnici Sy + 2S5y = 27 R? — 4S(M;) + 4RL — 4S(Ms). Nyni
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si dobfe povSimnéme, Ze odec¢itdme ctytrikrat obsah kruhové tsece a také
¢tytikrat odeGitame obsah pulkruznice bez této kruhové tsece, takze muzeme
jednoduse odecitat 4 obsahy pilkruznice, tedy odecitat 2w R?. Tim se ale
vykrati ¢len na zacatku pravé strany a my tak snadnou cestou ziskavame
dokazovany vzorecek S, + 2S5y = 4RL.

Nezli ptistoupime k indukénimu kroku, uvazujme nésledovné: Sy je dvoj-
rozmérna Lebesgueova mira mnoziny Ej. Pritom pocet prunika kruznice se
stfedem v bodé x € R? a polomérem R s kiivkou v lze chdpat jako funkei K,
dvojrozmérné proménné x definovanou na R2. To ale neznamend nic jiného
nez, ze muzeme psat y o, = [o, K (x)dx.

Pak ale z aditivity integralu plyne, ze pro kiivku =, kterd vznikne spojenim
kiivek 1, 72 plati rovnost K, (z) = K, (z) + K,,(x). Odtud je ziejmé, ze
pokud rovnosti Y .-, kSy = 4RL(~;) plati pro kiivky ~;, j = 1,2, potom
plati analogickd rovnost Y .-, kS = 4RL(v) také pro kiivku ~ vzniklou
jejich spojenim.

Pak uz je ale indukéni krok snadny. Plati-li dokazovand nerovnost pro vSechny
krivky 0 0,1,2,3,..., N — 1 vrcholech, pak libovolnou kiivku o N vrcholech
muzeme slozit ze dvou vhodnych kiivek o méné nez N vrcholech, typicky z
vhodné kiivky o N —1 vrcholech a vhodné tsecky (tj. kiivky o 0 vrcholech).
A dokazovand nerovnost pritom zustane zachovana, ¢imz je dukaz hotov.

OJ

Lemma 4.2 Pro uzavienou lomenou édru vy je Som—1 = 0,m € N. Jinak
Feceno, pri formulaci podminky (P): ,,Bod x € R? spliuje podminku (P),
jestlize kruznice o stredu x a poloméru R protind lomenou caru v v lichém
poctu bodu.” plati toto: MnoZina bodu, spliugjicich podminku (P), md dvoj-
rozmérnou Lebesgueovu miru (obsah) 0.

Dukaz: Rozlisime dva typy protnuti: ostré protnuti a dotek. P¥i ostrém pro-
tnuti kruznice vstupuje do oblasti vymezené lomenou ¢arou nebo ji naopak
opousti. Pii doteku k takové zméné nedochdzi. Pro body, jejichz kruznice
vytvareji pouze ostra protnuti je zrejmé, ze pocet celkovych protnuti musi
byt sudy. (Pfi béhu po obvodu kruznice skonéime vzdy tam, kde jsme jej
zacali.) Lichy pocet protnuti pro néjaky bod nastdva, pravé kdyz tento bod
generuje lichy pocet doteku. K tomu v8ak muze (i nemusi) dojit jediné v
situaci, kdy tento bod generuje alespon jeden dotek své kruznice s lomenou
¢arou. Obsah (dvojrozmeérnou Lebesgueovu miru) mnoziny bodu s takovouto
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vlastnosti vSak odvodime snadno. Uvazujme lomenou ¢aru v o 0 vrcholech,
tj. o jediném useku, tedy usecku. Dotek s tseckou v v takovém pripadé
nastava jen pro kruznice, jejichz stied lezi ve vzdalenosti R od této usecky.
Mnozina takovych bodu sestavd ze dvou tsecek, které jsou rovnobézné a bézi
ve vzdélenosti R od tsecky . Takovato mnozina ma ale obsah 0. Uvazujme
dale lomenou ¢aru vy o kladném poc¢tu vrcholu, tj. néjaké koneéné sjednoceni
usecek. Pak ale z aditivity dostavame opét obsah 0.
A tak dostdvame, ze mnozina bodu, které takovou vlastnost maji, ma ob-
sah 0. Mnozina, kde se realizuje lichy pocet doteki je podmnozinou této
mnoziny, procez ma také obsah 0. Proto plati dokazované tvrzeni.

O

Nyni pripravenych lemmat pouzijeme k vlastnimu dukazu.

Diikaz posledni nerovnosti v rdmei (4.5): Uvédomme si, co vlastné chceme
pti dokazovani nerovnosti dokazat. Postupujeme tdpravami

< L++L?—4xS
_— 2’7T )

97R < L+ VL? — 48,
o9mR — L < \/L? — 4z,
4m?R? + L — 4rRL < L? — 4718,
412 R* + 471S — 47RL < 0,
TR?+ S — RL <0.

R

Nyni se tedy zamérime na dokdzani posledni nerovnosti. V ném vyuzijeme
aproximovatelnosti zkoumanych oblasti (s po ¢astech hladkou hranici) po-
moci mnohoihelniki.

Predpokladejme, ze €2 je konvexni mnohotihelnik o plose S ohraniceny uzavienou
lomenou carou I' o délce L, kde polomeér opsané kruznice je R. Staci nam
dokdzat, ze TR? — LR+ S < 0.

Znatme x = (r1,72) € R? a uvazujme obsah Sk mnoziny vsech bodu v
roviné R?, jejichz vzddlenost od Q neni vétsi nez R. Pro takovou mnozinu
Mp = {x € R*: (x,Q) < R} ziejmé plati Sg = S(Mg) = S+ LR + nR?,
nebot méfend mnozina je jakysi ,,zvétseny n-thelnik se zaoblenymi rohy”.
Srovnejme to s jinou metodou vypoctu Skg.
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Predpokladejme, ze 7 je libovolnd (nemusi byt nutné konvexni ani uzaviend)
jednoducha lomend ¢éra délky L(v) a E je mnozina vsech bodu v roving,
jejichz vzdalenost od ~ neni vétsi nez R.

Mnozinu E rozdélme do ¢asti Ej, z nichz kazda sestdva ze vSech bodu
x, pro které kruznice s polomérem R a stiedem x protind v pravé v k bo-
dech. Predpokladejme, ze Sy je plocha Ej. Podle Lemmatu 5.6 dostavame
ST kSk =4RL(v).

Pokud aplikujeme tento vztah na uzavienou lomenou ¢aru I' a vezmeme v
uvahu, ze podle Lemmatu 5.7 plati Sy,,_1 = 0,m € N, dostavdme nerov-
nost S(R) = So + Sy + ... < 5(25, + 45, + ...) = 2RL, kterd dohromady s
S(R) = S+ LR+ mR?* dévé kyzenou nerovnost 7R? — LR+ S < 0.

O

Dikaz Véty 4.1: Nerovnost (4.1) plyne trividlné z dokdzané nerovnosti
(4.2).
Zbyva dokazat tvrzeni o piipadu rovnosti. Nejprve dokazeme, ze pro kruh
nastdvad v nerovnosti (4.1) rovnost. To vychazi z piimého vypoctu, ktery
jsme ukazali jiz v pocatcich nasi prace. Uvédomime-li si, Ze pro nekruhové
oblasti je rozdil poloméru opsané a vepsané kruznice R—r kladny, dochazime
podle (4.2) k zavéru, ze izoperimetricka porucha je pro nekruhové oblasti
zdola omezend kladnym cislem. Proto z rovnosti vyplyva, ze jde o kruh.
Tyto dvé implikace davaji dohromady dukaz Véty 4.1.
O
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Kapitola 5

Pouziti Brunn-Minkowského
nerovnosti v R?

V této kapitole budeme vychdzet z myslenky, 7Ze délka hranice oblasti v R?
uzce souvisi s rustem obsahu pfi rozpindni mnoziny. Této myslenky 1ze také
dobte vyuzit k dukazu izoperimetrické nerovnosti.

Uvodem uéinime dvé diilezité definice.

Definice 5.1 Budte P,(Q C R? neprdzdné mnoZiny. Body v R? budeme
znacit notaci x = (x1,79) € R MnoZinu P+Q = {p+q:p € P,q € Q} pak
nazyvame Minkowského souctem mnoZin P a Q). Misto pojmu Minkowského
soucet se nekdy pouziva pojem vektorovy soucet.

Poznamka 5.1: Pokud P,(Q jsou kompaktni (napi. uzaviené a omezené)
mnoziny, potom P + @ je také kompaktni mnozina. V takovém piipadé md
kazda z mnozin P,Q, P + @ svuj obsah (Lebesgueovu miru). Ozna¢me tyto
obsahy S(P),S(Q),S(P+ Q). Dale znaéime P" sou¢et mnoziny P s koulf o
poloméru h a stredu 0, tj. jakési ,,prifouknuti mnoziny P o h”". My budeme
pouZivat terminu ,expanze mnoziny P o h”. Plati tedy P* = {z € R? :
dist(z, P) < h}.

Definice 5.2 Pod pojmem konverni téleso rozumime mmnoZinu, kterd md
nenulovy objem, je kompakini a konvexni.
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Definice 5.3 Limitu podilu

e S(PM) = S(P)
L, (P)= hIhn_)lélf :

nazveme vnéjsi Minkowského délkou hranice OP mmnozZiny P, zkrdcené bu-
deme tikat, Ze L, (P) je Minkowského obvod mnoziny P. Pokud P C R? je
mnozina s po c¢dstech hladkym obvodem nebo jde o konvexni téleso, potom je
Minkowského obvod mnozZiny P stejny jako obvod mnoZiny P.

Poznamka 5.2: Vnéjsi Minkowského délka hranice je specidlnim piipadem
vnéjstho Minkowského obsahu hranice pro n = 2. Vnéjsi Minkowského ob-
sah se hranice se definuje v obecném R" analogicky a podobné je i vyuziti
tohoto pojmu pii dukazu izoperimetrické nerovnosti v obecném R™.

Nyni uvedeme a dokdZeme Brunn-Minkowského nerovnost v R2.

Véta 5.1 Pro neprdzdné kompaktni mnoZiny P,Q C R? plati Brunn-Minkowského

nerovnost
VS(P+Q) > /S(P)+/S(Q). (5.1)

Vétsina dukazu Brunn-Minkowského nerovnosti vychazi z jednoho ze dvou
zakladnich pfistupt. Prvni pfistup spoéiva v déleni obsaht mnozin P, Q) po-
moci rovnobéznych piimek a vyscitani ¢asti lezicich v jednotlivych pasech.
Druhy pfristup spociva ve vzajemné symetrizaci mnozin P, (). My ukazeme
dukaz zalozeny na prvnim piistupu. Samotnému dukazu ale bude predchéazet
nékolik ivah a pomocnych tvrzeni.

Nejprve ukazeme, proc¢ staci dokazat Brunn-Minkowského nerovnost pro
specidlni elementérnich piipad (piipad tzv. jednoduchych mnozin), abychom
odtud nasledné dokazali Brunn-Minkowského nerovnost v plné obecnosti.

Definice 5.4 Necht P,Q jsou kompaktni mnoziny v R%2. Potom metriku
p(P,Q) = {infh : P C Q" Q C P"} nazweme Hausdorffova vzddlenost
mnozin P, ().

To znamend, ze Hausdorffova vzdalenost odpovida na otdazku: ,,O jaké h
musim mnoziny P, () expandovat, aby se navzajem pohltily?” Pokud p(P;, P) —
0, potom fikdme, ze posloupnost kompaktnich mnozin P; konverguje k P v
Hausdorffové smyslu. Pro takovou konvergenci plati S(P) > limsup,_, ., S(F;).
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Definice 5.5 Necht mnoZina N C R? je kartézskym soucinem dvou nede-
generovanych uzavienych intervalu v R, tedy N = [p1,q1] X [p2, 2], p1 <
q1,p2 < q2. Potom tekneme, Ze mnoZina N je standardni obdélnik.

Definice 5.6 Necht mnozina M C R? sestdvd z konecéného mnoZstvi stan-
dardnich obdélniku tak, Ze jednotlivé standardni obdélniky maji navzdjem
disjunktni vnitrky. Pak rekneme, Ze M je jednoduchd mnoZina.

Tyto definice jsme si zavedli z toho duvodu, ze kazda kompaktni mnozina
je aproximovatelnd jednoduchymi mnozinami, tj. pro kazdou kompaktni
mnozinu A C R? existuje posloupnost {A;}ien jednoduchych mnozin v R?
ze A; — A v Hausdorffové smyslu.

Aproximujeme-li mnoziny P, Q C R? pomoci jednoduchych mnozin, dostdvame
z nerovnosti \/S(P; + Q;) > /S(P;) + 1/S(Q;) limitnim pfechodem

VS(P + Q) > limsup \/S(P; + Q;)

1—00

> limsup[\/S(P;) +/S(Qi)] = VS(P) + v/S(Q).

3—00

To ale znamend, ze k dikazu Brunn-Minkowského nerovnosti pro vSechny
mnoziny v roviné nam staci dokazat tuto nerovnost pro jednoduché mnoziny.

Véta 5.2 Budte F,G primky rovnobéiné se stejnou vidici osou, a P,Q
bud’te neprdzdné jednoduché mnoziny, které jsou po vadé déleny primkami
F,G a necht X\ € (0,1). Necht pritom F déli P na mnoZiny P', P" v poméru
A (1= X), zatimeo G déli ve stejném pomeéru QQ na mnozZiny Q',Q". Potom
plati nerovnost

S(P+Q)>S(P+Q)+S(P"+Q").

Diikaz: Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze F, G jsou rovnobézné s
osou z, tj. jsou kolmé na osu y. Pak pro v8echna p’ € X', p” € P” plati
pro jejich y-ové soutadnice pi > p) a pro vSechna ¢’ € Q',¢" € Q" plati
pro jejich y-ové soutadnice g, > q,. Proto plati (P'+ Q)N (P"+ Q") =0
(velikost y-ové soutadnice pro body z mnoziny P’ + @ je omezend zdola,
zatimco velikost y-ové souradnice pro body z mnoziny P’ + () je omezend
shora). Jelikoz P+ @' C P+Q, P"+ Q" C P+ (@, mame diky disjunktnosti
dokazovanou nerovnost S(P + Q) > S(P'+ Q') + S(P” + Q").
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Dikaz Véty 5.1: Pri dukazu Brunn-Minkowského nerovnosti chceme tuto
nerovnost dokazat pro 2 jednoduché mnoziny, které maji dohromady k >
2 vytvorujicich standardnich obdélniku. Budeme tedy postupovat indukci
podle k.

Pii dukazu Brunn-Minkowského nerovnosti pro jednoduché mnoziny P, Q)
zacneme piipadem, kdy k£ = 2. Jde tedy o nejtrividlnéjsi mozny piipad -
kazda z téchto mnozin je standardnim obdélnikem.

V takovém pifpadé je vypocet obsahu snadny, nebot P = [py, pa| X [ps, p4], @ =
(41, 42] % [g3, qu], P+ Q = [p1 + q1, 02 + q2] X [p3 + g3, ps + qu], kde plati p; <
D2, P3 < Pay 1 < G2,q3 < q4,p; € Ryq; € R;i =1,2,3,4. Pokud si pro zjed-
noduseni zavedeme znaceni a := pos—p1,b = ps—ps, c:= @ —q1,d := Qs —q3,
potom se vie redukuje na dokdzani nerovnosti \/(a + ¢)(b + d) > vVab+v/cd,
kde a,b,c,d > 0.

Dikaz této nerovnosti vychézi z aritmeticko-geometrické nerovnosti (zkracené
AG - nerovnost), ktera iikd, ze geometricky prumér nékolika (v nasem piipadé
dvou) nezapornych ¢isel je mensi nebo roven aritmetickému pruméru téchto
¢isel. Pokud AG - nerovnost aplikujeme na dvojice ¢isel {QLJFC, b%d} a {a%rc, Hid ,
dostdvame nerovnosti

ab <1(a+b)
(a+c)b+d) ~— 2a+c b+d”

cd <1(c+d)
(a+c)b+d) ~— 2a+c b+d”

jejichz sec¢tenim dostavame nerovnost

ab n cd <1(a,_|_b)_|_1(c_|_d)_1
(a+c)b+d) \/ (a+c)b+d) ~ 2'a+c b+d 2a+c b+d

Ptendsobenim této nerovnosti ¢initelem +/(a + ¢)(b + d) pak dostavame do-
kazovanou nerovnost.

Platnost Brunn-Minkowského nerovnosti jsme tedy dokdazali pro takové jed-
noduché mnoziny P, (@, kde P i @) byly standardnim obdélnikem, tj. pro
k= 2.
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Nyni zbyva dokazat Brunn-Minkowského nerovnost pro piipad, kdy & > 3.
Jiz vime, ze BM-nerovnost plati, kdyz celkovy pocet standardnich obdélniku
je nejvyse roven k — 1. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze je to
mnozina P, ke které jsme piidali jeden standardni obdélnik a chceme dokazat,
ze BM-nerovnost bude i nadale platit. (Viz obrézek 6a.)

i

p
La —a,

H

Obr. 6a: Mnoziny P a @), priddvanym obdélnikem je P slozka mnoziny P

o

Nyni uvazujeme piimku F' rovnobéznou s osou x (psino bez ijmy na obec-
nosti, muze byt rovnobézna i s osou y, podle potieby), ktera protind mnozinu
P, takze ji déli na dvé neprazdné jednoduché mnoziny P’ a P”, které jsou
umisténé v rozdilnych poloprostorech. Pimku F' uvazujme takovou, ze pocet
standardnich obdélniku v kazdé z mnozin P’, P” bude mensi neZ pocet téchto
obdélniku v P, tj. do kazdé poloroviny vytvorené piimkou P spadne alespon
jeden cely obdélnik z puvodni mnoziny P. (Viz obrazek 6b.)
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)

[ 10,

H

Obrézek 6b: Piimka F' deli P na P’ = PLU P, a P” = P;U P, U Ps, pricemz
dolni ¢ast P, jsme museli pfeznacit na P

]
e
—
w_I:I
=

4

Jelikoz jsou obdélniky nedegenerované, dostdavame pro néjakou A € (0,1)
rovnost S(P') = A\S(P).

Nyni si na piimce F' vyberme pocatek nové soustavy soufadnic, oznac¢me
ho O. Poté posunutim rovnobéznym s libovolné zvolenou kolmici na piimku
F (tato kolmice je v nové soustavé souradnic zdroven osou y) premistime
mnozinu @ tak, aby piimka F' (zdroven osa x) délila mnozinu () na mnoziny

Q',Q", pricemz S(Q') = \S(Q). (Viz obrazek 6¢.)

[ 18,

—_
e
=
=
=

Obrézek 6¢: Stav po posunuti mnoziny @)
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Dulezité je, ze tyto posuny nijak nezméni obsahy S(P),S(Q),S(P + Q).
Césti @', Q" jsou také neprazdné jednoduché mnoziny, z nichz ani jedna ne-
obsahuje vétsi pocet obdélniki nez Q).

Dvojice mnozin P, Q" a P”, Q" tedy kazdd lezi ve svém vlastnim polo-
prostoru vzhledem k F' a v zadné dvojici neni vice nez k — 1 obdélniku.
Proto plati S(P+ Q) > S(P'+ Q)+ S(P"+ Q") > [\/S(P)+/S(@Q) +
[VSP)+/S@Q)F = A/S(P)+/S@Q)FP+(1-N[VS(P)+/S@Q)F =
[v/S(P) +/S(Q)?. Tim je Brunn-Minkowského nerovnost dokézdna.

OJ

Nyni jiz muzeme prejit k uvaham, které povedou k snadnému dukazu
izoperimetrické nerovnosti v R2.
Kruh o poloméru h se stiedem v pocatku budeme znacit hD. Jestlize k
mnoziné P C R? piicteme kruh hD, potom P + hD je mnozina P" = {x €
R?: p(z, P) < h}. Brunn-Minkowského nerovnost tedy muzeme piepsat do

tvaru
V/S(Ph) > \/S(P) + h /7. (5.2)
Navic pro obsah S(K) kruhu s polomérem r plati dobfe znamy vzorec
S(D) = 7r? (5.3)

Zna¢me r(P) polomér kruhu o obsahu S(P). Potom plati S(P) = nr?(P) a
nerovnost 5.2 dostane podobu

r(P") > r(P) + h. (5.4)

Navic muzeme nerovnost (5.2) prepsat jako

Podivejme se, jak vypadd pro h — 0+ limita zlomku z levé strany (5.5).
Mame

Phy — P 1 Py —S(P
lim inf \/S( ) \/S( ) :1 lim inf S(P7) = S(P)

h—0+ h 2.,/S(P) h—0+ h
Pokud prejdeme k vyjadieni pomoci Minkowského obvodu, mame tedy ne-
rovnost

>V (5.6)

1
W(P)LJF(P) > /7. (5.7)

Z toho uz dokazeme izoperimetrickou nerovnost snadno.
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Véta 5.3 Necht P C R? je mnoZina s po ¢dstech hladkou hranici a obsahem
S(P). Jestlize r(P) je polomér kruhu, ktery md také obsah S(P), potom je
obvod tohoto kruhu mensi nebo roven obvodu mnozZiny P.

Diikaz: 7 vyse uvedenych avah vyplyva, ze L, (P) = L(P) a podobné L, (c+
rD) = L(c + rD), kde ¢ + rD,c € R* r > 0, znadf libovolny kruh (lze
ho ziskat posunutim stfedu a volbou vhodného poloméru). Chceme tedy
dokazat, ze L, (P) > Ly(Dp) = 27r(P), kde Dp je kruh charakterizovany
obsahem S(P). Pokud r(P) spliiuje predpoklady vyicené ve vété, potom
plat{ S(P) = 7r?(P). Z nerovnosti (5.7) dostdvame piendsobenim

L (P) > 2T/ S(P) = 2y/7\/7r2(P) = 27r(P), (5.8)

¢imz jsme dokazali vétu.

O

A jelikoz Véta 5.3 tika, ze kruh v ramci oblasti o stejném obsahu mini-
malizuje obvod, ¢imZ véta popisuje izoperimetrickou nerovnost v R?, je tim
dokazana pravé tato zkoumana nerovnost.

Zévérem piipomenme, ze existuje analogicky diikaz pro R”, se kterym se
zdjemce muze sezndmit v knize [2], str. 68 - 77, 83 - 86.

36



Literatura

Chavel, 1.: Isoperimetric Inequalities, Cambridge University Press,
Cambridge, 2001.

Burago, Yu. D., Zalgaller, V. A.: Geometric inequalities, Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg, 1988.

Zajicek, L.: Vybrané partie z matematické analyzy pro 1. a 2. rocnik,

MATFYZPRESS, Praha, 2003.
Lukes, J., Maly, J.: Mira a integrdl, Karolinum, Praha, 2002.

Korner, T. W.. Fourier Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, 1988.

37



