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Abstrakt: Bakalarska préaca sa zaobera ndhodnymi bodovymi procesmi v Case.
Skimané bodové procesy majiu teda evoluény charakter. Intenzita procesu

v danom ¢ase preto moze byt vyjadrend pomocou historie procesu.

V prvej kapitole je zavedeny pojem Janossyho mier, pomocou ktorého mozeme
popisat rozdelenie bodového procesu, bez toho, aby sme brali do uvahy po-

radie jednotlivych bodov. Znalost Janossyho mier nim umoziuje vyjadrit

intenzitu procesu pri danej historii procesu.

V druhej kapitole sa zaoberame situaciou, ked podmienend intenzita pro-

cesu zavisi na parametroch meniacich sa v ¢ase. Uloha spoéitat podmienent

intenzitu procesu je problém filtrovania. Tento problém vedie na rekurentné

rovnice, pre ktoré sme odvodili numerickt metédu ich vypoctu (algorithmus

SSPPF). Algoritmus sme aplikovali na realne data. Vysledky si prezento-

vané v tretej kapiole.
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Abstract: This bachelor’s thesis concerns with random point processes in
time. Examined point processes have an evolutionary character. Intensity
of such process in given time can be expressible in terms of the past of the
process.

In the first chapter the Janossy measures concept is introduced. With its
help we can describe the distribution of the point process without taking into
account the order of separate points. Knowleadge of the Janossy measures
helps us to derive the intensity of the process with the past of the process.



In the second chapter the situation, when the conditional intensity of the
process depends on the parametres varing in time is described. Our task to
calculate conditional intensity of the process is a filtration problem. This
problem leads to the recurrent equations, for which we have derived the
numerical method of the calculation (algorithmus SSPPF).The algorithmus
was applied on the real data. The third chapter represents the results we
achieved.
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Znacenie

Symbol Popis

L(X) rozdelenie nadhodnej veli¢iny X

S, mnozina permutéacii ¢isel 1,...,n

I Janossyho miera

Jn hustota Janossyho miery voci Lebesgueovej miere
Sh podmienenda funkcia prezitia

h, funkcia hazardu

B(R™) Borelovské podmnoziny R™

1:n diskrétny interval, mnozina {1,2,...,n}
u e R ¢as pozorovanej udalosti

T doba trvania pokusu

N(t) pocet udalosti u v intervale [0, ¢]

Ny = {u,u <t}

A

Ny = ljug—-1)a, kA
Nip={Ny,..., N}
Yy,

Ak

F

M

vektor pozorovanych udalosti do casu ¢

velkost delenia intervalu [0, 7]

vyskyt udalosti v intrevale [(k — 1)A, kA]

vektor nil a jednotiek podla vyskytov udalosti
hodnota vektoru parametrov v ¢ase kA
podmienend intenzita bodového procesu v ¢ase kA
evolu¢né matica

Gaussov Sum




Kapitola 1

Bodové procesy

1.1 Poissonov proces

Poissonov proces modeluje vyskyt ndhodnych udalosti v case.

Definicia 1.1.1. Nech je ¢ > 0 a nech ndhodné veli¢ina N () oznacuje pocet
udalosti, ktoré sa vyskytnu v ¢asovom intervale [0, ¢]. Nahodny proces
{N(t),t > 0} nazyvame Poissonov proces, ak spliuje nasledujice pod-
mienky.

i) Pocty udalosti, ktoré sa vyskytnu v disjunktnych ¢asovych intervaloch,
st navzajom nezavislé ndhodné veli¢iny.

ii) Pocet udalosti, ktoré sa vyskytni do ¢asu ¢ sa riadi Poissonovym rozde-
lenim s parametrom A, tj.

6—>\t()\ t)k

o k=01

P(N(t) = k) =

Parameter A > 0 nazyvame intenzitou Poissonovho procesu.

Jednotlivé body Poissonovho procesu mézeme chapat ako ndhodné velic¢iny.
O ich rozdeleni vypoveda nasledujtca veta.

Veta 1.1.2. Nech {N(t),t > 0} je Poissonov proces. Nech U;, i = 1,...,n
st nezdvislé rovnako rozdelené nahodné veliciny a nech Uy md rovnomerné
rozdelenie na intervale [0,T], kde T > 0. Oznac¢me t;, i-tyj bod procesu
{N(t),t > 0}. Potom plat,

E(tl,...,tNT‘NT:TL):E(U(l),...,U(n)), (11)
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kde Uy, i = 1,...,n si poradové statistiky velicin Us.

Dokaz. Pretoze veliciny U; maji rovnomerné rozdelenie a st navzijom
nezavislé, plati pre zdruzena hustotu vektora U = (U, ..., U,),

1)T" O0<wu;<1,i=1,...,n

fU(U1,---,Un) - {0 inak.

Uvazujme transformaciu S : [0,7]" — [0, T|" definovani predpisom

S(ut, ... uy,) = (uay, - - - Uw))-

Na mnozine [0, 7)™ definujeme relaciu ekvivalencie (u1, . . ., u,) ~ (v1, ..., v,),
ak existuje permutacia m taka, ze m(u;) = v;, ¢ = 1,...,n. Mnozina [0, T|"
sa rozpada na triedy ekvivalencie £, 7 =1,...,nl.

Evidentne Sjg; je prosté zobrazenie a pretoZe sa jednd o permutaciu, je jako-
bian tohto zobrazenia rovny +1. Teda, podla Vety o transformacii ndhod-
ného vektora dostdvame, Ze pre hustotu nahodného vektora U = (U,
ce ,U(n)) plati

nl /T uy < - < uy,

fU(uhH"un) - {O inak.

7 vlastnosti Poissonovho procesu vyplyva, Ze pre po dvoch disjunktné inter-
valy [a;, b;], i =1, ..., n plati

— ﬁ M e~ A (bi—ai)

Teraz l'ahko spocitame pravdepodobnost, Ze sa v intervale [0, T'] vyskytne n
udalosti a kazdé z nich prave v intervale [t; — d,%;], i = 1,...,n.

P(N(0,T)=n,N(t; = 6,t;)) =Li=1,....n) =e (A"

Rovnost plati pre 6 > 0 dostato¢ne malé na to, aby boli intervaly [t; — d, ;]
disjunktné. Limitnym prechodom prejdeme k podmienenej hustote nahod-



ného vektoru 7 = (¢y,...,t,). Teda

1
fT|NT(t17'-~7tn|n) = lim — (N(tz _67t2) = 177f = ]_,,TL‘N(T) = n)

504 O™
~ lim iP(N(T) =n,N(t; —0,t;) =1,i=1,...,n)
§—04 O™ P(N(T)=n)
n!
T T
|

Vidime, Ze Poissonov proces na intervale [0, 7] je uréeny rozdelenim poctu
bodov na [0, T, tj. rozdelenim veli¢iny N7 a vietkymi podmienenymi rozde-
leniami L(t1,...,tn.|N; = n), n € N. Prave tymto spésobom budeme defi-
novat obecny bodovy proces.

Realizovat takto definovany proces je jednoduché. Staci vygenerovat veli¢inu
Nr a nasledne vygenerovat vektor (¢y,...,ty, ) za podmienky Nrp.

1.2 Janossyho miera

Tento paragraf vychadza z prace [2|, kapitola 5.
Definicia 1.2.1. Bodovy proces je uréeny nasledujicimi podmienkami.
i) Nech R? je stavovym priestorom procesu, kde d € N.

ii) Nech je dané diskrétne rozdelenie {p,}, n = 0,1, ... nadhodnej veli¢iny
N, ktora urcuje pocet bodov procesu.

iii) Pre kazdé n € N nech je dané spojité rozdelenie II,,(- ) na borelovskych
mnozinach (R?)" = R? x ... x R? ktoré urcuje zdruZené rozdelenie
bodov procesu za predpokladu, ze ich je n.

Predpokladajme, Ze proces ma n bodov. Potom v definicii bodového procesu
v podmienke iii) chdpeme body procesu ako néhodny vektor s rozdelenim
I1,,. Oznacme tento vektor (X7,...,X,,). Veli¢ina X; udava polohu "i-tého"
bodu. To, Ze je bod "i-ty", nemé ni¢ spolo¢né s poradim ani s jeho polohou
voci ostatnym bodom. Preto sme pouzili ivodzovky.

Uvazujme Ay, ..., A, rozklad mnoziny R?. Mnoziny A, st teda neprazdne po
dvoch disjunktné a plati A; U---U A, = R Potom &islo I1,,(A; x -+ x A,,)



ur¢uje pravdepodobnost, ze {X; € A;} A--- A{X,, € A,}. Teda, ze "i-ty
bod" padne do mnoziny A;, prei=1,...,n.
Nas by ale skor zaujimalo, aka je pravdepodobnost, Ze prave jeden bod padne
do kazdej z mnozin A; bez ohladu na to, do ktorej mnoziny padne ktory.
Tto pravdepodobnost moézeme vyjadrit ako

1
Y™ (A X - x Ay) = ] Z Hn(Aﬂ(l) N Aﬂ(n)),

' ﬂ'ESn

kde sumaécia prebiecha cez vSetky permutéacie 7 indexovej mnoziny {1,...n}.
Vyslednd mnozinova funkcia IIJY™ je invariantna voci permutacii zloziek
kartézkeho sti¢inu v argumente, ¢o je naznacené indexom sym. Takto symetri-
zovani formu miery ILY"™ vyuzijeme k zavedeniu nasledujtceho doélezitého
pojmu.

Definicia 1.2.2. Nech A;,..., A, je rozklad mnoziny R? a nech n € N,
potom definujeme

Jn(Al X X An) = Pn Z Hn(Aﬂ-(l) X oo X Aﬂ-(n))

7'('6871
=l p, TIV™(Ay X -+ x Ay).

Mieru .J,, budeme nazyvat Jdnossyho miera.

Janossyho miera nie je pravdepodobnostnou mierou. Jej uzitocnost ukazuje
nasledujtica interpretacia. Uvazujme body 1, ..., r, € R? take, ze z; # x;,
pre ¢ # j. Ak existuje j, hustota Janossyho miery vo¢i Lebesguovej miere na
(R%)™, potom hodnota j, (1, ...,2z,)dz; ...dx, udava pravdepodobnost, Ze
proces obsahuje prave n bodov a kazdy z nich sa nachédza v infintezimélne;j
oblasti (z;, z;4+dz;). Hodnota j,(z1, ..., x,) je teda vierohodnostou realizacie
x1,...,T, bodového procesu.

Pre dalsi vyklad potrebujeme zaviest Janossyho miery lokalizované na istu
mnozinu A C R? Pri konstrukcii miery J,(-) sme predpokladali, Ze pro-
ces pozostava prave z n bodov. Pri konstrukeii lokalizovanej miery J,,(- |A),
budeme pracovat s prepokladom, Ze prave n bodov padne do mnoziny A.
Uvazujme rozklad A, ..., A, mnoziny A C R% Definujme

o0

szm(Alx...xAn’A):pnZﬂigm(Alx...xAnxAchC).



Toto ¢islo urc¢uje pravdepodobnost, Ze do mnoziny A padne prave n bodov,
kazdy z nich do jednej z mnozin A;. Konstrukcia lokalizovanych Jénossyho
mier je uz teraz uplne analogicka ako v pripade obyc¢ajnych Janossyho mier.

Definicia 1.2.3. Nech Aq,..., A, je rozklad mnoziny A a nech n € N,
potom definujeme

Jn(Ap X oo x Ay|A) = nlp, IEY™ (A X -+ x Ayl A).
Mieru J,, budeme nazyvat Jdnossyho miera lokalizovand na mnoZinu A.

Pokial existuje hustota j, (- |A) lokalizovanej Janossyho miery J,(- |A) vo&i
Lebesguovej miere, opét plati obdobné interpretéacia ako v pripade obyc¢ajnej
Janossyho miery.

Definicia 1.2.4. Nech A C R? je uzavreta borelovska mnoZina. Hovorime,
7e bodovy proces na R? je requldrny na A, ak je pre kazdé n € N lokalizo-

vané Janossyho miera J, (- |A) absolitne spojité voé¢i Lebesgueovej miere na
()",

Regularita procesu na mnozine A nam teda zarucuje existenciu Jéanossyho
hustot 7, (- |A).

Definicia 1.2.5. Nech je dany regularny bodovy proces so stavovou mnozi-
nou R? a nech je dané jeho realizicia 1, ...,z, € A C R%. Potom vierohod-
nost tejto realizacie definujeme ako

La(zy,...,xn) = Ju(x1,. .., 24| A).

1.3 Bodové procesy v case

Tento paragraf vychadza z prace [2|, kapitola 7.

V dalsom texte sa budeme venovat situécii, ked je stavovou mnoZinou pro-
cesu interval [0,00). Interval [0,00) bude pre nas, podobne ako pri Pois-
sonovom procese, reprezentovat ¢as.

Body procesu budeme oznacovat t;. Presnejsie ¢; bude znacit i-ty bod v po-
radi na polpriamke [0, 00). Doby ¢akania medzi jednotlivymi bodmi budeme
oznacovat 7;, tj. ; = t; — t;i_1.



Definicia 1.3.1. Nech je dany regularny bodovy proces na intervale [0, co)
a k € NU{0}. Podmieneni funkciu prezitia Sy definujeme ako

Sk(u|t1, B ,tk_l) = P(Tk > u|t1, c ,tk_l).

Podmienena funkcia prezitia Sy je definovana pre t; < --- < t;_1 a pre
u e R,

Oznacme hustotu rozdelenia n-tého bodu pri znalosti umiestnenia pred-
chadzajacich bodov ako p,(t|t1,...,t,_1). Potom plati

t
Sn(t—tnflytl,...,tnfl) =1 —/ p(u\tl,...,tn,l)du. (12)
tn—1
Derivovanim tejto rovnosti dostaneme vztah

dS,(t = taalts,.. . b
U bomleenbood) g, ), (L3

Pre jednoduchost zapisu budeme znacit j,(t1,...,t;|u) Janossyho hustotu
lokalizovant na [0, u]. Z existencie Janossyho hustot vyplyva existencia pod-
mienenych funkcii prezitia.

Veta 1.3.2. Pre reguldrny bodovy proces na intervale [0,00) a n € Ny, ex-
istuje podmienend hustota p,(t|t1, ..., t,—1) a prislusnd podmienend funkcia
prezitia Sy (t|t1, ..., tn—1). Naviac pre kazdé n € N a T > 0 plati

Jnlty, .. toltn +1)
= pi(t) pa(talts) .. pu(talts, - tn1) Sppa(tltr, .- t,), (1.4)
kde 0 <t <---<t,<t,+t<T.
Dokaz tohto tvrdenia je mozné najst v [2].

Definicia 1.3.3. Pre regularny bodovy proces na intervale [0,00) a n € N
definujeme funkciu hazardu ako

pn(t‘tlu s 7tn—1)
St —tu_1ltr, . tn1)

Bttty =

Funkcia hy,(-) je definovana pre ¢ > ¢,,_;.
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Z rovnosti (1.3) vyplyva, ze

d
hn(t|t1, RPN ,tn_l) = —a IOg[Sn(t - tn_1|t1, c. ,tn_l)] (15)

a odtial

t
Sn(t—tn_l\tl,...,tn_l):exp<—/ hn(u|t1,...,tn_1)du) (1.6)
tn—1

Definicia 1.3.4. Nech 7" > 0. Nech je dana realizacia t; < --- < ¢, <
T regularneho bodového procesu na [0,7]. Potom podmieneni intenzitu
bodového procesu pri realizacii {t;} definujeme ako

hl(t) O <t S tl?
At[ton) =  he(tltr, .. te1) te <t <tx, 2<k<n,
hn+1(t‘t1,...,tn) t, <t<T.

Veta 1.3.5. Nech je dand realizicia t1,...,txi) bodového procesu na in-
tervale [0, T), kde T > 0 a N(T) < oo. Potom pre vierohodnost L tejto
realizdcie plati

L— Aﬁ))\(ti) exp (—/OT)\(u)du). (1.7)

Dokaz. Chceme ukéazat, Ze prava strana 1.7 je rovnéd j,(t1,...,tnm)|7T).
Podl'a Vety 1.3.2 plati

In(ti, - tney)|T) = po(t) pa(talts) - onery (Eneny [t - - Every—1)
X SN(T)+1(T — tN(T)’tb R 7tT(N))'

Pouzitim definicie funkcie hazardu dostavame

jn(tb e atN(T)‘T) - hl(tl) N hN(T)(tN(T)‘tb e >tN(T)71)
X Sl(tl) - SN(T)+1(T — tN(T)‘tlu - 7tN(T)) (1.8)

Pre jednoduchost zépisu polozime ty = 0 a ty(ry41 = 1. Vyuzitim definicie
podmienenej intenzity a vztahu (1.6) dostavame, Ze prava strana rovnosti(1.8)
je rovna

11



H A(t:) [ e (— /:1 hi(u\tl,...,ti_l)du)

Poznamka 1.3.6. Podmienena intenzita charakterizuje bodovy proces jed-
noznac¢ne, vid [3], kapitola 14.
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Kapitola 2

Problém filtrovania

2.1 Rekurentné rovnice

Tato kapitola vychadza z ¢lanku [1].

Definicia 2.1.1. Nech {X;,t € N} je ndhodny proces definovany na (€2, A, P)
s hodnotami v R"* kde n, € N. Ozna¢me {F;,t € N} prirodzenu filtra-
ciu pocesu {X;,t € N}, tj. Fy = o(Xs, s = 1...t). Hovorime, Ze proces
{Xi,t € N} je Markovov retazec, ak pre vsetky t € N a A € B(R™) plati

P[Xt+1 c A|Ft] — P[Xt+1 c A|Xt] (21)
Vlastnost (2.1) nazyvame markouvskd vlastnost.

Definicia 2.1.2. Nech {X;,t € N} je Markovov retazec. Funkciu K; : R™* x
B(R") — [0, 1] definovant predpisom

Ki(z, A) = P[X¢11 € A[X; = 1]
nazyvame jadrom prechodu v case t.

Ozname absoltatne rozdelenie Markovovho retazca {X;,t € N} v ¢ase t ako
p:. Teda

p(A)=P[X, e 4, AecA
Absolutne rozdelenie Markovovho retazca v Iubovolnom ¢ase je urcené po-
¢lato¢nym rozdelenim pg a jadrom prechodu K. Plati totiz rekurentny vztah
Pey1 = Kipy, kde

Kipi(A) = Ky (s, A)dp(s).

Rna

13



Nech n,,n, € N. Nech {X;,t € Ny} je Markovov retazec s hodnotami v
R"™ a jadrom prechodu K;. Nech h : N x R"™ — R™ je Borelovsky me-
ratelna funkcia taka, ze h(t,-) je spojitd na R". Nech {W;,t € Ny} je
postupnost nezavislych ndhodnych vektorov s hodnotami v R™ a hustotou
g; voc¢i Lebesguovej miere. Nech je naviac g; spojita a obmedzené pre vsetky
t. Definujme proces {Y;,t € N} ako

}/t:h(t,Xt)—i—Wt t:0,1,2,...

Problém filtrovania spoc¢iva v odhade hodnoty X; pri danom vektore Yy.;. Op-
timalny odhad v zmysle strednej kvadratickej chyby je podmienena stredna
hodnota E[X;|Yy.|. Jej postupny vypocet v ¢ase je zaloZzeny na spocitani
podmieneného rozdelenia vektora X; pri danom vektore Y.;. Hfadame teda
pravdepodobnostnd mieru Py, y,, definovani vztahom

PXt|Y0;t(A|yO:t) = P[X; € AlYor =wo4), A€A

Veta 2.1.3. Pre podmienené rozdelenie Px,)y,, plati nasledugict rekurentnyj
vztah. Pre yo, € (R™)' plati

dPXt\YO:t("?/O:t) ) — g{lf/t (ZE) (2 2)
dPXt\YO:tA ('|y01t—1) fan gtyt(s)dPXt\YO:t—l (S’y(]it*l)
PXtJrl‘YO;t (A7 yO:t) - KtPXt‘Y();t (A7 yO:t)a (23>

kde ¢*(:) = g(ys — h(t,-)). Rovnost (2.2) plati pre skoro vSetky x € R".
Rovnost (2.3) plati pre vSetky A € B(R™).

Dokaz. Najprv ukdZzeme rovnost (2.3). Zvolme A € B(R™). Oznac¢me F; =
o0(Xs,s =1...t). Pouzitim markovskej vlastnosti (2.1) dostaneme

E[]I[XH-IGA]’ft] = E[H[XtﬂeA]’Xt]' (2'4>
Pretoze o(Wy.) je nezavislé s F, plati podla Vety 3.0.1 iii)
Ellix,sieaFe] = Ellix,  earlo(Fr, o (Wou))l. (2.5)

PretoZe hodnoty Yj.; st uréené hodnotami Xo,; a Wy, musi platit o(Yy.,) C
o(F, 0(Wo.)). Pouzitim Vety 3.0.1 4i) a vztahov (2.4) a (2.5) dostaneme
P(Xi1 € A|Yos) =E[lix,. ca)| You]

[
E[E[Lix,,,ea1|0(Ft, 0(Wou))]lo(Your)]
E[E[H[XmeA] | X¢]lo(Your)]
[
[

E[P(Xis1 € AlXe)|o(You)]
B[R (X, Ao (You)].

14



Zvolme yo.; € (R™)'. Potom

PX,SH\YO”&(A, Z/o:t) :P(Xt+1 € A’Yo:t = yo:t)
:E[Kt(Xta A)|Y0:t = yo:t]
= Kt(sa A)dPXﬂYo;t (87 yO:t)
Rna

:KtPXt|Y0;t (A7 yO:t) .

Teraz ukézeme rovnost (2.2). Zvolme A € B(R"). Mame ukazat, Ze pre
vietky yo.: € (R™)" plati

Ja 9" ()dPx,vo s (Slyo:-1)
Px,v,., Alyoy) = A | Yore—1 .
Xt|Yo: ( ‘yO t) fan gtyt(s)dPXt\Yo;,gq (5|yO:t—1)

Zvolme Coy = Cy X -+ x (4, kde C), € B(R™). Staci ukazat, ze

/ PXt|YO:t (A‘yO:t)dPYO:t (yO:t)
CO:t

_ fA gtyt (S)dPXHYo:tfl(S‘yO:t—l)
Co:t f]R"z gtyt (S)dPXHYO:t—l(S‘yO:t—l)

dPy, (you). (2.6)

Podl'a (3.0.3) je Tava strana rovnice (2.6) rovna P([X € A] N [Yp: € Coul).
Vyuzitim nezévislosti velicin X; a W;, nezavislosti velicin Wy, ..., W, a po-
uzitim Vety(3.0.2) dostaneme

t
P(Ybst S CYO:t‘AXPO:t - -TO:t) =E HH[YIGCJ

Li=1

XO:t = xO:t]

t
—E H H[(h(i,xi)JrWi)eCi]

Li=1

[t
=E HH[(h(i,;Ui)-l—Wi)ECi]]

Li=1

XO:t - xO:t]

t
= H ELin(i,z0)+wi)ecy)]

i=1

= H /C gi(yi — h(3, %‘))dyi-
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épeciélne plati

P(Y; € Ayl Xos) =P (You € (Rny)t x A¢| Xo.t)
=/ g7 (Xy)dy,.
Ay

Z faktu o(Xou, Wou—1) D 0(Xy, Yo.i—1) pouzitim Vety 3.0.1 i) dostéavame

(2.7)

P(Y, € A|Xy, Y1) = P(P(Y; € Al X0, Wo—1)| X4, Yo,0-1)- (2.8)
Spojenim (2.7) a (2.8) méame
P(Y, € Al Xy = 2, Yo,-1 = You—1) = / g7 (x,)dy, (2.9)
Ay

Preto
PYo;t (AO:t) P( Yo € AO t] [Xt c RnT])

/ P(Y; € A| Xt = x4, Y1 = Yoo 1)dPXtYOt (@, Yoi—1)
R7z x Ag.¢—1

/ / U () dyd Px, v, o (T4, Yoit—1)
R7e x Ag.¢—1 J A

:/ / 97" (20)dyed Py, vy, (2 y0:-1)d Pyy, _y (Ho:e—-1)-
Rz x Ag.g—1 J At
(2.10)

Pretoze pre vietky A € B(R"*) mame
P((X¢,You-1) € A X Coy—q) = / P(X; € AlYou-1 = you—1)d Py, (Yo:t—1)
Co:t—1
- / dPXt|YO:t—l(It|y02t—1)dPYO:t71 (yO:t—l)v
AxCo:t—1
plati podla (2.10)

deo:z (yO:t) = / gtyt (xt)dythXHYO:tfl(xt’yOStfl)dPYO:t—l (yO:t—l)'
Rz

16



Pouzitim (2.9) dostavame, Ze prava strana rovnice (2.6) je rovna

A= gtyt (ajt)dPXﬂYO:tfl(‘It|y02t—l)dythYO:tfl (yO:t—l)
C40:t><14

:/ (/ gft(xt)dyt) dPXt|Y0:t—1(xt|y01t—1)dPY0:t71(yO:t—l)
Co:t—1xA Cy

:/ P(Y; € C| Xy = xy, You1 = yO:tfl)dPXt,Yo’t_l(-Tta Yo.i—1)
Co.t—1xA

=P([X; € AN [You € Coul).

2.2 Filtrovanie bodovych procesov

Pre prehladnost budeme v tejto kapitole znacit vektory a matice hrubym
fontom.

Uvazujme realizaciu u;, j = 1,..., N(T') regularneho bodového procesu na
intervale [0, 77, pricom 0 < u; < us < -+ < un) < T. Pre tcely nu-
merického postupu urobme diskretizéciu tejto realizacie. Zvolme K € N a
ozna¢me A = T K~!. Pritom K volime dostato¢ne velké tak, aby sa v in-
tervale [A (k — 1), A k] vyskytoval maximélne jeden bod pre k = 1,... K.
Zavedme veli¢inu Ny indikujtcu vyskyt bodu v intervale [A (k—1), A k]. To
znamena, ze velicina Ny nadobuda iba hodnoty 0 a 1 v zavislosti na tom, ¢i
sa v danom intervale vyskytuje bod.

Podmienenti intenzitu procesu v ¢ase Ak budeme znaéit A\, k =1,..., K.
Dalej predpokladajme, zZe A\ zavisi okrem historie Ny, ..., Ni aj na vektore
parametrov 1., ktory sa v ¢ase meni. MoZeme teda pisat

Ao = MAE[Y, Nio1) k=1,..., K.

Vyvoj vektora parametrov 1, v ¢ase budeme modelovat rovnicou

Y =F_, +n_4, (2.11)
kde F' je deterministickd matica a m, je striktny biely Sum. Vektory m,,
1 = 1,..., K st teda po dvoch nezavislé a rovnako rozdelené. Zaroven su

nezévislé vektory m; a ¥, pre j,i = 1,..., K. Naviac budeme predpokladat,
ze vektor ; mé zdruzené normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou
a varianc¢nou maticou Q.

17



Pravdepodobnost, Ze sa v intervale [A (k—1), A k] vyskytne udalost moéZzeme
vyjadrit priblizne ako

P(Nilthy, Nigo1) = (e AV (1= X A)Y +0(A).

Pre malé A je mozné tuto pravdepodobnost dobre aproximovat ako

Problém filtrovania definovany rovnicami (2.12) a (2.11) spo¢iva v odhade
vektora parametrov ), pri znalosti histérie IN.;. Najlepsim odhadom v
zmysle strednej kvadratickej chyby je podmienené stredna hodnota. Potre-
bovali by sme teda spocitat rozdelenie vektora 1), pri znalosti N .. Problém
vedie na nasledujice rekurentné rovnice.

(wk‘lekfl) p(Nkhbk? Nl:kfl)

p
N = 2.13
p(’l/)k‘ 1-]€) p(Nk‘lek—l) ( )
PN ) = [l s N ds, (210
Rovnica (2.13) plynie z Bayesovej vety a rovnica (2.14) je analogicka s rovni-

cou (2.3).

Numericky spocitat pre danu realizaciu bodového procesu podmienené hus-
toty p(1,|IN1.x) nie je zvladnutelné. Dovodom je najmé viacrozmerny in-
tegral v rovnici (2.14). V nasledujiacom odstavci odvodime algoritmus, v
ktorom nebudeme pocitat aposteriornu hustotu p(1p,|N1.x) a apriornu hus-
totu p(,| N1.x_1), ale obmedzime sa na priamy vypocet podmienej strednej
hodnoty E[t),| N 1.x]. Algoritmus je zloZeny na aproximacii apriérnych apos-
teriornych hustot.

2.3 Algoritmus SSPPF

Odvodenie algoritmu vychadza z ¢lanku [4]. Oznacme
’Pk\kq = E[Y|N1j1] ¢k\k = E[Y,|N1.1]
Wk\kfl = UCLT[1/’k|N1:k—1] Wk\k = UCL?“[i/’k\NLk].

Odvodenie algoritmu SSPPF (The stochastic state point process filter) je
zaloZzené na Gaussovej aproximacii aposteriornej hustoty p(¢,|IN1.). Algo-
ritmus SSPPF je vyjadreny nasledujtcimi rovnicami.

18



1/’k;\k—1 = F'¢k;-1\k-1 (2'15)

Wk;\k—l =F Wk'—l\k—l F + Q (216)

dlog \p\’ dlog \
1oz A (2.17)

(N, — M\ A) =2k
(Nk — i )31/%31/)2]1/)'
dlog A\’
Vi = Vi1 T Wi K ;j k) (Nk — A A)} | . (218)
b 1/)k\k—1

Odvodenie. Rovnice (2.15) a (2.16) vyplyvaja priamo zo vztahu (2.11).
Dosadenim (2.12) do (2.13) dostéavame

_ A B P(Ni|ty, Nig—1)
P N1k) = (WA exp(=A A) p(Nk|N1-1)

Menovatel v rovnici (2.19) je iba normaliza¢na konstanta. Pouzitim Gaussovej
aproximécie na apriornu hustotu p(Ng|t,, N1.x_1) preto dostavame

(2.19)

(il N1x) o< (Mg A)Nk eXP( — A A= % (), — 1/’k\k—1)/
(2.20)

C Wil (, wkk_n),

a pouzitim Gaussovej aproximécie priamo na aposteriornu hustotu p(Ng|t,, N1.x)
dostéavame

(Y| N 1:4) o exp (—%(1/% - 1/’k|k)/ W;;ﬁg (Y — 1/’k|k)) : (2.21)

Zlogaritmovanim pravych stran v rovniciach (2.20) a (2.21) mame

1 1
—=(Vr — Vi) W;alk (P, — Prpp) o< Ny log Ay — A A — §(¢k — Yrp1)

2
Wiy (b — )
(2.22)
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Postupnym derivovanim rovnosti (2.22) podla kazdej zlozky vektoru
dostaneme

Wl:ﬁc (), — ¢k|k) = Wl:\i—l (), — wk\kfl)

_ (ag)i:k) (Ny — A A).

Pretoze Gaussova aproximécia je platna pre vSetky hodnoty 1),, mozeme
predchddzajicu rovnost vycislit v bode 1), = by, _;:

0log A\
o,

(W) s~ ) = | )'uvk—AkA)H . (22)

’(pk\k—l

Odtial plynie (2.18). Ak budeme derivovat rovnicu (2.23) podla 1), este raz
a vysledni rovnost vy¢islime v bode 1), = 1y ;._;, dostaneme (2.17).
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Kapitola 3

Numerické vysledky

Algoritmus SSPPF sme aplikovali na déata prevzaté z prace |6]. Experiment
bol zamerany na vyskum mozgovej ¢innosti potkana. Po dobu 3 minut bol
sledovany potkan pri tom, ako hladal potravu v kruhovej aréne. Priblizne
kazdych 5 milisekiind bola zaznamenana poloha potkana (7, px), kde 7y
znadi vzdialenost potkana od stredu kruhovej arény (jednotkovy kruh) a ¢y
znad¢i uhol. Dalej boli zazmenavané ¢asy vybojov neurénu v mozgu potkana.
Podmienent intenzitu sme modelovali ako exponencialu z linearnej kombina-
cie Zernikeho polynémov.

Ak = A (AE[(rr, or), ¥i) = exp {Z Z U Zlm(Tk,@k)} (3.1)

=0 m=—1

Tabulka 3.1: Zernikeho polynémy
a(re) =1
21 i(r,) =1 cos(p)
() =rsin(y)

22( o) =2r7—1

ZS( o) =17 cos(2¢)

2 2(r, ) =1r?sin(2¢).
22(r,o) = (3r*—=27) cos(p)
2 (r,p) = (373 —27) sin(yp)
23(r,o) =13 cos(3¢)

7 (r ) =r’sin(3¢)
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Zernikeho polynémy tvoria ortogonalny systém polynémov na jednotkovom
kruhu. Zname st najmaé z aplikicii v optike. Aby bolo prevedenie algoritmu
zvladnutelné, zvolili sme maximalny stupen polynéomov L = 3. Existuje
10 nenulovych Zernikeho polynémov stupna maximalne 3 (vid. Tabulka
3.1).Vektor parametrov 1, = (¢¥)°, ¢~ ... %) méa preto velkost 10.
DIzku kroku A sme zvolili 0.005s. To znamena Ze bolo vykonanych 36000
iteracii. Vyvoj vektora parametrov 1), sme modelovali ako

P, = (1,0,...,0)

3.2
Y=+ k=1,...,36x 10° (3.2)

Evolu¢nou maticou F' je teda pre nas jednotkova matica Iygx19. Za kova-
rianéni maticu vektora 1 sme zvolili 02 I1py 19, kde 02 = 1073,

Pre prehladnost sme rozdelili dobu trvania pokusu na tri useky, kazdy o
dlzke 60 sekund. V prvom tuseku sa vyskytlo 100 vybojov, v druhom tseku
98 vybojov a v tretom tseku 111 vybojov. Obrazok 3.1 znézornuje priebeh
pokusu v ¢ase. Obréazok 3.2 znazoriiuje priebeh pokusu v priestore.

N(t) N(t) Nt
100 100
100
80 80
80
60 60 60
40 40 40
20 20 20
10 20 30 40 50 ! ' 70 80 20 100 110 120[ ' 130 140 150 160 170
(a) 1. asek (b) 2. usek (c) 3. usek

Obrazek 3.1: Priebeh pokusu v case. Cas je udavany v sekundéch. Veli¢ina
N(t) udava celkovy pocet vybojov v Case t.
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Obréazek 3.2: Priebeh pokusu v priestore. Cervené body udévaji polohy
vyskytu vyboja neurénu. Ciara znazornuje trajektoriu pohybu potkana.

Na obréazku 3.3 je znazorneny vyvoj vektora 1, = E[t);| N1, vypocitany
pomocou algoritmu SSPPF.

Vyvoj podmienenej intenzity A je zndzorneny na Obréazku 3.4. f)alej VypocCi-
tame hodnotu podmienenej intenzity na celej kruhovej aréne. Podmienent
intenzitu v (3.1) budeme chéapat ako funkciu polarnych premennych r a .
Za vektor parametrov zoberieme priemerni hodnotu )y, v jednotlivych

tisekoch, ozna¢me ich v, ¥, a 5. Budeme teda vyéislovat funkcie

)\T’Ei(r, ) = exp {Z Z P, 2" (r, gp)} , 1=1,23. (3.3)

=0 m=—1

Na Obrazku 3.5 st znazornené vrstevnice funkcif )\’wbi, i=1,2,3.
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Obrézek 3.3: Vyvoj parametrov 9y,,. Zvislymi ¢iarami st oddelené jednotlivé

useky.
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300

200

100

50 100 150

Obrazek 3.4: Vyvoj podmienenej intenzity Ag. Cervené body oznacujia doby
vyskytu vyboja neurénu.

10

_05 RS £ _05

-1.0k n

. . -1.0k n
-10 -05 0.0 0.5

10 -10 -05 0.0 0.5

10

(a) 1. minata pokusu, funkcia AV, (b) 2. mintta pokusu, funkcia AV

10

-05

-1.0kL . ! .
-10 -05 0.0 0.5

10

(¢) 3. minuta pokusu, funkcia As

Obrazek 3.5: Podmienena intenzita v kruhovej aréne.
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Dodatok A: Program v
Mathematike

Na prilozenom CD nosi¢i sa nachadza stibor MathematicaCode.nb spusti-
telny programom Mathematica. Nosi¢ d'alej obsahuje textové sibory
Track.txt a Spike.txt obsahujice data z [6].

Vstup. Vstupom programu st dva spomenuté textové subory. Stibor
Track.txt obsahuje data o pohybe potkana. Prvy stipec udéava ¢as, druhy
a treti stlpec udavaju polohu potkana. Stbor Spike.txt obsahuje udaje
o Casoch vyskytov vybojov neurénu. Pre spravny chod programu je nutné
v prvych dvoch riadkoch kédu v MathematicaCode.nb upravit odkaz na tex-
tové subory tak, aby zodpovedal ich aktualnemu umiestneniu.

Vystup. Vystup programu je vylucne graficky a je automaticky exportovany

do adresara dokumentov prihlaseného uzivatela. Vyspup obsahuje vsetky
obrazky pouzité v kapitole 3.
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Dodatok B: Podmienovanie

Veta 3.0.1. Pre X|Y € Li(2, A, P) a G C A o-algebru plati
i) Pre konstanty a,b,c € R plati
E[aX + bY + ¢|G] = aE[X|G] + VE[Y|G] + ¢ s.J.
it) Ak H C G C A si o-algebry, potom
E[E[X|G]|H] = E[X|H] s.j.
iii) Ak je o-algebra H nezdvisld na o(o(X),G), potom
EX|o(H,G)| = E[X|G] Pz—s.j.

Veta 3.0.2. Nech Y, Z su nezdvislé ndahodné veliciny a nech je funkcia g :
R? — R? borelovsky meratelnd. Potom

Elg(Y,2)|Z =2] =Eg(Y,z) Pz—s.j.

Veta 3.0.3. Pre ndhodni velicinu Y a javy A, B € B(R) plati

P(ANY € B) = /BP(A\Y = y)dPy (y).
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