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Abstrakt: Rychla Fourierova transformace je numerickd metoda, ktera je efektivni z
hlediska implementace a vypoc¢tové naroc¢nosti. Jeji pouziti pro ocenovani opci prinasi
Metoda predpoklada, ze charakteristicka funkce rizikové neutralni hustoty je analyticky
znama. Hlavnim cilem této prace je aplikovat numerickou metodu rychlé Fourierovy
transformace na evropské call opce. Prace poskytuje vhled do teorie a aplikovani kla-
sické, inverzni a diskrétni Fourierovy transformace, dale se soustfedi na nékteré stocha-
stické procesy, které jsou uplatiovany ve finan¢nictvi. V posledni kapitole se préce
vénuje samotné numerické implementaci algoritmu pro ocenovani opci.
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Abstract: Fast Fourier Transform is a numeric method, which is effective in term of
implementation and demands on computing. Its usage for option pricing brings the
possibility of fast pricing of a financial derivative (eventually more complicated deriva-
tive structure). The method presumes that the characteristic function of the risk neutral
density is analytically known. Main goal of this work is to apply the method of Fast
Fourier Transform to European call options. The work offers insight into the theory and
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on some stochastic processes, which are important for finance. In the last chapter the
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Uvod

Ocenovani opci je diulezitou disciplinou v oblasti finanéni matematiky. Dnes existuje
mnoho moznosti, jak opce spravné ocenit, hlavnim problémem vsSak zustava, ze tyto
metody nejsou vzdy efektivni z hlediska rychlosti vypoctu, coz je dilezité, jedna-li se
napiiklad o portfolia s velkym mnozstvim opci. Tato prace se zaméruje na metodu
ocenéni opci pomoci numerické metody rychlé Fourierovy transformace, ktera slibuje
spocitani ceny opce témér v realném case.

V prvni kapitole se prace vénuje zavedeni analytickych pojmu, jako jsou spojité a
diskrétni Fourierova transformace, nutnych k aplikaci vy$e zminéné numerické metody.
Také jsou zde zminény dvé metody pro aproximaci urc¢itého integralu funkce. Druha
kapitola se soustfedi na definovani nékolika Lévyho procest, které se ¢asto ve finanénim
modelovani vyuzivaji - Poissontiv, slozeny Poissontiv, Wienertiv, gamma a variance
gamma, proces. VSechny procesy jsou doplnény grafy. Tato kapitola také predstavuje
velmi silnou vétu pouzivanou v teorii pravdépodobnosti - Lévy-Khintchninovu formuli.
Posledni kapitola je vénovana ocenovani opci, je zde rozvedena metoda ocenovani po-
moci rychlé Fourierovy transformace. Na zavér prace porovnava ¢asovou narocnost tif
riznych metod.



Kapitola 1

Fourierova transformace

1.1 Zakladni vlastnosti

Fourierova transformace (FT) je metoda, ktera se pouziva pro transformaci funkci z
realnych ¢isel do redlnych ¢isel na funkce z realnych ¢isel do ¢isel komplexnich. Jak dale
uvidime, FT prevadi aditivni operace na operace multiplikativni.

FT méa znacné uplatnéni napiiklad ve fyzice, kde se jeji pomoci rozkladaji funkce na
oscilac¢ni funkce. Cennym néstrojem je F'T také napiiklad pro feSeni obycejnych nebo
parcialnich diferencialnich rovnic.

FT se uplatni i v pravdépodobnosti, kdy jeji aplikaci na hustotu nahodné velic¢iny
dostavame jeji charakteristickou funkci.

Nyni jiz k formalnim definicim:

Necht v je Lebesgueova mira na R. Zavedme

dv

dr = )
\ 2T

Dale toto zavedeni pouzivejme.

Definice 1.1.1. Necht f € L', potom Fourieriiv obraz funkce f definujeme jako
vyraz

f(t) = /_OO f(z)e ™dx (t € R). (1.1)

Zobrazeni f — f se nazyva Fourierova transformace.



Dale pak definujme p-normu funkce f

i, = ( If(x)|pdx)1/p (1<p<oo) (12)

[e.9]

konvoluci funkci f a g

(f % g)(x) = / T Ha—yelpdy  (zER), (1.3)

a skalarni soucin funkci f a ¢

<flg>— /_Oo F(@)g(@)dz. (1.4)

V teorii pravdépodobnosti se ¢asto vyraz (1.1) zavadi jako

flt) = / h flx)e™dz  (t € R).

Na obecnosti to vSak nic neméni.

Definice 1.1.2. Pro kazdé t € R se funkce e; nazyva charakter, jestlize plati
er(z) = ™ (x € R).

Plati e, (z + y) = eto+y) = gitatity — citreity — ¢ (1)e,(y). Tedy e; je homomorfis-
mus aditivni grupy R na multiplikativni grupu komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou
rovnou 1.

Véta 1.1.3 (Vlastnosti Fourierovy transformace). Necht a, A jsou redlnd éisla, f € L.
Potom plati:

(a) Je-li g(x) = f(x)e'™, pak plati G(t) = f(t — a),
(b) je-li g(x) = f(x — @), potom G(t) = f(t)e~"",
(c) je-lig€ L', h = fxg, potom h(t) = F()G(t),

(d) je-li g(x) = f(~a), potom §(t) = f(t),
(t) = Aft

(e) je-li g(x) = f(x/A), A>0, potom g(t) = Af(At),




~

(£) je-li g(x) = —izf(z), g € L, potom f md derivaci a plati (f)(t) = G(t).

Diikaz. Tvrzeni v (a), (b), (d) i (e) se dokdze pFimym dosazenim do vzorce (1.1).

K diikazu (c) pouzijeme Fubiniovu vétu a invariantnost Lebesgueovy miry viéi po-
sunuti.

Pro dikaz méfitelnosti funkce h = f * g viz [5], véta 8.14.

i) = [ nto)e o= [ ean [ e pgtay -

o~

— [ s [ s —pe o= [ g [ et =g

Pro dikaz (f) viz [5], véta 9.2. O

1.2 Inverzni Fourierova transformace

Po aplikovani Fourierovy transformace na funkce a pocitani s ni potiebujeme ziskat
vysledny produkt. K tomu praveé slouzi Inverzni Fourierova transformace. Je to vlastné
opa¢ny proces k FT.

Véta 1.2.1 (O inverzni Fourierové transformaci). Je-li f € L', fel'a
ow) = [ Foeds  @em),

potom plati g € Cy a f(z) = g(x) s.v.
Dikaz. Viz [5], véta 9.11. O

o~

Véta 1.2.2 (O jednoznacnosti). Je-li f € L' a f(t) = 0 pro vSechna t € R, potom
f(z) = 0 skoro vsude.

Diikaz. Protoze f =0, je f € L' a tvrzeni plyne z predchazejici véty. O

Véta 1.2.3 (Plancherelova). Pro kazdou funkci f € L? existuje funkce fe L? takovd,
Ze plati:

(a) Je-li fe L' N L2, potom je j? definovana jako Fourieriv obraz funkce f,

(b) pro kazdou f € L? je || fll = I|f,,



(c) pro fa fplatz’ tyto symetrické vztahy: Je-li
A

A
oalt) = / f@ede @ palz) = / Fiyeat,
—_A —A
potom pro A — oo je ||pa — flls = 0 a a4 — flla — 0.
Diikaz. Pro dikaz viz [5], véta 9.13. O

Véta 1.2.4. Je-li f€ L2 a f € LY, potom
f(z) = / f(t)emdt S.0.

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem predchazejici véty, bod (c). ]

1.3 Diskrétni Fourierova transformace
Diskrétni Fourierova transformace je specificky druh Fourierovy transformace, ktery
vSak jako vstup vyzaduje diskrétni funkei.

Definice 1.3.1. Rekneme, ze F, je diskrétni Fourierovou transformaci funkce f;
jestlize plati

=2

F(n) =Y f(k)e /N n=0,...,N—1, (1.5)
0

=
Il

kde N je typicky mocnina 2.
Ptipomenme na tomto misté dvé pravidla pro aproximaci urc¢itych integrali

(i) Lichobéznikové pravidlo
Jednoduché lichobé&znikové pravidlo je zalozené na aproximovani f(z) tseckou
spojujici bod [a, f(a)] s bodem [b, f(b)]. Integrovanim této nové zavedené aproxi-

mace, dostavame b
[ e (B30 ) + 10

Chceme-li ziskat lepsi aproximaci, rozdélime interval [a,b] na n stejnych dili.
Na kazdém z nich provedeme aproximaci integralu z funkce jednoduchym li-
chobéznikovym pravidlem a celkem dostaneme

n 2
k=1




(ii) Simpsonovo pravidlo
Chceme-li jesté zlepsit jednoduché lichobéznikové pravidlo, pouzijeme kvadrat-
ickou aproximaci funkce f(x) na intervalu |a, b].

[ e =2t [sta 4 ar (S5 + ).

Predpokladejme nyni, Ze chceme aproximovat Fourierovu transformaci funkce f(z) po-
moci diskrétni Fourierovy transformace. Integral musi byt omezen a diskretizovan nésle-
dujicim zptsobem

N o Al R |
flu) = / e " f(x)dx =~ / e f(z)dx ~ = Z wi f ()™,
k=0

—o0 —A/2

kde z, = —A/2 + kA, A = A/(N — 1) je diskretizacni krok a wy, jsou vahy odpovi-
daji zvolenému integra¢nimu pravidlu (napiiklad pro lichobéznikové pravidlo je wy =
wy—1 = 1/2 a ostatni vahy jsou rovny 1).

2mn

Zvolme nyni u, = 3%, vidime, Ze dosazenim do posledni sumy dostavame diskrétni

Fourierovu transformaci
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Kapitola 2

Lévyho procesy

2.1 Stochastické procesy a filtrace

Definice 2.1.1. Necht (2, F, P) je uplny pravdépodobnostni prostor. Filtraci nazveme
systém o-algeber F = {F;},, jestlize plati:

FsCF a FelF,

pro vSechna 0 < s <t < 0.
F; tedy reprezentuje informaci dostupnou do casu t. Vidime, ze filtrace je neklesajici
systém vzhledem k inkluzi.

Definice 2.1.2. Systém nahodnych velicin X = {X;, 0 <t < T}, definovany na tplném
pravdépodobnostnim prostoru (€2, F, P), se nazyva stochasticky proces.

Rekneme, 7ze X je F-adaptovany, jestlize X; je Fi-méfitelnad pro kazdé t (znacime
X, € F).

Definice 2.1.3. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor s filtraci F a {X;} je F-
adaptovany proces. P¥irozenou filtraci stochastického procesu {X,;} nazveme systém
o-algeber {‘EX}»() takovy, Ze plati FX = o(X,; s <t)

Definice 2.1.4. Stochasticky proces X = {X;, t > 0} se nazyva martingal, jestlize
plati:

(a) X je F-adaptovany proces,
(b) E[|Xi|]] < oo pro kazdé t > 0,
(c) E[Xi|Fs] = X, P-skoro jisté (0 < s <t).

11



Definice 2.1.5. Necht f : [a,b] — R je realna funkce. Necht pro vSechna ¢ € (a, b] je f
zprava spojitd a ma vlastni limity zleva. Pak fikdme, Ze funkce f je cadlag.

Ztejmé kazda spojité funkce je cadlag, nebot je-li funkce spojita, pak je jisté spojita
zprava a ma vlastni limity zleva i zprava a ty se rovnaji.

Definice 2.1.6. Ozna¢me M(R) mnozinu v8ech borelovskych pravdépodobnostnich
mér na R. Rekneme, 7e p € M(R) ma n-tou konvolu¢ni odmocninu, jestlize exis-
tuje mira p'/™ € M(R), pro kterou plati (/)" = p'/™ % ... % pt/" = p.

Rekneme, ze € M(R) je nekone¢né délitelna, jestlize existuje jeji n-ta konvoluéni
odmocnina v M(R) pro kazdé n € N.

Necht X je ndhodné veli¢ina s hodnotami v R vzhledem k px. Rekneme, ze X je

nekonecné délitelna, jestlize pro kazdé n € N existuji nezavislé stejné rozdélené

nahodné veliciny Yl("), Y takove, ze
X:Yl(”)—i-...—i—Y(”)

n

Definice 2.1.7. Rekneme, 7e stochasticky proces X = {X;, t >0} definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, F, P) je Lévyho proces, jestlize

(a) XO =0 S.j.,

(b) X ma nezavislé prirastky, tj. pro kazdé ¢ > 0 a h > 0 je prirustek X, — X,
nezavisly na X, kdykoli s < ¢,

(c) X ma stacionarni piirustky, tj. pro kazdé h > 0 ma X, — X; stejné pravdépodob-
nostni rozdéleni jako X,

(d) X je stochasticky spojity, tj. pro kazdé a > 0 a pro kazdé s > 0 plati

1imP(|Xt — Xs| >a)=0.

(e) X ma cadlag trajektorie.

Véta 2.1.8. Je-li X = {X;, t >0} Lévyho proces, pak je X, nekonecné délitelnd
nahodnd velicina pro kazdé t > 0.

Diikaz. Oznac¢me X (t) = X;. Potom pro kazdé n € N muzeme psét:
X)) =YV + ...+ Y, (),

12



kde kt k—1)t
Yy () = X <_) _X (g> .
n n
Veli¢iny Yk(n) (t) jsou i.i.d. podle bodu b) a ¢) v definici Lévyho procesu. O

Definice 2.1.9. Rekneme, 7e Lévyho proces je subordinator, jestlize ma neklesajici
trajektorie.

Tedy je-li T'= {T'(t), t > 0} subordinator, tak plati
T(t) >0 sj. V>0,

T(tl) S T(tg) 8] th S tQ.

2.2 Priklady Lévyho procesii

2.2.1 Jednoduchy Poissoniiv proces

Definice 2.2.1. Rekneme, ze N = {N;, t >0} je Poissontiv proces s parametrem
intenzity A > 0, jestlize Ny = 0, ma nezavislé a stacionarni prirtstky a ty jsou fizeny
za Casovy interval s > 0 Poissonovym rozdélenim s parametrem (As). Velikost skoku se
rovna 1.

Ukazme si nyni, zZe Poissontiv proces je nekonecné délitelny. Méjme ndhodnou veli¢inu
X s Poissonovym rozdélenim s parametrem A. Plati

R (W) = dx(u) = 37 e — ¢ exp A = exp [A(e = — )]

Z toho vidime, Ze X je nekone¢né délitelnd ndhodna veli¢ina, kde kazdé Yj(n) (t) méa
Poissonovo rozdéleni s parametrem \/n.

Je zifejmé, ze Poissonuv proces je prikladem subordinatoru.
Pro graf Poissonova procesu a kompenzovaného Poissonova procesu viz Obréazek 2.1.
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Necht N = {N;, t > 0} je Poissonoviv proces s intenzitou A. Pro ngj plati
E[N|Fs] = E[N; — Ns + N;|Fy] = E[Ny — Ny|Fs| + E[Ns|Fs] =

= F[N; — N] + Ny = At — As + N,.
7, predchézejictho vypoctu tedy vyplyva, ze Poissontiv proces martingal neni. Pokud
ale budeme uvazovat kompenzovany proces N; — At, pak uvidime, Ze ten jiz martingal
bude.
E[N; — M| Fs] = E[N; — Ny + Ny — Mt|F,| = E[N; — Ng|F,| + E[Ng|Fs]—

—E[M|F,] = E[N, — NJJ+ Ny — At = Mt — As + N, — At = N, — As.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Obrazek 2.1: Poissontv proces a kompenzovany Poissontiv proces, A = 1

14



2.2.2 SloZeny Poissontiv proces

Definice 2.2.2. Necht N = {N;, ¢t > 0} je Poissontuv proces s parametrem intenzity
A > 0anecht Z;,i = 1,2, ... je posloupnost nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in nezavislych na N. Potom fekneme, 7e X = {X;, ¢t > 0}, kde

Ny

Xt:ZZk t>0,

k=1

je sloZzeny Poissontiv proces.

Pro graf slozeného Poissonova procesu viz Obrazek 2.2.

_35 1 1 1 1 1 1 1 1

Obrazek 2.2: Slozeny Poissontv proces, A = 1

2.2.3 Wienertuv proces

Definice 2.2.3. Rekneme, ze stochasticky proces W = {W;, t > 0} definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (€2, F, P) je Wienertv proces, jestlize

15



(a) Wy =0s.j.,

(b) W maé nezavislé prirustky,
(c) W ma stacionarni piirastky,
(d) Wiy — Wy ~ N(0, s).

Vzdy budeme piedpokladat, Ze pracujeme s pFirozenou filtraci F = FW = {F,,0 <t <
T} procesu W. Prirtustky Wy, s — W, jsou nezavislé na F;.

ED T T T T T T T T T

_SD 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 A 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
Obrazek 2.3: Wieneriv proces

Mgjme nynf nahodnou veli¢inu W,. Vime, ze W, ~ N(0,02), kde 02 = s. Tedy pro jeji
hustotu plati

ult) = (1) = ——exp (—%) |

oV 2m
Na tuto hustotu pouzijeme Fourierovu transformaci a dostaneme charakteristickou

funkeci W,
A / L . ( S'32)e (i) d
= | ——exp| —— | exp (itz) dz =
1% e 0/2n p 952 p

16



1 2 2 Qt '2t2_ '2t2
_ /exp( x? + 2ic*te + (io%t) (w)>dx:
R

oV 2w 202

olt? 1 / —(z —ic*t)? g o?t?
=exp | ——— exp| ————|de=exp|——|.
P\7202 ) ovor Jo P 202 Pl7

Tedy i Wienertuv proces je nekonec¢né délitelny.

Pro graf Wienerova procesu viz Obréazek 2.3.

Lze dokazat, ze Wieneriv proces mé spojité trajektorie, tzn. W, je spojitou funkci
proménné t. Tyto trajektorie vSak nejsou v zddném bodé diferencovatelné. Lze také
dokazat, ze na kazdém intervalu maji trajektorie Wienerova procesu nekonecnou variaci.

Dale plati
P (suth =40 a igEWt = —oo) = 1.

t>0

Z toho vidime, ze hodnoty Wienerova procesu osciluji mezi kladnymi a zapornymi
hodnotami.

Méjme Wienertuv proces W = {W;,t > 0}, pak plati
EWi|F| = E[Wy — Wi + W F| = E[W, — W,|F] + E[W,|F| =

= E[W, = W)+ W, =0+ W, = W..

A tedy Wieneruv proces je podle definice martingal.

2.2.4 Gamma proces

Hustota rozdéleni Gamma(a, b) s parametry a > 0 a b > 0 je dana vztahem

a

f(z;a,b) = F(a)x“_l exp(—zb), x> 0.

Dosazenim této funkce do Fourierovy transformace ziskdme charakteristickou funkci

tohoto rozdéleni ,
_iu

Blusa,b) = (1- 257

Tatko definovana funkce je zfejmé nekonecné délitelna.

17



Definice 2.2.4. Rekneme, ze stochasticky proces X = {X;, ¢t > 0} definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) je Gamma proces, jestlize Xy = 0 s.j. a
X ma nezavislé a stacionarni prirtstky, které jsou rizeny gamma rozdélenim s parame-
try a a b.

Zfejmé je gamma proces subordinator.

Pro graf gamma procesu viz Obrazek 2.4.

1DD T T T T T T T T T

a0 - E

a0 - -

70+ .

al - -

40t 1

30 -

20 - .

0 A 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
Obréazek 2.4: Gamma proces, a = b = 1/2

2.2.5 Variance gamma proces

Definice 2.2.5. M¢jme ndhodnou veli¢inu, ktera se 1idi variance gamma rozdélenim s
parametry o, v, 0, zna¢ime VG(o, v, 0); jeji charakteristicka funkce je tvaru

1
dve(u) = (1 —dubr + §O2Vu2)_1/y

18



Toto rozdéleni je nekonecné délitelné. Definujme variance gamma proces X =
{X(t), t > 0} jako proces, pro ktery plati Xy = 0 s.j., X ma nezavislé¢ a stacionarni
prirastky a pro ktery ma prirustek Xy, — X rozdéleni VG(ov/t,v/t,t0).

Lze také ukazat, Zze VG proces muze byt alternativné vyjadren jako rozdil dvou nezavis-
lIych gamma procest.

Nebo jej muzeme vyjadrit jako Wienertav proces, jehoz ¢as je rizen gamma rozdélenim.
Je také zajimavé si uvédomit, ze slozeny Poissontiv proces je specidlnim piipadem vari-
ance gamma procesu.

Pro volbu parametru € blizko 0 dostavame Wieneriiv proces a naopak volbou 6 adekvatné
k parametru A\ ziskdvame slozeny Poissoniiv proces.

Pro graf variance gamma procesu viz Obrézek 2.5.
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Obrézek 2.5: Varianéni gamma proces, o = 10, v = 1/3, 6 = 10
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2.3 Lévy-Khintchinova véta

Méjme nyni Lévyho proces X = {X(t), t > 0}. Zadefinujme si pro kazdé ¢ > 0 veli¢inu
AX(t) = X(t) — X (t7) jako velikost skoku procesu. Ziejmé AX (t) =0 Vt > 0, ma-li
proces spojité trajektorie.

Necht U € B(R), potom definujeme Poissonovu ndhodnou miru jako

N(t,U) = Z Tiax(s)evy-

0<s<t

Néekdy je tato mira také nazyvana jako skokova mira. Muzeme si ji pfedstavit jako pocet
skokt procesu, jejichz velikost se vejde do mnoziny U. Jeji diferecnialni formu muzeme
psat ve tvaru N(dt,dz), t> 0,z € R,y.
Mame-li Poissonovu ndhodnou miru, tak muzeme dale definovat Lévyho miru procesu
jako

v(U)=E[N(1,U)], U € B(Ry).

Dilezité je zminit, Ze v nemusi byt nutné kone¢né mira, miize totiz platit
min(1,|z|)v(dz) = co.
Ro
Toto miize nastat, kdyz mé proces nespocetné mnoho skokt malé velikosti.
Na druhou stranu ale vzdy musi platit
min(1, 2*)v(dz) < oco. (2.1)
Ro

Véta 2.3.1 (Lévy-Khintchinova). (i) Necht X = {X(t), t > 0} je Lévyho proces.
Potom jeho charakteristicka funkce je tvaru

E[eX0] = YWy e R, (2.2)

kde

U(u) =iou — %UZUQ + /||<1(ei“2 — 1 —duz)v(dz) +/ (" —1)v(dz), (2.3)

|z]>1

piicemZ parametry o € R a 0? > 0 jsou konstantni a v je Lévyho mira spliiugici

(2.1).

(ii) Naopak, existuji-li konstanty o € R, 0 > 0 a Lévyho mira v, potom existuje Lévyho
proces X takovy, Ze spliiuge (2.2) a (2.3).
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Diikaz. Viz [1], theorem 1.2.14 O

Funkce W(u) ve vzorci (2.2) se nazyva charakteristicky exponent Lévyho procesu.

Lévy-Khintchinova véta nam tedy umozinuje libovolny Lévyho proces jednoznacéné pop-
sat pomoci tzv. charakteristického tripletu (o, o,v), kde « je takzvana driftova cast, o
je difuzni ¢ast a v popisuje charakteristiku skokt procesu. A naopak, méame-li zadany
takovyto triplet, vime, Ze k nému existuje praveé jeden Lévyho proces, ktery mé pozadované
vlastnosti.

Véta 2.3.2 (Lévy-Itoéova véta o dekompozici). Necht X = {X;, t > 0} je Lévyho pro-
ces. Potom X; splnuje ndsledujici rovnici

t _ t
Xy =amt+ oW, +/ / zN(ds,dz) +/ / zN(ds, dz),
0 Jlz|<1 0 Jlz|>1

kde a1,0 € R, W = {W(t), t >0} je standardni Wieneriv proces a N(dt,dz) =
N(dt,dz) — v(dz)dt je kompenzovand Poissonova ndhodnd mira.
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Obrazek 2.6: Soucet Wienerova a slozeného Poissonova procesu

Proces definovany jako soucet Wienerova a slozeného Poissonova procesu s parametrem
A mé charakteristicky Lévyho triplet tvaru (0, o, Ad;(dx)).
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Kapitola 3
Ocenovani opci

V tomto oddile se budeme vénovat metodé ocenovéani evropskych opci pomoci Fourierovy
transformace tak, jak je popséna v [2| a [3]. Odvodime analytické vyjadieni FT ceny
opce.

Uvazujme finan¢ni trh bez arbitraze, kde jsou hodnoty podkladovych aktiv modelovany
stochastickym procesem S = {S(t),0 <t < T}, F; reprezentuje historii vyvoje aktiva
Sal= e~ S, znac¢i diskontovanou hodnotu aktiva pii pevné trokové mire r. Pfedpok-
ladejme, Ze se pohybujeme v rizikové neutralnim prostiedi. Ozna¢me k£ = In K, kde K
je realiza¢ni cena (strike) opce. Necht Cr(k) je pozadovana hodnota evropské call opce
s realiza¢ni cenou exp(k) a ¢asem maturity 7.

Dynamiku vyvoje ceny akcie vyjadieme zaménénim Wienerova procesu ve standard-
nim Black-Scholesovu modelu za variance gamma proces. Necht je statisticky proces
pro cenu akcie dan jako

S(t) = S(0)exp(rt + X (t;0,v,0) + wt),
kde w = L1In(1 — 6v — 0?1 /2).
Hodnota evropské call opce se strikem K a ¢asem maturity 7" je standardné definovana
jako
Cr(K) = e "™ E[max(S(T) — K,0)].

Analytické vyjadfeni ceny opce pomoci VG procesu muzeme nalézt ve ¢lanku [3]. Autori

dokéazali, ze plati
1—¢ v T
K) = U|d i
Cr(K) = 5(0) ( . ,<a+s>,/1_cl,y>
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kde
o 0
S == 2 ) a - ;‘97
Y v
1+(3)"%
v(a+ s)? va?
L= Co = —
1 9 ) 2 9 )

d:%[ln (%) +rT+%1nG:2)}

AR exp(sign(a)c)(1l + u)? 1+ u .
V2L (y)y K100 (% L= 1+ T sign(a)c(l + u)) -

3 exp(sign(a)c)(1 + )+

V()1 +4)

a pro funkci ¥ plati

U(a,b,) =

. 1+u .
sign(a) @8 (14917245 1Y —sign(a)e(1 +)) +

2

, 3 exp(sign(a)c)(1 + u) < I+u )
+ sign(a K _1(e)P (v, 11—, 1+ ——, —sign(a)c(l +u) |,

gn(a) N -3 (@@ 7 1= 14y — gn(a)c(l +u)
kde

b
c=lalvV24+b a u=

Funkce ® je definovana jako

(D(O{7/877;x7y> =

1
/ w1 —u) 71— uz) P exp(uy)du.
0

Jeste doplhme, ze K, () je tzv. modifikovana Besselova funkce druhého druhu, kterou
je mozné dostat jako feSeni modifikované Besselovy diferencialni rovnice. Plati pro ni

ml_o(2) — La(z)

Ka(w) = 2 sin(ar)

kde I,(x) je modifikovana Besselova funkce prvniho druhu, ktera je zavedena jako

L =(3) X n!r<£j>a +1)°

n=0
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3.1 Fourierova transformace ceny opce

Necht gr(s) je rizikové neutrélni hustota sy = InSr, kde Sy je cena podkladového
aktiva v ¢ase T'. Charakteristicka funkce sy je poté definovana jako:

gr(u) = ¢r(u) = /_Z e qr(s)ds.
V ¢ase 0 je hodnota Cr(k) vzhledem k rizikové neutralni hustoté gr(s) vyjadiena jako
Cr(k) =e ™ E[Sy — K|" = e ™ E[e’” — Mt =7 /OO (e — M) rgr(s)ds =
_ /k T e T (e — F)gr(s)ds.
Vsimnéme si nyni, co se déje s Cr(k), pokud k — —oo0.
Jim Cr(k) = lim ; e (e’ — e")gr(s)ds = / Z e (e*)qr(s)ds =

= e "TE[e’T] = e T E[Sr] = S).

7 vypoctu vyplyva, Ze takto zavedend funkce neni L? integrovatelna, coz nam znemoziuje
pozdéjsi pouziti inverzni Fourierovy transformace. Zadefinujme tedy modifikovanou
cenu opce jako

cr(k) = exp(ak)Cr(k), a > 0.

Pro takto upravenou funkci vezméme jako fakt, ze jeji kvadrat jiz je integrovatelny pres
celé R v k. Pozdéji se jesté vratime k volbé a.
Uvazujme nyni Fourierovu transformaci nasi modifikované funkce cr (k)

r(v) :/ ei”ch(k:)dk:/ ewk/ e* e (ef — eM)gp(s)dsdk =
00 —00 k

= / / e ek ek (ef — M) qp(s)dsdk = / / e ek ek (ef — M) gp(s)dkds =
—0o JE —00 J —0c0

_ / e—rTqT(S) / (es—i-ak o 6(1+a)k)eivkdkd8 _

[e.9] —0o0

00 s  k(a+iv) k(l+a+iv) 7%
T ee e
= e S — ds =
/_ qTU{ R 1+a+iv}_oo

[e.e]
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00 . es(1+a+iv) es(1+a+iv)
— -r — d —
/Ooe qT(S)[ o+ 1w 1—|—a+iv} °

_ eirT /OO es(1+a+iv)qT(8)d8 _ eirTQS(U - ((l/ + 1)2) (3 1)
a?+a—v2+i(2a+ 1) a?+a—v2+i2a+1)v

—0o0
Tedy jsme dostali analytické vyjadieni charakteristické funkce cr (k).
Nyni jiz ziskdme zpét Cr(k) metodou inverzni Fourierovy transformace:

—ak —ak

Cr(k) = cp(k)e=ok = & /_ ity (v)d = & /0 Tt ()de. (3.2)

2 o T

Druhéa rovnost plati, nebot Cr(k) je realné funkce, coz implikuje, ze ¥r(v) je suda ve
své imaginarni slozce a lichd v realné ¢asti.

Vratme se nyni k volbé parametru «. Aby byla modifikovana cena opce integrovatelna
pres R* v k, staci, aby byla splnéna podminka, ze ¥ (0) je konefné. Z vyjadieni (3.1)
vidime, ze 1(0) je konetné, pravé kdyz ¢(—(a + 1)i) je kone¢né. Z definice charakteri-
stické funkce tedy musi platit

d(—(a +1)i) = E[ef-D@+Dsr] — plesr(etl)] — B[Satl] < oo, (3.3)
Nyni uZ jen zbyva efektivné spocitat (3.2).

K tomu nam poslouzi numerickd metoda Rychlé Fourierovy transformace (dale jen
FFT). Je to efektivni cesta, jak spocitat sumu (1.5). Pfimé vyjadfeni této sumy ma
naro¢nost O(N?), zatimco pouziti FFT poskytuje sloZitost pouze fadu O(N log N)

Pouzitim lichobéznikového pravidla na integral na pravé strané vyrazu (3.2) a poloZzenim
v; =n(j — 1), dostavame aproximaci pro Cr(k) jako

N
exp(—ak ivs
CT(]{I) =~ % Z e ]k1/JT(Uj)77. (34)
j=1
Efektivni horni limit pro integraci je nyni
a= Nn.

Zavedme ekvidistantni déleni na tseky délky A, tedy hodnoty pro logaritmus striku k
budou
k,=—-b+ Au—1), u=1,...,N. (3.5)
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Tedy k, probiha interval od —b do b, kde

N
b= —.
2
Vhodnou volbou A miizeme nase déleni udélat hustsi nebo T1idsi a podle potfeby se
priblizit pozadovanému striku.
Dosazenim (3.5) do (3.4) dostavame

exp(=aky) e~ Wi VA= () w=1,...,N. (3.6)

Mz

CT(ku)

Jj=1

Uvédomime-li si, ze v; = (j — 1)n, mizeme psat
Cr(ky) ~ exp— Zeﬂm DEDebvig (v w=1,...,N.  (3.7)

Abychom dostali presny tvar diskrétni Fourierovy transformace, musi platit

A= —.
TN
Nyni je zfejmé, Ze kdyZ zvolime malé n, abychom dostali hustou sit bodu pro integraci,
tak se zvétsi mezery v déleni logaritmi striku. My chceme ziskat presnou aproximaci in-
tegralu i pro volbu vétsich 7, a proto do nasi sumace zapracujeme Simpsonovo pravidlo.
Dostavame

N

P 7 ROy o) (3 4 (1)~ 6), (89)

Jj=1

Cr(k,) =
kde d;_1 je Kroneckerovo delta.

3.2 Porovnani s jinymi metodami

V tomto oddilu ukazeme, jak se lisi rychlost vypoctu ceny opce podle pouzité metody.
Testovali jsme tTi rizné metody: rychlou Fourierovu transformaci, analytické vyjadieni
ceny opce uvedené ve ¢lanku [3] a metodu Monte Carlo.

Vsechny implementace byly provedeny v matematickém programu MATLAB. Jako
parametry pro nase modely jsme zvolili
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o v ¢ | TS0 | K| « r
0.1210.16 | -0.33 | 1 | 100 | 75 | 1.1 | 0.05

Pocitali jsme 160 raznych hodnot striku a porovnavali jsme ¢as nutny k vypoctu ve
vSech tif metodéach. Vysledky pouzitych metod shrnuje nasledjici tabulka, v niz je vzdy
uveden CPU ¢as nutny k vyhodnoceni daného algoritmu.

metoda ¢as v sekundach
FFT 6.35
analytické vyjadreni 22.06
Monte Carlo 75.14

Z uvedenych vysledki vyplyva, ze metoda pouziti FF'T je vice nez tiikrat rychlejsi, nez
metoda ocenéni pomoci analytického vyjadieni ceny opce. Vysledné ceny opci se od
sebe nelisi o vice nez 0.01.

Zavérem tedy muzeme shrnout, zZe metoda ryhlé Fourierovy transformace je efektivnim
nastrojem pro ocenovani opci.
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