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Děkuji vedoućımu moj́ı bakalářské práce panu docentu Martinu Klazarovi
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V Praze dne 28.5.2009 Jaroslav Hančl
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Prolog

V předložené práci se zabýváme inverzńım problémem aditivńı teorie č́ısel.
To znamená, že se snaž́ıme co nejlépe popsat množiny přirozených č́ısel A,
známe-li nějakou charakteristickou vlastnost jejich násobk̊u hA. Zaob́ırejme
se pouze př́ıpadem h = 2. Většina d̊ukaz̊u uvedených v této práci neńı
p̊uvodńıch, jsou převzaté z knihy [1] od M. B. Nathansona.

V prvńı kapitole si nejprve ukážeme nejlepš́ı možné odhady velikosti
množiny A+B a poté si dokonale charakterizujeme množiny A s vlastnost́ı
|2A| = 2|A| − 1. Ke konci kapitoly se budeme věnovat Freimanově větě pro
ty abelovské grupy G, ve kterých je řád každého prvku omezený konstantou
r. Dokážeme si tedy pro libovolnou konstantu c, že takovýchto grupách G je
každá konečná množina A splňuj́ıćı |A + B| ≤ c|A| již nutně podmnožinou
grupy I, jej́ıž velikost je |I| ≤ c2rc

4|B|.
Následuj́ıćı kapitola slouž́ı k zavedeńı pojmů potřebných k d̊ukazu Fre-

imanovy věty. V sekci 2.1 zadefinujeme multidimenzionálńı aritmetické po-
sloupnosti (MAP) a ukážeme si mimo jiné, že součet a rozd́ıl MAP je MAP.
Druhá sekce 2.2 je věnovaná Freimanově izomorfismu a jeho vlastnostem.
Např́ıklad se zde dozv́ıme, že Freiman̊uv izomorfismus zachovává vlastńı
MAP. Ve třet́ı sekci 2.3 si ukážeme jednoduché vlastnosti komplexńıch č́ısel
na jednotkové kružnici.

Posledńı a nejd̊uležitěǰśı kapitola zač́ıná zněńım Freimanovy věty, kterou
prvńı v roce 1964 dokázal G. A. Freiman, zde však uvedeme d̊ukaz I. Z.
Ruszy. Freimanova věta, že pro libovolnou konstantu c existuj́ı l a n takové,
že každá konečná množina přirozených č́ısel A s vlastnost́ı |2A| ≤ c|A| je
obsažena v nějaké n-dimenzionálńı aritmetické posloupnosti délky nejvýše
l|A|. V následuj́ıćıch sekćıch 3.2 a 3.3 je proveden d̊ukaz. Ten zač́ıná Bo-
goljubovou větou a jej́ı aplikaćı, jež garantuje existenci dostatečně velké
MAP v množině 2A−2A, pokračuje Ruszovou metodu až je dokázáno mı́rně
obecněǰśı tvrzeńı, jehož d̊usledkem je Freimanova věta. Toto tvrzeńı je ještě
zobecněno do beztorzńıch grup. Posledńı sekce 3.4 uvád́ı dvě aplikace pro
existenci aritmetických posloupnost́ı v jistých množinách přirozených č́ısel.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Něco málo o součtech množin

Aditivńı teorie č́ısel je obor matematiky zkoumaj́ıćı součty množin celých
nebo přirozených č́ısel. Pod pojmem množina přirozených č́ısel budeme ro-
zumět množinu

N = {1, 2, 3, . . . } .

Bud’ h ≥ 2 a A1, A2, . . . , Ah množiny přirozených č́ısel. Součtem množin

A1 + A2 + · · ·+ Ah

budeme rozumět množinu všech č́ısel tvaru a1 + a2 + · · · + ah, kde ai ∈ Ai
pro i = 1, 2, . . . , h. Jestliže bude Ai = A pro i = 1, 2, . . . , h, poté budeme
značit součet množin A1 +A2 + · · ·+Ah jednodušeji symbolem hA. Obecněji,
součty množin mohou být definovány v libovolných abelovských grupách, a
to úplně stejně jako pro množiny přirozených č́ısel. Abelovskou grupou G
s operaćı ◦ rozumı́me grupu (G, ◦) ve které je operace ◦ komutativńı (tj.
a ◦ b = b ◦ a pro libovolné a, b ∈ G).

Necht’ A a B jsou množiny přirozených č́ısel. Symbolem |A| budeme
značit velikost (kardinalitu) množiny A. Dále definujme rozd́ılovou množinu
A−B následovně:

A−B = {a− b | a ∈ A, b ∈ B} .

Pro přirozená č́ısla c a d budeme dále značit

c± A = {c} ± A
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a
d ∗ A = {da | a ∈ A} .

Dva základńı problémy, se kterými se v aditivńı teorii č́ısel nemůžete
minout jsou př́ımý a inverzńı problém:

Př́ımý problém zkoumá vlastnosti množiny hA, je-li známá množina A.
Např́ıklad, bude-li M množina všech druhých mocnin přirozených č́ısel s
nulou, poté Lagrangeova věta o čtyřech čtverćıch tvrd́ı, že množina 4M jsou
již všechna přirozená č́ısla.

Naproti tomu inverzńı problém se snaž́ı popsat množinu A, umı́-li cha-
rakterizovat množinu hA. Hezký př́ıklad nám mohou poskytnout množiny
pro něž plat́ı vztah |2A| = 2|A| − 1, jelikož každá množina A splňuj́ıćı tuto
vlastnost již nutně muśı být aritmetická posloupnost. Důkaz tohoto tvrzeńı
si ukážeme v následuj́ıćı kapitole.

1.2 Př́ıpad |2A| = 2|A| − 1

V této sekci zjist́ıme, jak vypadaj́ı množiny A, pro které plat́ı vztah |2A| =
2|A| − 1. Dokážeme si také odhady pro velikost množiny |A + B|, známe-li
velikosti množin A a B.

Bud’ k a d přirozená č́ısla a a č́ıslo celé. Aritmetickou posloupnost́ı délky
k s diferenćı d a počátečńım členem a budeme rozumět množinu

{a, a+ d, a+ 2d, . . . , a+ (k − 1)d} = a+ d ∗ [0, k − 1],

kde [0, k − 1] znač́ı interval celých č́ısel od 0 do (k − 1).

Věta 1.2.1 Necht’ A a B jsou konečné množiny přirozených č́ısel, pak

|A|+ |B| − 1 ≤ |A+B| ≤ |A||B|.

D̊ukaz. Označme si A = {a0, a1, . . . , ak−1} a B = {b0, b1, . . . , bl−1}, kde a0 <
a1 < · · · < ak−1 a b0 < b1 < · · · < bl−1. Součet A+B zajisté obsahuje r̊uzné
prvky

a0 + b0 < a0 + b1 < a0 + b2 < · · · < a0 + bl−1

< a1 + bl−1 < a2 + bl−1 < · · · < ak−1 + bl−1,

a proto
|A+B| ≥ (l − 1) + k = k + l − 1 = |A|+ |B| − 1.

Horńı odhad dostaneme z faktu, že počet výraz̊u formy a + b, kde a ∈ A a
b ∈ B je právě |A||B|.
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Poznámka 1.2.2. Oba tyto odhady jsou nejlepš́ı možné. Je jednoduché
ověřit, že pro A = [0, k− 1] a B = [0, l− 1] plat́ı |A+B| = [0, k+ l− 2], což
dává rovnost |A+B| = |A|+ |B| − 1.

Pro horńı odhad to bude malinko složitěǰśı. Je-liA = k aB = l, definujme
ai = li pro i = 0, 1, . . . , k − 1 a B = [0, l − 1]. Pak |A + B| = [0, kl − 1] a
tedy plat́ı |A+B| = |A||B|.

Věta 1.2.3 Jestlǐze pro konečnou množinu přirozených č́ısel A plat́ı |2A| =
2|A| − 1, pak A je aritmetická posloupnost.

D̊ukaz. Označme
A = {a0, a1, . . . , ak−1} ,

kde
a0 < a1 < · · · < ak−1.

Dı́ky našemu uspořádáńı množina 2A má 2|A| − 1 r̊uzných prvk̊u

a0 + a0 < a0 + a1 < a1 + a1 < a1 + a2 < a2 + a2 < a2 + a3 < · · ·
< ak−2 + ak−2 < ak−2 + ak−1 < ak−1 + ak−1,

jenže také 2|A| − 1 r̊uzných prvk̊u

a0 + a0 < a0 + a1 < a0 + a2 < a1 + a2 < a1 + a3 < a2 + a3 < · · ·
< ak−3 + ak−1 < ak−2 + ak−1 < ak−1 + ak−1.

Pokud má množina 2A mı́t právě 2|A| − 1 prvk̊u, muśı se rovnat př́ıslušné
prvky v obou uspořádáńıch rovnat, tedy

2ai = ai−1 + ai+1

pro i = 1, 2, . . . , k − 2. A tud́ıž máme

ai − ai−1 = ai+1 − ai
pro i = 1, 2, . . . , k − 2. Proto sousedńı prvky A jsou od sebe vždy stejně
vzdálené, což znamená, že A je aritmetická posloupnost.

Poznámka 1.2.4. Obě předchoźı věty se daj́ı zobecnit pro soubormmnožin
A1, A2, . . . , Am. Důkazy by se provedly obdobně.

Jednoduše se dá také popsat velikost množiny mA, pokud v A tvoř́ı
aritmetickou posloupnost všechny členy až na ten největš́ı. Dobře je také
známý popis množin, jejichž dvojnásobek (tj. množina 2A) má vlastnost
|2A| ≤ 3|A| − 4. Všechny tyto výsledky naleznete v knize [1] postupně na
stranách 18 a 21.
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1.3 Analogie Freimanovy věty

Než přejdeme k Freimanově větě, dokážeme si jej́ı obdobu pro tř́ıdu komu-
tativńıch grup, v nichž řád každého prvku je omezený č́ıslem r. Přestože
se t́ımto dodatečným předpokladem d̊ukaz velice zjednoduš́ı, budeme už
potřebovat složitěǰśı aparát v podobě následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 1.3.1 Bud’ G abelovská grupa a α reálné č́ıslo. Mějme A,B ⊂ G
takové, že |B| = n a |A + B| ≤ αn. Pak pro libovolné přirozené č́ısla k a l
plat́ı vztah

|kA− lA| ≤ αk+ln.

Důkaz tohoto lemmatu neńı jednoduchý. Je založen na teorii graf̊u a
Plünneckeho nerovnosti, proto ho zde nebudeme uvádět. Lze ho naj́ıt v
knihách [1] na straně 219 a [3] na straně 269.

Věta 1.3.2 Bud’ r ≥ 2 přirozené č́ıslo, α reálné č́ıslo a G abelovská grupa,
jej́ı̌z každý prvek má řád nejvýše r. Bud’te A,B ⊂ G dvě konečné množiny
takové, že |A| = |B| = n a |A + B| ≤ αn. Pak A je obsaženo v podgrupě I
grupy G takové, že

|I| ≤ f(r, α)n,

kde
f(r, α) = α2rα

4

.

Nav́ıc, tato grupa I je grupa generovaná množinou A.

D̊ukaz. Nalezněme maximálńı soubor B = {b1, b2, . . . , bk} ⊂ G takový, že
bi ∈ 2A−A a bi−A jsou po dvou disjunktńı pro i = 1, 2, . . . , k. Jelikož plat́ı
bi − A ⊆ 2A− 2A, proto

kn = k|A| =

∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

(bi − A)

∣∣∣∣∣ ≤ |2A− 2A|.

Podle předešlého Lemmatu 1.3.1 máme

|2A− 2A| ≤ α4n,

č́ımž dostáváme odhad
k ≤ α4. (1.1)

9



Vezměme libovolné x ∈ 2A−A. Protože soubor B byl maximálńı, existuje
index i takový, že

(x− A) ∩ (bi − A) 6= ∅.

To znamená, že pro nějaké a1, a2 ∈ A plat́ı x− a1 = bi − a2, neboli

x = bi + a1 − a2 ∈ bi + A− A.

Dostáváme tedy

2A− A ⊆
k⋃
i=1

(bi + A− A) = B + A− A. (1.2)

Nyńı dokážeme indukćı vztah

jA− A ⊆ (j − 1)B + A− A. (1.3)

Pro j = 2 je to již dokázaná rovnost (1.2), soustřed’me se tedy na indukčńı
krok. Plat́ı

(j + 1)A− A = (2A− A) + (j − 1)A

(1.2)

⊆ B + A− A+ (j − 1)A

= B + jA− A
indukce

⊆ B + (j − 1)B + A− A
= jB + A− A,

což jsme chtěli dokázat.
Označme postupně I a J podgrupy G, které jsou generovány množinami

A a B. Z tvrzeńı (1.3) máme

jA− A ⊆ (j − 1)B + A− A ⊆ J + A− A. (1.4)

Protože každý prvek v G má konečný řád, plat́ı také

∞⋃
j=1

(jA− A) = I. (1.5)
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Z předchoźıch dvou vztah̊u (1.4) a (1.5) plyne

I ⊆ J + A− A. (1.6)

Jelikož J je generováno k prvky s řádem nejvýše r a k je odhadnuté podle
(1.1), plat́ı

|J | ≤ rk ≤ rα
4

, (1.7)

Dále v́ıme dle Lemmatu 1.3.1, že |A−A| ≤ α2n, což společně s (1.6) a (1.7)
dává kýžený výsledek

|I| ≤ |J ||A− A| ≤ α2rα
4

n.

Domněnka 1.3.3 (Marton). Odhad f(r, α) = α2rα
4

zdaleka neńı nejlepš́ım
možným. Již v malých př́ıpadech roste nesrovnatelně rychleji než velikost
největš́ı podgrupy z předchoźı věty. Katalin Marton vyslovila domněnku, že
|I| ≤ rCαn s vhodnou konstantou C. Problém se však zdá býti kompliko-
vaným, nebot’ tato domněnka doposud nebyla dokázána ani vyvrácena.
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Kapitola 2

Př́ıprava na d̊ukaz Freimanovy
věty

2.1 Multidimenzionálńı aritmetické posloup-

nosti

V této sekci si pojem aritmetická posloupnost rozš́ı̌ŕıme na obecněǰśı pojem
multidimenzionálńı aritmetická posloupnost. V těchto obecněǰśıch posloup-
nostech se již nebude vyskytovat pouze jedna diference, ale hned několik
diferenćı. V druhé části si ukážeme základńı vlastnosti těchto posloupnost́ı.

Pro n ∈ N bud’te a, d1, d2, . . . , dn ne nutně r̊uzné prvky abelovské grupy
G a l1, l2, . . . , ln přirozená č́ısla. Množinu

Q = {a+ t1d1 + t2d2 + · · ·+ tndn : 0 ≤ ti < li pro i = 1, 2, . . . , n}

nazvěme n-dimenzionálńı aritmetickou posloupnost́ı v abelovské grupě G a
jednoduše značme

Q = Q(a; d1, d2, . . . , dn; l1, l2, . . . , ln).

Č́ısla di pro i = 1, 2, . . . , n budeme nazývat diferencemi Q. Bude-li Q multi-
dimenzionálńı aritmetická posloupnost, pak jej́ı délkou l(Q) budeme rozumět
č́ıslo

l(Q) = l1l2 · · · ln.

Multidimenzionálńı aritmetickou posloupnost Q nazveme vlastńı, jestliže
|Q| = l(Q), v opačném př́ıpadě budeme hovořit o nevlastńı multidimen-

12



zionálńı aritmetické posloupnosti. To jinak řečeno znamená, že některý pr-
vek Q lze napsat jako součet diferenćı (s možnou násobnost́ı omezenou hod-
notami li) v́ıce r̊uznými zp̊usoby. Proto reprezentace množiny aritmetickou
posloupnost́ı neńı jednoznačná. Reprezentaćı může být v́ıce, mohou se lǐsit
dimenźı, nebo délkou.

Následuj́ıćı sada tvrzeńı nám shrnuj́ı některé jednoduché vlastnosti mul-
tidimenzionálńıch aritmetických posloupnost́ı.

Tvrzeńı 2.1.1 Bud’ G abelovská grupa a v ńı dvě multidimenzionálńı arit-
metické posloupnosti Q a Q′ o dimenźıch n a n′ a délkách l a l′. Pak
Q+Q′ je multidimenzionálńı aritmetická posloupnost dimenze n+n′ a délky
l(Q+Q′) = ll′.

D̊ukaz. Označme si posloupnosti Q a Q′ následovně:

Q = Q(a; d1, d2, . . . , dn; l1, l2, . . . , ln),

Q′ = Q′(a′; d′1, d
′
2, . . . , d

′
n; l′1, l

′
2, . . . , l

′
n′).

Potom posloupnost Q+Q′ můžeme zapsat jako

Q+Q′ = {a+ t1d1 + t2d2 + · · ·+ tndn + a′ + t′1d
′
1 + t′2d

′
2 + · · ·+ t′n′d

′
n′ :

0 ≤ ti < li a 0 ≤ t′j < l′j pro i = 1, 2, . . . , n a j = 1, 2, . . . , n′},

což se dá chápat také jako

Q(a+ a′; d1, d2, . . . , dn, d
′
1, d
′
2, . . . , d

′
n′ ; l1, l2, . . . , ln, l

′
1, l
′
2, . . . , l

′
n′).

A proto Q+Q′ je aritmetická posloupnost dimenze n+ n′ a délky

l(Q+Q′) = l1l2 · · · lnl′1l′2 · · · l′n′ = l(Q)l(Q′) = ll′.

Tvrzeńı 2.1.2 Bud’ G abelovská grupa a v ńı bud’ Q multidimenzionálńı
aritmetická posloupnost dimenze n a délky l. Pak Q − Q je multidimen-
zionálńı aritmetická posloupnost dimenze n, která má délku l(Q−Q) < 2nl.

D̊ukaz. Označ́ıme-li si Q = Q(a; d1, d2, . . . , dn; l1, l2, . . . , ln), můžeme po-
dobně jako v předešlém d̊ukazu psát

Q−Q = {s1d1 + s2d2 + · · ·+ sndn, kde − li < si < li pro i = 1, 2, . . . , n} .
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Abychom Q−Q mohli reprezentovat jako multidimenzionálńı aritmetickou
posloupnost, definujme

b = −
n∑
i=1

(li − 1)di

a
ki = 2li − 1,

protože pak

Q−Q = {b+ s1d1 + s2d2 + · · ·+ sndn, kde 0 ≤ si < ki pro i = 1, 2, . . . , n} .

To neznamená nic jiného než že Q−Q je aritmetická posloupnost dimenze
n, jej́ıž délka je ze shora odhadnutá

l(Q−Q) = k1k2 · · · kn < 2nl1l2 · · · ln = 2nl(Q),

což jsme chtěli dokázat.

Tvrzeńı 2.1.3 Bud’ G abelovská grupa, h ≥ 2 přirozené č́ıslo a Q vlastńı
multidimenzionálńı aritmetická posloupnost dimenze n a délky l v G. Potom
l(hQ) < hn|Q|.

D̊ukaz. Při označeńı Q = Q(a; d1, d2, . . . , dn; l1, l2, . . . , ln) máme

hQ = Q(ha; d1, d2, . . . , dn;h(l1 − 1) + 1, h(l2 − 1) + 1, . . . , h(ln − 1) + 1).

Proto můžeme jednoduše odhadnout délku hQ shora

l(hQ) =
n∏
i=1

(h(li − 1) + 1) <
n∏
i=1

hli = hn
n∏
i=1

li = hnl(Q) = hn|Q|,

což jsme chtěli dokázat.

Tvrzeńı 2.1.4 Je-li F konečná podmnožina abelovské grupy G, pak F je
podmnožinou nějaké multidimenzionálńı aritmetické posloupnosti dimenze
|F | a délky 2|F |.

D̊ukaz. Bud’ |F | = n a F = {f1, f2, . . . , fn}. Pak množina

Q = Q(0; f1, f2, . . . , fn; 2, 2, . . . , 2)

je zajisté aritmetická posloupnost dimenze n, která má délku l(Q) = 2n a
obsahuje F jako podmnožinu.
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2.2 Freiman̊uv izomorfismus

Podstatnou roli v d̊ukazu Freimanovy věty hraje také Freimanem zavedený
Freiman̊uv izomorfismus. Jedná se o izomorfismus, který zachovává součty
prvk̊u a tedy i součty množin. V druhé části si ukážeme jednoduché vlast-
nosti Freimanova izomorfismu, které nám v daľśıch kapitolách poslouž́ı jako
nástroj v d̊ukazu Freimanovy věty.

Bud’te G a H dvě abelovské grupy a A ⊆ G a B ⊆ H jejich podmnožiny.
Zobrazeńı ψ : A → B nazveme Freimanovým homomorfismem řádu h,
jestliže z podmı́nky

a1 + a2 + · · ·+ ah = a′1 + a′2 + · · ·+ a′h,

platné pro libovolné a1, a2, . . . , ah, a
′
1, a
′
2, . . . , a

′
h ∈ A, plyne vztah

ψ(a1) + ψ(a2) + · · ·+ ψ(ah) = ψ(a′1) + ψ(a′2) + · · ·+ ψ(a′h).

Poté můžeme korektně definovat indukované zobrazeńı ψ(h) : hA → hB
vztahem

ψ(h)(a1 + a2 + · · ·+ ah) = ψ(a1) + ψ(a2) + · · ·+ ψ(ah).

Jestliže nav́ıc ψ : A→ B je bijekce, tedy jestli

a1 + a2 + · · ·+ ah = a′1 + a′2 + · · ·+ a′h,

kde a1, a2, . . . , ah, a
′
1, a
′
2, . . . , a

′
h ∈ A, plat́ı právě tehdy, když

ψ(a1) + ψ(a2) + · · ·+ ψ(ah) = ψ(a′1) + ψ(a′2) + · · ·+ ψ(a′h),

pak ψ nazveme Freimanovým izomorfismem řádu h. Budeme tedy psát, že
množiny A a B jsou Freimanovsky izomorfńı řádu h. Nebudeme-li zmiňovat
řád Freimanova izomorfismu, mysĺıme t́ım automaticky řád h = 2. Taktéž
můžeme korektně definovat indukované zobrazeńı ψ(h) : hA→ hB vztahem
jako výše, které pak bude bijekćı.

Př́ıklad 2.2.1. Pro lepš́ı představivost uved’me dva př́ıklady:
Necht’ pro b, d, k, p přirozená č́ısla jsou definovány množiny A a B vztahy

A = [0, p − 1] a B = {b+ kd : 0 ≤ k ≤ (p− 1)}. Pak zobrazeńı ψ : A → B
definované vztahem ψ(g) = b + gd pro 0 ≤ g ≤ p − 1 je Freimanovým
izomorfismem řádu h pro libovolné h ≥ 2.
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Necht’ A = {0, 1, 3} a B = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}. Pak zobrazeńı ψ : A →
B definované bodově vztahy ψ(0) = (0, 0), ψ(1) = (0, 1) a ψ(3) = (1, 1) je
Freiman̊uv izomorfismus řádu h = 2, ale již ne řádu h ≥ 3, nebot’ 3+0+0 =
1 + 1 + 1, ale ψ(3) + ψ(0) + ψ(0) 6= ψ(1) + ψ(1) + ψ(1).

Pozorováńı 2.2.2. Následuje několik poznatk̊u o Freimanově homomorfis-
mech a izomorfismech, které okamžitě plynou z definice:

(i) Jsou-li A a B grupy a je-li ψ : A → B grupový homomorfismus
(resp. izomorfismus), pak ψ je také Freiman̊uv homomorfismus (resp.
izomorfismus) řádu h pro libovolné h ≥ 2.

(ii) Jsou-li ψ : A → B a ϕ : B → C Freimanovy izomorfizmy řádu h,
pak také ϕ ◦ ψ : A→ C je Freiman̊uv izomorfismus řádu h.

(iii) Je-li ψ : A → B Freiman̊uv izomorfismus řádu h a h′ ≤ h, pak ψ
je Freiman̊uv izomorfismus řádu h′.

(iv) Je-li ψ : A → B Freiman̊uv izomorfismus řádu h, A′ ⊂ A a B′ =
ψ(A′), pak ψ : A′ → B′ je Freiman̊uv izomorfismus řádu h.

Věta 2.2.3 Bud’ G a H dvě abelovské grupy a Q bud’ n-dimenzionálńı arit-
metická posloupnost v G. Bud’ h ≥ 2. Jestlǐze ψ : Q → H je Freiman̊uv
homomorfismus řádu h, pak i ψ(Q) je n-dimenzionálńı aritmetická posloup-
nost v H. Jestlǐze ψ : Q → ψ(Q) je Freiman̊uv izomorfismus, pak Q je
vlastńı n-dimenzionálńı aritmetická podposloupnost v G tehdy a jen tehdy,
když ψ(Q) je vlastńı n-dimenzionálńı aritmetická posloupnost v ψ(G) ⊆ H.

D̊ukaz. Označme si Q = Q(a; d1, d2, . . . , dn; l1, l2, . . . , ln). Je-li ψ Freiman̊uv
homomorfismus řádu h, pak definujeme pro i = 1, 2, . . . , n v H prvky

a′ = ψ(a),

d′i = ψ(a+ di)− ψ(a).

Vzniklá množina Q′ = Q(a′; d′1, d
′
2, . . . , d

′
n; l1, l2, . . . , ln) je n-dimenzionálńı

aritmetická posloupnost v H. Dokažme nyńı, že ψ(Q) = Q′. K tomu nám
stač́ı dokázat, že

ψ(a+ x1d1 + x2d2 + · · ·+ xndn) = a′ + x1d
′
1 + x2d

′
2 + · · ·+ xnd

′
n (2.1)

plat́ı pro libovolnou volbu 0 ≤ xi < li, i = 1, 2, . . . , n.
Tento d̊ukaz provedeme indukćı podle hodnoty m =

∑n
i=1 xi. Výsledek

dostáváme ihned pro hodnoty m = 0 a m = 1 z definic č́ısel a′, d′1, d
′
2, . . . , d

′
n.
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Dokažme kýženou rovnost (2.1) pro m + 1, v́ıme-li, že plat́ı pro m. Volme
libovolné xk > 0 a označme r = a + x1d1 + · · · + xndn a r′ = r − dk. Pak
podle indukčńıho předpokladu plat́ı rovnost

ψ(r′) = a′ + x1d
′
1 + · · ·+ (xk − 1)d′k + · · ·+ xnd

′
n.

Použijme rovnost r = r′ + dk, která se mı́rnou úpravou změńı na r + a =
r′+dk+a. Nebot’ ψ je Freiman̊uv homomorfismus řádu alespoň 2, dostáváme
vztah ψ(r) +ψ(a) = ψ(r′) +ψ(a+dk). Nyńı si stač́ı jen správně napsat ψ(r)
a máme vztah (2.1):

ψ(r) = ψ(r′) + ψ(a+ dk)− ψ(a) = ψ(r′) + d′k = a′ + x1d
′
1 + · · ·+ xnd

′
n.

Je-li ψ Freiman̊uv izomorfismus řádu h, pak |Q| = |ψ(Q)| = |Q′| a proto Q je
vlastńı právě když Q′ je vlastńı multidimenzionálńı aritmetická posloupnost.

Věta 2.2.4 Bud’ G a H dvě abelovské grupy a A ⊆ G a B ⊆ H jejich
neprázdné konečné podmnožiny. Dále bud’te h, k a l přirozená č́ısla a h′

definované vztahem h′ = h(k + l). Jsou-li A a B Freimanovsky izomorfńı
řádu h′, pak množiny kA− lA a kB− lB jsou Freimanovsky izomorfńı řádu
h.

D̊ukaz. Bud’ ψ : A → B Freiman̊uv izomorfismus řádu h′. Pak zobrazeńı
ψ(l) : lA → lB, ψ(k) : kA → kB a ψ(k+l) : kA + lA → kB + lB indukované
zobrazeńım ψ jsou dle definice bijekce, pro něž plat́ı

ψ(k+l)(a1 + · · ·+ ak+l) = ψ(k)(a1 + · · ·+ ak) + ψ(l)(ak+1 + · · ·+ ak+l)

pro libovolné a1, a2, . . . , ak+l ∈ A. Vezměme d ∈ kA− lA, pro které existuj́ı
u, u′ ∈ kA a v, v′ ∈ lA takové, že d = u − v = u′ − v′. Dı́ky tomu, že ψ je
Freiman̊uv izomorfismus řádu h ≥ (k + l) máme vztah

ψ(k)(u) + ψ(l)(v) = ψ(k+l)(u+ v′) = ψ(k+l)(u′ + v) = ψ(k)(u′) + ψ(l)(v),

který lze zapsat také jako

ψ(k)(u)− ψ(l)(v) = ψ(k)(u′)− ψ(l)(v′).

To však znamená, že zobrazeńı ϕ : kA − lA → kB − lB definované
vztahem

ϕ(d) = ϕ(u− v) = ψ(k)(u)− ψ(l)(v)
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je korektně definováno. Jelikož ψ je surjektivńı, je i ϕ surjekce. Nav́ıc ϕ je
prosté, nebot’ pokud pro d, d′ ∈ kA − lA zapsané rovnostmi d = u − v a
d′ = u′ − v′, kde u, u′ ∈ kA a v, v′ ∈ lA plat́ı ϕ(d) = ϕ(d′), pak

ψ(k+l)(u+ v′) = ψ(k)(u) + ψ(l)(v′) = ψ(k)(u′) + ψ(l)(v) = ψ(k+l)(u′ + v),

což znamená, že u+ v′ = u′ + v, neboli d = d′. Tedy ϕ je bijekce.
Nyńı dokážeme, že ϕ je Freiman̊uv izomorfismus řádu h. Vezměme si

di, d
′
i ∈ kA − lA a definujme ui, u

′
i ∈ kA a vi, v

′
i ∈ lA vztahy di = ui − vi a

d′i = u′i − v′i pro i = 1, 2, . . . , h. Pak z rovnosti

d1 + · · ·+ dh = d′1 + · · ·+ d′h

plyne vztah

u1 + · · ·+ uh + v′1 + · · ·+ v′h = u′1 + · · ·+ u′h + v1 + · · ·+ vh.

Dı́ky faktu, že ψ je Freiman̊uv izomorfismus řádu h′ = h(k + l), dostáváme

ψ(k)(u1) + · · ·+ ψ(k)(uh) + ψ(l)(v′1) + · · ·+ ψ(l)(v′h)

= ψ(h(k+l))(u1 + · · ·+ uh + v′1 + · · ·+ v′h)

= ψ(h(k+l))(u′1 + · · ·+ u′h + v1 + · · ·+ vh)

= ψ(k)(u′1) + · · ·+ ψ(k)(u′h) + ψ(l)(v1) + · · ·+ ψ(l)(vh).

Nyńı stač́ı všechny čárkované členy převést na jednu stranu, nečárkované na
druhou a z definice ϕ máme

ϕ(d1) + · · ·+ ϕ(dh) = ϕ(d′1) + · · ·+ ϕ(d′h),

tedy ϕ je Freiman̊uv homomorfismus řádu h. Celý tento postup lze obrátit,
plat́ı tedy ekvivalence a zobrazeńı ϕ je Freiman̊uv izomorfismus řádu h.

2.3 Exponenciálńı součty

Tato sekce je jen př́ıprava pro d̊ukaz Bogoljubovovy věty. Odvod́ıme si zde
několik pomocných lemmat, které se týkaj́ı exponenciálńıch součt̊u. Symbo-
lem Z/mZ budeme značit množinu všech zbytkových tř́ıd modulo m.

Bud’te m ≥ 2 a x celá č́ısla, dále bud’ a = r + mZ prvek grupy Z/mZ.
Definujme

e2πiax/m = e2πirx/m,
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což je korektńı, nebot’ jsou-li r ≡ r′ (mod m), pak plat́ı

e2πirx/m = e2πir′x/m

pro libovolné x ∈ Z.
Pro posloupnost A = {a0, a1, . . . , ak−1} ne nutně r̊uzných zbytkových

tř́ıd v grupě Z/mZ definujme exponenciálńı součet

SA(x) =
k−1∑
j=0

e2πiajx/m. (2.2)

Pro x ∈ C označme x č́ıslo komplexně sdružené k x. Obdobně budeme psát

SA(x) =
k−1∑
j=0

e2πiajx/m =
k−1∑
j=0

e−2πiajx/m = S−A(x) (2.3)

Lemma 2.3.1 Bud’ m ≥ 2 přirozené č́ıslo a a ∈ Z/mZ, pak

m−1∑
x=0

e2πiax/m =

{
m pro a = 0
0 pro a 6= 0

D̊ukaz. Uvažme a = r + mZ. Je-li r = 0, pak všechny členy v součtu jsou
jedničky, proto

m−1∑
x=0

e2πirx/m =
m−1∑
x=0

e0 = m.

Nyńı uvažme r ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. Jelikož sč́ıtáme x pro všechny přirozené
hodnoty 1, 2, . . . (m−1), můžeme si představit sumu jako konečný součet geo-
metrické řady. Pro něj ale už máme vzorec. Jelikož |e2πir/m| = 1 a e2πir/m 6= 1,
máme

m−1∑
x=0

e2πirx/m =
m−1∑
x=0

(
e2πir/m

)x
=

1− e2πim/m

1− e2πir/m
=

1− 1

1− e2πir/m
= 0,

č́ımž jsme dokázali požadované tvrzeńı.

Lemma 2.3.2 Bud’te pro přirozená č́ısla n a n′ množiny A1, A2, . . . An,
B1, B2, . . . Bn′ podmnožinami Z/mZ. Necht’ K znač́ı počet řešeńı rovnice

a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn′ (mod m),
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kde ai ∈ Ai a bj ∈ Bj pro i = 1, 2, . . . , n a pro j = 1, 2, . . . , n′. Pak

Km =
m−1∑
x=0

SA1(x)SA2(x) · · ·SAn(x)SB1(x)SB2(x) · · ·SBn′
(x).

D̊ukaz. Podle definice (2.2) a (2.3) máme

m−1∑
x=0

SA1(x)SA2(x) · · ·SAn(x)SB1(x)SB2(x) · · ·SBn′
(x)

=
m−1∑
x=0

∑
a1∈A1

· · ·
∑
an∈An

∑
b1∈B1

· · ·
∑

bn′∈Bn′

e2πi(a1+···+an−b1−···−bn′ )x/m


=
∑
a1∈A1

· · ·
∑
an∈An

∑
b1∈B1

· · ·
∑

bn′∈Bn′

(
m−1∑
x=0

e2πi(a1+···+an−b1−···−bn′ )x/m

)
.

Výraz
m−1∑
x=0

e2πi(a1+···+an−b1−···−bn′ )x/m

je podle předešlého Lemmatu 2.3.1 roven m pro každé řešeńı rovnice

a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn′

a je jinak nulový, proto se hledaný součet rovná∑
ai∈Ai, i=1,...n

bj∈Bj , j=1,...n′

a1+a2+···+an=b1+b2+···+bn′

m = Km,

což jsme chtěli dokázat.

Důsledek 2.3.3 Bud’ A neprázdná podmnožina Z/mZ s velikost́ı |A| = k.
Pak

m−1∑
j=0

|SA(x)|2 = km.

D̊ukaz. Jelikož počet řešeńı rovnice a = a′ pro a, a′ ∈ A je |A| = k, použijeme
Lemma 2.3.2 a dostáváme

m−1∑
j=0

|SA(x)|2 =
m−1∑
j=0

SA(x)SA(x) = km.
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Kapitola 3

Freimanova věta

3.1 Zněńı Freimanovy věty

Podle Věty 1.2.3 v́ıme, že každá konečná množina přirozených č́ısel splňuj́ıćı
|2A| = 2|A|−1 je již aritmetickou posloupnost́ı. Mı́rným zobecněńım tohoto
tvrzeńı je Poznámka 1.2.4, ve které se zkoumaj́ı konečné množiny přirozených
č́ısel s vlastnost́ı |2A| ≤ 3|A| − 4, ještě silněǰśı tvrzeńı je Věta 1.3.2.

Freiman však objevil a dokázal obecněǰśı verzi, která tvrd́ı, že libo-
volná množina A přirozených č́ısel malá ve smyslu |2A| ≤ c|A|, pak A
je obsažena v multidimenzionálńı aritmetické posloupnosti, jej́ıž dimenze a
délka jsou závislé pouze na konstantě c. Formálněji formulujme Freimanovu
větu následovně:

Věta 3.1.1 (Freiman) Bud’ c kladná reálná konstanta. Je-li A je množina
přirozených č́ısel taková, že |A| = k a

|2A| ≤ c|A|,

pak A je podmnožinou n-dimenzionálńı aritmetické posloupnosti délky ma-
ximálně lk = l|A|, kde n a l závisej́ı pouze na c.

D̊ukaz. Plyne okamžitě z Věty 3.3.2 volbou A = B, c1 = c2 = 1 a c3 = c.
Tato věta je dokázána na konci kapitoly.

Poznámka 3.1.2. Daj́ı se formulovat a dokázat i silněǰśı verze Freimanovy
věty. Např́ıklad, množina A může být podmnožinou abelovské grupy G mı́sto
množiny N (viz 3.3.4), nebo také velikost množin A a B může být omezena
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konstantami c1 a c2 (viz 3.3.2). V obou př́ıpadech zobecněńı plat́ı, jak si
ukážeme na konci kapitoly.

Ačkoli Freimanova věta byla dokázána již v roce 1964, nepodařilo se
doposud prokázat ani vyvrátit platnost obdobného tvrzeńı pro množiny
splňuj́ıćı |hA| ≤ c|A|. Řada problémů kolem této věty proto stále z̊ustává
nezodpovězených.

3.2 Bogoljubovova věta a jej́ı aplikace

Účelem této sekce bude dokázat větu, která tvrd́ı, že je-li A podmnožina
Z/pZ, kde p je prvoč́ıslo a |A| > αp, pak množina 2A − 2A obsahuje n-
dimenzionálńı aritmetickou posloupnost, která má v jistém smyslu velkou
délku. Zde už je vidět určitá spojitost s Freimanovou větou. Důkaz prove-
deme Bogoljubovovou metodou.

Pro přirozená č́ısla a1, a2, . . . , an budeme symbolem (a1, a2, . . . , an) značit
největš́ı společný dělitel.

Zavedeme normu ‖x‖ : R→ [0, 1
2
], která udává vzdálenost reálného č́ısla

x od nejbližš́ıho celého č́ısla. Proto je obor hodnot interval [0, 1
2
]. Bud’ m ≥ 2

přirozené č́ıslo. Jelikož pro libovolné a, b ∈ Z takové, že a ≡ b (mod m)
plat́ı ‖ a

m
‖ = ‖ b

m
‖, je tato norma korektně definovaná na zbytkových tř́ıdách

modulo m. Proto můžeme pro c ∈ Z/mZ, c = x + mZ korektně definovat∥∥ c
m

∥∥ =
∥∥ x
m

∥∥.
Jsou-li c1, c2, . . . , cn ∈ Z/mZ a ε > 0, potom definujeme Bohrovo ε-okoĺı

prvku (c1, c2, . . . , cn) vztahem

B(c1, c2, . . . , cn; ε) =
{
a ∈ Z/mZ :

∥∥∥aci
m

∥∥∥ ≤ ε pro i = 1, 2, . . . , n
}
.

Ihned vid́ıme, že B(0, ε) = Z/mZ pro libovolné ε > 0.

Věta 3.2.1 (Bogoljubov) Bud’ m ≥ 2 a A neprázdná podmnožina Z/mZ.
Bud’ α definováno vztahem |A| = αm. Pak existuje n ≤ α−2 a existuj́ı po
dvou r̊uzné zbytkové tř́ıdy c1, c2, . . . , cn ∈ Z/mZ takové, že c1 = 0 a

B(c1, c2, . . . , cn;
1

4
) ⊆ 2A− 2A.

D̊ukaz. Označme Z = Z/mZ. Pro z ∈ Z definujme charakteristickou funkci
χz : Z → C vztahem

χz(a) = e2πiza/m,
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a již dř́ıve použ́ıvanou funkci

SA(z) =
∑
a∈A

χz(a) =
∑
a∈A

e2πiza/m.

Triviálně vid́ıme, že χ0(a) = 1 pro všechna a ∈ A a proto SA(0) = |A|. Z
Důsledku 2.3.3 dostáváme pro z ∈ Z rovnost∑

z∈Z

|SA(z)|2 = m|A| (3.1)

a podle Lemmatu 2.3.2, poč́ıtáme-li obdobně jako v d̊ukazu Důsledku 2.3.3
dostaneme pro a ∈ A vztah∑

z∈G

|SA(z)|4χz(a) =
∑
z∈G

∑
a1,a2,b1,b2∈A

e2πiz(b1+b2−a1−a2+a)/m. (3.2)

Tento součet je nenulový právě když a lze vyjádřit ve tvaru a = a1 + a2 −
b1 − b2, kde a1, a2, b1, b2 ∈ A, což jinak napsáno znamená, že a ∈ 2A − 2A.
Rozdělme si nyńı množinu Z na dvě disjunktńı množiny Z1 a Z2 následovně:

Z1 =
{
z ∈ Z : |SA(z)| ≥

√
α|A|

}
, (3.3)

Z2 =
{
z ∈ Z : |SA(z)| <

√
α|A|

}
. (3.4)

Poč́ıtejme∣∣∣∣∣∑
z∈Z2

|SA(z)|4χz(a)

∣∣∣∣∣ ≤∑
z∈Z2

|SA(z)|4
(3.4)

≤ α|A|2
∑
z∈Z2

|SA(z)|2

0∈Z1

< α|A|2
∑
z∈Z

|SA(z)|2 (3.1)
= α|A|2m|A|

= α|A|2α−1|A|2 = |A|4. (3.5)

Označme prvky množiny Z1 = {c1, c2, . . . , cn}. Protože |A| ≥
√
α|A|, je

0 ∈ Z1 a proto BÚNO c1 = 0. Vezměme libovolné a ∈ B(c1, c2, . . . , cn; 1
4
).

Pak ∥∥∥cia
m

∥∥∥ ≤ 1

4

pro i = 1, 2, . . . , n, z čehož plyne

<(χci(a)) = <(e2πicia/m) = cos(2πcia/m) ≥ 0, (3.6)
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nebot’ pro libovolné x ∈ R plat́ı

‖x‖ ≤ 1

4
⇔ cos(2πx) ≥ 0.

Proto máme

<

(∑
z∈Z

|SA(z)|4χz(a)

)

= <

(∑
z∈Z1

|SA(z)|4χz(a)

)
+ <

(∑
z∈Z2

|SA(z)|4χz(a)

)

= |A|4 +
∑

z∈Z1\{0}

|SA(z)|4<(χz(a)) + <

(∑
z∈Z2

|SA(z)|4χz(a)

)
(3.6)

≥ |A|4 + <

(∑
z∈Z2

|SA(z)|4χz(a)

)

≥ |A|4 −

∣∣∣∣∣∑
z∈Z2

|SA(z)|4χz(a)

∣∣∣∣∣ (3.5)
> 0.

Tedy

<

(∑
z∈Z

|SA(z)|4χz(a)

)
6= 0

pro libovolné a ∈ B(c1, c2, . . . , cn; 1
4
) a podle (3.2) máme

B(c1, c2, . . . , cn;
1

4
) ⊆ 2A− 2A.

Nakonec odhadneme n = |Z1|. Protože |SA(z)| ≥
√
α|A| pro libovolné a ∈

Z1, dostáváme

nα|A|2
(3.3)

≤
∑
z∈Z1

|SA(z)|2 ≤
∑
z∈Z

|SA(z)|2 (3.1)
= m|A| = α−1|A|2,

a proto n ≤ α−2, což jsme chtěli dokázat.

Pro d̊ukaz jedné z podstatných vět této sekce budeme potřebovat několik
pojmů z geometrie č́ısel.
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Pro množinu M ⊂ Rn označme vol(M) n-rozměrnou Lebesgueovu mı́ru
množinyM . Bud’ dále {a1, a2, . . . , an} báze Euklidovského prostoru Rn. Abe-
lovská grupa generovaná těmito n nezávislými vektory je množina všech
vektor̊u tvaru

u1a1 + u2a2 + · · ·+ unan,

kde u1, . . . , un ∈ Z. Řekneme, že Λ je mř́ı̌zka v Rn, jestliže Λ je abelovská
grupa generovaná množinou nezávislých vektor̊u.

Bud’ {e1, e2, . . . , en} standartńı báze Euklidovského prostoru. Jsou-li vek-
tory aj zadané pro j = 1, 2, . . . n vztahem

aj =
n∑
i=1

aijei,

pak n × n matici A = {aij}ni,j=1 nazveme matici vektor̊u a1, a2, . . . , an.
Dále definujeme determinant mř́ı̌zky Λ vztahem det(Λ) = | det(A)|. Na-
konec ještě zmiňme, že elementárńı rovnoběžnostěn mř́ıžky Λ vzhledem k
bázi {a1, a2, . . . , an} je množina

F (Λ) = {
n∑
i=1

xiai : 0 ≤ xi ≤ 1 pro i = 1, . . . , n} ⊆ Rn.

Mezi determinantem a elementárńım rovnoběžnostěnem lze dokázat vztah
det(Λ) = F (Λ).

Věta 3.2.2 (Minkowski - obecná verze) Bud’ K symetrická (kolem počátku)
konvexńı množina v Rn a bud’ Λ mř́ı̌zka v Rn. Pak existuj́ı reálná č́ısla
λ1, λ2, . . . , λn a k nim př́ıslušné lineárně nezávislé vektory b1, b2, . . . , bn ∈ Λ
takové, že bi ∈ λiK ∩ Λ pro libovolné i = 1, . . . , n a

λ1λ2 · · ·λn vol(K) ≤ 2n det(Λ).

Poznámka 3.2.3. Lze ukázat, že rovnost v předchoźı nerovnosti může na-
stat, proto je Minkowského věta v tomto smyslu nejlepš́ı možná.

V geometrii č́ısel se č́ısla λ1, λ2, . . . , λn definuj́ı (v závislosti na K a Λ)
jako samostatný pojem postupná minima a definuj́ı se vztahy

λk = inf {λ > 0 : λ ∗Kobsahuje k lineárně nezávislých prvk̊u Λ} .

Minkowského větu si stejně jako následuj́ıćı Lemma nebudeme dokazovat.
Ne proto, že by to byla př́ılǐs obt́ıžná tvrzeńı, ale jejich d̊ukazy vyžaduj́ı
zavedeńı daľśıch pojmů z geometrie č́ısel. Náruživý čtenář si je může přeč́ıst
v knize [1] na stranách 181 a 194.
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Lemma 3.2.4 Bud’ m ≥ 2 a c = (c1, c2, . . . , cn) vektor v Zn takový, že
(c1, c2, . . . , cn,m) = 1. Definujme množinu

M = {v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn : vi ≡ 0 (mod m) pro i = 1, 2, . . . , n}.

Pak množina vektor̊u

Λ =
m−1⋃
q=0

(qc+M)

je mř́ı̌zka a det(Λ) = mn−1.

Věta 3.2.5 Bud’ m,n ∈ N takové, že m ≥ 2 a bud’ C = {c1, c2, . . . , cn}
množina zbytkových tř́ıd modulo m, pro kterou plat́ı (c1, c2, . . . , cn,m) = 1.
Pak existuje vlastńı n-dimenzionálńı aritmetická posloupnost Q v Z/mZ s
vlastnostmi

Q ⊆ B(c1, c2, . . . , cn;
1

4
) a |Q| = l(Q) ≥ m

(4n)n
.

D̊ukaz. V d̊ukazu použijeme předchoźı poznatky z geometrie č́ısel. Bud’te
u = (u1, u2, . . . , un) a v = (v1, v2, . . . , vn) dva vektory v Zn. Plat́ı-li ui ≡ vi
(mod m) pro všechna i = 1, . . . , n, budeme psát u ≡ v (mod m). Definujme
množinu M vztahem

M = {v ∈ Zn : v ≡ 0 (mod m)}.

Pak M = (mZ)n a determinant M je roven det(M) = mn.
Bud’te dle předpoklad̊u c1, c2, . . . , cn zbytkové tř́ıdy modulo m pro něž

plat́ı (c1, c2, . . . , cn,m) = 1. Definujme c = (c1, c2, . . . , cn). Bud’ Λ množina
vektor̊u u ∈ Zn tvaru u ≡ qc (mod m) pro nějaké q = 0, 1, . . . , (m − 1),
neboli

Λ =
m−1⋃
q=0

(qc+M).

Pak dle Lemmatu 3.2.4 je Λ mř́ıžka, jej́ıž determinant je roven mn−1.
Označme K n-dimenzionálńı krychli obsahuj́ıćı všechny vektory tvaru

x = (x1, x2, . . . , xn) splňuj́ıćı |xi| < 1
4

pro i = 1, . . . , n. Pak K je konvexńı
symetrická množina a vol(K) = 1/2n. Tud́ıž dle Minkowského Věty 3.2.2
existuj́ı reálná č́ısla λ1, λ2, . . . , λn a k nim př́ıslušné lineárně nezávislé vektory
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b1, b2, . . . , bn ∈ Λ takové, že bi = (bi1, bi2, . . . , bin) ∈ λiK ∩ Λ pro libovolné
i = 1, . . . , n a

λ1λ2 · · ·λn ≤
2n det(Λ)

vol(K)
= 4nmn−1. (3.7)

Jelikož pro libovolné i = 1, . . . , n máme

bi ∈ λiK = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| ≤
λi
4

pro i = 1, . . . , n},

pak muśı též pro i, j = 1, . . . , n platit

|bij| ≤
λi
4
. (3.8)

Vektory bi jsou ale dle Minkowského věty v mř́ıžce Λ, proto bi ≡ qic (mod m)
pro nějaké qi ∈ [0,m− 1], z čehož dostaneme

bij ≡ qicj (mod m) (3.9)

pro libovolné i, j = 1, . . . , n. Pro

l′i =

⌊
m

nλi

⌋
(3.10)

definujme hledanou n-dimenzionálńı aritmetickou posloupnost Q vztahem

Q = {x1q1, . . . , xnqn : −l′i ≤ xi ≤ l′i pro i = 1, . . . , n}.

Stač́ı nám tedy dokázat, že Q ⊆ B(c1, c2, . . . , cn; 1
4
), Q je vlastńı a |Q| ≥

m
(4n)n . Ukažme postupně všechny tyto vlastnosti.

Pro d̊ukaz Q ⊆ B(c1, c2, . . . , cn; 1
4
) vezměme x = x1q1 + · · · + xnqn ∈ Q,

pro nějaké hodnoty |xi| < l′i a libovolný index i = 1, . . . , n. Vı́me, že

xcj =
n∑
i=1

xiqicj
(3.9)
≡

n∑
i=1

xibij (mod m), (3.11)

což nám dává∥∥∥xcj
m

∥∥∥ (3.11)
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xibij
m

∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xibij
m

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|xi||bij|
m

<
n∑
i=1

l′i|bij|
m

(3.8)

≤
n∑
i=1

l′iλi
4m

(3.10)

≤
n∑
i=1

1

4n
=

1

4
,
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tedy x ∈ B(c1, c2, . . . , cn; 1
4
) a proto máme

Q ⊆ B(c1, c2, . . . , cn;
1

4
).

Dále ukážeme, že Q je vlastńı n-dimenzionálńı aritmetická posloupnost.
Sporem, připust’me rovnost dvou prvk̊u

x1q1 + · · ·+ xnqn ≡ y1q1 + · · ·+ ynqn (mod m),

kde −l′i ≤ xi, yi ≤ l′i pro i = 1, . . . , n. Definujme rozd́ıl zi = xi − yi. Pak
máme

|zi| ≤ 2l′i (3.12)

a
n∑
i=1

qizi ≡ 0 (mod m).

Proto jako předešle pro j = 1, . . . , n dostáváme

cj

n∑
i=1

qizi
(3.9)
=

n∑
i=1

bijzi ≡ 0 (mod m). (3.13)

Poč́ıtejme∣∣∣∣∣
n∑
i=1

bijzi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|bij||zi|
(3.8)

≤
n∑
i=1

λi|zi|
4

(3.12)

≤
n∑
i=1

λil
′
i

2

(3.10)

≤
n∑
i=1

m

2n
=
m

2
< m.

Z čehož společně s (3.13) plyne
∑n

i=1 bijzi = 0 pro libovolné j = 1, . . . , n a
tud́ıž

n∑
i=1

bizi = 0.

Vektory bi jsou však lineárně nezávislé, proto zi = 0 pro libovolné i =
1, . . . , n. Tedy Q je vlastńı n-dimenzionálńı aritmetická posloupnost.

Nyńı odhadněme zdola délkuQ. Nejprve siQ zapǐsme trochu jednodušeji.
Definujeme-li a = −

∑n
i=1 l

′
iqi a li = 2l′i + 1 pro i = 1, . . . , n, pak

Q = {x1q1, . . . , xnqn : −l′i ≤ xi ≤ l′i pro i = 1, . . . , n}
= {a+ x1q1, . . . , xnqn : 0 ≤ xi < li pro i = 1, . . . , n}
= Q(a; q1, . . . , qn; l1, . . . , ln).
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Nyńı již snadno upravujme délku Q:

|Q| =
n∏
i=1

li =
n∏
i=1

(2l′i + 1) ≥
n∏
i=1

(l′i + 1)
(3.10)
>

n∏
i=1

m

nλi

=
(m
n

)n n∏
i=1

1

λi

(3.7)

≥
(m
n

)n 1

4nmn−1
=

m

(4n)n
,

což jsme chtěli dokázat.

Věta 3.2.6 Bud’ p ∈ N prvoč́ıslo a A podmnožina Z/pZ. Definujme α ∈ R
vztahem |A| = αp. Potom existuje n ≤ α−2 a na něm závislá vlastńı n-
dimenzionálńı aritmetická posloupnost Q v Z/pZ pro kterou plat́ı

Q ⊆ 2A− 2A

a

|Q| = l(Q) > δp, kde δ =
1

(4n)n
>

(
α2

4

)α−2

.

D̊ukaz. Nejprve vyřešme př́ıpad 2A−2A = Z/pZ. Uvažujme 1-dimenzionálńı
aritmetickou posloupnost Q = Q(0; 1; p) = Z/pZ, pro kterou jistě plat́ı

|Q| = p > δp,

nebot’ δ < 1.
Uvažujme 2A − 2A 6= Z/pZ. Podle Bogoljubovovy Věty 3.2.1 existuje

n ≤ α−2 zbytkových tř́ıd c1, c2, . . . , cn modulo p takových, že c1 = 0 a

B(c1, c2, . . . , cn;
1

4
) ⊆ 2A− 2A.

Kdyby n = 1, pak c1 = 0 a máme

Z/pZ ) 2A− 2A ⊇ B(0;
1

4
) = Z/pZ,

což evidentně neplat́ı. Proto muśı být n ≥ 2. Pak ale máme (c1, p) = 1,
nebot’ c1 < p a p je prvoč́ıslo. Proto (c1, c2, . . . , cn,m) = 1. Můžeme tud́ıž
použ́ıt předchoźı Větu 3.2.5 podle které v Z/pZ existuje n-dimenzionálńı
aritmetická posloupnost Q s vlastnostmi

Q ⊆ 2A− 2A

a
|Q| ≥ p

(4n)n
= δp,

což jsme chtěli dokázat.
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3.3 Ruzs̊uv d̊ukaz Freimanovy věty

V této sekci si předvedeme stěžejńı a posledńı část d̊ukazu Freimanovy věty.
Takto dokázanou ji publikoval I. Z. Rusza roku 1992 ve svém článku [2].

Věta 3.3.1 Bud’ W konečná neprázdná množina přirozených č́ısel a h ≥ 2.
Je-li

m > 4h|hW − hW |,

pak existuje podmnožina W ′ množiny W taková, že

|W ′| ≥ |W |
h

a W ′ je Freimanovsky izomorfńı řádu h nějaké množině zbytkových tř́ıd mo-
dulo m.

D̊ukaz. Značme D = hW − hW . Bud’ p prvoč́ıslo splňuj́ıćı

p > max{m, 2h max
w∈W
|w|}. (3.14)

Ve zbývaj́ıćı části d̊ukazu zkonstruujeme postupně pro každé 1 ≤ q ≤ p− 1
zobrazeńı φq : Z→ Z/mZ a následně dokážeme, že existuj́ı q a W ′ ⊂ W ⊂ Z
takové, že |W ′| ≥ |W |/h a φq restringované naW ′ je Freiman̊uv izomorfismus
řádu h.

Definujme tedy zobrazeńı φq : Z → Z/mZ jako složeńı čtyř zobrazeńı
φq = δ ◦ γ ◦ βq ◦ α vztahem

Z α→ Z/pZ βq→ Z/pZ γ→ Z δ→ Z/mZ,

přičemž zobrazeńı α, βq, γ, δ budeme definovat postupně v pr̊uběhu d̊ukazu.
Bud’ α : Z → Z/pZ zobrazeńı, které libovolnému w ∈ Z přǐrad́ı jeho

zbytkovou tř́ıdu w + pZ. Takto definované zobrazeńı je grupový homomor-
fismus, a proto podle Pozorováńı 2.2.2(i) i Freiman̊uv homomorfismus řádu
h pro libovolné h ≥ 2. Neńı to však Freiman̊uv izomorfizmus řádu h, nebot’

(p−1+pZ)+(4+pZ) = 3+pZ, ale (p−1)+4 6= 3. Proto omezme zobrazeńı
α jen na množinu W , kde pak d́ıky naš́ı volbě p ukážeme, že α je Frei-
man̊uv izomorfismus řádu h. Bud’te tedy w1, w2, . . . , wh, w

′
1, w

′
2, . . . , w

′
h ∈ W

splňuj́ıćı

α(w1) + α(w2) + · · ·+ α(wh) = α(w′1) + α(w′2) + · · ·+ α(w′h),
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neboli
α(w1 + w2 + · · ·+ wh − w′1 − w′2 − · · · − w′h) = 0,

což podle definice α znamená

w1 + w2 + · · ·+ wh − w′1 − w′2 − · · · − w′h ≡ 0 (mod p).

Jelikož ale podle volby p je

|w1 + w2 + · · ·+ wh − w′1 − w′2 − · · · − w′h| ≤ 2h max
w∈W
|w| < p,

dostáváme
w1 + w2 + · · ·+ wh = w′1 + w′2 + · · ·+ w′h,

což jsme chtěli. A proto zobrazeńı α : W → α(W ) je Freiman̊uv izomorfismus
řádu h.

Uvažujme 1 ≤ q ≤ p−1. Druhé zobrazeńı βq : Z/pZ→ Z/pZ necht’ zbyt-
kové tř́ıdě w + pZ přǐrad́ı zbytkovou tř́ıdu qw + pZ. Takto definované zob-
razeńı je grupový izomorfismus a proto podle Pozorováńı 2.2.2(i) je βq také
Freiman̊uv izomorfismus řádu h, tedy i zobrazeńı βq : α(W )→ βq(α(W )) je
Freiman̊uv izomorfismus řádu h.

Necht’ třet́ı zobrazeńı γ : Z/pZ→ Z přǐrad́ı zbytkové tř́ıdě w+ pZ jej́ıho
nejmenš́ıho nezáporného zástupce, tj. přirozené č́ıslo z intervalu [0, p − 1],
které lež́ı v této zbytkové tř́ıdě. Toto zobrazeńı bohužel neńı Freiman̊uv
homomorfismus řádu h, stač́ı zase vźıt (p − 1 + pZ) + (4 + pZ) = 3 + pZ,
ale (p − 1) + 4 6= 3. Naštěst́ı ale umı́me zapsat Z/pZ jako sjednoceńı h
množin, na nichž už γ bude Freiman̊uv izomorfizmus řádu h. Definujme pro
j = 1, 2, . . . , h

Uj = γ−1

([
(j − 1)(p− 1)

h
,
j(p− 1)

h

])
⊆ Z/pZ. (3.15)

Snadno vid́ıme, že

Z/pZ =
h⋃
j=1

Uj,

nebot’ plat́ı

[0, p− 1] =
h⋃
j=1

[
(j − 1)(p− 1)

h
,
j(p− 1)

h

]
.
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Dokážeme nyńı, že γ restringováno na Uj jsou Freimanovy izomorfismy řádu
h. Bud’te wi + pZ, w′i + pZ ∈ Uj pro i = 1, 2, . . . , h takové, že

w1 + w2 + · · ·+ wh + pZ = w′1 + w′2 + · · ·+ w′h + pZ.

Pak
h∑
i=1

γ(wi + pZ) ≡
h∑
i=1

γ(w′i + pZ) (mod p). (3.16)

Nebot’ se jedná o prvky z Uj, muśı pro obě sumy dle (3.15) platit

h∑
i=1

γ(wi + pZ) ∈ [(j − 1)(p− 1), j(p− 1)],

h∑
i=1

γ(w′i + pZ) ∈ [(j − 1)(p− 1), j(p− 1)],

což znamená, že∣∣∣∣∣
h∑
i=1

γ(wi + pZ)−
h∑
i=1

γ(w′i + pZ)

∣∣∣∣∣ ≤ p− 1,

a proto dle (3.16) γ restringováno na Uj je Freiman̊uv homomorfismus řádu
h. To, že se jedná o Freiman̊uv izomorfismus řádu h plyne jednoduše z defi-
nice zobrazeńı γ, protože

∑h
i=1 γ(wi + pZ) =

∑h
i=1 γ(w′i + pZ) podle 2.2.2(i)

okamžitě implikuje w1 +w2 + · · ·+wh+pZ = w′1 +w′2 + · · ·+w′h+pZ, nebot’

γ−1 je grupový homomorfismus.
Definujme

Wj,q = W ∩ α−1(β−1
q (Uj)).

Jelikož ∪hj=1Wj,q = W vid́ıme, že muśı existovat k ≤ h takové, že

|Wk,q| ≥
|W |
h
. (3.17)

Označme tedy W ′
q = Wk,q. Zavedeme-li zobrazeńı θq : W → Z vztahem θq =

γ ◦ βq ◦ α a definujeme-li Vq = θq(W ) ⊆ [0, p− 1] a V ′q = θq(W
′
q) ⊆ [0, p− 1],

pak
θq : W ′

q → V ′q
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je Freiman̊uv izomorfismus řádu h dle Pozorováńı 2.2.2(i) a (iv), protože
zobrazeńı α, βq a γ jsou na př́ıslušných množinách Freimanovy izomorfismy
řádu h.

Posledńı zobrazeńı δ : Z → Z/mZ necht’ přirozeně zobrazuje w na
w +mZ. Jelikož se jedná o grupový homomorfismus, je tedy δ i Freiman̊uv
homomorfismus dle Pozorováńı 2.2.2(i). V daľśı části ukážeme, že existuje
1 ≤ q ≤ p− 1 takové, že δ : Vq → Z/mZ je Freiman̊uv izomorfismus řádu h.

Toto tvrzeńı dokážeme sporem. Vyberme si libovolné 1 ≤ q ≤ p − 1.
Jelikož zobrazeńı δ : Vq → Z/mZ neńı Freiman̊uv izomorfismus řádu h,
existuj́ı vi, v

′
i ∈ Vq pro i = 1, 2, . . . , h, které splňuj́ı

v1 + v2 + · · ·+ vh 6= v′1 + v′2 + · · ·+ v′h, (3.18)

δ(v1) + δ(v2) + · · ·+ δ(vh) = δ(v′1) + δ(v′2) + · · ·+ δ(v′h). (3.19)

Definujeme-li v∗ vztahem v∗ = v1 + v2 + · · ·+ vh − v′1 − v′2 − · · · − v′h, pak z
(3.19) plyne

δ(v∗) = δ(v1 + v2 + · · ·+ vh − v′1 − v′2 − · · · − v′h) = 0 +mZ

a proto dle předchoźıho a (3.18)

v∗ ≡ 0 (mod m) a v∗ 6= 0. (3.20)

Dále z definice v∗ máme

|v∗| ≤ h(p− 1) < hp < mp. (3.21)

Definujme wi, w
′
i ∈ W pro i = 1, 2, . . . , h jako vzory vi, v

′
i v zobrazeńı θq,

tedy
θq(wi) = vi a θq(w

′
i) = v′i

a w∗ vztahem

w∗ = w1 + w2 + · · ·+ wh − w′1 − w′2 − · · · − w′h.

Pak w∗ ∈ D a pro i = 1, 2, . . . , h plat́ı

qwi ≡ vi (mod p) a qw′i ≡ v′i (mod p),

z čehož plyne
qw∗ ≡ v∗ (mod p).
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To ale znamená, že
v∗ = γ(qw∗ + pZ) + xp (3.22)

pro vhodné x ∈ Z.
Kdyby w∗ ≡ 0 (mod p), pak z (3.22) plyne v∗ ≡ 0 (mod p), což společně

s faktem (m, p) = 1 a (3.20) dává, že v∗ ≡ 0 (mod mp) a v∗ 6= 0. Tedy muśı
být |v∗| ≥ mp a dostáváme spor s (3.21). Proto budeme uvažovat jen w∗ 6≡ 0
(mod p).

Dáme-li dohromady (3.22) a (3.20), dostaneme

v∗ = γ(qw∗ + pZ) + xp ≡ 0 (mod m), (3.23)

což nám společně s (3.21) dává odhad na x v podobě

−h ≤ x ≤ h− 1.

Dokázali jsme tedy, že pokud zobrazeńı δ : Vq → Z/mZ neńı Freiman̊uv
izomorfismus řádu h, pak podle vztahu (3.23) existuj́ı w∗ ∈ D, w∗ 6≡ 0
(mod p) a x ∈ [−h, h− 1] splňuj́ıćı

γ(qw∗ + pZ) + xp ≡ 0 (mod m). (3.24)

Spočtěme, kolik nejvýše takovýchto trojic (w∗, x, q) může existovat. Zvolme
w∗ ∈ D, w∗ 6≡ 0 (mod p), to můžeme právě |D| − 1 zp̊usoby, protože w∗ 6=
0 a dle (3.14) každý prvek t ∈ D splňuje |t| < p. Jelikož p je prvoč́ıslo,
operace násobeńı prvkem w∗ zobrazuje interval [1, p−1] na interval [1, p−1]
jednoznačně modulo p (formálněji γ(w∗∗([1, p−1]+pZ)) = [1, p−1]). Proto
stač́ı pro každé w∗ ∈ D, w∗ 6≡ 0 (mod p) spoč́ıtat počet řešeńı diofantické
rovnice

y + xp ≡ 0 (mod m)

pro y ∈ [1, p − 1] a x ∈ [−h, h − 1]. Zde však pro každé x ∈ [−h, h − 1],
celkem 2h možnost́ı, máme nejvýše

p− 1

m
+ 1 <

2(p− 1)

m

možnost́ı pro y ∈ [1, p − 1]. Proto celkový počet trojic (w∗, x, q) splňuj́ıćıch
(3.24) bude nejvýše

(|D| − 1)︸ ︷︷ ︸
počet w∗

(2h)︸︷︷︸
počet x

2(p− 1)

m︸ ︷︷ ︸
počet q

<
4h|D|(p− 1)

m
≤ p− 1. (3.25)
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Jelikož pro každé q ∈ [1, p − 1], pro které δ : Vq → Z/mZ neńı Freiman̊uv
izomorfismus muśı existovat trojice (w∗, x, q) splňuj́ıćı (3.24) a těchto trojic
je dle (3.25) méně než p− 1, pak bude existovat q0, které se nevyskytuje ani
v jedné ze zmiňovaných trojic. A pro toto q0 je δ : Vq0 → Z/mZ Freiman̊uv
izomorfismus řádu h, tud́ıž i zobrazeńı

δ : V ′q0 → Z/mZ

je Freiman̊uv izomorfismus řádu h.
Vı́me ale už, že zobrazeńı

θq0 : W ′
q0
→ V ′q0

je Freiman̊uv izomorfismus řádu h. Tud́ıž stač́ı volit množinu W ′ = W ′
q0

a
zobrazeńı ψ = δ ◦ γ ◦ βq0 ◦α. Pak dle (3.17) plat́ı |W ′| ≥ |W |/h, a zobrazeńı

ψ : W ′ → Z/mZ

je Freiman̊uv izomorfismus řádu h, což jsme chtěli dokázat.

Věta 3.3.2 Bud’te c1, c2 a c3 kladné reálné konstanty. Dále bud’ k ≥ 1 a
množiny A, B podmnožinami N s vlastnostmi

c1k ≤ |A| ≤ c2k, c1k ≤ |B| ≤ c2k,

|A+B| ≤ c3k.

Pak A je podmnožinou n-dimenzionálńı aritmetické posloupnosti délky ma-
ximálně lk, kde n a l závisej́ı pouze na konstantách c1, c2 a c3.

D̊ukaz. Definujeme-li c = c3/c1 a c′ = c2/c1 , ze zadáńı máme

|B| ≤ c2k ≤
c2

c1

|A| = c′|A|, (3.26)

a
|A+B| ≤ c3k ≤

c3

c1

|B| = c|B|,

tud́ıž podle Lemmatu 1.3.1 plat́ı

|8A− 8A| ≤ c16|B|
(3.26)

≤ c16c′|A|. (3.27)
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Bertrand̊uv postulát tvrd́ı, že mezi každými dvěma č́ısly m a 2m pro m ≥ 2
existuje prvoč́ıslo p. Najděme tedy pro m = |8A− 8A| prvoč́ıslo p splňuj́ıćı

|A| ≤ |8A− 8A| < p < 2|8A− 8A|
(3.27)

≤ 2c16c′|A|. (3.28)

Nyńı využijeme předchoźı Větu 3.3.1 pro h = 8 na množinu A. Existuje tedy
množina A′ ⊆ A, která je Freimanovsky izomorfńı řádu 8 nějaké podmnožině
R zbytkových tř́ıd modulo p a splňuje vztah |A′| ≥ |A|/8. Definujme α ∈
[0, 1] vztahem |R| = αp. Plat́ı

αp = |R| = |A′| ≥ |A|
8

(3.28)
>

p

8 · 2c16c′
,

neboli

α >
1

24c16c′
. (3.29)

Pak dle Věty 3.2.6 množina 2R−2R obsahuje vlastńı n1-dimenzionálńı arit-
metickou posloupnost Q1 délky

l(Q1) = |Q1| > δp > δ|A|, kde δ =
1

(4n1)n1
(3.30)

s dimenźı

n1 < α−2
(3.29)
< (24c16c′)2 =

28c32
3 c

2
2

c34
1

. (3.31)

Jelikož A′ a R jsou Freimanovsky izomorfńı řádu 8 = 2(2 + 2), pak podle
Tvrzeńı 2.2.4 množiny 2A′ − 2A′ a 2R − 2R jsou Freimanovsky izomorfńı
řádu 2. Označme Q2 obraz Q1 v tomto izomorfismu. Podle Tvrzeńı 2.2.3 je
Q2 také vlastńı n1-dimenzionálńı aritmetická posloupnost splňuj́ıćı

Q2 ⊆ 2A′ − 2A′ ⊆ 2A− 2A ⊆ N

a

δ|A| < |Q1| = |Q2| ≤ |2A− 2A|
1.3.1

≤ c4|B|
(3.26)

≤ c4c′|A|. (3.32)

Necht’ A∗ = {a1, a2, . . . , an2} je maximálńı podmnožina A taková, že
množiny ai +Q2 jsou po dvou disjunktńı. Nebot’

n2⋃
i=1

(ai +Q2) = A∗ +Q2 ⊆ A+Q2 ⊆ 3A− 2A,
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máme z Lemmatu 1.3.1 vztah

n2|Q1| =
n2∑
i=1

|ai +Q2| =

∣∣∣∣∣
n2⋃
i=1

(ai +Q2)

∣∣∣∣∣ = |A∗ +Q2|

≤ |3A− 2A|
1.3.1

≤ c5|B|
(3.26)

≤ c5c′|A|.

A proto

n2 ≤
c5c′|A|
|Q2|

<
c5c′|A|
δ|A|

=
c5c′

δ

(3.30)
= c5c′(4n1)n1 . (3.33)

Dle Tvrzeńı 2.1.4 je A∗ podmnožinou aritmetické posloupnosti

Q3 = {x1a1 + x2a2 + · · ·+ xn2an2 : 0 ≤ xi < 2, pro i = 1, 2, . . . , n2} ,

která má dimenzi n2 a délku l(Q3) = 2n2 . Vezmeme-li libovolné a ∈ A, pak
dle maximality A∗ existuje ai ∈ A∗ takové, že

(a+Q2) ∩ (ai +Q2) 6= ∅

a proto existuj́ı přirozená č́ısla q, q′ ∈ Q2 taková, že a+ q = ai + q′. Máme

a = ai + q′ − q ⊆ A∗ +Q2 −Q2 ⊆ Q3 +Q2 −Q2.

Označme Q = Q3 + Q2 − Q2. Pak A ⊆ Q. Podle Tvrzeńı 2.1.2 je Q2 − Q2

n1-dimenzionálńı aritmetická posloupnost s délkou

l(Q2 −Q2) < 2n1l(Q2)
(3.32)

≤ 2n1c4c′|A| ≤ 2n1
c4

3c2

c5
1

|A| ≤ 2n1
c4

3c
2
2

c5
1

k.

A proto Q = Q3 +Q2−Q2 je dle Tvrzeńı 2.1.1 n-dimenzionálńı aritmetická
posloupnost dimenze

n = n1 + n2

a délky

l(Q)
2.1.1

≤ l(Q3)l(Q2 −Q2) < 2n22n1
c4

3c
2
2

c5
1

k = 2n1+n2
c4

3c
2
2

c5
1

k = lk. (3.34)

To ale znamená, že jsme našli n-dimenzionálńı posloupnost s délkou lk a
dimenźı n, kde hodnoty l a n závisej́ı dle (3.31), (3.33) a (3.34) pouze na
konstantách c1, c2 a c3, obsahuj́ıćı A, což jsme chtěli dokázat.
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Poznámka 3.3.3. Důkaz Freimanovy věty však s sebou přinesl také řadu
otázek. Neńı třeba dosud známo, jak velká je závislost délky a dimenze
nalezené multidimenzionálńı aritmetické posloupnosti Q na konstantách c1,
c2 a c3. Předchoźı d̊ukaz tvrzeńı 3.3.2 nám dal pouze exponenciálńı odhad.
Zdali to jde polynomiálně, se zat́ım neumı́ dokázat ani vyvrátit.

Bud’ h ≥ 3. Lze potom popsat množiny A splňuj́ıćı |hA| ≤ c|A|, nebo
dokonce |hA| ≤ c|A|h−1? Tyto domněnky z̊ustávaj́ı stále otevřené a můžeme
kolem nich vyslovit řadu otevřených problému. Např́ıklad, existuje δ > 1
takové, že množina A splňuj́ıćı |3A| ≤ c|A|1+δ lze nějakým zp̊usobem cha-
rakterizovat?

Ukažme si ale také zobecněńı Freimanovy věty, které plat́ı. Řekneme, že
grupa G je beztorzńı grupa, jestliže každý jej́ı prvek s vyj́ımkou identity má
nekonečný řád. Vezmeme-li nyńı mı́sto množiny A ⊂ N množinu A ⊂ G, kde
G je beztorzńı grupa, pak obdoba Věty 3.3.2 plat́ı. Zformulujme a dokažme
si proto následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 3.3.4 Bud’te c1, c2 a c3 kladné reálné konstanty, k ≥ 1 přirozené
č́ıslo. Bud’ G beztorzńı grupa a bud’te množiny A a B podmnožinami G s
vlastnostmi

c1k ≤ |A| ≤ c2k, c1k ≤ |B| ≤ c2k,

|A+B| ≤ c3k.

Pak A je podmnožinou n-dimenzionálńı aritmetické posloupnosti délky ma-
ximálně lk, kde n a l závisej́ı pouze na konstantách c1, c2 a c3.

D̊ukaz. Zvolme libovolné h ≥ 2. Snažme se dokázat, že množina A je Frei-
manovsky izomorfńı řádu h nějaké množině přirozených č́ısel. Pak budeme
moci převést Důsledek 3.3.4 na Větu 3.3.2, a tedy d̊ukaz bude hotov.

Známá věta z algebry tvrd́ı, že každá beztorzńı konečně generovaná grupa
je izomorfńı Zn pro nějaké n. Označ́ıme-li H grupu generovanou A, pak dle
tohoto tvrzeńı je konečně generovaná beztorzńı grupa H izomorfńı Zn, tedy
množina A je Freimanovsky izomorfńı řádu h nějaké konečné množině C
mř́ıžových bod̊u v Zn. Pokud ukážeme, že každá konečná množina C ⊂ Zn

je Freimanovsky izomorfńı řádu h nějaké množině přirozených č́ısel, jsme
hotovi. Pojd’me na to.

Najděme přirozené č́ıslo m takové, že C ⊆ [0,m− 1]n ∩Zn. Existence m
plyne z konečnosti C. Definujme si pro j = 1, . . . , n č́ısla

dj =

j−1∑
k=1

hmdk
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a označme Q = Q(0, d1, . . . , dn,m, . . . ,m) n-dimenzionálńı aritmetickou po-
sloupnost. Dokažme, že Q a [0,m − 1]n ∩ Zn jsou Freimanovsky izomorfńı
řádu h. Definujme ψ : [0,m− 1]n ∩ Zn → Q vztahem

ψ(x1, . . . , xn) = x1d1 + · · ·+ xndn.

Jsou-li pro i = 1, . . . , h prvky xi = (xi1, . . . , xin) a yi = (yi1, . . . , yin) ∈
[0,m− 1]n ∩ Zn takové, že plat́ı

ψ(x1) + · · ·+ ψ(xh) = ψ(y1) + · · ·+ ψ(yh),

pak muśı platit
n∑
j=1

h∑
i=1

xijdj =
n∑
j=1

h∑
i=1

yijdj.

Pokud označ́ıme zj =
∑h

i=1 xij −
∑h

i=1 yij =
∑h

i=1(xij − yij), máme

|zj| ≤ h(m− 1) a
h∑
i=1

zjdj = 0.

Jsou-li všechna zj = 0, pak x1 + · · · + xn = y1 + · · · + yn a jsme hotovi. V
opačném př́ıpadě najděme nejmenš́ı index k takový, že zk 6= 0. Pak máme

dk ≤ |zkdk| =

∣∣∣∣∣
k−1∑
j=1

zjdj

∣∣∣∣∣ ≤
k−1∑
j=1

h(m− 1)dj < dk,

což neplat́ı, proto zj = 0 pro libovolné j = 1, . . . , n. Tedy ψ je Freiman̊uv
izomorfismus řádu h, č́ımž je d̊usledek dokázán.

3.4 Aplikace Freimanovy věty

Od roku 1964, kdy byla Freimanova věta dokázána se našlo spousta je-
jich aplikaćı. Nejv́ıce se jich týká kombinatorické teorie č́ısel, zejména pak
výskytu (jednodimenzionálńıch) aritmetických posloupnost́ı v množinách s
určitou vlastnost́ı. Uvedeme si dva př́ıklady.

Prvńı tvrzeńı ř́ıká, že pro libovolné dostatečně velké konstanty c a t exis-
tuje konstanta k = k(c, t) taková, že každá množina přirozených č́ısel A s
vlastnostmi |A| ≥ k a |2A| ≤ c|A| už obsahuje aritmetickou posloupnost
délky t. Druhé tvrzeńı požaduje pro výskyt aritmetické posloupnosti délky
t existenci dostatečně mnoha aritmetických posloupnost́ı délky 3. Zformu-
lujme si obě věty.
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Věta 3.4.1 Bud’te c ≥ 2 a t ≥ 3. Pak existuje konstanta k = k(c, t) taková,
že jestlǐze množina A přirozených č́ısel splňuje |A| ≥ k a |2A| ≤ c|A| pak A
muśı obsahovat aritmetickou posloupnost délky t.

Poznámka 3.4.2. Důkaz této věty vyžaduje znalost tvrzeńı, jež roku 1974
dokázal Szemerédi. Toto tvrzeńı ř́ıká, že pro libovolné ε > 0 a t ≥ 3 existuje
konstanta l taková, že je-liB podmnožinou {0, 1, . . . , l − 1} a |B| ≥ εl, pakB
obsahuje aritmetickou posloupnost délky t. Jelikož množiny {0, 1, . . . , l − 1}
a {a+ xidi : 0 ≤ l − 1} jsou Freimanovsky izomorfńı řádu h ≥ 2, dá se ekvi-
valentně tvrzeńı vyslovit pro B podmnožinu (jednodimenzionálńı) aritme-
tické posloupnosti délky l.

Při použit́ı tohoto Szemerédiho výsledku již d̊ukaz předchoźı věty neńı
složitý. Myšlenka spoč́ıvá v tom, že nejprve podle Freimanovy Věty 3.1.1
existuje n-dimenzionálńı aritmetická posloupnost Q délky l(Q) ≤ l|A|. Z Q
si vybereme vhodnou jednodimenziálńı aritmetickou posloupnost, jej́ıž dife-
rence je shodná s jednou s diferenćı Q, řekněme dp. Takovýchto posloupnost́ı
je celkem alespoň l(Q)/lp. Následuje řada mı́rně složitěǰśıch úvah dokazuj́ıćı,
že jedna z těchto aritmetických posloupnost́ı v pr̊uniku s A obsahuje arit-
metickou posloupnost délky t.

Věta 3.4.3 Bud’te ε ≥ 0 a t ≥ 3. Pak existuje přirozené č́ıslo k = k(ε, t)
takové, že každá množina přirozených č́ısel A taková, že |A| ≥ k a A obsa-
huje alespoň εk2 r̊uzných aritmetických posloupnost́ı délky 3, muśı obsahovat
aritmetickou posloupnost délky t.

Poznámka 3.4.4. Toto tvrzeńı je již složitěǰśı. Kromě Freimanovy věty se
zde využije také Szemerédiho lemma o regularitě a Balog-Szemerédiho věta.
Celý d̊ukaz je proveden v knize [1] na stranách 257 až 278, přičemž Věta
3.4.3 je dokázána na straně 277.

Domněnka 3.4.5. Na závěr ještě zformulujme jeden otevřený problém.
Freimanova Věta 3.1.1 nám tvrd́ı, že každá množina s malým dvojnásobkem
2A je obsažena v nějaké multidimenzionálńı aritmetické posloupnosti Q.
Umı́me však naj́ıt Q vlastńı? Ve Freimanově větě se tato vlastnost býti
vlastńı ztratila při volbě Q = Q3 + Q2 − Q2. Zat́ım se většina matematik̊u
domńıvá, že taková vlastńı multidimenzionálńı aritmetické posloupnost Q
by měla existovat, nikdo z nich však neumı́ ř́ıci proč. Umı́te to vy?
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