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Kapitola 1

Uvod a motivace

Populaéni modely se dostaly do popredi zajmu védecké vérejnosti v prvni
poloviné 19. stol. Prumyslova revoluce vycerpavala vyrobu potravin, nemoci
se §itily a vSe se zdalo chaotické. Vznikla potieba vse néjak rozumné ma-
tematicky popsat, aby se dalo dosahnout nejvynosnéjsich sklizni, nejlepsi
obchodni strategie ¢i kontrolovat siteni nemoci.

Autorem jednim z prvnich populacnich modelu byl Pierre Francois Verhulst,
ktery formuloval logisticky model ristu populace v roce 1838. Tento model
popisoval plynuly rust (iibytek) populace jednoho zivoc¢isného druhu. Pozdéji
se ukazalo, ze modely popisujici vyvoj populace jen jednoho druhu jsou ne-
dostacujici pro potieby praxe.

Zacatkem 20. stol. zacaly vznikat modely pro dva konkurené¢ni druhy. Jednim
ze zakladnich modelu popisujici vztah predatora parazitujiciho na své koristi
je Volterra-Lotkuv model popisujici vztah predétor (dravec) - kofist. Jednou
z moznych motivac¢nich tloh pro vznik tohoto modelu bylo podivné kolisani
poctu zraloku pred a po L. svétové valce. Biologové si v§imli, Ze pocet zraloku
ve Stfedozemnim moti béhem I. svétové valky neumérné narostl a po valce
zase neumeérné klesl.

Béhem valky bylo potopeno mnoho lodi a ve vodé se nahle octlo mnoho
zranénych namorniku a zralokum ptibylo potravy. Po valce se nepotapélo
tak velké mnozstvi lodi a z nedostatku potravy (zranéni namoinici v mofi)
zraloci hynuli hlady.

Mozna tato tloha byla ta, ktera vedla k napsani systému dvou ODR, popi-
sujici vztahy mezi koristi a parazitujicim predatorem. Pozdéji se ukazalo, ze
model Volterra-Lotky je nedostateény pro praxi, protoze tento model obsa-
huje cleny, které jsou nerealné. Pozdéji byl na myslenkédch modelu Volterra-
Lotky postaven model Holling-Tannera, ktery odstranil nedostatky modelu
Volterra-Lotky a je bliz k realité nez model Volterra-Lotky.

Tyto modely se daji jesté zobeciovat, ale za cenu jistych teoretickych ztrat
- ptechod od autonomnich rovnic k neautonomnim rovnicim. Myslenky mo-
delt Volterra-Lotky ¢i Holling-Tannera se daji zobecnovat i pro vice druhi.
Zobecnovani modelu pro vice druhtu prinasi mnoho zajimavych variat vztahu
mezi predatory, koristmi a mezipredatory. Ptiklad: kocky, ptaci a krysy -



kocka lovi krysy a ptaky, krysa lovi ptaky. Potom kocka je absolutni predator,
krysa je mezipredator a ptak je kofist. Populaé¢ni modely se nyni v praxi
pouzivaji pii planovani navraceni vyhynulych zZivocisnych druhu do ptirody,
vysazeni parazitujictho predédtora na skudce ¢i planovani obchodni strategie.
Jako priklad bych uvedl vysazeni vlku v Yellowstoneském narodnim parku
na snizeni stavu premnozenych jelent, nebo vysazeni slinecek sedmitecnych
na msice parazitujci na rostlinach.

O problematice modelovani v biologii bylo napsdno mnoho ¢lanku a knih.
Pro tuto préaci jsem cerpal informace o Volltera-Lotkové modelu a hlavné o
Holling-Tannerové modelu v knize Dynamical systems od D.Arrowsmithe.



Kapitola 2

Pouzité véty a tvrzeni

Teorie obycejnych diferencidlnich rovnic je pomérné stara a obsahuje nékolik
klasickych vét, které zarucuji pti splnéni predpokladu existenci feSeni a ze
ziskané TeSeni bude jen jedno, periodické orbity ¢i k jaké limitni mnoziné se
v limité bude feseni blizit.

V celé praci se budeme setkavat s touto tlohou

i) = flo1) (2.1)
[E(to) = X
, kde f(xz,t) je prava strana diferencidlni rovnice a xy je pocatecni

podminka v ¢ase to, [=(a,b) je inteval, kde a < b. Rekneme, ze x : [ — ) je
fesen{ nasi dlohy, kdyz x € C'(I) aVt e I : z(t) = f(x,t).

Véta 2.0.1. (Peanova véta)

Uvazujme tlohu 2.1 a necht Q € R™*! ot. |

f:Q — R™ spojité, (xg,tg) € Q ddno, potom 36 > 0 tak, Ze
dz : (to — 0,t0 + 0) — R™ resend tlohy 2.1.

dukaz lze najit na [1, str.233]

Definice 2.0.2. Q C R*"™! ot., f: Q — R, pak [ se nazve lokdiné lipschi-
tzovskd v Q wvuci z, pokud: ¥ (xg,tp) € 2, 30 > 0,3 L > 0 tak, Ze
|f(&t) = fn, )] < LIE—n| proV t € U(to,6) ; & € Ulxo, ).

Véta 2.0.3. (Picardova véta)

Necht Q C R lot., f: Q — R" spoj, f je lokdIné lipschitzovskd v x v Q a
(zo,t0) € 2, potom Tesend ulohy 2.1 je urcéeno lokdlné jednoznacné €.

dukaz lze najit na [1, str.233]

Véta v tomto tvaru se tézko aplikuje, protoze mame problémy s ovéfenim
lokélni lipschitzovskosti. Néasledujici lemma nam pomuze k jednoduchému
dusledku Picardovy véty, ktery budeme dél casto pouzivat.
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Lemma 2.0.4. (o lipschitzovskosti diferencovatelnijch funkct)
Necht Q C R*""lot., f spoj., f : 2 — R, % spoj. v ). Potom f je v €2
lokdlneé lipschitzovskd v x.

Dikaz. (xg,to) € 2 déno, ze spoj. a nam 36 > 0, 3K > 0 tak, ze ] <K

-| <
na U == Ul(wo,8) x Ulto, 8), ddle £(&,¢) — f(u,t) = [f (1 — s(& — p), )]i;(l)
= Old%f( —s(§—p),t)ds a p—s(E—p) € U, potom | f(pu—s(§—p), )| =

S 2 (= (€ — ), 0)(& — )] < K J ilmj — pylde < nK|E =yl =

= L|¢ — u|. Nyni staci vzit za konstantu lipschitzovskosti L na U a mame
lokélni lipschitzovskost f na €2 m

Véta 2.0.5. (Dusledek Picardovy véty)

Necht f je jako v tvrzeni Picardovy véty a navic f je C1(Q). Potom resend

ulohy 2.1 je urceno lokdlné jednoznacné na €.

Dikaz. dle lemmatu 2.0.4 je f lokéalné lipschitzovskost v €2, potom dle Pi-
cardovy véty 2.0.3 existuje lokalné jednoznaéné feseni dlohy (DR) O]

Casto nas bude zajimat, zda existuje lim,_, z(t). Nésledujici lemma nédm
dava navod, jak urcit kandidaty na limitu feSeni systému autonomnich

diferencidlnich rovnic.

Lemma 2.0.6. (limita reseni autonomniho systému ODR)

Uvazugme tlohu © = f(z(t)), z(0) = =z, f : R* — R"™ spojité. Necht

Eltlim z(t) =z = |f(2)] =0.

Diikaz. V dukazu vyuzijeme, ze x(t) = xo—l—ff )dsa f(x(t)) = (fi(z(t)), ...

Necht Eltlim x(t) = &, potom pro h > 0 pevne

lim z(t+h)=2 lim z(t) =&

t——+o0 t——+00

t+h
0=1|z—2 = tlim lz(t + h) — z()* = hm |m0 + f flxz(s)ds — xy —

P1i zaméné limity a integralu jsme pouzili Lebesquevu vétu s majorantami

9i(y) = Jnax | fi(x(y + 1)
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funkce g;(y) < 400 a integrovatelna na [0, k|, protoze f; je spojitd na R™,
t je konstantni a graf x(t + y) je spojitd kiivka na [0, h] (kompakt), po-
tom fi(x(y +t)) : [0,h] — R je spojitd funkce na kompaktni mnoziné a
ze zakladnich vét analyzy vime, Ze spojitd funkce na kompaktu nabyva
svého maxima a minima. V dikazu jsme pouzili Vétu o limité slozené funkce
(VOLSF) a spojitosti funkei f; v bodeé z. O

Pozndmka: lemma neplati pro neautonomni systémy (systémy, kde se ex-
plicitné vyskytuje ¢as). Hlavni duvod pro¢ lemma neplati pro neautonomni
systémy je ten, ze nedokdzeme obecné nic fici o limitnim chovani f(z(t),t).
Vse si ukazeme na protiptikladé. Uvazujme tuto rovnici

1

=l

B

Potom kdyby platilo lemma o limité feSeni, je z = 0 jedinym kandidatem
na limitu. Nyni ukazeme, zZe limit je nekonecné a jsou zavislé na xg.

i = (arctan(t))'z = & = xgexp(arctan(t))

Wl

lim z(t) = xge
t——+oo

Takze pro jakékoliv z( existuje tlim x(t) zavisla na x.

——400
Dalsim dulezitym pojmem je stabilita (nestabilita) stacionarnitho bodu au-
tonomniho systému rovnic.

Definice 2.0.7. Necht mdme tilohu & = f(x) a Fekneme, Ze xq je staciondrni
bod rovnice & = f(x) , pravé kdyz |f(zo)] = 0. Rekneme, Ze staciondrni bod
je stabilnt, kdyz Ve > 0 35 > 0 tak, Ze |vog —yo| < 0 = |p(t,yo)| < e Vt > 0.
Kde o(t,yo) je resend dlohy y = f(y) a y(to) = yo. Pro potieby formulace
budeme v dalsim studovat stabilitu 0-vého resent.

Definice 2.0.8. Necht xq je stabilni staciondrni bod a rekneme, Ze bod x
je asymptoticky stabilni: 30 > 0; ¢(t,yo) — 0 kdyz t — +oo Yy € U(xo,9).

Véta 2.0.9. (o linearizované stabilité)
Necht je ddna rovnice @ = f(x) a necht xq je staciondrni bod f, f € C*
na okoli xy. Necht Re(\) < 0 proV X\ € a(A), kde A =V, f(xy) (€ R™™).

Potom xq je asymptoticky stabilni.
Dukaz lze najit na [1, str.272]

Véta 2.0.10. (o linearizované nestabilité)
Necht je ddna rovnice @ = f(x) a necht xq je staciondrni bod f, f € C*
na okoli xy. Necht 3 X € o(A), Re(\) > 0. Kde A = V,f(xy) (€ R™™).

Potom xq je nestabilni.



Dukaz lze najit na [1, str.269]

Casto se budeme zabyvat spektrem matice A, jez je 2x2 a budou nds zajimat
znaménka Re(\) A € o(A). Néasledujici lemma ndm da nédvod na FeSeni nasi
otazky

Lemma 2.0.11. (lemma o spektru matice 22)
Necht {\1, X2} € 0(A)

(i) Necht A € R*? det(A) > 0 a tr(A) < 0 . Potom Re(\) < 0 a
RG()\Q) < 0.

(ii) Nechtf A € R*? | det(A) < 0 a tr(A) < 0. Potom Re(\;) > 0 a
RG()\Q) < 0.

(iii) Necht A € R**? | det(A) > 0 a tr(A) > 0. Potom Re(\;) > 0 a
R€()\2) > 0.

a

Diikaz. Necht A = Z , potom 0 = det(A — A\I) = ad — be

— (a + d)X + \? = det(A) — tr(A)X\ + N2 Koreny této kvadratické rovnice
jsou:

tr(A) £ \/tr(A)% — 4det(A)
2

(ad i) ziejmé plati tr?(A) > tr*(A) — 4det(A) = (i)

A =

(ad ii) zfejme plati tr?(A) < tr*(A) — det(A) =
2Re(\) = Re(tr(A) + /tr?(A) — 4det(A)
2Re(\2) = Re(tr(A) — /tr?(A) — 4det(A)

>0
<0

(ad iii) plati tr?(A) > tr?(A) — 4det(A) =
2Re(\2) = Re(tr(A) — /tr2(A) — 4det(A) > 0
2Re(\) = Re(tr(A) + /tr?(A) — 4det(A) > 0

]

Pti studiu periodickych feseni budeme potiebovat dalsi véty. Véta vypovidajici
o periodickych feeni v R? je Poincaré-Bendixsonova a obé¢as se ukéze, ze se
feseni "navijeji” na periodicky orbit.

Definice 2.0.12. (Dynamicky systém,)
Dynamickgm systém nazveme dvojici (p,), kde Q@ C R™ ot.,
o(t,z) : R x Q — Q spojité zobrazent, a plati

(1) ©(0,2) =z, Yo € Q

(11) p(s,o(t,z)) = (s +t,x) Vt,s € R,Vo € Q (semigrupovd vlastnost)
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Definice 2.0.13.
Necht (p,Q) ... dynamicky systém, xo € 2, potom definujeme

(1) dplng orbit y(xo): v(xo) := {(t,20);t € R}
(i1) dopredny orbit v+ (xo): v(xg) := {@(t,x0);t € [0,4+00)}
(111) M C Q se nazve uplné invariantni, pokud ¥ xo € M je y(zo) C M

(iv) w(zg) je omega-limitni mnozina bodu xo, kdyz
CU(I‘()) = {y € Qa = lg — +00, @(tk,l‘o) - y}

Poznamka: Dynamicky systém souvisi tizce s feSenimi diferencidlnich rovnic.
Vse si ukazeme na prikladeé:

Necht  C R” ot.,f(z) : Q — R" spojité a lokdlné lipschitzovské v Q, pak
pro rovnici

r = f(z) (2.2)
z(0) = x

definujeme ¢(t,z9) — x(t) "tesici funkce”. Potom ¢(t, zo) existuje lokalné
jednoznacné diky 2.0.1 a 2.0.3. Déle je splnéna podminka (i),(ii) z definice
dynamického systému piislusejictho (¢, §2) k (2.2).

Véta 2.0.14. (Poincaré-Bendizsonova véta)

Necht p € Q C R? oteviend, v (p) je kompaktni, necht” w(p) neobsahuje
staciondrni bod. Potom w(p) =T, kde I je orbit netrividlniho periodického
resent.

Diikaz lze najit na [2, str.101]

Nyni mame kriterium pro existenci periodickych orbitu, ale obcas se hodi
ukdazat, ze periodicky orbit nemuze existovat. Tento ptipad oSetiuje nasledujici
véta.

Véta 2.0.15. (Bendizon-Dulacovo kriterium)
Necht Q C R? ot., jednoduse souvisld (dopinék Q do R? je souvisld mnoZina),
f:Q—R?jeC.

(1) Pokud div f > 0 (nebo div f < 0) s.v. v Q, pak iloha & = f(x) nemd
v Q) netrividing periodické Tesent.

(2) Obecnéji, pokud 3B : Q — R ... C' funkce tak, Ze div(Bf) > 0 (nebo
div(Bf) < 0 s.v. v §2, pak dloha & = f(x) nemd v 2 netrividlni perio-
dické Tesent.
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Diikaz. sporem: necht 3y C Q ... netrividlni periodické feseni tlohy # =
f(z), definujme M := Inty, ziejmé M C €2, a necht mdme vhodnou funkci
B z pripadu (2) takovou, ze div(Bf) > 0. Nyni Gaussova véta o divergenci
iiké:

/div(Bf)dxdy = /(Bf -n)ds

M vy

LS rovnosti je nezdporna s.v. z predpokladi, a n ... vnéjsi norméla je kolma
na teénu ke 7, a B(x) f(z) je rovnobézna s tetnou ke y(z) v bodé z, protoze
B(z) je skalarni funkce a f(z) je vektor pravé strany v bodé x, potom
B(z)f(z) - n(z) = B(z)(f(z) - n(z)) = B(x)0 = 0. Vyuzivame, ze tetna ke
ktivce je kolma na normalu ke kiivce bodové a jejich bodovy skalarni soucin
(pti pevném z)v R? je roven 0.

Takze nyni dostavame: 0 < LS = PS = 0, coz je spor, protoze jsme
predpokladali, ze v je orbit netrivalniho periodického teseni. A piipad (1) je
specialni ptipad pro B = 1. O]

Poznamka: funkce B se nazyva Dulacovskd funkce. V dukazu jsme vySetrili
piipad div(Bf) > 0, piipad div(Bf) < 0 se udéla naprosto stejné.

Definice 2.0.16. Ljapunovskd funkce
Ne/cht’ = f(x), f: QCR"— R", xy staciondrni bod uvazZované ilohy.
BUNO 2y =0, U ... okoli 0, V(z): U — [0,4+00) spojitd

(1) V(0) =0, a V(z) >0Ve e U—{0} (pozitivné definitni)
(i1) t — V(x(t)) je nerostouci pro Yx(t) reseni uvazované ulohy.

Definice 2.0.17. Orbitdlni derivace
Necht & = f(x), f: QCR" = R", U C Q oteviend a je-li V€ CY(U), pak

orbitdlni derivaci V. vici systému & = f(x) rozumime

V:=VV.-2=VV.f(z), VeeU

12



Kapitola 3

Modely pro jeden zivociSny
druh

3.1 Model exponencialniho ristu (dbytku)

Modely pro jeden druh (jednodimenzionélni) zacaly vznikat uz v poloviné
19. stol. V celé kapitole budeme uvazovat, ze xy € (0,400). Nez zactneme
studovat jednotlivé modely a jejich variace, zacneme s laboratorni ilohou.
Predpokladejme, ze médme v Petriho misce na zivném roztoku bakteridlni
kulturu a sledujeme zmény poctu bakterii. Oznaéme z(t) pocet bakterii v
case t a x(t + h) pocet bakterii v case t + h, z méfeni vime, ze z(t + h) =
z(t) + az(t)h kde a je konstanta charakterizujici rychlost mnozeni.Vyznam
konstanty a bude objasnén pozdéji. Nyni uz vime, jaky je pocet bakterii v
case t i v case t + h, ale nas zajima okamzita rychlost mnozeni. Neboli jak
se méni rychlost mnozeni v zavislosti na aktualnim poctu bakterii.

z(t+h) —x(t) = z(t) + ax(t)h — z(t) = azx(t)h (3.1)

Nyni staci obé strany rovnice pfendsobit 1/h a obdrzime tuto rovnici

x(t + hf)L —x(t) — (b)) hll%lJr (3.2)

Leva strana rovnosti je limita z diferenéniho podilu a prava strana je nezavisla
na h, takto obdrzime tuto obyc¢ejnou diferencialni rovnici

T =az (3.3)

Uvazujeme-li, ze v caste t=0s je pocet bakterii z(0) = x, pak dostavame
rovnici (3.4).

T = ax (3.4)
z(0) = o

Ziskand rovnice je linedrni, Oznacéime-li f(x,t) pravou stranu rovnice:

13



(i) f(z,t) je spojitd na (0,00), potom dle Peanovy véty 2.0.1 existuje
feSeni rovnice (3.4) prochézejici bodem z(0) = .

(ii) f(x,t) = ax je lipschitzovska v x na (0, 00), potom dle Picardovy véty
2.0.3 je feseni urceno lokdlné jednoznacné na (0, +00).

Peanova a Picardova véta nam zarucily lokalni existenci a jednoznacnost
feSeni rovnice (3.4) a rovnice (3.4) ma jen jedno staciondrni fesenf z(t) = 0.
Interpretace stacioniho feSeni je takova, ze populace je nulova a nic se s ni
v pritbéhu ¢asu nedéje. Resenf rovnice (3.4) se dd nelézt metodou separace
proménnych, integracniho faktoru nebo v tomto velmi jednoduchém ptipadé
uhddnout, ze fesenim je xz(t) = x(0) exp(at) . Tedy fesenim rovnice (3.4) jsou
exponencialni funkce v zavislosti na parametru a, nebo-li znaménko a urcuje,
zda se bude kultura rozrustat, upadat ¢i stagnovat. Nyni probereme vlastni
feSeni v zavislosti na parametru a.

(i) a > 0 feSenim jsou rostouci exponencialni funkce. Bakteridlni kultura
se exponencialné rozrusta.

(ii) a = 0 feSenim je konstantni funkce x(t) = zo . Bakteridlni kultura
stagnuje.

(i) @ < 0 Fesenim jsou klesajici exponencidlni funkce. Bakteridlni kultura
exponencialné hyne.

Tento model pékné popisuje mnozeni ¢i vymirani bakterii, ale je nerealny
v piipadé narustani poctu bakterii. Pocet jedincu roste exponencidlné a
v koneéném c¢ase pocet bakterii preroste inosny pocet, kdy se kultura na
zivném roztoku jesté uzivi a dle modelu by pocet jedincu nadale rostl, coz v
redlném zivoté neni mozné. Jako zajimavost se hodi na tomto misté uvést,
ze tento model je pouzitelny pro modelovani rustu lidské populace od 18.
stol po soucasnost. Statisticky bylo zjisténo, ze se lidska populace rozrusta
exponencialné od zavedeni hygienickych opatieni a zlepSeni zdravotni péce.

Obrazek 3.1:

Na obrazku 3.1 je zndzorném prubéh funkcei z(t) = 3exp(at), kde a =
0.1,0,—0.1
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3.2 Logisticky model rustu populace

V predchozi podkapitole jsme odvodili nejjednodusi model rustu populace a
ukazali jsme si jeho nerealnost. Problém ptredchoziho modelu byl v tom, ze
populace neustéle rostla nekontrolovanym ristem. Model by byl pouzitelny
pro modelovani velmi pomalu se mnoziciho druhu s neomezenymi zdroji po-
travy a dostatec¢nym prostorem pro zivot, ale jen pro kratky ¢asovy okamzik.
Ukazali jsme si, ze rust ¢i hynuti urcoval koeficient a Kdyz nebudeme koefi-
cient a uvazovat jako funkci a(z,t) (oznacmé pro dalsi potieby a(x,t) jako
koeficient ptirozeného piirustku populace), potom dostaneme §irsi tidu mo-
delu, které se budou mnohem lépe priblizovat k realnému piipadnu a budou
pouzitelné pro modelovani v praxi. Pro zac¢dtek necht ex. K > 0 maximalni
pocet jedinctl, které dané prostiedi uzivi. Cim vic se bude pocet jedinci
priblizovat k maximu, tim pomaleji se bude nds mnozici se druh mnozit, pti
dosazeni maximalniho poctu se rychlost mnozeni zastavi. Nyni staci jen vse
dat dohromady. Oznacme:

x - pocet jedincu, K - maximalni pocet jedincu, b > 0 - koeficient rychlosti
mnozeni, z(0) - pocet jedincu v ¢ase t = 0, obrzime rovnici (3.5)

T = bK—x) (3.5)
z(0) = zo

V rovnici (3.5) jsme obdrzeli logisticky model rustu tak, jak ho formuloval
Pierre Francois Verhulst roku 1838. Oznacime-li f(z,t) = b(K — z)x, potom

(i) f(x,t) je spojita na (0,00), potom dle Peanovy véty 2.0.1 ex. feseni
rovnice 2.2 prochazejici bodem x(ty) = xo.

(i) Lf(z,t) = bK — 2bz je spojitd funkce v z na (0,00), potom dle
dusledku Picardovy véty 2.0.5 je feSeni rovnice (3.5) urceno lokdlné
jednoznacné.

Nyni mame lokélni existenci a jednozna¢nost Feseni rovnice (3.5).

Rovnice (3.5) ma dvé stacionarni feseni, a to z = 0 a x = K. ReSen{ je uréeno
jednoznaéné a vlastn{ feseni se bude odvijet od xo. Resenf odpovidajici z =
K, tika, ze populace dosahla optimalniho stavu a neméni se pocet jedincu v

populaci v prubéhu casu.

(i) oy < K fteSeni neopusti pas (0,K), jinak by se obdrzel spor s jed-
noznacnosti feseni. Znaménko derivace je kladné pro vSechny casy,
tedy Teseni je monotonné rostouci a rovnice 3.5 je autonomni, potom
dle lemmatu 2.0.6 limitou muze byt jen stacionarni feSeni. V nasem
piipadé mameé dvé stacionarni feseni ¥ = 0 a ¥ = K, feSeni je mono-
toné rostouci na R. Témito ivahami dostavame,ze

lim z(t) = K a lim x(t) = 0.
t——o00

t——+o0
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(ii) o > K feSeni nikdy neopusti mnozinu (K, +oc) jinak bychom do-
stali spor s jednoznac¢nosti feSeni. Znaménko derivace je zaporné pro
vSechny casy, tedy TeSeni je monotoné klesajici a zdola omezené, je-
dinym kandiddtem na limitu je dle lemmatu 2.0.6 stacionarni bod.
Touto dvahou dostavame, ze tEeroox(t) =K.

Nyni vime vSe o feSeni, a to jak se chova pro ruzné pocatecni podminky a
jaké mé limity pro ¢as jdouci do £o0.
Jedinné co nam zbyva je vlastni explicitné napsané feseni. Tato diferencialni

rovnice se dé Tesit metodou separace proménnych. Predpokladejme, ze z¢ #
KA Zo 7é 0.

t

b (e ) o (3.

0

Po nékolika ipravach obdrzime:

K —x x

Kbt) = 3.7

— D exp(Kb) = (37)
Po nékolika dalsich upravach obdrzime:

e K xo exp(Kbt) (3.8)

xoexp(Kbt) + K — xg
telR

5100

5050

4.95F

Obréazek 3.2:

Na obrazku 3.2 je znazornéno sbihani se feseni rovnice (3.5) u stacionarntho
feSeni x = 5 pro pocatecni podminky xq = 2,6 s parametry b = 1, K = 5.

Reseni (3.8) splituje viechny vysledky, které jsme ziskali analyzou tvaru rov-
nice (3.5). Tento model je pouzitelny pro modelovani rustu populace sirnych
bakterii v okoli podmotskych sopek. Podmotska sopka vyvrhne do okoli jen
koneéné mnozstvi siry za jednotku ¢asu, a proto se muze v okoli sopky uzivit
jen konecéné mnoho bakterii.
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3.3 Model vymirani

V tvodu predchozi kapitoly jsme nastinili metodu jak vytvaret dalsi modely.
Staci za funkei realizujici pfirozeny piirustek (resp. ubytek) zvolit vhodnou
funkci. Vhodna funkce muze a nemusi explicitné zaviset na ¢ase. Pii vhodné
volbé funkce a(x,t) muzeme zohlednit cas do vycerpani zdroju potravy,
periodické jevy (stiidani roénich obdobi, periodicky objevujici se moiské
proudy ... ). Nyni se podivame na jeden piiklad vyéerpani zdroju potravy v
kone¢ném case.

Predpokladejme, ze v daném prostiedi muze byt jen K jedincu, potrava
dojde za cas T a po prekroceni Casu zacne populace hynout se stejnym
koeficientem mnozeni jako se mnozila, koeficient mnozeni jeb a 0 < 2y < K.
Za téchto predpokladu mé koeficient ptirozeného prirustku tvar a(zx,t) =
b(1 — £)(K — z) a prislusnd rovnice (3.9)

#(t) = b(l— =) (K —2)x (3.9)

Nyni se podivame na vlastnosti této rovnice.

(i) prava strana rovnice je spojita na (0,00), potom dle Peanovy véty
2.0.1 existuje lokalné feseni rovnice (3.9) na (0, 00).

(ii) Zf(z) =b(1— £)(K — 2z) je spojité funkce v z na (0, c0), potom dle
dusledku Picardovy véty 2.0.5 je feSeni uréeno lokalné jednoznacneé.

Rovnice mé dvé stacionarni feseni x =0 a x = K, kdyz 0 < xg < K TeSeni
neopusti pas (0, K), jinak obdrzime spor s jednoznacnosti feseni. Déle prava
strana méni znaménko jen v ¢ase t = T'. Kdyz je cas t < T', tak prava strana
je kladna a kdyz je ¢as t > T, tak je prava strana zapornd. Clen K — z
je kladny pro vSechny casy diky podmince na xy. Pro velké casy (t > T')
je prava strana zaporna, a feSeni monotoné klesa a je zdola omezené. Tedy
jednim z kandidéti na limitu feSeni je = 0. Urcili jsme kandidata na
limitu FeSeni rovnice (3.9), ale nevime zda je to skutec¢né limita feseni ¢i zda
existuje vice limit feseni. Rovnice (3.9) neni autonomni, proto nemuzeme
pouzit lemma o limité feseni 2.0.6.

Vlastni feseni rovnice (3.9) provedeme metodou separace proménnych:

t

b<1—%):%(1+K1_$)//ds (3.10)

Xz
0

Po nékolika tipravach dospéjeme k této rovnosti
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x Zo 12
= Kbt — — A1
) (3.11

Po nékolika dalsich dpravach dojdeme k feseni rovnice (3.9)

o(t) = K xoexp(Kb(t — %)) (3.12)
xoexp(Kb(t — %)) + K —xg .

t € (0,400)

Obrazek 3.3:

Na obrazku 3.3 je znazornén vyvoj poctu jedincu podle modelu (3.9) s pa-
rametry xo = 2,0 =1, K = 5T = 5.

Nyni kdyz mame explicitni predpis feseni rovnice (3.9), muzeme urcit limitu
feseni pro o € (0, K):

0< lim J— moeH=iz) i KoY () gy i 2(t) =
T t—+o0 o exp(Kb(t—%))—f—K—a:O ~ t—+oo K—zg tto0o

0 je limita FeSeni.

Tento model by se dal pouzit pro modelovani vyvoje poc¢tu bakterii zivenych
na zivném roztoku, pricemz v case T prestaneme dodavat vyzivu a populace
zacne hynout hlady.
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Kapitola 4
Systémy dravec-korist

Modely popisujici systémy dravec-korist jsou mnohem zajimavéjsi, ale také
vztahy dravce a korfisti. Jeden druh bude v pozici predatora a druhy druh
bude v pozici koristi. Budeme studovat modely popisujici vzajemné souziti a
provedeme podrobnou matematickou analyzu typickych modelu. Hlavné nas
bude zajimat existence a jednoznacnost feseni, periodické orbity, stabilita
staciondrnich bodu a zda néjaky druh muze vyhynout (feseni dojde v limité
na osu x ¢i y). Budeme pracovat s funkcemi, které ndm budou popisovat jak
se kofist (preddtor) mnozi ¢i hyne a v celé kapitole budeme predpokladat, ze
bod (g, yo) lezi v I. kvadrantu. Vsechny uvazované modely v této kapitole
budou tohoto tvaru:

= a(t,r)xr —b(t,z,y)xy (4.1)
= _C<t> y)y + d<t7 €, y)azy

, kde z je kotist, y je predétor, a(t, x) je prirozeny piirustek kofisti, c(t,y) je
ptirozeny ibytek predétora, b(t, z, y) realizuje ibytek kofisti lovem predatora
a d(t,z,y) realizuje piirustek predatora.

4.1 Volterra-Lotkuv model

Volterra-Lotktiv model je nejjednodussi model popisujici systém dravec-
korist. Ukazuje se jako modelovy priklad pfi vyuce nelinedrnich soustav
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Cely model je zalozen na myslence, ze
jeden zivoc¢isny druh se mnozi a druhy na ném parazituje. Nyni se na véc
podivame dukladnéji. Oznacme si x jako kofist a y jako predatora. Z prvni
kapitoly vime, jak napsat modely popisujici rust populace. Oznac¢me ptirozeny
pifrustek kofisti a(x,t) := a, kofist je lovena predatorem rychlosti, kterd je
zavisla na poctu koristi, poctu predatoru a kostanté. Oznacme ubytek koristi
zpusobeny lovem b(x,y,t) := bry. Nyni mame popsany vsechny vztahy po-
pisujici vyvoj poctu kotisti a jesté predatora. Predpoklddejme, ze predéator
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je na kofisti primo zavisly, kofist je jeho jediny zdroj potravy. Oznac¢me
prirozeny ubytek predatora c(y,t) := ¢, které ndm iikd, ze predator hyne
a pifrustek predatora d(z,y,t) := dxy, které nam ika, ze predator se zivi
koristi a diky tomu muze zvySovat své pocty. Nyni staci vSe jen dat dohro-
mady a obdrzime rovnice 3.1.

T = azr—bry (4.2)
= —cy+dry

a,b,c,d > 0.

Rovnice (4.2) nazveme Volterra-Lotkovy rovnice pro systém dravec-kofist.
Nyni se podivame na vlastnosti této soustavy. Ozna¢me f(z,y) vektor pravych
stran.

(i) pravé strany soustavy jsou spojité funkce na R?, potom dle Peanovy
vety 2.0.1 existuje Feseni soustavy (4.2) , které prochézi bodem (g, yo).

(ii) pravé strana systému je diferencovatelnd funkce na R? potom dle
dusledku Picardovy véty 2.0.5 jsou FeSeni prochazejici bodem (zg, yo)
uréena lokdlné jednoznacné v R2.

Nyni vime, Ze Feseni soustavy (4.2) existuje a je urceno jednoznacné.
Nyni se podivame na dalsi vlastnosti této soustavy.

(iii) staciondrni body: soustava ma pravé 2 staciondrni body (0,0) a (£, ¢).
Jeden stacionarni bod lezi v pocatku a druhy v Lkvadrantu.

(iv) feSeni rovnice 3.1 neopusti I. kvadrant.

Dikaz. Dukaz: zvolme z(t) = 0, potom systém 3.1 prejde na tvar
) = —cy. Resenim této diferencidlnim rovnice je y(t) = yo exp(—ct).
Toto feseni nam ika, ze pii absenci kotisti dravec hyne exponencidlni
rychlost{ a Feseni, které zac¢ne na ose y, ji neopusti. Dale zvolme y(t) =
0, potom systém 3.1. prejde na tvar & = ax. Resenim této diferencilni
rovnice jsou z(t) = xgexp(at). Toto Teseni nam iikd, ze pii absenci
predatora se kofist mnozi exponencialni rychlosti. Kdyz feseni zacne
na ose x, tak ji neopusti. Nyni vime, Ze feSeni zacinajici na osach
je neopusti. Nyni staéi zvolit (zg,y0) v I. kvadrantu, potom feseni
neopusti I. kvadrant, jinak by integralni kiivka musela protnout jednu
z os kvadrantu, a tim by se ihned obdrzel spor s jednoznac¢nosti. Z toho
nam plyne, ze ani jeden druh nevyhyne. O

Definice 4.1.1. (1. integral)

Funkce U(x) : Q@ C R" — R spoj., se nazve proni integrdl rovnice & = f(x),
jestlize:
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(i) U € CY(Q) a U je nekonstantni funkce
(11) U(x(t)) = konst. pro Yx(t) reseni uvaZované rovnice

Stabilita stacionarnich bodu: bod (0,0) je nestabilni, protoze feseni po ose
y jdou do bodu (0,0) pro ¥V yo > 0, ale feseni po ose x jdou od bodu (0, 0)

pro ¥V xy > 0. Pro vysetfeni stability bodu (%, ¢) vyuzijeme, ze systém 3.1

d'b
mé prvni integral ve tvaru
V(z,y) = 2% exp(—dx)y* exp(—by) = g(x)h(y) (4.3)
Lemma 4.1.2. Takto definovand funkce V (x,y) je proni integrdl systému

(4.2).

Diikaz. 7 tvaru V(z,y) vidime, ze je diferencovatelnd a nekonstatni v I.
kvadrantu, dokonce V(z,y) > 0 . Ddle musime ovéfit, ze V(z,y) je kon-
stantni podél feseni, nebo-li orbitalni derivace je nulova.

Zadefinujme si novou funkci

Vi(x,y) = log(V(x,y)) (4.4)

, potom V = % =0 < V = 0. Takto vznikld funkee je opét L. integral (log
je prostéd funkce na (0,400) ) a ma smysl ji definovat uvniti I. kvadrantu,
protoze funkce V'(z,y) > 0 je uvniti I. kvanrantu.

V(x,y) =clogz —dx +alogy —by = V = v :cf—da’:—l—a%—by:

(C cla T y 4.2
= i(£—d)+ (2 —b) = £(c—do) + Ha—by) =

=(a—by)(c—dzx)—(a—by)(c—dzr) =0 O

Nyni ukdzeme, ze funkce V(zx,y
maxima v I. kvadrantu v bodé (

Diikaz. V(z,y) je nezépornd na (0, +00) x (0, +00) a je z tiidy C*°(0, +00) X
(0, 4+00) diky diferencovatelnosti funkei g(z) a h(y).
0 0 0 0
0= V() = 2g@)h(y) a 0= —V(r,y) = —h
gz " 9) = gpe@)h(y) a 0= 722V (w,y) = 5-h(y)g(x)

Nyni staci polozit

0 0
%g(x) =0a a_yh(y) =0
9 c—1
0= B () = (c —dzx)x“ " exp(—dx) = c—dx =0 (4.5)
T
0= a%h(y) = (a—by)y" " exp(~by) =a—by=0 (4.6)
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Tedy jedinym kandiddtem na extrém je bod (4, ¢). Pro vysetieni charakteru
podezielého bodu pouzijeme 4.4

éﬂ_v( y=—C 82_V( e *V
ar2 Y = oy? »Y = Y2 Oxdy

, potom oznacime-li M matici druhych parcidlnich derivaci v bodé (§, %).

—d
M- )

Matice M je diagondlni ¢leny na hlavni diagondale jsou zaporné, matice M je
negativné definitni = bod (5, #) je bodem lokélniho maxima funkce V(z,y),
ale funkce V (z,y) vznikla slozenfm prosté funkce a V'(z,y) = bod (5,%) je
bodem maxima funkce V (z,y). Dale bod (4, ¢) je bodem globalniho maxima
v . kvadrantu. Ukézeme, zZe pro libovolné ¢ > 0 existuje K kompakt a
(§,%) € K tak, ze funkce V(x,y) < e mimo K v I. kvadrantu.

Zvolme € > 0 pevné, definujme K := {(z,y) € R?% [}, L] x [4;, M]}, kon-
stanty L > max{$,1}, M > max{%,1}, hodnoty M, L budou upiesnény
pozdéji. Cheeme, aby V(z,y) < € mimo K v 1. kvadrantu. Z predchoziho
vypoctu vime: nutnd podminka extrému je splnéna jen pro bod (4, %), ale
ten diky podminkam na M a L lezi v K.

Vsuvka: pro potteby dalsich vypoctu vySetiime extrémy funkce

g(z) = z°exp(—dz) na U := [0, 1]U[L, +00]. ¢'(z) = (¢—dz)z*" exp(—dz),
potom ¢'(z) > 0 na (0, 1), ¢'(z) < 0 na (L, +00) (z volby L) a

g(0) = xgrfoog(as) =0= rilea&(g(x) = max{g(L), g(+}. Diky volbé L se

da magcg(m) < ¢ pro libovolné ¢ > 0. To nadm plyne ze spojitosti g na
xe

U a anulovani se v limité do "0-” a do "4o00”. Totéz plati pro h(y) na
[0, 37] U [M; +00]

V(x,y) nabyvé extrému jen na 0K, diky rozseparovanosti V' (z,y) na g(z) a
h(y) a faktu, ze staci hledat maximalni hodnotu jen ve ”vrcholech” obdélniku
(vlastnosti g a h diskutované ve vsuvce), ktery tvori 0K. Nyni staci zvolit
konstanty M a L tak, aby platilo

1 1 1 1
masx{g(h( ) oMM oL )LD} <= (47)
Potom bod (4, ¥) je bodem globalntho maxima V' (z,y) v I. kvadrantu.
[l

Lemma 4.1.3. Uroviiové kiivky (vrstevnice) V(z,y) jsou v I. kvadrantu
jednoduché krivky.

Diikaz. Opét uvazujme V(z,y) = log(V (z,y)) v Lkvadrantu, oznaéme

V(z,y) =clog © —dx+alog y— by = G(z) + H(y) (4.8)
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2 2
0 _c OH b

—G(z — =

5O == aHE) =
Matice druhych parcidlnich derivaci je diagonalni a negativné definitnf v I.
kvadrantu = V(x,y) je ryze konkdvni v I. kvadrantu = uroviové kiivky
jsou jednoduché uzaviené kiivky.

]

Nyni vime, ze prvni integrél sytému (4.2) je nezéporna funkce v I. kvadrantu,
nabyvéd maxima ve stacionarnim bodé systému (4.2). Navic troviiové kiivky
V(z,y) jsou jednoduché uzaviené kiivky. Definujeme-li

=3 = Viay) (4.9)
, pak W(z,y) je prvni integral soustavy (4.2), W(z,y) je nezapornd funkce
v L. kvadrantu a nabyva globdlniho minima v bodé (4, %). Nyni si staci
uvédomit, ze W (z,y) je Ljapunovska funkce systému (4.2). Z tohoto mame
stabilitu bodu (§, ) a navic feseni jsou periodické orbity, které obthaji bod
(5, %), protoze prvni integral je konstantni podél feseni a tirovnové kiivky
W (z,y) jsou jednoduché uzaviené kiivky.

Wiz, y) == V(

Obrazek 4.1:

Na obrdzku 4.1 je graf funkce V (z, y) = x° exp(—x)y* exp(—y) v L. kvadrantu
Na obrazku 4.1 je feseni Volterra-Lotkovych rovnic s parametry a = 5,b =
lLe=4,d=1

Veskeré vlastnosti reseni systému (4.2) v 1. kvadrantu se odvijeji od
vlastnosti W (x,y), kolmé pruméty vrstevnic funkce W (x,y) do roviny zy
jsou fesenim systému (4.2). Dalsi zajimavou vlastnosti feseni systému (4.2)
je pfimé tméra mezi prumérnymi pocty kotisti (predatora) za dobu jedné
periody a soutadnicemi staciondrniho bodu.
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Obréazek 4.2:

Lemma 4.1.4. Necht (z(t),y(t)) je orbit netrividlniho periodického Tesent
systému (4.2). Potom

1 r 1 r
T = T/x(t)dt y y: T/y(t)dt 2
0 0

, kde T je doba periody periodického resent.

Poznamka: lemma nam 7ikd, ze integralni pruméry poctu kofisti (predatora)
za dobu jedné periody jsou rovny souradnicim stacionarniho bodu.

T

Diikaz. £ = (log(z)) =a—by/ 7 [dt0=a—-by =7=1%
0

Analogicky bychom zjistili, ze

C
C X X d

]

Lemma ndm dava informaci o prumérném poctu kotisti (predatora) a vede k
zajimavému vysledku. Budeme predpokladat, ze lovime intenzivné sardinky
a sardinky lovi zraloci. Pro tento stav najdeme hodnoty konstant a,b,c,d, jez
se vyskytuji ve Volterra-Lotkové modelu. Nyni prestaneme lovit sardinky, a
to povede k prudkému zvysSeni ptirozeného ptirustku poctu sardinek a A,
ale zbylé konstanty se nezméni. Dalo by se ocekavat, ze se prumérny pocet
sardinek zvysi. Nynf ndm lemma ifkd, Ze priumérny pocet sardinek je T = §
a prumérny pocet zraloku je 7 = %. Interpretace vysledku iika, ze kdyz
prestaneme lovit sardinky, tak se jejich prumérny pocet nezméni, ackoliv se
prumérny pocet zraloku zvysi. Neboli jakkoliv intenzivni rybolov nema vliv
na prumérné stavy ryb.

Volterra-Lotkuv model je jednoduchy, dobfe se s nim pracuje, ale nema

praktické vyzuziti. Povoluje pii absenci predatora exponencidlni nérust
kortisti, coz nema obdobu v praktickém modelovani vyvoje populaci. Déle
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clen —bxy tiké, ze predator neustale lovi a nikdy neméa dost. Lemma nam
dalo zajimavy vysledek, ktery je v bézné praxi nemozny. Nékteré
nedostatky se daji odstranit a na jednu moznost se podivame v
podkapitole Upraveny Volterra-Lotkuv model.

4.2 Holling-Tannertuv model

V minulé kapitole jsme se seznamili s Volterra-Lotkovym modelem, provedli
podrobnou analyzu a ukazali si nerealnost tohoto modelu. Holling-Tanneruv
model se snazi odstranit neredalnosti Volterra-Lotkova modelu, celd iprava je
ve specialni volbé funkci, které realizuji ptirozené prirustky a ibytky, timto
postupem ziskame systém (4.10).

s Ty
= a(l— D)o 4.1
b= all-plr-wn (4.10)
y
= b1-JY
Y ( )y

a,b,w,K,D,J >0

Systém rovnic (4.10) nazveme Holling-Tanneruv model systému dravec-kofist
a nyni se podivame na ¢leny vystupujici v modelu.

(a) a(l — %) tento clen popisuje vyvoj populace kofisti bez pfitomnosti
predatora. Z prvni kapitoly vime, ze rust populace je limitovan ma-
ximalnim poctem koristi K, ktera se uzivi v daném prostiedi, tedy
nemuze nastat exponencialni narust kofisti.

(b) 5+ tento clen popisuje plisobeni predétora na populaci kofisti a iikd
nam kolik kofisti bylo zabito predatorem za jednotku casu. Déle tento
¢len 11k, ze predator se nasyti a uz nelovi dal. V modelu (4.2) jsme
méli clen bx, ktery tikal, ze predator lovi imérné k poctu kotristi. V

pifpadé systému (4.10) je 7%= < w pro Vx>0 a

D+

. T

lim w =w
z—+oo D4+

(c) b(1 — J%)y popisuje hynuti(mnozeni) predatora a cislo J fikd kolik
kotisti musi jeden predator ulovit, aby neumiral hlady:.

Nyni se podivame na vlastnosti feseni systému (4.10):

(i) prava strana systému (4.10) je spojita pro ¥V (xg, o), potom dle Pea-
novy véty 2.0.1 existuje lokalné feseni prochézejici bodem (xq, yo).

(ii) pravé strany jsou diferencovatelné v I. kvadrantu, potom dle dusledku
Picardovy véty 2.0.5 jsou feseni urcena lokélné jednoznacné.
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Systém neni definovany na ose y. Vznikd zajimava otazka, zda existuje reseni
systému (4.10), které v limité dokonverguje na osu y. Polozime-li yy = 0, pak
dostaneme rovnici pro x ve tvaru

t=a(K —x)x

a vzniklé Tfeseni neopusti osu x. Nyni si ukazeme, ze zadné feseni neopusti 1.
kvadrant. Vime, Ze na ose x mame feseni systému (4.10). Kdyby néjaké reseni
protlo osu x, tak dostaneme spor s jednoznacnosti. Zbyva osa y. Zvolme malé
€ > 0 a definujem si vysek

2
M, = {(2,) € (0,+00) x (0, +00)iz < y > —

a zvolme bod (zg,v0) z M, a nyni se podivdme na chovani systému v M.
Kdyby feseni, které zacne v bodé (xg, o), protlo osu y, tak k tomu dojde
v konectném case t;. Kdyby feseni doslo na osu y pro t — +oo, pak by
jedinym kandidatem na limitu byl staciondrni bod, ale systém (4.10) nemé
zddné stacionarni body na ose y. Déle y < 0 pro (x,y) € M, Podivejme se
na rovnice pro r a v.

& = (a—wy)z+o(z?) (4.11)

—by + o(y®)
= y — 0; t — 4o00. Déle od jistého casu T > 0 je vyraz (a — wy(t)) > 0
(protoze a,w >0ay — 0+)Vt>T= 3 L>0tak,zed > Lrprot>T.
Tato rovnice nam iiké, ze x > x(T)exp(Lt), a to je rostouci funkce. Z toho

mame okamzité, ze feSeni ve sméru osy x opusti vysek M, v konecném case a
tedy TeSeni neprostne osu y. Z toho nam plyne, Ze ani jeden druh nevyhyne.

Nyni se podivame na stacionarni body systému (4.10).

a

. Y
= = — — == - D
0=z r(a(K —x) wD+$):>y w(K z)(D + x)

Kiivka pro £ = 0 je parabola s kofeny v bodech x+ = K a x = —D a tato
parabola ma maximum v bodé %. Ktivka pro y = 0 je piimka se smérnici
%I. 7 toho dostavame, ze existuje jediny prusecik v I. kvadrantu. Oznac¢me
tento prusecik (z*,y*) a zavedme nové proménné X := L ay := y%, nebo-li
prevedeme systém (4.10) na berzozmeérny tvar. Po dosazeni do rovnice (4.10)
obdrzime novou soustavu (4.12).
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X = a(l- E)X X (4.12)

k d+ X
. JY
Y = b(1l——)Y
(1-5)
Oznacime-li k = g ad = x%, pak dostavame, ze stacionarni bod v
proménnych XY mé souradnice
1
(X7, Y7) = (L=(d+ D)1= 1)) = (1,7 (1.13)

Poznamka: pro urceni stacionarnitho bodu jsme pouzili trik preskdlovani
meéritka na osach x,y. V novych proménnych ma staciondrni bod na ose
x soutadnici 1, a z toho jsme dopocitali y-ovou soutadnici a nasli vztah mezi
konstantami, které se vyskytuji v Holling-Tannerové modelu.

Pro vySetteni stability stacionarniho bodu pouzijeme vétu o linearizované
stabilité. Oznacme W jako gradientni matici vektoru pravych stran v bodé
(X*, V™).

Podivejme se na

det(W) = ab(; + %ﬁ) -0 (4.14)
H(W) = al () - %) - W b (415)

tr(W) muze byt kladnd i zdpornd. Bod (X*,Y™) je asymptoticky stabilni
podle véty o linearizované stabilité, kdyz je redlna cast spektra gradientni
matice zadporné. Podle lemmatu o spektru matice 2x2 vime, ze kdyz det(W) >
0 a tr(W) < 0, potom redlnd cast spektra matice W je zépornd. Z tohoto
méme ihned podminky na (a, b, k, d)

alk —d—2)
k(1+d)

P#i splnéni podminek pro (a, b, k, d) mame dle véty o linearizované stabilité
asymptotickou stabilitu bodu (X*, Y™*).

b> (4.16)

Kdyz bude tr(W) > 0 a vime, ze det(W) > 0, potom dle lemmatu o
spektru matice 2x2 vime, ze Re(A;) > 0) a Re(Ay) > 0), potom dle véty o
linearizované nestabilité mame nestabilitu bodu (X*,Y™*). V piipadé
tr(W) = 0 nevime obecné nic.
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Nyni se podivame na existenci periodickych feSeni. Pro pouziti Poincaré-
Bendixsonovy véty potiebujeme najit omezenou ivanriantni oblast. Zvolme
nezapornou funkci V(z,y) = % + g—z a spoc¢téme orbitdlni derivaci V' pro
systém (4.12).

2z, 2y, wyz? x? J

V== = (- = D8 4.17
20" T 2pY (z (D + x) kY Iy) (4.17)

Nynf pouzijeme polarni souradnice v I. kvadrantu, abychom ukazali, ze

JR > 0 dostatecné velké tak, aby V' < 0 pro V(z,y) z L. kvadrantu splnujici

’ e, s 2 2
nasledujici nerovnost Z- + L < R2?,

2a 26 —

’ : .2 2 r3 cos? _ wr? sin ¢ cos? ¢ 2 n2 A Jr3sindp
V(T’COSQO,T’SIH(;?) =T~ Ccos” @ K a(D+rcos @) +resin” ¢ Treose
2.2 . rcos® @ . wr sin p cos® @ o J sin® ¢ 2 . r cos® @ . Jsin® oy _

=r <1 K a(D+r cos ) cos ¢ ) < (1 K cos @ ) o

3 . 1— 2 3 .
21— e Jinpleete) _p2(1— 198 Jig o+ Jsinpcosg) <
3
<rA(l+J -2 — Jtge) <0

proV ¢ € (0, %), > R, R dostatecné velké, protoze cos ¢ je omezena funkce
a pro malé uhly zafidime platnost nerovnosti vhodnou volbou 7 a pro thly
blizko 7 zajist{ platnost nerovnosti neomezenost funkce tg ¢

( lim tgy = +00).

=35

Pozndmka: V odhadech jsme vyuzili _% < 0proyp € (0,3) a
znamych vzorcu pro goniometrické funkce a faktu, Zze sinp i cosy jsou
nezédporné a omezené funkce na (0, 7).

Nynf méme zaruéeno, ze V < 0 pro dostatecné velké r z poldrnich souradnic
a kruhovd vyse¢ uréend osami x, y a grafem 2% 4+ 3> = R?, kde R >
r (z poldrnich soufadnic), obsahuje (x*,y*). Tato kruhova vysec¢ je ome-
zend, tedy jeji uzavér je kompakt, a invariantni - oznacme si ji A. Pro
pouziti Poincaré-Bendixsonovy véty 2.0.14 potiebujeme, aby tato invari-

antni mnozina neobsahovala stacionarni bod. Za predpokladu, ze tr(A) > 0
lemma

(vime det(W) >0 =" Re(A) > 0) a Re(A\2) > 0)) stacionarni bod ”od-
puzuje” feseni ve vSech smérech (nebo-li pfi obriceni ¢asu t:=-t, zméni
vSechna vlastni ¢isla znaménka a dostaneme asymptotickou stabilitu sta-
ciondrnitho bodu - tj. negativni asymptotickou stabilitu), zvolme ¢ > 0 malé,
def. Q := A — B.((z*,y*)) Nyni je Q omezend invariantni mnozina neob-
sahujici stacionarni bod, potom dle Poincaré-Bendixsonovy véty 2.0.14 4 '
periodicky orbit systému (4.12), ke kterému se viechna feseni, jez zapocnou
mimo (z*,y*) a I asymptoticky primykaji.

Kdyz bude
alk —d—2)

b
)

(4.18)
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, potom optimalnim stavem je stabilni staciondrni bod (zx,yx*), ke kterému
se budou vSechna teseni shihat.

130193
130193
130192

139192 |

L L L L - L L L L
154658 154658 154659 154659 1 2 3 4 5 6

Obrézek 4.3:

V pripadé
alk —d—2)
k(1 +d)

je optimalnim stavem periodicky orbit a nestabilni stacionarni bod. Kdyz
(x0,%0) # (%, y*), potom dle Poincaré-Bendixsonovy véty 2.0.14 se vSechna
feseni budou navijet na periodicky orbit I', protoze peridodicky orbit je w
limitni mnozina. Ta feSeni, ktera zapocnou v Intl’, se budou navijet zevnitt,
a ta feseni, kterd zapocnou v Extl’, se budou navijet z vnéjsku.

b < (4.19)

Pripad, kdy nastane rovnost, neuvazujeme, protoze v praxi se vstupni data
ziskavaji empirickymi méfenimy a vSechny konstanty vyskytujici se v modelu
jsou potom zatizeny chybou, proto pro praxi neuvazujeme rovnost.

Na obréazku 4.2 je graficky znazornéné reseni sysému 4.10. Na prvnim obrazku
je videét stabilni spirala, kterd vznikne pti koeficientech a = 1,b = 1,k =
10,w=1,d =0.1,J = %. Na druhém obrazku je vidét periodicky orbit a
navijejici se feseni, ktery vznikne pfi koeficientech a = 3,6 =1,k = 10, w =
2,d=1,J =3

Holling-Tanneruv model se da velmi dobfe pouzit pro modelovani realnych
situaci. Konstanty vyskytujici se v modelu se ziskaji empirickym meéfenim a
potom staci dosadit do jednoduché rovnice, podle znaménka uréime tr(W) a
dle diskuze provedené podle znaménka tr(W) snadno uréime, jak se systém
bude vyvijet do budoucna. Dalsim dulezitym vysledkem Holling-Tannerova
modelu je, ze se systém stabilizuje - systém spéje k jednomu optimalnimu
bodu, nebo systém spéje k periodickému déji, ktery muzeme interpreto-
vat takto: dojde-li k markantnimu piremnozeni kofisti, tak po case cely
systém sam prejde na optimalni periodicky déj, nebo systém piejde do op-
timalniho bodu - priroda se sama postard o rovnovahu. Pomoci tohoto mo-
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delu si muzeme predstavit situaci, jak se v Yellowstoneském narodnim parku
premnozili jeleni a vlci byli vybiti. Pfemnozeni jeleni pachali velké skody a
po vysazeni vlku do volné prirody se pocet jelenu zacal snizovat a systém
jeleni-vlci po c¢ase presel na jeden z optimélnich stavu. Dalsi trochu para-
doxni vyuziti Holling-Tannerova modelu je modelovani humanitarni pomoci.
Predpokladejme, ze nékde na Zemi mame skupinu lidi, ktera je v kritické
hmotné nouzi a je ptimo zavisla na humanitarni pomoci. Nyni v pozici kofisti
by bylo mnozstvi dodané pomoci a v pozici predatora by byla skupinka
lidi. Mnozeni kotisti by vyjadiovalo dodavani hmotné pomoci, které by se
odvyjelo od mnozstvi jiz dodané a uskladnéné pomoci. Vyznam konstant
by byl nasledujici: a rychlost dodavani humanitarni pomoci, K maximalni
wry

mnozstvi uskladnitelné pomoci, ¢len Tty by vyjadfoval ¢erpani pomoci, J

pocet jednotek pomoci, které musi jeden jedinec vycerpat, aby neumiral.

4.3 Upraveny Volterra-Lotkiv model

Volterra-Lotktuv model jsme uz podrobné analyzovali a objasnili si vSechny
jeho nevyhody. Nyni se podivame na upraveny Volterra-Lotkuv model, kde
budeme neustale hlidat populaci koristi. Napt. aplikace postiiku

t = z(a—ex —by) (4.20)
= y(=b+dx)
a,b,c,d,e >0

Model (4.20) se lisi od Volterra-Lotkova modelu jen v rovnici pro kofist, clen
—ex déla regulaci rustu kofisti

(i) pravé strany jsou spojité v R?, potom dle Peanovy véty 2.0.1 existuje
lokdlné treseni prochdzejicim bodem (zg,yo) z I. kvadrantu.

(ii) pravé strany jsou diferencovatelné v R? potom dle Picardovy véty
2.0.5 jsou tesSeni v I. kvadrantu urcena lokalné jednoznacneé.

Réseni neopusti I. kvadrant

Dikaz. Pro x = 0 dostaneme y = —cy a tato rovnice ma teseni pro vSechna
Yo na ose y, naopak pro y = 0 dostaneme & = x(a — ex), to je ale logisticka
rovnice a o ni vime, ze ma feSeni pro vSechna xg na ose x. Nyni kdyby TeSeni
opustilo I. kvadrant, tak by muselo protnout osu z ¢ y, ale tim bychom
obdrzeli ihned spor s jednoznacnosti. Nyni vime, ze ani jeden druh nevyhyne.

O

Staciondrni feseni systému (4.20) najdeme Fesenim této soustavy rovnic.

0 = z(a—ex—by) (4.21)
0 = y(—c+dx)
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Z vypoctu zjistime, ze jsou jen 3 staciondrni body: (0,0),(%,0) a (&, 24=<<)

Prvni a druhy stacionarni bod lezi na ose x, zajimavy je treti bod. Pokud
budeme predpokladat tuto podminku na koeficienty: ad — ec > 0, potom
budeme mit stacionarni bod uvnitt 1. kvadrantu.

Stabilita stacionarni bodu
Ozna¢me B(z,y) gradientni matici pravych stran

[ a—2ex—by —bx
B(z,y) = ( dy —c+dx )

Bod (0,0) je nestabilni, protoze feseni pro y = 0 odbihaji od pocatku a

a

protoze pro x blizko poc¢atku & = x(a — ex) > 0 Pro vysetieni bodu (£,0)
pouzijeme metodu linearizace.

a —a
B(E’O) N ( 0 —c+% )

det(B) = g(ce —da) <0 (4.22)

—ae — ce +da

€

Pozn.: det(A) < 0, protoze predpokladdme ce — da < 0
Dle lemmatu o spektru matice 2x2 existuje jedno vlastni ¢islo A € o(A) tak,
ze Re(\) > 0 = nestabilita bodu (£,0)

s

¢ ad—¢cc —g ke
B(S, ———) = d T d
(da bd ) ( ad;ec 0 )

det(B) = a(ad—50)>0 (4.23)
tr(B) = —% 0

Nyni dle lemmatu o spektru matice 2x2 mame asymptotickou stabilitu sta-

ciondrniho bodu (§, 24=<¢)
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Na obrézku 4.3 je zndzornéno feseni systému (4.20) s parametry a = 1,
b=1lc=1d=1ec=0.1

Jesté jedna otazka zustala nezodpovézena. Existuje néjakd pocateéni pod-
minka (zg,y0), € > 0 a a,b,c,d > 0 tak, aby vznikl netrividlni peridicky
orbit systému 4.207 Odpovéd je zaporna.

Dukaz. K dukazu pouzijeme Bendixson-Dulacovo kriterium 2.0.15 a za
B(z,y) = ﬁ, potom B je diferencovatelna funkce v I. kvadrantu a

div(Bf) = a%(%z_byﬂ—%(%) = —% < 0, potom dle Bendixson-Dulacova
kriteria 2.0.15 neexistuje netrivalni periodicky orbit systému 4.20. O

Na tomto modelu muzeme vidét, ze i pri nepatrném zasahu do populace
kofisti (¢ hodné malé) dostdvame stabilni spirdlu v I. kvadrantu a 2 nesta-
bilni stacionarni body. Kdyz se zpétné podivame na feseni Volterra-Lotkova
modelu (uzaviené jednoduché kiivky), vidime ihned velkou zménu, nebo-li
nepatrnd zména rovnic vede k prudkym zménam v chovani feSeni. Tento
jev se tradi¢né nazyva nerobustnost. Model je robustni, kdyz "mald” zména
rovnice nevede k velkym zméndm v chovani teseni. Tedy Volterra-Lotkuv
model neni robustni.

4.4 Model soutézeni

Nyni se podivame na model, ktery nepatii do systému dravec-kofist, ale
byla by skoda ho zde neuvést. Nyni budeme mit dvé populace, které na sebe
neutoci, ale sdileji spolecné prostiedi, které uzivi jen konecny pocet jedincu
a tyto populace se ovliviiuji jen tak, ze si uziraji vzajemné potravu.

. x
T = ax(l— o 0172%) (4.24)
. x Yy
= by(l — — —co1—=>
Y y( K, 02’1[(2)

a,b,ci9,c01, K1, K9 >0

Nyni se podrobnéji podivame na koeficienty v modelu (4.24). a,b jsou ko-
eficienty prirozeného rustu, K;, K, jsou kapacity prostredi a fikaji, kolik
jedincu druhu z,y se v daném prostiedi uzivi a Cleny c¢;2 a co; jsou ko-
eficienty ovlinéni. Nez se podivame na analyzu tohoto modelu, provedeme
substituci.

X = Kil’ Y = K%, dl,g = 6172%, d271 = 02,1%, P = % aT=at

Touto substituci prevedeme systém (4.24) na tzv. bezrozmérny tvar
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X(r) = X()(1-X(r) = d2Y (7)) (4.25)
Y(r) = pY(1)(1 =Y (1) = d22 X(7))

Nyni budeme analyzovat model (4.25), protoze je jednodussi nez puvodni
model, ale vSe dulezité - stabilita a asymptické chovani - zustalo zachovano.

(i) pravé strany jsou spojité v I. kvadrantu, potom dle Peanovy véty 2.0.1
existuje feseni prochézejici bodem (X, Yp).

(ii) prava strana je diferencovatelna v I. kvadrantu, potom dle dusledku
Picardovy véty 2.0.5 jsou feSeni prochazejici bodem (Xj,Yy) urcena
lokalné jednoznacné.

Nyni se podivame na to, ze feseni neopusti . kvadrant. Zvolme x = 0, potom
systém (4.25) piejde v rovnici Y = pY (1 — Y) a z druhé kapitoly vime, e
tato rovnice méa teseni pro V yy Dalsi specialni volbou y = 0 zjistime, Ze na
ose X existuje Teseni pro vSechna xg. Nyni kdyby feSeni, které zapocne v 1.
kvadrantu, opustilo I. kvadrant, tak by muselo protnout jednu z os, a tim
bychom jsme obdrzeli spor s jednoznacnosti. Nyni vime, Ze ani jeden druh
nevyhyne v konecném case.

Staciondrni body systému (4.25) najdeme Fesenim této soustavy rovnic

0 = Y1-Y —dy1 X

So=(0,0), Sy = (1,0), So = (0,1) a Sy = (—2_ _1-d1

1—di,2d2,1’ 1—dy 2d2 1
diodyy #1a (dig <1Adog < 1)V (d1o>1Ady, > 1)

Nyni se podivame na stabilitu jednotlivych bodu. Sy je nestabilni, protoze
feseni, ktera zapoc¢nou v okoli poc¢atku na ose X ¢i Y, odbihaji po ose X 1Y
od pocatku.

Ozna¢me si V(X,Y) gradientni matici systému (4.25) v bodé (X,Y)
1—-2X —dy oY —dy 2 X
V(X,Y) = : :
( ) ( —pdgjly p(l —2Y — dg}lX) )

Stabilita ostatnich bodu je zavisld na mife vzajemného ovlivnéni. Nebu-
deme zde uvadét vSechny matice, jejich stopy a determinanty. VSechny
diléi vysledky jsou uvedeny v apendixu. Jediny zajimavy vysledek obdrzime

pro dip < 1 a dp; < 1. Pii téchto parametrech je staciondrni bod S3 =

( 1—di 2 1—da 1 “ees
1—di,2d2,17 1—di,2d2,1

pricemz jiné nastaveni parametru vede k vyhynuti jednoho z druhu.
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1—dip 1—dy,

1 —diadyi’ 1 —dyaday
1-— d172 1-— d271

1 —diadyi’ 1 —diaday

0 (4.27)

Potom dle lemmatu o spektru matice 2x2 méame, ze obé vlastni ¢isla gradi-
entni matice maji zdpornou redlnou ¢ast = asymptoticka stabilita. Ostatni
body jsou nezajimavé. Analyza stability, gradientni matice a jejich determi-
nanty a stopy jsou uvedeny v apendixu.

Neuvazovali jsme tuto rovnost d; o = do; = 1. Tato rovnost nam iika, ze se
oba druhy ovliviiuji stejnou mérou, ale pro praktické uziti je naprosto ne-
vhodna, protoze ziskana data jsou vzdycky zatizena chybou a tato rovnovaha
je velmi kiehkd. Kdyby platila rovnost, tak nemame jeden stacionarni bod,
ale celou tsecku staciondrnich bodu S := (X,Y) e R%1— X —Y = 0. Pii
jakkoliv malé zméné vzajemného ovliviiovani (d; o = da1£¢) se tusecka S roz-
padne na nékolik stacionarnich bodu. Tento model je pouzitelny pro mode-
lovani souziti dvou druhu, které nejsou ve vztahu dravec-korist, ale ovliviuji
se neprimo. Dalsi vyuziti v praxi by mohlo byt modelovani ”souziti” velkych
obchodu a malych prodejen v jednom mésteé.
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Kapitola 5
Zaver

V této praci jsme se seznamovali a podrobné analyzovali klasické modely po-
pisujici mnozeni a vzajemné vztahy mezi dravcem a kotisti. Dozvédeli jsme
se mnoho zajimavych informaci a poznali vyhody a nevyhody vsSech studo-
vanych modelu a ukazali si jejich pouziti v praxi.

Vidéli jsme, jak vypadaji feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic, soustav
diferencialnich rovnic a vsimali si optiméalnich stavi ke kterym se stavy
kotisti a dravct blizi.

Vlastni aplikace modelt typu dravec-kofist je velmi rozmanitda a nemusi se
vztahovat jen na zivocisnou sféru. Staci jen vybrat vhodné predstavitele
dravce a koristi. Naptiklad ve 3. kapitole jsme nastinili pouziti Holling-
Tannerova modelu na urcéeni optiméalniho dodavani humanitarni pomoci,
aby se dodana pomoc nezkazila a populace piijemcu neménila svij stav
(neumirali z nedostatku). Toto je jen jedno z mnoha pouziti.

Prace jako takova je jen ilustraci dané problematiky a nékteré ziskané vysledky
jsou okamzité aplikovatelné.

Napft. kdyz budeme pouzivat Holling-Tanneruv model na modelovani, tak
staci ziskané koeficienty dosadit do jednoduchych nerovnosti a vime okamzité,
jak se bude systém vyvijet do budoucna. Dale modelu pouzivanych pro prak-
tické modelovani systému ”dravec-korist” je mnoho a v této praci jsme na-
stinili metody analyzy takovychto modelu a poznali, jak vytvaret modely
rovnic explicitné cas, ale tim se ztrati mnoho hlubokych tvrzeni, ktéré jsou
formulovany pro autonomni systémy.

vvvvvv

e

a ptaky, krysy lovi ptaky. Model pro tuto situaci byl sestaven a zalozen na
myslenkdch Holling-Tannerova modelu. Kompletni analyza tohoto modelu
veetné stability staciondrniho feSeni byla publikovana v ¢asopise Bulletin of
Mathematical Biology 67 (2005).
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Kapitola 6

Apendix

6.1 A - dodatky k Modelu soutézeni

V modelu soutézeni jsme neuvedli stabilitu (nestabilitu) staciondrnich bodu
S1, S9 a S3 pro ruzna nastaveni parametru. Nyni v rychlosti uvedeme veskeré
diléi vysledky a zaveéry o stabilité (resp. nestabilité) pomoci lemmatu o spek-
tru matice 2x2. Pod slovy stabilita (nestabilita) budeme rozumét asympto-
tickou stabilitu (nestabilitu) vysetfovaného stacionarniho resent

bod Sl = (1,0)

V(1,0 = ( _01 P(l_iiljzl) )

det(V(1,0)) = —p(1 — dy,)
tr(V(1,0)) = =14 p(1 — dy,)
Pripady:

(a) di2 <1, ds1 <1, potom det(V(1,0)) < 0 = nestabilita

(b) di2 > 1, doy > 1, potom det(V(1,0)) > 0 a tr(V(1,0)) < 0 =
asymptoticka stabilita

bod Sy = (0,1)
V(0,1) = ( L=diz 0 )

—pdz,l —p
det(V(0,1)) = —p(1 — dy 2)
det(V(0,1)) = —pdis + 1 —di
Pripady:

(a) dia <1, dsy <1, potom det(V(0,1)) < 0 = nestabilita

(b) di2 > 1, doy > 1, potom det(V(0,1)) > 0 a tr(V(0,1)) < 0 =
asymptoticka stabilita
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o 1—di 2 1—ds 1
pro Sz = (1*d1,2d2,1’ 1*d1,2d2,1>
—1+di2 1—dy 2
\Vs 1 - d172 1 - d271 _ 1—dy 21d2c1l dl 2% lel 2d2,1
1_ 3 1 — 2,1 —1+d21
di2dy dy2d —pda, 1T°d; 2dasy P1=di 2dss
1—di2 1—d21 _ P o _
det(V(ioir Taan:) = Tana (1 di2) (=14 doy)(1 4 diaday)
1—di 2 1—da 1 _ —1+4dip —1+4da21
tr(v(l*dl,zdzl’ 1*011,2612,1>> T 1-diod2n 1—di2d21

Pripady:

1—ds21

1-d 1—-d 1—d
(a) dia <1,do1 < 1, potom det(v(l—dL;lZ,N 1_d17225271)) > 0atr(V( L2
0 = stabilita

(b) di2>1,dy; > 1, potom det(V(l_ld_:l;ZJ, 1_1;1?;&1271)) < 0 = nestabilita

i J.////,’ //// ////// ]

Obréazek 6.1:
Na obrazku 6.1 jsou zndzornéna feSeni systému 4.25 s parametry d; o = 2,
day = 3 a p = 1. Z obrazku je vidét, ze stacionarni feseni odpovidajici bodu
S5 je nestabilni, zatimco body S; a S jsou asymptoticky stabilni.

1—d1,2d2,1’ 1—=d1,2d2,1

6.2 B -dodatky k Upravenému Volterra-Lotkovu

modelu

V podkapitole Upraveny Volterra-Lotkuv model jsme méli systém (4.20).
Mohli jsme si ulehéit praci zavedenim této substituce:

X(7) = de(T), Y(7) = by( \ r=at,p=Cac= £ potom se systém (4.20)
prevede na tzv. bezrozmerny tvar:

X(r)=X(1-8X-Y) (6.1)

Y(r) = pY(X —1)
Analyza takto transformovaného modelu je jen o néco jednodusi nez analyza
puvodniho systému. Metoda prevadéni na bezrozmeérny tvar se dobfe vyuzije

v situacich, kde se vyskytuje mnoho konstatnich koeficientu a vhodnou sub-
stituci se da snizit pocet koeficientu.
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