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Kapitola 1

Úvod a motivace

Populačńı modely se dostaly do popřed́ı zájmů vědecké věřejnosti v prvńı
polovině 19. stol. Pr̊umyslová revoluce vyčerpávala výrobu potravin, nemoci
se š́ı̌rily a vše se zdálo chaotické. Vznikla potřeba vše nějak rozumně ma-
tematicky popsat, aby se dalo dosáhnout nejvýnosněǰśıch sklizńı, nejlepš́ı
obchodńı strategie či kontrolovat š́ı̌reńı nemoćı.
Autorem jedńım z prvńıch populačńıch model̊u byl Pierre François Verhulst,
který formuloval logistický model r̊ustu populace v roce 1838. Tento model
popisoval plynulý r̊ust (úbytek) populace jednoho živočǐsného druhu. Později
se ukázalo, že modely popisuj́ıćı vývoj populace jen jednoho druhu jsou ne-
dostačuj́ıćı pro potřeby praxe.
Začátkem 20. stol. začaly vznikat modely pro dva konkurenčńı druhy. Jedńım
ze základńıch model̊u popisuj́ıćı vztah predátora parazituj́ıćıho na své kořisti
je Volterra-Lotk̊uv model popisuj́ıćı vztah predátor (dravec) - kořist. Jednou
z možných motivačńıch úloh pro vznik tohoto modelu bylo podivné koĺısáńı
počtu žralok̊u před a po I. světové válce. Biologové si všimli, že počet žralok̊u
ve Středozemńım moři během I. světové války neuměrně narostl a po válce
zase neuměrně klesl.
Během války bylo potopeno mnoho lod́ı a ve vodě se náhle octlo mnoho
zraněných námořńık̊u a žralok̊um přibylo potravy. Po válce se nepotápělo
tak velké množstv́ı lod́ı a z nedostatku potravy (zraněńı námořńıci v moři)
žraloci hynuli hlady.
Možná tato úloha byla ta, která vedla k napsańı systému dvou ODR popi-
suj́ıćı vztahy mezi kořist́ı a parazituj́ıćım predátorem. Později se ukázalo, že
model Volterra-Lotky je nedostatečný pro praxi, protože tento model obsa-
huje členy, které jsou nereálné. Později byl na myšlenkách modelu Volterra-
Lotky postaven model Holling-Tannera, který odstranil nedostatky modelu
Volterra-Lotky a je bĺıž k realitě než model Volterra-Lotky.
Tyto modely se daj́ı ještě zobecňovat, ale za cenu jistých teoretických ztrát
- přechod od autonomńıch rovnic k neautonomńım rovnićım. Myšlenky mo-
del̊u Volterra-Lotky či Holling-Tannera se daj́ı zobecnovat i pro v́ıce druh̊u.
Zobecnováńı model̊u pro v́ıce druh̊u přináš́ı mnoho zaj́ımavých variat vztah̊u
mezi predátory, kořistmi a mezipredátory. Př́ıklad: kočky, ptáci a krysy -
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kočka lov́ı krysy a ptáky, krysa lov́ı ptáky. Potom kočka je absolutńı predátor,
krysa je mezipredátor a pták je kořist. Populačńı modely se nyńı v praxi
použ́ıvaj́ı při plánováńı navraceńı vyhynulých živočǐsných druh̊u do př́ırody,
vysazeńı parazituj́ıćıho predátora na šk̊udce či plánováńı obchodńı strategie.
Jako př́ıklad bych uvedl vysazeńı vlk̊u v Yellowstoneském národńım parku
na sńıžeńı stavu přemnožených jelen̊u, nebo vysazeńı sl̊uneček sedmitečných
na mšice parazitujćı na rostlinách.
O problematice modelováńı v biologii bylo napsáno mnoho článk̊u a knih.
Pro tuto práci jsem čerpal informace o Volltera-Lotkově modelu a hlavně o
Holling-Tannerově modelu v knize Dynamical systems od D.Arrowsmithe.
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Kapitola 2

Použité věty a tvrzeńı

Teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic je poměrně stará a obsahuje několik
klasických vět, které zaručuj́ı při splněńı předpoklad̊u existenci řešeńı a že
źıskané řešeńı bude jen jedno, periodické orbity či k jaké limitńı množině se
v limitě bude řešeńı bĺıžit.

V celé práci se budeme setkávat s touto úlohou

ẋ(t) = f(x, t) (2.1)

x(t0) = x0

, kde f(x, t) je pravá strana diferenciálńı rovnice a x0 je počátečńı
podmı́nka v čase t0, I=(a,b) je inteval, kde a < b. Řekneme, že x : I → Ω je
řešeńı naš́ı úlohy, když x ∈ C1(I) a ∀ t ∈ I : ẋ(t) = f(x, t).

Věta 2.0.1. (Peanova věta)
Uvažujme úlohu 2.1 a necht’ Ω ∈ R

n+1 ot. ,
f : Ω → R

n spojité, (x0, t0) ∈ Ω dáno, potom ∃δ > 0 tak, že
∃x : (t0 − δ, t0 + δ) → Rn řešeńı úlohy 2.1.

d̊ukaz lze naj́ıt na [1, str.233]

Definice 2.0.2. Ω ⊂ R
n+1 ot., f : Ω → R

n, pak f se nazve lokálně lipschi-
tzovská v Ω v̊uči x, pokud: ∀ (x0, t0) ∈ Ω, ∃ δ > 0 , ∃ L > 0 tak, že
|f(ξ, t) − f(η, t)| ≤ L|ξ − η| pro ∀ t ∈ U(t0, δ) ; ξ, η ∈ U(x0, δ).

Věta 2.0.3. (Picardova věta)
Necht’ Ω ⊂ R

n+1ot., f : Ω → R
n spoj, f je lokálně lipschitzovská v x v Ω a

(x0, t0) ∈ Ω, potom řešeńı úlohy 2.1 je určeno lokálně jednoznačně Ω.

d̊ukaz lze naj́ıt na [1, str.233]

Věta v tomto tvaru se těžko aplikuje, protože máme problémy s ověřeńım
lokálńı lipschitzovskosti. Následuj́ıćı lemma nám pomůže k jednoduchému
d̊usledku Picardovy věty, který budeme dál často použ́ıvat.
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Lemma 2.0.4. (o lipschitzovskosti diferencovatelných funkćı)
Necht’ Ω ⊂ R

n+1ot., f spoj., f : Ω → R
n, ∂f

∂xi
spoj. v Ω. Potom f je v Ω

lokálně lipschitzovská v x.

D̊ukaz. (x0, t0) ∈ Ω dáno, ze spoj. ∂f

∂xi
nám ∃δ > 0, ∃K > 0 tak, že | ∂f

∂xi
| < K

na U := U(x0, δ)×U(t0, δ), dále f(ξ, t)− f(µ, t) = [f(µ− s(ξ −µ), t)]s=1
s=0 =

=
∫ 1

0
d
ds

f(µ−s(ξ−µ), t)ds a µ−s(ξ−µ) ∈ U , potom | d
ds

f(µ−s(ξ−µ), t)| =

|
∑n

j=1
∂f

∂xj
(µ − s(ξ − µ), t)(ξj − µj)| ≤ K

∫ 1

0

n∑
j=1

|ξj − µj|dx ≤ nK|ξ − µ| =

= L|ξ − µ|. Nyńı stač́ı vźıt za konstantu lipschitzovskosti L na U a máme
lokálńı lipschitzovskost f na Ω

Věta 2.0.5. (D̊usledek Picardovy věty)
Necht f je jako v tvrzeńı Picardovy věty a nav́ıc f je C1(Ω). Potom řešeńı
úlohy 2.1 je určeno lokálně jednoznačně na Ω.

D̊ukaz. dle lemmatu 2.0.4 je f lokálně lipschitzovskost v Ω, potom dle Pi-
cardovy věty 2.0.3 existuje lokálně jednoznačné řešeńı úlohy (DR)

Často nás bude zaj́ımat, zda existuje limt→∞ x(t). Následuj́ıćı lemma nám
dává návod, jak určit kandidáty na limitu řešeńı systémů autonomńıch
diferenciálńıch rovnic.

Lemma 2.0.6. (limita řešeńı autonomńıho systému ODR)
Uvažujme úlohu ẋ = f(x(t)), x(0) = x0, f : R

n → R
n spojité. Necht’

∃ lim
t→∞

x(t) = x̂ ⇒ |f(x̂)| = 0.

D̊ukaz. V d̊ukazu využijeme, že x(t) = x0+
t∫

0

f(x(s))ds a f(x(t)) = (f1(x(t)), ..., fn(x(t))).

Necht’ ∃ lim
t→∞

x(t) = x̂, potom pro h > 0 pevné:

lim
t→+∞

x(t + h) = x̂ lim
t→+∞

x(t) = x̂

0 = |x̂ − x̂|2 = lim
t→∞

|x(t + h) − x(t)|2 = lim
t→∞

|x0 +
t+h∫
0

f(x(s)ds − x0 −

t∫
0

f(x(s))ds|2 = lim
t→∞

|
t+h∫
t

f(x(s))ds|2
s=y+t
= lim

t→∞

|
h∫
0

f(x(y + t))dy|2 =

lim
t→∞

n∑
i=1

(
h∫
0

fi(x(y + t))dy)2 Lebesgue
=

n∑
i=1

(
∫ h

0
lim
t→∞

fi(x(y + t))dy)2 V OLSF
=

=
n∑

i=1

(
h∫
0

fi(x̂)dy)2 = h2|f(x̂)|2 ⇒ |f(x̂)| = 0

Při záměně limity a integrálu jsme použili Lebesquevu větu s majorantami

gi(y) := max
y∈[0,h]

|fi(x(y + t)|
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funkce gi(y) < +∞ a integrovatelná na [0, h], protože fi je spojitá na R
n,

t je konstantńı a graf x(t + y) je spojitá křivka na [0, h] (kompakt), po-
tom fi(x(y + t)) : [0, h] → R je spojitá funkce na kompaktńı množině a
ze základńıch vět analýzy v́ıme, že spojitá funkce na kompaktu nabývá
svého maxima a minima. V d̊ukazu jsme použili Větu o limitě složené funkce
(VOLSF) a spojitosti funkćı fi v bodě x̂.

Poznámka: lemma neplat́ı pro neautonomńı systémy (systémy, kde se ex-
plicitně vyskytuje čas). Hlavńı d̊uvod proč lemma neplat́ı pro neautonomńı
systémy je ten, že nedokážeme obecně nic ř́ıci o limitńım chováńı f(x(t), t).
Vše si ukážeme na protipř́ıkladě. Uvažujme tuto rovnici

ẋ = (
1

1 + t2
)x

Potom kdyby platilo lemma o limitě řešeńı, je x ≡ 0 jediným kandidátem
na limitu. Nyńı ukážeme, že limit je nekonečně a jsou závislé na x0.

ẋ = (arctan(t))′x ⇒ x = x0 exp(arctan(t))

a
lim

t→+∞

x(t) = x0e
π
2

Takže pro jakékoliv x0 existuje lim
t→+∞

x(t) závislá na x0.

Daľśım d̊uležitým pojmem je stabilita (nestabilita) stacionárńıho bodu au-
tonomńıho systému rovnic.

Definice 2.0.7. Necht’ máme úlohu ẋ = f(x) a řekneme, že x0 je stacionárńı
bod rovnice ẋ = f(x) , právě když |f(x0)| = 0. Řekneme, že stacionárńı bod
je stabilńı, když ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že |x0 − y0| < δ ⇒ |ϕ(t, y0)| < ε ∀t > 0.
Kde ϕ(t, y0) je řešeńı úlohy ẏ = f(y) a y(t0) = y0. Pro potřeby formulace
budeme v daľśım studovat stabilitu 0-vého řešeńı.

Definice 2.0.8. Necht’ x0 je stabilńı stacionárńı bod a řekneme, že bod x0

je asymptoticky stabilńı: ∃δ > 0; ϕ(t, y0) → 0 když t → +∞ ∀y0 ∈ U(x0, δ).

Věta 2.0.9. (o linearizované stabilitě)
Necht’ je dána rovnice ẋ = f(x) a necht’ x0 je stacionárńı bod f , f ∈ C1

na okoĺı x0. Necht’ Re(λ) < 0 pro ∀ λ ∈ σ(A), kde A = ∇xf(x0) (∈ R
n×n).

Potom x0 je asymptoticky stabilńı.

Důkaz lze naj́ıt na [1, str.272]

Věta 2.0.10. (o linearizované nestabilitě)
Necht’ je dána rovnice ẋ = f(x) a necht’ x0 je stacionárńı bod f , f ∈ C1

na okoĺı x0. Necht’ ∃ λ ∈ σ(A), Re(λ) > 0. Kde A = ∇xf(x0) (∈ R
n×n).

Potom x0 je nestabilńı.
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Důkaz lze naj́ıt na [1, str.269]

Často se budeme zabývat spektrem matice A, jež je 2x2 a budou nás zaj́ımat
znaménka Re(λ) λ ∈ σ(A). Následuj́ıćı lemma nám dá návod na řešeńı naš́ı
otázky

Lemma 2.0.11. (lemma o spektru matice 2x2)
Necht’ {λ1, λ2} ∈ σ(A)

(i) Necht’ A ∈ R
2x2, det(A) > 0 a tr(A) < 0 . Potom Re(λ1) < 0 a

Re(λ2) < 0.

(ii) Necht’ A ∈ R
2x2 , det(A) < 0 a tr(A) < 0. Potom Re(λ1) > 0 a

Re(λ2) < 0.

(iii) Necht’ A ∈ R
2x2 , det(A) > 0 a tr(A) > 0. Potom Re(λ1) > 0 a

Re(λ2) > 0.

D̊ukaz. Necht’ A =

(
a b
c d

)
, potom 0 = det(A − λI) = ad − bc

− (a + d)λ + λ2 = det(A) − tr(A)λ + λ2. Kořeny této kvadratické rovnice
jsou:

λ1,2 =
tr(A) ±

√
tr(A)2 − 4 det(A)

2

(ad i) zřejmě plat́ı tr2(A) > tr2(A) − 4 det(A) ⇒ (i)

(ad ii) zřejmě plat́ı tr2(A) < tr2(A) − det(A) ⇒
2Re(λ1) = Re(tr(A) +

√
tr2(A) − 4 det(A) > 0

2Re(λ2) = Re(tr(A) −
√

tr2(A) − 4 det(A) < 0

(ad iii) plat́ı tr2(A) > tr2(A) − 4 det(A) ⇒
2Re(λ2) = Re(tr(A) −

√
tr2(A) − 4 det(A) > 0

2Re(λ1) = Re(tr(A) +
√

tr2(A) − 4 det(A) > 0

Při studiu periodických řešeńı budeme potřebovat daľśı věty. Věta vypov́ıdaj́ıćı
o periodických řešeńı v R

2 je Poincaré-Bendixsonova a občas se ukáže, že se
řešeńı ”nav́ıjej́ı” na periodický orbit.

Definice 2.0.12. (Dynamický systém)
Dynamickým systém nazveme dvojici (ϕ, Ω), kde Ω ⊂ R

n ot.,
ϕ(t, x) : R × Ω → Ω spojité zobrazeńı, a plat́ı

(i) ϕ(0, x) = x, ∀x ∈ Ω

(ii) ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(s + t, x) ∀t, s ∈ R,∀x ∈ Ω (semigrupová vlastnost)
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Definice 2.0.13.
Necht’ (ϕ, Ω) . . . dynamický systém, x0 ∈ Ω, potom definujeme

(i) úplný orbit γ(x0): γ(x0) := {ϕ(t, x0); t ∈ R}

(ii) dopředný orbit γ+(x0): γ(x0) := {ϕ(t, x0); t ∈ [0, +∞)}

(iii) M ⊂ Ω se nazve úplně invariantńı, pokud ∀ x0 ∈ M je γ(x0) ⊂ M

(iv) ω(x0) je omega-limitńı množina bodu x0, když
ω(x0) := {y ∈ Ω; ∃ tk → +∞, ϕ(tk, x0) → y}

Poznámka: Dynamický systém souviśı úzce s řešeńımi diferenciálńıch rovnic.
Vše si ukážeme na př́ıkladě:
Necht’ Ω ⊂ R

n ot.,f(x) : Ω → R
n spojité a lokálně lipschitzovské v Ω, pak

pro rovnici

ẋ = f(x) (2.2)

x(0) = x0

definujeme ϕ(t, x0) → x(t) ”řeš́ıćı funkce”. Potom ϕ(t, x0) existuje lokálně
jednoznačně d́ıky 2.0.1 a 2.0.3. Dále je splněna podmı́nka (i),(ii) z definice
dynamického systému př́ıslušej́ıćıho (ϕ, Ω) k (2.2).

Věta 2.0.14. (Poincaré-Bendixsonova věta)
Necht’ p ∈ Ω ⊂ R

2 otevřená, γ+(p) je kompaktńı, necht´ ω(p) neobsahuje
stacionárńı bod. Potom ω(p) = Γ, kde Γ je orbit netriviálńıho periodického
řešeńı.

Důkaz lze naj́ıt na [2, str.101]

Nyńı máme kriterium pro existenci periodických orbit̊u, ale občas se hod́ı
ukázat, že periodický orbit nemůže existovat. Tento př́ıpad ošetřuje následuj́ıćı
věta.

Věta 2.0.15. (Bendixon-Dulacovo kriterium)
Necht’ Ω ⊂ R

2 ot., jednoduše souvislá (doplněk Ω do R
2 je souvislá množina),

f : Ω → R
2 je C1.

(1) Pokud div f > 0 (nebo div f < 0) s.v. v Ω, pak úloha ẋ = f(x) nemá
v Ω netriviálńı periodické řešeńı.

(2) Obecněji, pokud ∃B : Ω → R ... C1 funkce tak, že div(Bf) > 0 (nebo
div(Bf) < 0 s.v. v Ω, pak úloha ẋ = f(x) nemá v Ω netriviálńı perio-
dické řešeńı.
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D̊ukaz. sporem: necht’ ∃γ ⊂ Ω ... netriviálńı periodické řešeńı úlohy ẋ =
f(x), definujme M := Intγ, zřejmě M ⊂ Ω, a necht’ máme vhodnou funkci
B z př́ıpadu (2) takovou, že div(Bf) > 0. Nyńı Gaussova věta o divergenćı
ř́ıká: ∫

M

div(Bf)dxdy =

∫

γ

(Bf · n)ds

LS rovnosti je nezáporná s.v. z předpoklád̊u, a n ... vněǰśı normála je kolmá
na tečnu ke γ, a B(x)f(x) je rovnoběžná s tečnou ke γ(x) v bodě x, protože
B(x) je skalárńı funkce a f(x) je vektor pravé strany v bodě x, potom
B(x)f(x) · n(x) = B(x)(f(x) · n(x)) = B(x)0 = 0. Využ́ıváme, že tečna ke
křivce je kolmá na normálu ke křivce bodově a jejich bodový skalárńı součin
(při pevném x)v R

2 je roven 0.
Takže nyńı dostáváme: 0 < LS = PS = 0, což je spor, protože jsme
předpokládali, že γ je orbit netriválńıho periodického řešeńı. A př́ıpad (1) je
speciálńı př́ıpad pro B ≡ 1.

Poznámka: funkce B se nazývá Dulacovská funkce. V d̊ukazu jsme vyšetřili
př́ıpad div(Bf) > 0, př́ıpad div(Bf) < 0 se udělá naprosto stejně.

Definice 2.0.16. Ljapunovská funkce
Necht’ ẋ = f(x), f : Ω ⊂ R

n → R
n, x0 stacionárńı bod uvažované úlohy.

BÚNO x0 = 0, U ... okoĺı 0, V (x) : U → [0, +∞) spojitá

(i) V (0) = 0, a V (x) > 0 ∀x ∈ U − {0} (pozitivně definitńı)

(ii) t → V (x(t)) je nerostoućı pro ∀x(t) řešeńı uvažované úlohy.

Definice 2.0.17. Orbitálńı derivace
Necht’ ẋ = f(x), f : Ω ⊂ R

n → R
n, U ⊂ Ω otevřená a je-li V ∈ C1(U), pak

orbitálńı derivaćı V v̊uči systému ẋ = f(x) rozumı́me

V̇ := ∇V · ẋ = ∇V · f(x), ∀x ∈ U

12



Kapitola 3

Modely pro jeden živočǐsný
druh

3.1 Model exponenciálńıho r̊ustu (úbytku)

Modely pro jeden druh (jednodimenzionálńı) začaly vznikat už v polovině
19. stol. V celé kapitole budeme uvažovat, že x0 ∈ (0, +∞). Než začneme
studovat jednotlivé modely a jejich variace, začneme s laboratorńı úlohou.
Předpokládejme, že máme v Petriho misce na živném roztoku bakteriálńı
kulturu a sledujeme změny počtu bakteríı. Označme x(t) počet bakteríı v
čase t a x(t + h) počet bakteríı v čase t + h, z měřeńı v́ıme, že x(t + h) =
x(t) + ax(t)h kde a je konstanta charakterizuj́ıćı rychlost množeńı.Význam
konstanty a bude objasněn později. Nyńı už v́ıme, jaký je počet bakteríı v
čase t i v čase t + h, ale nás zaj́ımá okamžitá rychlost množeńı. Neboli jak
se měńı rychlost množeńı v závislosti na aktuálńım počtu bakteríı.

x(t + h) − x(t) = x(t) + ax(t)h − x(t) = ax(t)h (3.1)

Nyńı stač́ı obě strany rovnice přenásobit 1/h a obdrž́ıme tuto rovnici

x(t + h) − x(t)

h
= ax(t)/ lim

h→0+
(3.2)

Levá strana rovnosti je limita z diferenčńıho pod́ılu a pravá strana je nezávislá
na h, takto obdrž́ıme tuto obyčejnou diferenciálńı rovnici

ẋ = ax (3.3)

Uvažujeme-li, že v časte t=0s je počet bakteríı x(0) = x0, pak dostáváme
rovnici (3.4).

ẋ = ax (3.4)

x(0) = x0

Źıskaná rovnice je lineárńı, Označ́ıme-li f(x, t) pravou stranu rovnice:
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(i) f(x, t) je spojitá na (0,∞), potom dle Peanovy věty 2.0.1 existuje
řešeńı rovnice (3.4) procházej́ıćı bodem x(0) = x0.

(ii) f(x, t) = ax je lipschitzovská v x na (0,∞), potom dle Picardovy věty
2.0.3 je řešeńı určeno lokálně jednoznačně na (0, +∞).

Peanova a Picardova věta nám zaručily lokálńı existenci a jednoznačnost
řešeńı rovnice (3.4) a rovnice (3.4) má jen jedno stacionárńı řešeńı x(t) ≡ 0.
Interpretace staciońıho řešeńı je taková, že populace je nulová a nic se s ńı
v pr̊uběhu času neděje. Řešeńı rovnice (3.4) se dá nelézt metodou separace
proměnných, integračńıho faktoru nebo v tomto velmi jednoduchém př́ıpadě
uhádnout, že řešeńım je x(t) = x(0) exp(at) . Tedy řešeńım rovnice (3.4) jsou
exponenciálńı funkce v závislosti na parametru a, nebo-li znaménko a určuje,
zda se bude kultura rozr̊ustat, upadat či stagnovat. Nyńı probereme vlastńı
řešeńı v závislosti na parametru a.

(i) a > 0 řešeńım jsou rostoućı exponenciálńı funkce. Bakteriálńı kultura
se exponenciálně rozr̊ustá.

(ii) a = 0 řešeńım je konstantńı funkce x(t) = x0 . Bakteriálńı kultura
stagnuje.

(iii) a < 0 řešeńım jsou klesaj́ıćı exponenciálńı funkce. Bakteriálńı kultura
exponenciálně hyne.

Tento model pěkně popisuje množeńı či vymı́ráńı bakteríı, ale je nereálný
v př́ıpadě nar̊ustáńı počtu bakteríı. Počet jedinc̊u roste exponenciálně a
v konečném čase počet bakteríı přeroste únosný počet, kdy se kultura na
živném roztoku ještě uživ́ı a dle modelu by počet jedinc̊u nadále rostl, což v
reálném životě neńı možné. Jako zaj́ımavost se hod́ı na tomto mı́stě uvést,
že tento model je použitelný pro modelováńı r̊ustu lidské populace od 18.
stol po současnost. Statisticky bylo zjǐstěno, že se lidská populace rozr̊ustá
exponenciálně od zavedeńı hygienických opatřeńı a zlepšeńı zdravotńı péče.

2 4 6 8 10

2

3

4

5

6

7

8

Obrázek 3.1:

Na obrázku 3.1 je znázorněm pr̊uběh funkćı x(t) = 3 exp(at), kde a =
0.1, 0,−0.1
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3.2 Logistický model r̊ustu populace

V předchoźı podkapitole jsme odvodili nejjednoduš́ı model r̊ustu populace a
ukázali jsme si jeho nereálnost. Problém předchoźıho modelu byl v tom, že
populace neustále rostla nekontrolovaným r̊ustem. Model by byl použitelný
pro modelováńı velmi pomalu se množ́ıćıho druhu s neomezenými zdroji po-
travy a dostatečným prostorem pro život, ale jen pro krátký časový okamžik.
Ukázali jsme si, že r̊ust či hynut́ı určoval koeficient a Když nebudeme koefi-
cient a uvažovat jako funkci a(x, t) (označmě pro daľśı potřeby a(x, t) jako
koeficient přirozeného př́ırustku populace), potom dostaneme širš́ı tř́ıdu mo-
del̊u, které se budou mnohem lépe přibližovat k reálnému př́ıpadnu a budou
použitelné pro modelovańı v praxi. Pro začátek necht’ ex. K > 0 maximálńı
počet jedinc̊u, které dané prostřed́ı uživ́ı. Č́ım v́ıc se bude počet jedinc̊u
přibližovat k maximu, t́ım pomaleji se bude náš množ́ıćı se druh množit, při
dosažeńı maximálńıho počtu se rychlost množeńı zastav́ı. Nyńı stač́ı jen vše
dát dohromady. Označme:

x - počet jedinc̊u, K - maximálńı počet jedinc̊u, b > 0 - koeficient rychlosti
množeńı, x(0) - počet jedinc̊u v čase t = 0, obrž́ıme rovnici (3.5)

ẋ = b(K − x)x (3.5)

x(0) = x0

V rovnici (3.5) jsme obdrželi logistický model r̊ustu tak, jak ho formuloval
Pierre François Verhulst roku 1838. Označ́ıme-li f(x, t) = b(K −x)x, potom

(i) f(x, t) je spojitá na (0,∞), potom dle Peanovy věty 2.0.1 ex. řešeńı
rovnice 2.2 procházej́ıćı bodem x(t0) = x0.

(ii) d
dx

f(x, t) = bK − 2bx je spojitá funkce v x na (0,∞), potom dle
d̊usledku Picardovy věty 2.0.5 je řešeńı rovnice (3.5) určeno lokálně
jednoznačně.

Nyńı máme lokálńı existenci a jednoznačnost řešeńı rovnice (3.5).
Rovnice (3.5) má dvě stacionárńı řešeńı, a to x ≡ 0 a x ≡ K. Řešeńı je určeno
jednoznačně a vlastńı řešeńı se bude odvijet od x0. Řešeńı odpov́ıdaj́ıćı x ≡
K, ř́ıká, že populace dosáhla optimálńıho stavu a neměńı se počet jedinc̊u v
populaci v pr̊uběhu času.

(i) x0 < K řešeńı neopust́ı pás (0,K), jinak by se obdržel spor s jed-
noznačnost́ı řešeńı. Znaménko derivace je kladné pro všechny časy,
tedy řešeńı je monotonně rostoućı a rovnice 3.5 je autonomńı, potom
dle lemmatu 2.0.6 limitou může být jen stacionárńı řešeńı. V našem
př́ıpadě mámě dvě stacionárńı řešeńı x̂ ≡ 0 a x̂ ≡ K, řešeńı je mono-
toně rostoućı na R. Těmito úvahami dostáváme,že

lim
t→+∞

x(t) = K a lim
t→−∞

x(t) = 0.
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(ii) x0 > K řešeńı nikdy neopust́ı množinu (K, +∞) jinak bychom do-
stali spor s jednoznačnost́ı řešeńı. Znaménko derivace je záporné pro
všechny časy, tedy řešeńı je monotoně klesaj́ıćı a zdola omezené, je-
diným kandidátem na limitu je dle lemmatu 2.0.6 stacionárńı bod.
Touto úvahou dostáváme, že lim

t→+∞

x(t) = K.

Nyńı v́ıme vše o řešeńı, a to jak se chová pro r̊uzné počátečńı podmı́nky a
jaké má limity pro čas jdoućı do ±∞.
Jedinné co nám zbývá je vlastńı explicitně napsané řešeńı. Tato diferenciálńı
rovnice se dá řešit metodou separace proměnných. Předpokládejme, že x0 6=
K ∧ x0 6= 0.

b =
ẋ

x(K − x)
=

ẋ

K

(
1

x
+

1

K − x

)
/

t∫

0

ds (3.6)

Po několika úpravách obdrž́ıme:

K − x0

x0

exp(Kbt) =
x

K − x
(3.7)

Po několika daľśıch úpravách obdrž́ıme:

x = K
x0 exp(Kbt)

x0 exp(Kbt) + K − x0

(3.8)

t ∈ R

0.5 1.0 1.5 2.0

4.95

5.00

5.05

5.10

Obrázek 3.2:

Na obrázku 3.2 je znázorněno sb́ıháńı se řešeńı rovnice (3.5) u stacionárńıho
řešeńı x ≡ 5 pro počátečńı podmı́nky x0 = 2, 6 s parametry b = 1, K = 5.

Řešeńı (3.8) splňuje všechny výsledky, které jsme źıskali analýzou tvaru rov-
nice (3.5). Tento model je použitelný pro modelováńı r̊ustu populace sirných
bakteríı v okoĺı podmořských sopek. Podmořská sopka vyvrhne do okoĺı jen
konečné množstv́ı śıry za jednotku času, a proto se může v okoĺı sopky uživit
jen konečně mnoho bakteríı.
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3.3 Model vymı́ráńı

V úvodu předchoźı kapitoly jsme nast́ınili metodu jak vytvářet daľśı modely.
Stač́ı za funkci realizuj́ıćı přirozený př́ırustek (resp. úbytek) zvolit vhodnou
funkci. Vhodná funkce může a nemuśı explicitně záviset na čase. Při vhodné
volbě funkce a(x, t) můžeme zohlednit čas do vyčerpáńı zdroj̊u potravy,
periodické jevy (stř́ıdáńı ročńıch obdob́ı, periodicky objevuj́ıćı se mořské
proudy ... ). Nyńı se pod́ıváme na jeden př́ıklad vyčerpáńı zdroj̊u potravy v
konečném čase.

Předpokládejme, že v daném prostřed́ı může být jen K jedinc̊u, potrava
dojde za čas T a po překročeńı času začne populace hynout se stejným
koeficientem množeńı jako se množila, koeficient množeńı je b a 0 ≤ x0 < K.
Za těchto předpoklad̊u má koeficient přirozeného př́ırustku tvar a(x, t) =
b(1 − t

T
)(K − x) a př́ı̌slušná rovnice (3.9)

ẋ(t) = b(1 −
t

T
)(K − x)x (3.9)

x(0) = x0

Nyńı se pod́ıváme na vlastnosti této rovnice.

(i) pravá strana rovnice je spojitá na (0,∞), potom dle Peanovy věty
2.0.1 existuje lokálně řešeńı rovnice (3.9) na (0,∞).

(ii) ∂
∂x

f(x) = b(1− t
T
)(K − 2x) je spojitá funkce v x na (0,∞), potom dle

d̊usledku Picardovy věty 2.0.5 je řešeńı určeno lokálně jednoznačně.

Rovnice má dvě stacionárńı řešeńı x ≡ 0 a x ≡ K, když 0 < x0 < K řešeńı
neopust́ı pás (0, K), jinak obdrž́ıme spor s jednoznačnost́ı řešeńı. Dále pravá
strana měńı znaménko jen v čase t = T . Když je čas t < T , tak pravá strana
je kladná a když je čas t > T , tak je pravá strana záporná. Člen K − x
je kladný pro všechny časy d́ıky podmı́nce na x0. Pro velké časy (t > T )
je pravá strana záporná, a řešeńı monotoně klesá a je zdola omezené. Tedy
jedńım z kandidát̊u na limitu řešeńı je x ≡ 0. Určili jsme kandidáta na
limitu řešeńı rovnice (3.9), ale nev́ıme zda je to skutečně limita řešeńı či zda
existuje v́ıce limit řešeńı. Rovnice (3.9) neńı autonomńı, proto nemůžeme
použ́ıt lemma o limitě řešeńı 2.0.6.

Vlastńı řešeńı rovnice (3.9) provedeme metodou separace proměnných:

b(1 −
t

T
) =

ẋ

K
(
1

x
+

1

K − x
) /

t∫

0

ds (3.10)

Po několika úpravách dospějeme k této rovnosti
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x

K − x
=

x0

K − x0

exp(Kb(t −
t2

2T
)) (3.11)

Po několika daľśıch úpravách dojdeme k řešeńı rovnice (3.9)

x(t) = K
x0 exp(Kb(t − t2

2T
))

x0 exp(Kb(t − t2

2T
)) + K − x0

(3.12)

t ∈ (0, +∞)

2 4 6 8 10 12 14

1

2
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5

Obrázek 3.3:

Na obrázku 3.3 je znázorněn vývoj počtu jedinc̊u podle modelu (3.9) s pa-
rametry x0 = 2,b = 1,K = 5,T = 5.

Nyńı když máme explicitńı předpis řešeńı rovnice (3.9), můžeme určit limitu
řešeńı pro x0 ∈ (0, K):

0 ≤ lim
t→+∞

K
x0 exp(Kb(t− t2

2T
))

x0 exp(Kb(t− t2

2T
))+K−x0

≤ lim
t→+∞

Kx0exp(Kb(t− t2

2T
))

K−x0

= 0 Tedy lim
t→+∞

x(t) =

0 je limita řešeńı.
Tento model by se dal použ́ıt pro modelováńı vývoje počtu bakteríı živených
na živném roztoku, přičemž v čase T přestaneme dodávat výživu a populace
začne hynout hlady.
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Kapitola 4

Systémy dravec-kořist

Modely popisuj́ıćı systémy dravec-kořist jsou mnohem zaj́ımavěǰśı, ale také
složitěǰśı než pro jeden druh. V této kapitole budeme rozeb́ırat vzájemné
vztahy dravce a kořisti. Jeden druh bude v pozici predátora a druhý druh
bude v pozici kořisti. Budeme studovat modely popisuj́ıćı vzájemné soužit́ı a
provedeme podrobnou matematickou analýzu typických model̊u. Hlavně nás
bude zaj́ımat existence a jednoznačnost řešeńı, periodické orbity, stabilita
stacionárńıch bod̊u a zda nějaký druh může vyhynout (řešeńı dojde v limitě
na osu x či y). Budeme pracovat s funkcemi, které nám budou popisovat jak
se kořist (predátor) množ́ı či hyne a v celé kapitole budeme předpokládat, že
bod (x0, y0) lež́ı v I. kvadrantu. Všechny uvažované modely v této kapitole
budou tohoto tvaru:

ẋ = a(t, x)x − b(t, x, y)xy (4.1)

ẏ = −c(t, y)y + d(t, x, y)xy

, kde x je kořist, y je predátor, a(t, x) je přirozený př́ırustek kořisti, c(t, y) je
přirozený úbytek predátora, b(t, x, y) realizuje úbytek kořisti lovem predátora
a d(t, x, y) realizuje př́ırustek predátora.

4.1 Volterra-Lotk̊uv model

Volterra-Lotk̊uv model je nejjednodušš́ı model popisuj́ıćı systém dravec-
kořist. Ukazuje se jako modelový př́ıklad při výuce nelineárńıch soustav
obyčejných diferenciálńıch rovnic. Celý model je založen na myšlence, že
jeden živočǐsný druh se množ́ı a druhý na něm parazituje. Nyńı se na věc
pod́ıváme d̊ukladněji. Označme si x jako kořist a y jako predátora. Z prvńı
kapitoly v́ıme, jak napsat modely popisuj́ıćı r̊ust populace. Označme přirozený
př́ırustek kořisti a(x, t) := a, kořist je lovena predátorem rychlost́ı, která je
zavislá na počtu kořisti, počtu predátor̊u a kostantě. Označme úbytek kořisti
zp̊usobený lovem b(x, y, t) := bxy. Nyńı máme popsaný všechny vztahy po-
pisuj́ıćı vývoj počtu kořisti a ještě predátora. Předpokládejme, že predátor
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je na kořisti př́ımo zavislý, kořist je jeho jediný zdroj potravy. Označme
přirozený ubytek predátora c(y, t) := c, které nám ř́ıká, že predátor hyne
a př́ırustek predátora d(x, y, t) := dxy, které nám ř́ıká, že predátor se živ́ı
kořist́ı a d́ıky tomu může zvyšovat své počty. Nyńı stač́ı vše jen dát dohro-
mady a obdrž́ıme rovnice 3.1.

ẋ = ax − bxy (4.2)

ẏ = −cy + dxy

a, b, c, d > 0.

Rovnice (4.2) nazveme Volterra-Lotkovy rovnice pro systém dravec-kořist.
Nyńı se pod́ıváme na vlastnosti této soustavy. Označme f(x, y) vektor pravých
stran.

(i) pravé strany soustavy jsou spojité funkce na R2, potom dle Peanovy
věty 2.0.1 existuje řešeńı soustavy (4.2) , které procháźı bodem (x0, y0).

(ii) pravá strana systému je diferencovatelná funkce na R2, potom dle
d̊usledku Picardovy věty 2.0.5 jsou řešeńı procházej́ıćı bodem (x0, y0)
určena lokálně jednoznačně v R

2.

Nyńı v́ıme, že řešeńı soustavy (4.2) existuje a je určeno jednoznačně.
Nyńı se pod́ıváme na daľśı vlastnosti této soustavy.

(iii) stacionárńı body: soustava má právě 2 stacionárńı body (0, 0) a ( c
d
, a

b
).

Jeden stacionárńı bod lež́ı v počátku a druhý v I.kvadrantu.

(iv) řešeńı rovnice 3.1 neopust́ı I. kvadrant.

D̊ukaz. Důkaz: zvolme x(t) ≡ 0, potom systém 3.1 přejde na tvar
ẏ = −cy. Řešeńım této diferenciálńım rovnice je y(t) = y0 exp(−ct).
Toto řešeńı nám ř́ıká, že při absenci kořisti dravec hyne exponenciálńı
rychlost́ı a řešeńı, které začne na ose y, ji neopust́ı. Dále zvolme y(t) ≡
0, potom systém 3.1. přejde na tvar ẋ = ax. Řešeńım této diferenciálńı
rovnice jsou x(t) = x0 exp(at). Toto řešeńı nám ř́ıká, že při absenci
predátora se kořist množ́ı exponenciálńı rychlost́ı. Když řešeńı začne
na ose x, tak ji neopust́ı. Nyńı v́ıme, že řešeńı zač́ınaj́ıćı na osách
je neopust́ı. Nyńı stač́ı zvolit (x0, y0) v I. kvadrantu, potom řešeńı
neopust́ı I. kvadrant, jinak by integrálńı křivka musela protnout jednu
z os kvadrantu, a t́ım by se ihned obdržel spor s jednoznačnost́ı. Z toho
nám plyne, že ani jeden druh nevyhyne.

Definice 4.1.1. (I. integrál)
Funkce U(x) : Ω ⊂ R

n → R spoj., se nazve prvńı integrál rovnice ẋ = f(x),
jestlǐze:
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(i) U ∈ C1(Ω) a U je nekonstantńı funkce

(ii) U(x(t)) = konst. pro ∀x(t) řešeńı uvažované rovnice

Stabilita stacionárńıch bod̊u: bod (0, 0) je nestabilńı, protože řešeńı po ose
y jdou do bodu (0,0) pro ∀ y0 > 0, ale řešeńı po ose x jdou od bodu (0, 0)
pro ∀ x0 > 0. Pro vyšetřeńı stability bodu ( c

d
, a

b
) využijeme, že systém 3.1

má prvńı integrál ve tvaru

V (x, y) = xc exp(−dx)ya exp(−by) = g(x)h(y) (4.3)

Lemma 4.1.2. Takto definovaná funkce V (x, y) je prvńı integrál systému
(4.2).

D̊ukaz. Z tvaru V (x, y) vid́ıme, že je diferencovatelná a nekonstatńı v I.
kvadrantu, dokonce V (x, y) > 0 . Dále muśıme ověřit, že V (x, y) je kon-
stantńı podél řešeńı, nebo-li orbitálńı derivace je nulová.
Zadefinujme si novou funkci

Ṽ (x, y) := log(V (x, y)) (4.4)

, potom ˙̃V = V̇
V

= 0 ⇔ V̇ = 0. Takto vzniklá funkce je opět I. integrál (log
je prostá funkce na (0, +∞) ) a má smysl ji definovat uvnitř I. kvadrantu,
protože funkce V (x, y) > 0 je uvnitř I. kvanrantu.

Ṽ (x, y) = c log x − dx + a log y − by ⇒ ˙̃V = V̇
V

= c ẋ
x
− dẋ + a ẏ

y
− by =

= ẋ( c
x
− d) + ẏ(a

y
− b) = ẋ

x
(c − dx) + ẏ

y
(a − by)

(4.2)
=

= (a − by)(c − dx) − (a − by)(c − dx) = 0

Nyńı ukážeme, že funkce V (x, y) : (0, +∞) × (0, +∞) → (0, +∞) nabývá
maxima v I. kvadrantu v bodě ( c

d
, a

b
).

D̊ukaz. V (x, y) je nezáporná na (0, +∞)×(0, +∞) a je z tř́ıdy C∞(0, +∞)×
(0, +∞) d́ıky diferencovatelnosti funkćı g(x) a h(y).

0 =
∂

∂x
V (x, y) =

∂

∂x
g(x)h(y) a 0 =

∂

∂y
V (x, y) =

∂

∂y
h(y)g(x)

Nyńı stač́ı položit
∂

∂x
g(x) = 0 a

∂

∂y
h(y) = 0

0 =
∂

∂x
g(x) = (c − dx)xc−1 exp(−dx) ⇒ c − dx = 0 (4.5)

0 =
∂

∂y
h(y) = (a − by)ya−1 exp(−by) ⇒ a − by = 0 (4.6)
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Tedy jediným kandidátem na extrém je bod ( c
d
, a

b
). Pro vyšetřeńı charakteru

podezřelého bodu použijeme 4.4

∂2Ṽ

∂x2
(x, y) = −

c

x2

∂2Ṽ

∂y2
(x, y) = −

a

y2

∂2Ṽ

∂x∂y
(x, y) = 0

, potom označ́ıme-li M matici druhých parciálńıch derivaćı v bodě ( c
d
, a

b
).

M =

(
−d

c
0

0 − b
a

)

Matice M je diagonálńı členy na hlavńı diagonále jsou záporné, matice M je
negativně definitńı ⇒ bod ( c

d
, a

b
) je bodem lokálńıho maxima funkce Ṽ (x, y),

ale funkce Ṽ (x, y) vznikla složeńım prosté funkce a V (x, y) ⇒ bod ( c
d
, a

b
) je

bodem maxima funkce V (x, y). Dále bod ( c
d
, a

b
) je bodem globálńıho maxima

v I. kvadrantu. Ukážeme, že pro libovolné ε > 0 existuje K kompakt a
( c

d
, a

b
) ∈ K tak, že funkce V (x, y) < ε mimo K v I. kvadrantu.

Zvolme ε > 0 pevné, definujme K := {(x, y) ∈ R2; [ 1
L
, L] × [ 1

M
,M ]}, kon-

stanty L > max{ c
d
, 1}, M > max{a

b
, 1}, hodnoty M ,L budou upřesněný

později. Chceme, aby V (x, y) < ε mimo K v I. kvadrantu. Z předchoźıho
výpočtu v́ıme: nutná podmı́nka extrému je splněna jen pro bod ( c

d
, a

b
), ale

ten d́ıky podmı́nkám na M a L lež́ı v K.
Vsuvka: pro potřeby daľśıch výpočt̊u vyšetř́ıme extrémy funkce
g(x) = xc exp(−dx) na U := [0, 1

L
]∪ [L, +∞]. g′(x) = (c−dx)xc−1 exp(−dx),

potom g′(x) > 0 na (0, 1
L
), g′(x) < 0 na (L, +∞) (z volby L) a

g(0) = lim
x→+∞

g(x) = 0 ⇒ max
x∈U

g(x) = max{g(L), g( 1
L
}. Dı́ky volbě L se

dá max
x∈U

g(x) < ε pro libovolné ε > 0. To nám plyne ze spojitosti g na

U a anulováńı se v limitě do ”0-” a do ”+∞”. Totéž plat́ı pro h(y) na
[0, 1

M
] ∪ [M, +∞]

V (x, y) nabývá extrému jen na ∂K, d́ıky rozseparovanosti V (x, y) na g(x) a
h(y) a faktu, že stač́ı hledat maximálńı hodnotu jen ve ”vrcholech” obdélńıku
(vlastnosti g a h diskutované ve vsuvce), který tvoř́ı ∂K. Nyńı stač́ı zvolit
konstanty M a L tak, aby platilo

max{g(
1

L
)h(

1

M
); g(

1

L
)h(M); g(L)h(

1

M
); g(L)h(M)} < ε (4.7)

Potom bod ( c
d
, a

b
) je bodem globálńıho maxima V (x, y) v I. kvadrantu.

Lemma 4.1.3. Úrovňové křivky (vrstevnice) V (x, y) jsou v I. kvadrantu
jednoduché křivky.

D̊ukaz. Opět uvažujme Ṽ (x, y) = log(V (x, y)) v I.kvadrantu, označme

Ṽ (x, y) = c log x − dx + a log y − by = G(x) + H(y) (4.8)
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∂2

∂x2
G(x) = −

c

x2

∂2

∂y2
H(y) = −

b

y2

Matice druhých parciálńıch derivaćı je diagonálńı a negativně definitńı v I.
kvadrantu ⇒ Ṽ (x, y) je ryze konkávńı v I. kvadrantu ⇒ úrovňové křivky
jsou jednoduché uzavřené křivky.

(
− c

x2 0
0 − b

y2

)

Nyńı v́ıme, že prvńı integrál sytému (4.2) je nezáporná funkce v I. kvadrantu,
nabývá maxima ve stacionárńım bodě systému (4.2). Nav́ıc úrovňové křivky
V (x, y) jsou jednoduché uzavřené křivky. Definujeme-li

W (x, y) := V (
c

d
,
a

b
) − V (x, y) (4.9)

, pak W (x, y) je prvńı integrál soustavy (4.2), W (x, y) je nezáporná funkce
v I. kvadrantu a nabývá globálńıho minima v bodě ( c

d
, a

b
). Nyńı si stač́ı

uvědomit, že W (x, y) je Ljapunovská funkce systému (4.2). Z tohoto máme
stabilitu bodu ( c

d
, a

b
) a nav́ıc řešeńı jsou periodické orbity, které ob́ıhaj́ı bod

( c
d
, a

b
), protože prvńı integrál je konstantńı podél řešeńı a úrovnové křivky

W (x, y) jsou jednoduché uzavřené křivky.

0

5

10
0

5

10

0

50

100

Obrázek 4.1:

Na obrázku 4.1 je graf funkce V (x, y) = x5 exp(−x)y4 exp(−y) v I. kvadrantu
Na obrázku 4.1 je řešeńı Volterra-Lotkových rovnic s parametry a = 5, b =
1, c = 4, d = 1

Veškeré vlastnosti řešeńı systému (4.2) v I. kvadrantu se odvijej́ı od
vlastnost́ı W (x, y), kolmé pr̊uměty vrstevnic funkce W (x, y) do roviny xy
jsou řešeńım systému (4.2). Daľśı zaj́ımavou vlastnost́ı řešeńı systému (4.2)
je př́ımá úměra mezi pr̊uměrnými počty kořisti (predátora) za dobu jedné
periody a souřadnicemi stacionárńıho bodu.
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Obrázek 4.2:

Lemma 4.1.4. Necht’ (x(t), y(t)) je orbit netriviálńıho periodického řešeńı
systému (4.2). Potom

x :=
1

T

T∫

0

x(t)dt =
c

d
y :=

1

T

T∫

0

y(t)dt =
a

b

, kde T je doba periody periodického řešeńı.

Poznámka: lemma nám ř́ıká, že integrálńı pr̊uměry počtu kořisti (predátora)
za dobu jedné periody jsou rovny souřadnićım stacionárńıho bodu.

D̊ukaz. ẋ
x

= (log(x))′ = a − by/ 1
T

T∫
0

dt 0 = a − by ⇒ y = a
b

Analogicky bychom zjistili, že

0 = c − dx ⇒ x =
c

d

.

Lemma nám dává informaci o pr̊uměrném počtu kořisti (predátora) a vede k
zaj́ımavému výsledku. Budeme předpokládat, že lov́ıme intenzivně sardinky
a sardinky lov́ı žraloci. Pro tento stav najdeme hodnoty konstant a,b,c,d, jež
se vyskytuj́ı ve Volterra-Lotkově modelu. Nyńı přestaneme lovit sardinky, a
to povede k prudkému zvýšeńı přirozeného př́ırustku počtu sardinek a ր A,
ale zbylé konstanty se nezměńı. Dalo by se očekávat, že se pr̊uměrný počet
sardinek zvýš́ı. Nyńı nám lemma ř́ıká, že pr̊uměrný počet sardinek je x = c

d

a pr̊uměrný počet žralok̊u je y = A
b
. Interpretace výsledk̊u ř́ıká, že když

přestaneme lovit sardinky, tak se jejich pr̊uměrný počet nezměńı, ačkoliv se
pr̊uměrný počet žralok̊u zvýš́ı. Neboli jakkoliv intenzivńı rybolov nemá vliv
na pr̊uměrné stavy ryb.

Volterra-Lotk̊uv model je jednoduchý, dobře se s ńım pracuje, ale nemá
praktické vyzužit́ı. Povoluje při absenci predátora exponenciálńı nárust
kořisti, což nemá obdobu v praktickém modelováńı vývoje populaćı. Dále
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člen −bxy ř́ıká, že predátor neustále lov́ı a nikdy nemá dost. Lemma nám
dalo zaj́ımavý výsledek, který je v běžné praxi nemožný. Některé
nedostatky se daj́ı odstranit a na jednu možnost se pod́ıváme v
podkapitole Upravený Volterra-Lotk̊uv model.

4.2 Holling-Tanner̊uv model

V minulé kapitole jsme se seznámili s Volterra-Lotkovým modelem, provedli
podrobnou analýzu a ukázali si nereálnost tohoto modelu. Holling-Tanner̊uv
model se snaž́ı odstranit nereálnosti Volterra-Lotkova modelu, celá úprava je
ve speciálńı volbě funkćı, které realizuj́ı přirozené př́ırustky a úbytky, t́ımto
postupem źıskáme systém (4.10).

ẋ = a(1 −
x

K
)x − w

xy

D + x
(4.10)

ẏ = b(1 − J
y

x
)y

a, b, w,K,D, J > 0

Systém rovnic (4.10) nazveme Holling-Tanner̊uv model systému dravec-kořist
a nyńı se pod́ıváme na členy vystupuj́ıćı v modelu.

(a) a(1 − x
K

)x tento člen popisuje vývoj populace kořisti bez př́ıtomnosti
predátora. Z prvńı kapitoly v́ıme, že r̊ust populace je limitován ma-
ximálńım počtem kořisti K, která se uživ́ı v daném prosťred́ı, tedy
nemůže nastat exponenciálńı nárust kořisti.

(b) wx
D+x

tento člen popisuje p̊usobeńı predátora na populaci kořisti a ř́ıká
nám kolik kořisti bylo zabito predátorem za jednotku času. Dále tento
člen ř́ıká, že predátor se nasyt́ı a už nelov́ı dál. V modelu (4.2) jsme
měli člen bx, který ř́ıkal, že predátor lov́ı úměrně k počtu kořisti. V
př́ıpadě systému (4.10) je wx

D+x
< w pro ∀ x > 0 a

lim
x→+∞

w
x

D + x
= w

(c) b(1 − J y

x
)y popisuje hynut́ı(množeńı) predátora a č́ıslo J ř́ıká kolik

kořisti muśı jeden predátor ulovit, aby neumı́ral hlady.

Nyńı se pod́ıváme na vlastnosti řešeńı systému (4.10):

(i) pravá strana systému (4.10) je spojitá pro ∀ (x0, y0), potom dle Pea-
novy věty 2.0.1 existuje lokálně řešeńı procházej́ıćı bodem (x0, y0).

(ii) pravé strany jsou diferencovatelné v I. kvadrantu, potom dle d̊usledku
Picardovy věty 2.0.5 jsou řešeńı určena lokálně jednoznačně.
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Systém neńı definovaný na ose y. Vzniká zaj́ımavá otázka, zda existuje řešeńı
systému (4.10), které v limitě dokonverguje na osu y. Polož́ıme-li y0 ≡ 0, pak
dostaneme rovnici pro x ve tvaru

ẋ = a(K − x)x

a vzniklé řešeńı neopust́ı osu x. Nyńı si ukážeme, že žádné řešeńı neopust́ı I.
kvadrant. Vı́me, že na ose x máme řešeńı systému (4.10). Kdyby nějaké řešeńı
protlo osu x, tak dostaneme spor s jednoznačnost́ı. Zbývá osa y. Zvolme malé
ǫ > 0 a definujem si výsek

Mǫ := {(x, y) ∈ (0, +∞) × (0, +∞); x < ǫ y >
2x

J
}

a zvolme bod (x0, y0) z Mǫ a nyńı se pod́ıváme na chováńı systému v Mǫ.
Kdyby řešeńı, které začne v bodě (x0, y0), protlo osu y, tak k tomu dojde
v konečném čase t1. Kdyby řešeńı došlo na osu y pro t → +∞, pak by
jediným kandidátem na limitu byl stacionárńı bod, ale systém (4.10) nemá
žádné stacionárńı body na ose y. Dále ẏ < 0 pro (x, y) ∈ Mǫ Pod́ıvejme se
na rovnice pro x a y.

ẋ = (a − wy)x + o(x2) (4.11)

ẏ = −by + o(y2)

⇒ y → 0; t → +∞. Dále od jistého času T > 0 je výraz (a − wy(t)) > 0
(protože a, w > 0 a y → 0+) ∀ t > T ⇒ ∃ L > 0 tak, že ẋ ≥ Lx pro t > T .
Tato rovnice nám ř́ıká, že x ≥ x(T )exp(Lt), a to je rostoućı funkce. Z toho
máme okamžitě, že řešeńı ve směru osy x opust́ı výsek Mǫ v konečném čase a
tedy řešeńı neprostne osu y. Z toho nám plyne, že ani jeden druh nevyhyne.

Nyńı se pod́ıváme na stacionárńı body systému (4.10).

0 = ẋ = x(a(K − x) − w
y

D + x
) ⇒ y =

a

w
(K − x)(D + x)

0 = ẏ = b(1 −
Jy

x
)y ⇒ x = Jy

Křivka pro ẋ = 0 je parabola s kořeny v bodech x = K a x = −D a tato
parabola má maximum v bodě K−D

2
. Křivka pro ẏ = 0 je př́ımka se směrnićı

1
J
. Z toho dostáváme, že existuje jediný pr̊useč́ık v I. kvadrantu. Označme

tento pr̊useč́ık (x∗, y∗) a zaved’me nové proměnné X := x
x∗

a Y := y

y∗
, nebo-li

převedeme systém (4.10) na berzozměrný tvar. Po dosazeńı do rovnice (4.10)
obdrž́ıme novou soustavu (4.12).
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Ẋ = a(1 −
X

k
)X − wX

Y

d + X
(4.12)

Ẏ = b(1 −
JY

X
)Y

Označ́ıme-li k := K
x∗

a d := D
x∗

, pak dostáváme, že stacionárńı bod v
proměnných X,Y má souřadnice

(X∗, Y ∗) = (1,
a

w
(d + 1)(1 −

1

k
)) = (1, J−1) (4.13)

Poznámka: pro určeńı stacionárńıho bodu jsme použili trik přeškálováńı
měř́ıtka na osách x, y. V nových proměnných má stacionárńı bod na ose
x souřadnici 1, a z toho jsme dopoč́ıtali y-ovou souřadnici a našli vztah mezi
konstantami, které se vyskytuj́ı v Holling-Tannerově modelu.

Pro vyšetřeńı stability stacionárńıho bodu použijeme větu o linearizované
stabilitě. Označme W jako gradientńı matici vektoru pravých stran v bodě
(X∗, Y ∗).

W =

(
a(− 1

k
+ w

aJ(1+d)2
) − w

1+d
b
J

−b

)

Pod́ıvejme se na

det(W) = ab(
1

k
+

wd

aJ

1

(1 + d)2
) > 0 (4.14)

tr(W) = a(
w

aJ
(1 + d)−2 −

1

k
) − b =

a(k − d − 2)

k(1 + d)
− b (4.15)

tr(W) může být kladná i záporná. Bod (X∗, Y ∗) je asymptoticky stabilńı
podle věty o linearizované stabilitě, když je reálná část spektra gradientńı
matice záporná. Podle lemmatu o spektru matice 2x2 v́ıme, že když det(W) >
0 a tr(W) < 0, potom reálná část spektra matice W je záporná. Z tohoto
máme ihned podmı́nky na (a, b, k, d)

b >
a(k − d − 2)

k(1 + d)
(4.16)

Při splněńı podmı́nek pro (a, b, k, d) máme dle věty o linearizované stabilitě
asymptotickou stabilitu bodu (X∗, Y ∗).

Když bude tr(W) > 0 a v́ıme, že det(W) > 0, potom dle lemmatu o
spektru matice 2x2 v́ıme, že Re(λ1) > 0) a Re(λ2) > 0), potom dle věty o
linearizované nestabilitě máme nestabilitu bodu (X∗, Y ∗). V př́ıpadě
tr(W) = 0 nev́ıme obecně nic.
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Nyńı se pod́ıváme na existenci periodických řešeńı. Pro použit́ı Poincaré-
Bendixsonovy věty potřebujeme naj́ıt omezenou ivanriantńı oblast. Zvolme
nezápornou funkci V (x, y) = x2

2a
+ y2

2b
a spočtěme orbitálńı derivaci V̇ pro

systém (4.12).

V̇ =
2x

2a
ẋ +

2y

2b
ẏ = (x2 −

wyx2

(D + x)
−

x3

K
+ y2 −

J

x
y3) (4.17)

Nyńı použijeme polárńı souřadnice v I. kvadrantu, abychom ukázali, že
∃R > 0 dostatečně velké tak, aby V̇ < 0 pro ∀(x, y) z I. kvadrantu splnuj́ıćı

následuj́ıćı nerovnost x2

2a
+ y2

2b
≤ R2.

V̇ (r cos ϕ, r sin ϕ) = r2 cos2 ϕ− r3 cos3 ϕ

K
− wr3 sin ϕ cos2 ϕ

a(D+r cos ϕ)
+r2 sin2 ϕ− Jr3 sin3 ϕ

r cos ϕ
=

= r2(1 − r cos3 ϕ

K
− wr sin ϕ cos2 ϕ

a(D+r cos ϕ)
− J sin3 ϕ

cos ϕ
) ≤ r2(1 − r cos3 ϕ

K
− J sin3 ϕ

cos ϕ
) =

= r2(1 − r cos3 ϕ

K
− J sin ϕ1−cos2ϕ

cos ϕ
) = r2(1− r cos3 ϕ

K
− J tg ϕ + J sin ϕ cos ϕ) ≤

≤ r2(1 + J − r cos3 ϕ

K
− J tg ϕ) < 0

pro ∀ ϕ ∈ (0, π
2
), r > R, R dostatečně velké, protože cosϕ je omezená funkce

a pro malé úhly zař́ıd́ıme platnost nerovnosti vhodnou volbou r a pro úhly
bĺızko π

2
zajist́ı platnost nerovnosti neomezenost funkce tg ϕ

( lim
ϕ→π

2
−

tg ϕ = +∞).

Poznámka: V odhadech jsme využili −wr3 sin ϕ cos2 ϕ

a(D+r cos ϕ
≤ 0 pro ϕ ∈ (0, π

2
) a

známých vzorc̊u pro goniometrické funkce a faktu, že sinϕ i cos ϕ jsou
nezáporné a omezené funkce na (0, π

2
).

Nyńı máme zaručeno, že V̇ < 0 pro dostatečně velké r z polárńıch souřadnic
a kruhová výseč určená osami x, y a grafem x2 + y2 = R2, kde R >
r (z polárńıch souřadnic), obsahuje (x∗, y∗). Tato kruhová výseč je ome-
zená, tedy jej́ı uzávěr je kompakt, a invariantńı - označme si ji ∆. Pro
použit́ı Poincaré-Bendixsonovy věty 2.0.14 potřebujeme, aby tato invari-
antńı množina neobsahovala stacionárńı bod. Za předpokladu, že tr(A) > 0

(v́ıme det(W) > 0
lemma
→ Re(λ1) > 0) a Re(λ2) > 0)) stacionárńı bod ”od-

puzuje” řešeńı ve všech směrech (nebo-li při obráceńı času t:=-t, změńı
všechna vlastńı č́ısla znaménka a dostaneme asymptotickou stabilitu sta-
cionárńıho bodu - tj. negativńı asymptotickou stabilitu), zvolme ǫ > 0 malé,
def. Ω := ∆ − Bǫ((x∗, y∗)) Nyńı je Ω omezená invariantńı množina neob-
sahuj́ıćı stacionárńı bod, potom dle Poincaré-Bendixsonovy věty 2.0.14 ∃ Γ
periodický orbit systému (4.12), ke kterému se všechna řešeńı, jež započnou
mimo (x∗, y∗) a Γ asymptoticky přimykaj́ı.

Když bude

b >
a(k − d − 2)

k(1 + d)
(4.18)
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, potom optimálńım stavem je stabilńı stacionárńı bod (x∗, y∗), ke kterému
se budou všechna řešeńı sb́ıhat.

1.54658 1.54658 1.54659 1.54659

1.39192

1.39192

1.39193

1.39193

1 2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

7

Obrázek 4.3:

V př́ıpadě

b <
a(k − d − 2)

k(1 + d)
(4.19)

je optimálńım stavem periodický orbit a nestabilńı stacionárńı bod. Když
(x0, y0) 6= (x∗, y∗), potom dle Poincaré-Bendixsonovy věty 2.0.14 se všechna
řešeńı budou navijet na periodický orbit Γ, protože peridodický orbit je ω
limitńı množina. Ta řešeńı, která započnou v IntΓ, se budou nav́ıjet zevnitř,
a ta řešeńı, která započnou v ExtΓ, se budou navijet z vněǰsku.

Př́ıpad, kdy nastane rovnost, neuvažujeme, protože v praxi se vstupńı data
źıskávaj́ı empirickými měřeńımy a všechny konstanty vyskytuj́ıćı se v modelu
jsou potom zat́ıženy chybou, proto pro praxi neuvažujeme rovnost.

Na obrázku 4.2 je graficky znázorněné řešeńı sysému 4.10. Na prvńım obrázku
je vidět stabilńı spirála, která vznikne při koeficientech a = 1, b = 1, k =
10, w = 1, d = 0.1, J = 30

27
. Na druhém obrázku je vidět periodický orbit a

navijej́ıćı se řešeńı, který vznikne při koeficientech a = 3, b = 1, k = 10, w =
2, d = 1, J = 10

27
.

Holling-Tanner̊uv model se dá velmi dobře použ́ıt pro modelováńı reálných
situaćı. Konstanty vyskytuj́ıćı se v modelu se źıskaj́ı empirickým měřeńım a
potom stač́ı dosadit do jednoduché rovnice, podle znaménka urč́ıme tr(W) a
dle diskuze provedené podle znaménka tr(W) snadno urč́ıme, jak se systém
bude vyv́ıjet do budoucna. Daľśım d̊uležitým výsledkem Holling-Tannerova
modelu je, že se systém stabilizuje - systém spěje k jednomu optimálńımu
bodu, nebo systém spěje k periodickému ději, který můžeme interpreto-
vat takto: dojde-li k markantńımu přemnožeńı kořisti, tak po čase celý
systém sám přejde na optimálńı periodický děj, nebo systém přejde do op-
timálńıho bodu - př́ıroda se sama postará o rovnováhu. Pomoćı tohoto mo-
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delu si můžeme představit situaci, jak se v Yellowstoneském národńım parku
přemnožili jeleni a vlci byli vybiti. Přemnožeńı jeleni páchali velké škody a
po vysazeńı vlk̊u do volné př́ırody se počet jelen̊u začal snižovat a systém
jeleni-vlci po čase přešel na jeden z optimálńıch stav̊u. Daľśı trochu para-
doxńı využit́ı Holling-Tannerova modelu je modelováńı humanitárńı pomoci.
Předpokládejme, že někde na Zemi máme skupinu lid́ı, která je v kritické
hmotné nouzi a je př́ımo závislá na humanitárńı pomoci. Nyńı v pozici kořisti
by bylo množstv́ı dodané pomoci a v pozici predátora by byla skupinka
lid́ı. Množeńı kořisti by vyjadřovalo dodáváńı hmotné pomoci, které by se
odvyjelo od množstv́ı již dodané a uskladněné pomoci. Význam konstant
by byl následuj́ıćı: a rychlost dodáváńı humanitárńı pomoci, K maximálńı
množstv́ı uskladnitelné pomoci, člen wxy

d+y
by vyjadřoval čerpáńı pomoci, J

počet jednotek pomoci, které muśı jeden jedinec vyčerpat, aby neumı́ral.

4.3 Upravený Volterra-Lotk̊uv model

Volterra-Lotk̊uv model jsme už podrobně analyzovali a objasnili si všechny
jeho nevýhody. Nyńı se pod́ıváme na upravený Volterra-Lotk̊uv model, kde
budeme neustále hĺıdat populaci kořisti. Např. aplikace postřiku

ẋ = x(a − εx − by) (4.20)

ẏ = y(−b + dx)

a, b, c, d, ε > 0
Model (4.20) se lǐśı od Volterra-Lotkova modelu jen v rovnici pro kořist, člen
−εx dělá regulaci r̊ustu kořisti

(i) pravé strany jsou spojité v R
2, potom dle Peanovy věty 2.0.1 existuje

lokálně řešeńı procházej́ıćım bodem (x0, y0) z I. kvadrantu.

(ii) pravé strany jsou diferencovatelné v R
2, potom dle Picardovy věty

2.0.5 jsou řešeńı v I. kvadrantu určena lokálně jednoznačně.

Řěšeńı neopust́ı I. kvadrant

D̊ukaz. Pro x ≡ 0 dostaneme ẏ = −cy a tato rovnice má řešeńı pro všechna
y0 na ose y, naopak pro y ≡ 0 dostaneme ẋ = x(a − εx), to je ale logistická
rovnice a o ńı v́ıme, že má řešeńı pro všechna x0 na ose x. Nyńı kdyby řešeńı
opustilo I. kvadrant, tak by muselo protnout osu x či y, ale t́ım bychom
obdrželi ihned spor s jednoznačnost́ı. Nyńı v́ıme, že ani jeden druh nevyhyne.

Stacionárńı řešeńı systému (4.20) najdeme řešeńım této soustavy rovnic.

0 = x(a − εx − by) (4.21)

0 = y(−c + dx)
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Z výpočtu zjist́ıme, že jsou jen 3 stacionárńı body: (0, 0),(a
ε
, 0) a ( c

d
, ad−εc

bd
).

Prvńı a druhý stacionárńı bod lež́ı na ose x, zaj́ımavý je třet́ı bod. Pokud
budeme předpokládat tuto podmı́nku na koeficienty: ad − εc > 0, potom
budeme mı́t stacionárńı bod uvnitř I. kvadrantu.

Stabilita stacionárńı bod̊u
Označme B(x, y) gradientńı matici pravých stran

B(x, y) =

(
a − 2εx − by −bx

dy −c + dx

)

Bod (0, 0) je nestabilńı, protože řešeńı pro y ≡ 0 odb́ıhaj́ı od počátku a
protože pro x bĺızko počátku ẋ = x(a − εx) > 0 Pro vyšetřeńı bodu (a

ε
, 0)

použijeme metodu linearizace.

B(
a

ε
, 0) =

(
−a − ba

ε

0 −c + da
ε

)

det(B) =
a

ε
(cε − da) < 0 (4.22)

tr(B) =
−aε − cε + da

ε

Pozn.: det(A) < 0, protože předpokládáme cε − da < 0
Dle lemmatu o spektru matice 2x2 existuje jedno vlastńı č́ıslo λ ∈ σ(A) tak,
že Re(λ) > 0 ⇒ nestabilita bodu (a

ε
, 0)

Nejzaj́ımavěǰśı je třet́ı bod.

B(
c

d
,
ad − εc

bd
) =

(
− εc

d
− bc

d
ad−εc

b
0

)

det(B) =
c

d
(ad − εc) > 0 (4.23)

tr(B) = −
εc

d
< 0
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Nyńı dle lemmatu o spektru matice 2x2 máme asymptotickou stabilitu sta-
cionárńıho bodu ( c

d
, ad−εc

bd
).
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Na obrázku 4.3 je znázorněno řešeńı systému (4.20) s parametry a = 1,
b = 1,c = 1,d = 1,ε = 0.1

Ještě jedna otázka z̊ustala nezodpovězená. Existuje nějaká počátečńı pod-
mı́nka (x0, y0), ε > 0 a a, b, c, d > 0 tak, aby vznikl netriviálńı peridický
orbit systému 4.20? Odpověd je záporná.

D̊ukaz. K d̊ukazu použijeme Bendixson-Dulacovo kriterium 2.0.15 a za
B(x, y) := 1

xy
, potom B je diferencovatelná funkce v I. kvadrantu a

div(Bf) = ∂
∂x

(a−εx−by

y
)+ ∂

∂y
(dx−c

x
) = − ε

y
< 0, potom dle Bendixson-Dulacova

kriteria 2.0.15 neexistuje netriválńı periodický orbit systému 4.20.

Na tomto modelu můžeme vidět, že i při nepatrném zásahu do populace
kořisti (ε hodně malé) dostáváme stabilńı spirálu v I. kvadrantu a 2 nesta-
bilńı stacionárńı body. Když se zpětně pod́ıváme na řešeńı Volterra-Lotkova
modelu (uzavřené jednoduché křivky), vid́ıme ihned velkou změnu, nebo-li
nepatrná změna rovnic vede k prudkým změnám v chováńı řešeńı. Tento
jev se tradičně nazývá nerobustnost. Model je robustńı, když ”malá” změna
rovnice nevede k velkým změnám v chováńı řešeńı. Tedy Volterra-Lotk̊uv
model neńı robustńı.

4.4 Model soutěžeńı

Nyńı se pod́ıváme na model, který nepatř́ı do systémů dravec-kořist, ale
byla by škoda ho zde neuvést. Nyńı budeme mı́t dvě populace, které na sebe
neútoč́ı, ale sd́ılej́ı společné prostřed́ı, které uživ́ı jen konečný počet jedinc̊u
a tyto populace se ovlivňuj́ı jen tak, že si už́ıraj́ı vzájemně potravu.

ẋ = ax(1 −
x

K1

− c1,2
y

K1

) (4.24)

ẏ = by(1 −
x

K2

− c2,1
y

K2

)

a, b, c1,2, c2,1, K1, K2 > 0

Nyńı se podrobněji pod́ıváme na koeficienty v modelu (4.24). a,b jsou ko-
eficienty přirozeného r̊ustu, K1, K2 jsou kapacity prostřed́ı a ř́ıkaj́ı, kolik
jedinc̊u druhu x,y se v daném prostřed́ı uživ́ı a členy c1,2 a c2,1 jsou ko-
eficienty ovliněńı. Než se pod́ıváme na analýzu tohoto modelu, provedeme
substituci.

X = x
K1

, Y = y

K2

, d1,2 = c1,2
K1

K2

, d2,1 = c2,1
K1

K2

, ρ = b
a

a τ = at
Touto substitućı převedeme systém (4.24) na tzv. bezrozměrný tvar
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Ẋ(τ) = X(τ)(1 − X(τ) − d1,2Y (τ)) (4.25)

Ẏ (τ) = ρY (τ)(1 − Y (τ) − d2,1X(τ))

Nyńı budeme analyzovat model (4.25), protože je jednoduš̌śı než p̊uvodńı
model, ale vše d̊uležité - stabilita a asymptické chováńı - z̊ustalo zachováno.

(i) pravé strany jsou spojité v I. kvadrantu, potom dle Peanovy věty 2.0.1
existuje řešeńı procházej́ıćı bodem (X0, Y0).

(ii) pravá strana je diferencovatelná v I. kvadrantu, potom dle d̊usledku
Picardovy věty 2.0.5 jsou řešeńı procházej́ıćı bodem (X0, Y0) určena
lokálně jednoznačně.

Nyńı se pod́ıváme na to, že řešeńı neopust́ı I. kvadrant. Zvolme x ≡ 0, potom
systém (4.25) přejde v rovnici Ẏ = ρY (1 − Y ) a z druhé kapitoly v́ıme, že
tato rovnice má řešeńı pro ∀ y0 Daľśı speciálńı volbou y ≡ 0 zjist́ıme, že na
ose x existuje řešeńı pro všechna x0. Nyńı kdyby řešeńı, které započne v I.
kvadrantu, opustilo I. kvadrant, tak by muselo protnout jednu z os, a t́ım
bychom jsme obdrželi spor s jednoznačnost́ı. Nyńı v́ıme, že ani jeden druh
nevyhyne v konečném čase.
Stacionárńı body systému (4.25) najdeme řešeńım této soustavy rovnic

0 = X(1 − X − d1,2Y ) (4.26)

0 = Y (1 − Y − d2,1X

S0 = (0, 0), S1 = (1, 0), S2 = (0, 1) a S3 = ( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)

d1,2d2,1 6= 1 a (d1,2 < 1 ∧ d2,1 < 1) ∨ (d1,2 > 1 ∧ d2,1 > 1)

Nyńı se pod́ıváme na stabilitu jednotlivých bod̊u. S0 je nestabilńı, protože
řešeńı, která započnou v okoĺı počátku na ose X či Y, odb́ıhaj́ı po ose X i Y
od počátku.

Označme si V(X,Y ) gradientńı matici systému (4.25) v bodě (X,Y)

V(X,Y ) =

(
1 − 2X − d1,2Y −d1,2X

−ρd2,1Y ρ(1 − 2Y − d2,1X)

)

Stabilita ostatńıch bodu je závislá na mı́̌re vzájemného ovlivněńı. Nebu-
deme zde uvádět všechny matice, jejich stopy a determinanty. Všechny
d́ılč́ı výsledky jsou uvedeny v apendixu. Jediný zaj́ımavý výsledek obdrž́ıme
pro d1,2 < 1 a d2,1 < 1. Při těchto parametrech je stacionárńı bod S3 =

( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
) asymptoticky stabilńı a to nám ř́ıká, že oba druhy přežij́ı,

přičemž jiné nastaveńı parametr̊u vede k vyhynut́ı jednoho z druh̊u.
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det(V) = (
1 − d1,2

1 − d1,2d2,1

,
1 − d2,1

1 − d1,2d2,1

) > 0 (4.27)

tr(V) = (
1 − d1,2

1 − d1,2d2,1

,
1 − d2,1

1 − d1,2d2,1

) < 0
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Potom dle lemmatu o spektru matice 2x2 máme, že obě vlastńı č́ısla gradi-
entńı matice maj́ı zápornou reálnou část ⇒ asymptotická stabilita. Ostatńı
body jsou nezaj́ımavé. Analýza stability, gradientńı matice a jejich determi-
nanty a stopy jsou uvedeny v apendixu.

Neuvažovali jsme tuto rovnost d1,2 = d2,1 = 1. Tato rovnost nám ř́ıká, že se
oba druhy ovlivňuj́ı stejnou měrou, ale pro praktické užit́ı je naprosto ne-
vhodná, protože źıskaná data jsou vždycky zat́ıžena chybou a tato rovnováha
je velmi křehká. Kdyby platila rovnost, tak nemáme jeden stacionárńı bod,
ale celou úsečku stacionárńıch bod̊u S := (X,Y ) ∈ R

2; 1 − X − Y = 0. Při
jakkoliv malé změně vzájemného ovlivňováńı (d1,2 = d2,1±ε) se úsečka S roz-
padne na několik stacionárńıch bod̊u. Tento model je použitelný pro mode-
lováńı soužit́ı dvou druh̊u, které nejsou ve vztahu dravec-kořist, ale ovlivňuj́ı
se nepř́ımo. Daľśı využit́ı v praxi by mohlo být modelováńı ”soužit́ı” velkých
obchod̊u a malých prodejen v jednom městě.
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme se seznamovali a podrobně analyzovali klasické modely po-
pisuj́ıćı množeńı a vzájemné vztahy mezi dravcem a kořist́ı. Dozvědeli jsme
se mnoho zaj́ımavých informaćı a poznali výhody a nevýhody všech studo-
vaných model̊u a ukázali si jejich použit́ı v praxi.
Viděli jsme, jak vypadaj́ı řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic, soustav
diferenciálńıch rovnic a vš́ımali si optimálńıch stav̊u ke kterým se stavy
kořist́ı a dravc̊u bĺıž́ı.
Vlastńı aplikace model̊u typu dravec-kořist je velmi rozmanitá a nemuśı se
vztahovat jen na živočǐsnou sféru. Stač́ı jen vybrat vhodné představitele
dravce a kořisti. Např́ıklad ve 3. kapitole jsme nast́ınili použit́ı Holling-
Tannerova modelu na určeńı optimálńıho dodáváńı humanitárńı pomoci,
aby se dodaná pomoc nezkazila a populace př́ıjemc̊u neměnila sv̊uj stav
(neumı́rali z nedostatku). Toto je jen jedno z mnoha použit́ı.
Práce jako taková je jen ilustraćı dané problematiky a některé źıskané výsledky
jsou okamžitě aplikovatelné.
Např. když budeme použ́ıvat Holling-Tanner̊uv model na modelováńı, tak
stač́ı źıskané koeficienty dosadit do jednoduchých nerovnost́ı a v́ıme okamžitě,
jak se bude systém vyvijet do budoucna. Dále model̊u použivaných pro prak-
tické modelováńı systémů ”dravec-kořist” je mnoho a v této práci jsme na-
stinili metody analýzy takovýchto model̊u a poznali, jak vytvářet modely
pro dané situace. Při psańı rovnic pro složitěǰśı situace se dá začlenit do
rovnic explicitně čas, ale t́ım se ztrat́ı mnoho hlubokých tvrzeńı, ktéré jsou
formulovány pro autonomńı systémy.
Existuj́ı složitěǰśı modely, které popisuj́ı vzájemné vztahy tř́ı živočǐsných
druh̊u, které jsou založeny myšlenkově na Holling-Tannerově modelu. Jako
př́ıklad bych uvedl ostrov, kde žij́ı jen kočky, krysy a ptáci - kočky lov́ı krysy
a ptáky, krysy lov́ı ptáky. Model pro tuto situaci byl sestaven a založen na
myšlenkách Holling-Tannerova modelu. Kompletńı analýza tohoto modelu
včetně stability stacionárńıho řešeńı byla publikována v časopise Bulletin of
Mathematical Biology 67 (2005).
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Kapitola 6

Apendix

6.1 A - dodatky k Modelu soutěžeńı

V modelu soutěžeńı jsme neuvedli stabilitu (nestabilitu) stacionárńıch bodu
S1, S2 a S3 pro r̊uzná nastaveńı parametr̊u. Nyńı v rychlosti uvedeme veškeré
d́ılč́ı výsledky a závěry o stabilitě (resp. nestabilitě) pomoćı lemmatu o spek-
tru matice 2x2. Pod slovy stabilita (nestabilita) budeme rozumět asympto-
tickou stabilitu (nestabilitu) vyšetřovaného stacionárńıho řešeńı

bod S1 = (1, 0)

V(1, 0) =

(
−1 −d1,2

0 ρ(1 − d2,1)

)

det(V(1, 0)) = −ρ(1 − d2,1)
tr(V(1, 0)) = −1 + ρ(1 − d2,1)
Př́ıpady:

(a) d1,2 < 1, d2,1 < 1, potom det(V(1, 0)) < 0 ⇒ nestabilita

(b) d1,2 > 1, d2,1 > 1, potom det(V(1, 0)) > 0 a tr(V(1, 0)) < 0 ⇒
asymptotická stabilita

bod S2 = (0, 1)

V(0, 1) =

(
1 − d1,2 0
−ρd2,1 −ρ

)

det(V(0, 1)) = −ρ(1 − d1,2)
det(V(0, 1)) = −ρd1,2 + 1 − d1,2

Př́ıpady:

(a) d1,2 < 1, d2,1 < 1, potom det(V(0, 1)) < 0 ⇒ nestabilita

(b) d1,2 > 1, d2,1 > 1, potom det(V(0, 1)) > 0 a tr(V(0, 1)) < 0 ⇒
asymptotická stabilita
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pro S3 = ( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)

V(
1 − d1,2

1 − d1,2d2,1

,
1 − d2,1

1 − d1,2d2,1

) =

(
−1+d1,2

1−d1,2d2,1
−d1,2

1−d1,2

1−d1,2d2,1

−ρd2,1
1−d2,1

1−d1,2d2,1
ρ −1+d2,1

1−d1,2d2,1

)

det(V( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)) = ρ

(1−d1,2d2,1)2
(−1 + d1,2)(−1 + d2,1)(1 + d1,2d2,1)

tr(V( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)) = −1+d1,2

1−d1,2d2,1
+ −1+d2,1

1−d1,2d2,1

Př́ıpady:

(a) d1,2 < 1, d2,1 < 1, potom det(V( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)) > 0 a tr(V( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)) <

0 ⇒ stabilita

(b) d1,2 > 1, d2,1 > 1, potom det(V( 1−d1,2

1−d1,2d2,1
, 1−d2,1

1−d1,2d2,1
)) < 0 ⇒ nestabilita
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Obrázek 6.1:

Na obrázku 6.1 jsou znázorněna řešeńı systému 4.25 s parametry d1,2 = 2,
d2,1 = 3 a ρ = 1. Z obrázku je vidět, že stacionárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı bodu
S3 je nestabilńı, zat́ımco body S1 a S2 jsou asymptoticky stabilńı.

6.2 B - dodatky k Upravenému Volterra-Lotkovu

modelu

V podkapitole Upravený Volterra-Lotk̊uv model jsme měli systém (4.20).
Mohli jsme si ulehčit práci zavedeńım této substituce:
X(τ) = dx(τ)

c
, Y (τ) = by(τ)

a
, τ = at, ρ = c

a
a ε̂ = cε

ad
, potom se systém (4.20)

převede na tzv. bezrozměrný tvar:

Ẋ(τ) = X(1 − ε̂X − Y ) (6.1)

Ẏ (τ) = ρY (X − 1)

Analýza takto transformovaného modelu je jen o něco jednoduš́ı než analýza
p̊uvodńıho systému. Metoda převáděńı na bezrozměrný tvár se dobře využije
v situaćıch, kde se vyskytuje mnoho konstatńıch koeficient̊u a vhodnou sub-
stitućı se dá sńıžit počet koeficient̊u.
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