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Kapitola 1
Uvod

Prace je koncipovana jako doplikovy material k prednasce Pocitacova algebra I.
Soucasti predmétu je i implementace algoritmu v jazycich C/C++ a pouziti kni-
hovny NTL Victora Shoupa pfedstavuje zna¢né ulehéeni vzhledem k mnozstvi im-
plementovanych tiid a funkci pro vypocty z celého rozsahu prednasky. Prestoze ke
knihovné je dostupné i dokumentace je pro zac¢inajici uzivatele mozné az prilis ob-
sahla a technickd. A presto postradéa popis nékterych uzite¢nych funkci, které si pak
uzivatel zbyteéné pise sam, nebo je tfeba je hledat v rozsahlém zdrojovém kodu.
Druha kapitola préace je tedy zamyslena jako privodce po NTL nejen pro studenty
Pocitacové algebry, ale i pro kazdého, kdo chce v co nejkratsim ¢ase pouzivat zakladni
funkce naptiklad pro polynomiélni aritmetiku nad celymi ¢isly. Pfestoze snaha byla,
aby praci mohl pouzit kazdy se znalostmi z povinnych prednasek Programovani I a
II, a pochopeni skrz ptiklady neni nemozné, alespon zakladni znalost syntaxe jazyki
C/C++ je urcité vyhodou.

Treti a ¢tvrta kapitola pak obsahuji struény popis algoritmt implementovanych
v NTL k vypoctu nejvétsiho spoleéného délitele a faktorizaci polynomii. Predstavuji
tak rozsitujici materidl praveé pro studenty Pocitacové algebry. Popisy jsou doplnény
grafy vypocetniho ¢asu jednotlivych implementaci. Pro tyto vypocty byl pouzit po¢i-
ta¢ s procesorem Intel (2,4 GHz) s 32-bitovou verzi opera¢niho systému Windows.



Kapitola 2

Struény ivod do NTL

NTL je C++ knihovna poskytujici datové struktury a algoritmy pro praci s libovolné
velkymi ¢isly, vektory, maticemi a polynomy nad celymi ¢isly a koneénymi télesy.
V této praci jsou pouzity a popisovany pievazné ¢asti vénujici se polynomialni arit-
metice, konkrétné algoritmy na vypocet NSD a faktorizace nad koneénymi télesy a
celymi ¢isly. V préci je popséna knihovna ve verzi 5.5. Knihovnu je mozno stahnout
na strankach V.Shoupa http://www.shoup.net/ntl/, kde je také odkaz na navod (v
angli¢ting) ke kompilaci. Pro uzivatele Unixovych stroju je to otazkou 2 piikazii, uzi-
vatelim Windows je doporuceno ru¢né upravit konfiguracni soubor config.h podle
pokynti, nasledny navod popisuje kompila¢ni proceduru krok za krokem. Prestoze
pro potieby prace byla pouzivana samotna knihovna N'TL, doporuc¢uji pouziti s kni-
hovnou GMP (http://gmplib.org/ ). Tato knihovna obsahuje implementace nejrych-
lejsich algoritmi pro aritmetiku celych, redlnych a racionalnich ¢isel. Tyto funkce
pouzivd NTL interné, tudiz volani samotnych NTL funkei se nijak nezméni.

Od této kapitoly budeme single-precision ¢isla chapat jako takova, jejichz
binarni reprezentace se vejde do slova, které je pouzity procesor schopen najednou
zpracovat. Pro dnesni procesory jsou to typicky 32 nebo 64-bitova ¢isla. Multiple-
precision jsou pak takova ¢isla, pro jejichz binarni reprezentaci je tfeba vice slov.

Predstavime si nasledujici t¥idy:

Z7 : neomezené velka cela ¢isla

Z7Z p : cela c¢isla modulo p

27X, Z7Z pX :polynomy nad pifslusnym okruhem

Pted pouzitim jakékoliv t¥idy je tfeba pripojit odpovidajici hlavickovy soubor:
#include <NTL/?777.h>. VSechny ¢iselné a polynomidlni typy maji implementovany:

e zikladni aritmetické operace:
+ - unarni(-) += -= ++ -- * x= / /=



e operace %, %= kromé tiidy ZZ p
e srovnavaci operatory ==, =!, tfida ZZ navic disponuje operatory <, <=, >=, >

e operace >> >>= =<< << tj. operace posunu bitové reprezentace ¢isla doleva,
doprava (nésobeni, déleni dvémi), v piipadé polynomi pak nasobeni, déléni
mocninou proménné.

NTL neobsahuje automatickou konverzi, tudiz je nutné funkci poskytnout prave
ten typ, ktery oc¢ekava. Nicméné je naimplementovano mnozstvi konverznich funkci
typu to_poZadovanytyp (proménnd), které lze pouzit, s n€kolika mélo vyjimkami,
pro vSechny adekvatni kombinace vstupniho a vystupniho typu. Obecné pro vétsinu
funkci v NTL existuji 2 verze: funkcionalni a procedurdlni. Kromé zakladniho pii-
padu, kdy se funkce lisi pouze syntaxi, existuji 3 dalsi:

77 x, a, b;
zékladni piipad x = GCD(a, b); — funkcionalni tvar
GCD(x, a, b); — proceduralni tvar
operator hraje roli  ZZ x, a, b;
funkcionalni verze  x = a + b; — funkcionalni tvar
add(x, a, b); — proceduralni tvar
pokud je nazev 77 p x;
nejednoznadny, x = random ZZ p(); - funkcionalni tvar
ptida se vystupni typ random(x); — proceduralni tvar
17 x;
konverzni funkce double a;
x = to_ZZ(a); — funkcionalni tvar
conv(x, a); — proceduralni tvar

Nicméné ve vysledku je volana vzdy stejna podprocedura. Pouziti proceduralni verze
je obvykle rychlejsi, protoze se vyvaruje vytvareni docasnych objekti k ukladéni
vysledku. Nicméné takovéto urychleni neni nijak vyrazné, tudiz je obvyklé pouziti
funkcionalntho tvaru, ktery udrzuje vysledny kod prehlednéjsi a snaze pochopitelny.
V nasledujicim prehledu se, kde to bude mozné, omezim pouze na funkcionalni tvary,
v pripadé, Ze existuje pouze proceduralni tvar ponecham u funkce prazdny vystupni
typ void. Dale u funkcionalniho tvaru vynechavam vystupni typ, ktery bude vzdy
ziejmy ze zaméreni kapitoly, v opa¢ném piipadé bude také uveden.

GCD(ZZ a, ZZ b) funkcionalni tvar
void GCD(ZZ x, ZZ a, ZZ b) proceduralni tvar
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2.1 Vstup, vystup a méreni ¢asu

Standartni vstup a vystup je proveden pomoci operatori << a >>. Tyto operatory
posilaji(ziskavaji) informace na(z) z predem definovaného proudu. Standartni (tedy
vystup na obrazovku a vstup z klavesnice) jsou pojmenovany cout pro vypis a cin
pro ¢teni jak ukazuje nésledujici priklad, ktery faktorizuje ruc¢né zadany polynom f
a vypise dobu trvani faktorizace na obrazovku i do souboru vystup.txt:

#include<NTL/ZZX.h>
#include<NTL/ZZXFactoring.h>
#include<NTL/pair_ZZX_long.h>
#include<NTL/fileio.h>
#include<NTL/tools.h>

NTL_CLIENT

int main()

{
ZZX a;
77 c;
double t;
ofstream out;
vec_pair_7Z7ZX_long factors;

OpenWrite(out, "vystup.txt");

cout << '"zadejte polynom: ";
cin >> a;

t=GetTime () ;
factor(c, factors, a);
t=GetTime() -t;

cout << " faktorizace polynomu " << a << " trvala " << t << "sekund";
out << "stupen: " << deg(a) << ", cas: " << t << "\n";
return O;

Je vidét vytvoreni proudu out, ke kterému je nasledné funkci OpenWrite(...)
vytvofen soubor vystup.txt pro zapis. Alternativou pro ¢teni ze souboru by pak bylo
volan{ ifstream in; OpenRead(in, "vstup.txt");. Tyto funkce jsou pristupné
po pripojeni hlavickového souboru fileio.h. Soubor tools.h definuje kromé funkce
double GetTime(), kterd vraci ¢as od spusténi programu, také napiiklad funkci
PrintTime (ostream& out, double t) jez tento Cas vypiSe v tradiénim tvaru do
proudu out. Jsou definovany i funkce long SkipWhiteSpace(istream& s) a long
IsWhiteSpace(long a) uzitecné pravé pii ¢teni ze souboru.



GetTime () je uzitecnéd funkce pro méfeni trvani libovolného vypoctu, jistym ne-
dostatkem vSak muze byt omezena presnost (milisekundy).

2.2 Prehled jednotlivych trid

2.2.1 Z7Z

Tato tfida je pouzita k reprezentaci neomezené dlouhych celych ¢isel. Je implemen-
tovana jako posloupnost "zzigits", kde kazda zzigit je NTL_ZZ_NBITS-1-bitové ¢islo
(vychozi hodnota NTL_ZZ_NBITS=26). Kromé zakladnich aritmetickych operaci jsou
pritomny i pokrocilejsi funkce napiiklad pro testovani prvocisel.

Modularni aritmetika

Ackoliv je piitomna tiida ZZ p konkrétné urcéena pro pocitani s celymi ¢isly mod-
ulo né¢jaké p, t¥ida ZZ poskytuje pristup ke stejnym funkcim, které pouziva ZZ p.
Pro vyjime¢né modularni pocty je tedy zbytecné vytvaiet ZZ p objekty, nybrz
staci vyuzit funkei:

AddMod(ZZ a, ZZ b, ZZ n) séitani

SubMod(ZZ a, ZZ b, ZZ n) odcitani
NegateMod(ZZ a, ZZ n) negace

MulMod(ZZ a, ZZ b, ZZ n) nasobeni
PowerMod(ZZ a, ZZ e, ZZ n) mocnéni a
InvMod(ZZ a, ZZ n) hledani inverzu k a

U posledni zminéné je tieba ohlidat, aby a bylo modulo n invertibilni, v opacném pii-
padé funkce ohlasi chybu. Alternativou je pak long InvModStatus(ZZ x,ZZ a,ZZ n),
ktera pro invertibilni a uloZi x = a=! a vrati 0, v opaéném piipadé vrati 1 a do x
ulozi hodnotu NSD(a,n).

Nejvétsi spolecny délitel

GCD(ZZ a, ZZ b) vrati nejvétsi spolecny délitel a,b, spocteny pomoci binarniho
NSD algoritmu, void XGCD(ZZ d, ZZ s, ZZ t, ZZ a, ZZ b) pak d, s, t splhu-
jici: d =NSD(a,b) = as + bt za pouziti Lehmerovy metody. Oba algoritmy jsou
blize popsany v kapitole 3.1. Single-precision varianta vyuzivajici pouze zakladni
Euklidiv algoritmus ja pak pfistupna jako long GCD(long a, long b), rozsifené
verze pak jako void XGCD(long d, long s, long t, long a, long b).



Bitové operace

Pro zékladni posuny bitové reprezentace ¢isla uz byly zminény funkce >>, >>=, =<<,
<<. Pro ziskéni informaci z této reprezentace vyuzijeme napiiklad NumBits (ZZ a),
ktera vraci pocet biti binarni reprezentace ¢isla a, bit(ZZ a, long k) pro zjiSténi
k-tého bitu ¢isla a nebo weight (ZZ a) pro Hammingovu vahu a. Ale z této reprezen-
tace tézi 1 funkce NumTwos (ZZ x), kterd pokud x != 0 vrati maximalni e takové, ze
2¢ deéli x. Pokud se téchto dvojek chceme rovnou zbavit, pouzijeme Make0dd (ZZ x),
ktera téz vraci e a navic x prepiSe © = x/2°.

Pseudonihodny generator

NTL disponuje spolehlivym generatorem pseudonahodnych posloupnosti, ktery je
volan pro vSechny t¥idy a funkce generujici nahodné ¢isla. Pred jakymkoliv pokusem
o ziskani ndhodného ¢isla je dobré generator inicializovat zavolanim SetSeed (ZZ s) ;
a nastavenim seedu s. Pokud neni fukce zavolana pfed prvnim pouzitim generdtoru
pouzije se vychozi hodnota(0). Opétovnym zavolanim s hodnotou 0 se generator vrati
do vychoziho stavu. Na hodnotu seedu je nékolikanasobné pouzita hashovaci funkce
MD?5 a nasledny vystup tvoii inicializac¢ni vektor pro proudovou $ifru ARC4 poskytu-
jici pseudonahodny proud bajti. Nasledné miizeme volat funkce pro zisk nahodného
¢isla podle riznych kritérii: RandomBnd (ZZ n) vréati nahodné ¢islo z rozsahu 0...n—
1. Pro nahodné &islo z rozsahu 0. .. 271 zvolime funkci RandomBits_ZZ (long 1) a
pokud zalezi na konkretni velikosti ¢isla, pak funkce RandomLen_ZZ(long 1) vrati
nahodné &islo s pravé [ bity, tedy z intervalu 201 ... 20 — 1.

#include<NTL/ZZ.h>
NTL_CLIENT

int main(){
ZZ max=to_ZZ(1000) ;
77 p;

SetSeed (to_ZZ(123456789));
do p=RandomBnd(max) ;
while (!ProbPrime(p));

cout << p;

return O;

}

Priklad ukazuje inicializaci generatoru a jednoduchy cyklus pro generaci ndhodného
prvocisla p < max. Timto samoziejmé generator pri kazdém volani programu vytvori
stejnou posloupnost bajti a tim i stejné prvocislo. Pro opravdu ndhodné vystupy
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je nutné inicializovat pokazdé jinym seedem, napiiklad s vyuzitim casu. Funkce
GetTime () z kapitoly 2.1 vSak k tomuto ti¢elu neni zdaleka idealni, protoze vraceny
Cas se pri kazdém spusténi programu zméni minimalné(ale vétsinou ne dost, aby to
funkce vibec zachytila). Pro inicializaci ¢asem (poc¢tem sekund reprezentujicim ¢as)
je mozné vyuzit naptiklad nasledujici konstrukei (ktera funguje spolehlivé, pokud
neni program volan nékolikrat v pribéhu jedné sekundy):

#include <time.h>

time_t t;

time (&t) ;

long tt=(long) t;
SetSeed (to_ZZ(tt));

Testovani prvociselnosti a generovani prvocisel

Pro hledani prvocisel je zde hlavni implementace Miller-Rabinova testu prvocisel-
nosti long MillerWitness(ZZ n, ZZ w), jez ovéri, zda w je svédkem slozenosti n.
Tato funkce je pak soucésti testu long ProbPrime(ZZ n, long NumTrials=10)!,
ktery pred vlastnim NumTrials-nasobnym (vychozi hodnota 10) hledanim svédka
provede sérii trividlnich déleni. Test je nasledné vyuzit pri hledani nahodného [-
bitového prvocisla RandomPrime_ZZ(long 1, long NumTrials=10) a nejmensiho
prvocisla > m NextPrime(ZZ m, long NumTrials=10). Dalsi moznosti jak ziskat
[-bitové prvocislo je funkce GenPrime_ZZ(long 1, long err = 80) vyuzivajici od-
hady Damgard, Landrock a Pomerance k optimalizaci po¢tu volani Miller-Rabin
testu. Pravdépodobnost, Ze takové prvocislo je slozené je pak 27". Pro specialni
pripady lze vyuzit

GenGermainPrime_ZZ(long 1, long err = 80) generujici [-bitové Sophie Germain
prvoéislo (tj. p takoveé, ze p’ = 2p+1 je také prvocislo) se stejnou pravdépodobnosti
omylu.

2.2.2 ZZ p

Trida ZZ p pfedstavuje nastroj pro pocitani s velkymi ¢isly modulo né&jaké kladné
p. Toto je nejdiive tfeba nastavit zavolanim ZZ_p: :init(p) pied prvnim pouzitim
tTidy. Program si dale udzuje tento aktualni modulus v paméti. Modulus muze byt
kdykoliv zménén stejnou funkci, pfitomny jsou rovnéz nastroje k ulozeni a nasledné
obnové modulu, viz dale. Hodnotu aktualniho modulu vrati funkce ZZ_p: :modulus ().
Objekty tridy jsou reprezentovany jako prvky ZZ z rozsahu 0. .n-1. Pfimy pfistup

Hunkee je volana s vychozi hodnotou NumTrials=10, tudiZ ji neni tieba udavat(viz piiklad
vySe), nicméné je mozno ji volat i s libovolnou hodnotou: ProbPrime(a, 50)
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(ke ¢teni) k této ZZ hodnoté poskytuje funkce rep(ZZ_p a). Pro néhodné ¢islo
sta¢i zavolat funkci random_ZZ_p (), plati stale stejna pravidla pro pseudonahodny
generator, viz oddil podkapitoly 2.2.1 na strané 10.

Déleni

Protoze modulus p obecné nemusi byt prvocislo je tieba si davat pozor pii déleni.
Pokud se pokusime délit neinvertibilnim b prvkem ZZ p program se ukonci a
nahlasi chybu. Tomuto se da predejit vyuzitim néasledujicitho uzite¢ného néstroje
NTL: definovanim vlastni funkce void CH(const ZZ_p& b) a jejim pfifazenim pii-
kazem ZZ_p::DivHandler = CH jak ukazuje nésledujici priklad. Potom pfi pokusu
o déleni neinvertibilnim b je namisto ukon¢eni programu zavolana tato funkce CH
s parametrem b a po jejim provedeni program pokracuje dal. Hodnotu b touto
funkci neni mozné meénit, ale je napiiklad uzitecné vypsat parametry pii nichz k
chybé doslo. To plati pro vSechny verze déleni /, /=, div(...) stejné jako pro
funkci inv(ZZ_p a), kterd hleda inverzni hodnotu k ¢islu a. Nicméné je tfeba mit
se na pozoru, protoze pii definované CH program pokracuje s neocekidvanou hodno-
tou déleni(inverzu). Pfi volani funkce inv(ZZ_p a) je v pfipadé neinvertibilniho a
vracena hodnota NSD(a,ZZ_p: :modulus()), ktera je v tomto pfipadé samoziejmé
netrivialni. V pripadé déleni bohuzel nelze ocekavat ani to a je vracena nahodné
hodnota ZZ_p.

#include <NTL/ZZ_p.h>
NTL_CLIENT

void chyba(const ZZ_p& b){

cout << "chyba pri deleni cisla: " << b << "\n";
cout << "aktualni modulus: " << ZZ_p::modulus();
}
int main(){
Z7 p;
cin >> p;

ZZ_p::init(to_ZZ(p));
ZZ_p::DivHandler = chyba;
ZZ_p a, b;

cin >> a; cin >> b;
cout << inv(a) << "\n";
cout << a/b;

return O;

}
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Zaloha a obnova modulu

Protoze program muze v jednu chvili pracovat pouze s jednou hodnotou modulu,
stane se, ze obcCas docasné potfebujeme zménit modulus a nasledné se k nému vréatit.
K tomu vyuzijeme tiidu ZZ_pBak. Tato je vyuzivana hlavné v modularnich algorit-
mech, kdy funkce nejdiive ulozi hodnotu aktualnitho modulu a po vypoctu napiiklad
faktorizace jej obnovi a program pokracuje dal. Nasledujici priklad ukazuje vyuziti
pii faktorizaci celociselnych polynomi:

#include<NTL/ZZXFactoring.h>
factor(...){

ZZ_pBak bak;
bak.save(); ulozi aktualni modulus
spfactors = SmallPrimeFactorization(...);
if (!spfactors) {
cout >> "Polynom je ireducibilni.";

bak.restore(); return; pred ukonc¢enim modulus obnovi
}
Multilift(...); liftuje modulo nejvyhodnéjsi p°
bak.restore(); p uz neni tieba

Funkce SmallPrimeFactorization() provede faktorizaci modulo nékolik malych
prvocisel (tudiz nékolikrat modulus zméni), zvoli nejvyhodnéjsi modulus p a vrati
faktorizaci modulo toto p. Pokud je mnozina modulérnich faktort neprazdné pok-
rac¢uje spoctenim meze e a provedenim Henselova liftovani modulo p°. Dale jiz neni
modulu p potieba, obnovi se ptivodni hodnota a algoritmus pokracuje.

Mezi ulozenim a obnovou modulu miize dojit k neomezenému poc¢tu inicializaci
ZZ_p::init(p);. V okamziku zmény aktualniho modulu mize existovat neomezeny
pocet objekttt ZZ p. Pokud byl stary modulus uloZen a pozdé&ji obnoven, mohou
byt tyto objekty nadale pouzivany, jako by k zadné zméné nedoslo. Pokud je vsak
objekt vytvoren pod jednim modulem a pouzit pod jinym, chovani programu je
neptedvidatelné (operace vraci neocekéavané hodnoty). Zadna explicitni kontrola se
neprovadi, tudiz podle autora hrozi, ze dojde k chybé, nicméné pfi amyslné praci
pod jinym modulem se mi nepodafilo zadnou vyvolat (kromé netspésného délent,
viz predchozi ¢ast o déleni). Neni dobré ani automaticky predpokladat, ze objekty
budou spolehlivé fungovat pokud dojde ke zméné (nikoliv obnové piivodniho) mod-
ulu na stejnou hodnotu pod jakou byly vytvoreny.

Inicializace ZZ_p::init(n) je také pomérné naroc¢né, hleda FFT-prvocisla n;
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tak, Ze jejich soucin [],n; < n? a pro kazdé z nich spocte a ulozi napiiklad hod-
noty wg al /wf mod n}, kde w; je primitivni m;-t4 odmocnina z jedné pro m; max-
imalni tak, ze 2™ |(n; —1). Tudiz zaloha modulu realizovana pouhym piesmérovanim
ukazatelt v témér nulovém case predstavuje také, hlavné pro velké hodnoty modulu,
urcitou ¢asovou usporu.

2.2.3 772X

Trida ZZX predstavuje polynomy jedné proménné nad celymi ¢isly ZZ. Takovy
polynom f je implementovéan jako vektor ZZ hodnot, ke kterym lze pfimo pfistupo-
vat jako f.repl[il, coZ je koeficient u x'. Konstantni ¢len je tedy f.rep[0] a ve-
douci koeficient f.rep[stupen f], pro "read-only" pristup k témto hodnotam slouzi
ConstTerm(ZZX a) a LeadCoeff (ZZX a). Primy piistup ke koeficientiim umoznuje
jejich pozménéni a jinou manipulaci. U téchto operaci je nicméné diilezité hlidat
nenulovost vedouciho koeficientu, ¢ehoz lze snadno dosdhnout zavolanim funkce
f.normalize(), ktera odstrani "vedouci nuly" a opravi informaci o délce vektoru
(ZZX x, long i) atprava pomoci funkce SetCoeff (ZZX x, long i, ZZ a), ktera
poloZi koeficient u z* roven a. Pro vstup a vystup opét funguji cin >> a cout <<,
ale je nutno dodrzet formét, ve kterém [a_0 a_1 ... a_n] reprezentuje polynom
ag+ a1z + ...+ a,z™.

U této tTidy neni bohuzel pritomna zadna funkce pro generaci nahodného polynomu.
Tato se d& vSak snadno napsat naptiklad jako:

#include<NTL/ZZX.h>

void random_ZZX(ZZX& x, long deg, ZZ& bnd)
{
long i;
x.rep.SetLength(deg) ;
for (i = 0; i < deg; i++)
RandomBnd (x.rep[i], bnd);
x.normalize();

3

S vyuzitim funkci RandomBits_ZZ (), RandomLen_ZZ () 1ze samoziejmé snadno ziskat
vhodné obmeény.

Nasobeni

Pro nasobeni jsou implementovany 4 algoritmy, ze kterych se voli v zavislosti na vs-
tupnich polynomech. Nicméné je mozné vyuzit i pfimé volani jednotlivych algoritmi:
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Klasicky PlainMul (ZZX x,ZZX a, ZZX b)

Karatsubiv algoritmus KarMul (ZZX x,ZZX a, ZZX b)
Schoenhage-Strassen/FFT SSMul (ZZX x,ZZX a, ZZX b)
CRT/FFT HomMul (ZZX x,ZZX a, ZZX D)

Obréazek 2.1: Nasobeni polynomi s 2048-bitovymi koeficienty

ms

Shonhage -~ Strassen

/

50 100 150 200

Grafy (2.1) a (2.2) ukazuji, jak Shonhage-Strasseniv algoritmus je o¢ekavané
nejrychlejsim algoritmem pro polynomy vysokého stupné s velkymi koeficienty. Za-
kladni "8kolni" nasobeni, pouzité, pokud je mensi z polynomu stupné nejvyse 40
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nebo ma maximalné 3-bitové koeficienty, se v tomto meéritku neprosadilo avsak je
ziretelné vidét rychlost Fourierovy transformace pro polynomy vysokého stupné, ale
s mensimi koeficienty.

Déleni a pseudodéleni

Mame-li polynomy a,b € Z[x], pak existuji polynomy ¢, r € Q|z] takové, ze a = bq+
r, deg(r) < deg(b). Nicméné tyto polynomy nelezi pokazdé také v Z[z]. Standartni
operace déleni (/, %, div(), rem(), DivRem()) vraci ¢ a/nebo r pouze pokud ¢ a r
lezi v Z[x]. V opa¢ném piipadé ohlasi chybu a pred¢asné skoné¢i. Pokud se napriklad
pokusime monicky polynom f délit polynomem 2x+-1, program ohlési chybu, protoze
vedouciho koeficient vysledného polynomu f/(2x + 1) je roven % a tudiz nelezi v Z.
Zda bla v Z[x] (mySleno beze zbytku) otestujeme pomoci divide (ZZX a, ZZX b)),
pripadné pouzitim funkce divide(ZZX q, ZZX a, ZZX b) v kladném piipadé rov-
nou obdrzime ¢ = a/b. Tyto algoritmy vyuzivaji (pro rozdil stupna > 8) modulérni
metody, provadéjic déleni modulo mal& prvocisla a naslednou rekonstrukci pomoci
Cinské véty o zbytcich. Problém déleni se da obejit tzv. pseudodélenim, pro které
je pritomna funkce PseudoDivRem(ZZX q, ZZX r, ZZX a, ZZX b) vracejici g ar
takova, ze

deg(r) < deg(b) a zaroven LeadCoeff(h)iee(@~dee®)+1gy — pg 4 ¢

Déle je tfeba zminit jednoduché, ale uzite¢né funkce pro vypocet obsahu polynomu
content(ZZ d, ZZX f) a jeho primitivni ¢asti PrimitivePart (ZZX pp, ZZX f).
Pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele polynomt a a b vyuzijete funkci GCD(ZZX a,
ZZX b) a mirné odlisnou XGCD(ZZ r, ZZX s, ZZX t, ZZX a, ZZX b), kterd do
proménné r ulozi rezultant(a,b) a v pripadé, Zze tento je nenulovy, spocita s a t
takova, ze as + bt = r. K témto vypoctim je implementovan modulérni algoritmus.

Modularni aritmetika

Pro polynomialni aritmetiku modulo ™ slouzi funkce trunc(ZzZX a, long n) pro
vypocet a mod x", MulTrunc(ZZX a, ZZX b, long n) pro soucin a - b mod z" a
InvTrunc(ZZX a, long n) pro hledani inverzni mocninné fady a, takové, ze aa =
1 mod z". Pro nasobeni modulo obecny nenulovy monicky polynom f pak slouzi
MulMod (ZZX a, ZZX b, ZZX f), ale pouze v pripadé, ze vstupni polynomy jsou
mensiho stupné nez f.

2.24 Z7Z pX

Z7Z pX nam poskytuje nastroje pro poc¢itani s polynomy nad ZZ p. Podobné jako
u ZZX, prvek ZZ pX je reprezentovan jako vektor hodnot ZZ p predstavujici
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koeficienty polynomu. I zde jsou jednotlivé koeficienty u 2 pifmo dostupné jako
f.repl[il, coz sebou nese stejna manipulacni rizika jako u ZZX. Déle jsou k dispozici
shodné pojmenované funkce pro vetsinu operaci jako u ZZX. Ttida pouziva modulus
z Z7 p tudiz, pokud jsme s ni v programu jesté nepracovali je nutné modulus
inicializovat pomoci ZZ_p: :init (p). To opét vyzaduje nutnou opatrnost pri déleni
v pfipadé neprvociselného p. viz oddil podkapitoly 2.2.2 na strané 12.

Nejvétsi spolecny délitel

Pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele je opét pritomna funkce GCD(ZZ_pX a,
ZZ_pX b) vyuzivajici Euklidiv algoritmus pro polynomy nizsiho stupné a Half-
GCD algoritmu pokud je alespon jeden polynom stupné vétsiho nez 180, viz kapi-
tola 3.2. void XGCD(ZZ_pX x, ZZ_pX s, ZZ_pX t, ZZ_pX a, ZZ_pX b) jiz pak
vyuziva pouze algoritmus Half-GCD. Pritomny jsou vsak i funkce void PlainGCD
(ZZ_pX x, ZZ_pX a, ZZ_pX b) avoid PlainXGCD(ZZ_pX x, ZZ_pX s, ZZ_pX t,
ZZ_pX a, ZZ_pX b) vyuzivajici pouze Eukliduv algoritmus.

Modularni aritmetika

Jako u ZZX i zde jsou pritomny stejné nazvané funkce pro vypocéty modulo z" a
modulo monicky ireducibilni polynom f. AvSak tfida ZZ pX nabizi vice moznosti
v pripadé, Ze chceme provadét vice vypocti modulo fixni f. Potom je mozné provést
predvypocet a ulozit jej do specialni tiidy zavolanim ZZ_pXModulus F(f). Tato tiida
je nasledné vyuzita ve funkcich optimalizovanych pro operace modulo f.

#include<NTL/ZZ_pX.h>
NTL_CLIENT

int main(){
ZZ_p::init(to_ZZ(19));
Z22_pX £, a, b;
long dg=10;

cin >> f£;
ZZ_pXModulus F(f);

do {
random(a, dg);
rem(b, a, F);
} while ( deg(b) !'= 0 );

cout << a;
return O;
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V praxi tento predvypocet znamené pro polynomy stupné vétsi nez 21 vypocet a
ulozeni Furierovy transformace do F'. Déle tedy pro vypoc¢ty modulo f pouzivame
tyto informace ulozené v F' pro:

nasoben: MulMod(ZZ_pX a, ZZ_pX b, ZZ_pXModulus F)

mocneéni: PowerMod(ZZ_pX a, ZZ e, ZZ_pXModulus F)

délent: DivRem(ZZ_pX q, ZZ_pX r, ZZ_pX a, ZZ_pXModulus F)
(¢g=a/f, r=amod f).

x¢ mod f: PowerXMod(ZZ_pX x, ZZ e, ZZ_pXModulus F)

(x 4+ A)° mod f: PowerXPlusAMod(ZZ_p A, ZZ e, ZZ_pXModulus F)

Dokonce je zde jesté dalsi moznost pro specidlni pripad, kdy providdime mmnoho
vypocti a - b mod f s fixnim b (napiiklad umocnovani b modulo f). Pak takovy
predvypocet provedeme vytvorenim objektu B nésledujici tiidy:

ZZ_pXMultiplier B(b, F);

a nasledné nasobeni obstara funkce

MulMod(ZZ_pX a, ZZ_pXMultiplier B, ZZ_pXModulus F).
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Kapitola 3
Nejvétsi spolecény délitel

3.1 Nejvétsi spolecny délitel v oboru celych cisel

NTL hojné vyuziva nize popsané algoritmy pro vypocet NSD celych ¢isel ve vétsiné
zminénych algoritmt at uz pro vypocet NSD nebo faktorizaci. Nasledujici popis
algoritmu je pievzat z |[3], kde lze také nalézt i jejich podrobnou analyzu.
Binarni algoritmus

Objeven J. Steinem v roce 1961. Tento algoritmus narozdil od Euklidova algoritmu
nevyuziva operaci déleni a spoléhé se na operace od¢itani a pileni (tj. déleni dvémi,
nicméné vyuziva operace posunu binarni reprezentace sudého ¢isla doprava). Algo-
ritmus plyne z nasledujicich trivialnich pozorovani:

e Jsou-li u a v sudé, pak NSD(u,v)=2 NSD(u/2,v/2)

e Je-li u sudé a v liché, pak NSD(u, v)=NSD(u/2,v)

e NSD(u,v)=NSD(u — v,v)

e pokud jsou u, v liché pak u — v je sudé a |u — v| < maz(u,v)

Binarni algoritmus Pro kladné cela ¢isla u, v najde jejich nejveétsi spoleény délitel.

1. Poloz k := 0 a dokud jsou u,v sudé opakuj k :=k+ 1,u :=u/2,v :=v/2.

2. (Nyni byly ptivodni hodnoty u,v vydéleny 2* a alespoii jedna z nich je nyni
liché4.)
Pokud je u liché poloz t :== —v a jdi na (4) jinak poloz t := w.

3. (V tuto chvili je t sudé.) Poloz t :=t/2.
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4. Pokud je t sudé vrat se na (3).
5. Kdyz t > 0 poloz u := t jinak u := —t. (Vétsi z u, v je nahrazeno hodnotou t.)

6. Poloz t := u—wv. Jestli t # 0 jdi zpét na (3). V opaéném piipadé vrat hodnotu
u2k.

Lehmerova metoda

Vyrazného zlepseni rychlosti Euklidova algoritmu v piipadé poc¢itani s velkymi ¢isly
miuze byt dosazeno pouzitim metody D. H. Lehmera(1938). Pracujice pouze s ve-
doucimi ciframi velkych ¢isel je mozné zvladnout vétsinu vypoctu s pouzitim single-
precision aritmetiky. Spousta ¢asu se uSetii provadénim "virtualniho" vypocétu na-
misto opravdového pocitani.

Pi: Méjme dvé osmiciferna ¢isla v = 27182818, v = 10000000 a predpoklade-
jme pouziti stroje pracujiciho pouze se 4-cifernymi slovy. Bud ' = 2718, v’ =
1001, u” = 2719, v" = 1000, pak «'/v" a u”/v" jsou odhady u/v:

u' v <ufv<d" V" (3.1)

Podil u/v udava posloupnost koeficientt g z Euklidova algoritmu. Pokud provedeme
Euklidtiv algoritmus paralelné se single-precision hodnotami (u',v) a (u”,v”) az
do bodu, kdy dostaneme odlisné koeficienty, neni tézké prohlédnout, Ze stejnou
posloupnost koeficientt bychom obdrzeli pfi vypocétu Euklidova algoritmu s multiple-

precision hodnotami (u, v). Nyni pozorujme, jak probiha Euklidav alg. na hodnotéach
(u/, v/) a (u//7 U”):

Y Y ) 2 99 7

u v q u % q
2718 1001 2 2719 1000 2
1001 716 1 1000 719 1
716 285 2 719 281 2
285 146 1 281 1567 1
146 139 1 157 124 1
139 7 19 124 33 3

Prvnich pét koeficientui se v obou pripadech shoduje, tedy musi byt pravé. Ale v
Sestém kroku mame ¢’ # ¢”, tedy single-precision operace skoné¢i. Dozvédeli jsme se,
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Ze origindlni vypocet s multiple-precision by probihal nasledovné:

U v q
Uo Vo 2
Vo Ug — 2’00 1

Uy — 22}0 —Ug + 31)0 2 (3 2)
—ug + 3vg Sug — 8vy 1
3U0 - 8U0 —4'U,0 + 111}0 1
2

—4dug + 11vg  Tug — 192

(Nasledujici koeficient lezi mezi 3 a 19.) Nezalezi na poc¢tu cifer u, v, téchto prvnich
pét krokt Euklidova algoritmu bude vypadat stejné jako v (3.2) tak dlouho, dokud
plati (3.1). Takto se miuZeme vyhnout multiple-precision operacim v prvnich péti
krocich a nahradit je vSechny dvéma multiple-precision vypocty —4ug + 1lvy a
Tug — 19vg9. V tomto pfipadé u = 1268728, v = 279726; vypocet pak dale pok-
rac¢uje podobnym zpusobem pro v’ = 1268, v' = 280, v’ = 1269, v" = 279, atd.
Jak ukézal ptiklad pét cykli Euklidova algoritmu se podafilo zkombinovat do jed-
iného multiple-precision vypoc¢tu, ale s u stroje pracujiciho s vicecifernymi slovy
by se timto zptisobem dalo usetfit mnohem vice kroku. Vysledky ukazuji, Ze pocet
nahraditelnych cykli je tmérny poctu cifer pouzivanych pro single-precision operace.

Lehmerova metoda (Euklidiav algoritmus pro velka ¢isla) Necht w, v jsou neza-
porna cela ¢isla v multiple-precision reprezentaci. Algoritmus spocita nejvétsi spo-
le¢ny délitel u,v vyuzivajic pomocnych p—cifernych single-precision proménnych
U,0, A,

B,C, D, T, q a multiple-precision proménnych ¢, w.

1. Je-li v dostateéné malé k reprezentaci jako single-precision spoé¢itej NSD(u, v)
pomoci Euklidova algoritmu a skon¢i. V opa¢ném piipadé, necht u je prvnich
p cifer ¢isla v a v odpovidajici pocet cifer ¢isla v
Poloz A:=1, B:=0, C':=0, D := 1. Tyto proménné reprezentuji koeficienty
z Euklidova algoritmu, kde

u = Aug + Bvy, v = Cugy + Dy (3.3)
Dale také plati:
W=u+B,vV=0+D u"=u+A 1V=0+C (3.4)
vzhledem k notaci z predchoziho ptikladu.

2. Poloz ¢ := [(4+ A)/(0+ C)]. Pokud ¢ # | (¢ + B)/(0 + D)| jdi na (4)(Tento
krok testuje jestli ¢’ # ¢” podle pfedchoziho prikladu. Ve specialnim piipadé
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miuze dojit k preteceni single-precision, coz se ale stane pouze kdyz @ = b? — 1
aA=1nebo o =0 —1a D =1. Podminky:

0<a+A<W, 0<o+C <P,

0<ia+B<W, 0<i+D<b (3.5)

plati diky (3.4). Je mozné, ze v+C = 0 nebo v+ D = 0, ale ne oboji najednou;
potom pokus déleni nulou je brano jako "jdi na (4)".)

3. PolozT :=A—qC, A=C, C:=T, T:=—qD, B:=D, D:=T, T :=
U —qv, & := 0, v:=T avrat se na (2). (Tyto single-precision operace jsou
ekvivalentem multiple-precision operaci z (3.2)).

4. Pokud b = 0 poloz t := u mod v, u := v, v := t s pouzitim multiple-
precision déleni. (Toto nastava pouze pokud single-precision operace nemuze
simulovat Zadnou z multiple-precision operaci. To znamena, ze Eukliduv algo-
ritmus vyzaduje velky koeficient ¢, coZ se stava velmi vyjimecné.) Jinak poloz
t:=Au, t :=t+ Bv, w:=Cu, w:=w+ Dv, u:=1t, v:=w (vyuzivajice
jednoduchych multiple-precision operaci.) Vrat se na (1).

Hodnoty A, B, C, D v kazdém piipadé zistavaji single-precision jak ukazuje (3.5).

3.2 Nejvetsi spolecény délitel polynomiti nad konec-
nym télesem

Ozna¢me a; a as dva nenulové polynomy a predpokladejme, ze deg(a;) > deg(as).
Euklidav algoritmus pak poé¢itda PRS (posloupnost polynomialnich zbytku):

a1 = qi1az + as
Qg = Q203 + Qg

At—1 = Gt—10G¢

s azy1 = 0 aa; = NSD(ay, ay). Jak uz bylo zminéno diive NTL vyuziva tento algorit-
mus k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele nad ZZ p. Ale v piipadé, ze stupen
jednoho ze vstupnich polynomi piekroc¢i hranici NTL_ZZ_pX_GCD_CROSSOVER (vy-
chozi hodnota 180), je nejprve pouzit "Half-GCD" algoritmus pro sniZeni stupné
polynomu vstupujicich do Euklidova algoritmu. "Half-GCD" algoritmus vyuziva
nésledujiciho faktu:

Pokud definujeme matici M; néasledujicim zptsobem:

0 1
Mi':(l _qi>7
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potom

ag aq
=M1 My_o...M ,
() =ttnnsm ()

kde k£ < t. "Half-ged" algoritmus pak pocita soucin MMy _o ... M; takovy, Ze ay
a a1 jsou ¢leny zbytkové posloupnosti aq,as, ..., a plati deg(ax) < deg(ay) — d.

polynom stupné n tvaru: >, ag_n4;z'. NTL vyuziva nasledujici implementaci:
HalfGCD (M, u, v, d = [deg(u)/4])
, 10
1. pokud v == 0 nebo deg(v) < deg(u) — d vrat M := ( 0 1 )
2. n=deg(u) —2d+ 2
3. uy =uln, v; =vln

4. pokud d < NTL_ZZ_pX_HalfGCD_CROSSOVER (vychozi hodnota 25) proved
IterHalfGCD(M, uy, vy, d) a skonci

dy = [d/2]

HalfGCD(My, uq, vy, dy)

(ug,v1)T = M * (ug,vy)7

dy = deg(vy) — deg(u) +n +d

pokud deg(v;) == 0 nebo dy < 0 poloz M = M a skonéi

10. spo€ti u; = u; mod vy a ¢ = uy /vy a zamén hodnoty u; a vy

12. HalfGCD(Mg, U, V1, dg)
13. M = M * M

© o N oo

Funkce IterHalfGCD predstavuje iterovanou zjednodusenou verzi algoritmu. Budeme-
li se drzet notace z ¢tvrtého kroku u volani IterHalfGCD pak tato funkce vypadé
nésledovné:

1. poloz g = deg(u;) —d a M := ( (1) (1) )
2. dokud deg(v;) > g pocitej

e u; =wu; mod vy, ¢ = up /vy a zamén hodnoty u; a v;

.MIZ((l) jq)*Ml
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Pro popis podobné implementace a diikaz spravnosti algoritmu doporucuji [2]. Hlavni
odlisnosti spoc¢ivaji v mezich d, d;, ds, n coz je pravdépodobné vysledkem optimal-
izace. Pron = deg(a;) ma algoritmus slozitost O(nlog?(n)), jak je ukazano napiiklad
v (8]

Na grafu (3.1) je jasné patrné, kdy NTL za¢ina pouzivat half-GCD metodu
pro snizeni stupné polynomu vstupujicich do Euklidova algoritmu a jak vyraznou
¢asovou usporu piedstavuje. Pokud vSak poc¢itdme s mensimi koeficienty, je pouziti
half-GCD spiSe na obtiz a vypocet naopak brzdi jak ukazuje graf (3.2).

Obrazek 3.1: NSD polynomii nad koneénym télesem s 2048-bitovymi koeficienty
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Obrazek 3.2: NSD polynomt nad koneénym télesem s 8-bitovymi koeficienty
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3.3 Nejvetsi spolecny délitel polynomii nad Z

Pro vypocet NSD polynomi nad celymi ¢isly ma NTL implementovan modulérni
algoritmus ve funkci GCD(ZZX f, ZZX g). Témér shodny popis nasledujictho algo-
ritmu je uveden v [1] jako Algoritmus 22. Jedinym rozdilem je na prvni pohled
(ne)omezeni cyklu Landau-Mignottovou mezi. Uvniti cyklu jsou proménné konver-
tovany do tridy zz_pX, ktera je optimalizovana pro vypocty se single-precision mod-
ulem, coz je zde splnéno vzhledem k postupu od nejmensiho prvocisla. NTL imple-
mentace bere jako vstup libovolné polynomy ZZ_pX, tudiz jsou zpocatku spocteny
primitivni ¢asti a nakonci je nazpét prinasoben nejvétsi spoleény délitel obsahti. No-
tace byla zvolena dle [1| pro snazsi porovnani.

GCD(f,9)

. Pokud f(resp. g)==0 vrat g(resp. f)
¢=NSD(cont(f),cont(g))
. fi =PrimitivePart(f), foPrimitivePart(g)
4. d=NSD(LeadCoeff( f1), LeadCoefl( f3))
5. Pro p nejmensi nésledujici prvocislo:
pokud p|LeadCoeff( f;) nebo p|LeadCoeff( fy) pieskoé¢ kolo cyklu
h = d-NSD(f1, f2)
pokud deg(h) == 0 vrat 1
pokud probih& prvni cyklus nebo pokud deg(h) < deg H poloz P = p a
H=h
pro deg(h) > deg H presko¢ kolo cyklu
pro deg(h) == deg H
— pouzij ¢inskou vétu o zbytcich pro vypocet H' takového, ze H' = H
mod P a H = h mod p
— poloz P=Pxp
— pokud H == H' poloz H =PrimitivePart(H’) a v pfipadé, ze H|f;
a zaroven H|f, ukonéi cyklus

6. vrat cx H

Slozitost algoritmu je v nejhorsim piipadé O(n* log?(n)) pro n = max{deg(f), deg(g)},
ale v priimérném piipadé je mozno poéitat se slozitosti O(n?log?(n)), viz. [1]. Efek-
tivitu algoritmu bohuzel neni s ¢im porovnavat, nasledujici graf tak alespon ukazuje
pribliznou dobu vypoc¢tu v zavislosti na stupni vstupnich polynomu a bitové délce
jejich koeficientu.
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Obrazek 3.3: NSD celo¢iselnych polynomi
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Na grafu je pro vSechny bitové délky zfetelny skok u stupné 400. Tento je zpt-
soben pfechodem na half-GCD algoritmus namisto Euklidova. Protoze se zde pocita
modulo mala prvocisla, NTL vyuziva tfidu zz_pX, optimalizovanou pro poc¢ty mod-
ulo single-precision hodnotu, ktera ma nastavenou pro tento pfechod jinou hranici
nez trida ZZ_pX.
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Kapitola 4

Faktorizace polynomi

4.1 Nad celymi cisly

Funkce void factor(ZZ& c, vec_pair_ZZX_long& factors, const ZZX& f) pou-
ziva stejny algoritmus pro faktorizaci polynomu f € Z[z] jako vétsina jinych imple-
mentaci, tedy:

1. Nejdfive je provedena bezétvercova faktorizace v Z[x].

2. Nasledné vypoctena faktorizace modulo néjaké malé prvocislo p

3. Provedeno liftovani

4. Kombinaci modularnich faktoriu ziskana faktorizace f

Ve druhém kroku je nejdfive provedena faktorizace modulo nékolik malych prvoéisel
a nasledné je zvolen nejlepsi kandidat jako p (tak, Ze f mod p mé nejméné faktori).
Liftovani je provadéno pomoci kvadratického Henselova liftovaciho algoritmu. Pro
kombina¢ni fazi jsou pak implementovany 2 metody:

e Metoda van Hoeij

e Zassenhausovu metoda

Algoritmy pro FeSeni prvnich t¥i fazi jsou jiz obecné znamé, soustfedmé se tedy na
posledni, kombina¢ni fazi. Mame tedy mnozinu faktora f mod p*:

{fi f2r o fn} (4.1)

a nasledujici kombinatoricky problém: Jak najit S podmnoziny (4.1), pro které soué¢in
prvka S déli f?
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4.1.1 Zassenhausova metoda

Zassenhausova metoda je vice ¢i méné hruby prichod vSemi moznymi kombinacemi
modularnich faktora f. NTL obsahuje implementaci algoritmu popsanou v [7].
Podmnoziny jsou prochézeny podle vzristajici kardinality, pricemz na kazdou pod-
mnozinu modularnich faktort je aplikovdna sada rychlych testd na vytrazeni ne-
spravnych kombinaci tak, aby se minimalizoval pocet potencialné spravnych kombi-
naci vstupujicich do finalniho, ¢asové naro¢ného zkusmého déleni. Prikladem takového
testu budiz d — 1 test:

d-1 test Méame-li polynom a stupné d, potom predposlednim koeficientem poly-
nomu a rozumime koeficient élenu z?~! tohoto polynomu. Test jednoduse
ovéruje, zda predposledni koeficient sou¢inu modularnich faktoru lezi v mezich
spo¢tenych pro skute¢ny faktor f (pro vétsinu pfipadu je tento tizky interval
snadno k nalezeni, viz |7]). Hlavni vyhodou testu je mald naro¢nost, vzhledem
k tomu, ze pouziva pouze séitani: predposledni koeficient sou¢inu monickym
polynomii je souctem jejich odpovidajicich predposledni koeficientt. Uspéch
testu se déle odviji od dvou klicovych skutec¢nosti: velikost vymezujictho in-
tervalu pro predposledni koeficient skute¢nych faktoru f je typicky mala vzh-
ledem k modulu p®, naproti tomu se vSak predposledni koeficienty Spatnych
kombinaci chovaji jako uniformné distribuovana nahodna proménné modulo
p°. S témito znalostmi miZeme odstranit vSechny kombinace, jejichz pred-
posledni koeficient lezi mimo spoc¢tené hranice s predpokladem, Ze test velmi
pravdépodobné vytadi vétsinu spatnych kombinaci za malou cenu.

4.1.2 Metoda van Hoeij

Prvni polynomialni algoritmus (od Lenstra, Lenstra, Lovasz) se kombina¢nimu prob-
lému vyhybéa nésledujicim zptsobem: Namisto zkoumani vSech podmnozin vezme
pouze 1 prvek mnoziny (4.1), ktery pouzije ke konstrukei miize vstupujici do LLL
algoritmu, kterd (pokud f neni ireducibilni) obsahuje vektor U, jehoz prvky jsou
koeficienty polynomu g takového, ze NSD(g, f) je netrividlni délitel f. Algoritmus
LLL nalezne tento vektor v polynomidlnim ¢ase vzhledem ke stupni f a velikosti
jeho koeficienti. Coz je také nejvétsi slabinou algoritmu, protoze tyto hodnoty jsou
mnohem vétsi nez n a tudiz algoritmus je v redlném pouziti mnohem pomalejsi nez
Zassenhausova metoda.

Bud v = (v1...v,) € {0,1}" a g, = [[ f*. A ozna¢me B = {v | g, je monicky
ireducibilni faktor f}.

Metoda Marka van Hoeij se kombinatorickému problému nevyhybé, ale namisto k
vypoc¢tu samotného g, pouziva LLL algoritmus k nalezeni mnoziny B. Vektory B
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maji v porovnani s U, mnohem mensi (1-bitové) soufadnice a vzhledem k tomu, ze
maji pouze n soufadnic, jsou i mnohem kratsi nez U,. Bud e, ... e, standartni baze
Z™. Pak pro néjaké s, s << n, definujme (n + s)-slozkové vektory V; = (e;||Tns(fi))
pro¢ = 1...n a Ej; pro j = 1...s, které maji nulové vSechny souradnice, kromé
(n + j)-té, ktera je rovna p®~’. Vstupem do LLL je pak baze miize dana témito
vektory V; a E;. Zobrazeni T,y : Zyk|x] — Zyy je kromé jiného zvoleno tak, aby
soufadnice vektoru nenesly zadnou informaci (kromé mnoziny B) o hledaném faktoru
g. To znamena, ze ¢asova slozitost LLL v tomto piipadé zavisi pouze na n a nikoliv
na deg(f) nebo velikosti koeficienta f. Metoda poskytuje zna¢nou volnost ve volbé
s,a,b a jsou v tomto sméru provadény cetné testy a heuristiky, viz napt. [5].

Vzhledem k naroc¢nosti i jen popisu algoritmu na teoreticky podklad a znacent,
odkazuji na [4], kde se nachézi v8e potiebné véetné nékolika optimaliza¢nich tipi a
experimenti.

Srovnani

Rychlé testy v Zassenhausové algoritmu samoziejmé neodstrani vSechny nespravné
kombinace a jejich efektivita se vyrazné lisi vzhledem ke vstupu, tudiz v nejhorsim
pripadé ma metoda stale exponencialni slozitost vzhledem k poctu modulérnich fak-
tort n, nicméné toto rychlé testovani vyrazné urychluje béh faktorizace pro obecny
polynom. Van Hoejiho metoda skonéi v polynomialnim ¢ase O(n), jak ukazuje autor
v |4]. Presngjsi asymptoticky odhad prozatim nebyl nikym zvefejnén.

Obréazek 4.1: Polynom s faktory pfiblizné stejného stupné

van Hoelj

20| i / :

29



Graf (4.1) znézornuje dobu faktorizace nahodnych polynomu stupné 500. Tyto
polynomy jsou sestrojeny z vzristajictho poc¢tu faktoria priblizné stejného stupné
(% + 1) s 64 bitovymi koeficienty. Provedeny byly i testy faktorizace polynomi
f takovych, Ze f sestava z jednoho faktoru stupné deg(f)/2 a ostatnich faktoru
malého piiblizné stejného stupné, nicméné priubéh takového grafu je témér totozny.
Casova narofnost zpracovani "asymetricky slozenych" polynomi také neni nijak
vyrazné odlisna od graficky znézornéného piipadu.

Ukazuje se tedy, ze pro takové ndhodné polynomy je kombinac¢ni faze faktor-
izace vzhledem k pfedchozim ¢asové zanedbatelna a oba algoritmy pracuji priblizné
stejnou dobu. V. Shoup se v poznamkéach zminuje, Ze implementace Zassenhausova
algotirmu rychle zpracovavéa vstupy az do 30-40 modulérnich faktori, nicméné graf
jasné ukazuje, ze se vyrovna van Hoejiho metodé i s daleko vétsi mnozinou mod-
uléarnich faktort.

Obrazek 4.2: Tabulka faktorizace polynomu Z|x]

Zassenhaus | van Hoeij
P1 2.2 2.128
P2 2.839 2.931
P3 5.834 5.887
P4 > 5000 35.6
P5 68.234 1.325
P6 2.402 2.404
P7 > 5000 23.55
P8 77.519
S6 1.329
ST 7.18
S8 98.254
M12; 279.494
M12 519.629

Tabulka (4.2) zobrazuje ¢asy faktorizace polynomu P1, ..., P8, 56, 57,58 M12;,
M12¢ sesbiranych Paulem Zimmermannem and Markem van Hoeij, navrzenych
specialné pro testovani faktorizacnich algoritmi. Tyto predstavuji zajimaveéjsi situ-
ace hlavné pro kombinac¢ni fazi faktorizace, tudiz zvyrazni ¢asové rozdily mezi po-
rovnavanymi algoritmy. V.Shoup popisuje polynomy na strance:
http://www.shoup.net/ntl/doc/tour-time.html, kde jsou také ke stazeni. V porovnéani
s vysledky V.Shoupa jsou mnou naméfené ¢asy vyrazné pomalejsi, coz je ziejmé
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disledek nevyuziti knihovny GMP. I tak je velice zajimavy casovy rozdil u poly-
nomu P4 faktorizovaného Zassenhausovou metodou, algoritmus tspésné nasel jeden
faktor stupné 66, ale po nasledné necekané dlouhé dobé prochézeni nespravnych
kombinaci jsem jej ukoncil pri prichodu podmnozin velikosti 18. Z namérenych
vysledki vyplyvé, Zze pro nahodny polynom Zassenhausova metoda pracuje srov-
natelné s van Hoejiho, ale v pripadé specialné konstruovanych polynomt uz je jasné
vidét prevladajici rychlost nového algoritmu.

4.2 Nad kone¢nym télesem

Jadrem obou nize popsanych algoritmi je faktorizace uz pripravenych bezétver-
covych polynomi. Obé implementace volaji pro tento tkol stejnou funkci void
SquareFree Decomp(vec_pair_ZZ_pX_long u, ZZ_pX f). Vzledem k popisu algo-
ritmu v [1] a tudiz pfedpokladané znalosti bude v nésledujicim textu vynechan.

4.2.1 Cantor-Zassenhaus

Funkce void CanZass(vec_ZZ_pX factors, ZZ_pX ff) predstavuje implementaci
Cantor-Zassenhausovu algoritmu. Tento sestéava ze tii hlavnich fazi:

Bezétvercova faktorizace Vstupem je polynom f € F,[z] stupné n, vystupem
pak fi,..., fn € F,[z] takové, ze:

f=h-f5 I

"Distinct-degree" faktorizace Vstupem je bez¢tvercovy polynom f € F,[z] stupné
n, vystupem fI ... f € F [2] takové, 7e pro 1 < d < n je f¥ sou¢inem
r = n/d ireducibilnich faktort f stupné d. Motivaci pro tento algoritmus je
fakt, ze pro libovolna nezaporna a,b je polynom zP* — € F,[z] délitelny
pravé takovymi ireducibilnimi polynomy z F,[z] jejichz stupné déli a—b. Imple-
mentace vyuziva "baby step/giant step" techniku, kterou predstvaili E.kartofel
a V.Shoup(1995). Mé&me B = |n/2], 1 = |vVB] am = [B/I].

1. Pro 0 < i <[ spo&itej h; = 2" mod f
2. Pro 1 < j < m spocitej H; = 2% mod f
3. Pro 1 <75 < m spocitej

I; = H (H; — h;) mod f

0<i<l
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4. Nastav fI ..., f” rovno 1 a pokracuj:
=1
for j «— 1 to m do
{9 =NSD(f*, L); f* < f"/g
for i <~ 1 — 1 down to 0 do
{f1 <—NSD(g, H; — h;); g < g/ 7= 1}}
if f* =1 then fldeot"] — f+

"Equal-degree" faktorizace Vstupem je polynom f € FF,[z] stupné n a ¢islo d
takové, ze f je sou¢inem monickych ireducibilnich polynomi, vSech stupné d.
Vystupem je pak mnozina ireducibilnich faktoru f.

Algoritmus TeSici tento problém predstavuje opakované voani nésledujicich
dvou krokti, dokud neziskdme ocekavany rozklad:

1. Vypocet stopy Zvol ndhodny polynom r € F,[x] stupné menstho nez n a
vypocitej g = Ty(r) mod f, kde pro k > 0 definujme T}, € F,[z] jako:

Tk = Z l'pi

o<i<k

2. Extrakce faktortt Mame-li polynomy a,b € F,[z] se stupni deg(a) >
deg(b), potom minimdlnim polynomem b modulo a myslime monicky
polynom & minimalniho stupné, ktery spliuje &'(b) = 0 mod a. Posledni
faze algoritmu pouziva nasledujici extrakéni metodu vyuzivajici takovy
minimalni polynom. Bud polynom f vstup do "equal-degree" faktorizace
a g polynom spocteny v predchozim kroku.

1. Najdi A minimélni polynom g mod f
2. Zavolej s f,g,h :
e Zvol ndhodné b € I,
e Spocti hy = NSD((z + b)P~Y/2 1) a hy = h/hy (pro nahodné b
predpokladame, Ze hy, ho jsou délitelé h piiblizné stejného stupné)
e Spocti fi = NSD(hi(h), f) a fo = f/fi
e Rekurzivné zavolej s f < f1, g« (¢ mod f1), h«—Mh
e Rekurzivné zavolej s f < fo, g+« (g mod f3), h <« hy
Implementace v NTL vyuziva elegantnéjsi zptusob déleni h na dva faktory,
jak ukazuji kroky 5 a 6 strané 33 v popisu Berlekampova algoritmu, ktery

tuto metodu také vyuziva. Pro srovnéni bylo zamérné zvoleno odpovida-
jici znaceni.
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Neni zaruceno, ze vystupem "equal-degree" faktorizace je pokazdé tuplna fak-
torizace f, v takovém piipadé je nutno jej opakovat s nové zvolenym nahodnym
polynomem ¢. Nicméné pravdépodobnost, Ze se tak stane je rovna r?/p, tudiz
pro dostatecné velkd p nijak znepokojujici.

4.2.2 Berlekamp

NTL ve funkci void berlekamp(vec_pair_ZZ_pX_long factors, ZZ_pX f) ob-
sahuje implementaci Berlekampovy Null-Space metody popsané v [6] s extrakéni
metodou vyuzivajici minimélni polynom. Na zacatku algoritmus provede bezctver-
covou faktorizaci a pro kazdy bezétvercovy polynom f stupné deg(f) = n algoritmus
pokracuje nasledovné:

1. Spocitej h = 2P mod f
2. Sestroj n x n matici :
Q = (h° mod f|h' mod f|...|h" ! mod f) —1I, ,
kde kazdy polynom pfedstavuje sloupcovy vektor, jehoz souradnice jsou tvoreny
odpovidajicimi koeficienty a I,, je n x n matice identity
3. Pomoci Gaussovy eliminace uprav G, zjisti d dimenzi feSeni matice G
4. Zvol libovolné netrivialni feseni g matice G
5. Spocitej h minimalni polynom g mod f a jeho koteny {ag,a,...,a.}
6. Zavolej s hodnotami min=0, max=r, f, g:

e pokud min=max pridej f mezi faktory, jinak pokracuj
z kotent {amin; - - -, Gmaz } SPOCH h = [ (x—a;)

a = h(g) mod f

fi=NSD(a, f), f2=f/fx

e mid=(min+max)/2

e rekurzivné volej s hodnotami: {amin, - - -, Gmiat, f < f1, g < g mod f;

e rekurzivné volej s hodnotami: {@migi1, - - -5 @maz}s [ < fo, g < g mod fo

7. Pokud je pocet faktoru < d opakuj algoritmus od 4. kroku s jinym feSenim G
pro kazdy faktor stupné > 1

Srovnani

Nésledujici odhady jsou prevzaty z [6]. Pro méfeni ¢asové slozitosti algoritmi budeme
pocitat aritmetické operace v Z,. Pro klicovou operaci nasobeni budeme piedpok-
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ladat, ze vynasobeni dvou polynomu stupné d predstavuje O(M(d)) operaci, kde
M(d) = dlog(d)log(log(d)). Coz predstavuje odhad pfi pouziti rychlé Fourierovy
transformace (FFT).

Berlekampiiv algoritmus provad{ v nejhorsim pifpadé O(n®+ M (n)log(n)log(p)) op-
eraci. Nicméné pro malé pocty faktori r (coz je typicky pfipad pro nahodny vstup),
feknéme r = O(n/log(n)) algoritmus provede pouze O(n® + M (n)log(p)) operaci.
Exponent 3 muze byt redukovan asymptoticky rychlejsimi (nicméné obecné neprak-
tickymi) metodami na tpravu matic.

Obrazek 4.3: Polynomy stupné 500 v zavislosti na poc¢tu faktoru

t

s

/ _— Cantor-Zassenhaus

faktore

L L L L
0 20 40 60 80 100

Zamétime-li se na dvé hlavni ¢asti Cantor-Zassenhausova algoritmu, potom "distinct-
degree" faktorizaéni ¢ast vyuziva O(n*®+ M (n)log(p)) operaci, kde ovSem zahrnuté
konstanty jsou pomérné malé a tudiz ¢ini tuto metodu velmi praktickou. "Equal-
degree" faktorizace pouziva s vyuzitim techniky pro rychly vypocet stopy v ne-
jhorsim pripadé O(n? + M (n)log(n)log(p)) skalarnich operaci. I zde jsou zahrnuté
konstanty dostate¢né malé pro praktické pouziti. Poznamenejme jesté, ze pro nahodny
polynom vstupujici do Zassenhausova algoritmu jiz do této faze vétSinou postupuji
polynomy s jednim (v tom piipadé faze vitbec neprobéhne) nebo dvéma faktory, kdy
je vyse popsany odhad redukovan na (n?log(n) + log(p)).

Ve vysledku je tedy implementace Cantor-Zassenhausova algoritmu vyuziva v ne-
jhorsim pripadé O(n*° + M (n)log(n)log(p)) operaci.
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Co se realnych vysledki tyce, graf (4.3) zobrazuje faktorizaci polynomu stupné 500
modulo 64 bitové prvocislo. Zietelné ukazuje, Ze ani rychle vzristajici pocet faktortu
nemd vyrazny vliv na dobu béhu faktorizace. Pro graf (4.4) jsou faktorizovany poly-
nomy f rostouciho stupné a velikosti modulu p ve vztahu [log,(p)] = deg(f) +5. Je
jasné patrné, ze implementace Cantor-Zassenhausova algoritmu je vyrazné rychlejsi
pro takové polynomy uz od stupné 50 (je rychlejsi i pro mensi stupné v fadu desetin
sekundy, coz je ovSem vzhledem k méritku grafu zanedbatelné) .

Obrazek 4.4: Faktorizace v zavislosti na stupni a bitové délce koeficientii
t
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