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Prolog

Tak jako v jinych oblastech, i v epidemiologii musi matematické modelovani fesit dilema.
Zvolime spiSe jednodussi model, o jehoz chovani muzeme leccos Fici, nicméné mnozstvi aspektu
zanedbava? Upfednostnime radéji komplexni simulaci, kterd bude skute¢nosti o krucek blize,
avSak vzhledem ke své nevyfesitelnosti bude v konec¢ném dusledku fakticky bezcennd? Model
studovany zde je velmi prosty a realitu jen stézi pfipominajici. Pfesto se ukaze, ze ackoli
budeme zkoumat pouze jeho kvalitativni znaky, tj. chovani pro Casy jdouci do nekonecna,
analyza nebude zcela trividlni a dikazy nékterych vét si vyzadajf jisté usili.

Predlozend préace je rozdélena do tif hlavnich sekci. Uéelem prvni je uvést ¢tenare do pro-
blematiky prihradkovych modeli a od nejjednodusstho SIR modelu se propracovat k SEIR mo-
delu s nelinedrni rychlosti sifeni nakazy a zahrnutymi demografickymi vlivy. Tento tsek ¢isté
motivacniho charakteru je zde zafazen zejména z duvodu upoutdni pozornosti pro nasledujici
kapitolu, vénovanou kvalitativni analyze zminéného SEIR modelu.

Jeji zacatek stravime nad diskusi o existenci a dikazu lokalni asymptotické stability en-
demického i trividlntho ekvilibria. Uzité metody budou zahrnovat dobie znamou linearizaci v
okoli staciondarnich bodu, ljapunovské funkce nebo La-Salleho princip invariance.

Posldnim druhé ¢dsti druhé kapitoly je dokézat i globalni asymptotickou stabilitu. A¢ na
prvni pohled pouze krucek od stability lokalni, tento usek tvori jadro celé préace. Zacneme
definici multiplikativnich a od nich pak aditivnich slozenych matic, abychom nésledné po-
moci jejich vlastnosti, Floquetovy véty a jednoho z fundamentéalnich vysledku teorie stability
ukézali souvislost asymptotické orbitalni stability a aditivnich slozenych matic. Toto tvrzeni
spole¢né s vétou o asymptotické orbitalni stabilité nekonstantnich periodickych feSeni studo-
vaného SEIR modelu nés nakonec dovede ke kyzenému cili.

Kapitola 3 se tematicky navraci ke kapitole prvni a uvadi odlisné sméry, jimiz se muzeme
ubirat, chceme-li postulovany model ddle zobecnit. Af uz detailnéjsim rozdélenim populace
pomoci novych ptrihradek, nebo zakomponovanim zévislosti dynamiky modelu na minulosti.
Utelem tohoto opét viceméné motivacéniho oddilu je zrekreovani ¢tenare po pruchodu druhou
kapitolou.

Samostatnou ¢asti je pak Apendix, na néjz je ¢tenar odkazovan v pribéhu textu. Obsahuje
znéni dobfe zndmych vét vyuzivanych v nékterych dukazech (napf. La-Salleho princip inva-
riance ¢i Floquetova véta). Mimoto v ni étendf muze nalézt dukazy nékterych elementérnich
vlastnosti, které by svou odbihavosti od hlavniho tématu nevyhnutelné vyrusSovaly, umistény-li
v kmenovém textu.

Kapitoly 1 a 3 jsou velkym podilem zalozeny na 1. kapitole knihy [1] a kapitoldch 7.8 a
7.9 svazku [2]. Kapitola 2 bohaté vyuziva ¢lanku [4, 7, 9]. Odkazy na zdroje vét z Apendixu
jsou uvedeny piimo u jejich znéni.

Kazdy parametr znaceny malym feckym pismenem v této praci znamend kladné nenulové
realné ¢islo.



Kapitola 1

Elementarni modely

Clovek, jakozto tvor velice zvédavy, by si mohl kldst otdzku o uziteénosti matematického
aparatu v nééem tak komplexnim, jako je modelovani epidemii. Odpovéd neni jednoznaéna:
na jedné strané zustava nepiijemnou pravdou, ze sotva kdy budeme s to zakomponovat do mo-
delu v8echny vlivy, které epidemii ve skuteéném svété utvaii a jeji prubéh ovliviuji. Mimoto,
pridanim jediné podminky navic muzeme analyzovatelnost modelu podstatné ztizit, ¢i do-
konce zcela znemoznit. Na strané druhé jsme i pfesto zasluhou matematiky schopni piiblizné
predpovédét prubéh jistych chorob v populaci a rigorézné dokazat hypotézy, jez by na zdkladé
pouhé statistické analyzy dat zustaly jen otevienymi otdzkami obestfenymi tajemnem. K ta-
kovym patii napiiklad neo¢ekdvané pozorovani, dle néhoz kazda vlna nakazy, bez ohledu na
infekénost ¢i mortalitu, zanechava urcity zlomek populace zcela nezasazen. Matematické mo-
delovani predevsim poskytuje vhled do dynamiky epidemie a na zakladé porozuméni jejim
hnacim motorim pak umoznuje navrhovat mozné postupy pro jeji uspéSnou eliminaci.

Narozdil od jinych, predevsim technickych oblasti, nejsme pii modelovani epidemii schopni
presné urcit, do jaké miry ndmi formulovany model odpovidé realité. Vinikem této skute¢nosti
je nemoznost ovéfit si pfipadnou shodu pomoci néjakého presného méfeni. Informace o prabéhu
chorob jsou cisté statistického rdzu a neuniknou velkému mnoZstvi chyb, at uZ neevidenci
vS8ech nemocnych nebo chybnou identifikaci pfi¢iny smrti. Proto byvaji vysledky zdznamu
nevyhnutelné zkreslené. Ddle, z etickych duvodu je zpravidla nemyslitelné zavadét choroby
do ,,pokusnych” populaci pro védecké ucely. Taktéz je nepravdépodobné tispésné naverbovani
nékolika tisicovek dobrovolniku, ktefi by se pro tentyz tcel odevzdali do rukou védy a v na-
prosté izolaci od okolniho svéta prochazeli simulovanou epidemii. Disledkem tohoto faktu je
obtizna posuzovatelnost redlnosti kazdé nové zkonstruované simulace nemoci. I této nesnézi
navzdory se za roky prace podafilo velmi pfesné aproximovat vyskyty nékterych chorob (napf.
spalnicek), véetné periodickych propuknuti s ménici se intenzitou nebo zavislosti na ro¢nim
obdobi.

Matematické modelovani v epidemiologii se fadi k velmi mladym odvétvim matematiky.
Nebudeme-li brat v ivahu pouhé vytvareni rozlicnych soupisi o poétech nakazenych ¢i usmr-
cenych urc¢itou chorobou, skutecny zaklad byl polozen az na ptfelomu 20. a 30. let minulého
stolet{ britskymi lékafi/matematiky A.G. McKendrickem a W.O. Kermackem. Ti v sérii 3
¢ldnku zavedli to, co dnes zname pod pojmem prihrddkové modely (angl. ,compartmental



models”). V nich je celd populace rozdélena do koneéného poétu disjunktnich ptihradek, je-
jichz velikost je povazovana za diferencovatelnou funkci ¢asu.

Tento predpoklad funguje dobie pro velké pocty lidi, kdy lze diskrétni chovani modelu za-
nedbat. Je nicméné neredlny pro malé velikosti jednotlivych oddila, jako na poc¢atku epidemie
s pouhou hrstkou infekénich jedincti. Redeni této nesndze piinasi napiiklad zakomponovéni
vlivu ndhody ve formé stochastickych modell, k ¢emuz se vsak v této praci uchylovat ne-
budeme. Pro néds bude chovani modelu jednoznac¢né urceno jejich minulosti, jedna se tedy o
modely deterministické. Zatnémé postulaci toho nejjednodussiho, co repertoar prihradkovych
modelt nabizi:

1.1 Zakladni SIR model

V SIR modelu rozdélujeme populaci do 3 prihradek, od nichz model nese sviij nazev - anglicky
Susceptible, Infective a Recovered. Prvni je uréena zdravym jedincum, kteii se kontaktem s
infekénimi obyvateli druhé prihradky sami stavaji nakazenymi a tedy schopnymi nakazu §itit.
Nemoc netrva vécné, a tak infekéni osoby postupné pirechazeji do posledni ptihradky, jiz
obyvaji osoby po prodélané chorobé. Ta zde propujcuje trvalou imunitu proti reinfekci, procez
uzdraveni pacienti uz nemohou posledni pfihrddku opustit. Abychom v Ceském jazyce vztah
mezi nazvy udrzeli, nazyvejme prvni piihradku susceptibilni (¢eské slovo podle [3, s. 761]),
druhou infekéni a tieti at slouzi lidem po rekonvalescenci. Oznaéime-li pismeny S, I, R
velikosti jednotlivych pfihradek, jakozto derivovatelnych funkci ¢asu, pak SIR model je urcen
soustavou diferencidlnich rovnic

S'= —\IS
I'=MS—~I
R =~I, (1.1)

tj. tfemi podminkami:

(a) Jedinec vykonava AN kontaktu postacujicich k pfenosu infekce za jednotku casu.
N znaci celkovou velikost populace, N = S + I + R.

(b) Infekéni osoby opustéji prihrddku I rychlosti v/ za jednotku casu.

(c) Systém je uzavten, tj. nikdo neproudi dovniti ani ven. Imigraci nebo emigraci jedincu
tedy neuvazujeme, at uz dusledkem smrti nebo stéhovanim lid{ v prostoru.

Pravdépodobnost ndhodného kontaktu se susceptibilni osobou je S/N. I osob tedy dle (a)
nakazi béhem ¢asového okamziku pravé A\INS/N = XIS 1idi, coz vysvétluje vztah S” = —\IS.
Veelku pochopitelné nazyvame ¢len AIS bilinedrni rychlosti $iteni ndkazy (angl. ,bilinear
incidence rate”).

Bod (b) znamend proporcionélni rychlost vyprazdnovéni ptihradky I v poméru k jeji
velikosti. To znaé¢i predpoklad exponencidlniho rozdéleni pravdépodobnosti P[x = t], ze osoba
nakazend v ur¢itém okamziku ziistane nemocnd i ¢t ¢asovych jednotek pozdéji. Ze stfedni
hodnoty exponencialniho rozdéleni dale plyne prumérna délka trvani nemoci, totiz 1/7.

Samotny piredpoklad exponencidlniho rozdéleni délky stonani je dalek skute¢nosti. Mno-
hem realnéjsi by bylo uvazovat kupiikladu nakazu pevné doby trvani, ¢imz ovSem povstane



model se soustavou diferencidlné-diferen¢nich rovnic. V posledni kapitole se o takovém modelu
zminime jako o mozném zobecnéni systému zde uvedenych.

Z podminky (c) soudime, ze prubéh epidemie je dostatecné rychly na to, abychom si mohli
dovolit zanedbat demografické vlivy jako porodnost, imrtnost ¢ napiiklad pristéhovalectvi
do zkoumané populace. Tento pohled muZe byt redlny, zajimé-li nds prubéh pouze jedné
viny epidemie. Déle, nemoc nepovazujeme za smrtelnou, coz kombinovéno s (c¢) implikuje
konstantni velikost populace N = S + I + R. Proto z (1.1) muzeme vynechat vztah pro R/,
abychom ziskali soustavu dvou rovnic:

S'= —\IS
I'=(\S —9)I.

Ptes svou jednoduchost neni tento systém fesitelny explicitné. Provedenim zbézné kvalitativni
analyzy se viak muzeme dovédét mnozstvi uziteénych informaci. Prvné si véimnéme invariance
na [0,00) x [0, 00): jakmile nékterd z proménnych S, I dosdhne nulové hodnoty, jeji derivace (a
tedy i velikost) zustane navzdy nulové. Systém se tedy chova biologicky ,,rozumné” a neopusti
kladny kvadrant. Jedinymi staciondrnimi body jsou [1,0] a [0, 0]. Prvni pfipad odpovidd ab-
senci jakékoli nakazy, zatimco druhy znaci chorobu prodélanou celou populaci. Za pocateéni
podminky uvnit¥ kladného kvadrantu méme ddle S’(t) < 0 pro vSechna t a I'(t) > 0 pouze
pro S(t) > v/A. Pokud tedy AS(0)/y < 0, epidemie nehrozi a pocet infekénich jedincu uz
od pocédtku klesd. Na druhé strané, je-li AS(0)/~ > 0, propukd epidemie a pocet nakazenych
osob vzrustd, dokud S neklesne na hodnotu v/\. V tom okamziku I zac¢ind klesat a epidemie
vyhasina.
Typicky lze aproximovat hodnotu S(0) jako N. Pii takové situaci pak veli¢ina
Ry AS0)
Y

znati mnozstvi sekundarnich infekci zpusobenych jednim infekénim ¢lovékem zasazenym do
zcela susceptibilni populace - je nemocen prumeérné 1/ ¢asovych jednotek a za kazdou nakazi
AS(0) lidi. R nazyvame zdkladnim reprodukénim ¢islem (angl. ,basic reproduction number”).
Vyjadiuje jakési zlomové chovani naseho modelu: je-li Ry < 1, pak nemoc nedokaze nahradit
své hostitele a epidemie se nemusime obédvat. Jestlize vSak Ry > 1, choroba vzkvéta a zpocatku
se populaci §if exponencialné, tzn. propuknuti epidemie.

1.2 Rozvijeni SIR modelu

U mnoha infekénich onemocnéni se setkavame s tzv. latentni fdzi, kdy pacient je sice nakazen,
le¢ neni jesté schopen nékazu dale prenaset. Pro nase modelovani to znamend pfidat jednu
prihradku navic. Abychom udrzeli propojenost mezi ndzvem a vzitym pismenem pro tuto
prihrddku, nazyvejme jeji ¢leny exponovanymi (z angl. ,exposed period”). Tak jako u infek-
tivity v predeslém odstavci, i pro latentni fazi predpoklddejme exponencialni rozdéleni délky
jejtho trvani se stfedni hodnotou 1/e. Dynamika pohybu jednotliveu mezi pfihradkami je
velmi podobnd SIR modelu, jedind odlisnost spo¢ivd v navstévé exponované piihradky na



samotném zac¢atku nemoci. Timto povstava SEIR model, prvni zobecnéni nejzikladnéjsitho
SIR modelu:

S§'= — IS

E' = \IS —¢E

I'=cE —~I

R =~I. (1.2)

Pro dlouhodobéjsi predpovédi bychom dale méli do modelu integrovat i demografické vlivy,
tj. porodnost a pfirozenou imrtnost. To z duvodu piipadného endemického vyskytu nemoci
v urcité oblasti, kdy choroba buji neustéle, vSak jen s proménlivou intenzitou. Za této situace
se presny model neobejde bez zahrnuti normalni cirkulace lidi.

Pro nase cely velkoryse predpokladejme, Ze mira porodnosti se rovné piirozené imrtnosti
a délka zivota mé opét exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/u. Vsechny novorozence
navic povazujme za susceptibilni, zatimco smrt postihuje vSechny pirihradky bez ohledu na
to, zda jsou jejich ¢lenové zdravi ¢ nikoli. Systém (1.2) tedy nabude do tvaru:

S'= — XS+ uN —puS

E' = \S —¢E—pE=XS—(c+p)E
I'=¢E—~I—pl =cE— (y+p)l

R = ~I — uR.

Sec¢tenim rovnic snadno ovéiime konstantni velikost populace pro vSechny casy. V takovém
piipadé je pfirozené povazovat velikosti jednotlivych piihradek spise za zlomky celkové popu-
lace, radéji nez za absolutni pocet lidskych jednotek. Jinymi slovy:

N=S+E+I+R=1, (S,E,I,R)c0,1]"

Poslednim kruckem pro vybudovéni modelu k némuz po celou dobu sméfujeme je zobecnéni
bilinedrni rychlosti sifeni ndkazy AIS na rychlost nelinedrni. Podle ¢lénku [6, s. 188] byla
zpocatku motivace pro takové konani spiSe matematicka, nezli biologickd. Konkrétnéji, modely
s nelinedrni rychlosti $ifeni ndkazy (v této praci ve formé A\IPS?) vykazuji pestiejsi chovani
oproti bilinearnimu piipadu, ¢ehoz budeme svédky v analyze zapliujici celou ptisti kapitolu.
Na druhé strané, autoii [8, s. 271] poddvaji ndzorné osvétleni ne nutné linedrni zavislosti na
poc¢tu infekénich jedincu, tj. Cinitele IP: rychlejsi ubytek ve velikosti S nez linearni vzhledem
k I lze ocekavat naptiklad pri vysokém podilu nakazené populace. Diky nasycenosti celé
populace infekénimi jedinci je pak moznost kontaktu postacujicitho pro prenos infekce velmi
pravdépodobnd. Protoze I € [0, 1], odpovida tato alternativa volbé 0 < p < 1. Opacné, je-li
infekéni zlomek I nizky nebo tspésna ndkaza vyzaduje vyssi pocet kontakti, mame pied sebou
mensi nez linearni odezvu na pocet nemocnych, tj. p > 1.

Poznamka. Pozornému ¢tendii pravdepodobné neuslo zrychlené budovani naseho modelu do
vysky ve smyslu slozitosti jednotlivych ¢lenu, zatimco opomijime zahrnout mnohé zdkladni
jevy, jako smrtelnost nemoci a jiné. Duvodem je smétovani ke konkrétnimu modelu, ktery se



zédhy ujmeme rozebirat. Jako vykoupeni uvedme pro zajimavost mirné ovénceny SEIR model
(1.2), v némz vystupuji faktor prezitelnosti nemoci 7, zeslabend infekénost v exponované fazi
BE, porodnost zavisla na celkové velikosti populace I'(N) a pfirozend dmrtnost p. Vyznam
jednotlivych elementii by jiz mél byt zfejmy:

S"=T(N)—AS(I + BgE) — nuS
E'=XS(I+BgE)— (e +unE
I'=¢E—(v+wl

R = 7~ — uR.

N opét ziskdme jako soucet jednotlivych piihrddek. V§imnéme si, Zze se poprvé ocitame v
situaci s ne nutné konstantni velikosti populace. Zasluhu na tom nese smrtelnost nemoci a
obecné rozdilnd mira porodnosti a pfirozené timrtnosti. Dale, velmi nédzorna je zde hodnota
zékladniho reprodukéniho ¢isla Ry, totiz

AS(0) e AS(0)
=, + BE .
Y+pu et+pu e+ pu

0 (1.3)
Jeden nakazeny jedinec stravi prumeérné 1/(e+ ) ¢asovych jednotek v prihradce E, po¢itame-
li u néj s moznosti prirozené smrti. Jeho infektivita je tam navic snizena na Gg. Podobné pro
pobyt v I, kde musime jésté uvazovat moznost predchoziho skonu v E, redukujici stfedni ¢as
straveny v I skrze ¢len €/(e + p). Pokazdé se navic styka s AS(0) susceptibilnimi jedinci za
casovy okamzik, odkud vyplyva celkovy pocet jim infikovanych lidi Ry.
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Kapitola 2

Stabilita SEIR modelu s nelinearni
rychlosti Sireni nakazy

Zkoumame model zadany nésledujicim systémem diferencidlnich rovnic:

S'= — NPSY+ p— puS

E' = \IPST— (e + n)E

I'=¢E— (y+u)l

R = ~I — uR. (2.1)

Predpoklddame tedy shodnou miru pfirozené imrtnosti a porodnosti p. Nemoc samotnd smr-
telnd neni. Disledkem je konstantni velikost populace, nebot jeji velikost je souétem velikosti
jednotlivych piihradek. Matematicky tento fakt vyjadiime jako

N=S+E+I+R=1. (2.2)

Nakazeni jedinci putuji ze susceptibilni pfihradky S do exponované E, potom do infekéni I a
skondi s trvalou imunitou proti reinfekci v R. Model je dobfe definovdn, tj. zidnd z proménnych

S, E, I, Rnenabyva zapornych hodnot pii nezapornych pocateénich podminkéch. Pro zdavodnéni
tohoto faktu viz postup dukazu Lemmatu III.1, s. 22.

V celé Kapitole 2 uvazujeme striktné 0 < g a 0 < p < 1.

2.1 Existence stacionarnich bodu

Nez za¢neme analyzovat stabilitu ekvilibrii systému (2.1), pfesvédceme se prvné o jejich exis-
tenci. Zfejmym staciondarnim bodem je trividlni stav I = F = R = 0, S = 1, odpovidajici
absenci jakékoli ndkazy. Pro identifikaci netrividlnich ekvilibrii si uvédomme, ze z (2.1) a (2.2)
ziskame nutné ekvilibridlni podminky

E= 'HT“ I, rR="1, (2.3)

7
"
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spole¢né s

(e+p)E=MP(1—E—1—R)?=AIP (1—1(7?‘+1+Z>>q. (2.4)

Dosazenim vztahu pro E z (2.3) do levé strany (2.4) obdrzime rovnici v jedné proménné I:
q
(s+u)7j;7ul:)\lp <1I<7:f“+1+7>) : (2.5)
1

Z (2.3) plyne nenulovost I v netrividlnich staciondrnich bodech (I =0 < E =0 < R = 0).
Proto vime, Ze kazdé netrividlni ekvilibrium je také tzv. endemickym. Endemické ekvilibrium
odpovida stavu, kdy v populaci choroba pretrvava s konstantnim poc¢tem nakazenych.
Rovnici (2.5) tedy smime vydélit I. Zavedenim novych konstant o a Y spliujicich
1 (v+p(e+p 1 v+ v (vt +p)

_ 14 L= "7 7 2.6
o ) ’ T £ + +u el ’ (2:6)

Lor(i-) 2.7

Uvahou nyni rozhodneme, kdy existuje feseni I € (0, A) rovnice (2.7) v zévislosti na p € (0, 1].
Pro ndzornost bud’ definovdna funkce

f() .=t (1 — é)q I€(0,7),

prepiSme 2.5 do tvaru

a diskutujme:
e Je-lli0< p<1, pak Ih%l f(I) = +o0, IliI}fl f(I) =0 a funkece f(I) je spojita na (0,Y).
—04 —Y_

Existuje tedy I € (0,7) takové, ze f(I) = 1/o. Protoze f(I) je na svém defini¢énim
oboru také diferencovatelnd, lze si rutinnim vypoc¢tem ovéfit jeji monotonii na celém
(0,7) (je vsak nutno ¢ > 0). Tim je dokdzdna existence a jednoznacnost netrividlniho
stacionarniho bodu (2.1) pro 0 < p < 1.

e V piipadé p = 1 musime brit zfetel na hodnotu o: pro o < 1 bude na levé strané (2.7)
¢islo vétsi nez jedna, procez ziejmé nebude existovat feseni pro zadné I € (0,71). V
pripadé o > 1 dosdhneme naopak feseni, které je dokonce jednoznacéné (linedrni rovnice

(2.7)).

Nakonec kratké shrnuti: trividlni ekvilibrium existuje vzdy, endemické pak pouze pro
0 <p<1,nebo (p=1A o > 1). Neni bez zajimavosti, ze v podminkéch figuruje pouze
parametr p, prestoze zadani systému (2.1) vzbuzuje dojem symetri¢nosti roli p a g. Déle je
dobré si uvédomit vyznam hodnoty o pro situaci p = ¢ = 1 (tedy pfi bilinedrni rychlosti sifeni
nékazy). Ta podle (1.3) neznaéi nic jiného nezli zakladni reprodukéni éislo R klasického SEIR
modelu s demografickymi vlivy, ¢ili (2.1) s hodnotami parametra p = g = 1.
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2.2 Stabilita trivialniho ekvilibria

Z vlastnosti S+ E+ I+ R = 1 se nas model redukuje na 3-dimenzionaln{ systém. Proto smime
rovnici pro jednu piihrddku vypustit, necht je to tedy S. Zustéava soustava

E =AP(1—E—-I—-R)"—(c+pE
I'=eE— (y+u)l
R = ~I — uR, (2.8)

kde (E, I, R) je prvkem simplexu
D= {(z,9,2) ER3:2>0,9y>0,2>0,x+y+2<1}.

Stacionédrni bod (1,0, 0, 0) systému (2.1) odpovida bodu (0,0, 0) soustavy (2.8). Analyzu sta-
bility provedeme s pomoci La-Salleho principu invariance (viz Apendix, s. 31) a myslenky
ljapunovaské funkce. Nasnadé je otdzka, pro¢ se neuchylit k jednodussi linearizaci. To by sa-
moziejmé bylo mozné, ovSem v piipadé prokazani stability by Slo pouze o vysledek lokélni,
cili slabsi.

Definujme funkci

e+ pu
€

L(E,I,R)=E + I.

L neni pozitivné definitni a jako takovd nemuZe byt kandiddtem na ljapunovskou funkci
systému (2.8). Na druhou stranu, pro (E,I,R) € T' je L zdola omezena a diferencovatelnd,
coz nam dovoluje jeji uziti jako médium La-Salleho principu. Spo¢téme jeji orbitalni derivaci:
. €
LE LR =E + 2 Fp
€

e+ pu

=MP1-E—-T1-R)Y—(es+p)E+ [eE — (v + )]

_ e+ +p) =11 _ B _T_ p\a_
——?——pr%lE I-R)?-1].

V zavislosti na p a o rozlisime 3 piipady:

e jestlize p=1 A o < 1, pak L < 0, pfi¢emz rovnost nastéva pravé pokud I = 0 nebo
(0 =1ANE =1=R=20). Oblast vniz I = 0A E # 0 neni podle (2.8) invariantni
(I je zde rostouci) a jakmile I # 0, jest L < 0. Paklize I = E = 0, je samozfejmé
I'=FE' =0aR = —uR, tedy R — 0. Jinymi slovy, mnozina {(0,0, R), R € [0,1]} je
jedinou pozitivné invariantni podmnozinou mnoziny {(E,I,R) € T' : L(E,I,R) = 0}.
Co se 1iplné invariantnich podmnozin mnoziny {(E,I,R) € T' : L(E,I,R) = 0} tyce,
jediné bod (0, 0,0) oplyva touto vlastnosti. Na viné je skute¢nost, ze negativnim orbitem
bodu z {(0,0,R), R € (0,1]} je mnozina {(0,0,r),r > R}. Podle La-Salleho principu
invariance je proto w-limitni mnozina vSech feseni s pocateéni podminkou v I' pravé v
(0,0,0). Tedy trividlni ekvilibrium je globalné asymptoticky stabilni.
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e pokud p =1 A o > 1, potom pro body (E, I, R) dostatecné blizko po¢itku a s nenulovym
poctem infekénich jedinet mame L > 0 : skuteéné, stacf splnit podminku 0 < E4+I+R <
1— o4, To oviem znamend, Ze feseni s takovou pocatecni se vzdaluji od osy R, nebot
L(E,I,R) je podél nich rostouci, dokud 0 < E+ I+ R < 1 — o~ V4. Odtud plyne
nestabilita po¢dtku pro tuto konstelaci parametru.

e pro posledni variantu, tj. p < 1, je hodnota (1 — F — I — R)? v blizkosti bodu (0,0, 0)
vétsi nez jistd kladnd konstanta. Jsme proto schopni najit I tak malé, aby ¢len 1P~}
zpusobil L > 0. Stejnym zdivodnénim jako v predchazejicim bodé je proto (0,0,0) pii
p < 1 nestabilnim staciondrnim bodem (2.8). Nazornéji feceno, kazdé feseni nezacinajici
na ose R (tj. v populaci se vyskytuji nemocni jedinci) se od pocatku vzdaluje, bez ohledu
na hodnotu o.

Nyni si dovolme shrnout pravé nabyté poznatky. Pro p < 1 nebo (p =1 A o > 1) je pocatek
nestabilnim ekvilibriem systému (2.8). Pokud p = 1 A o < 1, je staciondrni bod (0,0,0)
naopak globélné asymptoticky stabilni.

2.3 Lokalni stabilita endemického ekvilibria

Jak jiz vime, endemické ekvilibrium existuje pouze pro hodnoty parametru 0 < p < 1, nebo
(p =1 A o > 1). Pfestoze jeho polohu obecné nezndme, je v nasich sildch se o jeho lokaln{
stabilité presveédcit linearizaci. Pfipomenme klicovy vztah (2.7), jenz jednoznaéné determinuje
bod endemického ekvilibria:

1 — yp—1 <1 _ I>q

o T)’

eA el

(Y+u)(e+p) (v +u)e+n)
Pomoci téchto rovnosti sestrojime lineariza¢ni matici B systému 2.8 v endemickém ekvilibriu.
Vysledkem jest

a definice konstant o a T:

—(pr+e+p) Pp—pr —px

B = 2 —(y+mp) 0
0 g —p
kde
p=gma -1, p=t=ERHIE

Pro detailni postup vypoctu viz Apendix, s. 31. Otdzku, zda maji vSechna vlastni ¢isla matice
B zépornou redlnou ¢ast, zodpovi Routh-Hurwitzovo kritérium [10, s. 14]. Aplikovdno na
realny kubicky polynom fikd, ze vSechny korfeny mnohoclenu

P()\) = *)\3 + CL1)\2 + CLQ)\ + as, ai2;3 S R,
maji zdpornou redlnou ¢ast tehdy a jen tehdy, plati-li zaroven podminky a; < 0, az < 0,

ajaz + az > 0. Ovéfme si tyto pfedpoklady u charakteristického polynomu matice B:
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1. ap =TrB <O.
Tato skutecnost je ziejmd, uvédomime-li si implikaci I € (0,T) = = > 0.
2. a3 =det(B) < 0.
Determinant je vyjadfitelny ve tvaru det(B) = p(e + p) (v + p)(p— 1 — ) (viz Apendix,
s. 31) a tato veli¢ina je zdpornd pro V p € (0, 1].
3. ajaz + a3z = (Tr B) - M + det(B), kde
M = —(y+2u)(pz + e+ p) — p(y + p) +(Bp — px).

Pohlizime-li na ¢len (Tr B)- M +det(B) jako na funkci H v proménné z, pak ta je ziejmé
zapsatelna ve tvaru

H(z) = go(puz)* + g1(pux) + go,  goa,2 € R.

Bez velkého tsilf 1ze ukdzat go 12 > 0 (viz Apendix, s. 31). Nakonec, z duvodu kladnosti
proménné = a konstanty p je H(x), a tudiz i ajag + as, vzdy striktné kladné.

Predpoklady Routh-Hurwitzova kritéria jsou timto splnény, vSechna vlastni ¢isla matice B
maji zdpornou redlnou ¢ast a vysledkem je lokalni asymptoticka stabilita endemického ekvi-
libria systému (2.1) pro 0 < p < 1, nebo (p=1A0 > 1).

2.4 Globalni stabilita endemického ekvilibria

Vzhledem k rozsahu této kapitoly, fakticky zaplnujici zbytek produktivni ¢asti celé prace,
nastifime ve strucénosti pribéh diukazu globélni stability:

e Zatneme definicemi raznych typu orbitdlni stability, bez nichz se text dale neobejde.
Mimoto zopakujeme postacujici podminku asymptotické orbitdlni stability periodickych
feSeni autonomniho systému 2’ = f(z).

e Nisledné zavedeme tzv. multiplikativnd slozené matice X *), jakozto matice sestavené ze
subdeterminantu matice X fddu k. Na jejich zdkladé definujeme aditivni sloZené matice
X[k dané vztahem

d
W #)),
XW = (I 4+ hX) .

Pomoci jejich vlastnosti, Floquetovy véty a tvrzeni o asymptotické orbitalni stabilité z
predchoziho bodu vse zavrsime formulaci a dikazem postacujici podminky pro globalné
asymptotickou orbitdlni stabilitu s asymptotickou fdzi periodickych feseni autonomniho
systému v R™. Ta hraje klicovou roli pfi prokazovani tvrzeni z nadchéazejici ¢asti.

e Samostatny oddil si zaslouzi véta o stabilité moznych periodickych feSeni nami prezen-
tovaného SEIR modelu.

e V poslednim bodu piedstavime soutézivé autonomni systémy a v piipadé R? pro né
formulujeme Poincaré-Bendizsonovu vlastnost. Tak obdrzime finalni dilek nezbytny pro
dikaz globélni stability endemického ekvilibria.
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I Orbitalni stabilita

V pozdéjsim textu budeme ve velké mite vyuzivat riizné druhy orbitdlni stability. Zde tyto
pojmy definujeme a ve dvou esencialnich tvrzenich uvedeme jejich postacujici podminky. Ani
jedno vsak nebudeme dokazovat, nebot pomér spjatosti se zde studovanym tématem ku cel-
kovému rozsahu dukazu je prili§ neptivétivy a predevsim, jedna se o viceméné obecné znalosti
z teorie stability. Chce-li se ¢tendf sezndmit s prubéhem nékterého z dukazu, viz [11, kap.
2.4.4] nebo [16, kap. 13]. Zde ptedlozené znéni pak vychdzi z [16].

Definice I.1. Bud Q C R” oteviend mnozina a f € C*(Q — R"). Uvazujme autonomni
systém

' = f(x). (2.9)

a mnozinu vSech jeho tfeSeni O(f). Necht existuje netrividlni periodické feseni x = p(t),
z € O(f), o trajektorii £ = {p(t) : 0 < ¢t < w, w > 0}. Potom Fekneme, ze trajektorie £
je

e orbitdlné stabilni, pokud
Ve >035>0Ve e O(f):dist(z(0),&) < d = dist(z(t),§) <e, Vt > 0.

e asymptoticky orbitdlné stabilni, jestlize
30 > 0V € O(f) : dist(x(0),§) < § = dist(z(t),&) — 0, t — oo.

o asymptoticky orbitdlné stabilni s asymptotickou fdzi, je-li as. orbitalné stabilni a
Va € O(f), dist(x(0),£) <, Iy € R+ |x(t) — p(t — Tm(o))} — 0, t — oc.

Véta 1.2. Mé&jme situaci z predchozi definice a bud a € £. Oznaéme Ay(xg) Fesici operdtor
autonomniho systému (2.9), tzn. (x € O(f) A z(0) = zg) <= z(t) = A¢(zo) Vt € R. Jestlize
linedrnt zobrazeni

0
Ox
md n—1 vlastnich ¢isel lezicich uvniti komplexniho jednotkového kruhu, pak £ je asymptoticky
orbitdalné stabilni s asymptotickou fdzi.

DAy (a) := —Ay ()| : R"—R"

r=a

Zde je na misté oziejmeni nékolika podstatnych skuteénosti:

e Hladkost A¢(zp) v obou proménnych je zndma z teorie ODR. Také vime (piip. [12]), ze
zavedeme-li funkci

u(t) = S M),

spliuje u(t) tzv. rovnici ve variacich

() = 9 (at)) utt),

kde z(0) =z a g—i je Jacobiho matice funkce f.
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e Pro zkoumadni vlastnich ¢isel DA, (a) nezédlezi na vybéru bodu z periodické trajektorie:
je-li b € &, b # a, pak z periodi¢nosti existuje r € R tak, ze A,(a) = b. Odtud a derivaci
inverzniho a slozeného zobrazeni ziskdme:

DAy(a) = DA—yyyir(a) = D(A rAwhr)(a)
= DA_,(Aytr(a)) - DAL(Ar(a)) -

) (a)) -

)

Ar(a)

(A D
= [DA(Au(a))] ™ - DAw(Ar(a)) - DA(a)

= [DA(a)] ™" - DAL(D) - DA (a),

kde jsme navic vyuzili faktu, ze fesici operdtor autonomni rovnice (2.9) je dynamicky
systém v R™. Matice DA, (a) a DA, (b) jsou si tedy podobné a sdileji stejné spektrum.

e Véta .2 neddvd zddnou svobodu pro n-té vlastni &islo, nebot vzdy plati 1 € (DA, (a)):
necht x(t) je periodickycm feSenim s poc¢dteéni podminkou x(0) = a obihajici po tra-
jektorii € a bud h > 0. Zderivovdnim rovnosti

z(w+h) = Ay (z(h))
podle h a jeho naslednym polozenim nule ziskame

2'(w) = DAy (2(0)) - 2/(0),
f(a) = DAy(a) - f(a).

Jelikoz netrividlni periodické feSeni neobsahuje staciondrni bod, plati f(a) # 0, a tudiz
f(a) je vlastnim vektorem DA, (a) s vlastni hodnotou 1.

Formulaci Véty 1.2 se oteviely dvefe do pomocné ¢ésti o slozenych maticich, které nam pozdéji
prokazi neocenitelnou sluzbu.

IT Slozené matice

Vyznam této podkapitoly spociva ve formulaci posta¢ujici podminky asymptotické orbitalni
stability periodickych trajektorii autonomniho systému obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Sta-
neme se svédky zainého piikladu propojenosti zdanlivé zcela nesouvisejictho odvétvi linearni
algebry s matematickou analyzou. K tomu budeme muset zavést nékolik novych pojmu a
odvodit potfebné vlastnosti. Mélo by vsak byt zduraznéno, ze uvadény budou pouze vlast-
nosti nezbytné pro manipulaci se zavérecnou vétou. V zadném piipadé si tato ¢ast nebere za
cil detailni vyklad teorie slozenych matic. Pfipadny zainteresovany ¢tenatr budiz odkazan na
¢lanek [9], v némz lze najit mnozstvi dalsich informaci.

Pozndmka: Pod pojmem matice myslime v celém oddile matici obecné komplexni.
Definice IL.1. Necht n € N, k € {1,...,n}, X € C"*". Symbolem le Z]: ozna¢me subde-

terminant X fddu k urceny fadky (iy,...,ix) a sloupci (ji,-..,Jk), kde 1<ig<ig<..<
e <n, 1 < g1 <go< .o < gk < n. K—tou multiplikativni sloZenou matici X®) rozumime
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matici o rozmérech (Z) X (Z) ze vSech :L‘fllf:, kde posloupnosti (i1, ...,ix) a (ji,.-.,Jk) jsou
usporddény lexikograficky, tzn. sekvence (i1, ...,14) predchdzi (¢}, ..., 1)) pravé tehdy, pokud

i1 <@V (ip = Nig <) V.V (i = A NGy =g Ay <))

Daéle definujeme k-tou aditivni slozenou matici X* jako (Z) X (Z) matici uréenou vztahem

d
Xk — %([ + hX)F) g,

Piiklad II.2. Pro krajni piipady, tj. £k = 1 a k = n, dokdzeme slozené matice hravé spocist.
V prvnim pifpadé je ziejmé X1 = X, odkud taktéz X[ = X. Za situace k = n jest
X = det X, coz implikuje X" = Tr X

V pozdéjsim textu ndm piijde vhod znalost tvaru aditivni slozené matice X2,
X € R3*3. Provedme proto vypocet X@ a X2 u obecné 3 x 3 redlné matice X = (xi5)
v ramci seznamemi se s novymi pojmy:

x11 T12 11 13 T12 T13

r11 I12 T13 21 22 x21 23 22 T23

_ (2) _ T11 12 T11 13 12 13
X =221 wp m3]| = X" = ‘ T31 T32 | x31 33 | T32 33
x T T x21 T22 221 T23 x22 T23

31 32 33 ‘ x31 32 x31 *33 x32 33

Z této formy lze vypozorovat lexikografické usporadani indexu, podle néhoz jsou jednotlivé
determinanty vytvareny. Jejich zfejmy vypocet zde vynechdme. Ze znalosti tvaru X (2) bychom
po chvili prace dosahli

(2)

d 1+hxir  hxio hx13 x11 + x22 23 —T13
x0@ = ah hxa 1+ hxoo hxas = 32 11 + 33 T12
hajgl hl‘gg 1 + h$33 h=0 —I31 21 922 + 33

Povsimnéme si, jak vypadajf prvky na diagondle X2, Nen{ tomu ndhodou - rovnou z definice
k-té aditivni matice lze nahlédnout, ze na hlavni ihlopticce se budou objevovat v§echny mozné
sumy pravé k diagonalnich prvka puvodni matice. &
Vlastnost 1. VA, B € C"*" Vk e {1,...,n}:

(AB)®) = AR) B (2.10)

coz je primym dusledkem Cauchy-Binetovy formule [5, s. 39], kterd specidlné pro ¢tvercové
matice tvrdi: VA, B € C"*":

det AB = det Adet B,

a tedy nefikd nic jiného, nez ze prvky na stejnych pozicich vlevo i napravo (2.10) se rovnaji.
Od této vlastnosti je také odvozen privlastek , multiplikativni”.
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Zajimavost. Analogické zdiuvodnéni patii i pojmu ,aditivni”, nebot VA, B € C"*"
Vk € {1,...,n}:

(A+ B)M = g4lM 4 Bl

Zde k dikazu vyuzijeme (2.10), definici X*¥! a fakt z definice plynouci, tj. I*) = jednotkova
matice (Z) X (Z) :

d d
(A+ B = (I +h(A+ B)Oluzo = (I + h(A+ B) + h*(AB)) V=9

dh
d d

= (I +hA)I +hB)Phmg = - (L +hA) DI + hB) M|

= AF(14+0-B)® + BE(1+0. 4)®

Vlastnost 2. Ve Véte 11.3 bude zapotiebi znat i tvar vlastnich ¢isel aditivni slozené matice.
Proto premitejme: je znamo, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A existuje horni trojihelnikova
matice J, s niz je A podobné (jednoduchy dikaz lze najit napt. v [17]). Re¢eno jinak, o(A) =
o(J) véetné ndsobnosti a existuje invertibilni matice T" spliujici

AT =TJ.

Cili také (I + hA)T = T(I + hJ) a skrze (2.10) dale (I + hA)FTE = TE (T 4+ pJ)*),
Zderivovanim podle h a jeho polozenim nule ziskdvame AFT®) = 7®) ji Nyni si uvedom-
me 2 véci: zaprvé, multiplikativni matice z regularni matice T' si svou regularitu uchova. To
plyne z (2.10) aplikované na T' a T~! a z nédsledného vypoctu determinantu. Zadruhé, nenf
narocné si rozmyslet, ze multiplikativni matice z jakékoli trojuhelnikové matice J zustane
trojuhelnikovou.

Ve vzato do tvahy, A¥ je podobng J¥ a tedy maji opét stejnd vlastni ¢isla. Protoze J
ma své vlastni hodnoty z trojuhelnikovosti vepsany na diagondle, jez se skladd z
k-prvkovych souéti diagonalnich prvki J (viz Priklad 11.2), ziskdvéme, Ze spektrum A je
tvofeno (Z} k-prvkovymi sumami vlastnich ¢isel A, pficemz nasobnd vlastni ¢isla povazujeme
za ruzna. Reteno nézornéji:

(K]

(M, A} Co(4) = A+ + A Co(AM), (2.11)

Vlastnost 3. Jako posledni z ndmi pouzivanych vlastnosti uvedme spojitost mezi teorif
slozenych matic a oby€ejnymi diferencidlnimi rovnicemi: bud X (¢) fundamentdlni matice
systému

x = Az,

kde A je konstantn{ matice a k € {1,...,n}. Potom (}) x (}) matice Y (t) = X®) (1) fest k-ty
sloZeny systém



Duvod je nabiledni, protoze z rovnice pro =’ vyplyva X (¢t + h) = (I + hA)X(t) + o(h), pro h
malé. Aplikaci multiplikativni vlastnosti (2.10) vzejde

X(t+h)® = (I 4+ hA)®XE (1) + o(h).

Derivaci podle h a jeho polozenim nule ziskdme (X®))Y(t) = AKX ®)(¢), ¢ehoz jsme chtéli
dosahnout. Nebot také vime, ze X (t) = exp(At) a Y (t) = exp(A¥)t), dostdvame pro kazdou
konstantni matici A a realné ¢islo ¢ dusledek

(exp(At)) ) = exp(AlFly). (2.12)

Povsimnéme si, ze pii volbé k = n ziskdvame jako zvlastni pripad znamou Liouvilleovu formuli
pro determinant fundamentalni matice X (¢):

det(X(t)) = det(exp(At)) = exp(Tr At).

Odvozenim ti{ potiebnych vlastnosti jsme si pfipravili cestu pro dukaz véty vévodici této
subkapitole:

Véta I1.3. Bud Q C R" oteviend mnozina. Méjme (nelinedrni) autonomni systém obycej-
nyjch diferencidlnich rovnic

kde f € C1(2 — R™). Necht pro tento systém existuje netrividni periodické Feseni p(t) o
trajektorii & = {p(t) : 0 <t < w, w > 0}. Oznacme dale symbolem % Jacobiho matici funkce
f a symbolem ag—;] jeji druhou aditivni sloZenou matici. Potom jestlize linedrni systém

o f02l
v = o)y

je asymptoticky stabilni, pak & je orbitdlné asymptoticky stabilni s asymptotickou fdzi.

Diikaz. Uvazujme x = p(t) netrividln{ w-periodické feseni ' = f(x). Prvky matice %(p(t))

jsou taktéz w-periodické, navic spojité funkce. Proto muzeme na linedrni systém

v =2 i)y (2.13)

aplikovat Floquetovu vétu (viz Apendix, s. 32), podle niz lze jeho fundamentalni matici Y (¢)
psat ve tvaru

Y (t) = P(t) - exp(Lt),

kde P(t) je spojitd, w-periodickd n x n matice a L je matici konstantni (obecné komplexni)
tychz rozméru. Z periodicity a spojitosti je zfejmé, ze P(t) na stabilitu systému (2.13) nema
vliv. Vse tedy zavisi na exp(Lt) a jejich vlastnich ¢islech (ve Floquetové teorii zndmych pod
ndzvem charakteristické multiplikatory, [12, s. 77]). Ty jsou samoziejmé urceny vlastnimi
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hodnotami matice L vztahem o(exp(L)) = exp(o(L)), az na nésobky 2mi. Prvky z o(L),
zvané charakteristické exponenty, budou predmétem naseho dalsiho zkoumani.
Prvné si uvédomme, ze funkce p'(t) je netrividlni w-periodické feseni systému (2.13):

WO = (@0 = 2 @)’ () = L () 1)

Pro jistou pocateéni podminku pg lezici na trajektorii p/(¢) proto plati

p'(t) = P(t) - exp(Lt) po = p'(t + w) = P(t + w) - exp[L(t +w)] po = P(t) - exp[L(t + w)] po
= exp(Lt) po = exp[L(t + w)] po
(

= exp(Lw) po = po-

Cili 1 € o(exp(Lw)), neboli 0 (mod 2mi/w) € o(L). To jsme védéli uz z poznamky pod
Vétou 1.2, nicméné neuskodi zduvodnéni podat odlisnym zpusobem. Podle Véty 1.2 nyni staci
jen dokézat, ze zbylych n — 1 charakteristickych multiplikdtoru lezi uvnitf komplexniho jed-
notkového kruhu, anebo ekvivalentné, ze realnd ¢ast vSech zbylych n — 1 charakteristickych
exponentl je ostie mensi nez nula.

Uvazme nyni systém, jehoz stabilitu predpokladame:

92l
v = (o)

Z postupu odvozeni (2.12) zndme jeho fundamentalni matici, totiz
Y@ (1) = (P(t) - exp(Lt))® = PA)(t) - (exp(Lt))®) = PP)(¢) - exp(LP1),

vyuzivaje vlastnosti slozenych matic (2.10) a (2.12).

Stejnym zduvodnénim jako v prvni ¢asti dukazu, i zde lezi piipadnd stabilita na bedrech
konstantni matice, tentokrate L2, Diky 0 (mod 27i/w) € (L) a tvaru spektra aditivni slozené
matice (2.11) vime, ze vSech n — 1 zbyvajicich vlastnich ¢isel L se vyskytuje rovnéz ve spektru
L2, Protoze z predpokladu véty plati V() (t) — 0 pro t — oo, musi mit vSechna vlastni ¢isla
LI zapornou redlnou édst, odkud jest platnost véty zastiténa tvrzenim Véty 1.2. |

IIT Véta o SEIR modelu

SEIR model, ktery zde po celou dobu studujeme, zachovdva neménné pocetnou populaci.
Proto je velikost libovolné ptrihradky jednoduse vyjadritelnd pomoci zbylych, ¢ehoz jsme uzili
kupiikladu pfi analyze stability trividlniho ekvilibria redukci soustavy na pouhé 3 rovnice.
Nyni provedeme totéz, avsak narozdil od zminéného prikladu, kde jsme vypustili vyraz pro
susceptibilni pfihradku S, zde budeme ignorovat uzdravené R. Zkoumany systém je tvaru

S'= — XIS+ p— puS
E = MPST— (e + p)E
I'=¢E— (v+wl, (2.14)
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s definiénim oborem v podobé simplexu
Ir={(S,EIecR:S>0,E>0I>0,S+E+1<1}.

Také nenechme sejit z mysli hodnoty parametru, pro néz stabilitu rozebirdame:

A
0<p<l V (p=1Ao>1), kde o=— " (2.15)

(v +wu)(e+p)
Pro dikaz véty po niz nese tato C¢dst ndzev se ukaze byt velmi uziteénym nésledujici ele-
mentarni lemma:

Lemma II1.1. Za podminek (2.15) je jedinou w-limitni mnoZinou systému (2.14) obsazenou
v OI' bod trividlniho ekvilibria (S, E,I) = (1,0,0).

Diikaz. Reseni (2.14) jsou na vnitiku stén I' odpuzovéna smérem dovnitt I': tam, kde je jedna
soufadnice nulova, to vyplyva z faktu, ze kdykoli je pravé jedna z veli¢in S, E, I rovné nule,
jeji derivace je kladnd. Pro trojihelnik, na némz S + E + I = 1 (véetné okraju kromé bodu
(1,0,0)), staéi poscitat rovnice z (2.14) pro zjisténi klesavosti kvantity S + E + I. Zbyvaji
tedy samotné ¢asti os: na E a I bez bodu (0,0,0) zbylé dvé proménné vzdy vzrustaji a pro
osu S plati 8" = pu(1 —S5), tedy S — 1 pro t — co. Bod (1,0,0) je proto w-limitni mnozina
obsazena v OI'. Nicméné, zadny bod zevniti I' nemtze mit ve své w-limitn{ mnoziné bod lezici
na ose S zasluhou invariance w-limitnich mnozin. V piipadné w-limitni mnoziné by pak totiz
lezel i bod trividlniho ekvilibria (1,0, 0). To vzhledem k diskusi o jeho nestabilité (s. 13) nenf
mozné. |

Kromé tematického Lemmatu III.1 se neobejdeme bez dvou konkrétnich znalosti z matema-
tické analyzy:

Lemma II1.2. Bud f € C([a,b] — R), spliujici D4 f(t) <0, Yt € [a,b). Pak f(b) < f(a).

Diikaz. Definujme mnozinu

M :={t € [a,b] : f(t) < f(a)}

a jeji supremum
xo:= sup M € la,b].

Ze spojitosti f plyne f(x¢) < f(a). Predpoklddejme na chvili 29 < b. Vime D, f(z¢) < 0, a
proto pro dosti malé § > 0 plati f(xg+ d) < f(xo) < f(a). Tudiz o + § € M, coz je spor a
o = b. |

Lemma IIL.3. Budte f € C([0,00) = R) a g:[0,00) — R takové, Ze pro v§echna t € (0, 00)

t
platt f(t) > 0, Dy f(t) < g(t)- f(t) a mtegml/ g(u)du je konecny pro kazdé 0 < s < t.
Potom pro vsechna 0 < s <t jest

f(t) < f(s) -exp (/tg )
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Dukaz. Zvolme libovolné pevné s > 0 a t > s. Déale definujme funkei
X
@ (x) = / g(u)du+dz, w84, 5> 0
S

Nejprve se vénujme piipadu f(x) # 0 viude v [s, t]. Z podminky na pravostrannou derivaci f
dostdvame pro vSechna z € [s, t]:

Dy In f(z) < g(x) < DG (),

Di(Inf - G)(z) <0,
odkud uzitim Lemmatu IT1.2 plyne

In f(t) — G°(t) <In f(s) — G°(s) = In f(s),

F(8) < (s) - exp ( / t g(:r)dx) - exp(6t),

pro kazdé § > 0. Limitnim pfechodem § — 0 je tvrzeni dokazéno pro f(x) # 0 vSude v [s,t].
Pokud existuje zg € [s,t] takové, ze f(xo) = 0, ukdzeme f(x) = 0 Va € [zg,t]. Pak je
tvrzeni opét v platnosti: [s,t] 1ze diky spojitosti f zapsat jako

59Uyt s<y<t:f@),, >0 A f@)],,=0.

Na [s,y) plati tvrzeni dle jiz dokdzaného, na [y, t] pak plati trividlné z nezdpornosti f.
Diikaz ved me sporem: necht existuje x1 € (xo,t|, f(z1) > 0. Ze spojitosti f navic muzeme
bod x; volit tak, aby mnozina {z € (zg,z1) : f(z) > 0} byla souvisld. Definujme

Tmin := Inf {z € [xo,21) : f(z) > 0}.

Opét zasluhou spojitosti je f(Zmin) = 0. Z vlastnosti infima existuje posloupnost {y,}22,; C
{z € [xg,21) : f(x) >0} : yp — Tmin Pro n — co. Vezmeéme e > 0 libovolné a ozna¢me

[ a0 dtj |

coz je konecnd hodnota z predpokladu lemmatu. Naposledy ze spojitosti f existuje m € N
tak, ze Vn > m : 0 < f(y,) < €-exp(—c). Nebot f > 0 na [ym, z1], uzitim jiz dokdzaného jest

c:= sup
z€(xo,21)

f(x1) < f(ym) - exp(c) < e.

Z libovolné volby € > 0 dostdvame f(x1) = 0, tedy spor. [ |
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Timto jsou pfipraveny vSechny prostiedky pro vyfcéeni fundamentédlniho tvrzeni:

Véta II1.4 (o SEIR modelu). Ezistuje-li nekonstantni periodické teseni systému (2.14), je
jeho trajektorie asymptoticky orbitdlné stabilni s asymptotickou fdzi.

Diikaz. Oznacme si vektor (S, E,I) jako z a pravou stranu soustavy (2.14) jako f(x), ¢imz
obdrzime systém ' = f(z). Je-li (S(t), E(t),I(t)) jeho netrividlni periodické Feseni (coz v
prubéhu celého dukazu budeme piedpokladat!), pak z Véty I11.3 ndm pro ukazéni tvrzeni staci
overit asymptotickou stabilitu systému

o fe
Yy = O (S(t)7E(t)7I(t))y7 (216)
a to také provedeme. Zacnéme vypoctem Jacobiho matice %, tj. zlinearizujme soustavu (2.14):
of —AgIPSt — 0 —ApIP~159
—(S,E,I) = AgIPSa—1 —(e+p) ApIP71se |. (2.17)
Ox
0 £ —(v+w

Pro kalkulaci %f] uzijme Piiklad I1.2 (s. 18) z ¢asti o slozenych maticich. Ziskdvame tak
konkrétni tvar systému (2.16):

X' —(AqIPSI™t e+ 2u) ApIP~154 A\pIP~184 X
Y'| = € —(AqIPST™ + vy +2p) 0 | Y
A 0 AgIPSa—1 —(e+7v+2p) Z

Nasim tkolem je ukazat jeho asymptotickou stabilitu. Za tim tcelem si definujme nasledujici
funkci:

Y
*

V(X,Y,Z,8,E, 1) := H <X,Y?,Z]f)

kde ||-||, je norma v R? zadan jako
(X, Y, Z)|, = sup {|X], Y|+ |Z]} .

Trajektorie v periodického feseni (S(t), E(t), I(t)) zustava podle Lemmatu III.1 po celou dobu
v nenulové vzdalenosti od stén simplexu I', procez existuji konstanty cq,co > 0, splnujici

a (X, Y, 2), <V(X,Y, 2,5, E,I) < e | (X, Y, Z)], (2.18)

pro véechna (X,Y, Z) € R3 (S, E,I) = (S(t), E(t),I(t)) € .
Necht (X (t),Y (t), Z(t)) je nyni fesenim soustavy (2.16). Podle né;j si také V zaved'me jako
funkci proménné ¢ > 0:
(1)

V(t) = VX(0), Y(£), Z(). S(), B(t), I()) = max {\X<t>| v+ \Z<t>|>} |
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Odhad (2.18) jinymi slovy tvrdi, ze V (t) je spojitd a
V(t)—0,t -0 <= (X(t),Y(t),Z(t)) — 0,t — oo,

¢ili asymptotickd stabilita systému (2.16) je ekvivalentni konvergenci V (¢) k nule pro ¢as jdouct
do nekoneéna. Tuto charakterizujici podminku koneéné dokdzeme bez dal§itho pfenaSeni na
jiny rovnocenny problém.

Absolutni hodnota diferencovatelné funkce f je sama jednostranné diferencovatelna (viz
Apendix, s. 33, uzito na |f(x)| = max{f(x),—f(x)}). Odtud plyne jednostranna diferenco-
vatelnost V' a odhad jeji pravostranné derivace (viz tentyz bod v Apendixu), kterou budeme
znacit Dy :

D,V (o) < max{ D, X1 Dy | T (v )]+ 120D }. (2.19)

Uzitim konkrétniho tvaru soustavy (2.16) dostavdame

Dy X (0] < —(AaI”S7™" 4+ 2+ 20) [X(8)] + MpIP~ S9(Y (5] + | Z (1))

= —Oarst ek 2 X1+ 25 | TAv o)+ 2]
< (—)\qIPSql —e—2u+ AI;Sq> V), (2.20)

=: q1(t)
a také

DY (1) < elX (1) = AgIPST 4+ 2p) [Y (1)),
Dy |Z6)] < AqIPSTHY ()] = (e + v+ 2p) | Z(1)]

coz implikuje

Dy |7 vl +1z0D| = (5 - 7) T YOI+ 120D + FD0v ()] + |20

E 1)1
< SFxol+ (G - 7 -1- ) F0rol+1Z0)
< (ZE + g - III - - 2u> V(). (2.21)
=: g2(1)

Z ivahy vedouci k (2.18) vyplyva spojitost funkef g1 2(¢). Diky tomu, vztahu (2.19) a odhadtim
(2.20) a (2.21) ziskdvdme rozhodujici nerovnost

DL V(1) < max{gi(t), g2(8)} - V1), (2.22)
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Déle, nebot E a I jsou na vy omezeny konstantou vétsi nez nula, smime jimi vydélit druhou,
resp. tfeti rovnici soustavy (2.14) pro obdrzeni vztahu

AIPST B ey
E - E € M?
eE I o
I - I ry /*’Lv
které umoznuji pfepsat deklarace funkei g1 2(t) jako
E' E'
— —NgJPST L 2 < 2
gi(t) = =AgI"ST 4 —p < o -,
El
g2(t) = 7

Oznac¢ime-li nyni nejkratsi délku periody feseni (S(t), E(t),1(t)) jako w, obdrzime integraci
max{gi(t),g2(t)} od 0 do w:

w
/ max{g1(t), ga(D)} dt < [In E()] — oo = —pw < 0. (2.23)
0
Nakonec aplikaci Lemmatu II1.3 a odhadu (2.22) a (2.23) ziskdvdme:
V(t+nw) <V(t) e " Vt € [0,00), n € N,
odkud diky nabyvani maxima spojité funkce na kompaktu

max  V(t) < max V(t) e " Vn e N.
te[nw,(n+1)w] te[0,w]
To samoziejmé znamend V(t) — 0 pro t — oo, coz je ekvivalentni asymptotické stabilité
soustavy (2.16), jez dale implikuje orbitalni stabilitu s asymptotickou faz{ systému (2.14). W

IV  Soutézivé systémy a zavrSeni

Posledni ingredienci potiebnou pro dukaz globélni stability endemického ekvilibria je pojem
soutézivych systémii.

Definice IV.1. Bud Q C R” oteviend mnozina a f € C'(Q — R"). Rekneme, Ze autonomn{
systém (2.9) je soutézivy v €, exisuje-li diagnonédlni matice H € R™*", jejimiz diagonalnimi
prvky jsou pouze ¢isla £1 a matice H %H m4 nekladné vSechny prvky mimo hlavni diagonélu
pro kazdé x € ().

Piiklad IV.2. Definice sama nedavéa ani navod, jak matici H najit, ani motivaci, jak si
soutézivy systém piedstavit. Proto se na jednoduchém ptikladu podivame, odkud je nazev
odvozen. Mé&jme zadanu soustavu tif linedrnich rovnic v R3:

/

= 2z—y—3z

/

Yy =-2x+y

/

Z'= =3 —2y+ z. (2.24)
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Budeme-li na chvili uvazovat pouze x,y,z > 0, mohli bychom o tomto systému mirné ne-
matematicky fici, ze jednotlivé funkce spolu bojuji nebo si alespon vzajemné nepomédhaji
v rustu. Kazdy zde buji sém za sebe a tedy pojem soutézivosti je velmi ndzorny. Volbou
H = diag(1,1,1) obdrzime soutézivost z piedeslé definice v R3,

Nakonec jesté zminnme analogicky pojem kooperativnich systémad. Jejich definice se takika
shoduje se systémy soutézivymi, jen nediagonalni prvky matice H %H musi byti nezdporné. &

Diilezitou vlastnosti soutézivych systémii v R? je tzv. Poincaré-Bendizsonova vlastnost.
Tento fakt formulujeme jako vétu, kterou vsak nebudeme dokazovat. Na viné je skutecnost,
ze méla-li byt dokazovdna od zékladu, vystacila by na samostatnou praci. Pokud ovsem
Ctendre soutézivé systémy zaujaly, muze dukaz nalézt v ¢lanku [13, s. 1229], pficemz bude
pravdépodobné navic potiebovat znalosti z [14].

Véta IV.3. Bud Q C R? oteviend, konvexni mnozina. Predpoklddejme, Ze autonomnd systém
(2.9) je soutézivy v Q a ¥ je jeho neprdazdnd, kompaktni w-limitnd mnoZina. Pokud ¥ neob-
sahuje staciondrni body, je periodickou trajektorii.

Zminka o soutézivych systémech neslouzi pouhému zpestieni. Vynasobenim Jacobiho ma-
tice (2.17) z obou stran matici H = diag(—1, 1, —1) totiz ziskdme:

—AqIPST1 — 0 —A\pIP~1g4
of -1 -1
H-—(S,E,I)-H= —AqIPS4 —(e+p) —ApIP=1S7],
ox
0 —€ —(v+mp)

a tedy systém (2.14) je soutézivy v simplexu I'. Tento objev spole¢né s Vétou IV.3 ndm umozni
dikaz nésledujiciho tvrzeni:

Véta IV.4. Kazdd kompaktni w-limitni mnoZina ¥ systému (2.14) leZici uvniti T je bud’
periodickou trajektorii, nebo endemickym ekuvilibriem.

Diikaz. Oznaéme bod endemického ekvilibria P. Predpokladejme, ze ¥ neobsahuje P. Pak
¥ neobsahuje z jednozna¢nosti endemického ekvilibria zadny staciondrni bod (trividlni sta-
ciondrni bod nelezi v ¥). Podle Véty IV.3 je ¥ periodickd trajektorie. Necht tedy naopak
P € ¥. Nebof v piedchozich ¢dstech byla ovéiena lokalni asymptotickd stabilita P, existuje
uvnitf I' jeho oteviené okoli U tak, ze VN U = P. Odtud nutné ¥ = {P}, protoze viechna
feSeni, jez se jednou ocitnou v U, se limitné bliz{ jedinému bodu, a to P. |

Timto nastava chvile, kdy vladneme vSemi znalostmi potfebnymi k dukazu globalni stability
endemického ekvilibria. Pro svou zdvaznost vysledek uvedme ve formé véty:

Véta o globédlni stabilité endemického ekvilibria. Endemické ekvilibrium P systému
(2.14) p7i hodnotdch parametri (2.15) je asymptoticky stabilni na vnitiku simplexu T.

Diikaz. Oznacme II oblast stability bodu P. Z davodu lokdlni asymptotické stability sta-
cionarntho bodu P je II relativné oteviena mnozina vzhledem k I' a navic iplné invariantni.
Chceme dokazat IT = int T, éehoz dosdhneme sporem: necht II C int T'. Potom OIINint T' # (.
Tento prunik nazvéme A.
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Resici operdtor Ay(S, E, I) autonomniho systému (2.14) je na tiplné invariantni IT homeo-
morfismem (spojitd inverze A_;(S, E, I)). Nebof je také spojity na celém T, lehce ziskdvdme

A =TT = A CIT = AA)CT,

pro vSechny ¢asy t. V prvni implikaci bylo uzito elementarni vlastnosti spojitych funkci, o
jejiz korektnosti se ¢tendl muze presvédcit v Apendixu, s. 34. Protoze cely simplex I', a tedy
také I' \ II, je pozitivné invariantni, obdrzime analogickou inkluzi

A(TN\II) cT\II = Ay(A)CI\II,
pro kazdy ¢as t > 0. Celkové vzato méme skrze I N (T'\ IT) = A pozitivn{ invarianci A:
A(A) C A, VE>0.

Mnozina A proto obsahuje neprazdnou kompaktni w-limitni mnozinu ¢, kterd musf lezet v
int ' disledkem Lemmatu I11.1 a diskuse o stabilité trividlntho ekvilibria (s. 13). Navic P ¢ A,
procez ¢ neobsahuje zadné stacionarni body. Podle Véty IV.4 je ( periodickou trajektorii a
déale z Véty II1.4 dokonce orbitalné asymptoticky stabilni. Tim vSak dochazime ke sporu,
nebot ¢ je w-limitni mnoZinou jisté své oteviené nadmnoziny, jez ma nevyhnutelné neprizdny
prunik s II. |

V kombinaci s dukazem Lemmatu II1.3 se nakonec dovidame, ze kazdé feSeni o pocatecni
podmince v I' (kromé osy S) se asymptoticky blizi stavu s pevnym podilem nakazené popu-
lace. Pov§imnéme si vylouc¢eni moznosti persistentnich fluktuaci, tedy rtznych vice ¢i méné
periodickych vln onemocnéni nasledovanych chvilkovym zklidnénim a podobné.

Nami uvedeny vysledek je mozno déle zobecnit. Teprve neddvno byl publikovan ¢lanek
[15], kde je dokdzdna globdlni stabilita endemického ekvilibria pro rychlost sifeni ndkazy ve
tvaru sou¢inu obecnéjsich funkci proménnych S a I. Pozoruhodné i tehdy jsou zavéry nezavislé
na poctu susceptibilnich jedincu, ¢ehoz my jsme byli svédky takika absolutni nevazanosti na
parametru ¢ ¢lenu AIPS9.
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Kapitola 3

Mozné cesty pro zobecnéni
zakladnich modelu

Nami studovany model nespocet podstatnych informaci zcela zanedbal (stochastické mecha-
nismy pro malé velikosti prihradek), s jinymi pro zménu nakladal ve velmi zjednodusené formé
(exponencidlni rozdéleni délky nemoci). Ani motivacni systém na konci prvni kapitoly nebyl
v téchto ohledech o mnoho lepsi. Podivejme se proto, kudy povede nase cesta, pokud bychom
si prali vérnéjsi pripodobnéni redlnému svétu.

Prvni vylepSeni spoc¢ivd ve zvétSeni poctu piihrddek. U masivnich epidemii lze kupfi-
kladu predpokladat, ze budou podniknuty kroky k oddéleni podezielych jedincu od zbytku
populace prostiednictvim karantény (piihradka @), u najisto nakazenych pak skrze umisténi
do izolace (pfihradka J). Ve vysledném modelu budeme samoziejmé brat v potaz nedokonalost
separace. Netfeba dodavat, ze takto zplozeny Sestidimenzionalni systém SEQIJR uz nebude
pravé piatelsky ve smyslu analyzovatelnosti.

U rtznych chorob se zpusoby pienosu mohou znaéné lisit. Doposud uvedené modely by
napiiklad nebyly aplikovatelné na epidemie maldrie. Duvodem je nezbytnost pfenaSece, v
tomto pifpadé komara. Clovék se stane nakazenym po jeho kousnuti a na druhou stranu,
komar onemocni po pozieni krve nakazeného ¢lovéka. Model dynamiky malarie berouci toto
v tvahu byl poprvé ustanoven britsko-indickym lékafem Sirem Ronaldem Rossem, ktery za
néj roku 1902 obdrzel Nobelovu cenu.

Podobné chovéani vykazuji i pohlavné pfenosné choroby. Zde namisto zavedeni koméru
upfednostnime rozdéleni celé populace na muze a Zeny, pfiCemz nemoc je zpravidla preda-
véana mezi jedinci ruznych piihradek. Dale, u venerickych chorob neni smysluplné piedpo-
kladat pocet kontaktt imeérny velikosti populace. Redlnéjsi by bylo uvazovat konstantni pocet
setkdni za jednotku casu. Navic pfenos nemuze probéhnout mezi libovolnymi dvéma jedinci,
je napfiklad nutno pfihlédnout k ruznym stupnium , aktivity” v odlinych skupinach obyvatel-
stva. Proto je pfed samotnou postulaci modelu zdhodno provést zevrubny sociologicky rozbor
celé populace, jehoz vysledky by mély byt do modelu implementovany.

Po celou dobu naseho rozpravéni jsme lpéli na exponencidlnim rozdéleni délek onemocnéni.
Tento zpusob v8ak neni pro svou jednoduchost pfilis blizky skute¢nému priubéhu vétsiny cho-
rob, uz kvili moznosti nekoneéné dlouze trvajici nemoci. Redlnéjsi by bylo operovat s one-
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mocnénim pevné délky. Tiebaze prvni pohled napovidd jinak, situace se vibec nezjednodusi.
Ba pravé naopak, nebot velikosti pfihrddek budou zavislé na velikosti jinych v jistém bodé v
minulosti, obdrzime celkové systém diferencné-diferencialnich rovnic, jehoz analyza je sama
o0 sobé vyzvou. Situaci muzeme dovést jesté dédle a zavést funkci P(s), vyjadiujici podil in-
fekénich jedincu nakazenych s jednotek v minulosti, ktefi jsou stéle nazivu a nakazlivi. Ziejmé
pti exponencidlnim rozdéleni jest P(s) = e~ "* pro néjaké xk > 0, zatimco u nemoci konstantn{
délky méame P(s) = 1pros € [0,T], P(s) =0pros > T, kde T je ona délka doby onemocnéni.

Pro néktera dlouhotrvajici infekéni onemocnéni funguje rozdilnd mira nakazlivosti v zévi-
slosti na dobé uplynulé od vlastniho nakazeni, tzv. vek infekce. Zainym piikladem budiz
HIV/AIDS, kde infektivita HIV-pozitivnich jedincu je velmi vysokd po kratkou dobu na
pocatku infekce, pak i nékolik let razantné snizena a nakonec opét vysoka pred propuknutim
plné rozvinutého AIDS. Modely berouci tento jev v tivahu jsou v literatuie znamy pod po-
jmem age of infection models. Vedou k soustavé integro-diferencidlnich rovnic, jez diky své
komplikovanosti stéle nabizeji fadu otevienych problému k vyfeSeni.

Velky prohiesek, jehoz jsme se dopustili, je pfedpoklad homogenniho promichavani oby-
vatelstva. To nam umoznuje k simulaci uzivat diferencidlni rovnice, avSak pro maly pocet
infekénich jedincu na zacatku epidemie se jedna o domnénku bez jakéhokoli ospravedlnéni.
Je markantni rozdil, jestli jediny infekéni ¢lovék je studentem v tstavu, kde se denné misi
stovky lidi, anebo spravcem majaku s potencidlem nakazit nanejvyse zbloudilé racky. Pro
nami uvedené modely jsou obé situace totozné. Spasny kli¢ spociva v zabudovani vlivu ndhody
ve formé stochastickijch modelu. Protoze v8ak stejnorodé promichavani je rozummnou apro-
ximaci pro vétsi pocty lidi v kazdé prihradce, muzeme oba principy spojit do stochasticko-
deterministickijch modeli. Zde aplikujeme vliv ndhody pro zacatek epidemie s hrstkou nakazli-
vych a pii prekroceni jistého poétu nemocnych prepneme na deterministicky nahled v podobé
systému diferencidlnich rovnic.
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Apendix

La-Salleho princip invariance. Bud Q C R" oteviend mnozina a f € CY(Q — R").
UvazZujme autonomni systém

¥ = f(x).

Necht existuje zdola omezend funkce V€ C*(Q — R) a éislo | € R takové, Ze mnoZina
QY={zecQ:V(z)<l}

je omezend a navic V(z) <0 Yz € Q. Oznac¢me A(z) Fesici operdtor daného systému a

S:={xeQ:V(x)=0}
M:={xeS:\(x) €S Vt e R}.

Potom w-limitni mnozina w(z) kazdého bodu x € Q lezi v M, tj. x(t) — M, t — co.

Pozndamka: Pravé uvedend véta je optimalizovanou verzi znéni uvedeného v [18]. Puvodné se
u funkce V' pocita s pozitivni definitnosti, kteryzto fakt ovSéem neni v dukazu nijak vyuzit.
Ospravedlnéni zde predlozené véty by v hrubych bodech vypadalo nasledovné: volme x € €;
ay € w(x). O je pozitivné invariantni z nekladnosti V(z(t)). V (2(t)) je nerostouci v t a zdola
omezend, proto existuje lim; .o, V' (2(t)) = ¢ € R. Déle se ukaze V = ¢ na w(z) a z invariance
w-limitnich mnozin V = 0 na A(y) V¢ € R. Odtud Ag(y) C S, neboli y € M.

Dodatky k matici B. Nejprve ovéiime platnost uvedeného tvaru. Za¢néme linearizaci
systému (2.8), pficemz v zapisu uzivejme S namisto (1 — E — I — R):

—gAIPSI™Y — (e 4 p) pAIP~1S9 — gAIPSI—1  —gAIPSI!
B = £ —(v+w 0
0 g —p

Potfebujeme ukézat
gA\PSI! = px, NPT187 = 3.

S vyuzitim vztahu (2.3), (2.7) a definice (2.6) dostavame:
gMPST™t = g\IP(1 — E — T — R)47!

:q)\[w 1_I>q(1_E_[_R)q1

EA T
(v + 1) (e + ) ™!
e ()
_ Y _
= ﬁTqW = QT
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MPTLIST = \[P7Y(1 - E - T - R)?

:)\W (1—{() (1—E—I-R)=g.

Odtud tedy opravdu

—(pr+e+p) Pp—pr —px
B = 2 —(y+mp) 0
0 g —p

Hodnotu det(B) vypocteme rozvojem B podle prvniho sloupce.

det(B) = —(ux + &+ p)u(y + p) — € [u(pz — Bp) + yux]
= —p(y+p)(pz +e+p) — plepr — (e + p) (v + p)p] — eypx
= —ple + p) (v + p) + ple + p) (v + pp — ple + p) (v + p)o
=ple+p)(y+u)(p—1-mx).

Jako posledni vySetfeme znaménka koeficienti go 1,2 funkce
H(z) = go(ux)? + g1 () + go,

vime-li zaroven

H(z) = (Tt B) - M + det(B),

kde
M = —(v+2p)(pr + e+ p) — p(y + p) +(Bp — pa).

K analyze uzijeme hrubé sily. Prvné si pfepisme H(x) do tvaru bez Tr B a det(B):

H(x) = Bu+v+e+px)[(v+2p)(pz + e+ p) + p(y + p) — e(Bp — px)]
+ pe +p)(y + p)(1 —p+ ).

Odsud pozorujeme, ze pii p < 1:

g =7+2u+¢e>0,

g =0But+y+e)y+2ute)+(y+2u)(e+p) +uly+pn) —ebp+(e+p)(v+p)
=Buty+e)(y+2u+e)+ (v+2u)(e+p) +pty+ )+ (e+ )y +m)d—p) >0,

9o = Bu+y+e)[(v+2u)(e + p) + puly + p) —ebpl + pe + p) (v + p)(1 - p)
= @Bu+y+e)lule+y+2u) + (v+p)(e+ )1 —p)] + ple+ p)(y+p)(1—p) >0.
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Floquetova véta, [12, s. 76]. Bud J interval obsahujici nulu. Uvazujme linedrni systém
a'(t) = A(t)z(t),

teJaAeC(J— R"™) je navic w-periodickd pro jisté w > 0. Pak fundamentdlni matice
Y (t) tohoto systému pri pocatecnim casu to = 0 md tvar

Y (t) = P(t) - exp(Lt),
kde P(t) je w-periodickd, P(0) =1 a L je matice konstantni.

Lemma o jednostranné diferencovatelnosti. Necht redlné funkce f a g jsou pravostranné
diferencovatelné na intervalu I. Pak funkce

H(z) = max{f(z),g(x)}, ze€l,
je také pravostranné diferencovatelnd a plati
D, H(z) <max{D;f(z),Dig(x)}, Vxel.
Poznamka: Analogicky tvrzeni samoziejmé plati pri levostranné diferencovatelnosti f a g.

Dikaz. Volme z € I. Pokud f(x) # g(z), bez Gjmy na obecnosti piedpokladdejme f(z) > g(x).
Ze spojitosti funkei f, g existuje hg > 0 takové, ze f > g na (z,x + hp). Za takové situace
D H(x) =Dy f(x) <max{D; f(x), Dyg(x)} a véta plati.

Necht naopak f(x) = g(x). Zde ukdzeme dokonce Dy H(z) = max{Dy f(z), Dyg(z)}.
Pocitejme D4 H(x) z definice:

max{ f(z + h), g(x + h)} — max{f(x),g(x)}

D—l—H(ZU) - hlirg+ h

— lim max{f(z +h),g(z + h)} — f(z)
h—04+ h

~ lim max{f(z+h) — f(x),g9(x + h) — f(z)}
h—04+ h

~ lim max{f(z+h) — f(x),g(x + h) — g(z)}
h—04+ h

= 1 flx+h)— f(z) gle+h)—g(x)

N h1i>r(l)l+ max { n ; Y } .

Nyni méme na vybér ze 2 moznosti: zaprvé muze existovat hy > 0 takové, ze bud f(z + h) >
g(x+h), nebo f(z+h) < g(x+h) pro véechna h € (0, hg). Potom v posledni rovnosti muzeme
limitu vlozit dovnitt slozenych zavorek a tvrzeni plati.

Druhou alternativou je, ze existuje klesajici posloupnost {¢,} C (0, hg) s limitou 0 takova,
ze f(x+con) = g(x+con) a f(z+con—1) # g(x+can—1) pro kazdé n € N. Zde budeme hotovi,
podaii-li se ukézat rovnost D4 f(x) = Dyg(z). Pak totiz posledni limita existuje, je ji prave
hodnota D4 f(z) = Dig(z) a tvrzeni plati.

33



Z existence D, f(x) a D4 g(x) ovsem plyne:

Dy f(z) = lim [+ con) — f(2) — lim g(x + capn) — g(x)

n—oo Con n—00 Con

= Dyg(x).

Lemma o obrazu uzavéru. Bfud’te XY metrické prostory, AC X, BCY, f: X =Y
spojitd. Pokud f(A) C B, pak f(A) C B.

Diikaz. Vezméme libovolny bod x € A. Z definice uzavéru existuje posloupnost {z,} C A
s limitou x (pfipoustime i moznost konstantni posloupnosti). Nebot f je spojitd, plyne z
Heineho podminky

f(zy) — f(x) = f(A)cCB.
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