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Josef Žabenský
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Supervisor’s e-mail address: Dalibor.Prazak@mff.cuni.cz

Abstract: This work is devoted to studying of compartmental models in epidemology. Our
primary aim is to qualitatively analyse those with nonlinear incidence rates λIpSq, since such
models exhibit an extraordinary behavior compared to ones with the bilinear incidence rate
λIS. The reader will first be introduced to knowledge of the primordial SIR model and by
means of an incremental implementation of new conditions, a SEIR model taking into account
demographic effects and nonlinear incidence rate λIpSq will be deduced. A proof of local and
global stability of its endemic equilibrium will follow thereafter, the latter using a criterion
for the orbital stability of periodic orbits related to higher-dimensional nonlinear autonomous
systems, which likewise will be proved.

Keywords: Compartmental models, Nonlinear incidence rate, Stability of equilibria

4



Prolog

Tak jako v jiných oblastech, i v epidemiologii muśı matematické modelováńı řešit dilema.
Zvoĺıme sṕı̌se jednodušš́ı model, o jehož chováńı můžeme leccos ř́ıci, nicméně množstv́ı aspekt̊u
zanedbává? Upřednostńıme raději komplexńı simulaci, která bude skutečnosti o kr̊uček bĺıže,
avšak vzhledem ke své nevyřešitelnosti bude v konečném d̊usledku fakticky bezcenná? Model
studovaný zde je velmi prostý a realitu jen stěž́ı připomı́naj́ıćı. Přesto se ukáže, že ačkoli
budeme zkoumat pouze jeho kvalitativńı znaky, tj. chováńı pro časy jdoućı do nekonečna,
analýza nebude zcela triviálńı a d̊ukazy některých vět si vyžádaj́ı jisté úsiĺı.

Předložená práce je rozdělena do tř́ı hlavńıch sekćı. Účelem prvńı je uvést čtenáře do pro-
blematiky přihrádkových model̊u a od nejjednodušš́ıho SIR modelu se propracovat k SEIR mo-
delu s nelineárńı rychlost́ı š́ı̌reńı nákazy a zahrnutými demografickými vlivy. Tento úsek čistě
motivačńıho charakteru je zde zařazen zejména z d̊uvodu upoutáńı pozornosti pro následuj́ıćı
kapitolu, věnovanou kvalitativńı analýze zmı́něného SEIR modelu.

Jej́ı začátek stráv́ıme nad diskuśı o existenci a d̊ukazu lokálńı asymptotické stability en-
demického i triviálńıho ekvilibria. Užité metody budou zahrnovat dobře známou linearizaci v
okoĺı stacionárńıch bod̊u, ljapunovské funkce nebo La-Salleho princip invariance.

Posláńım druhé části druhé kapitoly je dokázat i globálńı asymptotickou stabilitu. Ač na
prvńı pohled pouze kr̊uček od stability lokálńı, tento úsek tvoř́ı jádro celé práce. Začneme
definićı multiplikativńıch a od nich pak aditivńıch složených matic, abychom následně po-
moćı jejich vlastnost́ı, Floquetovy věty a jednoho z fundamentálńıch výsledk̊u teorie stability
ukázali souvislost asymptotické orbitálńı stability a aditivńıch složených matic. Toto tvrzeńı
společně s větou o asymptotické orbitálńı stabilitě nekonstantńıch periodických řešeńı studo-
vaného SEIR modelu nás nakonec dovede ke kýženému ćıli.

Kapitola 3 se tematicky navraćı ke kapitole prvńı a uvád́ı odlǐsné směry, jimiž se můžeme
ub́ırat, chceme-li postulovaný model dále zobecnit. At’ už detailněǰśım rozděleńım populace
pomoćı nových přihrádek, nebo zakomponováńım závislosti dynamiky modelu na minulosti.
Účelem tohoto opět v́ıceméně motivačńıho odd́ılu je zrekreováńı čtenáře po pr̊uchodu druhou
kapitolou.

Samostatnou část́ı je pak Apendix, na nějž je čtenář odkazován v pr̊uběhu textu. Obsahuje
zněńı dobře známých vět využ́ıvaných v některých d̊ukazech (např. La-Salleho princip inva-
riance či Floquetova věta). Mimoto v ńı čtenář může nalézt d̊ukazy některých elementárńıch
vlastnost́ı, které by svou odb́ıhavost́ı od hlavńıho tématu nevyhnutelně vyrušovaly, umı́stěny-li
v kmenovém textu.

Kapitoly 1 a 3 jsou velkým pod́ılem založeny na 1. kapitole knihy [1] a kapitolách 7.8 a
7.9 svazku [2]. Kapitola 2 bohatě využ́ıvá článk̊u [4, 7, 9]. Odkazy na zdroje vět z Apendixu
jsou uvedeny př́ımo u jejich zněńı.

Každý parametr značený malým řeckým ṕısmenem v této práci znamená kladné nenulové
reálné č́ıslo.
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Kapitola 1

Elementárńı modely

Člověk, jakožto tvor velice zvědavý, by si mohl klást otázku o užitečnosti matematického
aparátu v něčem tak komplexńım, jako je modelováńı epidemíı. Odpověd’ neńı jednoznačná:
na jedné straně z̊ustává nepř́ıjemnou pravdou, že sotva kdy budeme s to zakomponovat do mo-
delu všechny vlivy, které epidemii ve skutečném světě utvář́ı a jej́ı pr̊uběh ovlivňuj́ı. Mimoto,
přidáńım jediné podmı́nky nav́ıc můžeme analyzovatelnost modelu podstatně zt́ıžit, či do-
konce zcela znemožnit. Na straně druhé jsme i přesto zásluhou matematiky schopni přibližně
předpovědět pr̊uběh jistých chorob v populaci a rigorózně dokázat hypotézy, jež by na základě
pouhé statistické analýzy dat z̊ustaly jen otevřenými otázkami obestřenými tajemnem. K ta-
kovým patř́ı např́ıklad neočekáváné pozorováńı, dle něhož každá vlna nákazy, bez ohledu na
infekčnost či mortalitu, zanechává určitý zlomek populace zcela nezasažen. Matematické mo-
delováńı předevš́ım poskytuje vhled do dynamiky epidemie a na základě porozuměńı jej́ım
hnaćım motor̊um pak umožňuje navrhovat možné postupy pro jej́ı úspěšnou eliminaci.

Narozd́ıl od jiných, předevš́ım technických oblast́ı, nejsme při modelováńı epidemíı schopni
přesně určit, do jaké mı́ry námi formulovaný model odpov́ıdá realitě. Vińıkem této skutečnosti
je nemožnost ověřit si př́ıpadnou shodu pomoćı nějakého přesného měřeńı. Informace o pr̊uběhu
chorob jsou čistě statistického rázu a neuniknou velkému množstv́ı chyb, at’ už neevidenćı
všech nemocných nebo chybnou identifikaćı př́ıčiny smrti. Proto bývaj́ı výsledky záznamů
nevyhnutelně zkreslené. Dále, z etických d̊uvod̊u je zpravidla nemyslitelné zavádět choroby
do ”pokusných” populaćı pro vědecké účely. Taktéž je nepravděpodobné úspěšné naverbováńı
několika tiśıcovek dobrovolńık̊u, kteř́ı by se pro tentýž účel odevzdali do rukou vědy a v na-
prosté izolaci od okolńıho světa procházeli simulovanou epidemíı. Důsledkem tohoto faktu je
obt́ıžná posuzovatelnost reálnosti každé nově zkonstruované simulace nemoci. I této nesnázi
navzdory se za roky práce podařilo velmi přesně aproximovat výskyty některých chorob (např.
spalniček), včetně periodických propuknut́ı s měńıćı se intenzitou nebo závislosti na ročńım
obdob́ı.

Matematické modelováńı v epidemiologii se řad́ı k velmi mladým odvětv́ım matematiky.
Nebudeme-li brát v úvahu pouhé vytvářeńı rozličných soupis̊u o počtech nakažených či usmr-
cených určitou chorobou, skutečný základ byl položen až na přelomu 20. a 30. let minulého
stolet́ı britskými lékaři/matematiky A.G. McKendrickem a W.O. Kermackem. Ti v sérii 3
článk̊u zavedli to, co dnes známe pod pojmem přihrádkové modely (angl. ”compartmental
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models”). V nich je celá populace rozdělena do konečného počtu disjunktńıch přihrádek, je-
jichž velikost je považována za diferencovatelnou funkci času.

Tento předpoklad funguje dobře pro velké počty lid́ı, kdy lze diskrétńı chováńı modelu za-
nedbat. Je nicméně nereálný pro malé velikosti jednotlivých odd́ıl̊u, jako na počátku epidemie
s pouhou hrstkou infekčńıch jedinc̊u. Řešeńı této nesnáze přináš́ı např́ıklad zakomponováńı
vlivu náhody ve formě stochastických model̊u, k čemuž se však v této práci uchylovat ne-
budeme. Pro nás bude chováńı model̊u jednoznačně určeno jejich minulost́ı, jedná se tedy o
modely deterministické. Začněmě postulaćı toho nejjednodušš́ıho, co repertoár přihrádkových
model̊u nab́ıźı:

1.1 Základńı SIR model

V SIR modelu rozdělujeme populaci do 3 přihrádek, od nichž model nese sv̊uj název - anglicky
Susceptible, Infective a Recovered. Prvńı je určena zdravým jedinc̊um, kteř́ı se kontaktem s
infekčńımi obyvateli druhé přihrádky sami stávaj́ı nakaženými a tedy schopnými nákazu š́ı̌rit.
Nemoc netrvá věčně, a tak infekčńı osoby postupně přecházej́ı do posledńı přihrádky, j́ıž
obývaj́ı osoby po prodělané chorobě. Ta zde prop̊ujčuje trvalou imunitu proti reinfekci, pročež
uzdraveńı pacienti už nemohou posledńı přihrádku opustit. Abychom v českém jazyce vztah
mezi názvy udrželi, nazývejme prvńı přihrádku susceptibilńı (české slovo podle [3, s. 761]),
druhou infekčńı a třet́ı at’ slouž́ı lidem po rekonvalescenci. Označ́ıme-li ṕısmeny S, I, R
velikosti jednotlivých přihrádek, jakožto derivovatelných funkćı času, pak SIR model je určen
soustavou diferenciálńıch rovnic

S′ = − λIS
I ′ = λIS − γI
R′ = γI, (1.1)

tj. třemi podmı́nkami:

(a) Jedinec vykonává λN kontakt̊u postačuj́ıćıch k přenosu infekce za jednotku času.
N znač́ı celkovou velikost populace, N = S + I +R.

(b) Infekčńı osoby opuštěj́ı přihrádku I rychlost́ı γI za jednotku času.
(c) Systém je uzavřen, tj. nikdo neproud́ı dovnitř ani ven. Imigraci nebo emigraci jedinc̊u

tedy neuvažujeme, at’ už d̊usledkem smrti nebo stěhováńım lid́ı v prostoru.

Pravděpodobnost náhodného kontaktu se susceptibilńı osobou je S/N . I osob tedy dle (a)
nakaźı během časového okamžiku právě λINS/N = λIS lid́ı, což vysvětluje vztah S′ = −λIS.
Vcelku pochopitelně nazýváme člen λIS bilineárńı rychlost́ı š́ıřeńı nákazy (angl. ”bilinear
incidence rate”).

Bod (b) znamená proporcionálńı rychlost vyprazdňováńı přihrádky I v poměru k jej́ı
velikosti. To znač́ı předpoklad exponenciálńıho rozděleńı pravděpodobnosti P [x = t], že osoba
nakažená v určitém okamžiku z̊ustane nemocná i t časových jednotek později. Ze středńı
hodnoty exponenciálńıho rozděleńı dále plyne pr̊uměrná délka trváńı nemoci, totiž 1/γ.

Samotný předpoklad exponenciálńıho rozděleńı délky stonáńı je dalek skutečnosti. Mno-
hem reálněǰśı by bylo uvažovat kupř́ıkladu nákazu pevné doby trváńı, č́ımž ovšem povstane
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model se soustavou diferenciálně-diferenčńıch rovnic. V posledńı kapitole se o takovém modelu
zmı́ńıme jako o možném zobecněńı systémů zde uvedených.

Z podmı́nky (c) soud́ıme, že pr̊uběh epidemie je dostatečně rychlý na to, abychom si mohli
dovolit zanedbat demografické vlivy jako porodnost, úmrtnost či např́ıklad přistěhovalectv́ı
do zkoumané populace. Tento pohled může být reálný, zaj́ımá-li nás pr̊uběh pouze jedné
vlny epidemie. Dále, nemoc nepovažujeme za smrtelnou, což kombinováno s (c) implikuje
konstantńı velikost populace N = S + I + R. Proto z (1.1) můžeme vynechat vztah pro R′,
abychom źıskali soustavu dvou rovnic:

S′ = − λIS
I ′ = (λS − γ)I.

Přes svou jednoduchost neńı tento systém řešitelný explicitně. Provedeńım zběžné kvalitativńı
analýzy se však můžeme dovědět množstv́ı užitečných informaćı. Prvně si všimněme invariance
na [0,∞)× [0,∞): jakmile některá z proměnných S, I dosáhne nulové hodnoty, jej́ı derivace (a
tedy i velikost) z̊ustane navždy nulová. Systém se tedy chová biologicky ”rozumně”a neopust́ı
kladný kvadrant. Jedinými stacionárńımi body jsou [1, 0] a [0, 0]. Prvńı př́ıpad odpov́ıdá ab-
senci jakékoli nákazy, zat́ımco druhý znač́ı chorobu prodělanou celou populaćı. Za počátečńı
podmı́nky uvnitř kladného kvadrantu máme dále S′(t) < 0 pro všechna t a I ′(t) > 0 pouze
pro S(t) > γ/λ. Pokud tedy λS(0)/γ < 0, epidemie nehroźı a počet infekčńıch jedinc̊u už
od počátku klesá. Na druhé straně, je-li λS(0)/γ > 0, propuká epidemie a počet nakažených
osob vzr̊ustá, dokud S neklesne na hodnotu γ/λ. V tom okamžiku I zač́ıná klesat a epidemie
vyhaśıná.

Typicky lze aproximovat hodnotu S(0) jako N . Při takové situaci pak veličina

R0 =
λS(0)
γ

znač́ı množstv́ı sekundárńıch infekćı zp̊usobených jedńım infekčńım člověkem zasazeným do
zcela susceptibilńı populace - je nemocen pr̊uměrně 1/γ časových jednotek a za každou nakaźı
λS(0) lid́ı.R0 nazýváme základńım reprodukčńım č́ıslem (angl. ”basic reproduction number”).
Vyjadřuje jakési zlomové chováńı našeho modelu: je-li R0 < 1, pak nemoc nedokáže nahradit
své hostitele a epidemie se nemuśıme obávat. Jestliže všakR0 > 1, choroba vzkvétá a zpočátku
se populaćı š́ı̌ŕı exponenciálně, tzn. propuknut́ı epidemie.

1.2 Rozv́ıjeńı SIR modelu

U mnoha infekčńıch onemocněńı se setkáváme s tzv. latentńı fáźı, kdy pacient je sice nakažen,
leč neńı ještě schopen nákazu dále přenášet. Pro naše modelováńı to znamená přidat jednu
přihrádku nav́ıc. Abychom udrželi propojenost mezi názvem a vžitým ṕısmenem pro tuto
přihrádku, nazývejme jej́ı členy exponovanými (z angl. ”exposed period”). Tak jako u infek-
tivity v předešlém odstavci, i pro latentńı fázi předpokládejme exponenciálńı rozděleńı délky
jej́ıho trváńı se středńı hodnotou 1/ε. Dynamika pohybu jednotlivc̊u mezi přihrádkami je
velmi podobná SIR modelu, jediná odlǐsnost spoč́ıvá v návštěvě exponované přihrádky na
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samotném začátku nemoci. T́ımto povstává SEIR model, prvńı zobecněńı nejzákladněǰśıho
SIR modelu:

S′ = − λIS
E′ = λIS − εE
I ′ = εE − γI
R′ = γI. (1.2)

Pro dlouhodoběǰśı předpovědi bychom dále měli do modelu integrovat i demografické vlivy,
tj. porodnost a přirozenou úmrtnost. To z d̊uvodu př́ıpadného endemického výskytu nemoci
v určité oblasti, kdy choroba buj́ı neustále, však jen s proměnlivou intenzitou. Za této situace
se přesný model neobejde bez zahrnut́ı normálńı cirkulace lid́ı.

Pro naše účely velkoryse předpokládejme, že mı́ra porodnosti se rovná přirozené úmrtnosti
a délka života má opět exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1/µ. Všechny novorozence
nav́ıc považujme za susceptibilńı, zat́ımco smrt postihuje všechny přihrádky bez ohledu na
to, zda jsou jejich členové zdrav́ı či nikoli. Systém (1.2) tedy nabude do tvaru:

S′ = − λIS + µN − µS
E′ = λIS − εE − µE = λIS − (ε+ µ)E
I ′ = εE − γI − µI = εE − (γ + µ)I
R′ = γI − µR.

Sečteńım rovnic snadno ověř́ıme konstantńı velikost populace pro všechny časy. V takovém
př́ıpadě je přirozené považovat velikosti jednotlivých přihrádek sṕı̌se za zlomky celkové popu-
lace, raději než za absolutńı počet lidských jednotek. Jinými slovy:

N = S + E + I +R = 1, (S,E, I,R) ∈ [0, 1]4.

Posledńım kr̊učkem pro vybudováńı modelu k němuž po celou dobu směřujeme je zobecněńı
bilineárńı rychlosti š́ı̌reńı nákazy λIS na rychlost nelineárńı. Podle článku [6, s. 188] byla
zpočátku motivace pro takové konáńı sṕı̌se matematická, nežli biologická. Konkrétněji, modely
s nelineárńı rychlost́ı š́ı̌reńı nákazy (v této práci ve formě λIpSq) vykazuj́ı pestřeǰśı chováńı
oproti bilineárńımu př́ıpadu, čehož budeme svědky v analýze zaplňuj́ıćı celou př́ı̌st́ı kapitolu.
Na druhé straně, autoři [8, s. 271] podávaj́ı názorné osvětleńı ne nutně lineárńı závislosti na
počtu infekčńıch jedinc̊u, tj. činitele Ip: rychleǰśı úbytek ve velikosti S než lineárńı vzhledem
k I lze očekávat např́ıklad při vysokém pod́ılu nakažené populace. Dı́ky nasycenosti celé
populace infekčńımi jedinci je pak možnost kontaktu postačuj́ıćıho pro přenos infekce velmi
pravděpodobná. Protože I ∈ [0, 1], odpov́ıdá tato alternativa volbě 0 < p < 1. Opačně, je-li
infekčńı zlomek I ńızký nebo úspěšná nákaza vyžaduje vyšš́ı počet kontakt̊u, máme před sebou
menš́ı než lineárńı odezvu na počet nemocných, tj. p > 1.

Poznámka. Pozornému čtenáři pravdepodobně neušlo zrychlené budováńı našeho modelu do
výšky ve smyslu složitosti jednotlivých člen̊u, zat́ımco opomı́j́ıme zahrnout mnohé základńı
jevy, jako smrtelnost nemoci a jiné. Důvodem je směřováńı ke konkrétńımu modelu, který se

9



záhy ujmeme rozeb́ırat. Jako vykoupeńı uved’me pro zaj́ımavost mı́rně ověnčený SEIR model
(1.2), v němž vystupuj́ı faktor přežitelnosti nemoci τ , zeslabená infekčnost v exponované fázi
βE , porodnost závislá na celkové velikosti populace Γ(N) a přirozená úmrtnost µ. Význam
jednotlivých element̊u by již měl být zřejmý:

S′ = Γ(N)− λS(I + βEE)− µS
E′ = λS(I + βEE)− (ε+ µ)E
I ′ = εE − (γ + µ)I
R′ = τγI − µR.

N opět źıskáme jako součet jednotlivých přihrádek. Všimněme si, že se poprvé ocitáme v
situaci s ne nutně konstantńı velikost́ı populace. Zásluhu na tom nese smrtelnost nemoci a
obecně rozd́ılná mı́ra porodnosti a přirozené úmrtnosti. Dále, velmi názorná je zde hodnota
základńıho reprodukčńıho č́ısla R0, totiž

R0 =
λS(0)
γ + µ

· ε

ε+ µ
+ βE

λS(0)
ε+ µ

. (1.3)

Jeden nakažený jedinec stráv́ı pr̊uměrně 1/(ε+µ) časových jednotek v přihrádce E, poč́ıtáme-
li u něj s možnost́ı přirozené smrti. Jeho infektivita je tam nav́ıc sńıžena na βE . Podobně pro
pobyt v I, kde muśıme jěště uvažovat možnost předchoźıho skonu v E, redukuj́ıćı středńı čas
strávený v I skrze člen ε/(ε + µ). Pokaždé se nav́ıc stýká s λS(0) susceptibilńımi jedinci za
časový okamžik, odkud vyplývá celkový počet j́ım infikovaných lid́ı R0.
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Kapitola 2

Stabilita SEIR modelu s nelineárńı
rychlost́ı š́ı̌reńı nákazy

Zkoumáme model zadaný následuj́ıćım systémem diferenciálńıch rovnic:

S′ = − λIpSq + µ− µS
E′ = λIpSq − (ε+ µ)E
I ′ = εE − (γ + µ)I
R′ = γI − µR. (2.1)

Předpokládáme tedy shodnou mı́ru přirozené úmrtnosti a porodnosti µ. Nemoc samotná smr-
telná neńı. Důsledkem je konstantńı velikost populace, nebot’ jej́ı velikost je součtem velikost́ı
jednotlivých přihrádek. Matematicky tento fakt vyjádř́ıme jako

N = S + E + I +R = 1. (2.2)

Nakažeńı jedinci putuj́ı ze susceptibilńı přihrádky S do exponované E, potom do infekčńı I a
skonč́ı s trvalou imunitou proti reinfekci v R. Model je dobře definován, tj. žádná z proměnných
S, E, I,R nenabývá záporných hodnot při nezáporných počátečńıch podmı́nkách. Pro zd̊uvodněńı
tohoto faktu viz postup d̊ukazu Lemmatu III.1, s. 22.

V celé Kapitole 2 uvažujeme striktně 0 < q a 0 < p ≤ 1.

2.1 Existence stacionárńıch bod̊u

Než začneme analyzovat stabilitu ekvilibríı systému (2.1), přesvědčeme se prvně o jejich exis-
tenci. Zřejmým stacionárńım bodem je triviálńı stav I = E = R = 0, S = 1, odpov́ıdaj́ıćı
absenci jakékoli nákazy. Pro identifikaci netriviálńıch ekvilibríı si uvědomme, že z (2.1) a (2.2)
źıskáme nutné ekvilibriálńı podmı́nky

E =
γ + µ

ε
I, R =

γ

µ
I, (2.3)
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společně s

(ε+ µ)E = λIp(1− E − I −R)q = λIp
(

1− I
(
γ + µ

ε
+ 1 +

γ

µ

))q
. (2.4)

Dosazeńım vztahu pro E z (2.3) do levé strany (2.4) obdrž́ıme rovnici v jedné proměnné I:

(ε+ µ)
γ + µ

ε
I = λIp

(
1− I

(
γ + µ

ε
+ 1 +

γ

µ

))q
. (2.5)

Z (2.3) plyne nenulovost I v netriviálńıch stacionárńıch bodech (I = 0 ⇔ E = 0 ⇔ R = 0).
Proto v́ıme, že každé netriviálńı ekvilibrium je také tzv. endemickým. Endemické ekvilibrium
odpov́ıdá stavu, kdy v populaci choroba přetrvává s konstantńım počtem nakažených.

Rovnici (2.5) tedy smı́me vydělit I. Zavedeńım nových konstant σ a Υ splňuj́ıćıch

1
σ

=
(γ + µ)(ε+ µ)

ελ
,

1
Υ

=
γ + µ

ε
+ 1 +

γ

µ
=

(γ + µ)(ε+ µ)
εµ

, (2.6)

přepǐsme 2.5 do tvaru

1
σ

= Ip−1

(
1− I

Υ

)q
. (2.7)

Úvahou nyńı rozhodneme, kdy existuje řešeńı I ∈ (0,∆) rovnice (2.7) v závislosti na p ∈ (0, 1].
Pro názornost bud’ definována funkce

f(I) := Ip−1

(
1− I

Υ

)q
, I ∈ (0,Υ),

a diskutujme:

• Je-li 0 < p < 1, pak lim
I→0+

f(I) = +∞, lim
I→Υ−

f(I) = 0 a funkce f(I) je spojitá na (0,Υ).

Existuje tedy I ∈ (0,Υ) takové, že f(I) = 1/σ. Protože f(I) je na svém definičńım
oboru také diferencovatelná, lze si rutinńım výpočtem ověřit jej́ı monotonii na celém
(0,Υ) (je však nutno q > 0). T́ım je dokázána existence a jednoznačnost netriviálńıho
stacionárńıho bodu (2.1) pro 0 < p < 1.

• V př́ıpadě p = 1 muśıme brát zřetel na hodnotu σ: pro σ ≤ 1 bude na levé straně (2.7)
č́ıslo větš́ı než jedna, pročež zřejmě nebude existovat řešeńı pro žádné I ∈ (0,Υ). V
př́ıpadě σ > 1 dosáhneme naopak řešeńı, které je dokonce jednoznačné (lineárńı rovnice
(2.7)).

Nakonec krátké shrnut́ı: triviálńı ekvilibrium existuje vždy, endemické pak pouze pro
0 < p < 1, nebo (p = 1 ∧ σ > 1). Neńı bez zaj́ımavosti, že v podmı́nkách figuruje pouze
parametr p, přestože zadáńı systému (2.1) vzbuzuje dojem symetričnosti roĺı p a q. Dále je
dobré si uvědomit význam hodnoty σ pro situaci p = q = 1 (tedy při bilineárńı rychlosti š́ı̌reńı
nákazy). Ta podle (1.3) neznač́ı nic jiného nežli základńı reprodukčńı č́ıslo R0 klasického SEIR
modelu s demografickými vlivy, čili (2.1) s hodnotami parametr̊u p = q = 1.
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2.2 Stabilita triviálńıho ekvilibria

Z vlastnosti S+E+I+R = 1 se náš model redukuje na 3-dimenzionálńı systém. Proto smı́me
rovnici pro jednu přihrádku vypustit, necht’ je to tedy S. Z̊ustává soustava

E′ = λIp(1− E − I −R)q − (ε+ µ)E
I ′ = εE − (γ + µ)I
R′ = γI − µR, (2.8)

kde (E, I,R) je prvkem simplexu

Γ := {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1}.

Stacionárńı bod (1, 0, 0, 0) systému (2.1) odpov́ıdá bodu (0, 0, 0) soustavy (2.8). Analýzu sta-
bility provedeme s pomoćı La-Salleho principu invariance (viz Apendix, s. 31) a myšlenky
ljapunovaské funkce. Nasnadě je otázka, proč se neuchýlit k jednodušš́ı linearizaci. To by sa-
mozřejmě bylo možné, ovšem v př́ıpadě prokázáńı stability by šlo pouze o výsledek lokálńı,
čili slabš́ı.

Definujme funkci

L(E, I,R) = E +
ε+ µ

ε
I.

L neńı pozitivně definitńı a jako taková nemůže být kandidátem na ljapunovskou funkci
systému (2.8). Na druhou stranu, pro (E, I,R) ∈ Γ je L zdola omezená a diferencovatelná,
což nám dovoluje jej́ı užit́ı jako médium La-Salleho principu. Spočtěme jej́ı orbitálńı derivaci:

L̇(E, I,R) = E′ +
ε+ µ

ε
I ′

= λIp(1− E − I −R)q − (ε+ µ)E +
ε+ µ

ε
[εE − (γ + µ)I]

=
(ε+ µ)(γ + µ)

ε
I
[
σIp−1(1− E − I −R)q − 1

]
.

V závislosti na p a σ rozlǐśıme 3 př́ıpady:

• jestliže p = 1 ∧ σ ≤ 1, pak L̇ ≤ 0, přičemž rovnost nastává právě pokud I = 0 nebo
(σ = 1 ∧ E = I = R = 0). Oblast v ńıž I = 0 ∧ E 6= 0 neńı podle (2.8) invariantńı
(I je zde rostoućı) a jakmile I 6= 0, jest L̇ < 0. Pakliže I = E = 0, je samozřejmě
I ′ = E′ = 0 a R′ = −µR, tedy R → 0. Jinými slovy, množina {(0, 0, R), R ∈ [0, 1]} je
jedinou pozitivně invariantńı podmnožinou množiny {(E, I,R) ∈ Γ : L̇(E, I,R) = 0}.
Co se úplně invariantńıch podmnožin množiny {(E, I,R) ∈ Γ : L̇(E, I,R) = 0} týče,
jedině bod (0, 0, 0) oplývá touto vlastnost́ı. Na vině je skutečnost, že negativńım orbitem
bod̊u z {(0, 0, R), R ∈ (0, 1]} je množina {(0, 0, r), r > R}. Podle La-Salleho principu
invariance je proto ω-limitńı množina všech řešeńı s počátečńı podmı́nkou v Γ právě v
(0, 0, 0). Tedy triviálńı ekvilibrium je globálně asymptoticky stabilńı.
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• pokud p = 1 ∧ σ > 1, potom pro body (E, I,R) dostatečně bĺızko počátku a s nenulovým
počtem infekčńıch jedinc̊u máme L̇ > 0 : skutečně, stač́ı splnit podmı́nku 0 < E+I+R <
1−σ−1/q. To ovšem znamená, že řešeńı s takovou počátečńı se vzdaluj́ı od osy R, nebot’
L(E, I,R) je podél nich rostoućı, dokud 0 < E + I + R < 1 − σ−1/q. Odtud plyne
nestabilita počátku pro tuto konstelaci parametr̊u.

• pro posledńı variantu, tj. p < 1, je hodnota (1 − E − I − R)q v bĺızkosti bodu (0, 0, 0)
větš́ı než jistá kladná konstanta. Jsme proto schopni naj́ıt I tak malé, aby člen Ip−1

zp̊usobil L̇ > 0. Stejným zd̊uvodněńım jako v předcházej́ıćım bodě je proto (0, 0, 0) při
p < 1 nestabilńım stacionárńım bodem (2.8). Názorněji řečeno, každé řešeńı nezač́ınaj́ıćı
na ose R (tj. v populaci se vyskytuj́ı nemocńı jedinci) se od počátku vzdaluje, bez ohledu
na hodnotu σ.

Nyńı si dovolme shrnout právě nabyté poznatky. Pro p < 1 nebo (p = 1 ∧ σ > 1) je počátek
nestabilńım ekvilibriem systému (2.8). Pokud p = 1 ∧ σ ≤ 1, je stacionárńı bod (0, 0, 0)
naopak globálně asymptoticky stabilńı.

2.3 Lokálńı stabilita endemického ekvilibria

Jak již v́ıme, endemické ekvilibrium existuje pouze pro hodnoty parametr̊u 0 < p < 1, nebo
(p = 1 ∧ σ > 1). Přestože jeho polohu obecně neznáme, je v našich silách se o jeho lokálńı
stabilitě přesvědčit linearizaćı. Připomeňme kĺıčový vztah (2.7), jenž jednoznačně determinuje
bod endemického ekvilibria:

1
σ

= Ip−1

(
1− I

Υ

)q
,

a definice konstant σ a Υ:

σ =
ελ

(γ + µ)(ε+ µ)
, Υ =

εµ

(γ + µ)(ε+ µ)
.

Pomoćı těchto rovnost́ı sestroj́ıme linearizačńı matici B systému 2.8 v endemickém ekvilibriu.
Výsledkem jest

B =

−(µx+ ε+ µ) βp− µx −µx
ε −(γ + µ) 0
0 γ −µ


kde

x = q(I/Υ)/(1− I/Υ), β =
λ

σ
=

(ε+ µ)(γ + µ)
ε

.

Pro detailńı postup výpočtu viz Apendix, s. 31. Otázku, zda maj́ı všechna vlastńı č́ısla matice
B zápornou reálnou část, zodpov́ı Routh-Hurwitzovo kritérium [10, s. 14]. Aplikováno na
reálný kubický polynom ř́ıká, že všechny kořeny mnohočlenu

P (λ) = −λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3, a1,2,3 ∈ R,

maj́ı zápornou reálnou část tehdy a jen tehdy, plat́ı-li zároveň podmı́nky a1 < 0, a3 < 0,
a1a2 + a3 > 0. Ověřme si tyto předpoklady u charakteristického polynomu matice B:
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1. a1 = TrB < 0.

Tato skutečnost je zřejmá, uvědomı́me-li si implikaci I ∈ (0,Υ)⇒ x > 0.

2. a3 = det(B) < 0.

Determinant je vyjádřitelný ve tvaru det(B) = µ(ε+µ)(γ+µ)(p− 1−x) (viz Apendix,
s. 31) a tato veličina je záporná pro ∀ p ∈ (0, 1].

3. a1a2 + a3 = (TrB) ·M + det(B), kde

M = −(γ + 2µ)(µx+ ε+ µ)− µ(γ + µ) + ε(βp− µx).

Pohĺıž́ıme-li na člen (TrB) ·M+det(B) jako na funkci H v proměnné x, pak ta je zřejmě
zapsatelná ve tvaru

H(x) = g2(µx)2 + g1(µx) + g0, g0,1,2 ∈ R.

Bez velkého úsiĺı lze ukázat g0,1,2 > 0 (viz Apendix, s. 31). Nakonec, z d̊uvodu kladnosti
proměnné x a konstanty µ je H(x), a tud́ıž i a1a2 + a3, vždy striktně kladná.

Předpoklady Routh-Hurwitzova kritéria jsou t́ımto splněny, všechna vlastńı č́ısla matice B
maj́ı zápornou reálnou část a výsledkem je lokálńı asymptotická stabilita endemického ekvi-
libria systému (2.1) pro 0 < p < 1, nebo (p = 1 ∧ σ > 1).

2.4 Globálńı stabilita endemického ekvilibria

Vzhledem k rozsahu této kapitoly, fakticky zaplňuj́ıćı zbytek produktivńı části celé práce,
nastiňme ve stručnosti pr̊uběh d̊ukazu globálńı stability:

• Začneme definicemi r̊uzných typ̊u orbitálńı stability, bez nichž se text dále neobejde.
Mimoto zopakujeme postačuj́ıćı podmı́nku asymptotické orbitálńı stability periodických
řešeńı autonomńıho systému x′ = f(x).

• Následně zavedeme tzv. multiplikativńı složené matice X(k), jakožto matice sestavené ze
subdeterminant̊u matice X řádu k. Na jejich základě definujeme aditivńı složené matice
X [k], dané vztahem

X [k] =
d

dh
(I + hX)(k)|h=0.

Pomoćı jejich vlastnost́ı, Floquetovy věty a tvrzeńı o asymptotické orbitálńı stabilitě z
předchoźıho bodu vše završ́ıme formulaćı a d̊ukazem postačuj́ıćı podmı́nky pro globálně
asymptotickou orbitálńı stabilitu s asymptotickou fáźı periodických řešeńı autonomńıho
systému v Rn. Ta hraje kĺıčovou roli při prokazováńı tvrzeńı z nadcházej́ıćı části.

• Samostatný odd́ıl si zaslouž́ı věta o stabilitě možných periodických řešeńı námi prezen-
tovaného SEIR modelu.

• V posledńım bodu představ́ıme soutěživé autonomńı systémy a v př́ıpadě R3 pro ně
formulujeme Poincaré-Bendixsonovu vlastnost. Tak obdrž́ıme finálńı d́ılek nezbytný pro
d̊ukaz globálńı stability endemického ekvilibria.
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I Orbitálńı stabilita

V pozděǰśım textu budeme ve velké mı́̌re využ́ıvat r̊uzné druhy orbitálńı stability. Zde tyto
pojmy definujeme a ve dvou esenciálńıch tvrzeńıch uvedeme jejich postačuj́ıćı podmı́nky. Ani
jedno však nebudeme dokazovat, nebot’ poměr spjatosti se zde studovaným tématem ku cel-
kovému rozsahu d̊ukaz̊u je př́ılǐs nepř́ıvětivý a předevš́ım, jedná se o v́ıceméně obecné znalosti
z teorie stability. Chce-li se čtenář seznámit s pr̊uběhem některého z d̊ukaz̊u, viz [11, kap.
2.4.4] nebo [16, kap. 13]. Zde předložené zněńı pak vycháźı z [16].

Definice I.1. Bud’ Ω ⊆ Rn otevřená množina a f ∈ C1(Ω → Rn). Uvažujme autonomńı
systém

x′ = f(x). (2.9)

a množinu všech jeho řešeńı Θ(f). Necht’ existuje netriviálńı periodické řešeńı x = p(t),
x ∈ Θ(f), o trajektorii ξ = {p(t) : 0 ≤ t ≤ ω, ω > 0}. Potom řekneme, že trajektorie ξ
je

• orbitálně stabilńı, pokud
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Θ(f) : dist(x(0), ξ) < δ ⇒ dist(x(t), ξ) < ε, ∀t ≥ 0.

• asymptoticky orbitálně stabilńı, jestliže
∃δ > 0 ∀x ∈ Θ(f) : dist(x(0), ξ) < δ ⇒ dist(x(t), ξ)→ 0, t→∞.

• asymptoticky orbitálně stabilńı s asymptotickou fáźı, je-li as. orbitálně stabilńı a
∀x ∈ Θ(f), dist(x(0), ξ) < δ, ∃ τx(0) ∈ R :

∣∣x(t)− p(t− τx(0))
∣∣→ 0, t→∞.

Věta I.2. Mějme situaci z předchoźı definice a bud’ a ∈ ξ. Označme Λt(x0) řešićı operátor
autonomńıho systému (2.9), tzn. (x ∈ Θ(f) ∧ x(0) = x0)⇐⇒ x(t) = Λt(x0) ∀t ∈ R. Jestlǐze
lineárńı zobrazeńı

DΛω(a) :=
∂

∂x
Λω(x)

∣∣
x=a

: Rn −→ Rn

má n−1 vlastńıch č́ısel lež́ıćıch uvnitř komplexńıho jednotkového kruhu, pak ξ je asymptoticky
orbitálně stabilńı s asymptotickou fáźı.

Zde je na mı́stě ozřejmeńı několika podstatných skutečnost́ı:

• Hladkost Λt(x0) v obou proměnných je známa z teorie ODR. Také v́ıme (př́ıp. [12]), že
zavedeme-li funkci

u(t) =
∂

∂x
Λt(x)

∣∣
x=x0

,

splňuje u(t) tzv. rovnici ve variaćıch

u′(t) =
∂f

∂x
(x(t)) u(t),

kde x(0) = x0 a ∂f
∂x je Jacobiho matice funkce f .
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• Pro zkoumáńı vlastńıch č́ısel DΛω(a) nezálež́ı na výběru bodu z periodické trajektorie:
je-li b ∈ ξ, b 6= a, pak z periodičnosti existuje r ∈ R tak, že Λr(a) = b. Odtud a derivaćı
inverzńıho a složeného zobrazeńı źıskáme:

DΛω(a) = DΛ−r+ω+r(a) = D(Λ−rΛωΛr)(a)
= DΛ−r(Λω+r(a)) ·DΛω(Λr(a)) ·DΛr(a)

= [DΛr(Λω(a))]−1 ·DΛω(Λr(a)) ·DΛr(a)

= [DΛr(a)]−1 ·DΛω(b) ·DΛr(a),

kde jsme nav́ıc využili faktu, že řešićı operátor autonomńı rovnice (2.9) je dynamický
systém v Rn. Matice DΛω(a) a DΛω(b) jsou si tedy podobné a sd́ılej́ı stejné spektrum.

• Věta I.2 nedává žádnou svobodu pro n-té vlastńı č́ıslo, nebot’ vždy plat́ı 1 ∈ σ(DΛω(a)):
necht’ x(t) je periodickýcm řešeńım s počátečńı podmı́nkou x(0) = a ob́ıhaj́ıćı po tra-
jektorii ξ a bud’ h > 0. Zderivováńım rovnosti

x(ω + h) = Λω(x(h))

podle h a jeho následným položeńım nule źıskáme

x′(ω) = DΛω(x(0)) · x′(0),
f(a) = DΛω(a) · f(a).

Jelikož netriviálńı periodické řešeńı neobsahuje stacionárńı bod, plat́ı f(a) 6= 0, a tud́ıž
f(a) je vlastńım vektorem DΛω(a) s vlastńı hodnotou 1.

Formulaćı Věty I.2 se otevřely dveře do pomocné části o složených matićıch, které nám později
prokáž́ı neocenitelnou službu.

II Složené matice

Význam této podkapitoly spoč́ıvá ve formulaci postačuj́ıćı podmı́nky asymptotické orbitálńı
stability periodických trajektoríı autonomńıho systému obyčejných diferenciálńıch rovnic. Sta-
neme se svědky zářného př́ıkladu propojenosti zdánlivě zcela nesouvisej́ıćıho odvětv́ı lineárńı
algebry s matematickou analýzou. K tomu budeme muset zavést několik nových pojmů a
odvodit potřebné vlastnosti. Mělo by však být zd̊urazněno, že uváděny budou pouze vlast-
nosti nezbytné pro manipulaci se závěrečnou větou. V žádném př́ıpadě si tato část nebere za
ćıl detailńı výklad teorie složených matic. Př́ıpadný zainteresovaný čtenář budiž odkázán na
článek [9], v němž lze naj́ıt množstv́ı daľśıch informaćı.

Poznámka: Pod pojmem matice mysĺıme v celém odd́ıle matici obecně komplexńı.

Definice II.1. Necht’ n ∈ N, k ∈ {1, . . . , n}, X ∈ Cn×n. Symbolem xj1...jki1...ik
označme subde-

terminant X řádu k určený řádky (i1, . . . , ik) a sloupci (j1, . . . , jk), kde 1 ≤ i1 < i2 < . . . <
ik ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n. K-tou multiplikativńı složenou matićı X(k) rozumı́me
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matici o rozměrech
(
n
k

)
×
(
n
k

)
ze všech xj1...jki1...ik

, kde posloupnosti (i1, . . . , ik) a (j1, . . . , jk) jsou
uspořádány lexikograficky, tzn. sekvence (i1, . . . , ik) předcháźı (i′1, . . . , i

′
k) právě tehdy, pokud

i1 ≤ i′1 ∨ (i1 = i′1 ∧ i2 ≤ i′2) ∨ . . . ∨ (i1 = i′1 ∧ . . . ∧ ik−1 = i′k−1 ∧ ik ≤ i′k).

Dále definujeme k-tou aditivńı složenou matici X [k] jako
(
n
k

)
×
(
n
k

)
matici určenou vztahem

X [k] =
d

dh
(I + hX)(k)|h=0.

Př́ıklad II.2. Pro krajńı př́ıpady, tj. k = 1 a k = n, dokážeme složené matice hravě spoč́ıst.
V prvńım př́ıpadě je zřejmě X(1) = X, odkud taktéž X [1] = X. Za situace k = n jest
X(n) = detX, což implikuje X [n] = TrX.

V pozděǰśım textu nám přijde vhod znalost tvaru aditivńı složené matice X [2],
X ∈ R3×3. Proved’me proto výpočet X(2) a X [2] u obecné 3 × 3 reálné matice X = (xij)
v rámci seznámemı́ se s novými pojmy:

X =

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =⇒ X(2) =


∣∣ x11 x12
x21 x22

∣∣ ∣∣ x11 x13
x21 x23

∣∣ ∣∣ x12 x13
x22 x23

∣∣∣∣ x11 x12
x31 x32

∣∣ ∣∣ x11 x13
x31 x33

∣∣ ∣∣ x12 x13
x32 x33

∣∣∣∣ x21 x22
x31 x32

∣∣ ∣∣ x21 x23
x31 x33

∣∣ ∣∣ x22 x23
x32 x33

∣∣


Z této formy lze vypozorovat lexikografické uspořádáńı index̊u, podle něhož jsou jednotlivé
determinanty vytvářeny. Jejich zřejmý výpočet zde vynecháme. Ze znalosti tvaru X(2) bychom
po chv́ıli práce dosáhli

X [2] =
d

dh

1 + hx11 hx12 hx13

hx21 1 + hx22 hx23

hx31 hx32 1 + hx33

(2)∣∣∣∣∣
h=0

=

x11 + x22 x23 −x13

x32 x11 + x33 x12

−x31 x21 x22 + x33


Povšimněme si, jak vypadaj́ı prvky na diagonále X [2]. Neńı tomu náhodou - rovnou z definice
k-té aditivńı matice lze nahlédnout, že na hlavńı úhlopř́ıčce se budou objevovat všechny možné
sumy právě k diagonálńıch prvk̊u p̊uvodńı matice. ♣

Vlastnost 1. ∀A,B ∈ Cn×n ∀k ∈ {1, . . . , n}:

(AB)(k) = A(k)B(k), (2.10)

což je př́ımým d̊usledkem Cauchy-Binetovy formule [5, s. 39], která speciálně pro čtvercové
matice tvrd́ı: ∀A,B ∈ Cn×n:

detAB = detAdetB,

a tedy neř́ıká nic jiného, než že prvky na stejných pozićıch vlevo i napravo (2.10) se rovnaj́ı.
Od této vlastnosti je také odvozen př́ıvlastek ”multiplikativńı”.
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Zaj́ımavost. Analogické zd̊uvodněńı patř́ı i pojmu ”aditivńı”, nebot’ ∀A,B ∈ Cn×n

∀k ∈ {1, . . . , n}:

(A+B)[k] = A[k] +B[k].

Zde k d̊ukazu využijeme (2.10), definici X [k] a fakt z definice plynoućı, tj. I(k) = jednotková
matice

(
n
k

)
×
(
n
k

)
:

(A+B)[k] =
d

dh
(I + h(A+B))(k)|h=0 =

d

dh
(I + h(A+B) + h2(AB))(k)|h=0

=
d

dh
((I + hA)(I + hB))(k)|h=0 =

d

dh
(I + hA)(k)(I + hB)(k)|h=0

= A[k](I + 0 ·B)(k) +B[k](I + 0 ·A)(k)

= A[k] +B[k].

Vlastnost 2. Ve Věte II.3 bude zapotřeb́ı znát i tvar vlastńıch č́ısel aditivńı složené matice.
Proto přemı́tejme: je známo, že pro každou čtvercovou matici A existuje horńı trojúhelńıková
matice J , s ńıž je A podobná (jednoduchý d̊ukaz lze naj́ıt např. v [17]). Řečeno jinak, σ(A) =
σ(J) včetně násobnosti a existuje invertibilńı matice T splňuj́ıćı

AT = TJ.

Čili také (I + hA)T = T (I + hJ) a skrze (2.10) dále (I + hA)(k)T (k) = T (k)(I + hJ)(k).
Zderivováńım podle h a jeho položeńım nule źıskáváme A[k]T (k) = T (k)J [k]. Nyńı si uvědom-
me 2 věci: zaprvé, multiplikativńı matice z regulárńı matice T si svou regularitu uchová. To
plyne z (2.10) aplikované na T a T−1 a z následného výpočtu determinantu. Zadruhé, neńı
náročné si rozmyslet, že multiplikativńı matice z jakékoli trojúhelńıkové matice J z̊ustane
trojúhelńıkovou.

Vše vzato do úvahy, A[k] je podobná J [k] a tedy maj́ı opět stejná vlastńı č́ısla. Protože J [k]

má své vlastńı hodnoty z trojúhelńıkovosti vepsány na diagonále, jež se skládá z
k-prvkových součt̊u diagonálńıch prvk̊u J (viz Př́ıklad II.2), źıskáváme, že spektrum A[k] je
tvořeno

(
n
k

)
k-prvkovými sumami vlastńıch č́ısel A, přičemž násobná vlastńı č́ısla považujeme

za r̊uzná. Řečeno názorněji:

{λ1, . . . , λk} ⊆ σ(A) ⇒ λ1 + · · ·+ λk ⊆ σ(A[k]). (2.11)

Vlastnost 3. Jako posledńı z námi použ́ıvaných vlastnost́ı uved’me spojitost mezi teoríı
složených matic a obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi: bud’ X(t) fundamentálńı matice
systému

x′ = Ax,

kde A je konstantńı matice a k ∈ {1, . . . , n}. Potom
(
n
k

)
×
(
n
k

)
matice Y (t) = X(k)(t) řeš́ı k-tý

složený systém

y′ = A[k]y.
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Důvod je nab́ıledni, protože z rovnice pro x′ vyplývá X(t+ h) = (I + hA)X(t) + o(h), pro h
malé. Aplikaćı multiplikativńı vlastnosti (2.10) vzejde

X(t+ h)(k) = (I + hA)(k)X(k)(t) + o(h).

Derivaćı podle h a jeho položeńım nule źıskáme (X(k))′(t) = A[k]X(k)(t), čehož jsme chtěli
dosáhnout. Nebot’ také v́ıme, že X(t) = exp(At) a Y (t) = exp(A[k]t), dostáváme pro každou
konstantńı matici A a reálné č́ıslo t d̊usledek

(exp(At))(k) = exp(A[k]t). (2.12)

Povšimněme si, že při volbě k = n źıskáváme jako zvláštńı př́ıpad známou Liouvilleovu formuli
pro determinant fundamentálńı matice X(t):

det(X(t)) = det(exp(At)) = exp(TrAt).

Odvozeńım tř́ı potřebných vlastnost́ı jsme si připravili cestu pro d̊ukaz věty vévod́ıćı této
subkapitole:

Věta II.3. Bud’ Ω ⊆ Rn otevřená množina. Mějme (nelineárńı) autonomńı systém obyčej-
ných diferenciálńıch rovnic

x′ = f(x),

kde f ∈ C1(Ω → Rn). Necht’ pro tento systém existuje netriviáńı periodické řešeńı p(t) o
trajektorii ξ = {p(t) : 0 ≤ t ≤ ω, ω > 0}. Označme dále symbolem ∂f

∂x Jacobiho matici funkce

f a symbolem ∂f [2]

∂x jej́ı druhou aditivńı složenou matici. Potom jestlǐze lineárńı systém

y′ =
∂f [2]

∂x
(p(t))y

je asymptoticky stabilńı, pak ξ je orbitálně asymptoticky stabilńı s asymptotickou fáźı.

D̊ukaz. Uvažujme x = p(t) netriviálńı ω-periodické řešeńı x′ = f(x). Prvky matice ∂f
∂x (p(t))

jsou taktéž ω-periodické, nav́ıc spojité funkce. Proto můžeme na lineárńı systém

y′ =
∂f

∂x
(p(t))y (2.13)

aplikovat Floquetovu větu (viz Apendix, s. 32), podle ńıž lze jeho fundamentálńı matici Y (t)
psát ve tvaru

Y (t) = P (t) · exp(Lt),

kde P (t) je spojitá, ω-periodická n × n matice a L je matićı konstantńı (obecně komplexńı)
týchž rozměr̊u. Z periodicity a spojitosti je zřejmé, že P (t) na stabilitu systému (2.13) nemá
vliv. Vše tedy záviśı na exp(Lt) a jej́ıch vlastńıch č́ıslech (ve Floquetově teorii známých pod
názvem charakteristické multiplikátory, [12, s. 77]). Ty jsou samozřejmě určeny vlastńımi
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hodnotami matice L vztahem σ(exp(L)) = exp(σ(L)), až na násobky 2πi. Prvky z σ(L),
zvané charakteristické exponenty, budou předmětem našeho daľśıho zkoumáńı.

Prvně si uvědomme, že funkce p′(t) je netriviálńı ω-periodické řešeńı systému (2.13):

(p′(t))′ = (x′(t))′ =
∂f

∂x
(x(t))x′(t) =

∂f

∂x
(p(t))p′(t).

Pro jistou počátečńı podmı́nku p0 lež́ıćı na trajektorii p′(t) proto plat́ı

p′(t) = P (t) · exp(Lt) p0 = p′(t+ ω) = P (t+ ω) · exp[L(t+ ω)] p0 = P (t) · exp[L(t+ ω)] p0

⇒ exp(Lt) p0 = exp[L(t+ ω)] p0

⇒ exp(Lω) p0 = p0.

Čili 1 ∈ σ(exp(Lω)), neboli 0 (mod 2πi/ω) ∈ σ(L). To jsme věděli už z poznámky pod
Větou I.2, nicméně neuškod́ı zd̊uvodněńı podat odlǐsným zp̊usobem. Podle Věty I.2 nyńı stač́ı
jen dokázat, že zbylých n − 1 charakteristických multiplikátor̊u lež́ı uvnitř komplexńıho jed-
notkového kruhu, anebo ekvivalentně, že reálná část všech zbylých n − 1 charakteristických
exponent̊u je ostře menš́ı než nula.

Uvažme nyńı systém, jehož stabilitu předpokládáme:

y′ =
∂f [2]

∂x
(p(t))y.

Z postupu odvozeńı (2.12) známe jeho fundamentálńı matici, totiž

Y (2)(t) = (P (t) · exp(Lt))(2) = P (2)(t) · (exp(Lt))(2) = P (2)(t) · exp(L[2]t),

využ́ıvaje vlastnost́ı složených matic (2.10) a (2.12).
Stejným zd̊uvodněńım jako v prvńı části d̊ukazu, i zde lež́ı př́ıpadná stabilita na bedrech

konstantńı matice, tentokráte L[2]. Dı́ky 0 (mod 2πi/ω) ∈ σ(L) a tvaru spektra aditivńı složené
matice (2.11) v́ıme, že všech n−1 zbývaj́ıćıch vlastńıch č́ısel L se vyskytuje rovněž ve spektru
L[2]. Protože z předpokladu věty plat́ı Y (2)(t)→ 0 pro t→∞, muśı mı́t všechna vlastńı č́ısla
L[2] zápornou reálnou část, odkud jest platnost věty zašt́ıtěna tvrzeńım Věty I.2. �

III Věta o SEIR modelu

SEIR model, který zde po celou dobu studujeme, zachovává neměnně početnou populaci.
Proto je velikost libovolné přihrádky jednoduše vyjádřitelná pomoćı zbylých, čehož jsme užili
kupř́ıkladu při analýze stability triviálńıho ekvilibria redukćı soustavy na pouhé 3 rovnice.
Nyńı provedeme totéž, avšak narozd́ıl od zmı́něného př́ıkladu, kde jsme vypustili výraz pro
susceptibilńı přihrádku S, zde budeme ignorovat uzdravené R. Zkoumaný systém je tvaru

S′ = − λIpSq + µ− µS
E′ = λIpSq − (ε+ µ)E
I ′ = εE − (γ + µ)I, (2.14)
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s definičńım oborem v podobě simplexu

Γ = {(S,E, I) ∈ R3 : S ≥ 0, E ≥ 0, I ≥ 0, S + E + I ≤ 1}.

Také nenechme sej́ıt z mysli hodnoty parametr̊u, pro něž stabilitu rozeb́ıráme:

0 < p < 1 ∨ (p = 1 ∧ σ > 1), kde σ =
ελ

(γ + µ)(ε+ µ)
. (2.15)

Pro d̊ukaz věty po ńıž nese tato část název se ukáže být velmi užitečným následuj́ıćı ele-
mentárńı lemma:

Lemma III.1. Za podmı́nek (2.15) je jedinou ω-limitńı množinou systému (2.14) obsaženou
v ∂Γ bod triviálńıho ekvilibria (S,E, I) = (1, 0, 0).

D̊ukaz. Řešeńı (2.14) jsou na vnitřku stěn Γ odpuzována směrem dovnitř Γ: tam, kde je jedna
souřadnice nulová, to vyplývá z faktu, že kdykoli je právě jedna z veličin S, E, I rovná nule,
jej́ı derivace je kladná. Pro trojúhelńık, na němž S + E + I = 1 (včetně okraj̊u kromě bodu
(1, 0, 0)), stač́ı posč́ıtat rovnice z (2.14) pro zjǐstěńı klesavosti kvantity S + E + I. Zbývaj́ı
tedy samotné části os: na E a I bez bodu (0, 0, 0) zbylé dvě proměnné vždy vzr̊ustaj́ı a pro
osu S plat́ı S′ = µ(1 − S), tedy S → 1 pro t → ∞. Bod (1, 0, 0) je proto ω-limitńı množina
obsažená v ∂Γ. Nicméně, žádný bod zevnitř Γ nemůže mı́t ve své ω-limitńı množině bod lež́ıćı
na ose S zásluhou invariance ω-limitńıch množin. V př́ıpadné ω-limitńı množině by pak totiž
ležel i bod triviálńıho ekvilibria (1, 0, 0). To vzhledem k diskusi o jeho nestabilitě (s. 13) neńı
možné. �

Kromě tematického Lemmatu III.1 se neobejdeme bez dvou konkrétńıch znalost́ı z matema-
tické analýzy:

Lemma III.2. Bud’ f ∈ C([a, b]→ R), splňuj́ıćı D+f(t) < 0, ∀t ∈ [a, b). Pak f(b) ≤ f(a).

D̊ukaz. Definujme množinu

M := {t ∈ [a, b] : f(t) ≤ f(a)}

a jej́ı supremum
x0 := sup M ∈ [a, b].

Ze spojitosti f plyne f(x0) ≤ f(a). Předpokládejme na chv́ıli x0 < b. Vı́me D+f(x0) < 0, a
proto pro dosti malé δ > 0 plat́ı f(x0 + δ) < f(x0) ≤ f(a). Tud́ıž x0 + δ ∈ M , což je spor a
x0 = b. �

Lemma III.3. Bud’te f ∈ C([0,∞)→ R) a g : [0,∞)→ R takové, že pro všechna t ∈ (0,∞)

plat́ı f(t) ≥ 0, D+f(t) ≤ g(t) · f(t) a integrál
∫ t

s
g(u)du je konečný pro každé 0 ≤ s < t.

Potom pro všechna 0 ≤ s < t jest

f(t) ≤ f(s) · exp
(∫ t

s
g(u)du

)
.
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D̊ukaz. Zvolme libovolné pevné s ≥ 0 a t > s. Dále definujme funkci

Gδ(x) =
∫ x

s
g(u)du+ δx, x ∈ [s, t], δ > 0

Nejprve se věnujme př́ıpadu f(x) 6= 0 všude v [s, t]. Z podmı́nky na pravostrannou derivaci f
dostáváme pro všechna x ∈ [s, t]:

D+f(x)
f(x)

≤ g(x),

D+ ln f(x) ≤ g(x) < D+G
δ(x),

D+(ln f −Gδ)(x) < 0,

odkud užit́ım Lemmatu III.2 plyne

ln f(t)−Gδ(t) ≤ ln f(s)−Gδ(s) = ln f(s),

f(t) ≤ f(s) · exp
(∫ t

s
g(x)dx

)
· exp(δt),

pro každé δ > 0. Limitńım přechodem δ → 0 je tvrzeńı dokázáno pro f(x) 6= 0 všude v [s, t].
Pokud existuje x0 ∈ [s, t] takové, že f(x0) = 0, ukážeme f(x) = 0 ∀x ∈ [x0, t]. Pak je

tvrzeńı opět v platnosti: [s, t] lze d́ıky spojitosti f zapsat jako

[s, y) ∪ [y, t], s ≤ y ≤ t : f(x)
∣∣
[s,y)

> 0 ∧ f(x)
∣∣
[y,t]

= 0.

Na [s, y) plat́ı tvrzeńı dle již dokázaného, na [y, t] pak plat́ı triviálně z nezápornosti f .
Důkaz ved’me sporem: necht’ existuje x1 ∈ (x0, t], f(x1) > 0. Ze spojitosti f nav́ıc můžeme

bod x1 volit tak, aby množina {x ∈ (x0, x1) : f(x) > 0} byla souvislá. Definujme

xmin := inf {x ∈ [x0, x1) : f(x) > 0}.

Opět zásluhou spojitosti je f(xmin) = 0. Z vlastnosti infima existuje posloupnost {yn}∞n=1 ⊂
{x ∈ [x0, x1) : f(x) > 0} : yn → xmin pro n→∞. Vezměme ε > 0 libovolné a označme

c := sup
x∈(x0,x1)

∣∣∣∣∫ x

x0

g(t) dt
∣∣∣∣ ,

což je konečná hodnota z předpokladu lemmatu. Naposledy ze spojitosti f existuje m ∈ N
tak, že ∀n ≥ m : 0 < f(yn) < ε · exp(−c). Nebot’ f > 0 na [ym, x1], užit́ım již dokázaného jest

f(x1) ≤ f(ym) · exp(c) < ε.

Z libovolné volby ε > 0 dostáváme f(x1) = 0, tedy spor. �
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T́ımto jsou připraveny všechny prostředky pro vyřčeńı fundamentálńıho tvrzeńı:

Věta III.4 (o SEIR modelu). Existuje-li nekonstantńı periodické řešeńı systému (2.14), je
jeho trajektorie asymptoticky orbitálně stabilńı s asymptotickou fáźı.

D̊ukaz. Označme si vektor (S,E, I) jako x a pravou stranu soustavy (2.14) jako f(x), č́ımž
obdrž́ıme systém x′ = f(x). Je-li (S(t), E(t), I(t)) jeho netriviálńı periodické řešeńı (což v
pr̊uběhu celého d̊ukazu budeme předpokládat!), pak z Věty II.3 nám pro ukázáńı tvrzeńı stač́ı
ověřit asymptotickou stabilitu systému

y′ =
∂f [2]

∂x
(S(t), E(t), I(t))y, (2.16)

a to také provedeme. Začněme výpočtem Jacobiho matice ∂f
∂x , tj. zlinearizujme soustavu (2.14):

∂f

∂x
(S,E, I) =

−λqIpSq−1 − µ 0 −λpIp−1Sq

λqIpSq−1 −(ε+ µ) λpIp−1Sq

0 ε −(γ + µ)

 . (2.17)

Pro kalkulaci ∂f [2]

∂x užijme Př́ıklad II.2 (s. 18) z části o složených matićıch. Źıskáváme tak
konkrétńı tvar systému (2.16):X ′Y ′

Z ′

 =

−(λqIpSq−1 + ε+ 2µ) λpIp−1Sq λpIp−1Sq

ε −(λqIpSq−1 + γ + 2µ) 0
0 λqIpSq−1 −(ε+ γ + 2µ)

 ·
XY
Z

 .

Naš́ım úkolem je ukázat jeho asymptotickou stabilitu. Za t́ım účelem si definujme následuj́ıćı
funkci:

V (X,Y, Z, S,E, I) :=
∥∥∥∥(X,Y E

I
, Z

E

I

)∥∥∥∥
∗
,

kde ‖·‖∗ je norma v R3 zadaná jako

‖(X,Y, Z)‖∗ = sup {|X| , |Y |+ |Z|} .

Trajektorie γ periodického řešeńı (S(t), E(t), I(t)) z̊ustává podle Lemmatu III.1 po celou dobu
v nenulové vzdálenosti od stěn simplexu Γ, pročež existuj́ı konstanty c1, c2 > 0, splňuj́ıćı

c1 ‖(X,Y, Z)‖∗ ≤ V (X,Y, Z, S,E, I) ≤ c2 ‖(X,Y, Z)‖∗ (2.18)

pro všechna (X,Y, Z) ∈ R3, (S,E, I) = (S(t), E(t), I(t)) ∈ γ.
Necht’ (X(t), Y (t), Z(t)) je nyńı řešeńım soustavy (2.16). Podle něj si také V zaved’me jako

funkci proměnné t ≥ 0:

V (t) := V (X(t), Y (t), Z(t), S(t), E(t), I(t)) = max
{
|X(t)| , E(t)

I(t)
(|Y (t)|+ |Z(t)|)

}
.
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Odhad (2.18) jinými slovy tvrd́ı, že V (t) je spojitá a

V (t)→ 0, t→∞ ⇐⇒ (X(t), Y (t), Z(t))→ 0, t→∞,

čili asymptotická stabilita systému (2.16) je ekvivalentńı konvergenci V (t) k nule pro čas jdoućı
do nekonečna. Tuto charakterizuj́ıćı podmı́nku konečně dokážeme bez daľśıho přenášeńı na
jiný rovnocenný problém.

Absolutńı hodnota diferencovatelné funkce f je sama jednostranně diferencovatelná (viz
Apendix, s. 33, užito na |f(x)| = max{f(x),−f(x)}). Odtud plyne jednostranná diferenco-
vatelnost V a odhad jej́ı pravostranné derivace (viz tentýž bod v Apendixu), kterou budeme
značit D+:

D+V (t) ≤ max
{
D+ |X(t)| , D+

[
E

I
(|Y (t)|+ |Z(t)|)

]}
. (2.19)

Užit́ım konkrétńıho tvaru soustavy (2.16) dostáváme

D+ |X(t)| ≤ −(λqIpSq−1 + ε+ 2µ) |X(t)|+ λpIp−1Sq(|Y (t)|+ |Z(t)|)

= −(λqIpSq−1 + ε+ 2µ) |X(t)|+ λIpSq

E

[
E

I
(|Y (t)|+ |Z(t)|)

]
≤
(
−λqIpSq−1 − ε− 2µ+

λIpSq

E

)
︸ ︷︷ ︸

=: g1(t)

V (t), (2.20)

a také

D+ |Y (t)| ≤ ε |X(t)| − (λqIpSq−1 + γ + 2µ) |Y (t)| ,
D+ |Z(t)| ≤ λqIpSq−1 |Y (t)| − (ε+ γ + 2µ) |Z(t)| ,

což implikuje

D+

[
E

I
(|Y (t)|+ |Z(t)|)

]
=
(
E′

E
− I ′

I

)
E

I
(|Y (t)|+ |Z(t)|) +

E

I
D+(|Y (t)|+ |Z(t)|)

≤ εE

I
|X(t)|+

(
E′

E
− I ′

I
− γ − 2µ

)
E

I
(|Y (t)|+ |Z(t)|)

≤
(
εE

I
+
E′

E
− I ′

I
− γ − 2µ

)
︸ ︷︷ ︸

=: g2(t)

V (t). (2.21)

Z úvahy vedoućı k (2.18) vyplývá spojitost funkćı g1,2(t). Dı́ky tomu, vztahu (2.19) a odhad̊um
(2.20) a (2.21) źıskáváme rozhoduj́ıćı nerovnost

D+V (t) ≤ max{g1(t), g2(t)} · V (t). (2.22)
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Dále, nebot’ E a I jsou na γ omezeny konstantou větš́ı než nula, smı́me jimi vydělit druhou,
resp. třet́ı rovnici soustavy (2.14) pro obdržeńı vztah̊u

λIpSq

E
=
E′

E
+ ε+ µ,

εE

I
=
I ′

I
+ γ + µ,

které umožňuj́ı přepsat deklarace funkćı g1,2(t) jako

g1(t) = −λqIpSq−1 +
E′

E
− µ ≤ E′

E
− µ,

g2(t) =
E′

E
− µ.

Označ́ıme-li nyńı nejkratš́ı délku periody řešeńı (S(t), E(t), I(t)) jako ω, obdrž́ıme integraćı
max{g1(t), g2(t)} od 0 do ω:∫ ω

0
max{g1(t), g2(t)} dt ≤ [ lnE(t)]ωt=0 − µω = −µω < 0. (2.23)

Nakonec aplikaćı Lemmatu III.3 a odhad̊u (2.22) a (2.23) źıskáváme:

V (t+ nω) ≤ V (t) · e−nµω ∀t ∈ [0,∞), n ∈ N,

odkud d́ıky nabýváńı maxima spojité funkce na kompaktu

max
t∈[nω,(n+1)ω]

V (t) ≤ max
t∈[0,ω]

V (t) · e−nµω ∀n ∈ N.

To samozřejmě znamená V (t) → 0 pro t → ∞, což je ekvivalentńı asymptotické stabilitě
soustavy (2.16), jež dále implikuje orbitálńı stabilitu s asymptotickou fáźı systému (2.14). �

IV Soutěživé systémy a završeńı

Posledńı ingredienćı potřebnou pro d̊ukaz globálńı stability endemického ekvilibria je pojem
soutěživých systém̊u.

Definice IV.1. Bud’ Ω ⊆ Rn otevřená množina a f ∈ C1(Ω→ Rn). Řekneme, že autonomńı
systém (2.9) je soutěživý v Ω, exisuje-li diagnonálńı matice H ∈ Rn×n, jej́ımiž diagonálńımi
prvky jsou pouze č́ısla ±1 a matice H ∂f

∂xH má nekladné všechny prvky mimo hlavńı diagonálu
pro každé x ∈ Ω.

Př́ıklad IV.2. Definice sama nedává ani návod, jak matici H naj́ıt, ani motivaci, jak si
soutěživý systém představit. Proto se na jednoduchém př́ıkladu pod́ıváme, odkud je název
odvozen. Mějme zadánu soustavu tř́ı lineárńıch rovnic v R3:

x′ = 2x− y − 3z
y′ = −2x+ y

z′ = −3x− 2y + z. (2.24)
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Budeme-li na chv́ıli uvažovat pouze x, y, z ≥ 0, mohli bychom o tomto systému mı́rně ne-
matematicky ř́ıci, že jednotlivé funkce spolu bojuj́ı nebo si alespoň vzájemně nepomáhaj́ı
v r̊ustu. Každý zde buj́ı sám za sebe a tedy pojem soutěživosti je velmi názorný. Volbou
H = diag(1, 1, 1) obdrž́ıme soutěživost z předešlé definice v R3.

Nakonec ještě zmiňme analogický pojem kooperativńıch systém̊u. Jejich definice se takřka
shoduje se systémy soutěživými, jen nediagonálńı prvky matice H ∂f

∂xH muśı býti nezáporné. ♣

Důležitou vlastnost́ı soutěživých systémů v R3 je tzv. Poincaré-Bendixsonova vlastnost.
Tento fakt formulujeme jako větu, kterou však nebudeme dokazovat. Na vině je skutečnost,
že měla-li být dokazována od základ̊u, vystačila by na samostatnou práci. Pokud ovšem
čtenáře soutěživé systémy zaujaly, může d̊ukaz nalézt v článku [13, s. 1229], přičemž bude
pravděpodobně nav́ıc potřebovat znalosti z [14].

Věta IV.3. Bud’ Ω ⊆ R3 otevřená, konvexńı množina. Předpokládejme, že autonomńı systém
(2.9) je soutěživý v Ω a Ψ je jeho neprázdná, kompaktńı ω-limitńı množina. Pokud Ψ neob-
sahuje stacionárńı body, je periodickou trajektoríı.

Zmı́nka o soutěživých systémech neslouž́ı pouhému zpestřeńı. Vynásobeńım Jacobiho ma-
tice (2.17) z obou stran matićı H = diag(−1, 1,−1) totiž źıskáme:

H · ∂f
∂x

(S,E, I) ·H =

−λqIpSq−1 − µ 0 −λpIp−1Sq

−λqIpSq−1 −(ε+ µ) −λpIp−1Sq

0 −ε −(γ + µ)

 ,

a tedy systém (2.14) je soutěživý v simplexu Γ. Tento objev společně s Větou IV.3 nám umožńı
d̊ukaz následuj́ıćıho tvrzeńı:

Věta IV.4. Každá kompaktńı ω-limitńı množina Ψ systému (2.14) lež́ıćı uvnitř Γ je bud’
periodickou trajektoríı, nebo endemickým ekvilibriem.

D̊ukaz. Označme bod endemického ekvilibria P . Předpokládejme, že Ψ neobsahuje P . Pak
Ψ neobsahuje z jednoznačnosti endemického ekvilibria žádný stacionárńı bod (triviálńı sta-
cionárńı bod nelež́ı v Ψ). Podle Věty IV.3 je Ψ periodická trajektorie. Necht’ tedy naopak
P ∈ Ψ. Nebot’ v předchoźıch částech byla ověřena lokálńı asymptotická stabilita P , existuje
uvnitř Γ jeho otevřené okoĺı U tak, že Ψ ∩ U = P . Odtud nutně Ψ = {P}, protože všechna
řešeńı, jež se jednou ocitnou v U , se limitně bĺıž́ı jedinému bodu, a to P . �

T́ımto nastává chv́ıle, kdy vládneme všemi znalostmi potřebnými k d̊ukazu globálńı stability
endemického ekvilibria. Pro svou závažnost výsledek uved’me ve formě věty:

Věta o globálńı stabilitě endemického ekvilibria. Endemické ekvilibrium P systému
(2.14) při hodnotách parametr̊u (2.15) je asymptoticky stabilńı na vnitřku simplexu Γ.

D̊ukaz. Označme Π oblast stability bodu P . Z d̊uvodu lokálńı asymptotické stability sta-
cionárńıho bodu P je Π relativně otevřená množina vzhledem k Γ a nav́ıc úplně invariantńı.
Chceme dokázat Π = int Γ, čehož dosáhneme sporem: necht’ Π ( int Γ. Potom ∂Π∩int Γ 6= ∅.
Tento pr̊unik nazvěme ∆.
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Řešićı operátor Λt(S,E, I) autonomńıho systému (2.14) je na úplně invariantńı Π homeo-
morfismem (spojitá inverze Λ−t(S,E, I)). Nebot’ je také spojitý na celém Γ, lehce źıskáváme

Λt(Π) = Π ⇒ Λt(Π) ⊂ Π ⇒ Λt(∆) ⊂ Π,

pro všechny časy t. V prvńı implikaci bylo užito elementárńı vlastnosti spojitých funkćı, o
jej́ıž korektnosti se čtenář může přesvědčit v Apendixu, s. 34. Protože celý simplex Γ, a tedy
také Γ \Π, je pozitivně invariantńı, obdrž́ıme analogickou inkluzi

Λt(Γ \Π) ⊂ Γ \Π ⇒ Λt(∆) ⊂ Γ \Π,

pro každý čas t ≥ 0. Celkově vzato máme skrze Π ∩ (Γ \Π) = ∆ pozitivńı invarianci ∆:

Λt(∆) ⊂ ∆, ∀t ≥ 0.

Množina ∆ proto obsahuje neprázdnou kompaktńı ω-limitńı množinu ζ, která muśı ležet v
int Γ d̊usledkem Lemmatu III.1 a diskuse o stabilitě triviálńıho ekvilibria (s. 13). Nav́ıc P /∈ ∆,
pročež ζ neobsahuje žádné stacionárńı body. Podle Věty IV.4 je ζ periodickou trajektoríı a
dále z Věty III.4 dokonce orbitálně asymptoticky stabilńı. T́ım však docháźıme ke sporu,
nebot’ ζ je ω-limitńı množinou jisté své otevřené nadmnožiny, jež má nevyhnutelně neprázdný
pr̊unik s Π. �

V kombinaci s d̊ukazem Lemmatu III.3 se nakonec dov́ıdáme, že každé řešeńı o počátečńı
podmı́nce v Γ (kromě osy S) se asymptoticky bĺıž́ı stavu s pevným pod́ılem nakažené popu-
lace. Povšimněme si vyloučeńı možnosti persistentńıch fluktuaćı, tedy r̊uzných v́ıce či méně
periodických vln onemocněńı následovaných chvilkovým zklidněńım a podobně.

Námi uvedený výsledek je možno dále zobecnit. Teprve nedávno byl publikován článek
[15], kde je dokázána globálńı stabilita endemického ekvilibria pro rychlost š́ı̌reńı nákazy ve
tvaru součinu obecněǰśıch funkćı proměnných S a I. Pozoruhodně i tehdy jsou závěry nezávislé
na počtu susceptibilńıch jedinc̊u, čehož my jsme byli svědky takřka absolutńı nevázanost́ı na
parametru q členu λIpSq.
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Kapitola 3

Možné cesty pro zobecněńı
základńıch model̊u

Námi studovaný model nespočet podstatných informaćı zcela zanedbal (stochastické mecha-
nismy pro malé velikosti přihrádek), s jinými pro změnu nakládal ve velmi zjednodušené formě
(exponenciálńı rozděleńı délky nemoci). Ani motivačńı systém na konci prvńı kapitoly nebyl
v těchto ohledech o mnoho lepš́ı. Pod́ıvejme se proto, kudy povede naše cesta, pokud bychom
si přáli věrněǰśı připodobněńı reálnému světu.

Prvńı vylepšeńı spoč́ıvá ve zvětšeńı počtu přihrádek. U masivńıch epidemíı lze kupř́ı-
kladu předpokládat, že budou podniknuty kroky k odděleńı podezřelých jedinc̊u od zbytku
populace prostřednictv́ım karantény (přihrádka Q), u najisto nakažených pak skrze umı́stěńı
do izolace (přihrádka J). Ve výsledném modelu budeme samozřejmě brát v potaz nedokonalost
separace. Netřeba dodávat, že takto zplozený šestidimenzionálńı systém SEQIJR už nebude
právě přátelský ve smyslu analyzovatelnosti.

U r̊uzných chorob se zp̊usoby přenosu mohou značně lǐsit. Doposud uvedené modely by
např́ıklad nebyly aplikovatelné na epidemie malárie. Důvodem je nezbytnost přenašeče, v
tomto př́ıpadě komára. Člověk se stane nakaženým po jeho kousnut́ı a na druhou stranu,
komár onemocńı po pozřeńı krve nakaženého člověka. Model dynamiky malárie beroućı toto
v úvahu byl poprvé ustanoven britsko-indickým lékařem Sirem Ronaldem Rossem, který za
něj roku 1902 obdržel Nobelovu cenu.

Podobné chováńı vykazuj́ı i pohlavně přenosné choroby. Zde namı́sto zavedeńı komár̊u
upřednostńıme rozděleńı celé populace na muže a ženy, přičemž nemoc je zpravidla předá-
vána mezi jedinci r̊uzných přihrádek. Dále, u venerických chorob neńı smysluplné předpo-
kládat počet kontakt̊u úměrný velikosti populace. Reálněǰśı by bylo uvažovat konstantńı počet
setkáńı za jednotku času. Nav́ıc přenos nemůže proběhnout mezi libovolnými dvěma jedinci,
je např́ıklad nutno přihlédnout k r̊uzným stupň̊um ”aktivity” v odlǐsných skupinách obyvatel-
stva. Proto je před samotnou postulaćı modelu záhodno provést zevrubný sociologický rozbor
celé populace, jehož výsledky by měly být do modelu implementovány.

Po celou dobu našeho rozprávěńı jsme lpěli na exponenciálńım rozděleńı délek onemocněńı.
Tento zp̊usob však neńı pro svou jednoduchost př́ılǐs bĺızký skutečnému pr̊uběhu většiny cho-
rob, už kv̊uli možnosti nekonečně dlouze trvaj́ıćı nemoci. Reálněǰśı by bylo operovat s one-
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mocněńım pevné délky. Třebaže prvńı pohled napov́ıdá jinak, situace se v̊ubec nezjednoduš́ı.
Ba právě naopak, nebot’ velikosti přihrádek budou závislé na velikosti jiných v jistém bodě v
minulosti, obdrž́ıme celkově systém diferenčně-diferenciálńıch rovnic, jehož analýza je sama
o sobě výzvou. Situaci můžeme dovést ještě dále a zavést funkci P (s), vyjadřuj́ıćı pod́ıl in-
fekčńıch jedinc̊u nakažených s jednotek v minulosti, kteř́ı jsou stále naživu a nakažliv́ı. Zřejmě
při exponenciálńım rozděleńı jest P (s) = e−κs pro nějaké κ > 0, zat́ımco u nemoci konstantńı
délky máme P (s) = 1 pro s ∈ [0, T ], P (s) = 0 pro s > T , kde T je ona délka doby onemocněńı.

Pro některá dlouhotrvaj́ıćı infekčńı onemocněńı funguje rozd́ılná mı́ra nakažlivosti v závi-
slosti na době uplynulé od vlastńıho nakažeńı, tzv. věk infekce. Zářným př́ıkladem budiž
HIV/AIDS, kde infektivita HIV-pozitivńıch jedinc̊u je velmi vysoká po krátkou dobu na
počátku infekce, pak i několik let razantně sńıžená a nakonec opět vysoká před propuknut́ım
plně rozvinutého AIDS. Modely beroućı tento jev v úvahu jsou v literatuře známy pod po-
jmem age of infection models. Vedou k soustavě integro-diferenciálńıch rovnic, jež d́ıky své
komplikovanosti stále nab́ızej́ı řadu otevřených problémů k vyřešeńı.

Velký prohřešek, jehož jsme se dopustili, je předpoklad homogenńıho promı́cháváńı oby-
vatelstva. To nám umožňuje k simulaci už́ıvat diferenciálńı rovnice, avšak pro malý počet
infekčńıch jedinc̊u na začátku epidemie se jedná o domněnku bez jakéhokoli ospravedlněńı.
Je markantńı rozd́ıl, jestli jediný infekčńı člověk je studentem v ústavu, kde se denně mı́śı
stovky lid́ı, anebo správcem majáku s potenciálem nakazit nanejvýše zbloudilé racky. Pro
námi uvedené modely jsou obě situace totožné. Spásný kĺıč spoč́ıvá v zabudováńı vlivu náhody
ve formě stochastických model̊u. Protože však stejnorodé promı́cháváńı je rozumnou apro-
ximaćı pro větš́ı počty lid́ı v každé přihrádce, můžeme oba principy spojit do stochasticko-
deterministických model̊u. Zde aplikujeme vliv náhody pro začátek epidemie s hrstkou nakažli-
vých a při překročeńı jistého počtu nemocných přepneme na deterministický náhled v podobě
systému diferenciálńıch rovnic.
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Apendix

La-Salleho princip invariance. Bud’ Ω ⊆ Rn otevřená množina a f ∈ C1(Ω → Rn).
Uvažujme autonomńı systém

x′ = f(x).

Necht’ existuje zdola omezená funkce V ∈ C1(Ω→ R) a č́ıslo l ∈ R takové, že množina

Ωl = {x ∈ Ω : V̇ (x) ≤ l}

je omezená a nav́ıc V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ωl. Označme Λt(x) řešićı operátor daného systému a

S := {x ∈ Ωl : V̇ (x) = 0}
M := {x ∈ S : Λt(x) ∈ S ∀t ∈ R}.

Potom ω-limitńı množina ω(x) každého bodu x ∈ Ωl lež́ı v M , tj. x(t)→M, t→∞.

Poznámka: Právě uvedená věta je optimalizovanou verźı zněńı uvedeného v [18]. Původně se
u funkce V poč́ıtá s pozitivńı definitnost́ı, kterýžto fakt ovšem neńı v d̊ukazu nijak využit.
Ospravedlněńı zde předložené věty by v hrubých bodech vypadalo následovně: volme x ∈ Ωl

a y ∈ ω(x). Ωl je pozitivně invariantńı z nekladnosti V̇ (x(t)). V (x(t)) je nerostoućı v t a zdola
omezená, proto existuje limt→∞ V (x(t)) = c ∈ R. Dále se ukáže V ≡ c na ω(x) a z invariance
ω-limitńıch množin V̇ ≡ 0 na Λt(y) ∀t ∈ R. Odtud ΛR(y) ⊂ S, neboli y ∈M .

Dodatky k matici B. Nejprve ověř́ıme platnost uvedeného tvaru. Začněme linearizaćı
systému (2.8), přičemž v zápisu už́ıvejme S namı́sto (1− E − I −R):

B =

−qλIpSq−1 − (ε+ µ) pλIp−1Sq − qλIpSq−1 −qλIpSq−1

ε −(γ + µ) 0
0 γ −µ


Potřebujeme ukázat

qλIpSq−1 = µx, λIp−1Sq = β.

S využit́ım vztah̊u (2.3), (2.7) a definice (2.6) dostáváme:

qλIpSq−1 = qλIp(1− E − I −R)q−1

= qλI
(γ + µ)(ε+ µ)

ελ

(
1− I

Υ

)−q
(1− E − I −R)q−1

= qI
(γ + µ)(ε+ µ)

ε

(
1− I

Υ

)−1

= βΥq
I/Υ

1− I/Υ
= µx,
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λIp−1Sq = λIp−1(1− E − I −R)q

= λ
(γ + µ)(ε+ µ)

ελ

(
1− I

Υ

)−q
(1− E − I −R)q = β.

Odtud tedy opravdu

B =

−(µx+ ε+ µ) βp− µx −µx
ε −(γ + µ) 0
0 γ −µ


Hodnotu det(B) vypočteme rozvojem B podle prvńıho sloupce.

det(B) = −(µx+ ε+ µ)µ(γ + µ)− ε [µ(µx− βp) + γµx]
= −µ(γ + µ)(µx+ ε+ µ)− µ [εµx− (ε+ µ)(γ + µ)p]− εγµx
= −µ(ε+ µ)(γ + µ) + µ(ε+ µ)(γ + µ)p− µ(ε+ µ)(γ + µ)x
= µ(ε+ µ)(γ + µ)(p− 1− x).

Jako posledńı vyšetřeme znaménka koeficient̊u g0,1,2 funkce

H(x) = g2(µx)2 + g1(µx) + g0,

v́ıme-li zároveň
H(x) = (TrB) ·M + det(B),

kde
M = −(γ + 2µ)(µx+ ε+ µ)− µ(γ + µ) + ε(βp− µx).

K analýze užijeme hrubé śıly. Prvně si přepǐsme H(x) do tvaru bez TrB a det(B):

H(x) = (3µ+ γ + ε+ µx) [(γ + 2µ)(µx+ ε+ µ) + µ(γ + µ)− ε(βp− µx)]
+ µ(ε+ µ)(γ + µ)(1− p+ x).

Odsud pozorujeme, že při p ≤ 1:

g2 = γ + 2µ+ ε > 0,

g1 = (3µ+ γ + ε)(γ + 2µ+ ε) + (γ + 2µ)(ε+ µ) + µ(γ + µ)− εβp+ (ε+ µ)(γ + µ)
= (3µ+ γ + ε)(γ + 2µ+ ε) + (γ + 2µ)(ε+ µ) + µ(γ + µ) + (ε+ µ)(γ + µ)(1− p) > 0,

g0 = (3µ+ γ + ε) [(γ + 2µ)(ε+ µ) + µ(γ + µ)− εβp] + µ(ε+ µ)(γ + µ)(1− p)
= (3µ+ γ + ε) [µ(ε+ γ + 2µ) + (γ + µ)(ε+ µ)(1− p)] + µ(ε+ µ)(γ + µ)(1− p) > 0.

�
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Floquetova věta, [12, s. 76]. Bud’ J interval obsahuj́ıćı nulu. Uvažujme lineárńı systém

x′(t) = A(t)x(t),

t ∈ J a A ∈ C(J → Rn×n) je nav́ıc ω-periodická pro jisté ω > 0. Pak fundamentálńı matice
Y (t) tohoto systému při počátečńım času t0 = 0 má tvar

Y (t) = P (t) · exp(Lt),

kde P (t) je ω-periodická, P (0) = I a L je matice konstantńı.

Lemma o jednostranné diferencovatelnosti. Necht’ reálné funkce f a g jsou pravostranně
diferencovatelné na intervalu I. Pak funkce

H(x) = max{f(x), g(x)}, x ∈ I,

je také pravostranně diferencovatelná a plat́ı

D+H(x) ≤ max{D+f(x), D+g(x)}, ∀x ∈ I.

Poznámka: Analogicky tvrzeńı samozřejmě plat́ı při levostranné diferencovatelnosti f a g.

D̊ukaz. Volme x ∈ I. Pokud f(x) 6= g(x), bez újmy na obecnosti předpokládejme f(x) > g(x).
Ze spojitosti funkćı f, g existuje h0 > 0 takové, že f > g na (x, x + h0). Za takové situace
D+H(x) = D+f(x) ≤ max{D+f(x), D+g(x)} a věta plat́ı.

Necht’ naopak f(x) = g(x). Zde ukážeme dokonce D+H(x) = max{D+f(x), D+g(x)}.
Poč́ıtejme D+H(x) z definice:

D+H(x) = lim
h→0+

max{f(x+ h), g(x+ h)} −max{f(x), g(x)}
h

= lim
h→0+

max{f(x+ h), g(x+ h)} − f(x)
h

= lim
h→0+

max{f(x+ h)− f(x), g(x+ h)− f(x)}
h

= lim
h→0+

max{f(x+ h)− f(x), g(x+ h)− g(x)}
h

= lim
h→0+

max
{
f(x+ h)− f(x)

h
,
g(x+ h)− g(x)

h

}
.

Nyńı máme na výběr ze 2 možnost́ı: zaprvé může existovat h0 > 0 takové, že bud’ f(x+ h) ≥
g(x+h), nebo f(x+h) ≤ g(x+h) pro všechna h ∈ (0, h0). Potom v posledńı rovnosti můžeme
limitu vložit dovnitř složených závorek a tvrzeńı plat́ı.

Druhou alternativou je, že existuje klesaj́ıćı posloupnost {cn} ⊂ (0, h0) s limitou 0 taková,
že f(x+ c2n) = g(x+ c2n) a f(x+ c2n−1) 6= g(x+ c2n−1) pro každé n ∈ N. Zde budeme hotovi,
podař́ı-li se ukázat rovnost D+f(x) = D+g(x). Pak totiž posledńı limita existuje, je j́ı právě
hodnota D+f(x) = D+g(x) a tvrzeńı plat́ı.
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Z existence D+f(x) a D+g(x) ovšem plyne:

D+f(x) = lim
n→∞

f(x+ c2n)− f(x)
c2n

= lim
n→∞

g(x+ c2n)− g(x)
c2n

= D+g(x).

�

Lemma o obrazu uzávěru. Bud’te X,Y metrické prostory, A ⊂ X, B ⊂ Y , f : X → Y
spojitá. Pokud f(A) ⊂ B, pak f(A) ⊂ B.

D̊ukaz. Vezměme libovolný bod x ∈ A. Z definice uzávěru existuje posloupnost {xn} ⊂ A
s limitou x (připoušt́ıme i možnost konstantńı posloupnosti). Nebot’ f je spojitá, plyne z
Heineho podmı́nky

f(xn)→ f(x) ⇒ f(A) ⊂ B.

�
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