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Abstrakt: V pfedloZené praci se vénujeme pojmu volatility a zakladnim modelim
volatility ARCH a GARCH. Nejprve jsou popsany ARMA modely, které k modelim
volatility pfirozené vedou. Poté jsou predstaveny modely volatility ARCH a GARCH,
jsou zkoumany jejich vlastnosti a metody odhadu. Podstatnou c¢asti prace jsou po-
drobné popsané aplikace téchto modelt na konkrétni casové fady (na simulovand
a realnd data) v programu R. Analyzovana jsou data zachycujici vyvoj prazského
burzovniho indexu PX a sménného kurzu c¢eské koruny vuci euru. Cilem prace je po-
skytnout Ctenari vybavenému zakladnimi poznatky z pravdépodobnosti a statistiky
dostatek teoretickych znalosti a praktickych dovednosti k pochopeni modeli a jejich
samostatné aplikaci.
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troduced and their properties and estimation methods are discussed. The substantial
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Uvod

Modelovéni ¢asovych fad se ve velké mife vyuziva naptiklad ve financnictvi, pojistov-
nictvi nebo ekonomii. Volatilita neboli kolisavost ¢asovych fad se nejcastéji studuje
pravé v téchto oborech, nebot uréitym zptsobem reflektuje naptiklad rizikovost cen-
nych papiri nebo néladu na trhu. Aplikaci proto nachazi napiiklad pii ocenovani
opci nebo tizeni rizika.

Cilem této prace je zavést pojem volatility, definovat zakladni modely ARCH
a GARCH pro jeji modelovani a predvést postupy pii jejich praktickém pouziti.
K tomu je tfeba predstavit neékteré zakladni pojmy a definovat ARMA modely, které
se Casto aplikuji na studované rady pred vlastnim modelovanim volatility.

U ctenafe se predpokladaji zakladni znalosti z pravdépodobnosti a statistiky,
vyhodou mohou byt védomosti z teorie pravdépodobnosti a z teorie ndhodnych pro-
cesu. Po prostudovani prace by mél ¢tenafr rozumét podstaté modela ARMA, ARCH
a GARCH a byt schopen je aplikovat na konkrétni data.

V kapitole 1 jsou definovany zakladni pojmy pouzivané v celém textu. Kapitola 2
je vénovana ARMA modeltum, které jsou hojné pouzivany pro modelovani ¢asovych
fad a jejichz pochopeni je zasadni pro porozumeéni modeltim volatility, které jsou
studovany v kapitole 3. V kapitole 4 je ¢tenar nejprve seznamen s nékterymi funkcemi
programu R, nacez jsou predvedeny aplikace ziskanych znalosti na konkrétni casové
fady. Pro ilustraci vlastnosti predstavenych modeli a predvedeni rtznych funkci
programu R jsou pouzita simulovanad data. Prakticka aplikace je poté predvedena
na realnych datech.

Tato prace, pouzita data, obrazky, zdrojové kédy a nékteré vystupy programu R
z kapitoly 4 jsou dostupné na prilozeném CD a na internetové adrese
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~juskm6am/bc.



Kapitola 1

Zakladni pojmy a tvrzeni

V této kapitole definujeme zakladni pojmy tykajici se casovych fad potfebné pro po-
chopeni dale probiraného tématu.

Definice 1.1. Casovou 7adou rozumime posloupnost nahodnych veli¢in
{X;:t €T}, kde T C R. Index t znadi ¢as, v némz je pozorovana hodnota X;.

V dal$im textu budeme pod oznacenim {X;} uvazovat 7' C N. Budeme také pra-
covat pouze s realnymi casovymi fadami, to jest pfipad, kdy nadhodné veliciny X,
tvorici fadu {X;} nabyvaji pouze redlnych hodnot. Poznamenejme, Ze teorie nahod-
nych procest obecné pracuje s komplexnimi ¢asovymi fadami, jako je tomu naptiklad
v [13].

Definice 1.2. Necht ¢asova fada {X; : t € T} splituje EX? < oo pro viechnat € T.
Pak definujeme autokovariancni funkci v(-,-) fady {X,;} predpisem

’7(]9, T) = COV(XZ” XT) = E(Xil’ o EXP)(XT - EXT)7 p,TE T.
Autokorelacni funkci (ACF) p(-,-) fady {X:} definujeme jako

X,, X,
opr) = 2 X e,
V/var(X,)var(X;)

Hodnoty autokorela¢ni funkce se také nékdy nazyvaji korelacni koeficienty.

Definice 1.3. Rekneme, 7e casova fada {X, : t € T'} je striktné staciondrni, jestlize
pro libovolné n € N, pro vSechna zy,...,x, € R, pro vSechna t,,...,t, € T" a pro li-
bovolné h € R takové, ze t, +h € T pro 1 < k < n, plati, ze

P(th S L1y - ,th S I‘n) = P(Xt1+h S L1y 7th+h S ,I‘n)

Receno slovy, definice striktni stacionarity pozaduje, aby libovolna skupina na-
hodnych veli¢in z casové fady meéla v pripadé libovolného casového posunu stejné
rozdéleni jako neposunuta. To je pomérné silnd podminka. Zavedeme tedy jesté po-
jem slabé stacionarity.



Definice 1.4. Casova fada {X; :t € T} je nazjvana slabé staciondrni, jestlize plati
(i) EX? < o0,

(17) EX; = p pro vSechna t € T a n&jaké pu € R,

(i) cov(X,, X,) = v(|p — r|) pro vSechna p,r € T.

Bod (i) v pfedchozi definici znamend, ze autokovarianéni funkce {X,;} zavisi
pouze na vzdalenosti indexti. U stacionarnich c¢asovych fad proto autokovarianc¢ni
funkci piseme jen s jednim argumentem, ktery udévé tuto vzdalenost: v(p,7) "= ~(I)
prol=|p—r|.

Poznamka 1.5. Je-li ¢asova fada striktné stacionarni s koneénymi druhymi mo-
menty, pak je zfejmé splnéna definice slabé stacionarity.

Stacionarni ¢asovou fadou budeme v dalsim textu rozumét slabé stacionarni radu.
Implicitné tak predpokladame konecnost prvnich dvou momenti. V dalsim textu se
zabyvame stacionarnimi ¢asovymi fadami. Vice informaci o nestacionarnich ¢asovych
fadach najde ¢tenaf napiiklad v [7].

Poznamka 1.6. U stacionarni casové fady plati var(X;) = cov(Xy, X)) = ~(0).
Autokorela¢ni funkce takové fady (definice 1.2) mé potom tvar
Yp=rh) _Ap=7)) ozn
p(p,r) = = = p(l),
7(0)7(0) 7(0)

Definice 1.7. Necht {X, : ¢ € N} je stacionarni ¢asové fada. Ozna¢me X; projekci
X3 do linedrniho prostoru P generovaného ndhodnymi veli¢inami { X5, ..., X;}, kde
k je prirozené cislo. Existuji tedy cisla co, ..., ¢, € R takova, ze

X::CQXQ—I—"'—FCka a Xl—ZJ_XQ,...,Xk.

kdel=|p—r|, p,r €T.

Podobné oznac¢me 5(7”1 projekci Xy, do linearniho prostoru P. Parcidlni autokore-
lac¢ni funkci (PACF) ¢asové tady {X;} definujeme jako

alk) = p(1) k=1
= corr(X; — 3\(/1,Xk+1 - 5(7”1) k> 1.

Projekce )A(;H tedy vyjadiuje X, pomoci velicin X, ..., Xy a )?/1 rovnéz vyja-
diuje X; pomoci téchto velicin. Protoze na X, i X; maji vliv jesté jiné ndhodné
veli¢iny, nejedna se o pfesné vyjadieni. Pokud by X byla nekorelovana s Xy, ..., X,
potom by projekce X; byla nulovym prvkem prostoru P a X; —X; = X;. V opacném
piipadé X; = X, + E), kde F je n€jaka ndhodn4 veli¢iny nekorelovana s X, ..., Xj
(a tedy nulovy prvek prostoru P). Podobné X1 = Xj_.; + Egy1. PACF v bodé k
pak vyjadiuje korela¢ni koeficient mezi F; a Ej 1, tedy vztah mezi X; a X1, ktery
nemuze byt vyjadien skrze X, ..., X. Protoze {X;} je stacionéarni, plati rovnost

corr(Xy — X1, X1 — Xpa1) = corr(Xp, — Xn, Xpin — Xpyn)

a tedy a(k) vyjadiuje tento vztah pro kazdé dvé ndhodné velic¢iny z { X}, vzdalené
od sebe o Cas k.



Definice 1.8. Pro nameétené hodnoty Xi,..., X, casové fady, u které predpokla-
dédme slabou stacionaritu, definujeme vybérovou autokorelacni funkei p(-) predpisem

_ Z?:l—l—l (Xt - Xn)(Xt—l - Yn)
Z?=1 (Xt - X—n)2

., 0<i<n-1

0

kde X, je vgberovy primeér definovany jako X,, = £ 37" | X;.

Vybérova ACF p slouzi jako odhad ACF p. Za urcitych predpokladii 1ze ukazat, ze
rozdil p(1) — p(l) méa asymptoticky normalni rozdéleni, viz. [13], a to je mozné vyuzit
pro testovani hypotézy Hy : p(l) = 0 pro konkrétni [ > 1. Ve specidlnim pfipadé, kdy
data odpovidaji realizaci Gaussovského bilého Sumu, lezi p(l) s pravdépodobnosti
95 % v intervalu (—1,96/+/n,1,96/4/n). Tento interval budeme nazyvat intervalem
spolehlivosti pro hodnoty vybérové ACF. V grafu vybérové ACF byva zpravidla
vyznacen prerusovanou ¢arou, jak je vidét napriklad na obrazku 2.1. Lezi-li vybérova
ACF p(1) v tomto intervalu, mizeme odpovidajici p(l) povazovat za nulové.

Ptedchozi odstavec popisuje testovani hypotézy o nulovosti jednotlivych korelac-
nich koeficient1, ovsem v dalsich kapitolach budeme pii ovéfovani adekvatnosti mo-
delii casto pouzivat Portmanteaiiv test, ktery testuje hypotézu o nulovosti vétsiho
mnozstvi korelacnich koeficientt najednou. Uvedeme zde Ljung—Boxovu testovaci
statistiku publikovanou v [12]. Tato statistika vznikla jako modifikace Box—Piercovy
statistiky, odvozené v [3], jez pii malé velikosti vybéru n zptsobuje mensi silu testu,
jak je popsano v [12].

Portmanteatv test (Ljung-Boxova statistika). Necht Xi,..., X, jsou pozoro-
vané hodnoty ¢asové fady {X;} s autokorelacni funkei p(-). Za platnosti hypotézy
Hy : p(1) = p(2) = --- = p(m) = 0 plati, ze

Q(m):n(n+2)2%$xfm m € N,
I=1

c ” . e
kde —— znadi konvergenci v distribuci pro n — oc.

Cislo m v predchozi vété udava pocet korela¢nich koeficient?, které testujeme.
Vysledky simulac¢nich studii ukazuji, Ze optimélni volba m je pfiblizné In(n), jak je
uvedeno v [15].

Definice 1.9. Casova fada {X;} se nazyva bilyj sum, jestlize {X,} je posloupnost
nekorelovanych stejné rozdélenych nédhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou
a s kone¢nym rozptylem o2, Bily $um zna¢ime WN(0, 0?) (white noise). M4-li navic
X; normalni rozdéleni N(0, 0%), nazyva se {X;} Gaussovsky bily sum.

Pfi praci s finan¢nimi ¢asovymi fadami se vétsinou misto cen aktiv pracuje s jejich
vynosy. Z nasledujicich definic uvidime, ze pro investora poskytuje vynos stejnou
informaci jako samotna cena aktiva, navic muze byt uvadén v procentech a je tak
dokonce jasnéjsim ukazatelem vyhodnosti investice.



Definice 1.10. Bud P, cena aktiva v ¢ase t. Hrubym vynosem aktiva rozumime ¢islo

By

Py

1—|—th

Podle této definice je R;P,_; ¢astka, kterou vydélame vlastnénim aktiva v ¢asovém
intervalu (¢t — 1,¢). Jinymi slovy, R; vyjadfuje procentudlni zisk z aktiva za ¢asovy
interval (¢t — 1,t). Tato ¢astka se nazyva cisty vynos aktiva. V praxi se ¢asto pouziva
tzv. logaritmicky vymnos.

Definice 1.11. Pfirozeny logaritmus hrubého vynosu aktiva nazveme logaritmicky
vynos a oznac¢ime ho jako r;. Plati pro néj

P,

t—1

ry = ln(l -+ Rt) =In = hl(B) — ].Il(Pt_l) OQ. Pt — Pt—1-

V dalsim textu budeme pro obecnost ¢asové fady znacit jako {X; : ¢t € N}, ve fi-
nanc¢nich aplikacich se vSak ¢asto pouzivaji fady logaritmickych vynost {r, : t € N}.
Pokud si ¢tenar bude chtit predstavit aplikaci ve financich, muze si misto X; dosa-
dlt Tt.



Kapitola 2
ARMA modely

U finané¢nich ¢asovych fad se casto setkavame s tim, ze hodnoty autokorelac¢ni funkce
nejsou nulové a nahodné veli¢iny tvorici studovanou fadu jsou tedy korelované. To
muzeme interpretovat tak, ze hodnota rady v case t je ovlivnéna hodnotami v pted-
chazejicich casech. Této vlastnosti vyuzivaji matematické modely k presnéjsimu po-
pisu a predpovidani pribéhu casovych tad, coz jsou dva jejich hlavni tkoly. Mezi
¢asto pouzivané modely pro finan¢ni casové fady patii autoregresni (AR — auto-
regressive) modely a modely s klouzavymi soucty (MA — moving average) a jejich
kombinace, tzv. ARMA modely.

hledu zakladnich vlastnosti ARMA modelt. Pro vice podrobnych informaci o ARMA
modelech miize ¢tendf nahlédnout napiiklad do [10] nebo [13].

2.1 AR modely

Autoregresni modely predpokladaji, Ze hodnota ¢asové fady v Case t se d& aZ na na-
hodnou slozku vyjadrit jako linearni funkce hodnot v predchézejicich ¢asech. V nami
probiranych modelech je tato nahodna slozka bily Sum.

Definice 2.1. Necht p € N, ¢p,..., ¢, € R, ¢, # 0 a V; je bily sum. Rekneme, Ze
Casova fada {X;} se Fidi autoregresnim modelem Fadu p (znac¢ime AR(p)), jestlize
plati

Xe=¢o+ 01 Xy 4+ -+ 0p Xy p + Y,

Jak je ukazano naptiklad v [13], model AR(p) je stacionarni, jestlize vSechny kofeny
polynomu

¢(Z):1—¢1Z—¢2z2—..._¢pzp

jsou v absolutni hodnoté vétsi nez jedna.
Je-li fada {X,} z pfedchozi definice stacionarni, mizeme provést nasledujici vy-
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pocet stfedni hodnoty EX; = --- =EX,_, =

EX, = ¢+ 01 EXy 1 + -+ 0, EX;_,
=0+ @1t + -+ Opp
o=l =1 — o — - — @p)

_ _ o
M_EXt_1—¢1—¢2—"'—¢p.

Autoregresni modely maji fadu dalSich vlastnosti, které se daji studovat. My se
zde budeme zabyvat jen témi, které nam pomohou na cesté k modeltim volatility.
Zajemce o podrobnéjsi informace o vlastnostech AR modeld budiz odkazan na [13]
nebo na [10].

Zakladni tlohy, které fesime pii aplikaci matematickych modeli na ¢asovou fadu,
jsou urceni (identifikace) modelu a jeho ¥fddu, odhad parametri v modelu a posouzeni
adekvatnosti odhadnutého modelu. Ve zbytku této podkapitoly se budeme vénovat

témto tloham a nastinime nékteré z metod, které se pouzivaji k jejich feseni.

Identifikace modelu a urceni radu
D4 se ukézat, Ze autokorela¢ni funkce AR(p) modelu je feSeni diferenéni rovnice p-
tého Fadu, viz. [13]. Proto jeji graf vypada jako graf klesajici exponenciély nebo tlu-
meného sinu, pripadné jejich kombinace, coz ilustruje obrazek 2.1. Autokorelac¢ni
funkce tak mé nekonecné mnoho nenulovych hodnot. Naopak parcialni autokore-
lacni funkce AR modelu nabyva jen kone¢né mnoha nenulovych hodnot, coz bude
ukazano pozdéji. Toho se da vyuzit v situaci, kdy mame casovou fadu, kterou chceme
modelovat, a rozhodujeme se, jaky model pouzit.

Dejme tomu, Ze jsme pro studovanou fadu na zakladé priubéhu vybérové ACF
a PACF identifikovali AR model a radi bychom urdili fad p. K tomuto tucelu pou-
Zijeme uzitecnou vlastnost parcialni autokorelacni funkce AR modelu, kterou nyni
odvodime.

Uvazujme AR model fadu p ve tvaru

Xe=¢o+ 01 Xy 4+ 0p Xy p + Y,

Zvolme n > p. Vzhledem k danému modelu je projekce X,,; do prostoru P genero-
vaného {Xs,..., X, } rovna Xvnﬂ =¢o+ 01X, + -+ ¢, X,_p11. Déle projekce X,
do Pje X; = f(Xa,..., X,+1), pro néjakou linearni funkei f, nebof X; se naposledy
(explicitné) vyskytuje v zapisu X,41 = ¢o + 91X, + - - - + ¢,X;7. Potom

a(n) = COI'I'(Xl — Xl, Xn+1 — Xn+1) = COI‘I‘(Xl — f(XQ, cey Xp+1), Yn—l—l)-
Z definice modelu plyne, ze veli¢iny X1, ..., X; mohou byt (skrze rekurzi) vyja-
dfeny pomoci Y11, ...,Y], tedy X; — f(Xo, ..., X,+1) miZeme napsat jako néjakou

linearni funkei g(Y73,...,Y,4+1). Proto

cov(Xy — f(Xa, ..., Xpt1), Yoy1) = cov(g(Yr, ..., Ypi1), Ynq1) =0,

11



AR(1) s parametrem —-0.8
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Obrazek 2.1: Grafy vybérové ACF simulovanych fad fidicich se modely a) AR(1)
s parametrem ¢; = —0.8, b) AR(2) s parametry ¢; = 0.8, ¢o = 0.2, ¢) AR(1)
s parametrem ¢; = 0.5 a d) AR(2) s parametry ¢; = 0.5, ¢ = —0.5.
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nebot n > p a Yi,...,Y,1 jsou z definice bilého Sumu nekorelované.
Pro n > p je tedy hodnota PACF c¢asové fady fidici se modelem AR(p) v bodé
n nulova. Z ptredchoziho postupu vidime, ze pro n < p dostaneme stejnym postupem

a(n) == COV(g(Yi, .- -7Y;D+1)7Yn+1) > 0.

Pro vypocet parcidlni autokorelacni funkce existuji metody zaloZené
na feSeni soustavy rovnic, ve které figuruje autokorelacni funkce. Podrobnosti zde
nebudeme uvadét, piipadny zéjemce najde blizsi informace v [13]. Vybérovou PACF
dostaneme dosazenim vybérovych korelac¢nich koeficientti namisto korela¢nich koefi-
cient do zminéné soustavy rovnic a budeme ji znacit &.

Vybérova PACF je odhadem PACEF. Podobné jako u ACF, i u PACF lze za urdi-
tych podminek urcit asymptotické rozdéleni rozdilu &(n) — a(n), viz. [13], a testovat
hypotézu Hy : a(n) = 0 pro pevné n > 1. Interval (—1,96/y/n,1,96/y/n) je v gra-
fech vybérové PACF znéazornén stejné jako u ACF, coz muzeme vidét na obrazku
2.2. Lezi-li vybérova PACF &(n) v tomto intervalu, ktery budeme nazyvat intervalem
spolehlivosti, mizeme odpovidajici a(n) povazovat za nulové.

Pfipomenme, Ze pro model AR(p) s autokorela¢ni funkei p a parciadlni autokore-
la¢ni funkci o plati, Ze

p(l) # 0 pro nekonecné mnoho [

a(l)=0 prol>p.
Predchozi vysledky davaji navod pro urceni fadu AR modelu. Je-li vybérova PACF
zkoumané ¢asové fady, u které jsme podle pribéhu vybérové ACF identifikovali AR

model, takzvané useknutd v bodé p (tzn. nenulova v bodé p a nulova za nim), pou-
zijeme AR(p) model.

Odhadovani parametrd

Pro odhadovani parametri ¢y, . .., ¢, v AR(p) modelu se d4 pouzit metoda nejmen-
sich ¢tvercti (LSE — least squares estimate), momentova metoda a v piipadé, Ze zname
rozdéleni bilého Sumu Y;, také metoda maximalni vérohodnosti (MLE — maximum
likelihood estimate). Posledné jmenované se budeme podrobnéji vénovat v dalsich
kapitolach, zde jen v kratkosti uvedeme metodu nejmensich ¢tverct. Vice informaci
¢tenaf nalezne naptiklad v [13] nebo v [7].

Definice 2.2. Necht Xj, ..., Xt jsou pozorované hodnoty casové fady {X;}, u niz
predpokldddme model AR(p) ve tvaru

Xi=¢o+ 01 Xe1+ -+ 0 Xep + Y, = Xi(4) + Vs
Odhadem parametru ¢ = (o, - . ., ¢,) metodou nejmensich ctverci rozumime
~ ~ T 2
¢ = (¢o,...,P,) = argmin Z (Xt - Xt(qb)) :
¢ =
=p+1
Radu {X,} = {Xt@)} nazveme odhadnuty model. Cislo Y, = X, — X, nazveme

reziduum odhadnutého modelu v case t.
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AR(1) s parametrem 0.8 AR(2) s parametry 0.5, -0.5
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Obrazek 2.2: Grafy vybérové PACF simulovanych fad fidicich se modely a) AR(1)
s parametrem ¢; = 0.8, b) AR(2) s parametry ¢; = 0.5, ¢o = —0.5, ¢) AR(2)
s parametry ¢; = 0.4, ¢ = 0.4 a d) AR(2) s parametry ¢; = 0.1, ¢ = 0.8.
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Testovani adekvatnosti modelu

Je vhodné posoudit, zda odhadnuty model spravné reflektuje odhadovanou ¢asovou
fadu (je adekvdtni). Odpovidajici statistické testy vyuzivaji predpokladu, Ze ndhodnéa
veli¢ina Y; je bily sum WN(0, 0?). V ideélnim p¥ipadé by platilo, Ze X; ~ X; a tedy
Y, ~ Y, pro kazdé t € {1,...,T}.

Chceme proto testovat, zda lA/t ~ WN(0,0?), tedy zda rezidua lA/t, odhadujici
chybovou slozku Y;, maji blizko k bilému Sumu. V takovém priipadé by mély byt
vybérové korelacéni koeficienty fady {Y;} statisticky nevyznamné. Pokud z grafu vy-
bérové ACF vidime, Ze se vyznamné od nuly lisi, usoudime, zZe model neni adekvatni
a musime ho vylepsit zvétsenim fadu nebo pouzit jiny model.

Lezi-li vybérové korelacni koeficienty uvnitt intervalu spolehlivosti, znamena to
nezamitnuti hypotézy o nulovosti jednotlivych korelacnich koeficienti. V takovém
pripadé pristoupime k testovani hypotézy o nulovosti ve sdruzeném testu. K tomu
muizeme pouzit Portmanteatv test, uvedeny na konci kapitoly 1, ovSem s drobnou
modifikaci — testova statistika ¢)(m) v pfipadé modelu AR(p) konverguje v distribuci
k y2-rozdéleni o m — p stupnich volnosti, tj. X2m_p-r0zdéleni. Je tim reflektovana
skutecnost, ze v modelu bylo odhadovano p parametri, viz. [15]. Pokud hypotézu
— bézné na hladiné o = 0.05 — nezamitneme, znamena to, ze korela¢ni koeficienty
nejsou od nuly tak daleko, aby to bylo v rozporu s hypotézou o jejich nulovosti.
V takovém pripadé je povazujeme za nulové a odhadnuty model za adekvatni.

Predpovidani
Necht X, ..., X7 jsou opét pozorované hodnoty casové fady {X;}, u niz predpokla-
ddme model AR(p) s nyni jiz zndmymi (v praxi vSak jen odhadnutymi) parametry

¢07¢17"'7¢p'

Definice 2.3. Predpovédi Xty pomoci nejmensi stredni c¢tvercové chyby (MSE -
mean square error) rozumime

N 2
Xr(h) = arg m}nE(XTJrh — f) ,

kde f je funkce pozorovanych hodnot Xi, ..., X7. Cislo h se nazyva horizont pred-
povédi. Nahodnou veli¢inu ep(h) = Xryp, — Xr(h) nazveme chybou v predpovédi
XT4h-

Predpovéd pro h = 1 podle predchozi definice ziskame takto: Pro vyjadieni X7,
vyuzijeme znalosti hodnot X7, ..., X7 a parametri modelu AR(p). D4 se ukazat, ze
nejmensi stfedni chyby ve smyslu predchozi definice dosahneme tehdy, kdyz v pred-
povédi misto Y7, pouzijeme EY7 .1 = 0, viz. [10] nebo [13]. Tento postup lze zapsat
jako

)A(T(l) = E(Xr1| Xp, Xoo1, oo, Xrpi1) = G0+ 01Xy + -+ + 0p X pia,

kde E(X7p 1| X, Xr_1,..., X1r_p+1) je stfedni hodnota X7,; podminénéd znalosti
hodnot X7, X7_1,..., X7r_pt1. Odpovidajici chyba v predpovédi je

er(l) = Xpy1 — )A(T(l) =Yrq1.
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Dosadime-li proto )?T(l) do definice pfedpovédi za f, je minimalizovany vyraz
EY7,, = var Yy, = var ep(1) = 0°. Z toho plyne, Ze lepsi predpovéd nemtizeme
ziskat, protoze rozdil predpovédi a skutecné hodnoty bude vzdy alespon neznama
slozka Y.

__ Podobné zkonstruujeme predpovéd pro h = 2. Misto Xt pouZijeme predpovéd
Xr(1) a stejné jako pro h = 1 misto Yr,o napiSeme EYr, 5. Odhad pak bude

Xr(2) = B(Xrso| X7, Xro1, - o+, Xropi1)
= ¢o + N EXr| X, Xr, oo, Xopi) + 02 Xo+ -+ 0 X pio
= oo+ 01 X1 (1) + 2 Xp + -+ - + G X pio.

Chyba v ptedpovédi X7.o je proto

er(2) = Xpyo — Xr(2) = ¢o + 01 X111 + 6o Xp + - + Op X7 _pia+ Yoo
— ¢o — ¢1)A(T(1) — G X — - = Op X7 _pi2
= ¢ (XT-H - )?T(l)) + Yrio = drer(l) + Yoo = 01 Yriq + Yoo

Provedme nyni tento postup pro piirozené h spliiujici h < p. Pak
)?T(h) = ¢p + ¢15€T(h - 1)+ + ¢h—15€T(1) + o X1 + -+ O X1 pihs

pro obecné h potom

h—1 p
Xr(h) = ¢o+ > ¢:iXr(h— i)+ > 6 X,
=1

i=h

kde prazdny soucet typu §=p 41 bolozime roven nule.

Timto postupem jsme zkonstruovali bodové predpovédi hodnot fady {X;} (to
znamend, ze predpovédi jsou ¢isla). Pokud znadme rozdéleni chyby er(h), mizeme
sestrojit intervalovou predpovéd pro X, o spolehlivosti 1 — «.

Necht Y; ~ N(0,0?). Protoze {Y;} je bily Sum, jsou veli¢iny Y; nekorelované.
Jednou z vlastnosti normalniho rozdéleni pfitom je, ze nekorelovanost je ekvivalentni
nezavislosti.

Je znamo, Ze pro nezavislé ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim
Zy ~ N(u,0}), Zo ~ N(us,03) plati, Ze jejich soudet ma normalni rozdéleni
N(p1 + p2, 0% + 02), viz. [1]. Pfiddme-li k tomu dalsi vlastnost pravdépodobnostnich
rozdéleni, a sice, Ze linedrni transformace (Z — u)/o ~ N(0,1), kde Z ~ N(u,0?),
zjistime, Ze jsme schopni uréit rozdéleni chyby v predpovédi er(h).

Pro h=1je ep(1) = Xpy1 — Xr(1) = Yyt ~ N(0, 02), proto plati

Xra1 — Xr(1)

g

P(—ul_% < < ul_%> =1-aq,

P(XT(l) —our_s < Xrjy < Xp(1) + Uul_%> —1-aq,
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kde uj-a je 1—4 kvantil N(0, 1). Mame tak intervalovou pfedpovéd Xr.1. Podobnym
zpusobem budeme postupovat pro h > 1. Pro h =2 a h = 3 dostaneme

er(2) ~ 01 Y1 + Yrgo ~ N<0, o*(1+ Cb%)),
er(3) ~ ¢rer(2) + ¢aer(1) + Yriz ~ N<07 o’ [1+ ¢(1+ ¢7) + Qﬂ)

Odtud

Xris — Xp(2
Py < 222 X1®) )
o*(1+ ¢1)

Xpig — Xr(3)
VoL + @1+ 6h) + 63)

P(—ul_% < < ul_%) =1-aq,

odkud opét snadno dopocitame intervalové predpoveédi.

V praxi ovSem nemdme presné hodnoty parametrt ¢y,. .., ¢,, nybrz jejich od-
hady. Protoze tyto odhady jsou konzistentni, jak je ukdzano v [13], funguje pro né
predchozi postup asymptoticky pro velikost vybéru 7" — oo.

2.2 MA modely

Druhym modelem, ktery je rovnéz uzitecny pri modelovani casovych fad, je model
klouzavych soucttt (MA — moving average).

Definice 2.4. Necht {Y;} je bily sum (viz. definice 1.9). Rekneme, Ze ¢asova fada
{Xi} se ridi MA modelem fadu q € N, jestlize plati

X, =0+ Y~ 0Yi ) ——0,Yr, kdeby,... 0,€R, 6, #0.
Uvazujme model MA(1), tedy X; = 6y +Y; — 0,Y; 1. Pak
EX; =00+ EY; —0,EY,1 =6,
a diky nekorelovanosti {Y;}
var X; = var Y, + 0var Y;_; = o® + 00? = o*(1 + 63).
Podobné pro model MA(q) dostaneme

EX; =0y +EY, -0,EY,_| —--- = 0,EY,_, = 0o,
var X; = varY; + vaar Y1+ ngar Y o+ -+ ngar Y,
=c*(1+6;+---+62).

Jak bude ukazano dale, kazdy MA model je stacionarni.
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Identifikace modelu a urceni radu
Uvazujme nyni opét model MA(1), tedy X; = 0p+Y;—6,Y;_1. Potomprol > 1, l € N
plati

X Xy = 00X + Y Xy — 011 Xy

Pro autokorela¢ni funkci z definice plati

’)/(l) = EXt_lXt — EXt_lEXt
= 0EX, + EY, X, — ,EY, 1 X, — 6.

S vyuzitim nekorelovanosti X;_; a Y; dostaneme

v(l) = 6EX,_; + BY,EX,_, — O,EY,_1 X,_, — 03
= —0EY, 1 X,

a tedy
y(1) =0 [>1

= —910'2 l =
Pro autokorela¢ni funkci z toho plyne, ze

pl) =1 [=0,
—6,

— =1

(1+62%) ’

0 [ > 1.

Tento vysledek je mozné zobecnit pro model MA(q), ¢imz dostaneme

p(l) #£0  1<gq,
=0 [ >q,

viz. napiiklad [13].

To znamena, Ze veli¢ina Y; ovliviiuje pouze ¢ hodnot Xy, ..., X;, a model MA
maé takzvané konecnou pamét. Protoze ACF je funkci rozdilu ¢asi, stfedni hodnota
je konstantni a rozptyl konec¢ny, je kazdy model MA stacionarni.

Parcialni autokorela¢ni funkce modelu MA(q) je feSenim diferen¢ni rovnice g-tého
fadu a ma proto tvar tlumeného sinu nebo exponencialy, pfipadné jejich kombinace,
viz. [13]. Proto nabyva nenulovych hodnot v nekone¢né mnoho bodech.

Pfipomenme, Ze pro model MA(q) s autokorela¢ni funkei p a parcidlni autokore-
la¢ni funkci o plati, Ze

a(l) # 0 pro nekoneéné mnoho [
p(l)=0 prol >q.
Maji-li tedy vybérové ACF a PACF takovyto pribéh, identifikujeme MA model

radu q.
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MA(2) s parametry 1, -2 MA(4) s parametry 1, -2, 3, -5
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Obrazek 2.3: Grafy vybérové ACF a PACF simulovanych fad fidicich se modely
MA(2) s parametry 0, = 1, 6§ = —2 a MA(4) s parametry ¢; = 1, 0y = —2,
05 = 3, 04 = —5.
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Odhadovani parametrt

V modelech MA se béZné pouzivaji odhady metodou maximéalni vérohodnosti. K tomu
je tfeba predpokladat, ze znadme rozdéleni bilého Sumu {Y;}. Parametry lze odha-
dovat také pouzitim metody nejmenéich étvercﬁ zminéné v pfedchozi kapitole Zde

Vv

N> 24

kon, ale dava presnéjsi vysledky. PodrobneJ81 informace o pouzivanych metodach
muze Ctenaf nalézt napiiklad v [13].

Méjme pozorované hodnoty veli¢in X1, ..., X7 a ozna¢me je 1, ..., zp. Chceme
odhadovat parametry 6y,...,0, v modelu MA(q). Ze stacionarity vime, Ze stfedni
hodnota EX; = 6, je konstantni. Budeme proto bez jmy na obecnosti predpokladat,
7e 0y = 0 (jinak bychom odecetli od X; vybérovy primér Xr).

Oznacéme F; ; o-algebru generovanou nahodnymi veli¢inami X; ;,..., X;. Ji-
nymi slovy, F;_; obsahuje informaci o hodnotach fady {X;} az do ¢asu ¢t — 1.
Oznac¢me 0 = (0, . .., 0,) vektor parametrti modelu MA(q). Radi bychom na zékladé

znalosti F;_; vyjadrili hodnoty Y;_1,...,Y7. Tyto hodnoty oznac¢ime pro nazornost
Yi_1,---,y1. Diky predpokladanému modelu miiZeme potom psat

Y1 = Ty,

Yo = x2 + 0191,

ys = X3 + 6hya + 02y,

Nyni mtZeme psat (z vlastnosti podminéné hustoty):

fyr, ..., u1]0) = f(yr, ..., y210, F1)f(11]0)
= f(yT7 . --7ys|97-7:2)f(y2\97f1)f(y1|9)

= f(yT‘ova—l)f(yT—l‘ova—Q) T f(y2‘07f1)f(y1|0)7

kde f(yr,...,y1]|0) je sdruzena hustota veli¢in Yr,...,Y; podminéna parametrem 6
a f(y:] 0, Fi—1) je hustota ndhodné veli¢iny Y; podminénéd vektorem 6 a o-algebrou
Fi-1.

Protoze z predpokladi zndme rozdéleni velicin Y; (z definice bilého Sumu stejné
pro vSechna t), dosadime za f hustotu tohoto rozdéleni. Mame tedy sdruzenou hus-
totu veli¢in Y7, ..., Y] vyjadfenou pomoci nam znamych hodnot xr, ..., x; a vektoru
parametru @, ktery nezndme a chceme ho odhadnout. MysSlenka metody maximalni
veérohodnosti je, Ze ndmi pozorované hodnoty zr,...,x; a tedy i z nich vypocitané
yr, ..., Y1 jsou ,nejvice pravdépodobné®. Proto sdruzena hustota veli¢in Yr,..., V3
ma byt pro tyto hodnoty maximalni a odhadem € bude takovy vektor 6= (90, oo By),
ktery tuto sdruzenou hustotu maximalizuje.

Tento odhad vznikl v situaci, kdy jsme polozili y; = 0 pro t < 0, fikd se mu proto
podminény odhad metodou mazimdlni vérohodnosti. Hodnoty yi_g, ..., yo vstupuji
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do maximalizované hustoty proto, Ze v modelu MA(q) plati

yi=a1+ 6y +0y_1+---+ eqyl—(b
Y2 = To + Oy + Ooyo + - - -+ Ogya—g,

Druhd moznost je odhadnout hodnoty y;_g, ..., yo, které povazujeme za nezndmé
konstanty, spolecné s parametrem 8 = (6, ..., 6,).
Ozna¢me y = (y1_g, - - -, Yo). Pak podobné jako v pfedchozim
fyr, . nl0.y) =... = flyr0, Fr-1.9) f (yr-1]0, Fr-2,y) - - f (4116, 9),

coz je opét funkce, kterou chceme maximalizovat v argumentech 8 a y. Vysledkem
budou odhady 8 = (0o, ...,0,) ay = (Y1—q, - - -, Yo), z nichz potfebujeme pouze 6, ale
parametr y nam poslouzil ke zpresnéni odhadu, kterému se proto nékdy rika presny

odhad metodou mazximdlni vérohodnosti.

Testovani adekvatnosti modelu

Testovani adekvatnosti modelu je opét zaloZeno na testovani nekorelovanosti rezidui
{V;}, kde V; = X; — X;. K tomu lze vyuzit metody popsané u AR modeli v ¢asti
2.1. Pokud zname rozdéleni bilého Sumu, je mozné testovat také hypotézu o tom,
ze rezidua odpovidaji tomuto rozdéleni. Pokud ji nezamitneme, stejné jako hypo-
tézu o nekorelovanosti, nelisi se rezidua zavazné od bilého sumu a model pokladame
za adekvatni.

Predpovidani

Uvazujme pro fadu {X;} model MA(q). Necht Xr, ..., X; jsou opét znamé hodnoty
{X:}. Pro horizont pfedpovédi h = 1 chceme predpovédét X ;. V modelu MA(q),
v némz predpokladame EX; = 0, plati

Xrpr=Yro — Yy — - —0,Yr1
Predpoveédi Xp,; pak podobné jako u AR modeld rozumime
Xr(1) = E(Xp| Xp, ... X1) = =0,V — - — 0,Yr 1y,

kde }7; je reziduum odhadnutého modelu v case t, tedy }7} =X, — )A(t.
Pro h = 2 potom

Xrpo=Yro =0 Yy — - = 0,Y7r10_,
XT(2) == E(XT+2‘XT, S Xl) - _HQYT — GqYT+2_q.
Pro obecné h plati
Xoon =Yoo — 0 ¥rng— - — Hq?T—i-h—qv
q
Xr(h) = =00Yr — - =0 Yrin—g =~ 61,
i=h
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kde opét prazdny soucet dodefinujeme nulou. Vidime, ze pro h > ¢ je predpovéd
Xr(h) =0, coz je EX;. Jak vime z pribéhu ACF, veli¢iny X, ..., X7 nijak neovliv-
nuji veli¢iny X7y 411, X7pg42, ..., a proto znalost Xj, ..., X7 nemiZe nic napovédét
o budoucich hodnotach Xr 11, Xrygta,. ...

2.3 ARMA modely

V nékterych aplikacich se mtizeme dostat do situace, kdy pfi aplikaci AR nebo MA
modelu budeme pro adekvatni popis Casové fady potiebovat vysoky rfad modelu.
Z tohoto divodu se zavadi spojeni AR a MA modeli, tzv. ARMA model.

Definice 2.5. Nechf {Y;} je bily sum a {X,} je stacionarni asova fada. Rekneme,
ze Casova fada {X;} se fidi ARMA(p, ¢) modelem, p,q € NU {0}, jestlize plati

p a
Xy = ¢o+ Z OiXi—i — Zejyt—j +Y,
i=1 =1

kde ¢07"'7¢p7 91,...,9(1 ER, ¢p7é039q3£0
V literature se ¢asto pouziva zapis pomoci operatoru zpétného posunu:

Definice 2.6. Operator B : X; — X, i se nazyva operdtor zpétného posunu (back-
shift operator).

Model ARMA(p, q) zapsany pomoci operatoru zpétného posunu vypada nésle-
dovné:

(1—¢1B—¢oB* — -+ — ¢,B)X; = ¢+ (1 — 4B — 0,B%> — - .- — 0,B9)Y,.

Polynom ¢(z) = (1 —¢12 — a2 — - - - — ¢,2P) nazveme charakteristickym polynomem
AR slozky ARMA(p, q) modelu. Jak je ukazano napiiklad v [13], ARMA(p, ¢) model
je stacionarni, pokud je jeho AR slozka stacionarni (MA slozka je stacionarni vzdy).
To nastava, jestlize jsou vSechny koreny charakteristického polynomu AR slozky
v absolutni hodnoté vétsi nez jedna.

Identifikace modelu a urceni radu
Jak uz bylo feceno v tvodu kapitoly, v praxi ¢asto pouzivime ARMA model v si-
tuacich, kdy jsme identifikovali AR nebo MA model vysokého fadu. V takovych
pripadech ARMA model k adekvatnimu popsani dané casové fady potfebuje tak
vysoky tad.

Urcovani radt neni u ARMA modelu tak jednoduché jako u AR a MA modeli
a nepomuze nam s nim ani ACF a PACF. ProtoZe podrobny popis metod pouzitel-
nych k urceni fadi ARMA modelu by nijak nepfispél k ucelu této prace, uvedeme
zde pouze strucny popis s odkazem na literaturu, v niz mize zdjemce nalézt blizsi
informace. Standardné se uvadi metoda FPE (final prediction error) a AIC (Akaike’s
information criterion). Metoda FPE vyjadii stfedni ¢tvercovou chybu v predpovédi
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pro h = 1 pomoci fadu p,q a za fady odhadovaného ARMA modelu se pak zvoli
¢isla, ktera tuto chybu minimalizuji. Princip metody AIC spociva ve vyjadieni veé-
rohodnostni funkce pomoci p, ¢ a za fady modelu ARMA zvolime ¢isla, ktera tuto
funkci maximalizuji. Vice detaili nalezne ¢tenar napiiklad v [7].

Odhadovani parametril a testovani adekvatnosti
V AR a MA modelech se dd k odhadu parametri pouzit jak metoda nejmen-
sich ¢tvercli, tak metoda maximéalni vérohodnosti. Proto se daji tyto metody po-
uzit i pro odhady parametrt v ARMA modelu. Nejpiesnéjsi z nich je pfesna metoda
maximalni vérohodnosti, viz. [7]. Protoze u ARMA modelt se jedna o ponékud tech-
nebudeme je zde uvadét. Vice informaci ¢tenaf nalezne v [7], v [10] nebo v [13].
Testovani adekvatnosti modelu spociva stejné jako v predchozim textu v ovéro-
vani nekorelovanosti rezidui odhadnutého modelu {Y;}, kterd dostaneme jako rozdil
pozorovanych hodnot a hodnot odhadnutého modelu X, — X}. Pokud je znamo jejich
rozdéleni, testujeme rovnéz, zda rezidua odpovidaji tomuto rozdéleni.

Predpovidani
Predpovidani probihd v ARMA modelech na stejném principu jako v AR a MA
modelech. Tedy predpovéd X, je

Xr(h) = E(Xpyn| Xr, .., X3)

h—1 p q
=do+ > 0iXr(h—i)+ > ¢ Xrenj— > Yrens,
i=1 j=h k=h

kde }Afl, cee ?T jsou rezidua odhadnutého modelu a Xy, ..., X7 jsou pozorované hod-
noty {X;}.
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Kapitola 3

Modely volatility

U financ¢nich ¢asovych fad nas casto zajimé, jak hodné se jejich hodnoty odlisuji
od stfedni hodnoty, jak hodné kolisaji. Pro investora je dtlezité védét, zda se hod-
noty casové fady vynost budou pohybovat v tizkém nebo Sirokém intervalu kolem
predpovidané stredni hodnoty, protoze to vypovida o rizikovosti investice. Ze stej-
ného divodu muze tato kolisavost zajimat emitenta opce, protoze cena opce reflektuje
miru rizika podkladového aktiva.

V modelech ARMA, probiranych v pfedchozi ¢asti, mizeme za tuto kolisavost
povazovat rozptyl rezidui, ktery vyjadiuje stfedni ¢tvercovou odchylku hodnot ca-
sové fady od stfedni hodnoty. Jak uz ale vime, rezidua v ARMA modelech jsou
stacionarni, tedy jejich rozptyl je konstantni v kazdém okamziku. Ve financ¢nich ca-
sovych radach ovsem casto pouhym okem pozorujeme rizné rozptyly v jednotlivych
obdobich. Konstantni rozptyl nam proto nedava prilis uzitecnou informaci o tom, jak
hodnoty rfady v jednotlivych okamzicich kolisaji. Radi bychom nasli rozptyl pro kazdy
jednotlivy okamzik.

Budme nyni v ¢ase ¢ — 1, zndme hodnoty X;_1,...,X; a rddi bychom s jejich
vyuzitim popsali o¢ekdvanou hodnotu X, tedy stfedni hodnotu X; podminénou
hodnotami X;_q,..., X;. Oznac¢me ji

He = E(Xt|ft—l)a

kde ;1 = 0(X;-1,...,X1) je o-algebra generovand veli¢inami X; i, ..., X;. Jinymi
slovy feCeno, F;_; jsou veskeré informace o hodnotach fady {X;}, které v case t — 1
mame.

Pomoci této podminéné stiedni hodnoty vyjadiime ocekavany rozptyl X; jako

0% = E((Xt - ,ut)2|}"t_1>.

Tento podminény rozptyl se nazyva volatilita casové tady {X;} v case t.

Volatilita mé fadu praktickych aplikaci ve financich, ekonometrii a pojistovnictvi.
Znalost vyvoje volatility je napiiklad nutna pii ocenovani opci pomoci Black - Schole-
sova vzorce, pomuze ke zpfesnéni intervalovych predpovédi ¢asové fady nebo pii po-
¢itani hodnoty v riziku (VaR - value at risk).
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Vlastnosti volatility

Zvlastni vlastnosti volatility je skutecnost, ze neni pfimo pozorovatelna. Zname-li
hodnotu ¢asové fady {X;} v Case t, nelze z ni nijak urcit, jaky rozptyl ma ji odpovi-
dajici ndhodna veli¢iny X,;. Mame totiz pouze jednu jeji realizaci, a to je na jakykoliv
odhad rozptylu nedostatecné. Pfesto miizeme ve finan¢nich ¢asovych fadach pozoro-
vat nékteré vlastnosti volatility (viz. naptiklad [7] a [15]):

e Volatilita vytvari shluky (anglicky clusters). To znamen4, Ze vysoka volatilita
v Case t byva casto nasledovana vysokou volatilitou v case t + 1 a stejné pro nizké
hodnoty.

e Volatilita ,reaguje” jinak na Spatné zpravy na trhu (pokles ceny) a jinak na zpravy
dobré (zvyseni ceny). Pokud cena podkladového aktiva klesa, volatilita je vétsi nez
v piipadé ristu ceny.

Obecnd struktura modelu
V této casti budeme uvazovat ¢asovou fadu {X;}, ktera je staciondrni a invertibilni®.
Predpokladejme, ze {X;} se ¥idi ARMA(p, ¢) modelem

p a
Xy = ¢o+ Z O Xy — Zejyt—j +Y;.
i=1 =1

Potom

p q
pe=EX|Fo) =do+ Y diXei — > 0Yi
i=1 j=1

ot = B((X, = ju)*Fir) = B(YA|Fir) = var(VilFiy).

Vidime tedy, Ze pii modelovani volatility v podstaté vysetfujeme podminény
rozptyl rezidui ARMA(p,q) modelu aplikovaného na {X,}. Tato rezidua budeme
nazyvat Soky. V dalsim textu budeme ptredpokladat, ze ARMA(p, q) model je dan
a nebudeme se jim déle zabyvat. Proménlivosti rozptylu ndhodnych veli¢in z casové
fady v Case se Tika heteroskedasticita. Protoze v nasi situaci nastava promeénlivost
u podminéného rozptylu, nazyva se tento jev podminénd heteroskedasticita (condi-
tional heteroskedasticity).

Historicka volatilita

Spocitame-li vybérovy rozptyl rezidui {Y;} ARMA modelu, dostaneme odhad jejich
nepodminéného rozptylu, ktery je v kazdém case stejny. To pro nas neni nijak uzi-
tecné. Na druhou stranu rozptyl veli¢iny Y; v konkrétnim case t nelze odhadovat
vybérovym rozptylem, protoze nas vybér (realizace ndhodné veli¢iny Y;) je délky 1.
Miuzeme ale udélat kompromis mezi témito dvéma krajnimi postupy a v Case t spo-
¢itat vybérovy rozptyl z hodnot zahrnujicich p predchozich pozorovani a pozorovani

nvertibilita znamend, e pro kazdé t mize byt veli¢ina Y; vyjddiena jako linedrni kombinace
X:¢—1,Xt—9,.... Vice informaci lze nalézt napiiklad v [13].
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v Case t
1 p
2
h;,t =~ Z Y;t—i'
e

Tento rozptyl se nazyva historickd volatilita. Historicka volatilita je v podstaté vazeny
priamér druhych mocnin rezidui v obdobi (¢t — p,t), v némz jsou vSechny vahy kon-
stantni. Nasledujici model volatility ARCH je rovnéz vazeny primeér druhych mocnin
rezidui z urcitého obdobi, jeho vahy ale nejsou konstatni, nybrz jsou urcovany tak,
aby co nejvice odpovidaly dané casové radeé.

3.1 Model ARCH

Autoregresni podminéné heteroskedasticky (ARCH - autoregressive conditional he-
teroscedastic) model publikoval v roce 1982 profesor Engle a jeho pouziti ilustroval
na datech o inflaci Velké Britanie, viz. [8]. V roce 2003 mu byla za model ARCH
udélena Nobelova cena za ekonomii.

Model ARCH stavi na myslence, Ze podminéné rozdéleni rezidui v ARMA modelu,
zname-li pfedchozi hodnoty rezidui, je vzdy stejné az na rozptyl, ktery je kvadratic-
kou funkci predchozich hodnot rezidui.

Model ptredpoklada splnéni dvou zdkladnich predpokladi o reziduich {Y;}. Prvni
z nich je nekorelovanost, nebot {Y;} jsou rezidua ARMA modelu fady {X;} a méla
by proto odpovidat bilému Sumu. Druhym predpokladem je, ze ndhodné veli¢iny
z {Y;} jsou zavislé. Pokud by veli¢iny z fady {Y;} byly nezavislé, byla by volatilita

o = var(Y;|Fi_1) = varY,

coZ je konstanta, nebot {Y;} je bily Sum. V takovém pfipadé by ziejmé bylo zbytecné
volatilitu modelovat.

Definice 3.1. Rekneme, Ze ¢asova fada {V;} se ¥{di modelem ARCH ¥ddu m € N,
jestlize plati

2 2 2
Y: = ouey, op =apt oY+ +anYl,,

(3.1)

kde {€;} jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny se stfedni hodnotou 0 a roz-
ptylem 1 a koeficienty splnuji ag > 0, o; > 0 pro ¢ > 1.

V aplikacich se ¢asto za €; voli normované normalni rozdéleni N(0, 1) nebo stan-
dardizované Studentovo t-rozdéleni t,, jak je uvedeno v [15].
Jak ukazeme pozdéji, model ARCH je stacionarni, jestlize vSechny kofeny poly-
nomu
a(z) =1— a1z — ap2® — - — 2™

jsou v absolutni hodnoté vétsi nez jedna. Uvidime, Ze postacujici a nutnd podminka
pro stacionaritu je ay + - - 4+ a;, < 1.
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Hustota rozdeleni s tezsimi chvosty
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Obrazek 3.1: Hustoty standardizovanych Studentovych t-rozdéleni t5 a t, kterd maji
tézsi chvosty nez hustota normovaného normalniho rozdeéleni.

Vlastnosti modelu

Z rovnice (3.1) vidime, ze velké absolutni hodnoty Sokd Y;_i,...,Y;—,, v modelu
ARCH(m) zpisobuji velké hodnoty volatility v ¢ase t. To reflektuje shlukovitost
volatility. Pti velké volatilité v case t je vétsi Sance, ze Sok Y; bude rovnéz velky,
a diky nému i volatilita v ¢ase t + 1. Nicméné velky rozptyl ndhodné veli¢iny nutné
neznamenad, ze jeji hodnota bude daleko od stfedni hodnoty, pouze ukazuje zvyse-
nou pravdépodobnost, ze se tak stane. Diky tomu nejsou shluky zvysené volatility
nekonecéné dlouhé a po obdobich s vysokou volatilitou (napfiklad obdobi nervozity
na trzich) pfichazeji zase obdobi s primérnou nebo nizkou volatilitou (obdobi klidu).

Z rovnice (3.1) ale také vidime, ze v modelu ARCH volatilita reaguje stejné
na dobré i $patné zpravy. Spatné zpravy jsou v nasem modelu reprezentovany za-
pornymi hodnotami Sokt (pokles ceny), dobré zpravy hodnotami kladnymi. Protoze
v modelu ARCH vystupuji druhé mocniny, tento rozdil se maze.

Za nevyhodu modelu ARCH se da povazovat také to, ze nevysvétluje, co a pro¢
zpusobuje volatilitu, pouze ji matematicky popisuje. Protoze v aplikacich nam ale
vét§inou jde pravé o popis ¢i predpovéd volatility, nepfedstavuje to pro nas zasadni
problém.
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Na modelu ARCH(1) si ukdzeme, ze Soky Y; odhadované modelem ARCH maji
takzvané rozdéleni s tézZsima chvosty, viz. obrazek 3.1. To znamené, Ze pravdépodob-
nost vétsi odchylky Y; od stiedni hodnoty (zde EY; = 0) je vys$si neZ u normalniho
rozdéleni, a proto se castéji vyskytuji ,odlehld pozorovani“. To odpovida zkuSenos-
tem z realného svéta, v némz se u vynosi aktiv odlehlé hodnoty vyskytuji ¢astéji, nez
by odpovidalo norméalnimu rozdéleni. Model ARCH tak tuto skute¢nost reflektuje
lépe, nez kdybychom polozili jednoduse Y; ~ N(0, o).

Ptredpokladejme model ARCH(1)

Y, = o€, af =g+ alYtz_l.

Nepodminéna stfedni hodnota Y; je diky vlastnostem podminéné stfedni hodnoty,
probiranym napiiklad v [11], a z nezavislosti ¢

EY; = Eoe, = E<E(Ut€t\ft—1)) = E<€tE(Ut\ft—1))
— Ee, E(E(at|ft_1)> ~0- E(E(at|ft_1> ~0.
Druhy moment Y; je
BY? = B(B(V?|Fi ) = B(B(o € |Fi1)) = B(¢B(o? |7 )
— Ee2 E(E(af |]-"t_1)> —1-E(ag + a1Y2,) = ap + a,EY?,.
Za predpokladu stacionarity {Y;} a s vyuzitim EY; = 0 dostaneme

var Y; = ag + agvar Yy,
Qo

varyY; = .

Vidime tedy, ze nepodminény rozptyl Y; je konstantni, coz je v souladu s pfedcho-
zimi tvahami. Vidime také, Ze koeficienty modelu musi splinovat podminky oy > 0
a ay € [0, 1), protoze rozptyl ndhodné veli¢iny je koneény a kladny.

Chceme-li pocitat vyssi momenty, je tfeba znat rozdéleni ¢,. Necht napiiklad
e ~ N(0, 1), potom

E(Y)!|Fi1) = E(0}€/| Fi-1) = E¢/E(0}| Fi-1) = 3E(0}|Fim1)
=3B (a0 + V2 )2 1Fir) = Blag + V2,
Proto nepodminény c¢tvrty moment Y; je
EY;' = B(E(Y;'|Fi-1)) = B(3(a0 + arY?2,)?)
=3(af + 2000 EY? | + oJEY ).
Ozna¢me my = EY}'. Za ptredpokladu stacionarity Y;?> potom

o
0 a%m4).

my = 3(al + 2apavar Y, + aimy) = 3(ad + 2000y o
— o
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Odtud pak
303(1+ o)

(1—a1)(1—3a2)
ProtoZe ¢tvrty moment Y; mé byt kladny, musi platit af € [0, %) Spicatost Y; je
potom

my =

EY!  30f(l+w) (1—a1)* 3(1—af) 5
(varY;)?2  (1—ay)(1—-3a2) o2  1-3a} -
Ukézali jsme tedy, ze rozdéleni Soki Y; modelovanych ARCH modelem ma vétsi
Spic¢atost nez normalni rozdéleni, jedna se tedy o rozdéleni s tézsimi chvosty.
Vidime, Ze parametr «; musi spliiovat a; € [0,1) a o € [0, %) Tato omezeni jsou
v modelech vyssiho fadu jesté ptisnéjsi a komplikuji proto odhad parametri.
Nyni ukdzeme piepis ARCH modelu do tvaru ARMA modelu pro Y;2. Definujme
& =Y? — 02, Protoze Y2 = 02¢2, dostaneme s vyuzitim nezavislosti e

& =op(e — 1)
E¢ = Eol(e2 — 1) = Eof(Ee; — 1) = Eo? - 0 = 0.

Proto pro k < t

cov(&s, &) = B&&k = Bop (] — Dog(ei — 1)
=E(e — 1)E(e; — 1)o?0; =0-E(e;, — 1)o70; = 0.

Tedy &, jsou nekorelované nahodné velic¢iny se stfedni hodnotou 0. S vyuzitim rovnice
(3.1) dostaneme, ze

Y=o +&=ao+anV2 + oYl +& (3:2)

Méame tedy AR model pro Y;? aZ na to, ze zde & nejsou stejné rozdélené. Jak mi-
zeme vidét v [13], nehraje to roli pfi urcovani podminek stacionarity AR modelu.
Proto z tohoto zapisu a s vyuzitim podminek pro stacionaritu AR modelu uvedenych
v predchozi kapitole 1ze odvodit podminky pro stacionaritu Y;2, kterou jsme piedpo-
kladali pfi odvozovéani ¢tvrtého momentu modelu ARCH(1). Jak jiz bylo uvedeno,
model ARCH je stacionarni, jestlize vSechny kofeny polynomu

a(z)zl—alz—agzz—---—amzm

jsou v absolutni hodnoté vétsi nez jedna. To je evidentné splnéno, jestlize plati
a; + -+ «a,, < 1. S prihlédnutim ke vzorci pro stfedni hodnotu stacionarniho
AR modelu, uvedenému na strané 11, dostaneme, ze pro stacionaritu Y; je to rovnéz
podminka nutnd. Jinak by totiz nebyla splnéna kladnost a konec¢nost rozptylu.

Urceni radu

Jak bylo ukazano v predchozim odstavci, ARCH model Ize ptfepsat jako AR model
pro Y;? aZ na to, Ze veli¢iny & v rovnici (3.2) nejsou stejné rozdélené. Jak jsme ale
vidéli v ¢asti 2.1 o AR modelech, pii ur¢ovani PACF to nehraje roli, podstatna je
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nekorelovanost, nulova stfedni hodnota a konec¢ny rozptyl. Proto fad m urc¢ime stejné
jako u AR modelu pomoci PACF fady Y;2. Pf¥ipometime, Ze pro AR (m) jsou hodnoty
PACF v bodech k > m nulové a hodnota v bodé k = m nenulova.

Odhady parametrt
Protoze v aplikacich modelu ARCH se bézné uvazuje normované normalni rozdé-
leni (¢, ~ N(0,1)) nebo standardizované Studentovo rozdéleni (¢, ~ z /. /var z,
kde z; ~ t,), ukdZzeme zde odhady parametrti modelu pomoci metody maximélni
vérohodnosti pro tyto dvé situace. Je ale mozné pracovat i s jinymi rozdélenimi,
struény prehled s referencemi mize ¢tenaf najit v [10].

Necht nejprve ¢, ~ N(0,1) a uvazovany model ARCH je fadu m. Pfedpokla-
dejme, Ze mame pozorované hodnoty nahodnych velic¢in Y7,..., Yy, které oznacime
Y1, - .., yr. Pak s vyuzitim vlastnosti podminéné hustoty mame

fyr, - yrla) = flyr, - Ymea| @ Fon) f (Yms - - 01| @)
= fyr, s Ymaa| @ Frng1) f Wmsr | €, Fon) f (Yms - -, 01| @)

= f(yT‘ava—l) . ”f(ym+1‘a7fm)f(ymu cee 7y1|a)7

kde f(y1,...,yr|@) je sdruzend hustota veli¢in Yi,...,Yr v bodé yi,...,yr, pod-

minéna vektorem parametri a = (ay,...,q,) a f(y|a, F;_1) je hustota ndhodné
veli¢iny Y; podminéna vektorem parametri a a o-algebrou F;—1 = o(Y;_1,...,Y7)
generovanou veli¢inami Y;_q,..., Y.

ProtoZe ¢; ~ N(0,1) a Y; = oy¢;, je podminéné rozdéleni Y| F;_; ~ N(0, 02) a tedy

1 -2
[yl Fier) = e .

\/2mo?
2

Stéle jsme v modelu, kde 0 = ag + Y2, + -+ + a, Y72, a tedy 02 = o?(a).
Miizeme potom psat

T 1 2
f(yla"'ayT|a): H 26 zggf(ymw--ayﬂa)‘
t=m+1 27T0t
Protoze vyjadfeni hustoty f(¢m,...,y1|a) by bylo slozité, podminime sdruzenou
hustotu f(y1,...,yr| @) hodnotami v, ...,y a budeme je odhadovat spole¢né s a.

Dostaneme potom

T
f(ylu"'7yT|a7y17’”7ym) :f(ylu---7yT|aufm): H

/o2
t=mt1 V 270}

Ptipomenme, ze metoda maximéalni vérohodnosti stavi na myslence, ze nas vybér
z rozdéleni s hustotou f je ,nejvice pravdépodobny“, a tedy hustota f je v bodé
ur¢eném nasim vybérem maximalni. Tato hustota zavisi na vektoru parametri a,

o

1 oy
e 7t

pt
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které nezname. Hledame proto takové jejich hodnoty, aby hustota byla maximalni.
Takové hodnoty jsou pak odhady metodou maximalni vérohodnosti. Vyse uvedena
metoda je shodné s pfesnou metodou maximéalni vérohodnosti, uvedenou v kapitole
o AR modelech.

Podminéné metodé maximalni vérohodnosti by odpovidal postup, kdy
bychom stanovili y; = 0 pro t < 0 a z téchto hodnot bychom urcovali podminény
rozptyl Yi,...,Y,, jako

o} = var(Y1|Fy) = ay,

US = var(Ys|F1) = a9 + Oélyi

o2, = var(Yy,|Fm1) = ao + a1y, + - + a1yt
diky ¢emuz bychom byli schopni rozepsat jejich sdruzenou hustotu jako

f(ym>'-'ay1|a) :f(ymw"’y2|ajfl)f(yl|a)

= f(ymla, Frn-1) ... f(u1| @).

Tyto podminéné hustoty jsme jiz diky vyse uvedenému rozpisu o3,..., o>

m
vy¢islit, protoze zname podminéné rozdéleni velic¢in Y7, ..., Y,,.

Uvazujme nyni pfipad, kdy ¢; ma standardizované Studentovo t-rozdéleni s po-
¢tem stupnti volnosti v. V takovém piipadé je €, ve tvaru \/W, kde z; je veli¢ina s t-
rozdélenim s poc¢tem stupiiii volnosti v. Z vlastnosti t-rozdéleni vime, Ze var z; = -5
pro v > 2. Hustotu ¢, pak ziskdme jako hustotu linearni transformace z; s vyuzitim
véty o transformaci ndhodnych veli¢in, viz. [1]. Vysledkem je

schopni

F(”?) g -
oo (1+ ) . u>2 z€eR
P(%) e
Piipomenme, ze ['(z) = fo =le=Y dy pro x > 0. Podobné jako v predchozim
piipadé, kdy €; ~ N( 1), dostaneme
v41
roor() g\

fQys - yrla Fn) = t:];E-I P(g) 0= 2)mo? <1 T o—2)?

Je-li podet stupni volnosti v zaddn, maximalizujeme tuto funkci, nebof jedinymi
nezndmymi v jejim piredpisu je parametr a. Pokud pocet stupni volnosti v zadan
neni, pridame ho do podminky podminéné hustoty a odhadneme ho spolu s @. V praxi
se ukazuje, ze odhadnuty pocet stupnii volnosti se nejcastéji pohybuje mezi 3 a 6,
jak je uvedeno napriklad v [15]. Pokud ho chceme pfedem specifikovat, volime proto
¢islo v tomto rozpéti.
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Odhady parametri «q, ..., a,, tradicné ozna¢me dy, ..., &, a odhadnutou vola-
tilitu 64 = do + A Y2 + - + G Y2,
Testovani ARCH efektu

Jak bylo uvedeno pred definici modelu ARCH, u soki Y; predpokladame nekore-
lovanost a kvadratickou zavislost Y; na hodnotach Y;_1,...,Y] (tzv. ARCH efekt).
Protoze predpokladame, ze {Y;} jsme dostali jako rezidua adekvatniho ARMA mo-
delu, nekorelovanost plyne z predchozich kapitol.

Kvadratickou zavislost Y; testujeme pomoci Lagrangeova multiplikatorového testu,
navrzeného v [8]:

Lagrangeuv multiplikatorovy test. Nechf Yi,..., Y7 je realizace casové fady
{Y;}. Predpokladejme model

Y2=ag+a Y2 Y, + o YR, +e,

kde m € N je libovolné zvolené ¢islo a e; je chybova slozka modelu. Definujme soucet
rezidui ¢tvercii (sum of squares residuals) jako

T T
_ — 1
SSRy= Y (Yf - YT), kde V7 = = 3 V2
t=m+1 t=1
Uvazujme odhadnuty model
Y2=a2+ a2 -+ a2y,

Definujme reziduum odhadnutého modelu v case t a soucet kvadratl téchto rezidui
jako

T
ét:Y;z—}/;?, SSRlz Z é?
t=m-+1
Pak za platnosti hypotézy Hy: oy = a1 = -+ = «,, = 0 plati, ze
SSRy — SSR,y
F = m £ X2,
SSRl T—oo mn
T—-2m—1

Zamitneme-li hypotézu Hy, da se Y;? vyjadrit jako kvadraticka funkce predchozich
hodnot Y;_1,...,Y7, tedy fada {Y;} vykazuje ARCH efekt.

Testovani adekvatnosti modelu
Definujme standardizované rezidua v odhadnutém modelu jako

s Y
_ A ~2
Y, = —, oy = +\/0;.

Ot
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V idedlnim piipadé je 6; ~ o; a protoZze v modelu ARCH je Y; = o046, poZzadu-
jeme Y; = ¢;,. Budeme proto zjistovat, zda fada {Y;} odpovida posloupnosti nezavis-
Iych stejné rozdélenych veli¢in. To miizeme posuzovat na zakladé grafu fady {}A/}},
grafu jeji ACF a grafu ACF kvadratt {22} Autokorela¢ni koeficienty by mély byt
v pfipadé adekvatniho modelu nulové. Rovnéz miizeme pouzit Portmanteaiv test
pro testovani hypotézy o nulovosti autokorelacnich koeficientti. Jak jiz bylo feceno
diive, v pripadé nezamitnuti hypotézy o nulovosti povazujeme model za adekvatni.
Zname-li rozdéleni €, mizeme porovnat vybérové charakteristiky (naptiklad empi-
rickou distribucni funkci) {Y;} s charakteristikami rozdéleni e,. Je-li n&jaky z pred-
chozich vysledkt v rozporu s }7; ~ ¢;, model povazujeme za neadekvatni a musime
ho vylepsit, napfiklad zvysenim Ffadu nebo pouzitim modelu GARCH.

Predpovidani
Budouci hodnoty volatility predpoviddme v modelu ARCH stejnym zptisobem jako
v modelu AR. Predpovédi o7, v modelu ARCH(m) je

0-%(1) = E(U%+1|YT> YT—1> s a}/l)
=ag+ Y7+ @Y
Ptedpovédi pro h = 2 je
02(2) = E<a%+2|YT, Yro1,... ,Y1>
= ag + 041E(Y7%+1|YT, Yroq,..., Yl) +YE 4+ am¥i
= + alE(E%HU%HIYT, Yroa,... ,Y1> F YR+t anYi
= ap + alEe%HE(a%HWT, Yro1,..., Y1> YRt anYR L,
=g+ a105(1) + agYF 4 F YR .

Pro obecné h pak méame odhad o2 ‘h

h—1 m
or(h) = ap+ > aior(h—i) + > aY7,, ;.
i=1 j=h

kde dodefinujeme prazdny soucet »_ -+ =0, pro néjaka p,r € N.

T
J=p+r

3.2 Model GARCH

U nékterych ¢asovych fad je k modelovani volatility pomoci modelu ARCH zapotiebi
vysokého rfadu. U AR modelu se v takové situaci pridava MA slozka, ¢imz vznika
ARMA model. Jak bylo ukazano v predchozi kapitole v odstavci o uré¢ovani fadu mo-
delu ARCH, model ARCH(m) s koeficienty d, . . ., §,, se d& zapsat jako modifikovany
AR model pro Y,

Yi=0l+& =060+ 0 Y2 4+ 6Y2 &,
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kde & = Y;> — o7 neni bily Sum, ale pouze nekorelované ndhodné veli¢iny s nulovou
stfedni hodnotou. Pfidame-li k tomuto modifikovanému AR modelu MA slozku fadu
s ve tvaru

— Br&i—1 — Bot—o — -+ — Bl
= _ﬁlyf_l - ﬁ2Y;2_2 — ﬁsY;z—s + ﬁlo}?_l + 620}2_2 +--+ ﬁsatz_sa

dostaneme pro Y;? model

max(m,s

) s
Y =00+ Z (0; — B)Y2 + Z Biot; + &,
i=1 j=1
V2= wowiY2 4w YR+ Bior + B0y + e+ Beor + &,

kde r = max(m, s) a koeficienty ¢;, 3; dodefinujeme nulou pro i > m a j > s. Timto
zpusobem, ovSem s drobnymi technickymi tpravami v AR modelu, ze kterého jsme
vychéazeli, bychom se dopracovali k modelu definovanému v nasledujicim odstavci.

Model ARCH se tedy zobecni pfidanim vlivu minulych hodnot volatility. Vznikly
model se nazyva GARCH model (GARCH — generalized autoregressive conditional
heteroscedastic) a byl poprvé publikovan profesorem Bollerslevem v roce 1986 v praci
[2]. Model GARCH(m, s) aplikovany na fadu Soku {Y;} predpoklada, ze

m S
_ 2 _ 2 2
Y, = 046, o; = ap+ g oY, + g Bioi_,
i=1 j=1
kde {¢;} jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny s nulovou stfedni hodnotou

a rozptylem 1 a koeficienty ag, ..., am, (1,..., s spliuji

ag > 0,
OZZZO ng,
/8]20 j§87

max(m,s)
> (et B <1,

k=1

kde dodefinujeme «; =0 proi > m a 3; =0 pro j > s.
Podobné jako u modelu ARCH i zde se nejcastéji za €, voli normované normalni
rozdéleni nebo standardizované Studentovo t-rozdéleni.

Vlastnosti modelu
Podobné jako v modelu ARCH dostaneme

EY, =Eo = E(E(Ut€t|-7:t—1)) = E<€tE(Ut|ft—1)>

— Ee, E(E(at|ft_1)> —0. E(E(at|ft_1)> —0.
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Podivejme se nyni na autokovarianc¢ni funkci Y;. Bez (ijmy na obecnosti polozme
k <t (pokud je k > t, zaménime znaceni). S vyuzitim nezavislosti ¢, dostaneme

cov(Yy, Yy) = E (oei0p€r) = E(E(Utetakek|ﬂ_1)>

= E¢ E(E(at0k6k|ft_1)> =0- E(E(Utakek|ft_1)> =0.

Model GARCH lze podobné jako model ARCH prepsat do formy modifikova-
ného ARMA modelu. Jak bylo ukdzano v kapitole 3.1, veli¢iny & = Y;? — o2 jsou
nekorelované s nulovou stfedni hodnotou. Dosazenim do vztahu

o} = ap + Z Y2, + Z 6)"7152—3'
i=1 j=1
dostaneme
V72 =g+ Z Y2, + Z BiYE, - Z Bi&—j + &t
i=1 j=1 j=1

coz je ARMA model az na to, ze veli¢iny & nejsou stejné rozdélené. Jak uz ale bylo
feCeno v kapitole 3.1, pfi rozhodovani o stacionarité to nehraje roli. Charakteristicky
polynom AR slozky tohoto modelu je

P(Z):1-(0&1"‘51)2_"'_(Ofr"i_ﬂr)zru

kde r = max(m,s) a koeficienty «;, (; dodefinujeme nulou pro i > m a j > s.
Jak jiz bylo feceno v kapitole 2.5, ARMA model je stacionarni, jestlize jsou vsechny
koreny charakteristického polynomu jeho AR slozky v absolutni hodnoté vétsi nez 1.
Pro polynom P(z) je toto zfejmé splnéno, jestlize plati fo(m’s)(ak + Gr) < 1.

U stacionarniho modelu GARCH mtzeme stejné jako u stacionarntho ARMA
modelu uréit stiedni hodnotu Y;? jako

2 Qo (o %))
EY;Zl— —_— e — _ﬂ_..._ﬂ: maz(m,s) )
(05) (6779 1 S 1 — k1 (ak —+ 6/6)
Zde vidime, ze podminka km:af(m’s) (ax+ Br) < 1 zajisti kone¢nost rozptylu Y; a spolu

s podminkou g > 0 také jeho kladnost. Podminka je tedy postacujici a zaroven
nutna.

Z predchoziho plyne, Ze pri splnéni urc¢itych podminek je model GARCH sta-
cionarni s nulovou korelaci fady {Y;}, coz odpovidd nasim pfedpokladiim, uvede-
nym na zac¢atku kapitoly. Protoze model ARCH(m) je specidlnim pfipadem modelu
GARCH (s fady (m,0)), plati toto i pro néj.

Uvazujme nyni model GARCH(1,1), tedy

2 2 2
Y, = os¢4, kde o7 = g + v Y," | + o4
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Provedeme vypocet rozptylu pomoci rekurzivniho dosazovani. S vyuzitim nezavislosti
¢; dostaneme

EY? = E(cle?) = E(E(atzeﬂft_l)) = E(E?E(Uf\ft_ﬁ)

=BG B(E(0}|Fi 1)) = 1-B(ag+ai¥?, + Ao, )
=ap+aEY?, + BEo?

ao+EY2 | + Bilag + o EY?2, + Brot )
=ap+aEY? | + Bi(ag + auEY2,) + BiEo7,

=a(1++ 34 )+ u(EY2, +BEY2, + FEY , +...).

Ze stacionarity modelu mame EY2 =EY2, =EY?2,=..., a proto
BY? =003 B+ BYEon 3 6L
i=0 =0
7Z toho plyne
EY (1-a iﬁi) = aoiﬁf
i=0 i=0

Protoze mame omezeni a; + 3; < 1 a oba parametry jsou kladné, je 3; < 1 a geo-
metrické fady v predchozi rovnici konverguji. Sec¢teme-li je, dostaneme rovnici

@Q

1—01 )
var, = EY? = = .
! -1 1-a—06

Tento vysledek odpovidé predchozimu pro obecné fady (m,n).

P1i pohledu na model GARCH vidime, Ze modeluje volatilitu podobné jako model
ARCH. Velké hodnoty Sokt zptisobuji velkou volatilitu a soky se zapornym znamén-
kem vnima GARCH stejné jako Soky s kladnym znaménkem. Podobné jako u modelu
ARCH i zde se da ukazat, ze Spicatost rozdéleni Y; je vétsi nez 3, tedy vétsi nez Spi-
¢atost normalniho rozdéleni, a Soky Y; v modelu GARCH maji tedy rovnéz rozdéleni
s téz8imi chvosty, coz vysvétluje castéjsi vyskyt ,odlehlych pozorovani“ nez u Soki
s normalnim rozdélenim, viz. [15].

Aplikace modelu GARCH
Urceni fadu je u modelu GARCH pomérné obtizné. Vétsinou se pouzivaji modely
nizkych rada, jako (1,1), (1,2) nebo (2,1), viz. [15].

Odhady parametri probihaji stejnym zptsobem jako v modelu ARCH. Nicméné
podminénd hustota, kterd se maximalizuje, potfebuje v modelu GARCH(m, s) jesté
s pocatecnich hodnot volatility o, ..., 02. Tyto hodnoty bud mitiZzeme odhadovat
spoleéné s ostatnimi parametry (pfesnd metoda maximéalni vérohodnosti), nebo je
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pevné stanovit (podminénd metoda maximalni vérohodnosti). Protoze presnd me-
dobré fegeni pouzit podminénou metodu a za o? zvolit vybérovy rozptyl fady {Y;},
definovany jako

T
S = %Z(Yt—?qﬂ)i kde Y7 = %Zn,

t=1 t=1

jak je navrzeno napiiklad v [15]. Ovéfovani adekvatnosti odhadnutého modelu a pred-
povidani probihé stejnym zpusobem jako u modelu ARCH.

Modifikace modelu GARCH

Existuje pomérné velké mnozstvi modifikaci modelu GARCH. Ve struc¢nosti zde zmi-
nime pouze t¥i z nich. Vice informaci nalezne ¢tenat napiiklad v [10] nebo v [15].

IGARCH(m, s) (integrated GARCH) model je GARCH(m, s) model, ve kterém je
soucet koeficientt oy + o+ - -+, + 51+ - -+ 35 = 1. V takovém pripadé pak vliv Y;
na budouci hodnoty volatility pfetrvava pro vSechny casy. Ze vzorce pro nepodminény
rozptyl Y; v modelu GARCH (viz. strana 35) pak plyne, Zze v modelu IGARCH je
tento nepodminény rozptyl nekonecny a model je proto nestacionarni.

GARCH-M (GARCH in mean) model po¢ita s volatilitou nejen jako s rozpty-
lem rezidui v. ARMA modelu, ale zahrnuje ji i do modelu stfedni hodnoty. Zatimco
v modelu GARCH(m, s) plati vztahy ze stran 25 a 34

Xe = pe + Y3, Yi = o€, Ut2 :040"‘2%}/22—1""25]‘03—]'7
i=1 j=1
v modelu GARCH(m, s)-M plati nasledujici
Xy = +po; +Yi, Yy = ovey, ot :Oé0+zaiyf—i+zgjat2—j>
i=1 j=1

kde p je redlny parametr. Tento model bychom mohli pouzit napiiklad pro aktivum,
jehoz vynosy z Casti zaviseji na jeho volatilité. Parametr p pak fidi snizovani nebo
zvySovani vimosu aktiva v zavislosti na volatilité. Slozka p o} zptisobi v fadé {X,;}
silnéjsi autokorelace. Vykazuji-li proto vynosy néjakého aktiva vyznamnéjsi autoko-
relace, miize to znamenat, ze se ridi timto modelem.

EGARCH (expontential GARCH) model modifikuje rovnici pro volatilitu z mo-
delu GARCH tim zptisobem, Ze misto symetrické druhé mocniny Y;* pouziva néjakou
nesymetrickou funkci. Model EGARCH proto reaguje jinak na kladné a jinak na za-
porné Soky Y; a lépe tak reflektuje stejnou vlastnost volatility.
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Kapitola 4

Aplikace na konkrétni c¢asové rady

V této kapitole ukazeme, jak vyuzit teoretické znalosti z predchozich kapitol k mode-
lovani volatility konkrétnich ¢asovych rad. Veskeré postupy budeme provadét v pro-
gramu R, viz. [14], ktery je volné ke staZeni na internetové adrese www.r-project.org.
Prvni ¢ast této kapitoly tvori kratké seznameni s pouzivanymi balicky a funkcemi,
které pii modelovani budeme pouzivat. V dalsich ¢astech pak budeme pracovat s kon-
krétnimi daty, ktera jsou spolu se zdrojovymi kédy a vybranymi vystupy k dispozici
na http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~juskm6am/bc. Vse je téz na pfilozeném

CD.

4.1 Pouzité funkce v programu R

V této Casti se seznamime se zakladnimi funkcemi z balickd programu R, které bu-
deme v dalsich ¢astech pouzivat. Pijde jen o stru¢né informace o vybranych funk-
cich, které se vyskytuji v pouzitjch zdrojovijrch kédech. Uplny seznam funkei v ba-
licku c¢tenar nalezne v napovédé k danému balicku, kterd se zobrazuje piikazem
?nazev_bali&ku. Podrobné informace o jednotlivych funkcich jsou rovnéz dostupné
v napovédé (piikaz ?nazev_funkce). Ne vSechny zminované balicky jsou k dispo-
zici ve standardni instalaci programu R, daji se do né€j ale doinstalovat skrze menu
Packages->Install packages.

Balicek base (viz. [14])

diff (x)

Funkce diff volana na fadu {X;} vrati jednou diferencovanou fadu {X;}. Pro fadu
{Xt} = {Xl,XQ, .. .,XT} tedy vrati radu {AXt} = {X2 - Xl,Xg - XQ,. cey
XT — XT—l}-

Balicek stats (viz. [14])

acf (x)
Funkce acf, volana na fadu x = { X}, spo¢ita vybérovou autokorelacni funkci ¢asové
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fady {X;} a nakresli jeji graf.

pact (x)
Funkce pacf, volana na fadu x = {X,}, spocita vybérovou parcidlni autokorela¢ni
funkci fady {X;} a nakresli jeji graf.

arima(x,order)

Funkce arima, volana na fadu x = {X;} s parametrem order = c(p,d,q), od-
hadne ARMA(p,q) model pro d-krat diferencovanou fadu {X;}. Model pro fadu
{X:} (v pfipadé d = 0) je ve tvaru

Xe=ag+a Xy g+ -+ X, + Y+ 51Y 0 + -+ BYi—g

Je dulezité si vSimnout, ze znaménka u MA koeficientti jsou oproti znaceni v predcho-
zim textu kladné. Funkce vraci objekt (vektorové pole). Informace o sloupcich tohoto
objektu vypiseme funkci summary, ke konkrétnim sloupcim pak miizeme pristupovat
prikazem ve tvaru objekt ["nazev_sloupce"].

residuals(model)
Funkce residuals, volana na libovolny odhadnuty model, vraci fadu rezidui tohoto
modelu.

coef (model)
Funkce coef, volana na libovolny odhadnuty model, vraci odhadnuté koeficienty
modelu.

arima.sim(model,n,innov)

Funkce arima.sim vygeneruje simulovanou casovou radu délky n, kterd se fidi mo-
delem zadanym v parametru model. Tento parametr je ve tvaru list (ar=vektorl,
ma=vektor2), kde vektorl je vektor s parametry autoregresni slozky, tedy ¢q, ¢1, . . .
a vektor2 je vektor s parametry 6,6, .... Parametr innov je volitelny a zadava se
do né&j Casova rada, kterd ma byt pouzita jako chybova slozka ARMA modelu. Neni-li
zadan, je chybova slozka ndhodné vygenerovana z normovaného normalniho rozdé-
leni.

Box.test(x,type,fitdf)

Funkce Box.test(x) s argumentem x = {X;} provede Portmanteativ test na radé
{X:} avypiSe jeho vysledek. Parametr type mtize byt "Ljung-Box" ¢i "Box-Pierce"
a urcuje, jaka testovaci statistika bude pouzita. Parametr fitdf zadavame pfi tes-
tovani rezidui modelu. Udava pocet odhadovanych parametri modelu (podle toho
se méni asymptotické rozdéleni testové statistiky, viz. strana 15).

Balicek tseries (viz. [4])

garch(y,order)

Tato funkce, volana na fadu y = {Y;} s parametrem order=c(n,m), odhadne mo-
del GARCH(m,n) pro fadu {Y;}. Zdtraznéme, Ze poradi, v jakém zadavame Fady,
je opacné, nez odpovida béznému znaceni. Prvni zadavany fad je fad MA slozky,
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druhy zadavany fad odpovida AR slozce. Model ARCH(m) bychom tedy volali jako
garch(y,order=c(0,m)). Funkce garch vraci objekt, na ktery mizeme volat napti-
klad funkce residuals(), coef (), fitted.values() (vrati odhadnuté standardni
odchylky, v nasem znaceni 0;) nebo summary () (vypiSe struény piehled odhadnutych
koeficient a analyzy rezidui).

Bali¢ek TSA (viz. [6])

garch.sim(arch,garch,n,rnd)

Funkce garch.sim() vygeneruje simulovanou casovou fadu délky n, kterd se fidi
modelem GARCH(m,n) s parametry arch=(«g, o, ..., q,) a garch=(5,...,5,).
Volitelny parametr rnd udava rozdéleni slozky e;, standardné je nastaven na normo-
vané normalni rozdéleni.

Bali¢ek £Garch (viz. [5])

garchFit(formula,data,cond.dist)

Funkce garchFit provadi sdruzeny odhad ARMA (p, 9)-GARCH(m, n) modelu. Ar-
gument formula udava pozadovanou formu odhadovaného modelu. Pozadujeme-li
pouze model GARCH(m, n), zaddme formula=~garch(m,n). Chceme-li zaroven od-
hadnout i ARMA(p, ¢) model pro stfedni hodnotu, zadame formula=~arma(p,q)+
garch(m,n).

Pti volbé podminéného rozdéleni mame na vybér z vétsiho mnozstvi moznosti, bu-
deme ale pouzivat pouze normované normélni rozdéleni, které zadame jako
cond.dist="norm", a standardizované Studentovo t-rozdéleni, které se zapise jako
cond.dist="std". V pfipadé standardizovaného Studentova t-rozdéleni se bude po-
¢et stupni volnosti odhadovat s ostatnimi parametry metodou maximalni vérohod-
nosti.

Funkce vraci objekt, k jehoz slozkdm mutzeme pristoupit pomoci syntaxe
objekt@slozka. Podobné jako v predchozim se ndm jedna hlavné o rezidua ARMA
modelu (objekt@residuals), odhadnutou volatilitu (objekt@h.t), piipadné stan-
dardni odchylku(objekt@sigma.t). Standardizovana rezidua pak snadno dostaneme
jako objekt@residuals/objekt@sigma.t.

Souhrnné informace o odhadnutém modelu zobrazime piikazem summary (model).
Vystupem jsou informace o zadani modelu, odhadnutych koeficientech, vysledcich
testovani statistické vyznamnosti koeficientt1, vysledcich testovani standardizovanych
rezidui a dalsi tidaje, kterymi se ale nebudeme zabyvat. Podivejme se podrobnéji
na dvé posledné zminéné c¢asti souhrnu.

V ¢asti nazvané Error Analysis jsou uvedeny vysledky testovani statistické vy-
znamnosti koeficientd. Ve sloupci Pr(>[t|) je uvedena p-hodnota testu hypotézy
o nulovosti prislusného koeficientu. Nezamitame-li hypotézu o nulovosti koeficientu
na hladiné «, pak je tento koeficient povazovan za statisticky nevyznamny na hladiné
a.

V ¢asti s nadpisem Standardised Residuals Tests nalezneme vysledky testo-
vani standardizovanych rezidui. V jednotlivych sloupcich je uveden nazev provede-
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ného testu, zda byla testovana fada rezidui nebo jejich kvadrati, oznaceni testové
statistiky, hodnota testové statistiky a ji odpovidajici p-hodnota.

Jarque-Bera Test a Shapiro-Wilk Test testuji hypotézu o normalité rezidui.
Ljung-Box Test je Portmanteaiiv test s Ljung-Boxovou testovaci statistikou. Je
proveden jak na fadu rezidui, ¢imz je testovana adekvatnost odhadnutého modelu
ARMA, tak na fadu kvadratt rezidui, ¢imz testuje adekvatnost odhadnutého modelu
GARCH. Nevyhodou zde vypsanych vysledki Pormanteauova testu je skutec¢nost,
ze neberou v potaz pocet odhadovanych parametri v modelu. To mizeme snadno
ovérit volanim funkce Box.test() s parametrem fitdf=0. Timto je dosahovano
pomeérne velkych p-hodnot, pfi¢emz pti prihlédnuti k poc¢tu odhadovanych parametrii
jiz vysledky tak nadéjné nejsou a model se miize ukazat jako neadekvatni.

Posledni provedeny test, LM Arch Test, je Lagrangetv multiplikatorovy test, uve-
deny na strané 32. Protoze testuje hypotézu o nepiitomnosti ARCH efektu u stan-
dardizovanych rezidui, chtéli bychom, aby nulovou hypotézu nezamitl.

predict (model,n.ahead)

Tato funkce provede predpovéd stfedni hodnoty a standardni odchylky pro n.ahead
obdobi v odhadnutém modelu, ktery je specifikovan parametrem model. V nésle-
dujicich praktickych aplikaci se ale nebudeme predpovidani vénovat, nebot pro nés
nebude prili§ zajimavé.

Bali¢ek FAinT$ (viz. [9])

ArchTest(data,lags)

Funkce ArchTest () provede Lagrangetv multiplikatorovy test na ¢asovou fadu data,
viz. strana 32. Volitelny parametr lags udava pocet testovanych koeficientti m a im-
plicitné je nastaven na 12.

4.2 Simulovana data

V této ¢asti pouzijeme diive zminéné funkce na simulovana data. Generator nahod-
nych cisel nastavime piikazem set.seed(323) na pocatecni hodnotu 323. Nejdiive
simulujeme fadu Soku, které se Fidi stacionarnim modelem GARCH(1,1) s parametry

Oy = 01, oy = 04, 61 = 03, (41)

o délce 300. K tomu pouzijeme funkci garch.sim. Radu takto simulovanych Sokt

oznacime soky a pouzijeme ji jako chybovou slozku pii simulaci stacionarniho modelu
ARMA(2,1) s parametry

oo=0, ¢1=04, ¢=02, 6, =0.2. (4.2)

Ziskanou fadu oznac¢ime jako data. Nyni zacneme fadu data modelovat. Z jejiho

grafu na obrazku 4.1 a) vidime, Ze neni tfeba pouzivat zddnou transformaci, nebot
fada vypadé jako staciondrni. Graf vybérové ACF na obrazku 4.1 b) vypada jako
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Obrazek 4.1: a) Graf simulované fady data, Fidici se ARMA(2,1)-GARCH(1,1) mo-
delem s parametry uvedenymi v rovnicich (4.1) a (4.2). b) Graf vybérové ACF fady
data. c) Graf vybérové PACF tady data. d) Graf vybérové ACF fady rezidui po od-
hadu ARMA(1,1) modelem.

typicky graf ACF AR modelu. Vybérova PACF, zobrazena na obrazku 4.1 c), se ale
nezda byt useknuta. Odhadneme proto ARMA model.

Za¢neme s ARMA(1,1) modelem. Graf vybérové ACF rezidui odhadnutého mo-
delu, zobrazeny na obrazku 4.1 d), naznacuje korelovanost rezidui. Rovnéz Portman-
tealv test pro m = 6 (nebot In 300 = 5.7) hypotézu o nekorelovanosti rezidui na hla-
diné o = 0.05 zamita s p-hodnotou 3.321 x 107°. Zvysime proto f4d ARMA modelu
na (2,1) a testujeme rezidua odhadnutého modelu. Portmanteativ test pro m = 5
jiz hypotézu o nekorelovanosti rezidui nezamité s p-hodnotou 0.8812, proto budeme
tento model povazovat za adekvatni.

Z grafu fady data na obrazku 4.1 a) mizeme pozorovat nestejnomérné odchylky
dat od stfedni hodnoty v riiznych c¢asech, coz je motivace pro modelovani volatility.
Vybérova ACF kvadratt rezidui, jejiz graf je na obrézku 4.2 a), naznacuje pfitomnost
podminéné heteroskedasticity, neboli ARCH efektu. Provedeme tedy Lagrangeiv
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Obrazek 4.2: Graf vybérové a) ACF kvadrati rezidui po odhadu ARMA(2,1) mo-
delu, b) PACF kvadrati rezidui, ¢) ACF standardizovanych rezidui po odhadu
GARCH(1,1) modelu, d) ACF kvadrattu standardizovanych rezidui.

multiplikdtorovy test, ktery testuje nulovou hypotézu o neptitomnosti ARCH efektu,
viz. strana 32. Vysledna p-hodnota je 5.383 x 10~?, nulovou hypotézu tedy zamitadme
a pritomnost ARCH efektu povazujeme za potvrzenou.

Protoze z grafu vybérové PACF kvadrati rezidui na obrazku 4.2 b) vidime, Ze je
nenulova jesté v bodé 18, nelze identifikovat ARCH model rozumného fadu a odhad-
neme proto model GARCH(1,1). Vybérové ACF standardizovanych rezidui a jejich
kvadratt jsou na obréazcich 4.2 c¢) a d) a naznacuji GspéSnost modelovani. Nekore-
lovanost standardizovanych rezidui testujeme Portmanteauovym testem, vysledkem
je p-hodnota 0.3024. Pro jejich kvadraty dostaneme p-hodnotu 0.0934. Z hlediska
nekorelovanosti rezidui proto povazujeme odhadnuty model za adekvatni.

Ovérme jesté predpoklad, Ze ¢; odpovidda normovanému normalnimu rozdéleni.
Podivame-li se na graf odhadu hustoty pomoci funkce density srovnany s hustotou
normovaného normélniho rozdéleni (obrazek 4.3), vidime, Ze se od sebe ligi, hlavné
na intervalu [—1, 0]. Tento rozdil vSak nemusi byt dostatecné velky, abychom zamitli
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Obrazek 4.3: Graf odhadu hustoty standardizovanych rezidui sestrojeny funkci
density a hustota N(0,1) rozdéleni.

hypotézu ¢, ~ N(0,1), kterou otestujeme Kolmogorovovym—Smirnovovym testem
pro rovnost distribuc¢nich funkci. Vyslednd p-hodnota je 0.8720, tedy hypotézu ne-
zamitame. Ve shrnuti odhadnutého modelu, které zobrazime funkci summary, je také
vysledek Jarque—Bera testu, ktery tuto hypotézu nezamita s p-hodnotou 0.4973. Od-
hadnuty model proto povazujeme za adekvatni.

Odhadneme nyni model ARMA(2,1)-GARCH(1,1) sdruzenym odhadem pomoci
funkce garchFit. Pii testovani nekorelovanosti standardizovanych rezidui a jejich
kvadrati Portmanteauovym testem dostaneme p-hodnotu 0.2083, respektive 0.0454,
kterd je na hranici zamitani. Normalita standardizovanych rezidui neni KS testem
zamitnuta s p-hodnotou 0.8576, model tedy budeme povazovat za adekvatni.

Srovnejme nyni koeficienty odhadnutych modeli, zaokrouhlené na ¢tyii desetinna
mista. Nejdfive jsme odhadovali ARMA(2,1) model a GARCH(1,1) model zvlast,
vysledkem ¢ehoz jsou koeficienty

b0 = 0.0440, ¢, = —0.1239, &, = 0.3776, 6; = —0.3199,
ap = 0.1607, oy =0.2894, (3, = 0.2234.
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Simulovana data a odhadnuta volatilita
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Obrazek 4.4: Graf odhadnuté volatility srovnany s transformovanou fadou data.

Sdruzenym odhadem jsme dospéli ke koeficienttim

¢o = 0.0370, ¢ =0.1461, ¢» = 0.3096, 6; = —0.1141,
ap = 0.1313, a; =0.2961, (3, = 0.3047.

Modelovali jsme pfitom fadu data, kterd vznikla simulaci ARMA(2,1)
a GARCH(1,1) modeli s koeficienty

(bo - 0, Q51 - 04, (]52 - 02, ‘91 - 02,
Qo = 01, p = 04, /61 =0.3.

Vidime, ze odhady prvnim a druhym zptisobem se od sebe znatelné lisi, hlavné
u koeficienti ARMA modelu. Zarazejici je odlisnost v odhadu koeficientu ¢;. Vi-
dime také, ze koeficienttim pouzitym pii simulaci se vice blizi sdruzeny odhad funkci
garchFit, pficemz oba modely byly pomérné tispésné v odhadu koeficientt modelu
GARCH. Dale proto budeme pro odhad modelu GARCH preferovat sdruzeny odhad
funkci garchFit.
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Obrazek 4.5: a) Graf sménného kurzu CZK/EUR. b) Graf logaritmickych vynosu d1.
c¢) Graf vybérové ACF fady dl. d) Graf vybérové PACF tady dl.

Na zavér muzeme na obrazku 4.4 porovnat odhadnutou volatilitu s pribéhem
studované fady data, kterou jsme pro prehlednost transformovali vydélenim ¢islem
2 a prictenim 4.

4.3 Kurz ¢eské koruny vuci euru

V této casti budeme studovat casovou fadu zachycujici kurz ceské koruny k euru
v pracovnich dnech v obdobi 3. 1. 2000 az 30. 3. 2009. Data byla ziskdna z webo-
vych stranek Ceské narodni banky.Datovy soubor pro R méa nazev czk_eur.RData
a je dostupny na internetové adrese uvedené v tvodu kapitoly 4. Obsahuje objekty
czk_eur, coz jsou hodnoty sménného kurzu CZK/EUR, a datumy, coZ jsou datumy,
odpovidajici témto hodnotam.

Na obrazku 4.5 a) vidime pritbéh fady czk_eur. Rada je ziejmé nestacionarni
ve stfedni hodnoté a radi bychom tuto nestacionaritu odstranili diferencovanim.
Protoze intuitivnéjsi vyznam nez diferencovand fada ma fada logaritmickych vy-
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Obrazek 4.6: a) Graf vybérové ACF rezidui odhadnutého AR(3) modelu. b) Graf
vybérové ACF kvadratt rezidui AR modelu. ¢) Graf vybérové PACF kvadrati rezidui
AR modelu. d) Graf vybérové ACF kvadratt standardizovanych rezidui.

nost, které vznikne diferencovanim logaritmované rady, sestrojime fadu logaritmic-
kych vynosi a ozna¢ime ji d1. Graf fady d1 vidime na obrazku 4.5 b) a mize nam
pripominat bily sum. Rovnéz jeho vybérova ACF, ktera je k vidéni na obrazku 4.5
¢), napovidé o slabé korelovanosti hodnot fad d1.

Otestujeme proto hypotézu o nekorelovanosti Portmanteauovym testem. V radé
d1l mame 2330 hodnot. Pfirozeny logaritmus tohoto ¢isla je 7.7536, proto provedeme
Portmanteativ test pro m = 8. Vysledkem je p-hodnota 0.0461, coZz je na hranici
zamitani. Abychom ilustrovali postup pfi odhadu ARMA modelu, hypotézu o neko-
relovanosti zamitneme a budeme pro fadu d1 odhadovat ARMA model.

Podivame-li se na graf vybérové PACF fady d1, ktery je na obrazku 4.5 d), vi-
dime, Ze az na hodnoty v bodech 29,30 a 32, které jen tésné prekracuji vyznaceny
interval spolehlivosti, je PACF useknuta v bodé 3. Pro fadu d1 proto identifikujeme
model AR(3). Ve zpravé o odhadnutém modelu vidime, ze odhady koeficienti jsou
¢1 = 0.0110, ¢o = 0.0057, ¢3 = —0.0583, zatimco standardni odchylka odhadi je

47



Stand. rezidua srovnana s N(0,1)

—— Odhad hustoty
---- Hustota N(0,1)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
]

Obrazek 4.7: Graf odhadu hustoty standardizovanych rezidui provedeného funkci
density srovnany s grafem hustoty rozdéleni N(0,1).

0.0207. Koeficienty ¢, ¢o proto miizeme povazovat za statisticky nevyznamné. To
odpovida tvaru vybérové ACF fady dl, kterda mé hodnoty v bodech 1 a 2 témér
nulové. Z vybérové ACF rezidui odhadnutého modelu na obrazku 4.6 a) vidime, Ze
vyznamny korelacni koeficient v bodé 3 se podatilo odstranit. Testovani Portmante-
auovym testem pro m = 8 dava p-hodnotu 0.2123, tedy hypotéza o nekorelovanosti
rezidui neni zamitnuta a model povazujeme za adekvatni.

Pohledem na graf fady d1 na obrazku 4.5 a) zjistime, Ze rozptyl ndhodnych veli¢in
tvoricich ¢asovou fadu neni v kazdém okamziku stejny (je vétsi napiiklad v obdobi
kolem ¢asu 500 a na konci fady), coZ je pro nas diivod k modelovani volatility.
Pfitomnost podminéné heteroskedasticity (ARCH efekt) otestujeme Lagrangeovym
multiplikdtorovym testem, ktery vrati témeér nulovou p-hodnotu, ¢imz zamitdme hy-
potézu o nepritomnosti ARCH efektu. Pohledem na grafy vybérové ACF a PACF
kvadratt rezidui AR(3) modelu, které jsou na obrazcich 4.6 b) a c), zjistime, Ze ani
jedna z nich se nezda byt useknuté. Identifikujeme proto GARCH(1,1) model.

K odhadu pouzijeme funkci garchFit, kterou na zakladé srovnani odhadt v pred-
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Obrazek 4.8: Graf odhadu hustoty standardizovanych rezidui provedeného funkci
density a graf hustoty standardizovaného t-rozdéleni s 4.8748 stupnti volnosti.

chozi ¢asti preferujeme. Provedeme sdruzeny odhad AR(3)-GARCH(1,1) modelu
na fadu dl.

Z grafu vybérové ACF kvadrati standardizovanych rezidui na obrazku 4.6 d)
vidime, Ze silnou korelaci kvadratid se podarilo odstranit. Testujeme-li Portmante-
auovym testem nekorelovanost standardizovanych rezidui, dostaneme pro m = 8
p-hodnotu 0.2303 a pro m = 10 p-hodnotu 0.3433. Otestujeme-li jesté kvadraty
standardizovanych rezidui, dostaneme pro stejnd m p-hodnoty 0.1663, respektive
0.2667. Hypotéza o nekorelovanosti standardizovanych rezidui a jejich kvadratt neni
zamitnuta. Model z tohoto pohledu povazujeme za adekvatni.

Pii odhadovani modelu jsme pfedpokladali, ze ¢, ~ N(0, 1). Srovnejme nyni na ob-
razku 4.7 graf odhadu hustoty standardizovanych rezidui, ziskany funkci density,
s grafem hustoty N(0,1). Vidime, Ze rozdéleni rezidui mé vétsi Spicatost. Provedeme
proto odhad s predpokladem Studentova t-rozdéleni. Vysledkem jsou odhadnuté ko-
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Obrazek 4.9: Odhadnutéa volatilita srovnana s vhodné transformovanou fadu logarit-
mickych vynosi.

eficienty

®o = —0.0002, ¢; = 0.0058, ¢2 = 0.0043, ¢35 = —0.0180,
ap =0, a; =0.0698, B = 0.9233, v = 4.8748

Podivejme se nyni, zda rozdéleni standardizovanych rezidui odpovida predpokla-
danému Studentovu t-rozdéleni. V modelu jsme odhadovali pocet stupini volnosti
tohoto rozdéleni a vysledkem je ¢islo 4.8748, které je ve shrnuti modelu (funkce
summary) oznaceno jako shape. Pohledem na obrézek 4.8, na kterém je graf odhadu
hustoty standardizovanych rezidui ziskany funkci density a graf hustoty t-rozdéleni
s poc¢tem stupnt volnosti 4.8748, zjistime, Ze nas predpoklad byl nejspis spravny.
Toto otestujeme Kolmogorovovym-Smirnovovym testem pro rovnost distribucnich
funkci. Vysledkem je p-hodnota 0.9290, tedy hypotéza o tom, Ze standardizované
rezidua pochézeji ze Studentova t-rozdéleni s poctem stupnt volnosti 4.8748, neni
zamitnuta a model povazujeme za adekvatni.

Nakonec mutzeme vykreslit odhadnutou volatilitu a pro srovnani pridat do grafu
vhodnym zptisobem transformovanou fadu logaritmickych vynost dl, kterou jsme
studovali. Vysledek vidime na obrazku 4.9, kde mizeme pozorovat zvysenou volati-

50



litu kolem casu 500 a na konci fady. V téchto mistech vidime utvorené shluky vyssi
volatility, které by mohly byt pfedmétem zkouméni z ekonomického hlediska.

4.4 Burzovni index PX

V této casti se budeme vénovat modelovani volatility burzovniho indexu PX, coz
je index Prazské burzy cennych papirti. Data pochéazeji z obdobi 7. 9. 1993 az 30.
3. 2009 a jedna se o denni hodnoty méfené vzdy na konci obchodovaciho dne. Da-
tovy soubor pro R mé nazev px.RData a je dostupny na internetové adrese uvedené
v uvodu kapitoly 4. Datovy soubor obsahuje objekty px_val, px_change a datumy.
Jak naznacuji jejich jména, px_val je casova fada hodnot indexu PX, px_change je
casova fada vyjadrujici procentualni zménu a datumy obsahuje odpovidajici datumy.

Na obrazku 4.10 a) vidime pribéh fady px-val. O¢ividné se nejednéd o stacio-
narni ¢asovou fadu, protoze z grafu je zfejmé, Ze fada neni stacionarni ve stiedni
hodnoté. Budeme proto tuto fadu diferencovat funkci diff, coz je ¢asto pouzivana
transformace pro odstranéni nestacionarity ve stfedni hodnoté. Pribéh diferenco-
vané tady, kterou oznacime jako dpx, vidime na obrazku 4.10 b). Graf jiz nesvédci
proti stacionarité, budeme proto déle pracovat s diferencovanou fadou dpx.

Podivame se nyni na priubéh ACF a PACF (¢imz budeme dale rozumét jejich
vybérové protéjsky) fady dpx na obrazku 4.10 c) a d).

Ani jedna funkce se nezda byt useknuta, pouzijeme proto ARMA model. Za¢neme-
i modelem ARMA(1, 1), uvidime jiz z grafu ACF, Ze rezidua jsou korelovana. Vy-
razna zmeéna v korelovanosti nastane az u radu (3,4), kde je jiz vétsina hodnot uvnitt
intervalu spolehlivosti. P¥istoupime proto k testovani rezidui modelu ARMA(3,4) po-
moci Portmanteauova testu.

Pormanteatv test provedeme pro m = 10 am = 15. V prvnim piipadé je hodnota
testovaci statistiky Q(10) = 7.3922 s p-hodnotou 0.0604. V piipadé m = 15 je
Q(15) = 12.961 a p-hodnota je 0.1132. Hypotéza o nulovosti korela¢nich koeficientt
rezidui se proto na hladiné o« = 0.05 nezamitd a odhadnuty ARMA(3,4) model
s koeficienty

do = 0.1398, &, = 1.1473, by = —1.1718, ¢35 = 0.9061,
0, =1.0202, 6y = —1.0404, 65 =0.7619, 6, = 0.0675.

muzeme povazovat z adekvatni. Zduraznéme, ze tyto koeficienty plati pro zapis
ARMA modelu z definice 2.5. Vystup z programu R mé& tedy opa¢na znaménka
u koeficienti 6, ..., 0.

Na obrazku 4.10 b) vidime, Ze fada dpx vykazuje v rtznych ¢asovych obdobich
rizné ruzné rozptyly. Proto pristoupime k modelovani volatility. Predpokladejme,
ze rozdéleni ¢; odpovida N(0,1). Oznacme resl fadu rezidui odhadnutého ARMA
modelu. Na obrazku 4.11 a) vidime graf ACF fady druhych mocnin resi*res1, kterd
vykazuje silné korelace. To napovida o pritomnosti ARCH efektu, tj. kvadratické
zavislosti rezidui. Lagrangeovym multiplikdtorovym testem otestujeme hypotézu, ze
v fadé resl tato kvadraticka zavislost neni. Vysledna p-hodnota je témér nulova
a proto zamitame hypotézu o neptritomnosti ARCH efektu.
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Obrazek 4.10: a) Graf hodnot indexu px_val. b) Graf diferencované fady dpx. c)
Graf vybérové ACF fady dpx. d) Graf vybérové PACF fady dpx.

PACF fady resl*resi na obrazku 4.11 b) neni useknuté, proto mizeme usoudit,
ze se fada resl nefidi modelem ARCH, nybrz GARCH. Odhadnéme tedy pro tuto
fadu model GARCH(1,1), nejprve funkci garch. Odhadnuté koeficienty jsou

ap = 0.4444, o, =0.1504, [3; = 0.8608.

Oznacme res?2 fadu standardizovanych rezidui po odhadu modelem GARCH. Grafy
ACF ftady res2 i fady kvadratii res2xres2 na obrazku 4.11 ¢) a d) nevykazuji
vyznamné hodnoty korelac¢nich koeficienti.

Testujme proto hypotézu o jejich nulovosti pomoci Portmanteauova testu. Pro fadu
kvadrati res2*res2 jsou p-hodnoty 0.6105, respektive 0.5002 (pro m = 10, respek-
tive m = 15). Hypotézu proto na hladiné o = 0.05 nezamitdme. Hufe dopadneme
pii testovani fady res2. Zde jsou p-hodnoty 0.0186, resp. 0.0095. Vidime, ze za-
timco nestandardizovana rezidua po odhadu ARMA modelem byla nekorelovana,
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Obrazek 4.11: a) Graf ACF fady kvadrati resixresl. b) Graf PACF fady kvadratt
reslx*resl. ¢) Graf ACF fady kvadrati res2*res2. d) Graf ACF fady rezidui res2.

vydéleni odhadnutou standardni odchylkou, ktera je poc¢itana pravé z téchto rezidui,
zpusobilo korelaci. Zvysime-li fady modelu GARCH, nedojdeme k podstatné lepsim
vysledkiim, se kterymi bychom mohli byt spokojeni.

Zatimco ARMA model odstranil korelaci z fady dpx, vysledkem ¢ehoz jsou rezidua
resl, model GARCH vnese korelaci do standardizovanych rezidui skrze standardni
odchylku, kterou jsou vydélena nekorelované rezidua ARMA modelu. Pokud by od-
had téchto dvou modeli probihal spole¢né, mohli bychom dospét k lepsimu vysledku.
K tomu pouzijeme funkci fGarch, ktera umoznuje sdruzeny odhad modelu. Pti sdru-
zeném odhadu navic Casto staci nizsi fady ARMA modelu.

Odhadneme-li ARMA(1,1)-GARCH(1,1), zjistime ze shrnuti odhadnutého mo-
delu (pfikaz summary(model)), ze ARMA model neni adekvatni, nebot je pomoci

Portmanteauova zamitnuta hypotéza o nekorelovanosti standardizovanych rezidui.
Zvysime-li f4d MA slozky na 2 a odhadneme tak model ARMA(1,2)-GARCH(1,1),
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Obrazek 4.12: Graf standardizovaného t-rozdéleni s 6.6531 stupni volnosti srovnany
s grafem odhadu hustoty rezidui odhadnutého modelu.

mohli bychom se ze shrnuti modelu domnivat, Ze byl tento problém vyfeSen, nebot
Portmanteativ test vraci velké p-hodnoty. Pfipomenme ale, ze Portmanteatv test,
jeho vysledky jsou zobrazeny, nepocita s poc¢tem odhadovanych parametria v modelu.
Téchto parametru je 5 (3 v ARMA modelu a 2 v modelu GARCH). Provedeme-li
Portmantetv test s pfidanym parametrem fitdf=5, zjistime, Ze hypotéza o nekore-
lovanosti standardizovanych rezidui je pro m=10 zamitnuta s p-hodnotou 0.0211.

Budeme-li zvysovat fady odhadovaného modelu, zjistime, Ze vysledky se nelepsi.
bylo tfeba pouzit néjakou z modifikaci modelu GARCH. Protoze se jedna o data
z burzy, kterd reaguje rozdilné na rtst a na pokles, mohli bychom navrhnout po-
uziti modelu EGARCH. ProtoZe to vSak neni ucelem této prace, tento nedostatek
prejdeme a model budeme povazovat z hlediska nerorelovanosti za adekvatni. Zbyva
potom ovérit predpoklad €, ~ N(0, 1).

Ve shrnuti odhadnutého modelu, v ¢asti analyzujici standardizovana rezidua, je
proveden Jarque-Bera test, ktery testuje hypotézu o normalité vybéru na zakladé
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Obrazek 4.13: Graf odhadnuté volatility srovnany s transformovanym grafem dife-
rencované rady dpx.

vybérové Sikmosti a Spicatosti, a Shapiro—-Wilk test, ktery rovnéz testuje hypotézu
o normalité vybéru.

Oba tyto testy davaji nulovou p-hodnotu a proto zamitaji hypotézu o norma-
lité standardizovanych rezidui. Zvysovanim radd modelu zjistime, ze v tomto ohledu
se vysledky nelepsi. Zménme proto predpokladané rozdéleni ¢; na standardizované
Studentovo t-rozdéleni a znovu odhadnéme model ARMA(1,2)-GARCH(1,1). Do-
staneme

b0 = 0.0156, ¢, =0.9589, 6, = —0.8072, 6 = —0.1124,
ap = 0.2204, a1 =0.1570, B = 0.8617, v = 6.6531.

Testy nekorelovanosti standardizovanych rezidui a jejich kvadratd maji podobné vy-
sledky jako v predchozim pripadé. Mezi odhadovanymi parametry je i parametr v,
ktery udava odhadnuty pocet stupni volnosti t-rozdéleni. Otestujme tedy pomoci
Kolmogorovova-Smirnovova testu pro rovnost distribu¢nich funkci hypotézu o tom,
ze standardizovana rezidua odpovidaji t-rozd€leni o 6.65 stupnich volnosti. Vysled-
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kem je p-hodnota 0.7383, tedy hypotézu na hladiné o = 0.05 nezamitame a odhad-
nuty model miizeme prohlasit za adekvatni.

Pro srovnani vykreslime graf hustoty standardizovaného t-rozdéleni o 6.65 stup-
nich volnosti a srovname ho s grafem odhadu hustoty standardizovanych rezidui,
ktery provedeme funkci density. Vysledek je na obrazku 4.12.

U sdruzeného odhadu funkci garchFit jsme vystacili s nizsimi fady ARMA mo-
delu a dosahli jsme vyssich p-hodnot v testech nekorelovanosti rezidui. Pfesto v tomto
pripadé neni ani jeden z modeld adekvatni. Srovname-li parametry v modelu GARCH
odhadnuté funkci garch a sdruzenym odhadem, vidime, Ze se podstatné lisi jen u pa-
rametru «g, u druhych dvou parametri jsou rozdily v fadu tisicin. Jak jsme ale
vidéli v prikladu se simulovanymi daty, hlavni rozdil mezi sdruzenym a oddélenym
odhadem byl v parametrech ARMA modelu, pfi¢emz sdruzeny odhad byl o poznani
blizsi skute¢nym parametrim. MizZeme proto usoudit, ze sdruzené odhady funkci
garchFit jsou pro praktické vyuziti vyhodnéjsi, nebot pii odhadu ARMA modelu
berou v uvahu pritomnost ARCH efektu a vysledny model mé potom blize k realité.

Nakonec miizeme nakreslit graf odhadnuté volatility, do kterého pro srovnani
umistime vhodné transformovanou fadu dpx. Na obrazku 4.13 vidime, Ze odhadnuta
volatilita je skutecné vétsi v obdobich vétsi kolisavosti cen a nizsi v klidnéjsich ob-
dobich. Nemiizeme si rovnéz nevSimnout nejvétsi volatility na konci pozorovanych
dat, ktera se kryje s velkym poklesem prazské burzy zptisobenym ekonomickou krizi.
Na pocatku a konci fady miizeme pozorovat shluky vyssi volatility.
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