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Abstrakt: Investovani na stacionarnim trhu vede k exponencidlnimu ristu
bohatstvi. Hlavnim cilem predlozené prace je maximalizovat miru exponen-
cidlniho ristu kapitalu. Tento problém znamy pod nazvem Kellyho kritérium
je ekvivalentni se fadou problému z informacni a ergodické teorie a proto je
¢ast prace vénovana témto teoriim. Zakladem feseni je maximalizace podmi-
néného ocekavaného logaritmického vynosu pro jedno investi¢ni obdobi za
podminky o-algebry obsahujici informace o predchozich obdobich. V praci
jsou uvedeny zakladni vlastnosti log-optimélniho portfolia a maximalniho
ocekavaného logaritmického vynosu. Pomoci nich je dokazana asymptoticka
optimalita log-optimalniho portfolia. V piipadé stacionarniho ergodického
trhu je pomoci ergodické teorie pifimo vyjadiena mira exponencialniho ristu
log-optimélniho portfolia, ktera zaddnym jinym portfoliem nemtize byt pie-
konéana.
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Abstract: Investment in a stationary market results in an exponential growth
of wealth. The main purpose of the present study is to maximize exponen-
tial rate of growth of capital. This problem known as the Kelly criterion is
equivalent to the number of the problems of information and ergodic theory
and so the part of the work is devoted to these theories. The core solution
is to maximize conditionally expected log return for one investment period
given o-field containing the information about previous investment periods.
The basic characteristics of log-optimum portfolio and maximum expected
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Uvod

V roce 1956 védec John Larry Kelly, Jr. ve své publikaci vzajemné propojil
teorii her a informacni teorii a zavéry ke kterym dosel se bézné pouzivaji i
v teorii vybéru portfolia. Ukazal, Zze za ticelem dosazeni maximalniho ristu
bohatstvi, investor by pfi investovani mél vybrat takové portfolio, kterym
se maximalizuje o¢ekavana hodnota logaritmu vynosu z této investice. Du-
lezitym predpokladem je, ze celkovy kapital musi byt reinvestovan. Breiman
pozdéji dokazal (viz. Breiman (1961)), Ze tato strategie, znama jako Kellyho
kritérium, je z dvou hledisek optiméalni: (1) maximalizuje miru rustu kapitalu
a (2) minimalizuje ocekdvany ¢as k dosaZeni pevné vysi kapitalu.

Portfolio p je vektor s nezapornymi slozkami, které predstavuji casti
kapitalu vynalozeného na odpovidajici investice v ur¢itém investi¢nim ob-
dobi. Predstavme si investi¢ni trh jako posloupnost nahodnych vektort vy-
nosu X, = (X});", z portfolil p, = (pi);",, kde X; > 0 piedstavuje vynos
7 i-té investice na penézni jednotku na konci investi¢niho obdobi (¢t — 1,1,
t=1,2,.... Pak se v tuto chvili celkovy kapital zvysi o faktor

Pt,Xt Zthl

Necht investor zac¢ina s kapitalem Cj a pro jednoduchost budeme predpo-
kladat, ze Cy = 1. Pak se po n investi¢nich obdobi jeho kapital rovna

H P, Xt
t=1

Podle Kellyho by se investor mél v kazdém investi¢nim obdobi zamérit na
maximalizaci o¢ekdvaného log-vynosu

Ellog (p, Xi)] =: Ri(p, Px (1)),

kde Px(t) je rozdéleni vektoru X;. Portfolio p; se kterym je toho maxima
dosazeno se nazyva log-optimalni portfolio, a dosazena hodnota

Ry(p*, Px(t)) =: Ry (Px(1))



se nazyva maximalni ocekavany log-vynos. Z Kellyho kritéria pak vyplyva,

ze hodnota kapitalu

t=1
je asymptoticky nejveétsi mozna, které by investor mohl dosdhnout. Toto
tvrzeni predstavuje jadro této prace a dokazano je ve kapitole 4, véta 10.
V diikazu se pouzivaji urcité vlastnosti log-optimalniho portfolia, a proto je
tfeba vratit se zpatky.

Prvni kapitola predstavuje obecny pristup k praci. V ni jsou zadefinovany
Navic jsou zavedeny mnoziny P jako mnozina pripustnych a P* jako mnozina
log-optimalnich portfolii.

V druhé kapitole je bliz charakterizovano log-optimalni portfolio. Doka-
zana je nutna a postacujici podminka, aby p* bylo log-optimalni portfolio,
tzv. Kuhn-Tuckerova podminka

(p, X)
E{@*,X)

7 ni se pak dostane, ze maximalni o¢ekavany logaritmicky vynos nezavisi na
vybéru log-optimalniho portfolia.

Kapitola 3 je teoretickym zakladem pro diikazy vét z dalsich ¢astech. V
ni jsou popsany vlastnosti veli¢in a mnozin se kterymi pracujeme. Dochézi
k prechodu od veli¢iny X k veli¢iné

] <1, pro kazdé p € P.

X

- (m X))

kde jsem zafixovali néjaké portfolio referen¢ni portfolio 7 € P, pro které
plati 7° > 0 pro kazdé 1 < i < m. Vektor Y je vlastné projekce X na
simplex A

Y={y= ()% eRY : (m.y) =1}. (1)
Dale plati

R(p, Px) = Ep[log (p, X)] = E[log (m, X)] + E[log (p, Y)]
=ref(Px) + R(p, Py)

a pri maximalizaci se neztrati zadn4a informace:

R*(Px) = T@f(Px) —+ R*(Py)

Navic s vektorem Yje snadnéji pracovat, nebof ) je kompaktni. Pak se do-
kaze fada vlastnosti veli¢in R(Y) a R*(Y"), které se potom pomoci uvedeného
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rozkladu pfenesou na R(X) a R*(X). Dtlezitou ¢asti této kapitoly je véta
8, ve které se mimo jiné tvrdi, Ze Pro kazdé p vybrané na zakladé informaci
z minulych obdobi plati

Ellog (pi, X)] < E[log (p;, X)] s.j.

a také
Ry /"R, prot— oo,

kde index oo predstavuje nekone¢nou minulost.

Pak v kapitole 4 sleduje asymptoticka optimalita log-optimalniho port-
folia, ktera je néjakym zptisobem zobecnénim Kuhn-Tuckerovy podminky a
pomoci ni se i dokazuje.

Kapitola 5 ukazuje na vztah mezi informacni teorii a investovanim, o
kterém se ve svém c¢lanku zminoval Kelly. V prvni ¢asti jsou zadefinované
zékladni veli¢iny informacni teorie: relativni entropie, vzajemné informace a
entropie charakterizujici chovani ndhodnych veli¢in, konkrétné vektort vy-
nosu portfolia. K tomu pomuze vété o asymptotické rovnomérnosti, ktera je v
praci dokazana pro stacionarni ergodické trhy, ale obecné plati pro asympto-
ticky stacionarni ne nutné ergodické trhy. Véta urcuje miru exponencialniho
ristu kapitalu investora a ukazuje, ze plati

1 n—oo * .
—logC, — R, s.j.,
n

Ditikaz je proveden sendvicovou metodou, kde se pozoruje celkovy kapital
vzhledem ke k-minulosti a vzhledem k nekonec¢né minulosti, coz se rovna
pro k — oo. Hlavni roli hraje ergodicka véta (uvedena v priloze C), ktera
danou konvergenci zarucuje. Timto dikazem se zabyva ¢lanek Algoet, Cover
(1988a).

Posledni kapitola se dotyka kratkodobé optimalité log-optimalni strate-

gie.

Préice je zaloZena na ¢lanku Algoet, Cover (1988b), ktery je zakladnim
zdrojem kapitol 1 az 4 a casti kapitoly 5 tykajici se véty o asymptotické
rovnomérnosti. Prvni ¢ast kapitoly 5 a Kapitola 6 jsou cerpany z Cover,
Thomas (2005). Ostatni uvedend literatura byla v néjaké mire doplikova.



Kapitola 1

Investi¢ni trh

Necht je investi¢ni trh sestaven z m investi¢nich piilezitosti, kde m € N,
vzdy v kazdém investi¢nim obdobi (¢t — 1,¢] pro ¢t € N. Pak vSechny tyto
investi¢ni prilezitosti je mozné modelovat pomoci ndhodného procesu

X (,F,P)— (RY,B(Ry)™, Px),

kde X; = (X});-, a X pfedstavuje vyinos z i-té investice na penézni jednotku
na konci investi¢niho obdobi (¢t — 1,¢]. Déale R, = (0, 00) pro jednoduchost
vyjimecné v této praci.

Predpokladejme, ze pocatecni kapital investora je Cy = 1. Na zacatku
t-tého obdobi, kde ¢t = 1,2, ..., investor rozdéluje sviij majetek C;_; podle
portfolia p, = (p);-,, kde pi > 0 piedstavuje vdhu i-té investice v t-tém
obdobi (pomér vynaloZeného kapitalu na i-tou investici) a plati Y " pi =
1. Pak vynos na investovanou penézni jednotku na konci ¢-tého obdobi je
vazeny prumér vynosu z investic, tj.

ptaXt ZthZ

Vynos (pi, X¢) je ndhodna veli¢ina, jejiz rozdéleni zavisi na rozdéleni Py
vektoru X (coz investor nemuze ovlivnit) a na vybéru portfolia p. Celkovy
kapitél investora na konci t-tého obdobi je potom C; = Cy_1 (ps, Xy), tj. po
n investicnich obdobi investor méa k dispozici kapital ve vysi

H D, Xt
t=1

Cilem investora je svlij kapital maximalizovat. Problém je v tom, Ze neni
mozné obecné maximalizovat ndhodnou veli¢inu. Standardni teorie portfo-
lia (na ptiklad Sharpeova-Markowitzova teorie zndmé pod nazvem Mean-
variance theory) se zabyva maximalizaci o¢ekavané hodnoty vynosu (p;, X;)
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a zaroven minimalizaci rizika méfeného smérodatnou odchylkou. Alterna-

tivnim pfistupem je maximalizovat stiedni hodnotu z néjaké transformace

kapitalu. Tato transformace se ¢asto oznacuje jako uzitkova funkce a méla by

byt rostouci (¢im vice, tim 1épe) a konkavni, ¢emuz odpovida averze inves-

tora vici riziku. Tato prace je zaméfena na vlastnosti logaritmické uzitkové

funkce. Takovou uzitkovou funkci praveé pouzil Kelly pro svoje kritérium.
Ozna¢me s P mnozinu vSech pfipustnych portfolii

P = {pZ (), P >0, Zpi:l}-
=1

Pak P je simplex.

Definice. Necht @ je pravdépodobnostni mira na B(R,)™ a necht p € P.
Logaritmicky moment R(p, Q) definujeme nésledujicim zpisobem

R(p.Q) = [ toglp.)dQ(o) @
RT

Specialnim piipadem je ocekdvany logaritmicky vynos portfolia p vzhledem

k rozdéleni Px definovany jako

Rp.P) = [

[ 1og (.00 aPs(a) = [ 108 X)dP = Ellog (. X)) (12

” Q
Definice. Mazimdlni logaritmicky moment R*(Q) je definovan jako supre-
mum vSech logaritmickych momenti R(p, Q)) pfes vSechna pfipustnad port-

folia
R*(Q) = sup R(p, Q). (1.3)
peEP
Analogicky definujeme mazimdini ocekdvany logaritmicky viynos R*(Px) jako
supremum vsSech oc¢ekavanych logaritmickych vynost ptres vSechna ptripustna
portfolia
R*(Px) = sup R(p, Px). (1.4)
peEP
V této prace budeme predpokladat, ze R*(Px) € R.

Definice. Portfolio p* se nazyva log-optimdini, pokud je pomoci ného do-
sazen maximalni o¢ekavany logaritmicky vynos, tj. pokud plati

R*(Px) = R(p", Px).



Jinymi slovy, p* je log-optimalni, pokud zZadné jiné portfolio p nemuze
zvysit ocekavany logaritmicky vynos vzhledem k p*. Zfejmé plati

X
E[log ((Zi” X))] <0, pro kazdé p € P. (1.5)

Lemma 1.1. Logaritmicky moment R(p, Q) je konkdvni v p a linedrni v Q
na svem definicnim oboru.

Diikaz. Pripomenme definici logaritmického momentu

R(p.Q) = /Q log (p. ) dQ(x).

Konkévnost v p plyne z konkavity logaritmu a z vlastnosti integralu. Linea-
rita v ) plyne z linearity integralu. O]

Necht pro pravdépodobnostni miru @ na B(R,)™ plati, ze R*(Q) € R.
Ozna¢me P*((Q)) mnozinu vsech log-optimalnich portfolii vzhledem ke @

P@={rer: K@ =R0.Q}

Necht existuje portfolio 7 € P takové, ze p* > 0 pro kazdé i = 1,...,m.
Pak ¢lanek Cover (1984) zarucuje i existenci log-optimélniho portfolia, tj.
plati, Ze mnozina P*(Px) neni prazdna.
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Kapitola 2

Kuhnovy-Tuckerovy podminky
optimality

Najit log-optimalni portfolio znamena maximalizovat o¢ekavany logaritmicky
vynos na konvexni mnoziné vsech portfolii. Optimalni feseni miize lezet jak
uvnitt, tak na hranici této mnoziny. Pti hleddni nam pomitze zakladni cha-
rakteristika log-optimalniho portfolia popsana v nasledujici véte.

Véta 1 (Kuhnova-Tuckerova podminka optimality). Nutnd a posta-
cugict podminka, aby p* bylo log-optimdlnim portfoliem ocekdvaného logarit-
mického viynosu R(p, Px) je

(p,X)} .y
E <1, ro kazde p € P. 2.1
] st e 2y

Diikaz. Ocekavany logaritmicky vynos R(p, Px) = Ellog(p, X)] je podle
lemmatu 1.1 konkavni funkce portfolia p, kde p patii do simplexu P. Pak
nutnd a postacujici podminka pro log-optimalitu portfolia p* € P je aby
prvni derivace R(p, Px) v bodé p* ve sméru p — p* byla nekladna.

Necht p € P a 0 < A < 1. Oznaéme p, = (1 — A\)p* + Ap. Pak

(p)nX) (p,X) (p,X)
——=(1-XN+A =14, kde VY =-——--1>-1
(p*, X) =4 (p*, X) (»*, X)
Dostavame, ze 1 + \Y > % 7 pribéhu funkce logaritmus dostaneme, zZe
existuje takové ¢ € (0,1), Ze pro = € (3, 00) plati

loger >x—1—¢(z—1)%
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Pak pro a > 1 dostavame

AY >log (1+ \Y)
> log (1 + Amin{Y,a})
> Amin{Y, a} — 3¢ (Amin {Y, a})’
> Amin{Y,a} — 3e (Aa)?,

nebot |min {Y, a}| < a.
Specidlné pro a = a (\) takové, Ze a (\) — oo a Aa*(\) — 0 pro A — 0
dostavame

1
XE[log (1+AY)] - E[Y] proA—0".

Dale
d . R(px, Px) — R(po, Px)
— R P =1
o e Px) = lim A
_ lim Eflog (1 + A\Y)] — log 1
A—0t A
(p,X)]
=EY|=E —1
vl {(pﬁX)

Odtud mame ekvivalenci

d (p. X)

—R p,\,PX <0 & E[ <1 2.2

o ) A0+ (p*, X) (22)
pro kazdé p € P a tim je tvrzeni véty dokazano. O

Véta 2. Pro pi,ps € P*(Px) plati (p}, X) = (p5, X).

Dikaz. Necht pi,p; € P*(Px). Ozna¢me Z = EZ iﬁ; Z Kuhnovy-Tuckerovy
2

podminky méame

E[Z] <1, nebof py je log-optimalni a
E[Z_l} <1, mnebot p; je log-optimalni.

Funkce = € (0,00) +— 27! je konvexni a pouZitim Jensenovy nerovnosti z
prilohy A dostavame
1>E[Zz7'] > (E[Z)" > 1.

Potom v Jensenove nerovnosti plati rovnost, coz znamend, ze Z = E[Z] skoro
jisté. Dohromady dostavame Z = 1 skoro jiste. [
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Véta 3. Kuhnova-Tuckerova podminka optimality portfolia p* dand vzorcem
(2.1) je ekvivalentni s ndsledugicimi podminkami:

X =1 pokud p; >0,
E[(p*,XJ { <1 pokud p; =0, 23

proit=1....m.

Diikaz. Plati-li podminka (2.3), pak

] - Lrelgim] <3

tzn. ze plati (2.1).
Necht naopak plati (2.1). Volbou p = e; dostaneme ihned z podminky
(2.1) druhy Fadek vzorce (2.3). Pokud p} > 0, opét volime p¥) = ¢; a také

pg\l) = (1 = N)p* + . Z véty 1 vime, Ze (2.1) davé, ze p* je log-optimalni

a tudiz funkce R(p{”, Px) v bodé A = 0 nabgvé globalniho maxima. Déle
p; > 0dava, ze p\) € P plati pro A v okoli 0 (specidlng pro zaporné hodnoty).
S vyuzitim ¢asti diikazu véty 1 dostavame

d i

dA
O
Pouzitim Jensenovy nerovnosti (viz ptiloha A) na konkévni funkce log(+)
dostavame (v, X) (v, X)
b, b,
E 1og_] <o ]E[—} <log1=0.
[ (p*’ X ) (p*> X )
Celkové pro kazdé p € P plati
(p,X)] { (p,X)}
E <1 <« Ellog < 0. 2.4
@S 7 X) 24
Dalsim disledkem Kuhnovy-Tuckerovy podminky je
p*iX"] { X' 1
E =p"E =p". 2.5
s ) 29)
Veli¢ina 2% ) predstavuje podil vynosu z i-té investice na celkovém vynosu

(p*, X
portfolia na konci investi¢niho obdobi. Rovnost (2.5) pak fika, Ze se oce-
kavana vaha i-té investice na konci investiéniho obdobi rovna jeji vaze na
zacatku tohoto obdobi.
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Kapitola 3

Vlastnosti maximalniho
ocekavaného logaritmického
vynosu

Dtive nez se pustime do maximalizace oc¢ekdvaného logaritmického vynosu,
bylo by vhodné podrobnéji popsat jeho vlastnosti. Dilezité charakteristiky
této veliCiny jsou spojitost a omezenost, které hraji vyznamnou roli v dika-
zech zékladnich vét z teorie portfolia.

Véta 4. Maximdlni ocekdvany logaritmicky vgnos QQ — R*(Q) je konvexni.

Dikaz. Necht Q1 a Q3 jsou dvé rozdéleni a 0 < A < 1. Pak
R (AQ1+ (1= A)Q2) = sug R(p, \Q1 + (1 = A)Q2)
pe

= 5161713 (AR(p, Q1) + (1 = M R(p, Q2)) (3.1)
<A sup R(p, Q1)+ (1 =) Sup R(p,Q2)  (3.2)

= AR (Q1) + (1 = M) RY(Q2).

Rovnost (3.1) plyne z linearity R(p, Q) a nerovnost (3.2) plyne z vlastnosti
suprema. O]

Lemma 3.1. Necht Q) je borelovskd pravdépodobnost na R takovd, Ze
R*(Q) € R. Pak mnoZina viech log-optimdlnich portfolii P*(Q) je konvexnd.

Diikaz. Necht p; a pe jsou log-optimalni portfolia. Pak plati R(p;, Q) =
R(ps, Q) > —o0. Z konkavity R(p,Q) pro 0 < A <1 dostédvame

R(Ap1 + (1= XN)p2, Q) = AR(p1, Q) + (1 = M) R(p2, Q) = R*(Q).

Odtud plyne, ze Ap; + (1 — A)ps je také log-optiméalni portfolio. ]
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Véta 5. Necht X, ...X,, jsou i.i.d. ndhodné vynosy s rozdélenim Px a p* €
P*(Px). Bud

n

C,= H(p*,Xt)

t=1

celkovy kapitdl na konci n-tého obdobi pri vybéru log-optimalni strategie. Pak
1 * * .
—logCr — R*(Px) pron — oo 8.7 (3.3)
n

Diikaz. Dikaz plyne ze silného zakona velkych cisel:

1 1 —
ZlogCF == log(p*, X R*(P
~log €y ntz;og(% 1) = R*(Px) pron — oo s.j

O

Ocekavany logaritmicky vymnos je veli¢ina zavisla na rozdéleni ndhodného
vektoru vynosti. Rozdéleni Px vektoru vynost X je pravdépodobnostni mira
na R, coz neni kompaktni mnozina. Zafixujme proto referencni portfolio
m = (7)™, € P takové, Ze 7 > 0 pro kazdé 1 < i < m. Necht také plati
log(m, X) € L'. Definujme potom normovany vektor vynosi

X
Y = 3.4
%) 34
jako projekce vektoru vynostt X na simplex
Y={y=)L eR} : (my) =1}, (3.5)

kde 2 :=0.

\/Qhodnym znormovanim vektoru X pomoci (3.4) prejdeme od veli¢iny X
nabyvajici hodnot z R k veli¢iné Y, kterd je méfitelnou funkei X nabyvajici
hodnot z kompaktni mnoziné ).

Oznac¢me Py rozdéleni nahodného vektoru Y, tedy

Y (Q,F,P) — (¥,B()), Py).

Z definici o¢ekavaného logaritmického vynosu (1.2) a maximélniho ocekava-
ného logaritmického vynosu (1.4) dostdvame

Mﬁwzémmnuumm@m»
R*(Py) =sup R(p, Py).

peEP
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Vektor X lze rozlozit na souéin (7, X) a Y a potom i ocekdvany logarit-
micky vynos R(p, Px) lze zapsat nasledujicim zptisobem:

R(p, Px) = Epllog (p, X)] = Eflog (7, X)] + Eflog (p, Y')],

/ >

' ~~

R(m,Px) R(p,Py)

tedy
R(p, Px) =ref(Px)+ R(p, Py). (3.6)

Referen¢ni troven ref(Px) = R(w, Px) je vnitini zélezitosti trhu a investor
ji nemiize Z4dnym zplsobem ovlivnit. Navic predpoklad log(w, X) € L!
zarucCuje, ze ref(Px) € R. Odtud pak plyne, ze maximalizace R(p, Px)
splyva s maximalizaci R(p, Py). Plati tedy

R*(Px) = ref(Px) + R*(Py) (3.7)

a mnoziny log-optimalnich portfolii vzhledem k rozdéleni Py a Py se rov-
naji, tj. P*(Px) = P*(Py). Proto se ted zaméfime na vySetfovani vlast-
nosti maximélniho oc¢ekavaného logaritmického vynosu R*(Q)) definovaného
na prostoru pravdépodobnostnich mér na simplexu ). Oznac¢me tento pro-
stor M. Na ném budeme uvazovat slabou konvergenci pravdépodobnostnich
meér. Tato konvergence je metrizovatelnd do uplného separabilniho metric-
kého prostoru (viz Stépan (1987), Véta 111.3.5.). Vzhledem k tomu, Ze ) je
kompaktni mnozina a M je mnozina vSech pravdépodobnostnich mér na ),
z Prochorovy véty (viz napt. Lachout (2004), Véta 13.9) dostavame, ze M
je kompaktni prostor vzhledem k slabé konvergenci mér. Podle definice ma-
ximalniho oc¢ekavaného logaritmického vynosu (1.4) pro rozdéleni Q € M
plati
R (Q) = sup R(p. Q) =sup [ loglp.y)dQ(w)

peEP peEP R7

Véta 6. Mazimalni ocekavany logaritmicky vynos R*(Q) je konvexni, ome-
zeny a stejnomeérné spojity na kompaktu M. Pro kaZdé rozdéleni QQ € M je
mnozina log-optimdlnich portfolit P*(Q)) € P neprdzdnd, konvexni a kom-
pakini a existuje borelovsky méritelna selekce p* z M do P, kterd mire
Q € M prifazuje log-optimdlni portfolio p*(Q) € P*(Q).

Dikaz. Necht Q € M a necht w € P je vybrané referen¢ni portfolio.
(i) Konvexita: Analogicky jako dikaz konvexity R*(Q) z véty 4.

(ii) Omezenost: Plati

R*(Q) =supR(p,Q) > R(m,Q) =0

peEP
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(iii)

a tim dostavame omezenost zdola. Déale pro kazdé portfolio p € P plati
(p,y) < Zyl = Z:{;Z/Z#xl <1/min7" = max1/x"
i=1 i=1 i=1

a proto

1 1
R*(Q) < logmax — = maxlog —.
it i Tt
Tim mame i omezenost shora.

Stejnomérna spojitost: Z polospojitosti zdola a shora dostaneme spo-
jitost, ktera na metrickém kompaktu dava stejnomérnou spojitost.

Necht 0 < A <1. Oznacme Py ={py=(1—-A)r+Xp : pe P} a

R{(Q) = sup / log(p. ) dQ(y) = sup / log(pr, 1) dQ(y).  (3.8)

PEPH peEP

Pak R}(Q) je monotonné rostouci v A, nebot je supremem pfes zvét-
sujici se mnoziny pro rostouci A\ a plati

0= R3(Q) < RY(Q) < Ri(Q)=R*(Q),

coz dohromady s nerovnosti (py,y) > A(p,y) a s (3.8) dava

log A + R*(Q) < RA\(Q) < R*(Q).

Odsud plyne, ze R}(Q) — R*(Q) pro A — 1, tj. R*(Q) je supremem
funkci R}(Q). Funkce y — log(pa,y) je omezend a zdola i shora polo-
spojitd pro A < 1 a proto totéz plati i pro funkci @ — R(py, Q). Déle
R} (Q) je supremum zdola polospojitych funkci a tudiz je také zdola
polospojita. Ze stejného divodu je potom i R*((Q)) zdola polospojité.
Polospojitost shora vyplyva z véty o métitelné selekci uvedené v Bert-
sekas, Shreve (1978) (viz priloha B). Z téZze véty dostavame existenci
borelovsky méfitelné selekce Q) € M — p* € P*(Q).

]

Nyni se zaméfime na spojitost selekce log-optimalniho portfolia @) —
p*(Q) € P*(Q). Zfejmé nelze ocekavat, ze by bylo mozné najit spojitou
selekci na M, kterd by kazdé ) € M prifazovala log-optimalni portfolio
p*(Q). Ale kdyz plati @, — Q- a p € P*(Q,) pro kazdé n € N, pak
bychom mohli ocekdvat, ze kazdy hromadni bod p’, posloupnosti {p}} je
log-optiméalnim portfoliem vzhledem k ().

Véta 7. Mnozina {(Q,p*) : Q € M, p* € P*(Q)} je uzaviend v M x P.
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Diikaz. Necht @, — Qo v M, pi — pi v P apl € P*(Q,) pro kazdé
n € N. Ukdzeme, Ze pi, € P*(Qoo)-

Vime, ze R*(Q) je spojité v Q. Z konvergence {Q,} plyne R*(Q,) —
R*(Q). Z polospojitosti shora veli¢iny R(p, Q) plyne nerovnost

R*(Qo0) = R(p%, Qo) = R(lim p;,, Tim Q)
> lim sup R(p};, Qn)
= lim B (Qn) = B (Quo)
= sup R(p, Qo).

peEP

Dostavame pf, € P*(Qw) a tim je véta dokdzdna. O

Diisledkem této véty je skutecnost, ze pokud je pro néjaké )y mno-
zina P*(Q)o) jednobodova, tj. plati P*(Qo) = {p{}, pak méftitelna selekce
Q — p*(Q) je spojitd v bodé Qo.

Vyse popsané vlastnosti R*(Q)) a vybéru log-optimalniho portfolia vzhle-
dem k rozdéleni () ndm umozni snadno odvodit nékteré vlastnosti maximal-
niho ocekavaného logaritmického vynosu vzhledem k rozdéleni Py néhod-
ného vektoru vynosi X, se kterym jsme zacinali. Véta VI.1.21 uvedena v
Stépan (1987) zarucuje existenci regularni verze podminéného rozdéleni vek-
toru X za podminky jakékoliv sub-c-algebry F.

Oznac¢me P, mnozinu vsech F;-méftitelnych zobrazeni s hodnotami v P,
tedy

Pe={f:(Q,F)— (P.B(P))}.

Véta 8. Necht je nahodny vektor vynosi X definovdn na pravdépodobnost-
nim prostoru (Q, F, P). Bud {F;},~, posloupnost sub-o-algeber z F s limitni
o-algebrou Fo, C F.

(i) Necht Px(t) = L(X|F:) je regquldrni verze podminéného rozdéleni X
za podminky F; prot € NU oco. Potom

Px(t) = Px(c0) s.j. (3.9)

(ii) Necht p*(-) je méritelnd selekce log-optimdlniho portfolia.* Pak p; =
p*(Px(t)) je Fi-méfiteln€ log-optimalni portfolio vzhledem k podmineé-
nému rozdéleni za podminky F;. Ddle plati (pf, X) — (p&,X) s.J. a

tim 4

log (p;, X) — log (p%., X) s.J. (3.10)
Pokud existuje jediné takové log-optimalni portfolio v case t = oo, pak
PP — P S

Konstrukce méfitelné selekce log-optimalniho portfolia je popsana ve piiloze B.
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(11i) Pro kazdé p € Py plati
Ellog (pi, X)|Fi] < Ellog (p;, X)|F]  s.J. (3.11)

Ddle pro mazimdlni podminény ocekdvany logaritmicky vynos R;f za
podminky F; plati rovnost
Ry = R*(Px(t)) = Ellog (v, X)| 7]
= sup Eflog (p, X)| 7
peEP

= sup Ellog (p;, X)|F]  s.J.

PtEP:

(3.12)

Plati, e {R:} je Fi-submartingal a
R — R, s.j. ataké v Ly, pokud E[log(p,,X)] <oco. (3.13)

(iv) Pro kazdé p € Py plati

Ellog (pi, X)] < Ellog (47, X)] 5. (3.14)
Dadle pro mazimdlni ocekdvany logaritmicky vynos R; vzhledem k F;
platt
R; = E[R;| = Ellog (s}, X)] = sup Ellog (p. X) (3.15)
pEPt

Dale plati, Ze
R; /'R., prot— oo. (3.16)

Diikaz. Tvrzeni (i) vyplyva z Léviho véty o konvergenci martingalu, kde pro
omezenou spojitou nebo nezapornou méftitelnou funkci plati

/ f APy (t) = E[f ()| — ELf(X)| Fuo] = / fdPy(00) sj.

Ziejmé pi = p*(Px(t)) a Rf = R*(Px(t)) jsou Fy-méfitelné, nebot p*(-)
a R*(-) jsou méfitelna zobrazeni a Px(t) je Fi-méfitelnd mira. Dalsi ¢ast
tvrzeni (ii) plyne z jednoznacnosti dokazané ve vété 2. Posledni ¢ast tvrzeni
(ii) plyne z véty 7.

(iii) Vzhledem k existenci regularni verze plati

E[log (pt, X)’}—t] = R(ptv PX|ft)
< R*(pi, Px|7,)
= R(p;, Px|)
= Ellog (p;, X)|F] s,

(3.17)
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a tim dostdvame nerovnost (3.11).
Necht 0 < s < t < o0, pak F, C F;, a proto

B[ 1. = B[glios 7. )1 7] 17
= Ellog (0, X)|7]

~ & [sup Elog (X)) 7]

peEP

> sup E[E[log (p, X)| ] | ]

peEP

= sup E[log (p, X)|F]

peEP

=R
Pak {R:} je Fi-submartingal.
Pripomenme si rozklad maximalniho ocekédvaného logaritmického vynosu

R*(PX) = ref(PX) + R*<Py),

kde ref(Px) = E[log (m, X)], pro referen¢ni portfolio 7. (Stejné plati i pro
podminény logaritmicky vynos.) Necht Py (t) predstavuje regularni podmi-
néné rozdéleni vektoru Y za podminky F;. Pak pro néj z vyse dokazaného
plati Py (t) = Py(o0) s.j. a {R*(Py(t))} je Fi-submartingal. Z omezenosti
a spojitosti R*((Q)) z véty 6 plyne

R*(Py(t)) - R*(Py(¢)) sj.avl; a
E[R*(Py(1))] /" E[R"(Py(c0))].
Déle {ref(Px(t))} je Fr-martingal a zase z véty o konvergenci martingalt
je Ellog (7, X)|F] — E[log (7, X)|Fe] s.j. a v Ly, pokud log (7, X) € L'.
Celkové posloupnost {R;}, kde
Ry =ref(Px(t)) + R*(Py(t)) (3.18)
je Fi-submartingal takovy, Ze
R — R, sj. (3.19)

a v Ly, pokud plati R’ < co. Tim je dokdzano tvrzeni (iii).
(iv) Nerovnost (3.14) dostaneme, kdyz na uz dokdzanou nerovnost (3.11)
hodime stfedni hodnotu. Obdobné kdyz na (3.12) hodime stfedni hodnotu,
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dostaneme
R} = Ellog (pf, X)]
~ 5| sup Bllog (5, )17
= sup E[log (p;, X)] . (3.20)

pt€P:

Rovnost (3.20) plyne ze zamény stfedni hodnoty a suprema, coz muzeme
udélat, protoze vime, Ze supremum se nabyva. Dale z (3.18) a (3.18) plyne
druha ¢ast tvrzeni (iv), nebot

R’ = Ellog (r, X)] + E[R;:}  Ellog (r, X)] + E[J%;;] — R:

pro t — oo. O
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Kapitola 4

Asymptoticka optimalita
log-optimalniho portfolia

V této kapitole se zaméfim na investi¢ni trh, ktery je popsan posloupnosti
i.i.d. ndhodnych vektori vynost z investic {X;};-, definovanych na prav-
dépodobnostnim prostoru (€2, F, P). Necht tyto vektory maji rozdéleni Py.
Celkovy kapital investora na konci n-tého obdobi je

H ptaXt n 1(me )7
t=1

kde p; je portfolio vybrany na zacatku t-tého obdobi. Tento vybér je pro-
veden na zakladé informaci z pfedchozich obdobi obsazenych v o-algebie
o(Xi1,...,Xi—1) € Fi_1. To znamené, Ze p; musi byt F;_;-méfitelné a dal
se zaméfime jenom na portfolia spliujici tuto vlastnost. Vynos z portfolia
vybraného v poslednim obdobi (p,, X, ) pfedstavuje faktor rustu celkového
kapitalu. Cilem investora je vybrat takové portfolio, kterym by tento faktor,
a tim i sviij kapital maximalizoval.

Necht Px(t) je regularni podminéné rozdéleni X; za podminky F; ; a
necht p*(-) je méfitelnd selekce log-optimalniho portfolia. Pak podle véty
8 je pi = p*(Px(t)) Fi_1-méfitelné log-optimalni portfolio, se kterym je
dosazeno maximalniho podminéného ocekavaného logaritmického vynosu

R; = R*(Px(t)) = E[log (p;, X;)| Fi-1] = sup E[log (p, X;)|F—1] -

peEP

Pak ocekavané hodnoty logaritmického vynosu log (p}, X;) za obdobi (t — 1, ]
se rovnaji maximalnimu ocekdvanému logaritmickému vynosu R; za totéz

obdobi:

R; =E[f;] = Ellog (5}, X.)] = sup Ellog (p, X.)],

PEPL—1
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kde P;_; je mnozina vsech F;_;-méFitelnych nahodnych vektori s hodnotami
v P.

Pro potteby nasledujicich dvou vét by se hodilo zavést pojem F;-strategie:
byla by to posloupnost {p;}, kde p; € P;_1 je F;_1-méfitelné portfolio zvo-
lené pro c¢asovy interval (¢ — 1,¢]. Pak by se hodilo fici, Ze Fi-strategie je
log-optimalni, pokud E[log (p;, X;)|Fi—1] = R*(Px(t)) navic plati pro kazdé
t. Dokazeme, 7ze zadna strategie nedava vétsi ocekavany logaritmicky uzitek
v jakémkoli ¢asovém horizontu a ze zadné jina strategie nema vétsi expo-
nencialni rist v nekonec¢ném casovém horizontu.

Véta 9. Necht C,, resp. C* jsou celkové kapitily na konci n-tého obdobi
dosazené néjakou strategii {p:},-, resp. log-optimdini strategii {p;},~, na
vyse definovaném investicnim trhu. Potom

Ellog C;] > Ellog C,,] . (4.1)
Diikaz. Plati
sup E[logC,]| = sup E

pt€Pt—1 pt€Pt—1
1<t<n 1<t<n

t=1

Z log (pr, Xt)]

n

:Z sup E[log (p, X¢)]

i—1 Pt€Pt-1

= > Ellog (], X.)].

t=1
[

Nasledujici véta se zabyva asymptotickym porovnanim bohatstvi pro
rizné strategie a v ni bude ukazana jakasi obdoba Kuhn-Tuckerovy pod-
minky. Dalo by se to interpretovat jako Kuhn-Tuckerova podminka v neko-
necném casovém horizontu.

Véta 10 (Asymptoticka optimalita log-optiméalniho portfolia). Necht
ndhodné vektory vynosi z investic { X}, jsou definovdny na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, F, P). Necht {F};2, je rostouci posloupnost sub-o-
algeber z F takovyjch, Ze pro kazdé 1 < t < oo plati o (Xy,...,X;) C F;.
Oznacme

H Py, Xt) resp. H Pes Xt) (4.2)
t=1 t=1

celkovy kapitdl po n investicnich obdobi odpovidajici log-optimalni strategii
{pi}i2,, resp. néjaké jiné strategii {pi},,. Potom {C,/C: F,},~, je ne-
zaporny supermartingal, ktery skoro jisté konverguje k nezdporné ndahodné
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veliciné Y se stredni hodnotou E[Y] < 1. Ddle plati E[C,,/C}] < 1 pro kaZde
neNa

1 C
li “log — <0 J- 4.3
msup - log 7 < S.j (4.3)
Diikaz. Cy/C§ = 1, nebotf vSechny strategie vybéru portfolia zacinaji se

stejnou vysi zakladniho kapitalu. Pomér

n

Cn taXt
_ H (p )

C;‘; B t=1 (p:7Xt)

je nezdporny a JF,-méfitelny. Podminka podminéné log-optimality portfolia
Py za podminky F, je ekvivalentni s Kuhn-Tuckerovou podminkou

E (p:+17Xn+1) £l <1
(pn+17Xn+1)
Odsud plyne
E{CZH Fn:| ) Ch (p7:+17Xn+1> F, :O_ZE (p:+1>Xn+1) £ | < 0_27
1 Cx (Phy1s Xnt1) Ci | (i1 Xntr) Cx

tj. {C,/Cr, Fo}.—, je nezéporny supermartingal. Kazdy nezaporny super-
martingal konverguje skoro jisté k nezaporné nadhodné veli¢iné, kterou tady
oznac¢ime jako Y. Dale stfedni hodnoty monotonné klesaji. Podle Fatuova
lemmatu plati

1 :E[gﬂ E]E{C"} > lim E{%} > E[Y].

Vime c
E|l | <1
il s
a odsud pro kazdé u € (0, 1) dostavame

L] Tear] e

nENg ™ n€Np

E

Polomér konvergence R tady Z%NO % u" je tedy skoro jisté alespon 1. Z

Hadamardova vzorce pro vypocet poloméru konvergence

1
i lim sup /|a,|

n—oo
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dostaneme, ze
C
limsup {/ == <1 s.j.
Ptfechodem k logaritmu pak dostaneme

1 Cn
limsup —log — <0 s.j.

nooo o CF T
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Kapitola 5

Investovani a informac¢ni teorie

Zakladni veli¢ina informacni teorie, relativni entropie, je definovana jako
funkce rozdéleni nahodnych veli¢in. Relativni entropie a jeji specidlni pii-
pady charakterizuji chovani nahodnych veli¢in. V nasem pripadé se kon-
krétné jedna o charakterizaci vektor vynosu portfolia obsazené ve vété o
asymptotické rovnomeérnosti, ktera popisuje miru ristu celkového kapitalu.

5.1 Relativni entropie

Necht P, @ jsou dvé pravdépodobnostni miry na métitelném prostory (2, .A).
Pak relativni entropii miry () vzhledem k P budeme rozumét ¢islo

D(Q||P) = /jgl (jg) dp = /log(dQ) dQ

pokud () << P. V opacném pripadé budeme relativni entropii brat D = oo.
Protoze je funkce f : x € [0,00) — xlogz konvexni, kde ,0log0 = 0,
dostaneme z Jensenovy nerovnosti, ze

D(Q|P) > f</dQ ) _ 1) =0.

Protoze je funkce f striktné konvexni, dostaneme, Ze rovnost nastava pouze
tehdy, kdyz Je skoro jisté rovna své stiedni hodnot€, tedy jedné, coz
znamena, ze Q P. Zfejmé obecné neplati, ze by D(QHP) bylo rovno
D(P||Q). Nelze tedy fikat, ze by D byla metrikou, pfesto se o ni nékdy
mluvi jako o Kullbackove-Leiblerove vzdalenosti.

Uvazujme nyni ndhodnou veli¢inu X : (2, 4) — (F,€&). Nas bude za-
jimat, jak bude vypadat entropie rozdéleni ndhodné veliciny X pii mife

) vzhledem k rozdéleni pii mife P. Pokud @ <4 P, pak zfejmé plati
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D(Qx||Px) < oo = D(Q||P). Otazkou bude, zda tato nerovnost mezi entro-
piemi plati obecné. To znamen4d, zda snizenim informace pouze na znalost ve-
liciny X znamené snizeni relativni entropie. Nejprve vsak ukazeme, ze ome-
zeni se na veli¢inu X je ekvivalentni s restrikci na o-algebru B = o(X) C A.

Lemma 5.2. Necht P,(Q jsou dvé pravdépodobnostni miry na méritelném
prostory (2, A) a X : (Q,A) — (E,E) je méritelné zobrazeni. Oznacme
B =o0(X). Pak

Q<< Ps & Qx < Px. (5.1)
Pricemz pro B-méritelnou funkci h plati
dQs , d@x ‘
—— =h(X) P-sj. h=—7— Px-s.j. 2
de ( ) 8.7 = dPy X -S.] (5 )

Diikaz. Bud h funkce B-méfitelnd. Pak pro = [X € C] a C € & plati

/F h(X)dP = / hdPy. (5.3)

C

Pokud v (5.2) plati vyrok na levé strané, leva strana (5.3) je rovna Q(F) =
Qx(C). Z jednoznacnosti Radon-Nikodymovy derivace pak dostaneme, ze
plati i prava strana v (5.2). Pokud naopak plati prava strana v (5.2), je
prava strana (5.3) rovna Qx(C) = Q(F'). Obdobné dostaneme, ze pak plati
i levé strana v (5.2). O

Pro nas to znamena, ze

D(@xlPx) = [ 1og (‘W—j) aQx

B dQs
- [res(ane) oo
= D(Q|B||P|B) =: Dp(Q| P).

7 Jensenovy nerovnosti pro podminénou stfedni hodnotu pak dostaneme
odpovéd na vyse uvedenou otazku. Pokud D(Q||P) < oo, plati

dQ B} AQ;s

Ep|—2|B| =
P[dP AP’

a Jensenova nerovnost pro funkci f a pro podminénou stfedni hodnotu pak
dava, ze

D(Qxl|Px) = Ds(QIP) = Ep {f (E [3%8] )1
<ol ()] - /o (3)
= D(Q|P).
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7 toho, ze funkce f je striktné konvexni dostaneme opét, Ze rovnost v ne-

. PR s d dQ
rovnosti nastava prave tehdy, kdyz £ = dplf

skoro jisté.

Okamzitym dtsledkem je, ze pokud k veli¢iné X pridame dalsi veli¢inu

Y : (Q,A) — (F,F), pak plati
Dx(Q|IP) < Dxy(Q[IP) < D(Q|P),

kde Dx(Q||P) := Dp(Q||P) a podobné Dxy(Q|P) := D,x,y)(Q||P), pii-
¢emz v prvni nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyz Py x = Qy|x,
kde Py|x,Qy|x zde oznacuji nereguldrni verzi podminéného rozdéleni Y za
podminky X. Jinak to lze také charakterizovat tim, Zze nahodné veli¢ina X
je postacujici statistikou pro systém mér {P,(x,v), Qo(x,v)}-

Véta 11. Necht X : (2, A,Q) — (P,B(P),Qx) predstavuje ndhodny vek-
tor vynosi. UvaZujme pravdépodobnostni miru P na (2, A) a prislusné log-
optimalni portfolio p* ovsem pri mire P. Pak plati

R(p,Qx) < R(p*,Qx) + D(Qx|| Px).

Diikaz. Ziejmé

Rip,Qx) = 17, Qx) = o tog (20| = [1og( 22 aqu(o)

7 vét o Hahnové a Lebesgueové rozkladu dostaneme, ze existuje borelovska

mnozina S € B(RT) takové, ze Px(-NS) < Qx a Qx(S) = 1. Pokud
D(Qx]|Px) < oo, plati rovnost

e (25) vt = s (G555 ) aexto

—l—/log (jipj:) dQx.

[ 106 (525) a@x = D@xlPy)

staci uz jen odhadnout prvni ¢len na pravé strané rovnosti (5.4). Z Jensenovy
nerovnosti pro oteviené podintervaly R dostaneme, zZe zminény clen lze shora
odhadnout vyrazem

o ([ Gy gy ) <tos ([ gam ) <vsm =0

(5.4)

Protoze
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nebot plati Kuhnova-Tuckerova podminka optimality

[y amsn =B hy] <1

]

Definice. Necht X a Y jsou ndhodné veli¢iny definované na témz pravdépo-
dobnostnim prostoru. Pak vzdajemnd informace velicin X a Y je definovana
predpisem

I(X;Y) = D(Pxy||Px ® Py). (5.5)

Véta 12. Necht X : (, A, P) — (P,B(P), Px) predstavuje vektor vynosi.
NechtY : (2, A) — (E, &) je ndhodnd velic¢ina, kterou investor pozoruje a na
jejiz zdaklade mize volit své portfolio. Jeho volba tedy bude nahodnd velicina
p(Y), kde p : (E,E) — (P,B(P)) je meéritelné zobrazeni. Je-li p* € P log-

optimdlni portfolio bez dodatecné informace Y, pak plati
Ep[R(p(Y), Px)y)] < R(p*, P) + I(X;Y),

kde Px|y oznacuge requldrni verzi podminéneho rozdéleni nahodné veliciny
X za podminky Y .

Diikaz. Podle predchozi véty pro kazdé y € E plati
R(p(y), Pxjy—=y) < R(p", Px|y=y) + D(Pxjy—y[| Px)

Integraci pfes y € E vzhledem k rozdéleni ndhodné veli¢iny Y dostaneme,
Ze
E[R(p(Y), Pxiy)] <E[R(", Pxyy)] + E[D(Pxy|Px)],
Ziejmé
E[R(p", Pxy)] < E[E[log(p*, X)|Y]] = Ellog(p*, X)] = R(p", Px).

Pokud Pxy << Px ® Py, pak pro Px ® Py-skoro vSechna (z,y) € P x E

plati
dPxy dPx|y=y .

Dostavame pak, ze

BD(PaIPo] = [ [1on(Top @) arx@are) 60

//10 (dgxpxy ( ’y)> dPX(ZE)dPy(y) (57)
_DpxyHPX(X)Py)—](X Y) (5.8)

]
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Pokud ve vzorci (5.5) za Y dosadime X, dostaneme specialni piipad
vzajemné informace. Tuto veli¢inu nazyvame entropie ndhodné veli¢iny X
a zna¢ime H(X). Entropie pfedstavuje miru nejistoty ndhodné veli¢iny; je
to prumérné mnozstvi informaci potiebné k popisu této veliciny. Ted se
omezime jenom na pripad diskrétnich ndhodnych veli¢in.

Necht X a Y jsou diskrétni ndhodné veli¢iny definované na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2,4, P). Ozna¢me fx(z) = P(X = z) a fy(y) =
P(Y =vy).

Definice. Entropie diskrétni nahodné veliciny X je definovana predpisem

== fx(x)log fx(z)

€

— —Ellog fx(X)].

Entropie zavisi pouze na rozdéleni nahodné veli¢iny. Proto kromé zave-
deného znaceni pripoustime misto nahodné veli¢iny psat jeji rozdéleni, tedy

H(X) = H [Px].

Definice. (i) SdruZend entropie veli¢in X a Y je definovana predpisem

H(X,Y)=- Z Z fxy(z,y)log fxy(z,y)

zeX yeY

= —E[log fxyy(X, Y)],
kde fX,Y(I7y) = P(X = ‘T7Y = y)

(ii) Podminénd entropie veli¢iny Y za podminky X je definovéana pfedpi-
sem

HY|X) =Y fx(@)H(Y|X =)

reX

= =3 Fx(@) Y frixwle) o fyix (vl)

TeX yey

_ Z Z fxy(x,y)log fyx(y|z)

reX yey

= _E[longX(Y’X)] )
kde je s fyx(ylz) = P(Y = y|X = x).

Jedna z vlastnosti entropie je tzv. fetizkové pravidlo:
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(i) Pro dvé ndhodné veli¢iny X a Y plati

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)
— H(Y) + H(X|Y).

(ii) Obecné pro Xi,..., X, plati

H(Xy,... . Xp) =Y H(Xp|Xpo1,...,X1).

1=1

5.3 Véta o asymptotické rovhnomeérnosti

Uvazujme déle posloupnost diskrétnich nahodnych velicin {X;},_n s hodno-
tami v mnoziné X.

Definice. Nahodné posloupnost { X} se nazyva staciondrni, pokud je sdru-
zené rozdéleni kazdé jeji podposloupnosti invariantni na posunuti v case.

Pro proces tvoreny diskrétnimi ndhodnymi veli¢inami o lze charakterizo-
vat nasledujicim zptisobem: Pro kazdé n,l € N a pro kazdé z,...,x, € X
plati

P(X1 = T1,... ,Xn = :En) = P(Xl-H = X141y - - - ,Xn_H = xn+l).

Definice. Entropie H stochastického procesu {X;} je definovana predpisem

1
H = lim _H<X17-"7Xﬂ)7

n—oo M,

pokud limita existuje.

Necht {X;} je staciondrni stochasticky proces. Pak pro jeho entropii plati

1
H=lim —H(Xy,...,X,)

n—oo M

= lim H(X,|Xn_1,...,X1),

n—oo

a obé limity existuji. Dikaz tohoto tvrzeni je uveden v Cover, Thomas
(2005).

Ted se zaméfime na asymptotické chovani posloupnosti ndhodnych ve-
li¢in, od nezavislych stejné rozdélenych az k stacionarnim a asymptoticky
stacionarnim. Analogii zédkona velkych ¢isel z teorie pravdépodobnosti je v
informadni teorie véta o asymptotické rovnomeérnosti - AEP (z anglického
Asymptotic Equipartition Property).
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Véta 13 (AEP pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny).
Necht X1, X, ... jsou i.i.d. diskrétni ndhodné wveli¢iny s entropii H(X).

Oznacme f(X1,...,X,) sdruZené rozdéleni velicin Xi,...,X, pro kaZdé
n € N. Potom
1 n—oo .
——log f(Xy,..., X)) — H(X) s (5.9)
n

Diikaz. 7 nezévislosti X; plyne nezavislost log X; a podle silného zakona
velkych c¢isel plati

1 1
——log (X, X,) = == log f(X))
i=1

X Ellog f(X;)] s
= H(X).

]

Vzorec (5.9) plati i v pfipadé stacionarniho ergodického procesu, coz
ukaze nasledujici véta.

Véta 14 (Breimanova véta). Bud H entropie staciondrniho ergodického
procesu {X,;},2, nabyvajictho pouze spocetné mnoha hodnot. Potom

1 1 & n—o0 .
—ﬁlogﬂxl,...,xn):—Eti;logf<xt|xt_1,...,xl) =3 H sj.
(5.10)

Tato véta je s diikazem uvedena v Algoet, Cover (1988a), Theorem 1.
Dtikaz je zaloZen na tom, Ze —% log f(X1,...,X,) lezi mezi H* a H*, pro
kazdé k > 0. Vzhledem k tomu, ze H* \, H*® = H, pro k — oo se potom
dostava tvrzeni véty.

Obdobnou techniku budeme pouzivat v diikkazu nasledujici vété, ktera
se zabyva investicnim trhem popsanym stacionarni ergodickou posloupnosti
vektord vynost {X;}. Jak uz bylo uvedeno ve vété 8, pro ¢ € NU oo veli¢ina
R} predstavuje maximalni ocekavany logaritmicky vynos vzhledem k Fi,
tedy

R; = R (Px(t)) = Ellog (], X)] = sup Bllog (5, X)] s
p&rt
kde P, ={f: (Q,F) — (P,B(P))} je mnozina vSech F;-méfitelnych zobra-

zeni s hodnotami v P.
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Véta 15 (AEP pro stacionarni ergodicky trh). Necht {X,},°, je sta-
ciondrni ergodicky stochasticky proces, kde X, predstavuje ndhodny vektor
vynost v t-tém obdobi. Necht

n

;=L xo.

t=1

je celkovy kapital na konci n-tého obdobi dosaZeny log-optimdlni strategii
investovdni {p; },-,. Pak plati

1 n—oo .
—logC! — R, s.j., (5.11)
n

Dukaz. Oznacme

Ft:O'(Xt,...,Xl),

£ o(Xy, ..., Xq) prol <t<k<oo
b o(Xey .o Xy gy1) prol<k<t<oo
ft?OOZO'(Xt,...,Xl,...).

Obdobné jako P; definujeme mnozinu Py = {f : (2, Fix) — (P,B(P))}.
Budte pj,;, € P;_1x 1esp. pj o, € Pi—1,00 log-optimdlni portfolia. Budte C;; , a
O oo celkové kapitaly na konci n-tého obdobi, tedy

n n

:L,k = H(p;kvXt) a C:L,oo = H(P;oont>-

t=1 t=1

7, asymptotické optimality log-optiméalniho portfolia plynou nésledujici dveé
nerovnosti:

li Log 0 <0 s i Liog - <0 s (5.12)
1m sup — 10g —— S.]., 1m sup — 10 ~ S.]. .
msup log 7, <0 s, limsup 7 log 70 j

Vsimnéte si, ze prot < k+ 1 plati 1, = F—q, a tim i Py = Py
Proto p; ), = p;. Dale plati

:L,k = C;Jrl H log (P:,th)a
t=k+2
tj.
11 Cr 11 Cr +1i1 (P s Xt) (5.13)
—lo =—1lo — 0 .
N g Cnk 0 gLk n g (Ppr> At

t=k+2
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7 ergodické véty dostavame, ze plati

1 - * n—oo *
" Z log (p; s, Xt) —>E[log (pk+1,kan+1)]
t=k+2

:E[log (Pt Xk+1)}

Protoze

n—oo

—log C} 0,
n gLk —

dohromady dostavame
1 % N—00 * .
—logC;,, — Ry, s (5.14)
n b

Na druhé strané, v pripadé nekonecné minulosti mame

1 1<
—logC* = — 1 X
n og n,00 n ; og (pt,oo7 75)

a z ergodicky véty dostavame
1 n—oo .
—log C} .. = Ellog (p} o, X1)] = Ri,  s.j. (5.15)
n b b
Dohromady méme nerovnost
R; ., = lim - log C, ;. < liminf - log C),

1
< limsup —log C},

n—oo n

1
< lim —logC; . =R,
n—oo N ’
ze které vyplyva tvrzeni véty, nebot z véty 8 vime, Ze pro kK — oo plati
Ry — R ]

Vétu o asymptotické rovnomeérnosti lze rozsifit na trhy, které jsou sta-
cionarni, ale ne nutné ergodické. Ty neergodické stacionarni fetézce si lze
predstavit jako Tetézce s rozdélenim, které je smési ergodickych rozdéleni,
tj. smési téch rozdéleni, pii kterych je fetézec ergodicky. Sigma-algebra KC
podmnozin invariantnich na posunuti v ¢ase neni trivialni. Plati

1 n—oo .
—log C = Ellog (p} o, X1)|K]  s.j., (5.16)
n ?
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kde pj ., predstavuje log-optimalni portfolio poc¢atecniho obdobi vzhledem
k nekone¢né minulosti. Stejné tvrzeni plati i pro trhy, které jsou stacionarni
jenom v asymptotickém smyslu. Dukazy téchto tvrzeni jsou podobny vyse
uvedenému diikazu. Jedna se o tzv. sendvicové ditkazy, omezit celkovy kapi-
tal na jedné strané kapitalem za podminky k-minulosti a s druhé kapitalem
vzhledem k nekone¢né minulosti. Potom pomoci ergodické véty ukazat, ze
obé této veli¢iny konverguji k veli¢iné na pravé strané, ktera obecné pied-
stavuje entropii tohoto systému. Podrobny diikaz se najde v Algoet, Cover
(1988a).
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Kapitola 6

Kratkodoba optimalita
log-optimalniho portfolia

Dosud bylo ukazano jak by se investor mél chovat, pokud chce maximali-
zovat svij celkovy kapital v dlouhodobém casovém horizontu. Véta AEP
ukazuje, ze nejlepsim vybérem je log-optimalni strategie. Pro konec¢ny po-
¢et investi¢nich obdobi n jediné co mame je disledek Kuchovy-Tuckerovy

podminky
Cy
El—| <1
o

n

ktery spolu s Markovovou nerovnosti pro a > 0 dava

C
P(=>a)<
(hza<
Navic, existuji ptriklady, ve kterych néjaka jina strategie nevyznamné pie-
vysuje log-optimalni v kazdém obdobi. Jeden z nich je trh s dva portfolia
X1, X5 a s pouze dvéma moznymi vektory vynost

ISEII

(1,-L) s pravdépodobnosti 1 — e,

7 1—e

(1,0) s pravdépodobnosti ¢.

(X1, Xp) = {

Podle log-optiméalni strategie by investor mél veskery kapital investovat do
X1. Pokud ale investuje pouze do X, dostava o = vice s pravdépodobnosti
1—e.

Véta 16. Necht C* resp. C,, jsou celkové kapitaly na konci n-tého obdobi
dosazené log-optimdlni resp. jinou strategit na trhu X = {X;};°,. Bud T
nezdpornd ndhodnd veli¢ina nezdvisld s X se stredni hodnotou E[T] = 1.
Bud T* ndhodnd veli¢ina s rovnomérngm rozdélenim na [0, 2] nezdvisla s X
aT. Potom

P(TC, >T*C%) < (6.1)

N | —
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Dukaz. Oznacme o
7 =T=.
Cy

7 nezavislosti X a T" a z Kuhnovy-Tuckerovy podminky dostavame

iz~ Bjr]E| 2| <1

Cn

Bud F distribu¢ni funkce Z a fr« = 1/2 hustota 7. Pak
P(TC, >T*C*) = P(Z > T")

2

P(Z > 1) fr(t) dt

Il
S~

[\

1
= — 1—-F(t)det
5 [ 1-F0)
1 0
g_/‘1—wwm
2 ),
1
- lpz
2
1
< —.
-2

]

Z podstaty véci plyne, Ze je misto rozdéleni R [0, 2] veli¢iny 7™ stejné tak
mozné uvazovat rozdéleni R [0, 1], pokud E[T] = 3.

Predstavme si, ze kral ma ¢tyti syny A, B, C, D, pficemz A, C jsou vlastni
a B, D nevlastni. Do své zavéti da, Ze po jeho smrti bude kralovska poklad-
nice rozdélena na dva dily, které pfipadnou dohromady synim A, B a C, D.
Ti pak maji za kol svéfené bohatstvi rozmnozit a mezi sebou se spraved-
livé rozdélit. Kralem se pak stane ten ze synu A, C, ktery svij dil nejvice
zhodnoti. (MiZeme si napi. predstavit, ze synové A, B a C, D védi, Ze jeden
ze dvojice je pravy syn a druhy ne, ale nevédi ktery.) Aby je rozdélovani
majetku nestalo dalsi prostfedky, maji se dohodnout losem (spravedlivym).
Losem bude nahodna veli¢ina 7" s hodnotami v [0, 1] nezavisla s historii;
prvni ve dvojici dostane T-¢ast a druhy (1 — T')-Cast.

Nés bude zajimat vyherni strategie, pokud cilem synt bude maximali-
zovat pravdépodobnost, Ze se stanou kralem (pfi jakékoli strategie konku-
rentu). Zfejmé cilem bude dosdhnout strategie, ktera zaruci, ze kralem bude
s pravdépodobnosti alespon %, protoze s vyssi pravdépodobnosti se to ne-
muze podarit pii kazdé strategii konkurenta. Cilem je tedy najit vyherni
strategie, tj. zaprvé strategii investovani a zadruhé strategii délby.
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Véta 16 tika, ze strategie maximalizovat oc¢ekavany logaritmicky uzitek v
investovani resp. rovnomérna délba (ve smyslu ziskani R [0, 1]-¢asti) je v této
situaci optimalni strategii. Je tfeba zdiraznit, ze v této situaci rovnomérna
délba neni 1 : 1.
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Priloha A

Jensenova nerovnost

Véta 17. Necht g je konkavni funkce na (a,b), kde —co < a < b < 0.
Necht X je nahodnd veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) s
hodnotami v (a,b) a necht G je o-algebra na Q. Predpoklidejme, Ze X a
9(X) jsou integrovatelné nahodné veli¢iny. Pak E[X |G| € (a,b) skoro jisté a
plati

E[g(X)|g] < g(E[X|F]). (A1)

Diikaz. Pro (a,b) = R dostavame Jensenovu nerovnost v obvyklé podobé
(viz napt. Lachout (2004)). Jinak uvazujeme posloupnost konvexnich funkei
gn > g na R takovych, ze g, = ¢ na (a,,b,), kde a, \, a a b, / b pro
n — oo. Ziejmé, ze E[X|G] € (a,b) skoro jisté. Z Léviho véty o monotonni
konvergenci dostavame

Elg(X)[g] = lim E[g,(X)|0] < lim g, (E[X|G)) = g(E[X|G)).
O

Budeme potiebovat dtisledek - nepodminénou verzi. V tom pripadé o-
algebra G je trividlni. Pak mame

E[¢(X)] < g(E[X]) (A.2)
a nas bude zajimat, kdy nastava rovnost. Proto budeme uvazovat funkci
h(z) = g(x) — g(EX]) — (z — E[X])g} (E[X]). (A.3)

Pro tuto funkci plati h(z) > 0 a z (A.2) mame, ze E[h(X)] > 0. Pokud je
funkce g striktné konvexni, je striktné konvexni i funkce h. Pokud navic v
(A.2) plati rovnost, pak také plati rovnost E[h(X)] = 0. Protoze h(xz) > 0
pro x # E[X], mame pak, ze X = E[X] s.j.
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Priloha B

Véta o méritelné selekcil

Véta 18. Necht X je metricky prostor a Y kompaktni metricky prostor.
Necht D je uzaviend podmnoZina X XY a f : D — R* zdola polospojitd
funkce. Necht je f* : projx(D) — R* definovdna predpisem:

£*(z) = min f(z,9).

kdex € X aD,={ye€Y : (x,y) € D}. Pak projx(D) je uzaviend v X, f*
je zdola polospojitd a existuje méritelnd funkce ¢ : projx(D) — Y takovd,
Ze Gr(p) C D a

flz,0(x)) = f*(x) pro kaZdé x € projx (D).

S projx (D) je oznacena projekce mnoziny D na prostor X a Gr(y) pred-
stavuje graf funkce .

V nasem piipadé X je prostor M, prostor pravdépodobnostnich mér na
simplexu ). Navic, na M je zavedena slaba topologie. Potom plyne, ze M je
kompaktni a metrizovatelny prostor (viz Stépan (1987), Véta I11.3.5.). Déle
Y je mnozina vhodnych portfolii P, kterd je simplex, a tim i kompaktni.
Mnozina D je cely prostor ¥ x X =P x M. Funkce f je zdola polospojita
funkce [log (p,y)dQ(y) a funkce f* je —max [log (p,vy)dQ(y) = —R*(Q)
pfes v8echna portfolia p € P. Véta potom tiké, ze —R*(Q) je zdola polo-
spojita, tj. R*(Q) je polospojita shora a Ze existuje méfitelna selekce log-
optiméalniho portfolia z P*(Q).

Ukazme jak se konstruuje méfitelna selekce log-optimélniho portfolia:
Zafixujme referenc¢ni portfolio 7 takové, ze m; > 0 pro kazdé i € (1,...,m).
Zavedeme spojité zobrazeni z : R — ) takové, Ze

x

z(x) = o)

1Viz Bertsekas, Shreve (1978), Proposition 7.33

40



Pak z je projekce R do Y, tj. z(y) = y pro y € ). Necht @ je pravdépo-
dobnostni mira na R"". Zobrazeni Z : Q — Q 2z~ € M je spojité vzhledem
ke slabé konvergenci a je také projekci R’* na ). Pokud p* : M — P je
méfitelné, pak nasledujici rozsiteni
pQ—p Q) =1 (Z(Q)

je méfitelné zobrazeni, nebot je sloZenim dvou méfitelnych zobrazeni. Kdy-
koliv v textu mluvime o méritelné selekci, tim rozumime pravé zavedené
rozsifeni p*.

Vzhledem k vysSe uvedenému oznaceni, normovany vektor vynosu Y de-
finujeme nasledujicim zptsobem:

v _ 2(X) pokud X € R,
o jinak.
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Priloha C
Ergodicka vétal

Necht (X, F, u) je pravdépodobnostni prostor.

Definice. Necht zobrazeni T : X — X je bijekce. Ozna¢me s T~! zobrazeni
inverzni k 7. Nechf 7" a T~! jsou mefiteln4 zobrazeni a nechf pro kazdé A €
F plati u(T-*A) = u(A). Potom se T nazyva transformace zachovdvagici
mary .

Definice. Mnozina A € F je T-invariantni, pokud plati T-1A = A.

Definice. Necht T je transformace zachovavajici miru p. Rikdme, Ze systém
(X, F, 1, T) je ergodicky, pokud kazdd T-invariantni mnoZina A € F mé
miru 0 nebo 1, tj. pokud plati implikace

T'A=A= pu(A)=0nebo 1, VAcF.

Véta 19. Necht systém (X, F,u,T) je ergodicky. Pak pro kaZdou funkci
fe L' (X, F,u) plati

1Viz Petersen (1989), Theorem 4.4
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