
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Děkuji vedoućımu své práce Doc. RNDr. Josefu Kofroňovi, Csc. za poskyt-
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přesnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Úvod

Numerická integrace je rozsáhlým a v praxi hojně využ́ıvaným odvětv́ım
numerické matematiky. Zabývá se aproximaćı určitého inegrálu pomoćı kva-
draturńıch formuĺı. Pokud je Peanovo jádro kvadraturńı formule známo, je
velmi užitečným prostředkem k odhadu chybového členu této kvadratury.
V práci poṕı̌seme Peanovo jádro kvadraturńı formule a ukážeme některé
jeho vlastnosti. Dále tento pojem zobecńıme pro kvadraturńı vzorce ope-
ruj́ıćı nejen s hodnotami integrované funkce, ale i s hodnomali jej́ıch derivaćı
v uzlových bodech.

Kubaturńı formule jsou aproximaćı určitého integrálu pro v́ıcerozměrný
př́ıpad. I zde je existence Sardových jader velmi užitečným nástrojem k odha-
du chyby. V práci zavedeme pojem Sardova jádra na čtverci a krychli. Po-
drobně poṕı̌seme Sardova jádra lichoběžńıkového pravidla a Rombergovy
kubaturńı formule.

Tato práce je rozš́ı̌reńım bakalařské práce [7].
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Kapitola 1

Kvadraturńı a kubaturńı
vzorce

V následuj́ıćı kapitole zadefinujeme pojem kvadraturńı formule v r̊uzných
obecnostech. Zavedeme uzlové body kvadraturńıho vzorce, jeho váhy a funk-
cionál chyby. Krátce se též zmı́ńıme o váhové funkci, o jej́ım významu a vlast-
nostech. Dále definujeme kubaturńı formuli a pojmy s ńı spojené, např. uzel
kubaturńı formule, váha kubaturńı formule a v neposledńı řadě chybový
funkcionál.

1.1 Kvadraturńı formule

Téměř všechny úvahy v následuj́ıćıch kapitolách uvád́ıme pro integrály na
intervalu [0, 1]. K integrálu přes obecný interval [a, b] , a, b ∈ R přejdeme
snadno pomoćı zobrazeńı x → a + (b− a)x.

Nejprve uvedeme, co budeme rozumět pod pojmem kvadraturńı for-
mule. Pro zcela obecnou definici kvadraturńı rovnice a kvadraturńı formule
muśıme zavést množinu linearńıch funkcionál̊u H nad prostorem funkćı V ,
tedy H = {hj; hj : V ⇒ R, j = 1, ..., M}. Pak pro libovolnou funkci f ∈ V
a vhodnou váhovou funkci w chápeme pod pojmem kvadraturńı rovnice
následuj́ıćı rovnost

1∫

0

f(x)w(x) dx =
M∑

j=1

ajhj(f) + E(f),
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kde funkcionál Qm tvaru

Qmf =
M∑

j=1

ajhj(f)

nazveme kvadraturńı formuĺı.

Poznámka 1.1. Pro funkcionál Qm budeme kromě názvu kvadraturńı for-
mule v hojné mı́ře použ́ıvat i pojmenováńı kvadraturńı vzorec a kvadratura.

Funkcionál E nazveme chybovým funkcionálem kvadraturńı formule Qm.

Poznámka 1.2. V daľśım textu budeme už́ıvat pro chybový funkcionál kva-
draturńı i kubaturńı formule jak plné označeńı Em, tak zkrácený zápis E.

V této práci se však omeźıme na funkcionály hj reprezentuj́ıćı hod-
noty dané funkce f a jej́ıch derivaćı v uzlových bodech xi, tedy pro každé
j ∈ {1, ...,M} existuje i ∈ {1, ..., m} a l ∈ {0, ..., n− 1}1 takové, že plat́ı
následuj́ıćı rovnost: hj(f) = f (l)(xi). Kvadraturńı vzorec nyńı můžeme zap-
sat ve tvaru

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi) + E(f),

kde funkcionál E(f) nazveme chybovým funkcionálem a funkcionál

Qmf =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi) (1.1)

nazveme kvadraturńı formuĺı s váhami ali pro i = 1, ..., m a l = 0, ..., n − 1
a uzly xi pro i = 1, ..., m, kde předpokládáme 0 ≤ x1 < x2 < ... < xm ≤ 12.

V hojné mı́̌re se v praxi využ́ıvaj́ı kvadraturńı vzorce, v nichž se vyskytuj́ı
pouze hodnoty integrované funkce f v uzlových bodech xi. V tomto př́ıpadě
pod pojmem kvadraturńı vzorec budeme rozumět rovnost

Qmf =
m∑

i=1

aif(xi), (1.2)

kde hodnoty ai pro i = 1, ...,m nazveme jej́ımi váhami a xi pro i = 1, ..., m
jej́ımi uzly.

1Vztahuje se na prostor funkćı V = Cn([0, 1]).
2Existuj́ı i kvadraturńı formule, jejichž uzly lež́ı vně intervalu integrace. Tyto

kvadraturńı vzorce však v této práci uvažovat nebudeme.
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Poznámka 1.3. V daľśım textu budeme vždy uvádět o jaký typ kvadraturńıho
vzorce se jedna, tedy mluv́ıme-li o vzorci (1.1)(tuto kvadraturńı formuli bu-
deme označovat jako kvadraturńı formuli prvńıho druhu) nebo (1.2)(tuto
kvadraturu nazveme kvadraturńı formuĺı druhého druhu). Pokud se bude jed-
nat o oba druhy kvadraturńıch vzorc̊u, budeme mluvit pouze o kvadraturńı
formuli (tedy bez daľśıho označeńı).

Krátce se zmı́ńıme o váhových funkćıch w, jejich vlastnostech a významu.
Uvedeme také nejuž́ıvaněǰśı vahové funkce. Význam váhové funkce většinou
spoč́ıvá v odstraněńı singularity integrované funkce na intervalu integrace.
Často se nám podař́ı vhodnou volbou váhové funkce tuto singularitu odstranit,
přičemž sama váhová funkce se v kvadraturńım vzorci Qm explicitně nevysky-
tuje. Daľśım častým d̊uvodem k použit́ı netriviálńı váhové funkce je neome-
zenost intervalu integrace (např. interval I = [0,∞)). I zde se dař́ı tuto
obt́ıž odstranit užit́ım vhodné váhové funkce w, přitom hodnoty váhové
fukce opět v kvadraturńı formuli Qm nevystupuj́ı. Po váhové funkci nejčastěji
požadujeme, aby byla integrovatelná, v některých př́ıpadech dokonce, aby
pro ni platila rovnost

∫
I

w(x) dx = 1, kde I znač́ı interval integrace. Dále

požadujeme, aby byla kladná na množině kladné mı́ry. Následuje výčet osmi
nejpouž́ıvaněǰśıch váhových funkćı, kde nesporně nejčastěji pracujeme s tri-
vialńı váhovou funkćı, tedy w(x) = 1.

1. w(x) = 1

2. w(x) = (1− x2)−
1
2

3. w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1

4. w(x) = xαe−x, α > −1

5. w(x) = e−x2

6. w(x) = (1 + x2)−1

7. w(x) = x(1 + x2)−2

8. w(x) = (1− x2)
1
2

Kvadraturńı vzorce můžeme rozdělit podle zp̊usobu jejich odvozeńı do dvou
skupin - na interpolačńı a neinterpolačńı kvadratury. Interpolačńı kvadratury
źıskáme odvozeńım z interpolačńıch polynomů (Lagrangeových, Hermitových).
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Neinterpolačńı kvadraturńı vzorce vznikaj́ı jiným zp̊usobem, nejčastěji po-
moćı extrapolace, jak je tomu např. u Rombergovy kvadraturńı formule.
V následuj́ıćıch kapitolách budeme už́ıvat jak interpolačńı, tak i neinter-
polačńı kvadratury.

Dále můžeme dělit kvadraturńı vrozce podle jejich uzlových bod̊u na
kvadratury otevřené a uzavřené, resp. jednostranně uzavřené. Uzavřená kva-
dratura obsahuje mezi svými uzly krajńı body intervalu integrace, uzlové
body otevřeného kvadraturńıho vzorce lež́ı uvnitř intervalu integrace. Kva-
draturńı formuli nazveme zleva uzavřenou, pokud je počátečńı bod intervalu
integrace jej́ım uzlovým bodem a koncový bod tohoto intervalu nikoli. Ana-
logicky můžeme definovat zprava uzavřenou kvadraturu.

Pro odvozeńı Peanova jádra (viz kapitola 2) a daľśı úvahy je nezbytné
zavést pojem algebraického řádu (stupně) přesnosti dané kvadraturńı for-
mule Qm. E opět znač́ı chybový funkcionál kvadratury Qm.

Definice 1.4.
Necht’ E

(
xk

)
= 0 pro k = 0, . . . , M a E

(
xM+1

) 6= 0, pak ř́ıkáme, že kvadra-
turńı vzorec Qm má algebraický řád roven M .
Pokud plat́ı E (1) 6= 0, řekneme, že kvadraturńı formule Qm nemá alge-
braický řád přesnosti.

1.2 Kubaturńı formule

Při definováńı obecné kubaturńı formule budeme postupovat obdobně jako
u kvadraturńıch vzorc̊u. Zavedeme množinu lineárńıch funkcionál̊u H nad
prostorem funkćı V , tedy H = {hj; hj : V ⇒ R, j = 1, ..., m}. Pak pro libo-
volnou funkci f ∈ V a vhodnou váhovou funkci w rozumı́me pod pojmem
kubaturńı rovnice následuj́ıćı rovnost

∫

Ω

f(~x)w(~x) d~x =
m∑

j=1

ajhj(f) + E(f),

kde funkcionál Cm tvaru

Cmf =
m∑

j=1

ajhj(f)

nazveme kubaturńı formuĺı.
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Pro jednoduchost budeme předpokládat, že oblast, přes kterou integru-
jeme, je čtverec [0, 1]2 nebo krychle [0, 1]3. Dále se, podobně jako v jed-
norozměrném př́ıpadě, omeźıme na funkcionály reprezentuj́ıćı hodnoty dané
funkce f v uzlových bodech3 ~xi ∈ Rd, d = 2, 3. V našich úvahách se dále
omeźıme pouze na váhovou funkci w(~x) = 1.

Pro kvadraturńı vzorec na čtverci dostavame tedy rovnost

∫

[0,1]2

f(~x) d~x =
m∑

i=1

aif(~xi) + E(f). (1.3)

Kvadraturńı vzorec na krychli má tvar

∫

[0,1]3

f(~x) d~x =
m∑

i=1

aif(~xi) + E(f). (1.4)

Pro odvozeńı Sardových jader (viz kapitola 5) a daľśı úvahy je nezbytné
zavést pojem algebraického řádu (stupně) přesnosti dané kubaturńı formule
Cm. E opět znač́ı chybový funkcionál kubatury Cm.

Definice 1.5.
Necht’ E

(
~xk

)
= 0 pro k = 0, . . . , M a E

(
~xM+1

) 6= 0, pak ř́ıkáme, že ku-
baturńı vzorec Cm má algebraický řád roven M .

Pokud plat́ı E
(
~1
)
6= 0, řekneme, že kubaturńı formule Cm nemá algebraický

řád přesnosti.

3Opět neuvažujeme kubaturńı vzorce s uzly lež́ıćımi vně oblasti integrace.
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Kapitola 2

Definice a vlastnosti Peanova
jádra kvadraturńı formule

V následuj́ıćı kapitole zavedeme pojem Peanova jádra kvadraturńı formule
operuj́ıćı pouze s hodnotami integrované funkce a shrneme některé jeho
vlastnosti (vyjádřeńı chyby kvadraturńı formule pomoćı Peanova jádra, vý-
znam konstantńıho znaménka Peanova jádra pro odhad chyby). Dále zobec-
ńıme pojem Peanova jádra pro kvadraturńı formule využ́ıvaj́ıćı nejen hod-
not integrované funkce, ale i hodnot jej́ıch derivaćı do určitého řádu. Toto
zobecněńı bude též zahrnovat integraci s netriviálńı váhovou funkćı w, kterou
ovšem v praktických ukázkách použ́ıvat nebudeme.

2.1 Definice Peanova jádra kvadraturńı formule

s hodnotami funkce f

V praxi v hojné mı́̌re využ́ıvanou skupinou kvadraturńıch formuĺı, jsou vzorce
obsahuj́ıćı pouze hodnoty integrované funkce v uzlových bodech kvadraturńı
formule. Důvodem k tomu bývá snadněǰśı manipulace a častá neznalost
(př́ıpadně neexistence) hodnot derivaćı v uzlových bodech. Proto se nej-
prve zaměř́ıme na odvozeńı a zkoumáńı vlastnost́ı Peanových jader těchto
kvadraturńıch vzorc̊u. Později pojem Peanova jádra zobecńıme i pro kva-
draturńı formule obsahuj́ıćı kromě hodnot integrované funkce f v uzlových
bodech i hodnoty derivaćı f v těchto bodech.

Než přejdeme k samotnému odvozeńı Peanova jádra kvadraturńı formule,
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zavedeme pojem kladné části (x− t)k.

Definice 2.1. 1

Necht’ x je reálné č́ıslo a k ≥ 0, pak definujeme kladnou část (x − t)k

předpisem:

(x− t)k
+ =

{
0, t ≥ x

(x− t)k , t < x.

Stěžejńım tvrzeńım pro odvozeńı Peanova jádra kvadraturńı formule pro
nás bude Taylorova věta s integrálńım tvarem zbytku, jej́ıž zněńı nyńı, bez
d̊ukazu, uvád́ıme.

Věta 2.2. (Taylorova věta s integrálńım tvarem zbytku)
Necht’ a, b jsou reálná č́ısla taková, že a < b, necht’ funkce f je tř́ıdy Ck+1([a, b]).
Pak pro každé x ∈ [a, b] plat́ı

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + ... +
1

k!
(x− a)kf (k)(a) +

1

k!

x∫

a

(x− t)kf (k+1)(t).

Uvažujme libovolnou funkci f tř́ıdy Ck+1 na intervalu [0, 1]. Mějme dále
kvadraturńı vzorec

Qmf =
m∑

j=1

ajf(xj)

algebraického řádu přesnosti k. Podle Taylorovy věty s integrálńım tvarem
zbytku můžeme psát

f(x) =
k∑

i=0

1

i!
xif (i)(0) +

1

k!

x∫

0

(x− t)kf (k+1)(t)dt.

Zaṕı̌seme-li tuto rovnost pomoćı kladné části (x− t)k, dostaneme

f(x) =
k∑

i=0

1

i!
xif (i)(0) +

1

k!

1∫

0

(x− t)k
+f (k+1)(t)dt.

1[2], str.94
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Nyńı na posledńı rovnost aplikujeme lineárńı funkcionál Em a dostaneme

Em(f) = Em




k∑
i=0

1

i!
xif (i)(0) +

1

k!

1∫

0

(x− t)k
+f (k+1)(t)dt


 =

=
k∑

i=0

1

i!
Em(xi)f (i)(0) +

1

k!
Em




1∫

0

(x− t)k
+f (k+1)(t)dt


 .

Protože kvadraturńı vzorec Qm má (algebraický) řád k (tj. Em(xi) = 0, pro
i = 0, ..., k a Em(xk+1 6= 0)), můžeme tuto rovnost přepsat ve tvaru

Em(f) =
1

k!
Em




1∫

0

(x− t)k
+f (k+1)(t)dt


 =

1

k!

1∫

0

f (k+1)(t)Em(x− t)k
+dt.

Právě provedené úvahy shrneme v následuj́ıćı definici Peanova jádra kvadraturńı
formule.

Definice 2.3. 2

Necht’ funkce f je tř́ıdy Ck+1 na intervalu [0, 1], necht’ Qm je kvadraturńı for-
mule řádu k. Pak funkci Km,k(t) ≡ Ex

m(x− t)k
+ nazveme Peanovým jádrem

kvadraturńı formule Qm řádu k.

Peanovo jádro můžeme definovat i v př́ıpadě, že funkce f je tř́ıdy Cn+1

na intervalu [0, 1] a kvadraturńı formule Qm má (algebraický) řád přesnosti
k, kde n 6= k. V př́ıpadě, že n > k, se vzorec pro výpočet Peanova jádra
nezměńı. Pro n < k můžeme definovat Peanovo jádro dvoj́ım zp̊usobem.
Bud’ rovnost́ı

Em(f) =
1

n!

1∫

0

Km,n(t)f (n+1)(t)dt,

nebo

Em(f) =
k∑

i=n+1

f (i)(0)

i!
Em(xi) +

1

k!

1∫

0

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt.

V této práci budeme použ́ıvat prvńı z nich (tedy Em(f) = 1
n!

1∫
0

Km,n(t)f (n+1)(t)dt).

2[2], str.95
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2.2 Vlastnosti Peanova jádra

Nyńı uvedeme bez d̊ukazu několik vět, popisuj́ıćıch základńı vlastnosti Peanova
jádra. Z praktických d̊uvod̊u zde budeme integrovat funkci f na intervalu
[−1, 1], př́ıpadně na zcela obecném intervalu [a, b] pro a, b ∈ R, kde a < b.
Důkazy k ńıže uvedeným větám je možné nalézt v [7].

Věta 2.4. 3

Necht’ f ∈ Ck+1 ([−1, 1]), kde k ≥ 0 a Qm je kvadraturńı formule algebraického

stupně přesnosti n ≥ k. Pak pro chybu Emf =
1∫
−1

f(t)dt−Qmf plat́ı

Emf =
1

k!

1∫

−1

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt,

kde Km,k(t) je Peanovo jádro kvadraturńı formule Qm řádu k.

Věta 2.5. 4

Pro daný interval [a, b], funkci f a kvadraturńı vzorec Qm je vyjádřeńı Peanova
jádra Km,k(t) pro pevné k jediné.

Věta 2.6. 5

Peanovovo jádro Km,k(t) má nulové body násobnosti nejméně k pro t = ±1
a plat́ı

(i + 1)Km,i(t) + K ′
m,i+1(t) = 0,

pro i = 0, ..., k − 1.

Nyńı vyslov́ıme velmi d̊uležitou vlastnost Peanova jádra, které neměńı
znaménko. Následuj́ıćı věta ukazuje, jak můžeme pomoćı Peanova jádra
oddělit vlastnosti kvadraturńı formule Qm a funkce f samotné.

Věta 2.7.
Necht’ Qm je kvadraturńı vzorec (algebraického) řádu n, necht’ f ∈ Cn+1([a, b])
a necht’ Peanovo jádro Km,k kvadraturńıho vzorce Qm neměńı znaménko

3[2], str.95
4[2], str.99
5[2], str.100

15



na [a, b]. Pak existuje ξ ∈ [a, b] takové, že

Em(f) =

b∫

a

f(t)dt−Qm(f) =
1

(n + 1)!
fn+1(ξ)




b∫

a

tn+1dt−Qm(tn+1)


 =

=
1

(n + 1)!
fn+1(ξ)

(
1

n + 2

(
bn+2 − an+2

)−Qm(tn+1)

)
.

2.3 Odhad chyby kvadraturńı formule pomoćı

Peanova jádra

Popǐsme nyńı zp̊usob, jakým můžeme odhadnout chybu kvadraturńı for-
mule pomoćı jej́ıho Peanova jádra. Z věty 2.4 v́ıme, že chybový člen Emf
kvadraturńıho vzorce Qm můžeme vyjádřit pomoćı Peanova jádra Km,k, kde
m ∈ N, následuj́ıćı rovnost́ı:

Emf =
1

k!

1∫

0

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt.

Při hledáńı odhadu chyby kvadraturńı formule Qm vyjdeme z právě uve-
deného vztahu. Předpokládejme nejprve, že Peanovo jádro Km,k kvadraturńı
formule Qm neměńı na intervalu integrace (tedy na [0,1]) své znaménko.
K odhadu chybového členu využijeme Hölderovy nerovnosti. Připomeňme,
že pod normou prostoru Lp([0, 1]), pro p ∈ [1,∞) rozumı́me

‖g‖p =




1∫

0

|g(t)|p dt




1
p

,

pro p = ∞ pak
‖g‖∞ = max

t∈[0,1]
|g(t)| .

Věta 2.8. (Hölderova nerovnost)
Necht’ g, h jsou měřitelné funkce na intervalu [0, 1], necht’ p, q ∈ [1,∞] jsou
takové, že plat́ı 1

p
+ 1

q
= 16. Pak

1∫

0

|g(t)h(t)| dt ≤ ‖g‖p ‖h‖q .

6V př́ıpadě, p = ∞ klademe 1
p = 0
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Nás bude v tuto chv́ıli zaj́ımat př́ıpad p = 1. Aplikaćı Hölderovy nerovnosti
tedy źıskáme odhad

|Emf | ≤ 1

k!

∥∥f (k+1)
∥∥
∞

1∫

0

|Km,k(t)| dt.

Protože podle předpokladu Peanovo jádro Km,k kvadraturńı formule Qm

neměńı na intervalu [0, 1] znaménko, můžeme mı́sto
1∫
0

|Km,k(t)| dt psát

∣∣∣∣
1∫
0

Km,k(t)dt

∣∣∣∣.
Tento postup budeme demonstrovat v následuj́ıćım př́ıkladě, kde k odhadu

chyby Radauovy kvadraturńı formule použijeme jej́ı Peanovo jádro druhého
řádu.

Př́ıklad

Hledáme Peanovo jádro Radauovy kvadraturńı formule, jež je dána vzorcem
(uvedeným v [2], str. 96)

Q3f =
1

4
[f(0) + 3f(

1

3
) + f(1)].

Z definice 2.3 dostáváme pro k = 2 rovnost

K3,2(t) = Ex
3 (x− t)2

+ =

=

1∫

0

(x− t)2
+dx− 1

4

[
(0− t)2

+ + 3(
1

3
− t)2

+ + (1− t)2
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

3

)
tedy dostáváme rovnost

1∫
t

(x− t)2dx− 1
4

[
3(1

3
− t)2 + (1− t)2

]
= −1

3
t3 + t2 − t + 1

3
− 3

4
t2 + 1

2
t− 1

12
−

1
4
t2 + 1

2
t− 1

4
= −1

3
t3

a na intervalu
[

1
3
, 1

]
1∫
t

(x−t)2dx− 1
4
(1−t)2 = −1

3
t3+t2−t+ 1

3
− 1

4
t2+ 1

2
t− 1

4
= −1

3
t3+ 3

4
t2− 1

2
t+ 1

12
.

17



Peanovo jádro K3,2(t) je tedy dáno rovnost́ı

K3,2(t) =




−1

3
t3, t ∈ [

0, 1
3

)

−1
3
t3 + 3

4
t2 − 1

2
t + 1

12
, t ∈ [

1
3
, 1

]
.

Ověřme nyńı spojitost funkce K3,2 na intervalu [0, 1]. Opět se stač́ı omezit
na vyšetřováńı spojitosti funkce K3,2 v bodě 1

3
zleva.

lim
t→ 1

3
−

K3,2(t) = lim
t→ 1

3
−
−1

3
t3 = 1

3
(1

3
)3 = − 1

81

K3,2(
1
3
) = −1

3
(1

3
)3 + 3

4
(1

3
)2 − 1

2
(1

3
) + 1

12
= − 1

81
.

Rovnost funkčńı hodnoty K3,2(
1
3
) a limity lim

t→ 1
3
−

K3,2(t) dává spojitost na celém

intervalu [0, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

Obr. č.2.1, K3,2(t)

Nyńı využijeme Peanova jádra k odhadu chyby Radauovy kvadraturńı for-
mule. Použijeme tvrzeńı věty 2.4, tedy

E3f =
1

2!

1∫

0

K3,2(t)f
(3)(t)dt,

kde K3,2(t) je Peanovo jádro kvadraturńı formule Q3 řádu 2. Peanovo jádro
K3,2 neměńı na intervalu integrace (tj. na intervalu [0, 1]) své znaménko,
můžeme tedy psát

|E3(f)| ≤ 1

2!

∥∥f (3)
∥∥
∞

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

K3,2(t)dt

∣∣∣∣∣∣
.
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Dosazeńım tedy snadno źıskáme odhad

|E3(f)| ≤ 1

216

∥∥f (3)
∥∥
∞ .

Máme tedy popsán odhad chyby kvadraturńı formule, jej́ıž Peanovo jádro
neměńı na intervalu své integrace znaménko.

Tento př́ıpad je pro výpočet odhadu chyby kvadraturńı formule velmi
př́ıznivý, neńı však zcela běžný. Pro odhad chyby kvadraturńı formule po-
moćı Peanova jádra, které měńı znaménko na intervalu integrace, můžeme
použ́ıt následuj́ı postup. Přirozeným zp̊usobem definujeme funkce

K+
m,k = max(0, Km,k) a K−

m,k = min(0, Km,k).

Opět použijeme tvrzeńı věty 2.4, tedy

Emf =

1∫

0

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt,

kde Km,k(t) je Peanovo jádro kvadraturńı formule Qm řádu k. Pak zřejmě
plat́ı

|Em(f)| ≤
1∫

0

∣∣fk+1(t)
∣∣K+

m,k(t)dt−
1∫

0

∣∣fk+1(t)
∣∣K−

m,k(t)dt.

Funkce K+
m,k(t) a K−

m,k(t) neměńı na intervalu integrace svá znaménka. Před-
pokládejme, že Peanovo jádro Km,k kvadraturńı formule Qm je na intervalu
[0, 1] spojitou funkćı. Hledejme tedy body tj ∈ [0, 1], pro j = 1, ..., N , kde
N ∈ N, takové, ve kterých plat́ı

Km,k(tj) = 0

a Peanovo jádro Km,k v nich měńı své znaménko. Předpokládejme, že Peanovo
jádro Km,k je nezáporné na intervalu [0, t1], pak plat́ı rovnost

Emf =
1

k!

t1∫

0

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt +

+
1

k!

N−1∑
j=1

(−1)j

tj+1∫

tj

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt +

19



+ (−1)N 1

k!

1∫

tN

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt.

Poznámka 2.9. V př́ıpadě, že t1 = 0 a Peanovo jádro Km,k je nezáporné
na intervalu [t1, t2] plat́ı

Emf =
1

k!

N−1∑
j=1

(−1)j+1

tj+1∫

tj

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt +

+ (−1)N+1 1

k!

1∫

tN

Km,k(t)f
(k+1)(t)dt.

Doposud jsme předpokládali, že Peanovo jádro Km,k je na intervalu [0, 1]
spojité. Stejné úvahy můžeme použ́ıt i v př́ıpadě, že připoušt́ıme možnost
existence bod̊u yn, pro n = 1, ..., M , kde M ∈ N, v nichž je Peanovo jádro
nespojité. Obecný zápis takového odhadu se však stává značně kompliko-
vaným, nebot’ v něm figuruj́ı krom bod̊u tj, v nichž plat́ı Km,k(tj) = 0
i některé z bod̊u nespojitosti yn a to takové, pro které plat́ı

(
lim

t→yn−
Km,k(t)

)(
lim

t→yn+
Km,k(t)

)
< 0,

proto zde tento odhad neuvád́ıme.

Poznámka 2.10. Výše popsaný postup odhadu chybového členu kvadraturńıho
vzorce je založen na hledáńı kořen̊u polynom̊u. Určeńı polohy těchto bod̊u
je pro polynomy vyšš́ıch řád̊u značně obt́ı̌zné, proto je tento postup vhodné
použ́ıt předevš́ım pro Peanova jádra nultého, prvńıho a druhého řádu (tedy
pro funkce po částech lineárńı, kvadratické a kubické).

Právě popsaný postup demonstrujeme v následuj́ıćım př́ıkladě na odhadu
Radauovy formule pomoćı jej́ıho Peanova jádra prvńıho řádu.

Př́ıklad

Hledáme Peanovo jádro Radauovy kvadraturńı formule, jež je dána vzorcem
(uvedeným v [2], str. 96)

Q3f =
1

4
[f(0) + 3f(

1

3
) + f(1)].
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Z definice 2.3 dostáváme pro k = 1 rovnost

K3,1(t) = Ex
3 (x− t)1

+ =

=

1∫

0

(x− t)1
+dx− 1

4

[
(0− t)1

+ + 3(
1

3
− t)1

+ + (1− t)1
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

3

)
tedy řeš́ıme rovnost

1∫
t

(x− t)dx− 1
4
[3(1

3
− t) + (1− t)] = 1

2
t2 − t + 1

2
− 1

4
+ 3

4
t− 1

4
+ 1

4
= 1

2
t2

a na intervalu
[

1
3
, 1

]
1∫
t

(x− t)dx− 1
4
(1− t) = 1

2
t2 − t + 1

2
− 1

4
+ 1

4
= 1

2
t2 − 3

4
t + 1

4
.

Pro Peanovo jádro K3,1(t) dostáváme tedy vztah

K3,1(t) =





1
2
t2, t ∈ [

0, 1
3

)

1
2
t2 − 3

4
t + 1

4
, t ∈ [

1
3
, 1

]
.

Soustřed’me se nyńı na některé d̊uležité vlastnosti funkce K3,1. Nejprve
ověř́ıme spojitost této funkce ve všech bodech intervalu [0, 1]. Posléze ukážeme,
že jej́ı prvńı derivace v bodě 1

3
neexistuje.

Funkce K3,1 je na každém z interval̊u [0, 1
3
), [1

3
, 1] polynomiálńı a tedy zřejmě

spojitá.
Zbývá dokázat spojitost v bodě 1

3
.

lim
t→ 1

3
−

K3,1(t) = lim
t→ 1

3
−

1
2
t2 = 1

2
(1

3
)2 = 1

18

K3,1(
1
3
) = 1

2
(1

3
)2 − 3

4
(1

3
) + 1

4
= 1

18
.

Hodnota funkce K3,1 v bodě 1
3

a jej́ı limita zleva v témže bodě se rovnaj́ı.
Funkce K3,1 je spojitá v bodě 1

3
a je tedy spojitá na celém intervalu [0, 1].

Nyńı vyšetř́ıme diferencovatelnost funkce K3,1. Existence a spojitost derivace
prvńıho řádu je na každém z interval̊u [0, 1

3
) a (1

3
, 1] zřejmá (v bodech 0 a 1

uvažujeme pouze jednostranné derivace). Spočteme podle definice hodnoty
jednostranných derivaćı v bodě 1

3
.
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lim
h→0−

K3,1( 1
3
+h)−K3,1( 1

3
)

h
= lim

h→0−

1
2
( 1
3
+h)2− 1

2
( 1
3
)2

h
= 1

3

lim
h→0+

K3,1( 1
3
+h)−K3,1( 1

3
)

h
lim

h→0+

1
2
( 1
3
+h)2− 3

4
( 1
3
+h)+ 1

4
− 1

2
( 1
3
)2− 3

4
( 1
3
)+ 1

4

h
= − 5

12
.

Hodnoty jednostranných derivaćı prvńıho řádu v bodě 1
3

se nerovnaj́ı, tud́ıž
derivace v tomto bodě neexistuje.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.02

0.02

0.04

Obr. č.2.2, K3,1(t)

Peanovo jádro K3,1 měńı na intervalu [0, 1] své znaménko. Urč́ıme body tj,
pro j = 1, ..., N , kde N ∈ N, pro které plat́ı

K3,1(tj) = 0.

Snadným výpočtem zjist́ıme, že se jedná o body t1 = 0, t2 = 1
2

a t3 = 1.
Zřejmě plat́ı

K+
3,1(t) =





1
2
t2, t ∈ [

0, 1
3

)

1
2
t2 − 3

4
t + 1

4
, t ∈ [

1
3
, 1

2

)

0, t ∈ [
1
2
, 1

]
,

K−
3,1(t) =





0, t ∈ [
0, 1

2

)

1
2
t2 − 3

4
t + 1

4
, t ∈ [

1
3
, 1

]
.

t1∫

0

K3,1(t)f
(2)(t)dt =

0∫

0

K3,1(t)f
(2)(t)dt = 0,

22



1∫

t3

K3,1(t)f
(2)(t)dt =

1∫

1

K3,1(t)f
(2)(t)dt = 0.

t2∫

t1

K3,1(t)f
(2)(t)dt =

1
2∫

0

K3,1(t)f
(2)(t)dt ≤ 1

96

∥∥f (2)
∥∥
∞ ,

−
t3∫

t2

K3,1(t)f
(2)(t)dt = −

1∫

1
2

K3,1(t)f
(2)(t)dt ≤ 1

96

∥∥f (2)
∥∥
∞ .

Součtem těchto d́ılč́ıch odhad̊u źıskáme konečný odhad chyby kvadraturńı
formule Q3 ve tvaru

|E3(f)| ≤ 1

48

∥∥f (2)
∥∥
∞ .

Poznámka 2.11. V následuj́ıćı kapitole budeme k odhadu chyby kvadraturńı
formule použ́ıvat Hölderovu nerovnost pro p = 2. V tomto př́ıpadě odpadá
problém s Peanovým jádrem měńıćım znaménko.

2.4 Definice Peanova jádra kvadraturńı formule

s hodnotami funkce f a jej́ıch derivaćı

Doposud jsme se zabývali hledáńım Peanova jádra dané kvadraturńı for-
mule. Můžeme ale postupovat jiným zp̊usobem (viz [3]). Nejprve tedy urč́ıme
Peanovo jádro, které bude mı́t nějaké požadované vlastnosti a poté nalezneme
k danému jádru kvadraturńı formuli. Pro zavedeńı pojmu Peanovo jádro je
kĺıčový algebraický stupeň přesnosti kvadraturńı formule. Stejně tak pro
nás bude tento pojem stěžejńı. Nebudeme ale využ́ıvat klasické definice al-
gebraického stupně přesnosti, ale jej́ı diferenciálńı zobecněńı. Zavedeme nej-
prve diferenciálńı operátor D vzorcem

D =
dn

dxn
+

n∑
j=1

cj(x)
dn−j

dxn−j
,

kde funkce cj ∈ Cn−j([0, 1]), j = 1, ..., n− 1.
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Definice 2.12. Kvadraturńı formule Qm má stupeň přesnosti roven k právě
tehdy, když pro řešeńı g lineárńı diferenciálńı rovnice Dg = 0 plat́ı E(g) = 0
(kvadraturńı formule Qm je pro toto řešeńı g přesná).

Poznámka 2.13. Algebraický stupeň přesnosti v klasickém smyslu (viz definice
1.4) je speciálńım př́ıpadem právě definovaného stupně přesnosti, pro difer-
enciálńı operátor D = dn

dxn , kde n ∈ N.

Pod pojmem stupeň přesnosti kvadraturńı formule Qm budeme tedy
nadále rozumět podmı́nku

D(f) = 0 ⇒ E(f) = 0.

Jinými slovy kvadraturńı formule Qm je přesná, pokud funkce f řeš́ı lineárńı
diferenciálńı rovnici

D(f) = 0,

tedy
dnf

dxn
+

n∑
j=1

cj(x)
dn−jf

dxn−j
= 0.

Máme tedy definovaný stupeň přesnosti kvadraturńı formule.
Nyńı osvětĺıme, co budeme v daľśım textu rozumět pod pojmem Peanova

jádra. Později ukážeme, že dosud uvažovaná definice Peanova jádra (def 2.3)
je speciálńım př́ıpadem následuj́ıćı definice.

Definice 2.14. Necht’ f ∈ Ck([0, 1]), kvadraturńı vzorec

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi) + E(f),

kde funkcionál E(f) nazveme chybovým funkcionálem a kvadraturńı formule
Qm má tvar

Qmf =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi),

kde a Qm má stupeň přesnosti k (tj. existuje lineárńı diferenciálńı operátor
D daný vzorcem

D =
dk

dxk
+

k∑
j=1

cj(x)
dk−j

dxk−j
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takový, že plat́ı D(g) = 0 ⇒ E(g) = 0). Existuje-li funkce Km,k−1 taková,
že

E(f) =

1∫

0

D(f)(t)Km,k−1(t) dt, (2.1)

pak funkci Km,k−1 nazveme Peanovým jádrem kvadraturńı formule Qm stupně
k − 1.

Poznámka 2.15. V této práci se budeme témeř výlučně zabývat diferenci-
álńımi operátory D tvaru D = dn

dxn , pro n ∈ N.

Definice 2.16. Necht’ f ∈ Ck([0, 1]), kvadraturńı vzorec

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi) + E(f),

kde funkcionál E(f) nazveme chybovým funkcionálem a kvadraturńı formule
Qm má tvar

Qmf =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

alif
(l)(xi),

kde a Qm má stupeň přesnosti k (tj. existuje lineárńı diferenciálńı operátor
D daný vzorcem

D =
dk

dxk

takový, že plat́ı D(g) = 0 ⇒ E(g) = 0). Existuje-li funkce Km,k−1 taková,
že

E(f) =

1∫

0

dkf

dtk
(t)Km,k−1(t) dt, (2.2)

pak funkci Km,k−1 nazveme Peanovým jádrem kvadraturńı formule Qm stupně
k − 1.

Poznámka 2.17. V daľśım textu budeme už́ıvat pro Peanovo jádro jak plné
označeńı Km,k, tak zkrácený zápis K. Tohoto zjednodušeného zápisu budeme
využ́ıvat, pokud bude z kontextu zcela zřejmé, jaký řád a počet uzl̊u pro dané
Peanovo jádro uvažujeme.
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Začneme odvozovat Peanovo jádro a jemu př́ısluš́ıćı kvadraturńı vzorec.
Základńım tvrzeńım v následuj́ıćıch úvahách bude tzv. Green-Lagrangeova
identita. Ještě podotkněme, že následuj́ıćı odvozeńı budeme provádět pro
obecný diferenciálńı operátor D tvaru

D =
dk

dxk
+

k∑
j=1

cj(x)
dk−j

dxk−j
.

V praktických ukázkách tohoto postupu, však budeme použ́ıvat speciálńı
tvar diferenciálńıho opátoru D a to

D =
dk

dxk
.

Věta 2.18. (Green-Lagrangeova identita)
Necht’ u, v ∈ Ck([0, 1]), k = 1, 2, .... Pak plat́ı následuj́ıćı rovnost

v(x)u(k)(x)− (−1)kv(k)(x)u(x) =
d

dx

k−1∑
i=0

(−1)k−i−1u(i)(x)v(k−i−1)(x) (2.3)

pro všechna x ∈ [0, 1].

D̊ukaz. Důkaz provedeme matematickou indukćı. Nejprve ověř́ıme platnost
vzorce pro k = 1, tedy
v(x)u′(x) + v′(x)u(x) = d

dx
(u(x)v(x)) .

Nyńı přejdeme k indukčńımu kroku: k → k + 1

v(x)u(k+1)(x)− (−1)k+1v(k+1)(x)u(x) =

= v(x) (u′(x))
(k) − (

(−1)k+1v(k)(x)u(x)
)′

+ (−1)k+1v(k)(x)u′(x) =

=
d

dx

[
k−1∑
i=0

(−1)k−i−1u(i+1)(x)v(k−i−1)(x)

]
− d

dx

[
(−1)k+1v(k)(x)u(x)

]
=

=
d

dx

k∑
i=0

(−1)k−iu(i)(x)v(k−i)(x).

T́ım je d̊ukaz proveden.
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Nyńı definujme adjungovaný operátor D∗ k diferenciálńımu operátoru D
následuj́ıćım vzorcem

D∗ = (−1)n dn

dxn
+

n∑
j=1

(−1)n−j dn−j

dxn−j
ck(x),

kde funkce cj ∈ Cn−j([0, 1]), j = 1, ..., n − 1. Dále definujme pro dife-
renciálńı operátor D a pro operátor D∗, k němu adjungovaný, d́ılč́ı (nebo
také částečné) diferenciálńı operátory Di a D∗

i vzorci

Di =
i∑

j=0

cj(x)
di−j

dxi−j

a

D∗
i =

i∑
j=0

(−1)i−j di−j

dxi−j
ck(x),

pro i = 0, ..., n− 1.
Dosazeńım do definice diferenciálńıho operátoru D, adjungovaného operátoru

D∗ a následnou aplikaćı Green-Lagrangeovy identity snadno dostáváme rovnosti

v(x)D(u)(x)−D∗(v)(x)u(x) =

= v(x)

(
dn

dxn
u(x) +

n−1∑
j=1

cj(x)
dn−j

dxn−j
u(x)

)
−

−
(

(−1)n dn

dxn
v(x) +

n−1∑
j=1

(−1)n−j dn−j

dxn−j
(ck(x)v(x))

)
u(x) =

=

(
v(x)

dn

dxn
u(x)− (−1)nu(x)

dn

dxn
v(x)

)
+

+
n−1∑
j=1

(
cj(x)v(x)

dn−j

dxn−j
u(x)− (−1)n−ju(x)

dn−j

dxn−j
(ck(x)v(x))

)
=

=
d

dx

n−1∑
i=0

(−1)n−i−1u(i)(x)v(n−i−1)(x) +

+
n−1∑
j=1

d

dx

j−1∑
i=0

(−1)n−j−i−1u(i)(x) (v(x)ci(x))(n−j−i−1) =

=
d

dx

n−1∑
i=0

u(i)(x)D∗
n−i−1(v)(x).

27



Źıskali jsme tedy rovnost

v(x)D(u)(x)−D∗(v)(x)u(x) =
d

dx

n−1∑
i=0

u(i)(x)D∗
n−i−1(v)(x). (2.4)

Předpokládejme nyńı, že máme dány uzlové body hledané kvadraturńı
formule. Z daľśıch úvah bude zřejmé, že pokud bychom chtěli provádět toto
odvozeńı, museli bychom se omezit na uzavřené kvadraturńı vzorce. Proto
v př́ıpadech, kdy se o uzavřené vzorce nejedná, muśıme přidat k stávaj́ıćım
uzl̊um krajńı body intervalu integrace. Vhodnou volbou podmı́nek, pak
doćıĺıme nulováńı koeficient̊u kvadraturńı formule v těchto bodech.

Necht’ ϕi, pro i = 0, ..., m, tvoř́ı fundamentálńı systém F diferenciálńı
rovnice dané adjungovaným operátorem D∗ s pravou stranou tvořenou váho-
vou funkćı w, tedy rovnice

D∗(u) = w.

Pro libovolné ϕi, kde i ∈ {0, ..., m} tedy můžeme podle Green-Lagrangeovy
identity psát rovnost

ϕi(x)D(f)(x)− w(x)f(x) =
d

dx

n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x).

Integraćı této rovnosti na intervalu [xi, xi+1] dostáváme rovnost

xi+i∫

xi

ϕi(x)D(f)(x) dx−
xi+1∫

xi

w(x)f(x) dx =

xi+1∫

xi

d

dx

n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x) dx,

tedy

xi+1∫

xi

w(x)f(x) dx = −
[

n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x)

]xi+1

xi

+

xi+1∫

xi

ϕi(x)D(f)(x) dx

pro všehna i = 0, ..., m. Součtem přes všechna i = 0, ..., m źıskáme

1∫

0

w(x)f(x) dx = −
m∑

i=0

[
n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x)

]xi+1

xi

+
m∑

i=0

xi+1∫

xi

ϕi(x)D(f)(x) dx.
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Polož́ıme-li tedy Km+2,k−1(x)|[xi,xi+1) = ϕi(x) dostáváme tuto rovnici ve
tvaru

1∫

0

w(x)f(x) dx = −
m∑

i=0

[
n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x)

]xi+1

xi

+

+

1∫

0

D(f)(x)Km+2,k−1(x) dx.

Nyńı uprav́ıme prvńı sč́ıtanec na pravé straně rovnosti následuj́ıćım zp̊usobem

−
m∑

i=0

[
n−1∑

l=0

f (l)(x)D∗
n−l−1(ϕi)(x)

]xi+1

xi

=

= −
m+1∑
i=1

n−1∑

l=0

f (l)(xi)D
∗
n−l−1(ϕi−1)(xi) +

+
m∑

i=0

n−1∑

l=0

f (l)(xi)D
∗
n−l−1(ϕi)(xi).

Přeuspořádáńım právě źıskané rovnosti dostáváme hledanou kvadraturńı
formuli Qm+2 př́ıslušnou Peanovu jádru K ve tvaru

Qm+2f =
n−1∑

l=0

f (l)(x0)D
∗
n−l−1(ϕ0)(x0) +

+
n−1∑

l=0

m∑
i=1

f (l)(xi)
(
D∗

n−l−1(ϕi − ϕi−1)(xi)
)−

−
n−1∑

l=0

f (l)(xm+1)D
∗
n−l−1(ϕm)(xm+1).

Označ́ıme-li nyńı

al0 = D∗
n−l−1(ϕ0)(x0)

ali = D∗
n−l−1(ϕi − ϕi−1)(xi), i = 1, ..., m

al(m+1) = D∗
n−l−1(ϕm)(xm+1),

(2.5)

pro l = 0, ..., n−1, dostaneme kvadraturńı formuli Qm ve tvaru vzorce (1.1),
tedy

Qm+2f =
n−1∑

l=0

m+1∑
i=0

alif
(l)(xi).
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Je zřejmé, že rozhoduj́ıćı vliv na vzhled Peanova jádra K i kvadraturńıho
vzorce Qm+2 má volba funćı ϕi, pro i = 0, ..., m, tvoř́ıćıch fundamentálńı
systém F . Nejprve se budeme zabývat problémem otevřených kvadraturńıch
vzorc̊u, který jsme předeslali na začátku našich úvah.

Neńı-li hledaná kvadraturńı formule uzavřená, voĺıme tedy funkce ϕ0

a ϕm tak, aby splňovaly podmı́nku

ϕ
(i)
0 (x0) = ϕ(i)

m (xm+1) = 0,

pro i = 0, 1, ..., n− 1. Dostáváme pak rovnost

Qmf =
n−1∑

l=0

m∑
i=1

f (l)(xi)
(
D∗

n−l−1(ϕi − ϕi−1)(xi)
)
.

Označ́ıme-li
ali = D∗

n−l−1(ϕi − ϕi−1)(xi), (2.6)

pro l = 0, 1, ..., n− 1 a i = 1, 2, ...,m dostáváme kvadraturńı formuli Qm ve
tvaru

Qm =
m∑

i=1

n−1∑

l=0

alif
(l)(xi).

Na tomto mı́stě je vhodné připomenout, že v př́ıpadě otevřené kvadraturńı
formule se již nejedná o (m+2)-bodovou kvadraturu, ale pouze o m-bodový
kvadraturńı vzorec, nebot’ body x0 = 0 a xm+1 = 1 nejsou uzly této kvadraturńı
formule.

Poznámka 2.19. Zcela analogicky bychom postupovali při odvozováńı jed-
nostranně uzavřených kvadratických vzorc̊u. Pro zleva uzavřené vzorce voĺıme
jako ϕ

(i)
0 (x0) = 0 pro i = 0, 1, ..., n − 1. Podmı́nka pro kvadratury zprava

uzavřené je pak ϕ
(i)
m (xm+1) = 0 pro i = 0, 1, ..., n− 1.

Zde dostáváme ne zcela určený problém. Muśıme tedy přidat dodatečné
podmı́nky, abychom dostali konkrétńı Peanovo jádro a př́ıslušnou kvadraturńı
formuli. V této práci se budeme zabývat pouze dvěma druhy takovýchto
podmı́nek - nulováńı v uzlových bodech a minimalizace L2 normy. Prvńı
z uvedených postup̊u poṕı̌seme v následuj́ıćıch úvahách.
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2.5 Př́ıklady

Uvedeme nyńı dva př́ıklady, oba se budou zabývat Simpsonovým pravidlem.
V prvńım př́ıkladu ukážeme práci s Peanovým jádrem podle definice 2.3.
Druhý př́ıklad nám nast́ıńı práci s Peanovým jádrem podle definice 2.16.
Zároveň zde na konkrétńım př́ıkladu ukážeme v jakém vztahu jsou Peanova
jádra spočtená podle dvou námi zavedených definic. Dále zde bude patrné, že
Peanovo jádro K je v jistém smyslu (až na násobeńı konstantou) speciálńım
př́ıpadem Peanova jádra K.

Simpsonovo pravidlo

Hledáme Peanovo jádro Simpsonova pravidla, které je dáno následuj́ıćım
vzorcem (převzatým z [6], str.67)

Q3f =
1

6
[f(0) + 4f(

1

2
) + f(1)].

Pro k = 0 dostáváme rovnost

K3,0(t) = Ex
3 (x− t)0

+ =

=

1∫

0

(x− t)0
+dx− 1

6

[
(0− t)0

+ + 4(
1

2
− t)0

+ + (1− t)0
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
plat́ı

1∫
t

dx− 1
6
[4 + 1] = 1− t− 5

6
= −t + 1

6

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

dx− 1
6

= 1− t− 1
6

= −t + 5
6
.

Pro Peanovo jádro K3,0(t) dostáváme vztah

K3,0(t) =




−t + 1

6
, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 5
6
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.

Funkce K3,0 je nespojitá v bodě 1
2
.
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Obr. č.2.3, K3,0(t)

Pro k = 1 dostáváme

K3,1(t) = Ex
3 (x− t)1

+ =

=

1∫

0

(x− t)1
+dx− 1

6

[
(0− t)1

+ + 4(
1

2
− t)1

+ + (1− t)1
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
plat́ı rovnost

1∫
t

(x− t)dx− 1
6
[4(1

2
− t) + (1− t)] = 1

2
t2 − t + 1

2
+ 2

3
t− 1

3
+ 1

6
t− 1

6
= 1

2
t2 − 1

6
t

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

(x− t)dx− 1
6
(1− t) = 1

2
t2 − t + 1

2
+ 1

6
t− 1

6
= 1

2
t2 − 5

6
t + 1

3
.

Pro Peanovo jádro K3,1(t) tedy plat́ı rovnost

K3,1(t) =





1
2
t2 − 1

6
t, t ∈ [

0, 1
2

)

1
2
t2 − 5

6
t + 1

3
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.

Ověřeńım spojitosti funkce K3,1 v bodě 1
2
, źıskáme spojitost této funkce na

celém intervalu [0, 1], nebot’ je na intervalech [0, 1
2
) a [1

2
, 1] po částech poly-

nomiálńı a tedy jistě spojitá.

lim
t→ 1

2
−

K3,1(t) = lim
t→ 1

2
−

1
2
t2 − 1

6
t = 1

2
(1

2
)2 − 1

6
(1

2
) = 1

24

K3,1(
1
2
) = 1

2
(1

2
)2 − 5

6
(1

2
) + 1

3
= 1

24
.
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Dı́ky této rovnosti je funkce K3,1 spojitá na celém intervalu [0, 1].

lim
h→0−

=
K3,1( 1

2
+h)−K3,1( 1

2
)

h
lim

h→0−

1
2
( 1
2
+h)2− 1

6
( 1
2
+h)− 1

2
( 1
2
)2− 1

6
( 1
2
)

h
= 1

3

lim
h→0+

K3,1( 1
2
+h)−K3,1( 1

2
)

h
= lim

h→0+

1
2
( 1
2
+h)2− 5

6
( 1
2
+h)+ 1

3
− 1

2
( 1
2
)2− 5

6
( 1
2
)+ 1

3

h
= −1

3
.

Hodnoty jednostranných derivaćı v bodě 1
2

jsou navzájem r̊uzné, tud́ıž funkce
K ′

3,1 neńı v bodě 1
2

definována.
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Obr. č.2.4, K3,1(t)

Pro k = 2 dostáváme

K3,2(t) = Ex
3 (x− t)2

+ =

=

1∫

0

(x− t)2
+dx− 1

6

[
(0− t)2

+ + 4(
1

2
− t)2

+ + (1− t)2
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
tedy řeš́ıme

1∫
t

(x−t)2dx− 1
6
[4(1

2
−t)2+(1−t)2] = −1

3
t3+t2−t+ 1

3
− 2

3
t2+ 2

3
t− 1

6
− 1

6
t2+ 1

3
t− 1

6
=

= −1
3
t3 + 1

6
t2

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

(x−t)2dx− 1
6
(1−t)2 = −1

3
t3+t2−t+ 1

3
− 1

6
t2+ 1

3
t− 1

6
= −1

3
t3+ 5

6
t2− 2

3
t+ 1

6
.
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Peanovo jádro K3,2(t) je dáno vzorcem

K3,2(t) =




−1

3
t3 + 1

6
t2, t ∈ [

0, 1
2

)

−1
3
t3 + 5

6
t2 − 2

3
t + 1

6
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.

Funkce K3,2 je spojitá na intervalu [0, 1], nebot’ je na každém z interval̊u
[0, 1

2
), (1

2
, 1] polynomiálńı, tedy zřejmě spojitá.

lim
t→ 1

2
−

K3,2(t) = lim
t→ 1

2
−
−1

3
t3 + 1

6
t2 = −1

3
(1

2
)3 + 1

6
(1

2
)2 = 0

K3,2(
1
2
) = −1

3
(1

2
)3 + 5

6
(1

2
)2 − 2

3
(1

2
) + 1

6
= 0.

Dı́ky rovnosti hodnot jednostranných limit v bodě 1
2

je funkce K3,2 spo-
jitá na celém intervalu [0, 1].
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Obr. č.2.5, K3,2(t)

Pro k = 3 dostáváme

K3,3(t) = Ex
3 (x− t)3

+ =

=

1∫

0

(x− t)3
+dx− 1

6

[
(0− t)3

+ + 4(
1

2
− t)3

+ + (1− t)3
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
tedy plat́ı rovnost

1∫
t

(x− t)3dx− 1
6
[4(1

2
− t)3 + (1− t)3] = 1

4
t4− t3 + 3

2
t2− t + 1

4
+ 2

3
t3− t2 + 1

2
t−
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− 1
12

+ 1
6
t3 − 1

2
t2 + 1

2
t− 1

6
= 1

4
t4 − 1

6
t3

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

(x− t)3dx− 1
6
(1− t)3 = 1

4
t4 − t3 + 3

2
t2 − t + 1

4
+ 1

6
t3 − 1

2
t2 + 1

2
t− 1

6
=

= 1
4
t4 − 5

6
t3 + t2 − 1

2
t + 1

12
.

Pro Peanovo jádro K3,3(t) plat́ı

K3,3(t) =





1
4
t4 − 1

6
t3, t ∈ [

0, 1
2

)

1
4
t4 − 5

6
t3 + t2 − 1

2
t + 1

12
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.

Dokažme nyńı spojitost funkce K3,3 na intervalu [0, 1]. Stejně jako v předchoźıch
př́ıpadech stač́ı ověřit spojitost funkce K3,3 v bodě 1

2
.

lim
t→ 1

2
−

K3,3(t) = lim
t→ 1

2
−

1
4
t4 − 1

6
t3 = 1

4
(1

2
)4 − 1

6
(1

2
)3 = − 1

192

K3,3(
1
2
) = 1

4
(1

2
)4 − 5

6
(1

2
)3 + (1

2
)2 − 1

2
(1

2
) + 1

12
= − 1

192
.
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-0.001

Obr. č.2.6, K3,3(t)

Simpsonovo pravidlo-jiný zp̊usob

Naš́ım úkolem bude nalézt kvadraturńı formuli Q3 tvaru

Q3 = a0f(0) + a1f(
1

2
) + a2f(1)
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pomoćı Peanova jádra zavedeného v definici 2.16. Předpokládejme nejprve,
že námi hledaná kvadratura má algebraický stupeň přesnosti alespoň roven
0. Jedná se tedy o uzavřenou kvadraturu, proto polož́ıme x0 = 0, x1 = 1

2

a x2 = 1. Hledejme řešeńı u diferenciálńı rovnice

−du(t)

dt
= 1,

což je jistě polynom prvńıho stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) = −t + a,

kde a ∈ R. Právě tento koeficient chceme určit. Funkce ϕ0 a ϕ1 budou
představovat dvě lineárně nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice

−du(t)

dt
= 1,

tedy funkce ϕ0 a ϕ1 jsou tvaru ϕ0(t) = −t + ā a ϕ1(t) = −t + ã. Dosazeńım
snadno źıskáme tvar koeficient̊u a0, a1 a a2, jejich hodnoty však nejsou
zadány jedoznačně. Protože D∗

0 = 1, plat́ı tedy podle vzorce (2.5)

a0 = a00 = ϕ0(x0) = ā

a1 = a01 = (ϕ1 − ϕ0) (x1) = ã− ā

a2 = a02 = −ϕ1(x2) = −(−1 + ã).

Dosad́ıme-li do těchto rovnost́ı ā = 1
6

a ã = 5
6

dostáváme a0 = 1
6
, a1 = 2

3

a a2 = 1
6
. Hledaná kvadraturńı formule má tedy tvar

Q3f =
1

6
[f(0) + 4f(

1

2
) + f(1)].

Připomeňme ještě, že Peanovo jádro K3,0 definujeme jako

K3,0(t)|[xi,xi+1) = ϕi(t),

pro i = 0, 1, plat́ı tedy

K3,0(t) =




−t + 1

6
, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 5
6
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.2.7, K3,0(t)

Jinými slovy dostáváme vztah mezi Peanovým jádrem spočteným podle
definice 2.3 a podle definice 2.16 ve tvaru

K3,0 = K3,0.

Předpokládejme nyńı, že hledáme opět kvadraturńı formuli Q3 tvaru

Q3 = a0f(0) + a1f(
1

2
) + a2f(1),

která má algebraický stupeň přesnosti roven alespoň 1. Jedná se zřejmě
o uzavřenou kvadraturu, proto polož́ıme x0 = 0, x1 = 1

2
a x2 = 1. Hledejme

tedy řešeńı u diferenciálńı rovnice

d2u(t)

dt2
= 1,

což je jistě polynom druhého stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) =
t2

2
+ at + b,

kde a, b ∈ R. Funkce ϕ0 a ϕ1 budou představovat dvě lineárně nezávislá
řešeńı diferenciálńı rovnice

d2u(t)

dt2
= 1,

tedy funkce ϕ0 a ϕ1 jsou tvaru ϕ0(t) = t2

2
+ āt + b̄ a ϕ1(t) = t2

2
+ ãt + b̃.

Protože požadovaná kvadraturńı formule neobsahuje hodnoty derivaćı funkce
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f v uzlových bodech xi, pro i = 0, 1, 2, plat́ı

a10 = ϕ0(x0) = b̄ = 0

a11 = (ϕ1 − ϕ0) (x1) = (ã− ā)
1

2
+ (b̃− b̄) = 0

a12 = −ϕ1(x2) = −(
1

2
+ ã + b̃) = 0.

Máme soustavu tř́ı lineárńıch rovnic pro čtyři neznámé, muśıme tedy jeden
z parametr̊u zvolit. Pro př́ıklad zvolme ā = −1

6
. Nyńı je již soustava jed-

noznačně řešitelná a jej́ım řešeńım je ā = −1
6
, b̄ = 0, ã = −5

6
a b̃ = 1

3
. Pro

určeńı vah a0, a1 a a2 opět použijeme vzorec (2.5), kde D∗
1 = − d

dt
. Dosazeńım

právě źıskaných hodnot do tohoto vzorce dostaneme

a0 = a00 = D∗
1 (ϕ0) (x0) = −ā =

1

6

a1 = a01 = D∗
1 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = −(ã− ā) =

2

3

a2 = a02 = −D∗
1 (ϕ1) (x2) = 1 + ã =

1

6
.

Hledaná kvadraturńı formule má tedy tvar

Q3f =
1

6
[f(0) + 4f(

1

2
) + f(1)].

Peanovo jádro K3,1 definujeme jako K3,1(t)|[xi,xi+1) = ϕi(t), pro i = 0, 1, plat́ı
tedy

K3,1(t) =





1
2
t2 − 1

6
t, t ∈ [

0, 1
2

)

1
2
t2 − 5

6
t + 1

3
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.2.8, K3,1(t)
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Vztah mezi Peanovým jádrem spočteným pomoćı definice 2.3 a Peanovým
jádrem spočteným podle definice 2.16 je

K3,1 = K3,1.

Hledejme nyńı kvadraturńı vzorec Q3 ve tvaru

Q3 = a0f(0) + a1f(
1

2
) + a2f(1),

přitom předpokládejme, že námi hledaná kvadraturńı formule Q3 má alge-
braický stupeň přesnosti roven alespoň 2. Opět hovoř́ıme o uzavřené kva-
draturńı formuli, položme tedy x0 = 0, x1 = 1

2
a x2 = 1. Hledáme řešeńı u

diferenciálńı rovnice

−du3(t)

dt3
= 1,

což je jistě polynom druhého stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) = −t3

6
+ at2 + bt + c,

kde a, b, c ∈ R. Právě tyto koeficienty chceme určit. Funkce ϕ0 a ϕ1 budou
představovat dvě lineárně nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice

−du3(t)

dt3
= 1,

tedy funkce ϕ0 a ϕ1 jsou tvaru

ϕ0(t) = −t3

6
+ āt2 + b̄t + c̄, ϕ1(t) = −t3

6
+ ãt2 + b̃t + c̃.

Opět využijeme skutečnosti, že námi hledaná kvadratura je druhého druhu,
tedy neobsahuje hodnoty derivaćı funkce f ve svých uzlových bodech. Ap-
likaćı vzorce (2.5), kde D∗

0 = 1, źıskáme rovnosti

a20 = ϕ0(x0) = c̄ = 0

a21 = (ϕ1 − ϕ0) (x1) = (ã− ā)

(
1

2

)2

+ (b̃− b̄)
1

2
+ (c̃− c̄) = 0

a22 = −ϕ1(x2) = −(−1

6
+ ã + b̃ + c̃) = 0.
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Opět použijeme vzorec (2.5), tentokrát pro D∗
1 = − d

dt
, dostaneme tedy

a10 = D∗
1 (ϕ0) (x0) = −b̄ = 0

a11 = D∗
1 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = −(ã− ā)

1

2
− (b̃− b̄) = 0

a12 = −D∗
1 (ϕ1) (x2) = −1

2
+ 2ã + b̃ = 0.

Źıskali jsme tedy soustavu šesti lineárńıch rovnic pro šest neznámých. Tato
soustava je jednoznačně řešitelná (zde již nemuśıme přidávat daľśı podmı́nky).
Jej́ım řešeńım je ā = 1

12
, b̄ = c̄ = 0, ã = 5

12
, b̃ = −1

3
a c̃ = 1

12
. Dosazeńım

źıskaných hodnot do vzorce (2.5) pro určeńı koeficient̊u kvadraturńı formule
Q3, kde D∗

2 = d2

dt2
, dostaneme

a0 = a00 = D∗
2 (ϕ0) (x0) = 2ā =

1

6

a1 = a01 = D∗
2 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = 2(ã− ā) =

2

3

a2 = a02 = −D∗
2 (ϕ1) (x2) = −(−1 + 2ã) =

1

6
.

Hledaná kvadraturńı formule má tedy tvar

Q3f =
1

6
[f(0) + 4f(

1

2
) + f(1)].

Peanovo jádro K3,2 definujeme jako K3,2(t)|[xi,xi+1) = ϕi(t), pro i = 0, 1, plat́ı
tedy

K3,2(t) =




−1

6
t3 + 1

12
t2, t ∈ [

0, 1
2

)

−1
3
t6 + 5

12
t2 − 2

6
t + 1

12
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.2.9, K3,2(t)
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Vztah mezi Peanovým jádrem spočteným pomoćı definice 2.3 a Peanovým
jádrem spočteným podle definice 2.16 je

K3,2 =
1

2
K3,2.

Naš́ım úkolem bude nyńı nalézt kvadraturńı formuli Q3 tvaru

Q3 = a0f(0) + a1f(
1

2
) + a2f(1).

Předpokládejme, že námi hledaná kvadratura má algebraický stupeň přesnosti
roven 3. Jde zřejmě o uzavřenou kvadraturńı formuli, proto polož́ıme x0 = 0,
x1 = 1

2
a x2 = 1. Hledejme řešeńı u diferenciálńı rovnice

du4(t)

dt4
= 1,

což je jistě polynom čtvrtého stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) =
t4

24
+ at3 + bt2 + ct + d,

kde a, b, c, d ∈ R. Funkce ϕ0 a ϕ1 budou představovat dvě lineárně nezávislá
řešeńı diferenciálńı rovnice

du4(t)

dt4
= 1,

tedy funkce ϕ0 a ϕ1 jsou tvaru

ϕ0(t) = t4

24
+ āt3 + b̄t2 + c̄t + d̄,

ϕ1(t) = t4

24
+ ãt3 + b̃t2 + c̃t + d̃.

Využijeme skutečnosti, že námi hledaná kvadratura je druhého druhu, tedy
neobsahuje hodnoty derivaćı funkce f ve svých uzlech. Plat́ı tedy podle
vzorce (2.5), pro D∗

0 = 1, následuj́ıćı rovnosti:

a30 = ϕ0(x0) = d̄ = 0

a31 = (ϕ1 − ϕ0) (x1) = (ã− ā)

(
1

2

)3

+ (b̃− b̄)

(
1

2

)2

+ (c̃− c̄)
1

2
+ (d̃− d̄) = 0

a32 = −ϕ1(x2) = −(
1

24
+ ã + b̃ + c̃ + d̃) = 0.
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Stejný vzorec použijeme pro D∗
1 = − d

dt
a źıskáme

a20 = D∗
1 (ϕ0) (x0) = −c̄ = 0

a21 = D∗
1 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = −3(ã− ā)

(
1

2

)2

− (b̃− b̄)
1

2
− (c̃− c̄) = 0

a22 = −D∗
1 (ϕ1) (x2) =

1

6
+ 3ã + 2b̃ + c̃ = 0.

Analogicky postupujeme pro D∗
2 = d2

dt2
a dostáváme

a10 = D∗
2 (ϕ0) (x0) = 2b̄ = 0

a11 = D∗
2 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = 6(ã− ā)

1

2
+ 2(b̃− b̄) = 0

a12 = −D∗
2 (ϕ1) (x2) = −(

1

2
+ 6ã + 2b̃) = 0.

Je zřejmé, že tato soustava rovnic je přezadaná, máme totiž devět rovnic
pro osm neznámých. Přesto je tato soustava jenoznačně řešitelná, přičemž
jej́ım řešeńım je ā = − 1

36
, b̄ = c̄ = d̄ = 0, ã = − 5

36
, b̃ = 1

6
, c̃ = − 1

12
a d̃ = 1

72
.

Obdobně pro D∗
3 = − d3

dt3
dostáváme

a0 = a00 = D∗
3 (ϕ0) (x0) = −6ā =

1

6

a1 = a01 = D∗
3 (ϕ1 − ϕ0) (x1) = −6(ã− ā) =

2

3

a2 = a02 = −D∗
3 (ϕ1) (x2) = 1 + 6ã =

1

6
.

Peanovo jádro K3,3 definujeme jako K3,3(t)|[xi,xi+1) = ϕi(t), pro i = 0, 1, plat́ı
tedy

K3,3(t) =





1
24

t4 − 1
36

t3, t ∈ [
0, 1

2

)

1
24

t4 − 5
36

t3 + 1
6
t2 − 1

12
t + 1

72
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.2.10, K3,3(t)

Vztah mezi Peanovým jádrem spočteným pomoćı definice 2.3 a Peanovým
jádrem spočteným podle definice 2.16 je

K3,3 =
1

3!
K3,3.
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Kapitola 3

Optimálńı kvadraturńı formule

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat hledáńım optimálńı kvadraturńı
formule. Pod názvem optimálńı kvadraturńı formule můžeme rozumět několik
dosti odlǐsných pojmů. Nejpouž́ıvaněǰśımi kritériem pro určeńı optimality
kvadraturńıho vzorce bývá odhad chybového členu. Daľśım v podstatně
menš́ı mı́̌re už́ıvaným kritériem je algebraický stupeň přesnosti. V této kapi-
tole se budeme zabývat předevš́ım prvńım z výše uvedených kritéríı - odha-
dem chybového členu. Nejprve zavedeme pojem optimálńı kvadratury v Ni-
kolského, v Sardově a v Markovově smyslu1. Uvedeme některé vlastnosti
a př́ıklady těchto kvadraturńıch formuĺı. Dále se budeme zabývat jejich vzá-
jemnými vztahy a v neposledńı řadě úskaĺımi při jejich hledáńı. Podrobněji
se budeme zabývat nalezeńım optimálńı kvadraturńı formule v Nikolského
smyslu. Na závěr se krátce zmı́ńıme o optimálńı kvadratuře vzhledem k al-
gebraickému stupni přesnosti, tedy kvadraturńı formuĺı s největš́ım možným
algebraickým stupněm přesnosti.

3.1 Optimálńı kvadratura druhého druhu

v Nikolského smyslu

Z výše uvedené trojice optimálńıch kvadratur jsou právě Nikolského kvadra-
turńı vzorce nejméně obecné. Nejprve ozřejmı́me, co budeme v následuj́ıćım
textu rozumět, pod pojmem optimálńı kvadratura v Nikolského smyslu, na
kvadraturńım vzorci druhého druhu, který pracuje pouze s hodnotami in-

1Toto rozděleńı přeb́ıráme z [1].
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tegrované funkce v uzlových bodech kvadraturńı formule (tedy kvadraturńı
formule neobsahuj́ıćı hodnoty derivaćı).

Uvažujme kvadraturńı rovnici druhého druhu, tedy

1∫

0

f(x)w(x) dx =
m∑

i=1

aif(xi) + E(f),

kde funkcionál E nazveme chybovým funkcionálem, č́ıslo E(f) chybou kva-
draturńı formule a funkcionál Qm tvaru

Qmf =
m∑

i=1

aif(xi) (3.1)

kvadraturńı formuĺı druhého druhu s váhami ai a uzly xi pro i = 1, ..., m,
kde předpokládáme 0 ≤ x1 < x2 < ... < xm ≤ 1 a množinu funkćı O. Chybu
kvadraturńı formule (3.1) na množině funkćı O označ́ıme E a definujeme ji
následuj́ıćım zp̊usobem:

E = sup
f∈O

E(f).

Optimálńı kvadraturńı formuli v Nikolského smyslu druhého druhu budeme
značit takto:

QN
mf =

m∑
i=1

aN
i f(xi). (3.2)

Jej́ı chybu na množině funkćı O označ́ıme jako EN , přitom požadujeme, aby
platilo

EN = inf
ai∈R

i=1,...,m

E ,

jinými slovy kvadraturńı formule QN
m má pro dané rozložeńı uzlových bod̊u

xi, kde i = 1, ..., m, nejmenš́ı chybu na množině funkćı O. Výše uvedené
úvahy nyńı shrneme do definice optimálńı kvadraturńı formule v Nikolského
smyslu na množině funkćı O.

Definice 3.1.
Existuje-li kvadraturńı formule QN

n druhého druhu taková, že plat́ı

max
f∈O

∣∣EN
mf

∣∣ = min
ai∈R

i=1,...,m

max
f∈O

|Emf | ,

pak tuto kvadraturńı formuli nazveme optimálńı kvadraturńı formuĺı v Ni-
kolského smyslu na množině funkćı O.
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Poznámka 3.2. Pro korektnost uvedené definice je nutné uvést, na jaké
množině funkćı je daná kvadraturńı formule optimálńı. Z kontextu však bude
vždy zřejmé, jakou množinu funkćı uvažujeme, proto budeme tuto množinu
v zápise často vynechávat a o uvedené kvadraturńı formuli budeme nadále
hovořit pouze jako o optimálńı kvadratuře v Nikolského smyslu.

Pojem optimálńı kvadratury v Nikoského smyslu nejprve ozřejmı́me v ne
zcela obecném př́ıpadě. Budeme uvažovat n-krát spojitě diferencovatelnou
funkci f na intervalu [0, 1]. Váhovou funkci w voĺıme rovnu jedné. V našich
úvahách se prozat́ım omeźıme na kvadraturńı formule operuj́ıćı pouze s hod-
notami funkce f v uzlových bodech xi, tedy

1∫

0

f(x) dx =
m∑

i=1

aif(xi) + E(f).

Předpokládejme dále, že uvedená kvadratura Qmf =
m∑

i=1

aif(xi) má alge-

braický stupeň přesnosti k. Pro jednoduchost budeme předpokládat rovnost
k = n.

Z předchoźıch kapitol v́ıme, že je možné zapsat chybu E kvadraturńı
formule Qm pomoćı Peanova jádra Km,k následuj́ıćım zp̊usobem:

E(f) =
1

k!

1∫

0

f (k+1)(t)Km,k(t) dt.

Nyńı se budeme snažit odhadnout chybový člen E(f). Odhad budeme hledat
v normě prostoru Lp([0, 1]) pro p ∈ [1,∞]. Speciálně nás bude zaj́ımat př́ıpad
p = 1 a předevš́ım p = 2 tedy pro výše uvedené hodnoty p dostáváme, užit́ım
Hölderovy nerovnosti, pořadě následuj́ıćı vztahy:

|E(f)| ≤ 1

k!

1∫

0

∣∣f (k+1)(t)Km,k(t)
∣∣ dt ≤ 1

k!

∥∥f (k+1)
∥∥
∞ ‖Km,k‖1 ,

|E(f)| ≤ 1

k!

1∫

0

∣∣f (k+1)(t)Km,k(t)
∣∣ dt ≤ 1

k!

∥∥f (k+1)
∥∥

2
‖Km,k‖2 .
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Pro zjednodušeńı daľśıch operaćı označ́ıme

M1 =

1∫

0

|Km,k(t)| dt,

M2 =

1∫

0

|Km,k(t)|2 dt.

V obou uvedených př́ıpadech jsou zcela odděleny vlastnosti kvadraturńı for-
mule Qm a integrované funkce f . Tento fakt, je pro nás velmi d̊uležitý,
nebot’ nám umožńı minimalizovat část odpov́ıdaj́ıćı kvadraturńımu vzorci,
tedy normu Peanova jádra hledané kvadratury v prostoru funkćı Lp, pro
p = 1, 2, nezávisle na integrované funkci f .

Hledáme tedy
Mj = min

ai∈R
Mj,

pro i = 1, ..., m a j = 1, 2. V obou př́ıpadech pro nás bude stěžejńı lineárńı
závislost Peanova jádra kvadraturńı formule na jej́ıch koeficientech.

Nejprve se budeme věnovat př́ıpadu p = 1.

Př́ıklad 1

Hledáme optimálńı kvadraturńı vzorec Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Q3f = af(0) + bf(
1

2
) + cf(1)

na množině funkćı O = C1([0, 1]). Hledáme tedy hodnoty vah a, b, c ∈ R, pro
dané uzlové body x1 = 0, x2 = 1

2
a x3 = 1. Předpokládejme (z předpokla-

d̊u věty 2.4), že má námi hledaná kvadratura algebraický stupeň přesnosti
alespoň 0. Plat́ı tedy

E3(1) = 0,

což znamená
1∫

0

1 dx− a− b− c = 0.

Jinými slovy plat́ı rovnost
a + b + c = 1.
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Podle definice 2.3 odvod́ıme tvar Peanova jádra K3,0 nultého řádu kvadraturńı
formule Q3. Pro k = 0 dostáváme rovnost

K3,0(t) = Ex
3 (x− t)0

+ =

=

1∫

0

(x− t)0
+dx−

[
a(0− t)0

+ + b(
1

2
− t)0

+ + c(1− t)0
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
plat́ı

1∫
t

dx− b− c = 1− t− b− c = −t + a

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

dx− c = 1− t− c.

Pro Peanovo jádro K3,0(t) dostáváme vztah

K3,0(t) =




−t + a, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 1− c, t ∈ [
1
2
, 1

]
.

Takto źıskaná funkce K3,0 zřejmě neńı určena jednoznačně. Řeš́ıme zde sous-
tavu jedné lineárńı rovnice pro tři neznámé, je tedy třeba dodat nějaké zjed-
noznačňuj́ıćı podmı́nky. Zjednoznačňuj́ıćı podmı́nku budeme volit

M1 = min
a,b,c∈R

M1,

kde plat́ı
M1 = M[1]

1 +M[2]
1 ,

kde

M[i−1]
1 = min

a,c∈R

xi∫

xi−1

|K3,0(t)| dt,

pro i = 1, 2. Spočteme tedy

M
[1]
1 (a, c) =

1
2∫
0

|−t + a| dt,
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M
[2]
1 (a, c) =

1∫
1
2

|−t + 1− c| dt.

Dostaneme vzorce

M
[1]
1 (a, c) =





a
2
− 1

8
, a ≥ 1

2

a2 − a
2

+ 1
8
, a ∈ (0, 1

2
)

−a
2

+ 1
8
, a ≤ 0

a

M
[2]
1 (a, c) =





c
2
− 1

8
, c ≥ 1

2

c2 − c
2

+ 1
8
, c ∈ (0, 1

2
)

− c
2

+ 1
8
, c ≤ 0.

Minimum tyto funkce zřejmě nabývaj́ı pro hodnoty a = 1
4

a c = 1
4
. Dosazeńım

do rovnice pro algebraický stupeň přesnosti źıskáme posledńı hledaný koefi-
cient b = 1

2
. Kvadraturńı formule Q3 má tedy tvar

Q3f =
1

4

[
f(0) + 2f(

1

2
) + f(1)

]
.

Pro Peanovo jádro K3,0(t) dostáváme vztah (nyńı již zcela konkrétńı)

K3,0(t) =




−t + 1

4
, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 3
4
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

-0.1

0.1

0.2

Obr. č.3.1, K3,0(t)
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Použijeme nyńı tvrzeńı věty 2.4 a dostaneme rovnost

E3(f) =

1∫

0

f ′(t)K3,0(t) dt.

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 1 źıskáme odhad

|E3f | ≤ ‖f ′‖∞
1∫

0

|K3,0(t)| dt.

Dosazeńım snadno źıskáme

|E3f | ≤ 1

8
‖f ′‖∞ = 0, 125 · ‖f ′‖∞ .

Jak jsme již předeslali před př́ıkladem 1, odděleńı vlastnost́ı kvadraturńı for-
mule Q3 a integrované funkce f v odhadu chyby této kubatury nám umožnilo
minimalizovat pouze část odpov́ıdaj́ıćı kvadraturńımu vzorci Q3, tedy L1

normu Peanova jádra K3,0.

Poznámka 3.3. Hledat odhad chybového členu kvadraturńı formule Qm po-
moćı normy prostoru L1([0, 1]) je vhodné předevš́ım pro kvadraturńı vzorce,
jejichž algebraický stupeň přesnosti je roven 0. Pro kvadratury s věťśım alge-
braickým stupněm přesnosti nastává problém při hledáńı minima M1, nebot’

tako funkce jǐz obecně neńı konvexńı kvadratickou funkćı svých proměnných
(tedy koeficient̊u hledané kvadraturńı formule).

Nyńı podrobněji poṕı̌seme postup pro př́ıpad p = 2.

Př́ıklad 2

Hledáme optimálńı kvadraturńı vzorec Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Q3f = af(0) + bf(
1

2
) + cf(1)

na množině funkćı O = C1([0, 1]). Hledáme tedy hodnoty vah a, b, c ∈ R, pro
dané uzlové body x1 = 0, x2 = 1

2
a x3 = 1. Opět předpokládejme (z předpo-

klad̊u věty 2.4), že má námi hledaná kvadratura algebraický stupeň přesnosti
alespoň 0. Plat́ı tedy

E3(1) = 0,
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což znamená
1∫

0

1 dx− a− b− c = 0.

Jinými slovy plat́ı rovost
a + b + c = 1.

Podle definice 2.3 odvod́ıme tvar Peanova jádra K3,0 nultého řádu kvadraturńı
formule Q3. Pro k = 0 dostáváme rovnost

K3,0(t) = Ex
3 (x− t)0

+ =

=

1∫

0

(x− t)0
+dx−

[
a(0− t)0

+ + b(
1

2
− t)0

+ + c(1− t)0
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
plat́ı

1∫
t

dx− b− c = 1− t− b− c = −t + a

a na intervalu
[

1
2
, 1

]
1∫
t

dx− c = 1− t− c.

Pro Peanovo jádro K3,0(t) dostáváme vztah

K3,0(t) =




−t + a, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 1− c, t ∈ [
1
2
, 1

]
.

Takto źıskaná funkce K3,0 zřejmě neńı určena jednoznačně. Řeš́ıme zde sous-
tavu jedné lineárńı rovnice pro tři neznámé, je tedy třeba dodat nějaké zjed-
noznačňuj́ıćı podmı́nky. Zjednoznačňuj́ıćı podmı́nku budeme volit takto:

M2 = min
a,b,c∈R

M2,

kde plat́ı
M2 = M[1]

2 +M[2]
2 ,

kde

M
[i−1]
2 = min

a,c∈R

xi∫

xi−1

K2
3,0(t) dt,
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pro i = 1, 2. Spočteme tedy

M
[1]
2 (a, c) =

1
2∫
0

(−t + a)2 dt,

M
[2]
2 (a, c) =

1∫
1
2

(−t + 1− c)2 dt.

Dostaneme vzorce

M
[1]
2 (a, c) =

a2

2
− a

4
+

1

24
a

M
[2]
2 (a, c) =

c2

2
− c

4
+

1

24
.

Je zřejmé, že funkce M
[1]
2 a M

[2]
2 jsou v každé své proměnné konvexńı kvadra-

tické funkce. Pro výpočet jejich minimálńıch hodnot použijeme běžný postup
pro hledáńı extrémů funkce v́ıce proměnných. Řeš́ıme tedy dvě soustavy
lineárńıch rovnic daných rovnostmi:

∂M
[1]
2

∂a
= 0,

∂M
[1]
2

∂c
= 0

a
∂M

[2]
2

∂a
= 0,

∂M
[2]
2

∂c
= 0.

Řešeńım této soustavy je: a = 1
4

a c = 1
4
. Dosazeńım právě źıskaných hodnot

do rovnice pro algebraický stupeň přesnosti, tedy

a + b + c = 1,

dostaneme hodnotu posledńıho hledaného parametru b = 1
2
. Kvadraturńı

formule Q3 má tedy tvar

Q3f =
1

4

[
f(0) + 2f(

1

2
) + f(1)

]
.

Pro Peanovo jádro K3,0(t) dostáváme vztah (nyńı již zcela konkrétńı)

K3,0(t) =




−t + 1

4
, t ∈ [

0, 1
2

)

−t + 3
4
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.3.2, K3,0(t)

Použijeme nyńı tvrzeńı věty 2.4 a dostaneme rovnost

E3(f) =

1∫

0

f ′(t)K3,0(t) dt.

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E3f | ≤ ‖f ′‖2




1∫

0

|K3,0(t)|2 dt




1
2

.

Dosazeńım snadno źıskáme

|E3f | ≤
√

1

48
‖f ′‖2

.
= 0, 144 · ‖f ′‖2 .

Na tomto mı́stě je vhodné zd̊uraznit skutečnost, že optimálńı kvadratura
źıskaná v př́ıkladu 1 je totožná s optimálńı kvadraturńı formuĺı, jež je výsledkem
př́ıkladu 2.

Poznámka 3.4. Při hledáńı odhadu chyby kvadraturńı formule Qm pomoćı
normy prostoru L2 se nemuśıme omezovat na kvadratury s algebraickým
stupněm přesnosti rovným 0, nebot’ minimalizovaná funkce M2 je v každé
své proměnné konvexńı kvadratická funkce.

Právě uvedenou poznámku demonstrujeme v následuj́ıćım př́ıkladě, kde
budeme hledat optimálńı kvadraturńı formuli druhého druhu v Nikolského
smyslu, která má algebraický stupeň přesnosti větš́ı než 0, tedy roven alespoň
1.
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Př́ıklad 3

Hledáme opět optimálńı kvadraturńı vzorec Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Q3f = af(0) + bf(
1

2
) + cf(1)

na množině funkćı O = C2([0, 1]). Předpokládejme nyńı, že tato kvadraturńı
formule má algebraický stupeň přesnosti roven alespoň jedné, tedy inte-
gruje přesně konstanty i lineárńı funkce. Stejně jako v předchoźım př́ıkladě
snadným dosazeńım do rovnic pro algebraický stupeň přesnosti źıskáme
rovnosti

a + b + c = 1

b + 2c = 1.

Pro dané uzlové body x1 = 0, x2 = 1
2

a x3 = 1, hledáme tedy hodnoty vah

a, b, c ∈ R. Řeš́ıme nyńı soustavu dvou lineárńıch rovnic pro tři neznámé,
stejně jako v předchoźım př́ıpadě tedy muśıme dodat zjednoznačňuj́ıćı pod-
mı́nku. Pro k = 1 dostáváme

K3,1(t) = Ex
3 (x− t)1

+ =

=

1∫

0

(x− t)1
+dx−

[
b(0− t)1

+ + c(
1

2
− t)1

+ + (1− t)1
+

]
.

Na intervalu
[
0, 1

2

)
plat́ı rovnost

1∫
t

(x− t)dx− [b(1
2
− t) + c(1− t)] = 1

2
t2 − t + 1

2
+ (b + c− 1) t + 1

2
t− 1

2
b− c.

Pomoćı substituce z rovnice pro algebraický stupeň přesnosti b = 1 − 2c,
snadno źıskáme rovnost
1∫
t

(x− t)dx− [b(1
2
− t) + c(1− t)] = 1

2
t2 − ct.

Na intervalu
[

1
2
, 1

]
budeme postupovat zcela analogicky. Dostáváme tedy

1∫
t

(x− t)dx− c(1− t) = 1
2
t2 + (c− 1) t + 1

2
− c.

Pro Peanovo jádro K3,1(t) tedy plat́ı rovnost

K3,1(t) =





1
2
t2 − ct, t ∈ [

0, 1
2

)

1
2
t2 + (c− 1) t + 1

2
− c, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Takto źıskaná funkce K3,1 zřejmě neńı určena jednoznačně. Řeš́ıme zde sous-
tavu dvou lineárńıch rovnic pro tři neznámé, je tedy třeba dodat nějakou
zjednoznačňuj́ıćı podmı́nku. Zjednoznačňuj́ıćı podmı́nku budeme volit takto:

M2 = min
a,b,c∈R

M2,

kde plat́ı
M2 = M[1]

2 +M[2]
2 ,

kde

M
[i−1]
2 = min

c∈R

xi∫

xi−1

K2
3,1(t) dt,

pro i = 1, 2. Spočteme tedy

M
[1]
2 (c) =

1
2∫
0

(
1
2
t2 − ct

)2
dt,

M
[2]
2 (c) =

1∫
1
2

(
1
2
t2 + (c− 1) t + 1

2
− c

)2
dt.

Dostaneme vzorce

M
[1]
2 (c) =

c2

24
− c

64
+

1

640
a

M
[2]
2 (c) =

c2

24
− c

64
+

1

640
.

Je zřejmé, že funkce M
[1]
2 a M

[2]
2 jsou konvexńı kvadratické funkce v proměnné

c. Pro výpočet jejich minimálńıch hodnot použijeme běžný postup pro hledáńı
extrémů funkce v́ıce proměnných. Řeš́ıme tedy lineárńı rovnici danou rovnost́ı:

∂M
[1]
2

∂c
=

∂M
[2]
2

∂c
= 0

Řešeńım této rovnice je c = 3
8
. Dosazeńım do rovnic pro algebraický stupeň

přesnosti źıskáme zbylé dva koeficienty kvadraturńıho vzorce Q3, tedy a = 3
16

a b = 5
8
. Kvadraturńı formule Q3 má nyńı tvar

Q3f =
1

16

[
3f(0) + 10f(

1

2
) + 3f(1)

]
.
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Peanovo jádro K3,1 má tedy tvar

K3,1(t) =





1
2
t2 − 3

16
t, t ∈ [

0, 1
2

)

1
2
t2 − 13

16
t + 5

16
, t ∈ [

1
2
, 1

]
.
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Obr. č.3.3, K3,1(t)

Použijeme nyńı tvrzeńı věty 2.4 a dostaneme rovnost

E3(f) =

1∫

0

f (2)(t)K3,1(t) dt.

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E3f | ≤
∥∥f (2)

∥∥
2




1∫

0

|K3,1(t)|2 dt




1
2

.

Dosazeńım snadno źıskáme

|E3f | ≤
√

1

5120

∥∥f (2)
∥∥

2

.
= 0, 014 · ∥∥f (2)

∥∥
2
.

Zd̊urazněme, že právě źıskaná kvadraturńı formule již s předchoźımi kvadra-
turami (viz př́ıklad 1 a př́ıklad 2) neńı totožná.
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3.2 Optimálńı kvadratura prvńıho druhu

v Nikolského smyslu

Podrobněji se budeme zabývat hledáńım optimálńı kvadraturńı formule prvńıho
druhu v Nikolského smyslu. Uvažujme kvadraturńı rovnici prvńıho druhu

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) + E(f),

kde funkcionál E nazveme chybovým funkcionálem, č́ıslo E(f) chybou kva-
draturńı formule a funkcionál Qm tvaru

Qmf =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) (3.3)

kvadraturńı formuĺı prvńıho druhu s váhami ali pro i = 1, ..., m a l = 1, ..., n
a uzly xi pro i = 1, ..., m, kde předpokládáme 0 ≤ x1 < x2 < ... < xm ≤ 1
a množinu funkćı O. Chybou kvadraturńı formule (3.9) na množině funkćı
O označ́ıme E a definujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

E = sup
f∈O

E(f).

Optimálńı kvadraturńı formuli v Nikolského smyslu prvńıho druhu budeme
značit jako

QN
mf =

n∑

l=1

m∑
i=1

aN
li f

(l−1)(xi) (3.4)

Jej́ı chybu na množině funkćı O označ́ıme takto: EN , přitom požadujeme,
aby platilo

EN = inf
ali∈R

i=1,...,m
l=0,...,n−1

E ,

jinými slovy kvadraturńı formule QN
m má pro dané rozložeńı uzlových bod̊u

xi, kde i = 1, ..., m, nejmenš́ı chybu na množině funkćı O. Výše uvedené
úvahy nyńı shrneme do definice optimálńı kvadraturńı formule v Nikolského
smyslu na množině funkćı O.
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Definice 3.5.
Existuje-li kvadraturńı formule QN

n prvńıho druhu taková, že plat́ı

max
f∈O

∣∣EN
n f

∣∣ = min
ali∈R

i=1,...,m
l=0,...,n−1

max
f∈O

|Enf | ,

pak tuto kvadraturńı formuli nazveme optimálńı kvadraturńı formuĺı v Ni-
kolského smyslu na množině funkćı O.

Hledáme tedy pro dané rozmı́stěńı uzlových bod̊u xi, kde i = 1, ..., n
nejlepš́ı hodnoty vah, pro které bude chyba kvadraturńı formule na množině
funkćı O minimálńı. Předpokládejme, že kvadraturńı formule Qm má al-
gebraický stupeň přesnosti roven k (podle definice 2.12, kde diferenciálńı

operátor D = dk+1

dxk+1 ). Z předchoźı kapitoly v́ıme, že je možné zapsat chybu
E(f) kvadraturńı formule Qm pomoćı Peanova jádra Km,k následuj́ıćım zp̊u-
sobem:

E(f) =

1∫

0

f (k+1)(t)Km,k(t) dt,

kde Km,k je Peanovo jádro kvadraturńı formule Qm. Nyńı se budeme snažit
odhadnout chybový člen E(f). Odhad budeme hledat v normě prostoru
Lp([0, 1]) pro p ∈ [1,∞]. Speciálně nás bude zaj́ımat př́ıpad p = 2. Pro tuto
hodnotu p dostáváme, užit́ım Hölderovy nerovnosti, následuj́ıćı vztah:

|E(f)| ≤
1∫

0

∣∣f (k+1)(t)Km,k(t)
∣∣ dt ≤

∥∥f (k+1)
∥∥

2
‖Km,k‖2 .

Pro zjednodušeńı daľśıch operaćı označ́ıme

M =




1∫

0

|Km,k(t)|2 dt




1
2

.

Obdobně jako u kvadraturńı formule druhého druhu i zde zcela odděleny
vlastnosti kvadarturńı formule Qm a integrované funkce f . Tento fakt, je pro
nás velmi d̊uležitý, nebot’ nám umožnuje minimalizovat pouze část odpov́ıdaj́ıćı
kvadraturńı formuli.

Hledáme tedy
M = min

ali∈R
M,
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pro i = 1, ..., m a l = 0, ..., n. Připomeňme krátce, co přesně rozumı́me pod
pojmem Peanovo jádro Km,k. Necht’ ϕi, pro i = 0, ...,m, tvoř́ı fundamentálńı
systém F diferenciálńı rovnice dané adjungovaným operátorem D∗ s pravou
stranou tvořenou váhovou funkćı w, tedy rovnice

D∗(u) = w.

Peanovo jádro Km,k definujeme jako Km,k(x)|[xi,xi+1) = ϕi(x). Je tedy zřejmé,
že kĺıčovou roli v definici Peanova jádra zde hraje volba funkćı ϕi(x). V před-
choźı kapitole jsme uvažovali některé možnosti volby těchto funkćı, nyńı
ukážeme daľśı zp̊usob, jakým je možno volit funkce ϕi(x).

Př́ıklad - uzavřená kvadratura

Hledáme optimálńı kvadraturńı formuli Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Q3 =
2∑

l=0

[
f (l)(0) + f (l)(

1

2
) + f (l)(1)

]

na množině funkćı O = C3([0, 1]). Naš́ım úkolem tedy bude aproximovat in-

tegrál
1∫
0

f(x) dx kvadraturńı formuĺı, která má algebraický stupeň přesnosti

rovný dvěma a jej́ıž uzly lež́ı v bodech 0, 1
2

a 1. Jedná se tedy o uzavřenou
kvadraturu, proto polož́ıme x0 = 0, x1 = 1

2
a x2 = 1. Hledejme řešeńı u

diferenciálńı rovnice

−d3u(t)

dt3
= 1,

což je jistě polynom třet́ıho stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) = −t3

6
+ at2 + bt + c,

kde a, b, c ∈ R. Právě tyto koeficienty chceme určit. Zjednoznačňuj́ıćı podmı́nku
budeme volit takto:

min
a,b,c∈R

xi∫

xi−1

u2(t) dt,

pro i = 1, 2. Spočteme tedy
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ũ1(a, b, c) =

1
2∫
0

(
− t3

6
+ at2 + bt + c

)2

dt,

ũ2(a, b, c) =
1∫
1
2

(
− t3

6
+ at2 + bt + c

)2

dt.

Dostaneme vzorce

ũ1(a, b, c) =
a2

160
+

b2

24
+

c2

2
+

ab

32
+

ac

12
+

bc

4
− a

1152
− b

480
− c

192
+

1

32256

a

ũ2(a, b, c) =
31a2

160
+

7b2

24
+

c2

2
+

15ab

32
+

7ac

12
+

3bc

4
− 7a

128
− 31b

480
− 5c

64
+

127

32256
.

Je zřejmé, že funkce ũ1 a ũ2 jsou v každé své proměnné konvexńı kvadra-
tické funkce. Pro výpočet jejich minimálńıch hodnot použijeme běžný postup
pro hledáńı extrémů funce v́ıce proměnných. Řeš́ıme tedy dvě soustavy
lineárńıch rovnic daných rovnostmi:

∂ũ1

∂a
= 0,

∂ũ1

∂b
= 0,

∂ũ1

∂c
= 0

a
∂ũ2

∂a
= 0,

∂ũ2

∂b
= 0,

∂ũ2

∂c
= 0.

Vyřeš́ıme nejprve soustavu pro ũ1. Dostaneme

a

80
+

b

32
+

c

12
− 1

1152
= 0

a

32
+

b

12
+

c

4
− 1

480
= 0

a

12
+

b

4
+ c− 1

192
= 0.

Řešeńım této soustavy je: a = 1
8
, b = − 1

40
a c = 1

960
. Na intervalu [0, 1

2
)

definujeme funkci u1 dosazeńım źıskaných hodnot a, b, c do vzorce pro u.
Funkce u1 má tedy tvar

u1(t) = −t3

6
+

t2

8
− t

40
+

1

960
.
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Stejným zp̊usobem budeme postupovat při řešeńı soustavy rovnic pro ũ2.
V tomto př́ıpadě řeš́ıme soustavu

31a

80
+

15b

32
+

7c

12
− 7

128
= 0

15a

32
+

7b

12
+

3c

4
− 31

480
= 0

7a

12
+

3b

4
+ c− 5

64
= 0.

Řešeńım této soustavy je: a = 3
8
, b = −11

40
a c = 21

320
. Na intervalu [1

2
, 1]

definujeme funkci u2 dosazeńım źıskaných hodnot a, b, c do rovnice pro u.
Funkce u2 má tvar

u2(t) = −t3

6
+

3t2

8
− 11t

40
+

21

320
.

K3,2(t) =




− t3

6
+ t2

8
− t

40
+ 1

960
t ∈ [0, 1

2
)

− t3

6
+ 3t2

8
− 11t

40
+ 21

320
t ∈ [1

2
, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

Obr. č.3.4, K3,2(t)

Nyńı se zaměř́ıme na konstrukci př́ıslušné kvadraturńı formule Q3. Využijeme
vzorce z druhé kapitoly, který pro náš př́ıpad vypadá následovně:

Q3f =
2∑

l=0

[f (l)(x0)D
∗
2−l(ϕ0)(x0) + f (l)(x1)

(
D∗

2−l(ϕ1 − ϕ0)(x1)
)−

−f (l)(x3)D
∗
2−l−(ϕ1)(x2)].
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Hledaná kvadratura je uzavřená, proto muśıme pro jej́ı konstrukci brát
vzorec v plném tvaru. Funkce ϕ0 a ϕ1 zde představuj́ı dvě lineárně nezávislá
řešeńı diferenciálńı rovnice

−d3u(t)

dt3
= 1.

Definujme funkce ϕ0 a ϕ1 pomoćı vypočtených funkćı u1 a u2, plat́ı tedy

ϕ0(t) = − t3

6
+ t2

8
− t

40
+ 1

960

ϕ1(t) = − t3

6
+ 3t2

8
− 11t

40
+ 21

320
.

Ještě připomeňme tvary částečných adjungovaných diferenciálńıch ope-
rátor̊u D∗

0, D
∗
1 a D∗

2. Plat́ı

D∗
0 = 1

D∗
1 = − d

dt

D∗
2 =

d2

dt2
.

Hledáme tedy kvadraturńı vzorec ve tvaru

Q3 =
2∑

l=0

2∑
i=0

alif
(l)(xi), (3.5)

kde pro ali, i = 0, 1, 2 a l = 0, 1, 2 plat́ı následuj́ıćı vztahy:

al0 = D∗
2−l(ϕ0)(x0), l = 0, 1, 2

al1 =
(
D∗

2−l(ϕ1 − ϕ0)(x1)
)
, l = 0, 1, 2

al2 = −D∗
2−l−(ϕ1)(x2), l = 0, 1, 2.

Dosazeńım snadno źıskáme rovnosti

a00 = D∗
2ϕ0(0) =

d2

dt2

(
−t3

6
+

t2

8
− t

40
+

1

960

) ∣∣∣
t=0

=

=

(
−t +

1

4

) ∣∣∣
t=0

=
1

4
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a10 = D∗
1ϕ0(0) = − d

dt

(
−t3

6
+

t2

8
− t

40
+

1

960

) ∣∣∣
t=0

=

=

(
t2

2
− t

4
+

1

40

) ∣∣∣
t=0

=
1

40

a20 = D∗
0ϕ0(0) =

(
−t3

6
+

t2

8
− t

40
+

1

960

) ∣∣∣
t=0

=
1

960

a01 = D∗
2 (ϕ1 − ϕ0) (

1

2
) =

d2

dt2

(
t2

4
− t

4
+

31

320

) ∣∣∣
t= 1

2

=
1

2

a11 = D∗
1 (ϕ1 − ϕ0) (

1

2
) = − d

dt

(
t2

4
− t

4
+

31

320

) ∣∣∣
t= 1

2

=

=

(
− t

2
+

1

4

) ∣∣∣
t= 1

2

= 0

a21 = D∗
0 (ϕ1 − ϕ0) (

1

2
) =

(
t2

4
− t

4
+

31

320

) ∣∣∣
t= 1

2

=
1

480

a02 = −D∗
2ϕ1(1) = − d2

dt2

(
−t3

6
+

3t2

8
− 11t

40
+

21

320

) ∣∣∣
t=1

=

=

(
t− 3

4

) ∣∣∣
t=1

=
1

4

a12 = −D∗
1ϕ1(1) =

d

dt

(
−t3

6
+

3t2

8
− 11t

40
+

21

320

) ∣∣∣
t=1

=

=

(
−t2

2
+

3t

4
− 11

40

) ∣∣∣
t=1

= − 1

40

a22 = −D∗
0ϕ1(1) = −

(
−t3

6
+

3t2

8
− 11t

40
+

21

320

) ∣∣∣
t=1

=
1

960
.

Nyńı dosad́ıme vypočtené hodnoty do vzorce (3.5) a źıskáme kvadraturńı
vzorec

Q3f =
1

4
f(0) +

1

40
f ′(0) +

1

960
f ′′(0) +

1

2
f(

1

2
) +

1

480
f ′′(

1

2
)+

+
1

4
f(1)− 1

40
f ′(1) +

1

960
f ′′(1).
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Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E3f | ≤
∥∥f (3)

∥∥
2




1∫

0

|K3,2(t)|2 dt




1
2

.

Dosazeńım snadno źıskáme

|E3f | ≤ 3, 94 · 10−4
∥∥f (3)

∥∥
2
.

Množina funkćı O se rovná C3([0, 1]).

Př́ıklad - otevřená kvadratura

Hledáme optimálńı kvadraturńı formuli Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Q3 =
2∑

l=0

[
f (l)(0) + f (l)(

1

2
) + f (l)(1)

]

na množině funkćıO = C3([0, 1]). Chceme tedy aproximovat integrál
1∫
0

f(x) dx

kvadraturńı formuĺı, která má algebraický stupeň přesnosti rovný 2 a jej́ıž
uzly lež́ı v bodech 1

4
, 1

2
a 3

4
. Na rozd́ıl od předchoźıho př́ıkladu zde nemáme

uzavřenou kvadraturu a muśıme proto přidat podmı́nky v krajńıch bodech
intervalu integrace (tedy v bodě 0 a 1) zp̊usobem popsaným v kapitole 2.
Polož́ıme tedy x0 = 0, x1 = 1

4
, x2 = 1

2
, x3 = 3

4
a x4 = 1. Hledáme řešeńı u

diferenciálńı rovnice

−d3u(t)

dt3
= 1,

což je jistě polynom třet́ıho stupně zapsaný obecně ve tvaru

u(t) = −t3

6
+ at2 + bt + c,

kde a, b, c ∈ R. Právě tyto koeficienty chceme určit. Zjednoznačňuj́ıćı pod-
mı́nku budeme volit dvoj́ım zp̊usobem:

min
a,b,c

xi∫

xi−1

u2(t) dt, i = 2, 3

64



nebo
u(j)(x0) = u(j)(x4) = 0, j = 0, 1, 2.

Nejprve se budeme zabývat podmı́nkou u(j)(x0) = u(j)(x4) = 0 pro j = 0, 1, 2.
Dostáváme dvě soustavy lineárńıch rovnic

c = 0

b = 0

2a = 0

s řešeńım a = b = c = 0 a

a + b + c− 1

6
= 0

2a + b− 1

2
= 0

2a− 1 = 0

s řešeńım a = 1
2
, b = −1

2
a c = 1

6
. Funkce u0 a u3 źıskáme dosazeńım

vypočtených hodnot a, b, c do rovnice pro u. Definujeme tedy funkci u0 na
intervalu [0, 1

4
) a funkci u3 na intervalu [3

4
, 1] předpisem

u0 = −t3

6
a

u3 = −t3

6
+

t2

2
− t

2
+

1

6
.

Nyńı stejně jako v předchoźım př́ıkladě budeme hledat funkce u1 a u2. De-
finujeme funkce ũ1 a ũ2 předpisem

ũ1(a, b, c) =

1
2∫
1
4

(
− t3

6
+ at2 + bt + c

)2

dt,

ũ2(a, b, c) =

3
4∫
1
2

(
− t3

6
+ at2 + bt + c

)2

dt.

Řeš́ıme problém minimalizace min
a,b,c

ũ1 a min
a,b,c

ũ2. Źıskáme rovnosti

ũ1(a, b, c) =
31a2

5120
+

7b2

192
+

c2

4
+

15ab

512
+

7ac

96
+

3bc

16
− 7a

8192
− 31b

15360
− 5c

1024
+

127

4128768
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a

ũ2(a, b, c) =
211a2

5120
+

19b2

192
+

c2

4
+

65ab

512
+

19ac

96
+

5bc

16
− 665a

73728
− 211b

15360
−

− 65c

3072
+

2059

4128768
.

Je zřejmé, že funkce ũ1 a ũ2 jsou v každé své proměnné konvexńı kvadratické
funkce. Pro výpočet jejich minimálńıch hodnot opět použijeme běžný postup
pro hledáńı extrémů funkce v́ıce proměnných. Řeš́ıme nyńı dvě soustavy
lineárńıch rovnic daných rovnostmi:

∂ũ1

∂a
= 0,

∂ũ1

∂b
= 0,

∂ũ1

∂c
= 0

a
∂ũ2

∂a
= 0,

∂ũ2

∂b
= 0,

∂ũ2

∂c
= 0.

V tomto konkrétńım př́ıpadě se jedná o dvě soustavy s rovnicemi pro ũ1

31a

2560
+

15b

512
+

7c

96
− 7

8192
= 0

15a

512
+

7b

96
+

3c

16
− 31

15360
= 0

7a

96
+

3b

16
+

c

2
− 5

1024
= 0,

jej́ımž řešeńım je a = 3
16

, b = − 11
160

a c = 21
2560

,
a pro ũ2

211a

2560
+

65b

512
+

19c

96
− 665

73728
= 0

65a

512
+

19b

96
+

5c

16
− 211

15360
= 0

19a

96
+

5b

16
+

c

2
− 65

3072
= 0

s řešeńım a = 5
16

, b = − 31
160

a c = 61
1536

.
Dosazeńım źıskaných hodnot a, b, c do rovnice pro u definujeme na inter-

valu [1
4
, 1

2
) funkci u1 a na intervalu[1

2
, 3

4
) funkci u2. Plat́ı tedy

u1(t) = −t3

6
+

3t2

16
− 11t

160
+

21

2560
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a

u2(t) = −t3

6
+

5t2

16
− 31t

160
+

61

1536
.

K3,2(t) =





− t3

6
t ∈ [0, 1

4
)

− t3

6
+ 3t2

16
− 11t

160
+ 21

2560
t ∈ [1

4
, 1

2
)

− t3

6
+ 5t2

16
− 31t

160
+ 61

1536
t ∈ [1

2
, 3

4
)

− t3

6
+ t2

2
− t

2
+ 1

6
t ∈ [3

4
, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.002

-0.001

0.001

0.002

Obr. č.3.5, K3,2(t)

Q3f =
2∑

l=0

3∑
i=1

f (l)(xi)
(
D∗

2−l(ϕi − ϕi−1)(xi)
)
.

Definujeme funkce ϕ0, ϕ1, ϕ2 a ϕ3 pomoćı vypočtených funkćı u0, u1, u2 a u3

takto:

ϕ0(t) = − t3

6

ϕ1(t) = − t3

6
+ 3t2

16
− 11t

160
+ 21

2560

ϕ2(t) = − t3

6
+ 5t2

16
− 31t

160
+ 61

1536

ϕ3(t) = − t3

6
+ t2

2
− t

2
+ 1

6
.
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Hledáme tedy kvadraturńı formuli ve tvaru

Q3 =
2∑

l=0

3∑
i=1

alif
(l)(xi), (3.6)

kde pro ali i = 1, 2, 3 a l = 0, 1, 2 plat́ı

ali =
(
D∗

2−l(ϕ1 − ϕ0)(xi)
)
, l = 0, 1, 2; i = 1, 2, 3.

Dosazeńım snadno źıskáme rovnosti

a01 = D∗
2 (ϕ1 − ϕ0) (

1

4
) =

d2

dt2

(
3t2

16
− 11t

160
+

21

2560

) ∣∣∣
t= 1

4

=
3

8

a11 = D∗
1 (ϕ1 − ϕ0) (

1

4
) = − d

dt

(
3t2

16
− 11t

160
+

21

2560

) ∣∣∣
t= 1

4

=

=

(
−3t

8
+

11

160

) ∣∣∣
t= 1

4

= − 1

40

a21 = D∗
0 (ϕ1 − ϕ0) (

1

4
) =

(
3t2

16
− 11t

160
+

21

2560

) ∣∣∣
t= 1

4

=
7

2560

a02 = D∗
2 (ϕ2 − ϕ1) (

1

2
) =

d2

dt2

(
t2

8
− t

8
+

121

3840

) ∣∣∣
t= 1

2

=
1

4

a12 = D∗
1 (ϕ2 − ϕ1) (

1

2
) = − d

dt

(
t2

8
− t

8
+

121

3840

) ∣∣∣
t= 1

2

=

=

(
− t

4
+

1

8

) ∣∣∣
t= 1

2

= 0

a22 = D∗
0 (ϕ2 − ϕ1) (

1

2
) =

(
t2

8
− t

8
+

121

3840

) ∣∣∣
t= 1

2

=
1

3840

a03 = D∗
2 (ϕ3 − ϕ2) (

3

4
) =

d2

dt2

(
3t2

16
− 49t

160
+

45

512

) ∣∣∣
t= 1

2

=
3

8

a13 = D∗
1 (ϕ3 − ϕ2) (

3

4
) = − d

dt

(
3t2

16
− 49t

160
+

45

512

) ∣∣∣
t= 3

4

=

=

(
−3t

8
+

49

160

) ∣∣∣
t= 1

2

=
19

160

a23 = D∗
0 (ϕ3 − ϕ2) (

3

4
) =

(
3t2

16
− 49t

160
+

45

512

) ∣∣∣
t= 3

4

= − 93

2560
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Vypočtené hodnoty dosad́ıme do vzorce (3.6). Źıskáme tak kvadraturńı for-
muli

Q3f =
3

8
f(

1

4
)− 1

40
f ′(

1

4
) +

7

2560
f ′′(

1

4
) +

1

4
f(

1

2
) +

1

3840
f ′′(

1

2
)+

+
3

8
f(

3

4
) +

19

160
f ′(

3

4
)− 93

2560
f ′′(

3

4
).

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E3f | ≤
∥∥f (3)

∥∥
2




1∫

0

|K3,2(t)|2 dt




1
2

.

Dosazeńım snadno źıskáme

|E3f | ≤ 6, 97 · 10−4
∥∥f (3)

∥∥
2
.

3.3 Optimálńı kvadratura v Markovově smyslu

Optimálńı kvadraturńı vzorce v Markovově smyslu jsou obecněǰśı než v Ni-
kolského smyslu, protože v nich hledáme kromě hodnot vah i vhodné roz-
mı́stěńı některých uzlových bod̊u. Jedná se vesměs o uzavřené př́ıpadně jed-
nostranně uzavřené kvadratury, kdy fixujeme jeden nebo oba krajńı body
intervalu integrace. Zbylé uzlové body voĺıme libovolně (tj. nejsou předem
dané).

Uvažujme kvadraturńı rovnici

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) + E(f),

kde funkcionál E nazveme chybovým funkcionálem, č́ıslo E(f) chybou kva-
draturńı formule a funkcionál Qm tvaru

Qmf =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) (3.7)

kvadraturńım vzorcem prvńıho druhu s váhami ali pro i = 1, ..., m a l = 1, ..., n
a uzly xi pro i = 1, ..., m, kde předpokládáme 0 ≤ x1 < x2 < ... < xm ≤ 1 a
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množinu funkćı O. Chybou kvadraturńı formule (3.9) na množině funkćı O
označ́ıme E a definujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

E = sup
f∈O

E(f).

Optimálńı kvadraturńı formuli v Markovově smyslu budeme značit jako

QM
m f =

m∑
i=1

aM
i f(xM

i ). (3.8)

Jej́ı chybu na množině funkćı O označ́ıme jako EM , přitom požadujeme, aby
platilo

EM = inf
ali∈R

i=1,...,m
l=0,...,n−1

xi∈(0,1)
i=2,...,m−1

E .

Výše uvedené úvahy nyńı shrneme do definice optimálńı kvadraturńı formule
v Sardově smyslu na množině funkćı O.

Definice 3.6.
Existuje-li kvadraturńı formule QM

n taková, že plat́ı

max
f∈O

∣∣EM
n f

∣∣ = min
ali∈R

i=1,...,m
l=0,...,n−1

xi∈(0,1)
i=2,...,m−1

max
f∈O

|Enf | ,

pak tuto kvadraturńı formuli nazveme optimálńı kvadraturńı formuĺı v Mar-
kovově smyslu na množině funkćı O.

3.4 Optimálńı kvadratura v Sardově smyslu

Pojem optimálńı kvadraturńı formule v Sardově smyslu je z uvedených tř́ı
optimálńıch kvadratur podle odhadu na chybový člen nejobecněǰśı, nebot’

v tomto př́ıpadě hledáme nejen hodnoty vah (jako u optimálńı kvadratury
v Nikolského smyslu) ale i vhodnou polohu uzlových bod̊u. Uvažujme kva-
draturńı rovnici

1∫

0

f(x)w(x) dx =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) + E(f),
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kde funkcionál E(f) nazveme chybovým funkcionálem a funkcionál Qm tvaru

Qmf =
n∑

l=1

m∑
i=1

alif
(l−1)(xi) (3.9)

kvadraturńı formuĺı prvńıho druhu s váhami ali pro i = 1, ..., m a l = 1, ..., n
a uzly xi pro i = 1, ..., m, kde předpokládáme 0 ≤ x1 < x2 < ... < xm ≤ 1.
Jak bylo ozřejměno v předchoźım odstavci, hledáme optimálńı kvadraturńı
formuli pro nějakou danou množinu funkćı O. Chybou kvadraturńı formule
(3.9) na množině funkćı O označ́ıme E a definujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

E = sup
f∈O

E(f).

Optimálńı kvadraturńı formuli v Sardově smyslu budeme značit jako

QS
mf =

m∑
i=1

aS
i f(xS

i ). (3.10)

Jej́ı chybu na množině funkćı O označ́ıme jako ES, přitom požadujeme, aby
platilo

ES = inf
ali∈R
xi∈[0,1]

i=1,...,m
l=0,...,n−1

E

nebo také
ES = inf

Qm

E .

Výše uvedené úvahy nyńı shrneme do definice optimálńı kvadraturńı formule
v Sardově smyslu na množině funkćı O.

Definice 3.7.
Existuje-li kvadraturńı formule QS

m taková, že plat́ı

max
f∈O

∣∣ES
mf

∣∣ = min
ali∈R
xi∈[0,1]

i=1,...,m
l=0,...,n−1

max
f∈O

|Emf |

pak tuto kvadraturńı formuli nazveme optimálńı kvadraturńı formuĺı v Sar-
dově smyslu na množině funkćı O.
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3.5 Asymptoticky optimálńı kvadraturńı

formule

Nyńı se v krátkosti zmı́ńıme o asymptoticky optimálńıch kvadraturńıch
formúıch.

Definice 3.8. 2

Necht’ Qao
m je kvadraturńı vzorec, O je množina funkćı. Chybu kvadraturńı

formule Qao
m na množině O označme Eao = sup

f∈O
Eao(f). Necht’ E = sup

f∈O
E(f)

a ES = inf
aij ,xi

E3. Pak kvadraturńı formuli Qao
m nazveme asymptoticky op-

timálńı, jestlǐze plat́ı

lim
m→∞

Eao

ES
= 1.

3.6 Optimálńı kvadratura podle stupně

přesnosti

Na závěr se krátce zmı́ńıme o optimálńıch kvadraturńıch formuĺıch podle
stupně přesnosti. Opět budeme uvažovat kvadraturńı vzorce operuj́ıćı jen
s hodnotami integrované funkce, tedy pro danou funkci f plat́ı

Qmf =
m∑

j=1

ajf(xj).

Věta 3.9.
Maximálńı algebraický stupeň přesnosti pro kvadraturu s m uzly je 2m− 1.

Poznámka 3.10. Přitom pro rovnost nastává pouze pro speciálńı rozmı́stěńı
uzl̊u. Tyto body odpov́ıdaj́ı kořen̊um Čebyševova polynomu. Takto vzniklý
kvadraturńı vzorec nazýváme Gaussovou kvadraturńı formuĺı.

2[1], str 107
3Jedná se tedy o optimálńı kvadraturu v Sardově smyslu na množině O
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Kapitola 4

Peanovo jádro Rombergovy
kvadraturńı formule

V následuj́ıćı kapitole se vrát́ıme ke klasické definici Peanova jádra (tj.
definice 2.3) a shrneme nejd̊uležitěǰśı poznatky o Rombergově kvadraturńı
formuli a jej́ıch Peanových jádrech (podrobnosti k Rombergově kvadraturńı
formuli můžeme nalézt např. v [2] nebo [7]). Předevš́ım nás budou zaj́ımat
jej́ı dobré vlastnosti jako je pozitivita a konstantnost znaménka Peanova
jádra, tyto vlastnosti budeme následně zkoumat ve v́ıcerozměrném př́ıpadě
Rombergovy kubaturńı formule (viz kapitola 5).

4.1 Rombergova kvadraturńı formule

Rombergova kvadraturńı formule vycháźı z tzv. Richardsonovy extrapolace.
Při výpočtu integrálu pomoćı Rombergovy kvadraturńı formule se využ́ıvá
tzv. T-schématu1,

T0,0

T0,1 T1,0

T0,2 T1,1 T2,0
...

. . .

T0,m . . . . . . . . . . . . . . . Tm,0,

kde prvky T0,k prvńıho sloupce spočteme pomoćı složeného lichoběžńıkového

1[8], str.95
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pravidla, tedy plat́ı

T0,0 = 1
2
f(0) + 1

2
f(1)

T0,1 = 1
2
[1
2
f(0) + f(1

2
) + 1

2
f(1)]

...

T0,k = 1
2k [1

2
f(0) +

2k−1∑
i=1

f( i
2k ) + 1

2
f(1)].

Prvky ostatńıch sloupc̊u spočteme podle vzorce

Tm,k =
1

4m − 1
(4mTm−1,k+1 − Tm−1,k), m = 1, 2, .... (4.1)

Takto zkonstruovaná posloupnost Tk,0 = 1
4k−1

(4kTk−1,1−Tk−1,0) obvykle kon-
verguje k hodnotám integrálu rychleji než p̊uvodńı posloupnost T0,k źıskaná
pomoćı lichoběžńıkového pravidla.
Nejprve zavedeme pojem pozitivńı kvadraturńı formule, poté uvedeme bez
d̊ukazu (který je možno nalézt v [2] na straně 381-382) větu, která hovoř́ı
o této vlastnosti ve vztahu k Rombergově kvadratuře.

Definice 4.1.
Necht’ funkcionál Qm je kvadraturńı formule

Qm =
m∑

i=1

aif(xi),

pro m ∈ N, kde xi jsou navzájem r̊uzné uzlové body pro i = 1, ..., m.
Pak kvadraturńı formuli nazveme kladnou, pokud plat́ı

ai > 0,

pro všechna i = 1, ...,m.

Věta 4.2.
Rombergova kvadraturńı formule je pozitivńı.

Pozitivita je velice d̊uležitá vlastnost kvadraturńı formule, nebot’ zaručuje
konvergenci této kvadratury pro všechny funkce f takové, že f ∈ C([0, 1]).

Jak vzápět́ı uvid́ıme, budou pro nás velmi d̊uležitá Peanova jádra vyšš́ıch
řád̊u. Nejprve uvedeme několik vzorc̊u těchto Peanových jader a poṕı̌seme
jejich zaj́ımavé vlastnosti, které posléze shrneme do věty.
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Využijme nyńı vzorce pro Peanovo jádro kvadraturńı formule K
T1,0

3,1 (t)
a položme

K̄3,1(t) = K
T1,0

3,1 (t),

K3,2(t) =

t∫

0

K̄3,1(τ)dτ,

K3,3(t) =

t∫

0

K3,2(τ)dτ.

Pro funkci K3,2(t) tedy plat́ı vzorec

K3,2(t) =

t∫

0

K̄3,1(τ)dτ =





1
6
t3 − 1

12
t2, t ∈ [0, 1

2
)

1
6
t3 − 5

12
t2 + 1

3
t− 1

12
, t ∈ [1

2
, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.003

-0.002

-0.001

0.001

0.002

0.003

Obr. č.4.1, K3,2(t)

a pro funkci K3,3(t) źıskáváme rovnost

K3,3(t) =

t∫

0

K3,2(τ)dτ =





1
24

t4 − 1
36

t3, t ∈ [0, 1
2
)

1
24

t4 − 5
36

t3 + 1
4
t2 − 1

12
t + 1

72
, t ∈ [1

2
, 1].
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

Obr. č.4.2, K3,3(t)

Dosazeńım snadno ověř́ıme platnost rovnosti K3,2(
1
2
) = 0. Pro t ∈ [0, 1

2
] plat́ı

pro K3,2(t) rovnosti

K3,2(t) =
1

6
t3 − 1

12
t2

−K3,2(1− t) = −
[
1

6
(1− t)3 − 5

12
(1− t)2 +

1

3
(1− t)− 1

12

]
=

=
1

6
t3 − 1

12
t2.

Pro K3,3(t) dostáváme na témže intervalu

K3,3(t) =
1

24
t4 − 1

36
t3

K3,3(1− t) =
1

24
(1− t)4 − 5

36
(1− t)3 +

1

4
(1− t)2 − 1

12
(1− t) +

1

72
=

=
1

24
t4 − 1

36
t3.

Tedy zřejmě

K3,2(t) = −K3,2(1− t) t ∈ [0,
1

2
]

a

K3,3(t) = K3,3(1− t) t ∈ [0,
1

2
].
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Nyńı tento konkrétńı př́ıpad zobecńıme ve větě, která zaručuje platnost
výše uvedených vlastnost́ı. Druhá z vět již př́ımo řeš́ı problém vyjádřeńı
chybového členu Rombergovy kvadraturńı formule. Ještě podotkněme, že
obě věty uvád́ıme bez d̊ukaz̊u, jež je možné nalézt v [7] na str. 50-54.

4.2 Brauerova věta

Věta 4.3. (Bauerova věta)2

Mějme rekurentně zadanou posloupnost vzorci:

K1(t) = −1
2
t(1− t) t ∈ [0, 1]

K̄2j−1(t) =





1
4j−1

[K2j−1(2t)−K2j−1(t)] , t ∈ [0, 1
2
)

1
4j−1

[K2j−1(2t− 1)−K2j−1(t)] , t ∈ [1
2
, 1]

K2j(t) =
t∫

0

K̄2j−1(τ)dτ, t ∈ [0, 1]

K2j+1(t) =
t∫

0

K2j(τ)dτ, t ∈ [0, 1]

pro j = 1, 2, ....

Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Kj(1− t) = (−1)j+1Kj(t), pro t ∈ [0, 1]

2. Kj(t) ≤ 0, pro t ∈ [0, 1
2
]

3. Kj(0) = Kj(1) = K2j(
1
2
) = 0

4. K2j−1(t) monotónně klesá na intervalu [0, 1
2
]

E
Tj,k

2k+1
f =

1∫
0

f (2j)(t)K2j−1(t)dt, kde K2j−1(t) neměńı na intervalu [0, 1]

znaménko.

Věta 4.4. 3

Pro chybu E
Tj,k

2k+1
plat́ı rovnost E

Tj,k

2k+1
f = f (2j)(ξ)

1∫
0

K2j−1(t)dt.

2[2], str.386
3[2], str.386
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Kapitola 5

Rombergova kubaturńı formule

V následuj́ıćı kapitole zavedeme pojem Sardova jádra kubaturńı formule na
čtverci [0, 1]2 a na krychli [0, 1]3. Podrobně se budeme zabývat Rombergovou
kubaturńı formuĺı a poṕı̌seme některé jej́ı vlastnosti. Zaměř́ıme se předevš́ım
na porovnáńı vlastnost́ı v́ıcerozměrného a jednorozměrného př́ıpadu, tedy
Rombergovy kvadratury. Dále zavedeme Sardova jádra těchto kubaturńıch
formuĺı, s jejich pomoćı odhadneme chyby daných kubaturńıch vzorc̊u.

5.1 Sardovo jádro kubaturńı formule na čtverci

Nejprve ozřejmı́me, co budeme v následuj́ıćı kapitole uvažovat pod pojmem
Sardových jader kubaturńı formule Cn, kde n ∈ N. Jak jsme předeslali již
v prvńı kapitole, budeme se zabývat pouze kubaturńımi vzorci maj́ıćımi
následuj́ıćı tvar:
Kubaturńı vzorec na čtverci [0, 1]2 má tvar

∫

[0,1]2

f(~x) d~x =
m∑

i=1

aif(~xi) + E(f).

Kubaturńı vzorec na krychli [0, 1]3 má tvar
∫

[0,1]3

f(~x) d~x =
m∑

i=1

aif(~xi) + E(f)

Kubaturńı vzorce se samozřejmě neomezuj́ı jen na námi zvolene dva
př́ıpady. Vyšetřováńı kubaturńıch formuĺı a jejich Sardových jader pro obec-
něǰśı oblasti by však již přesahovalo rámec této práce.
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Nyńı odvod́ıme Sardova jádra kubaturńı formule na čtverci [0, 1]2. Než
začneme s odvozováńım, zavedeme ještě konvenci ve značeńı.

Poznámka 5.1. Necht’ f je funkce n proměnných, kde n ∈ N. Funkce f je
tř́ıdy Ck([0, 1]n) pro k > 0, necht’ i1, ..., in jsou nezáporná celá č́ısla, pro něž

plat́ı
n∑

j=1

ij ≤ k. Pak označme

fi1,...,in(~x) =
∂

n∑
j=1

ij
f

∂~x(1)i1 ...∂~x(n)in
(~x), ∀~x ∈ [0, 1]n.

Poznámka 5.2. Pro usnadněńı zápisu budeme použ́ıvat následuj́ıćıho značeńı:
Je-li ~x ∈ R2, pak ~x = (x, y), kde x, y ∈ R.
Je-li ~x ∈ R3, pak ~x = (x, y, z), kde x, y, z ∈ R.

Necht’ tedy f ∈ Ck+1([0, 1]2), pak plat́ı

f(x, y) = f(x, 0) +

y∫

0

f0,1(x, t)dt =

= f(0, 0) +

x∫

0

f1,0(u, 0)du +

y∫

0

f0,1(x, t)dt =

= f(0, 0) + xf1,0(0, 0) + yf0,1(0, 0) +

x∫

0

(x− u)f2,0(u, 0)du +

+

y∫

0

(y − t)f0,2(0, t)dt +

x∫

0

y∫

0

f1,1(u, t)dtdu =

= f(0, 0) + xf1,0(0, 0) + yf0,1(0, 0) +
x2

2!
f2,0(0, 0) +

y2

2!
f0,2(0, 0) +

+

x∫

0

(x− u)2

2!
f3,0(u, 0)du +

y∫

0

(y − t)2

2!
f0,3(0, t)dt + xyf1,1(0, 0) +

+
y

2

∫ x

0

f2,1(u, 0)du +
x

2

∫ y

0

f1,2(0, t)dt +

+
1

2

x∫

0

y∫

0

[(x− u)f2,1(u, t) + (y − t)f1,2(u, t)]dtdu.
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Pro lichá k (k = 2κ + 1) tedy plat́ı

f(x, y) =
k∑

i=0

i∑
j=0

1

i!

(
i

j

)
xi−jyjfi−j,j(0, 0) +

+
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

){
yj

x∫

0

(x− u)k−jfk+1−j,j(u, 0)du +

+ xj

y∫

0

(y − t)k−jfj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(κ!)2

x∫

0

y∫

0

(x− u)κ(y − t)κfκ+1,κ+1(u, t)dtdu

a pro sudá k (k = 2κ) plat́ı

f(x, y) =
k∑

i=0

i∑
j=0

1

i!

(
i

j

)
xi−jyjfi−j,j(0, 0) +

+
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

){
yj

x∫

0

(x− u)k−jfk+1−j,j(u, 0)du +

+ xj

y∫

0

(y − t)k−jfj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

) 

yκ

x∫

0

(x− u)κfκ+1,κ(u, 0)du + xκ

y∫

0

(y − t)κfκ,κ+1(0, t)dt



 +

+
1

2(κ− 1)!κ!

x∫

0

y∫

0

(x− u)κ−1(y − t)κ−1
{

(x− u)fκ+1,κ(u, t) +

+ (y − t)fκ,κ+1(u, t)
}

dtdu.

80



Nyńı na posledńı rovnosti aplikujeme lineárńı funkcionál Em a dostaneme:

pro lichá k (k = 2κ + 1)

Emf(x, y) =
k∑

i=0

i∑
j=0

1

i!

(
i

j

)
Ex,y

m

{
xi−jyjfi−j,j(0, 0)

}
+

+
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

)
Ex,y

m

{
yj

x∫

0

(x− u)k−jfk+1−j,j(u, 0)du +

+ xj

y∫

0

(y − t)k−jfj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(k!)2
Ex,y

m

{ x∫

0

y∫

0

(x− u)κ(y − t)κfκ+1,κ+1(u, t)dtdu
}

=

=
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Ex,y
m [yj(x− u)k−j

+ ]fk+1−j,j(u, 0)du +

+

1∫

0

Ex,y
m [xj(y − t)k−j

+ ]fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(κ!)2

1∫

0

1∫

0

Ex,y
m [(x− u)κ

+(y − t)κ
+]fκ+1,κ+1(u, t)dtdu

a pro sudá k (k = 2κ) plat́ı

Emf(x, y) =
k∑

i=0

i∑
j=0

1

i!

(
i

j

)
Ex,y

m

{
xi−jyjfi−j,j(0, 0)

}
+

+
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

)
Ex,y

m

{
yj

x∫

0

(x− u)k−jfk+1−j,j(u, 0)du +
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+ xj

y∫

0

(y − t)fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

)
Ex,y

m

{
yκ

x∫

0

(x− u)κfκ+1,κ(u, 0)du +

+ xκ

y∫

0

(y − t)fκ,κ+1(0, t)dt
}

+

+
1

2(κ− 1)!κ!
Ex,y

m

x∫

0

y∫

0

{(x− u)κ−1(y − t)κ−1(x− u)fκ+1,κ(u, t) +

+ (x− u)κ−1(y − t)κ−1(y − t)fκ,κ+1(u, t)}dtdu =

=
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Ex,y
m [yj(x− u)k−j

+ ]fk+1−j,j(u, 0)du +

+

1∫

0

Ex,y
m [xj(y − t)k−j

+ ]fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

){ 1∫

0

Ex,y
m [yκ(x− u)κ

+]fκ+1,κ(u, 0)du +

+

1∫

0

Ex,y
m [xκ(y − t)κ

+]fκ,κ+1(0, t)dt
}

+

+
1

2(κ− 1)!κ!

1∫

0

1∫

0

{Ex,y
m [(x− u)κ

+(y − t)κ−1
+ ]fκ+1,κ(u, t) +

+ Ex,y
m [(x− u)κ−1

+ (y − t)κ
+]fκ,κ+1(u, t)}dtdu.

Nyńı můžeme definovat Sardova jádra kubaturńı formule.
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Definice 5.3. 1

Necht’ k > 0 a plat́ı:
Kk−j(u) ≡ Ex,y

n [yj(x− u)k−j
+ ], j = 0, ..., κ, (x, y) ∈ Ω

Kk−j(v) ≡ Ex,y
n [xj(y − v)k−j

+ ], j = 0, ..., κ, (x, y) ∈ Ω
Kκ,κ(u, v) ≡ Ex,y

n [(x− u)κ
+(y − v)κ

+], k = 2κ + 1, (x, y) ∈ Ω
Kκ,κ−1(u, v) ≡ Ex,y

n [(x− u)κ
+(y − v)κ−1

+ ], k = 2κ, (x, y) ∈ Ω

Pak funkce Kj(u),Kj(v), Kκ,λ(u, v)2 nazveme Sardovými jádry kubaturńı for-
mule Cmf .

Následuje věta popisuj́ıćı vyjádřeńı chybového členu Emf kubaturńı for-
mule Cm prostřednictv́ım jej́ıch Sardových jader.

Věta 5.4.
Necht’ funkce f ∈ Ck+1([0, 1]2), kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň
přesnosti roven k. Pak pro chybový Emf člen kubaturńı formule Cm plat́ı
rovnost pro lichá k (k = 2κ + 1)

Emf(x, y) =
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Kk−j(u)fk+1−j,j(u, 0)du +

+

1∫

0

Kk−j(t)fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(κ!)2

1∫

0

1∫

0

Kκ,κ(u, t)dtdu

a pro sudá k (k = 2κ) plat́ı

Emf(x, y) =
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Kk−j(u)fk+1−j,j(u, 0)du +

1[2], str.105
2Pro přehlednost ṕı̌seme označeńı dané kubaturńı formule j́ı odpov́ıdaj́ıćım Sardovým

jádr̊um do horńıho indexu.
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+

1∫

0

Kk−j(t)fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

){ 1∫

0

Kκ(u)fκ+1,κ(u, 0)du +

+

1∫

0

Kκ(t)fκ,κ+1(0, t)dt
}

+

+
1

2(κ− 1)!κ!

1∫

0

1∫

0

{Kκ,κ−1(u, t)fκ+1,κ(u, t) +

+ Kκ−1,κ(u, t)fκ,κ+1(u, t)}dtdu.

D̊ukaz. Je-li funkce f tř́ıdy Ck+1([0, 1]2), pak z předchoźıch úvah v́ıme, že
pro chybový člen kubaturńı formule Cm plat́ı následuj́ıćı rovnosti:
pro lichá k (k = 2κ + 1)

Enf(x, y) =
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Ex,y
m [yj(x− u)k−j

+ ]fk+1−j,j(u, 0)du +

+

1∫

0

Ex,y
m [xj(y − t)k−j

+ ]fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(κ!)2

1∫

0

1∫

0

Ex,y
m [(x− u)κ

+(y − t)κ
+]fκ+1,κ+1(u, t)dtdu

a pro sudá k (k = 2κ) plat́ı

Emf(x, y) =
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Ex,y
m [yj(x− u)k−j

+ ]fk+1−j,j(u, 0)du +
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+

1∫

0

Ex,y
m [xj(y − t)k−j

+ ]fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

){ 1∫

0

Ex,y
m [yκ(x− u)κ

+]fκ+1,κ(u, 0)du +

+

1∫

0

Ex,y
m [xκ(y − t)κ

+]fκ,κ+1(0, t)dt
}

+

+
1

2(κ− 1)!κ!

1∫

0

1∫

0

{Ex,y
m [(x− u)κ

+(y − t)κ−1
+ ]fκ+1,κ(u, t) +

+ Ex,y
m [(x− u)κ−1

+ (y − t)κ
+]fκ,κ+1(u, t)}dtdu.

Uvažovaná kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň přesnosti roven k,
tedy plat́ı

Em(xiyj) = 0,

pro i, j nezáporná celá č́ısla taková, že i+j ≤ k. Dosazeńım snadno dostaneme
rovnosti pro lichá k (k = 2κ + 1)

Emf(x, y) =
1

k!

κ∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Kk−j(u)fk+1−j,j(u, 0)du +

+

1∫

0

Kk−j(t)fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

(κ!)2

1∫

0

1∫

0

Kκ,κ(u, t)dtdu

a pro sudá k (k = 2κ) plat́ı

Emf(x, y) =
1

k!

κ−1∑
j=0

(
k

j

){ 1∫

0

Kk−j(u)fk+1−j,j(u, 0)du +

85



+

1∫

0

Kk−j(t)fj,k+1−j(0, t)dt
}

+

+
1

k!

1

2

(
k

κ

){ 1∫

0

Kκ(u)fκ+1,κ(u, 0)du +

+

1∫

0

Kκ(t)fκ,κ+1(0, t)dt
}

+

+
1

2(κ− 1)!κ!

1∫

0

1∫

0

{Kκ,κ−1(u, t)fκ+1,κ(u, t) +

+ Kκ−1,κ(u, t)fκ,κ+1(u, t)}dtdu.

Č́ımž je d̊ukaz proveden.

5.2 Rombergova kubaturńı formule

V kapitole 4 jsme se zabývali studiem Rombergovy kvadraturńı formule.
Ukázali jsme, že tato kvadratura má velmi př́ıznivé vlastnosti, předevš́ım,
že se jedná o pozitivńı kvadraturńı formuli, jej́ıž Peanovo jádro neměńı na
intervalu integrace své znaménko. V následuj́ıćım textu se budeme zabývat
Rombergovou kubaturou (nejprve na jednotkovém čtverci, později na krychli
[0, 1]3). Naš́ı snahou bude zjistit, zda tyto kubaturńı formule maj́ı podobné
dobré vlastnosti jako jejich jednorozměrný př́ıpad.

Rombergovu kubaturńı formuli pro v́ıcerozměrný př́ıpad odvod́ıme ob-
dobným zp̊usobem jako Romberg̊uv kvadraturńı vzorec v jedné prostorové
proměnné (viz kapitola 4). Vyjdeme z lichoběžńıkového pravidla na [0, 1]N ,

kde N ∈ N. Tuto kubaturńı formuli znač́ıme T
(N)
0,0 . Přejdeme ke složenemu

lichoběžńıkovému pravidlu T
(N)
0,1 , tedy rozděĺıme stávaj́ıćı N -dimenzionálńı

krychli na 2N stejně velkých N -dimenzionálńıch krychĺı. Analogicky pos-
tupujeme dále, č́ımž dostaneme obecný vzorec pro složené lichoběžńıkové
pravidlo T

(N)
0,k , pro k ∈ N, na N -dimenzionálńı krychli. Pomoćı vzorce

T
(N)
m,k =

1

4m − 1
(4mT

(N)
m−1,k+1 − T

(N)
m−1,k), m = 1, 2, .... (5.1)
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odvod́ıme zbylé kubaturńı formule T
(N)
m,k v tzv. T-schématu

T
(N)
0,0

T
(N)
0,1 T

(N)
1,0

T
(N)
0,2 T

(N)
1,1 T

(N)
2,0

...
. . .

T
(N)
0,m . . . . . . . . . . . . . . . T

(N)
m,0 .

Kubaturńı vzorce T
(N)
m,0 , pro m ∈ N (tedy kubatury lež́ıćı na diagonále

T-schématu) nazveme Rombergovými kubaturńımi formulemi.

Definice 5.5.
Necht’ funkcionál Cm je kubaturńı formule

Cm =
m∑

i=1

aif(~xi),

kde ~xi ∈ [0, 1]n jsou navzájem r̊uzné uzlové body pro i = 1, ..., m, pro
n, m ∈ N.
Pak kubaturńı formuli nazveme kladnou, pokud plat́ı

ai > 0,

pro všechna i = 1, ...,m.

Pozitivita je velice d̊uležitá vlastnost kubaturńı formule, nebot’ zaručuje
konvergenci této kubatury pro všechny funkce f takové, že f ∈ C([0, 1]n).

Nyńı můžeme zač́ıt s odvozováńım Rombergových kubaturńıch vzorc̊u
v konkrétńıch př́ıpadech.

5.3 Sardovo jádro Rombergovy kubaturńı for-

mule na čtverci

Nejprve se budeme věnovat hledáńı Rombergovy kubaturńı formule na jed-
notkovém čtverci. Jak jsme již dř́ıve předeslali, budeme vycházet z licho-
běžńıkového pravidla na čtverci [0, 1]2. Tuto kubaturu budeme značit T

(2)
0,0 ,
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jedná se zřejmě o kubaturńı formuli s uzlovými body ve vrcholech jed-
notkového čtverce, tedy

T
(2)
0,0 =

1

4
[f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1)] .

Obdobným zp̊usobem jako v jednorozměrném př́ıpadě přejdeme k slože-
nému lichoběžńıkovému pravidlu, tentokrát děleńım jednotkového čtverce na
čtvrtiny, které budou mı́t opět tvar čtverce. Jinými slovy rozděĺıme čtverec
[0, 1]2 na čtverce [0, 1

2
]2, [0, 1

2
]× [1

2
, 1], [1

2
, 1]× [0, 1

2
] a [1

2
, 1]2. Uzlovými body

nové kubaturńı formule, kterou budeme značit T
(2)
0,1 , budou vrcholy těchto

čtverc̊u. Dostáváme tedy kubaturu ve tvaru

T
(2)
0,1 =

1

16
[f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1) +

+ 2(f(0,
1

2
) + f(

1

2
, 0) + f(1,

1

2
) + f(

1

2
, 1)) +

+ 4f(
1

2
,
1

2
)].

Kubaturńı formule T
(2)
0,1 má zřejmě devět r̊uzných uzlových bod̊u.

Opakováńım právě popsaného postupu źıskáme vzorce pro T
(2)
0,k , kde

k = 2, 3, .... Než přejdeme k obecnému vzoreci pro složené lichoběžńıkové
pravidlo na čtverci [0, 1]2, tedy T

(2)
0,k , kde k ∈ N, uvedeme ještě konkrétńı

tvar kubaturńı formule T
(2)
0,2 , nebot’ s právě zmı́něným vzorcem budeme dále

pracovat. Kubaturńı vzorec T
(2)
0,2 má tedy tvar

T
(2)
0,2 =

1

64
[f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1) +

+ 2(f(0,
1

2
) + f(

1

2
, 0) + f(1,

1

2
) + f(

1

2
, 1) + f(0,

1

4
) + f(0,

3

4
) +

+f(
1

4
, 0) + f(

3

4
, 0) + f(1,

1

4
) + f(1,

3

4
) + f(

1

4
, 1) + f(

3

4
, 1)) +

+ 4(f(
1

2
,
1

2
) + f(

1

4
,
1

4
) + f(

1

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
3

4
) + f(

1

2
,
1

4
) + f(

1

2
,
3

4
) +

+f(
3

4
,
1

4
) + f(

3

4
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
))].

Jedná se o kubaturńı formuli s pětadvaceti uzlovými body.
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Pro libovolné k ∈ N dosaneme vzorec

T
(2)
0,k = 2−2(k+1)[

1∑
i,j=0

f(i, j) + 2[
1∑

i=0

2k−1∑
j=1

f(i,
j

2k
) +

1∑
j=0

2k−1∑
i=1

f(
i

2k
, j)] +

+4
2k−1∑
i,j=1

f(
i

2k
,

j

2k
)].

Snadno zjist́ıme, že se jedná o kubaturńı vzorec s (22k + 2k+1 + 1) uzlovými

body. Je zřejmé, že všechny kubaturńı vzorce T
(2)
0,k , pro k ∈ N, jsou pozitivńı.

Než přistouṕıme k odvozováńı Rombergovy kubaturńı formule, budeme
se zabývat hledáńım Sardových jader právě definovaných kubaturńıch for-
muĺı. Budou nás zaj́ımat jejich vlastnosti a jejich možné využit́ı k odhadu
chyby těchto kubaturńıch vzorc̊u. Nejprve urč́ıme podrobně algebraický stu-
peň přesnosti kubaturńı formule T

(2)
0,0 , u zbylých kubaturńıch vzorc̊u T

(2)
0,k ,

kde k ∈ N, podrobné výpočty uvádět nebudeme.
Tato kubatura zřejmě integruje přesně konstanty, nebot’ plat́ı

1∫

0

1∫

0

1 dxdy = 1

a zároveň

T
(2)
0,0 1 =

1

4
[1 + 1 + 1 + 1] = 1,

tedy
1∫

0

1∫

0

1 dxdy − T
(2)
0,0 1 = 0.

Kubaturńı formule T
(2)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti rovem alespoň

0, což nám umožńı použ́ıt k odhadu jej́ıho chybového členu Sardova jádra.
Snadným dosazeńım zjist́ıme, že tento kubaturńı vzorec integruje přesně
i polynomy prvńıho stupně, což dokládaj́ı následuj́ıćı výpočty. Plat́ı rovnosti

1∫

0

1∫

0

x dxdy =
1

2
,

a současně

T
(2)
0,0 x =

1

4
[0 + 0 + 1 + 1] =

1

2
,
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tedy odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

x dxdy − T
(2)
0,0 x = 0.

Stejně postupujeme i pro proměnnou y a opět źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

y dxdy =
1

2

a dosazeńım do kubaturńıho vzorce T
(2)
0,0

T
(2)
0,0 y =

1

4
[0 + 1 + 0 + 1] =

1

2
.

Je zřejmé, že odečteńım těchto výraz̊u opět dostaneme

1∫

0

1∫

0

y dxdy − T
(2)
0,0 y = 0.

Kubaturńı formule T
(2)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven ale-

spoň 1. Stejným zp̊usobem pokračujeme dále pro polynomy druhého stupně
(připomeňme, že se jedná o polynomy tvaru x2, xy a y2). Dosazeńım snadno
ověř́ıme rovnosti

1∫

0

1∫

0

xy dxdy =
1

4
,

T
(2)
0,0 xy =

1

4
[0 + 0 + 0 + 1] =

1

4
.

Jejichž odečteńım źıskáme rovnost

1∫

0

1∫

0

xy dxdy − T
(2)
0,0 xy = 0.

Problém nastává u polynomů druhého stupně tvaru x2 a y2. Výpočet provedeme
pouze pro polynom x2. Zřejmě plat́ı

1∫

0

1∫

0

x2 dxdy =
1

3
,
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T
(2)
0,0 x2 =

1

4
[0 + 0 + 1 + 1] =

1

2
,

tedy odečteńım právě źıskaného dostaneme

1∫

0

1∫

0

x2 dxdy − T
(2)
0,0 x2 6= 0.

Kubaturńı formule T
(2)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven 1.

Pro chybu E4f plat́ı rovnost

E4f =

1∫

0

1∫

0

f(x, y)dxdy − 1

4
[f(0, 0) + f(0, 1) + f(1, 0) + f(1, 1)].

Kubatura T
(2)
0,0 má algebraický stupeň přesnosti roven 1, v́ıme tedy pomoćı

věty 5.4, že chybový člen kubaturńı formule T
(2)
0,0 můžeme vyjádřit jako

E4(f) =

1∫

0

K
T

(2)
0,0

1 (u)f2,0(u, 0) du +

1∫

0

K
T

(2)
0,0

1 (v)f0,2(0, v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v)f1,1(u, v) dudv,

kde K
T

(2)
0,0

1 (u), K
T

(2)
0,0

1 (v) jsou jednorozměrná Sardova jádra kubaturńı formule

T
(2)
0,0 a K

T
(2)
0,0

0,0 je dvojrozměrné Sardovo jádro této kubatury.

Hledáme tedy Sardova jádra kubaturńı formule T
(2)
0,0 . Nejprve spočteme

jednorozměrná Sardova jádra K
T

(2)
0,0

j (u), K
T

(2)
0,0

j (v), pro j = 0, 1. Podle definice
5.3 pro j = 0 dostáváme

K
T

(2)
0,0

0 (u) =
1∫
0

1∫
0

(x− u)0
+dxdy − 1

4
[(0− u)0

+ + (1− u)0
+] =

1∫
u

dx− 1
4

= −u + 3
4

K
T

(2)
0,0

0 (v) =
1∫
0

1∫
0

(y − v)0
+dxdy − 1

4
[(0− v)0

+ + (1− v)0
+] =

1∫
v

dy − 1
4

= −v + 3
4
.

Tyto funkce můžeme graficky znázornit následuj́ıćım zp̊usobem.
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Obr. č.5.1, K
T

(2)
0,0

0 (u), K
T

(2)
0,0

0 (v)

Obdobně źıskáme vzorce K
T

(2)
0,0

1 (u) a K
T

(2)
0,0

1 (v) ve tvaru

K
T

(2)
0,0

1 (u) =
1∫
0

1∫
0

(x−u)1
+dxdy− 1

4
[(0−u)1

++(1−u)1
+] =

1∫
u

(x−u)dx− 1
4
(1−u) =

= 1
2
u2 − 3

4
u + 1

4

K
T

(2)
0,0

1 (v) =
1∫
0

1∫
0

(y−v)1
+dxdy− 1

4
[(0−v)1

++(1−v)1
+] =

1∫
v

(y−v)dy− 1
4
(1−v) =

= 1
2
v2 − 3

4
v + 1

4

a jejich grafické znázorněńı:
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Obr. č.5.2, K
T

(2)
0,0

1 (u), K
T

(2)
0,0

1 (v)

Nyńı spočteme dvourozměrná Sardova jádra K
T

(2)
0,0

κ,λ (u, v), pro κ = 0, 1 a
λ = 0, 1.

Pro κ = 0 a λ = 0 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v) ve
tvaru

K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v) =
1∫
0

1∫
0

(x− u)0
+(y − v)0

+dxdy − 1
4
[(0− u)0

+(0− v)0
+ +
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+ (0− u)0
+(1− v)0

+ + (1− u)0
+(0− v)0

+ + (1− u)0
+(1− v)0

+] =

=
1∫
v

1∫
u

dxdy − 1
4

= uv − u− v + 3
4
.
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Obr. č.5.3, K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v)

Pro κ = 1 a λ = 0 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,0

1,0 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,0

1,0 (u, v) =
1∫
0

1∫
0

(x−u)1
0(y− v)0

+− 1
4
[(0−u)1

+(0− v)0
+ +(0−u)1

+(1− v)0
+ +

+ (1− u)1
+(0− v)0

+ + (1− u)1
+(1− v)0

+] =
1∫
v

1∫
u

(x− u)dxdy − 1
4
(1− u) =

= −1
2
u2v + 1

2
u2 + uv − 3

4
u− 1

2
v + 1

4
.
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Obr. č.5.4, K
T

(2)
0,0

1,0 (u, v)
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Pro κ = 0 a λ = 1 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,0

0,1 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,0

0,1 (u, v) =
1∫
0

1∫
0

(x−u)0
0(y− v)1

+− 1
4
[(0−u)0

+(0− v)1
+ +(0−u)0

+(1− v)1
+ +

+ (1− u)0
+(0− v)1

+ + (1− u)0
+(1− v)1

+] =
1∫
v

1∫
u

(y − v)dxdy − 1
4
(1− v) =

= −1
2
v2u + 1

2
v2 + uv − 1

2
u− 3

4
v + 1

4
.
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Obr. č.5.5, K
T

(2)
0,0

0,1 (u, v)

Pro κ = 1 a λ = 1 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,0

1,1 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,0

1,1 (u, v) =
1∫
0

1∫
0

(x−u)1
+(y−v)1

+dxdy− 1
4
[(0−u)1

+(0−v)1
++(0−u)1

+(1−v)1
++

+(1−u)1
+(0−v)1

++(1−u)1
+(1−v)1

+] =
1∫
v

1∫
u

(x−u)(y−v)dxdy− 1
4
(1−u)(1−v) =

= 1
4
u2v2 − 1

2
u2v − 1

2
uv2 + 1

4
u2 + 1

4
v2 + 3

4
uv + 1

4
u + 1

4
v.
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Obr. č.5.6, K
T

(2)
0,0

1,1 (u, v)

Kubaturńı formule T
(2)
0,0 má algebraický stupeň přesnosti roven 1. Připomeňme,

že integrovaná funkce f je v každé své proměnné dvakrát spojitě diferencova-
telná na jednotkovém čtverci. Aplikujeme tedy na chybový člen E4(f) větu
5.4 pro k = 1 a dostaneme rovnost

E4(f) =

1∫

0

K
T

(2)
0,0

1 (u)f2,0(u, 0) du +

1∫

0

K
T

(2)
0,0

1 (v)f0,2(0, v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v)f1,1(u, v) dudv.

Pro odhad chybového členu použijeme Hölderovu nerovnost pro p = 2,
takto źıskaný odhad bude tedy v normě prostoru L2([0, 1]2). Dostaneme
tedy nerovnost

|E4(f)| ≤ ‖f2,0‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,0

1 (u)

∣∣∣∣
2

du)
1
2 + ‖f0,2‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,0

1 (v)

∣∣∣∣
2

dv)
1
2 +

+ ‖f1,1‖2 (

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,0

0,0 (u, v)

∣∣∣∣
2

dudv)
1
2 .

Snadným výpočtem źıskáme odhad

|E4(f)| ≤ 0, 403 · ‖f‖2,2 ,
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kde pod symbolem ‖g‖2,2 rozumı́me toto

‖g‖2,2 = ‖g0,2‖2 + ‖g2,0‖2 + ‖g1,1‖2 .

Nyńı budeme hledat Sardova jádra kubaturńı formule T
(2)
0,1 . Nejprve spočteme

jednorozměrná Sardova jádra K
T

(2)
0,1

1 (u), K
T

(2)
0,1

1 (v). Podle definice 5.3 pro K
T

(2)
0,1

1 (u)
na intervalu [0, 1

2
) dostáváme vzorec

K
T

(2)
0,1

1 (u) =
1∫
0

1∫
0

(x − u)1
+dxdy − 1

16
[(0 − u)1

+ + 2(1
2
− u)1

+ + (1 − u)1
+] =

=
1∫

u

(x− u)dx− 1
16

[2(1
2
− u) + (1− u)] = 1

2
u2 − 13u

16
+ 3

8

a na intervalu [1
2
, 1]

K
T

(2)
0,1

1 (u) =
1∫
0

1∫
0

(x − u)1
+dxdy − 1

16
[(0 − u)1

+ + (1
2
− u)1

+ + (1 − u)1
+] =

=
1∫

u

(x− u)dx− 1
16

(1− u) = 1
2
u2 − 15u

16
+ 7

16
.

Jednorozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

1 (u) má tedy tvar

K
T

(2)
0,1

1 (u) =





1
2
u2 − 13u

16
+ 3

8
, u ∈ [

0, 1
2

)

1
2
u2 − 15u

16
+ 7

16
, u ∈ [

1
2
, 1

]
.

Zcela analogicky postupujeme při odvozováńı vzorce pro jednorozměrné Sar-

dovo jádro K
T

(2)
0,1

1 (v). Aplikaćı definice 5.3 dostáváme pro K
T

(2)
0,1

1 (v) na inter-
valu [0, 1

2
) vzorec

K
T

(2)
0,1

1 (v) =
1∫
0

1∫
0

(y − v)1
+dxdy − 1

16
[(0 − v)1

+ + 2(1
2
− v)1

+ + (1 − v)1
+] =

=
1∫
v

(y − v)dy − 1
16

[2(1
2
− v) + (1− v)] = 1

2
v2 − 13v

16
+ 3

8

a na intervalu [1
2
, 1]

K
T

(2)
0,1

1 (v) =
1∫
0

1∫
0

(y − v)1
+dxdy − 1

16
[(0 − v)1

+ + (1
2
− v)1

+ + (1 − v)1
+] = =

1∫
v

(y − v)dy − 1
16

(1− v) = 1
2
v2 − 15v

16
+ 7

16
.
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Jednorozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

1 (v) má tedy tvar

K
T

(2)
0,1

1 (v) =





1
2
v2 − 13v

16
+ 3

8
, v ∈ [

0, 1
2

)

1
2
v2 − 15v

16
+ 7

16
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Tyto funkce můžeme graficky znázornit takto:
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0.35

Obr. č.5.7, K
T

(2)
0,1

1 (u),K
T

(2)
0,1

1 (v)

Stejným zp̊usobem nalezneme dvojrozměrná Sardova jádra kubaturńı for-

mule T
(2)
0,1 Pro κ = 0 a λ = 0 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K

T
(2)
0,1

0,0 (u, v)
ve tvaru

K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v) =

1∫

0

1∫

0

(x− u)0
+(y − v)0

+dxdy − 1

16
[(0− u)0

+(0− v)0
+ +

+(0− u)0
+(1− v)0

+ + (1− u)0
+(0− v)0

+ + (1− u)0
+(1− v)0

+ +

+2(0− u)0
+(

1

2
− v)0

+ + 2(
1

2
− u)0

+(0− v)0
+ + 2(1− u)0

+(
1

2
− v)0

+ +

+2(
1

2
− u)0

+(1− v)0
+ + 4(

1

2
− u)0

+(
1

2
− v)0

+].
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Snadným výpočtem źıskáme konečný vzorec pro dvojrozměrné Sardovo

jádro K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v) =





uv − u− v + 7
16

, u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

uv − u− v + 13
16

, u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

uv − u− v + 13
16

, u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

uv − u− v + 15
16

, u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Grafické znázorněńı této funkce následuje v obrázku 5.8.
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Obr. č.5.8, K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v)

Pro κ = 1 a λ = 1 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v) =

1∫

0

1∫

0

(x− u)1
+(y − v)1

+dxdy − 1

16
[(0− u)1

+(0− v)1
+ +

+(0− u)1
+(1− v)1

+ + (1− u)1
+(0− v)1

+ + (1− u)1
+(1− v)1

+ +

+2(0− u)1
+(

1

2
− v)1

+ + 2(
1

2
− u)1

+(0− v)1
+ + 2(1− u)1

+(
1

2
− v)1

+ +

+2(
1

2
− u)1

+(1− v)1
+ + 4(

1

2
− u)1

+(
1

2
− v)1

+].
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Pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v) tedy plat́ı vzorec

K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v) =





u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 7uv

16
− u

8
− v

8
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 13uv

16
− 3u

8
− 5v

16
+ 1

8
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 13uv

16
− 5u

16
− 3v

8
+ 1

8
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 15uv

16
− 7u

16
− 7v

16
+ 3

16
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Grafické znázorněńı funkce K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v) nalezneme na obrázku 5.9 a 5.10.

Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

1,1 neměńı na oblasti integrace své znaménko.
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Obr. č.5.9, K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v)
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Obr. č.5.10, K
T

(2)
0,1

1,1 (u, v)
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Pro κ = 2 a λ = 2 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v) =

1∫

0

1∫

0

(x− u)2
+(y − v)2

+dxdy − 1

16
[(0− u)2

+(0− v)2
+ +

+(0− u)2
+(1− v)2

+ + (1− u)2
+(0− v)2

+ +

+(1− u)2
+(1− v)2

+ + 2(0− u)2
+(

1

2
− v)2

+ +

+2(
1

2
− u)2

+(0− v)2
+ + 2(1− u)2

+(
1

2
− v)2

+ +

+2(
1

2
− u)2

+(1− v)2
+ + 4(

1

2
− u)2

+(
1

2
− v)2

+].

Př́ımým výpočtem źıskáme vzorec pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v),
tedy

K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v) =





u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 7u2v2

16
− u2v

4
−

−uv2

4
+ 29u2

96
+ 29v2

96
+ u

24
+ v

24
− 17

576
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 13u2v2

16
− 3u2v

4
−

−5uv2

8
+ 23u2

96
+ 19v2

48
+ uv

2
− 7u

48
− v

12
+ 5

288
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 13u2v2

16
− 5u2v

8
−

−3uv2

4
+ 19u2

48
+ 23v2

96
+ uv

2
− u

12
− 7v

48
+ 5

288
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 15u2v2

16
− 7u2v

8
−

−7uv2

8
+ 13u2

48
+ 13v2

48
+ 3uv

4
− 5u

24
− 5v

24
+ 7

144
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Graf této funkce následuje na obrázku 5.11.
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Obr. č.5.11, K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v)

I v př́ıpadě Sardova jádra K
T

(2)
0,1

2,2 (u, v) se jedná o funkci neměńıćı na intervalu
integrace své znaménko.

Pro κ = 3 a λ = 3 dostáváme vzorec pro Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) ve
tvaru

K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) =

1∫

0

1∫

0

(x− u)3
+(y − v)3

+dxdy − 1

16
[(0− u)3

+(0− v)3
+ +

+(0− u)3
+(1− v)3

+ + (1− u)3
+(0− v)3

+ +

+(1− u)3
+(1− v)3

+ + 2(0− u)3
+(

1

2
− v)3

+ +

+2(
1

2
− u)3

+(0− v)3
+ + 2(1− u)3

+(
1

2
− v)3

+ +

+2(
1

2
− u)3

+(1− v)3
+ + 4(

1

2
− u)3

+(
1

2
− v)3

+].
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Dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) má tedy vzorec

K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) =





u4v4
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− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
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+

+7u3v3
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− 3u3v2

8
− 3u2v3

8
+ 5u3v
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+ 5uv3
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− v3
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+ 3u2v

16
+

+3uv2
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− 3u2

32
− 3v2

32
− 17uv

64
+ 13u

128
+ 13v
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− 9

256
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+

+13u3v3

16
− 9u3v2

8
− 15u2v3

16
+ 23u3v

32
+ 7uv3

16
− 11u3

64
− v3

16
+ 9u2v2

8
−

−21u2v
32

− 3uv2

8
+ 9u2

64
+ 5uv

32
− u

64
+ v

32
− 1

64
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+

+13u3v3

16
− 9u3v2

8
− 15u2v3

16
+ 7u3v

16
+ 23uv3

32
− u3

16
− 11v3

64
+ 9u2v2

8
−

−3u2v
8
− 21uv2

32
+ 9v2

64
+ 5uv

32
+ u

32
− v

64
− 1

64
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+

+15u3v3

16
− 21u3v2

16
− 21u2v3

16
+ 13u3v

16
+ 13uv3

16
− 3u3

16
− 3v3

16
+ 27u2v2

16
−

−15u2v
16

− 15uv2

16
+ 3u2

16
+ 3v2

16
+ 7uv

16
− u

16
− v

16
,

u ∈ [
1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Graf funkce K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) nalezneme na obrázku 5.12
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Obr. č.5.12, K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v)

Funkce K
T

(2)
0,1

3,3 (u, v) má opět na celém intervalu své integrace konstantńı
znaménko.

Kubaturńı vzorec T
(2)
0,1 má algebraický stupeň přesnosti roven 1, což

lze ukázat zcela analogicky, jako v př́ıpadě kubaturńı formule T
(2)
0,0 . I zde

předpokládáme, že funkce f je tř́ıdy C2([0, 1]2). Aplikaćı věty 5.4 pro k = 1
dostaneme pro chybový člen E9(f) vzorec

E9(f) =

1∫

0

K
T

(2)
0,1

1 (u)f2,0(u, 0) du +

1∫

0

K
T

(2)
0,1

1 (v)f0,2(0, v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v)f1,1(u, v) dudv.

Použijeme-li na tuto rovnost Hölderovu nerovnost pro p = 2, dostáváme
odhad na chybový člen E9(f) kubaturńı formule T

(2)
0,1 ve tvaru

|E9(f)| ≤ ‖f2,0‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,1

1 (u)

∣∣∣∣
2

du)
1
2 + ‖f0,2‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,1

1 (v)

∣∣∣∣
2

dv)
1
2 +

+ ‖f1,1‖2 (

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,1

0,0 (u, v)

∣∣∣∣
2

dudv)
1
2 .
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Opět se jedná o odhad v normě prostoru L2([0, 1]2). Dosazeńım snadno
źıskáme odhad

|E9f | ≤ 0, 444 · ‖f‖2,2 .

Nyńı se budeme zabývat kubaturńım vzorcem T
(2)
0,2 , jeho Sardovými jádry

a konečně odhadem jeho chybového členu. Zcela analogicky jako v př́ıpadě

T
(2)
0,0 nebo T

(2)
0,1 urč́ıme nejprve jednorozměrná Sardova jádra K

T
(2)
0,2

1 (u) a K
T

(2)
0,2

1 (v).

Pro Sardova jádra K
T

(2)
0,2

1 (u) a K
T

(2)
0,2

1 (v) dostáváme vzorce

K
T

(2)
0,2

1 (u) =





1
2
u2 − 57u

64
+ 7

16
, u ∈ [

0, 1
4

)

1
2
u2 − 59u

64
+ 57

128
, u ∈ [

1
4
, 1

2

)

1
2
u2 − 61u

64
+ 59

128
, u ∈ [

1
2
, 3

4

)

1
2
u2 − 63u

64
+ 31

64
, u ∈ [

3
4
, 1

]
,

K
T

(2)
0,2

1 (v) =





1
2
v2 − 57v

64
+ 7

16
, v ∈ [

0, 1
4

)

1
2
v2 − 59v

64
+ 57

128
, v ∈ [

1
4
, 1

2

)

1
2
v2 − 61v

64
+ 59

128
, v ∈ [

1
2
, 3

4

)

1
2
v2 − 63v

64
+ 31

64
, v ∈ [

3
4
, 1

]
.

Obě tyto funkce, tedy K
T

(2)
0,2

1 (u) a K
T

(2)
0,2

1 (v), jsou graficky znázorněny na
obrázku 5.13.
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0.2
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Obr. č.5.13, K
T

(2)
0,2

1 (u), K
T

(2)
0,2

1 (v)
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Než přejdeme z odvozeńı dvojrozměrného Sardova jádra K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v), zavedeme
zjednodušuj́ıćı značeńı, které budeme později využ́ıvat i v zápise Sardových
jader Rombergovy kubaturńı formule. Je zřejmé, že složené lichoběžńıkové
pravilo T

(2)
0,2 rozděĺı jednotkový čtverec na šestnáct stejně velkých čtverc̊u,

jejichž seznam následuje:

A = [0, 1
4
)× [0, 1

4
) E = [0, 1

4
)× [1

4
, 1

2
) I = [0, 1

4
)× [1

2
, 3

4
) M = [0, 1

4
)× [3

4
, 1]

B = [1
4
, 1

2
)× [0, 1

4
) F = [1

4
, 1

2
)× [1

4
, 1

2
) J = [1

4
, 1

2
)× [1

2
, 3

4
) N = [1

4
, 1

2
)× [3

4
, 1]

C = [1
2
, 3

4
)× [0, 1

4
) G = [1

2
, 3

4
)× [1

4
, 1

2
) K = [1

2
, 3

4
)× [1

2
, 3

4
) O = [1

2
, 3

4
)× [3

4
, 1]

D = [3
4
, 1]× [0, 1

4
) H = [3

4
, 1]× [1

4
, 1

2
) L = [3

4
, 1]× [1

2
, 3

4
) P = [3

4
, 1]× [3

4
, 1]
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Obdobným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıpadě źıskáme dvojrozměrné

Sardovo jádro K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v) ve tvaru

K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v) =





uv − u− v + 15
64

, u, v ∈ A

uv − u− v + 29
64

, u, v ∈ B

uv − u− v + 29
64

, u, v ∈ E

uv − u− v + 39
64

, u, v ∈ F

uv − u− v + 43
64

, u, v ∈ C

uv − u− v + 43
64

, u, v ∈ I

uv − u− v + 49
64

, u, v ∈ G

uv − u− v + 49
64

, u, v ∈ J

uv − u− v + 55
64

, u, v ∈ K

uv − u− v + 57
64

, u, v ∈ D

uv − u− v + 57
64

, u, v ∈M

uv − u− v + 59
64

, u, v ∈ H

uv − u− v + 59
64

, u, v ∈ N

uv − u− v + 61
64

, u, v ∈ L

uv − u− v + 61
64

, u, v ∈ O

uv − u− v + 63
64

, u, v ∈ P

Graf Sardova jádra K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v) nalezneme na obrázku 5.14.
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Obr. č.5.14, K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v)

Než přejdeme k odhadu chybového členu kubaturńı formule T
(2)
0,2 , odvod́ıme

ještě jej́ı dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,2

1,1 (u, v). Při odvozováńı postupu-

jeme zcela analogicky jako u kubaturńıho vzorce T
(2)
0,1 . Nejprve uvedeme na

obrázku 5.15 graf Sardova jádra K
T

(2)
0,2

1,1 (u, v), vzorec této funkce následuje
vzápět́ı.
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Obr. č.5.15, K
T

(2)
0,2

1,1 (u, v)
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Vzorec pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
0,2

1,1 (u, v) má tvar

K
T

(2)
0,2

1,1 (u, v) =





u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 15uv

64
− u

16
− v

16
, u, v ∈ A

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 29uv

64
− 3u

16
− 5v

128
+ 1

32
, u, v ∈ B

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 29uv

16
− 5u

128
− 3v

16
+ 1

32
, u, v ∈ E

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 39uv

64
− 29u

128
− 29v

128
+ 15

256
, u, v ∈ F

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 43uv

64
− 5u

16
− 29v

128
+ 5

32
, u, v ∈ C

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 43uv

64
− 29u

128
− 5v

16
+ 5

32
, u, v ∈ I

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 49uv

64
− 43u

128
− 39v

128
+ 29

256
, u, v ∈ G

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 49uv

64
− 39u

128
− 43v

128
+ 29

256
, u, v ∈ J

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 55uv

64
− 49u

128
− 49v

128
+ 39

256
, u, v ∈ K

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 57uv

64
− 7u

16
− 25v

64
+ 3

16
, u, v ∈ D

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 57uv

16
− 25u

64
− 7v

16
+ 3

16
, u, v ∈M

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 59uv

64
− 57u

128
− 27v

64
+ 25

128
, u, v ∈ H

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 59uv

64
− 27u

64
− 57v

128
+ 25

128
, u, v ∈ N

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 61uv

64
− 59u

128
− 29v

64
+ 27

128
, u, v ∈ L

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 61uv

64
− 29u

64
− 59v

128
+ 27

128
, u, v ∈ O

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 63uv

64
− 31u

64
− 31v

64
+ 15

64
, u, v ∈ P .

Složené lichoběžńıkové pravidlo T
(2)
0,2 má algebraický stupeň přesnosti rovný

1. Předpokládáme-li, že integrovaná funkce f je tř́ıdy C2([0, 1]2), můžeme
pro vyjádřeńı chyby této kubaturńı formule použ́ıt větu 5.4 pro k = 1. Pro
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chybový člen E25(f) kubaturńıho vzorce T
(2)
0,2 tedy dostáváme rovnost

E25(f) =

1∫

0

K
T

(2)
0,2

1 (u)f2,0(u, 0) du +

1∫

0

K
T

(2)
0,2

1 (v)f0,2(0, v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v)f1,1(u, v) dudv.

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 na právě źıskaný vztah, dostaneme
odhad chyby kubaturńı formule T

(2)
0,2 ve tvaru

|E25f | ≤ ‖f2,0‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,2

1 (u)

∣∣∣∣
2

du)
1
2 + ‖f0,2‖2 (

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,2

1 (v)

∣∣∣∣
2

dv)
1
2 +

+ ‖f1,1‖2 (

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
0,2

0,0 (u, v)

∣∣∣∣
2

dudv)
1
2 .

Snadným výpočtem źıskáme konečný odhad chybového členu v L2 normě ve
tavru

|E25f | ≤ 0, 449 · ‖f‖2,2 .

Nyńı odvod́ıme vzorce pro Rombergovu kubaturńı formuli. Jak jsem již
dř́ıve předeslali, využijeme k tomu, obdobně jako v jednorozměrném př́ıpadě,
T-schématu:

T
(2)
0,0

T
(2)
0,1 T

(2)
1,0

T
(2)
0,2 T

(2)
1,1 T

(2)
2,0

...
. . .

T
(2)
0,m . . . . . . . . . . . . . . . T

(2)
m,0,

kde polož́ıme T
(2)
m,k rovno

T
(2)
m,k =

1

4m − 1
(4mT

(2)
m−1,k+1 − T

(2)
m−1,k), m = 1, 2, .... (5.2)
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Aplikaćı vzorce (5.2) pro k = 0 a m = 1 snadno źıskáme vzorec pro Romber-

govu kubaturu T
(2)
1,0 , tedy

T
(2)
1,0 =

1

3
[4T

(2)
0,1 − T

(2)
0,0 ]

T
(2)
1,0 =

1

6
[f(0,

1

2
) + f(

1

2
, 0) + f(1,

1

2
) + f(

1

2
, 1) + 2f(

1

2
,
1

2
)]

Jedná se zřejmě o kubaturńı vzorec s pěti uzlovými body. Zd̊urazněme, že
se jedná o pozitivńı kubaturńı formuli. Nejprve spočteme jednorozměrná
Sardova jádra této kubaturńı formule, která později využijeme k odhadu na
chybový člen. Samotné výpočty jsou př́ımou aplikaćı definice 5.3, proto zde
uvád́ıme pouze jejich výsledky.

Pro jednorozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
1,0

2 (u) dostáváme tedy vzorec

K
T

(2)
1,0

2 (u) =




−u3

6
+ u2

3
− u

3
+ 1

8
, u ∈ [

0, 1
2

)

−u3

6
+ u2

2
− u

2
+ 1

6
, u ∈ [

1
2
, 1

]
.

Vzorec pro jednorozměrné Sardovo jádro K2
1(v) má tvar

K
T

(2)
1,0

2 (v) =




−v3

6
+ v2

3
− v

3
+ 1

8
, v ∈ [

0, 1
2

)

−v3

6
+ v2

2
− v

2
+ 1

6
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Grafické znázorněńı obou právě zavedených funkćı vid́ıme na obrázke 5.16.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Obr. č.5.16, K
T

(2)
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Opět zcela analogicky (př́ımou aplikaćı definice 5.3) odvod́ıme vzorce pro

jednorozměrná Sardova jádra K
T

(2)
1,0

3 (u) a K
T

(2)
1,0

3 (v). Vzorec pro K
T

(2)
1,0

3 (u) má
tvar

K
T

(2)
1,0

3 (u) =





u4

4
− 5u3

6
+ 5u2

4
− 7u

8
+ 11

48
, u ∈ [

0, 1
2

)

u4

4
− u3 + 3u2

2
− u + 1

4
, u ∈ [

1
2
, 1

]
.

Pro jednorozměrné Sardovo jádro K3
1(v) dostaneme vzorec

K
T

(2)
1,0

3 (v) =





v4

4
− 5v3

6
+ 5v2

4
− 7v

8
+ 11

48
, v ∈ [

0, 1
2

)

v4

4
− v3 + 3v2

2
− v + 1

4
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Grafy funkćı K
T

(2)
1,0

3 (u) a K
T

(2)
1,0

3 (v) nalezneme na obrázku 5.17
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Obr. č.5.17, K
T

(2)
1,0

3 (u), K
T

(2)
1,0

3 (v)

Nyńı přistupme k výpočtu dvojrozměrných Sardových jader K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v),

K
T

(2)
1,0

2,2 (u, v) a K
T

(2)
1,0

3,3 (u, v). Podotkněme ještě, že k samotnému odhadu chy-

bového členu kubaturńıho vzorce T
(2)
1,0 využijeme, jak posléze uvid́ıme, pouze

Sardovo jádro K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v). Výpočet je, stejně jako v př́ıpadě jednorozměrných
Sardových jader, př́ımou aplikaćı definice 5.3, proto zde uvád́ıme pouze
výsledný tvar těchto funkćı.
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Pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v), dostaneme vzorec

K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v) =





u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ uv

3
− u

12
− v

12
, u ∈ [

0, 1
2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 5uv

6
− 5u

12
− v

3
+ 1

6
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 5uv

6
− u

3
− 5v

12
+ 1

6
, u ∈ [

0, 1
2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ uv − u

2
− v

2
+ 1

4
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Na obrázku 5.18 a 5.19 následuje jeho grafické znázorněńı.
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Obr. č.5.18, K
T
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1,1 (u, v)
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Obr. č.5.19, K
T

(2)
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1,1 (u, v)
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Vzorec pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
1,0

2,2 (u, v) má tvar

K
T

(2)
1,0

2,2 (u, v) =





u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ u2v2

3
− u2v

6
− uv2

6
+

+u2

24
+ v2

24
− 1

144
, u ∈ [

0, 1
2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 5u2v2

6
− 5u2v

6
− 2uv2

3
+

+7u2

24
+ v2

6
+ 2uv

3
− u

4
− v

6
+ 5

72
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ 5u2v2

6
− 2u2v

3
− 5uv2

6
+

+u2

6
+ 7v2

24
+ 2uv

3
− u

6
− v

4
+ 5

72
, u ∈ [

0, 1
2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u3v3

9
− u3v2

3
− u2v3

3
+ u3v

3
+ uv3

3
− u3

9
− v3

9
+ u2v2 − u2v − uv2+

+u2

3
+ v2

3
+ uv − u

3
− v

3
+ 1

9
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Graf Sardova jádra K
T

(2)
1,0

2,2 (u, v) nalezneme na obrázku 5.20. a 5.21
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Obr. č.5.20, K
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(2)
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Obr. č.5.21, K
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Pro dvojrozměrné Sardovo jádro K
T

(2)
1,0

3,3 (u, v) dostáváme vzorec

K
T

(2)
1,0

3,3 (u, v) =





u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+ u3v3

3
−

−u3v2

4
− u2v3

4
+ u3v

8
+ uv3

8
− u3

48
− v3

48
+ uv

16
− u

32
− v

32
+ 1

64
,

u ∈ [
0, 1

2

)
, v ∈ [

0, 1
2

)

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+ 5u3v3

6
−

−5u3v2

4
− u2v3 + 7u3v

8
+ uv3

2
− 11u3

48
− v3

12
+ 3u2v2

2
− 9u2v

8
− 3uv2

4
+

+5u2

16
+ v2

8
+ 5uv

8
− 3u

16
− v

8
+ 1

24
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

0, 1
2

)

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+ 5u3v3

6
−

−u3v2 − 5u2v3

4
+ u3v

2
+ 7uv3

8
− u3

12
− 11v3

48
+ 3u2v2

2
− 3u2v

4
− 9uv2

8
+

+u2

8
+ 5v2

16
+ 5uv

8
− u

8
− 3v

16
+ 1

24
, u ∈ [

0, 1
2

)
, v ∈ [

1
2
, 1

]

u4v4

16
− u4v3

4
− u3v4

4
+ 3u4v2

8
+ u2v4

8
− u4v

4
− uv4

4
+ u4

16
+ v4

16
+ u3v3−

−3u3v2

2
− 3u2v3

2
+ u3v + uv3 − u3

4
− v3

4
+ 9u2v2

4
− 3u2v

2
− 3uv2

2
+

+3u2

8
+ 3v2

8
+ uv − u

4
− v

4
+ 1

16
, u ∈ [

1
2
, 1

]
, v ∈ [

1
2
, 1

]
.

Grafické znázorněńı této funkce vid́ıme na obrázku 5.22.
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Obr. č.5.22, K
T

(2)
1,0

3,3 (u, v)

Určeme nyńı podrobně algebraický stupeň přesnosti Rombergovy ku-
baturńı formule T

(2)
1,0 . Tento kubaturńı vzorec zřejmě integruje přesně kon-

stanty, nebot’
1∫

0

1∫

0

1 dxdy = 1

a zároveň

T
(2)
1,0 1 =

1

6
[1 + 1 + 1 + 1 + 2] = 1,

odečteńım těchto rovnost́ı snadno źıskáme

1∫

0

1∫

0

1 dxdy − T
(2)
1,0 1 = 0.

Kubaturńı formule T
(2)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti alespoň roven

0, tato skutečnost je pro nás velmi d̊uležitá, nebot’ nám umožnuje využ́ıt
při odhadu chybového členu Sardova jádra. Př́ımým dosazeńım zjist́ıme,
že Romberg̊uv kubaturńı vzorec T

(2)
1,0 integruje přesně i polynomy prvńıho

stupně, jak vid́ıme na následuj́ıćıch výpočtech:
Pro proměnnou x dostaneme př́ımým dosazeńım rovnosti

1∫

0

1∫

0

x dxdy =
1

2
,
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T
(2)
1,0 x =

1

6
[0 +

1

2
+ 1 +

1

2
+ 1] =

1

2
.

Odečteńım přávě uvedených rovnost́ı źıskáme

1∫

0

1∫

0

x dxdy − T
(2)
1,0 x = 0.

V př́ıpadě proměnné y postupujeme zcela analogicky, tedy plat́ı

1∫

0

1∫

0

y dxdy =
1

2
,

T
(2)
1,0 y =

1

6
[
1

2
+ 0 +

1

2
+ 1 + 1] =

1

2
.

Odečteńım dostáváme

1∫

0

1∫

0

y dxdy − T
(2)
1,0 y = 0.

Rombergova kubatura T
(2)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven ale-

spoň 1.
Nyńı se budeme zabývat polynomy druhého stupně, tedy x2, xy a y2.

Snadno zjist́ıme, že kubaturńı formule T
(2)
1,0 integruje přesně všechny tři

zmiňované funkce, jak je zřejmě vidět z následuj́ıćıch výpočt̊u. Dosazeńım
funkce xy źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

xy dxdy =
1

4
,

T
(2)
1,0 xy =

1

6
[0 + 0 +

1

2
+

1

2
+

1

2
] =

1

4
.

Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

xy dxdy − T
(2)
1,0 xy = 0.
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Stejně postupujeme pro funkci x2, kde po dosazeńı źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

x2 dxdy =
1

3
,

T
(2)
1,0 x2 =

1

6
[0 +

1

4
+ 1 +

1

4
+

1

2
] =

1

3
,

po odečteńı tedy plat́ı

1∫

0

1∫

0

x2 dxdy − T
(2)
1,0 x2 = 0.

Stejně tak pro funkci y2 dostaneme

1∫

0

1∫

0

y2 dxdy =
1

3
,

T
(2)
1,0 y2 =

1

6
[
1

4
+ 0 +

1

4
+ 1 +

1

2
] =

1

3
.

Odečteńım těchto rovnost́ı opět źıskáme

1∫

0

1∫

0

y2 dxdy − T
(2)
1,0 y2 = 0.

Rombergova kubaturńı formule T
(2)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti

roven alespoň 2. Stejným zp̊usobem budeme postupovat pro polynomy třet́ıho
stupně. Připomeňme, že se jedná o funkce typu x3, y3, x2y a xy2. Dosazeńım
funkce x3 źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

x3 dxdy =
1

4
,

T
(2)
1,0 x3 =

1

6
[0 +

1

8
+ 1 +

1

8
+

1

4
] =

1

4
.
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Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

x3 dxdy − T
(2)
1,0 x3 = 0.

Zcela analogicky postupujeme v př́ıpadě funkce y3, kdy po dosazeńı obdrž́ıme
rovnosti

1∫

0

1∫

0

y3 dxdy =
1

4
,

T
(2)
1,0 y3 =

1

6
[
1

8
+ 0 +

1

8
+ 1 +

1

4
] =

1

4
.

Odečteńım opět źıskáme

1∫

0

1∫

0

y3 dxdy − T
(2)
1,0 y3 = 0.

Dosazeńım funkce x2y snadno dostaneme

1∫

0

1∫

0

x2y dxdy =
1

6
,

T
(2)
1,0 x2y =

1

6
[0 + 0 +

1

2
+

1

4
+

1

4
] =

1

6
.

Rozd́ılem právě źıskaných rovnost́ı tedy obdrž́ıme

1∫

0

1∫

0

x2y dxdy − T
(2)
1,0 x2y = 0.

Stejně tak po dosazeńı funkce xy2 dostaneme rovnosti

1∫

0

1∫

0

xy2 dxdy =
1

6
,

T
(2)
1,0 xy2 =

1

6
[0 + 0 +

1

4
+

1

2
+

1

4
] =

1

6
,
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pro jejichž rozd́ıl opět plat́ı

1∫

0

1∫

0

xy2 dxdy − T
(2)
1,0 xy2 = 0.

Kubaturńı formule T
(2)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven alespoň

3. Problém nastává pro polynomy stupně 4, což dolož́ıme na př́ıkladu funkce
x4. Dosazeńım této funkce źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

x4 dxdy =
1

5
,

T
(2)
1,0 x4 =

1

6
[0 +

1

16
+ 1 +

1

16
+

1

8
] =

5

24
.

Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

x4 dxdy − T
(2)
1,0 x4 6= 0.

Rombergova kubaturńı formule T
(2)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti

roven právě 3. Využijeme tvrzeńı věty 5.4 a źıskáme odhad chybového členu
ve tvaru

E5f =
1

3!

1∫

0

K
T

(2)
1,0

3 (u)f4,0(u, 0) du +
1

3!

1∫

0

K
T

(2)
1,0

3 (v)f0,4(v) dv +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(2)
1,0

2 (u)f3,1(u, 0) du +
1

2!

1∫

0

K
T

(2)
1,0

2 (v)f1,3(v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v)f2,2(u, v) dudv,

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 dostaneme

|E5f | ≤ 1

3!
‖f4,0‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
1,0

3 (u)

∣∣∣∣
2

du




1
2

+
1

3!
‖f0,4‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
1,0

3 (v)

∣∣∣∣
2

dv




1
2

+
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+
1

2!
‖f3,1‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
1,0

2 (u)

∣∣∣∣
2

du




1
2

+
1

2!
‖f1,3‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
1,0

2 (v)

∣∣∣∣
2

dv




1
2

+

+ ‖f2,2‖



1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
1,0

1,1 (u, v)

∣∣∣∣
2

dudv




1
2

.

|E5f | ≤ 0, 083 · ‖f‖4,2

Pomoćı T-schématu odvod́ıme vzorec pro kubaturńı formuli T
(2)
1,1

T
(2)
1,1 =

1

3
[4T

(2)
0,2 − T

(2)
0,1 ]

T
(2)
1,1 =

1

24
[f(0,

1

4
) + f(0,

3

4
) + f(

1

4
, 0) + f(

3

4
, 0) + f(1,

1

4
) + f(1,

3

4
) +

+f(
1

4
, 1) + f(

3

4
, 1) +

+ 2(f(
1

4
,
1

4
) + f(

1

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
3

4
) + f(

1

2
,
1

4
) + f(

1

2
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
) +

+f(
3

4
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
))]

a následně pro T
(2)
2,0

T
(2)
2,0 =

1

15
[16T

(2)
1,1 − T

(2)
1,0 ]

T
(2)
2,0 =

1

90
[4(f(0,

1

4
) + f(0,

3

4
) + f(

1

4
, 0) + f(

3

4
, 0) + f(1,

1

4
) + f(1,

3

4
) +

+f(
1

4
, 1) + f(

3

4
, 1)) +

+ 8(f(
1

4
,
1

4
) + f(

1

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
3

4
) + f(

1

2
,
1

4
) + f(

1

2
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
) +

+f(
3

4
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
))−

− (f(0,
1

2
) + f(

1

2
, 0) + f(1,

1

2
) + f(

1

2
, 1) + 2f(

1

2
,
1

2
))]
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Źıskali jsme tedy Rombergovu kubaturńı formuli T
(2)
2,0 . Tato kubaturńı for-

mule má 21 uzlových bod̊u a nejedná se zde o pozitivńı kubaturu, nebot’ se
v ńı vyskytuj́ı kladné i záporné koeficienty.

Jednorozměrná Sardova jádra K
T

(2)
2,0

3 (u) a K
T

(2)
2,0

3 (v) Rombergovy kubaturńı

formule T
(2)
2,0 maj́ı vzorce

K
T

(2)
2,0

3 (u) =





u4

4
− 83u3

90
+ 83u2

60
− 37u

40
+ 167

720
, u ∈ [

0, 1
4

)

u4

4
− 29u3

30
+ 17u2

12
− 14u

15
+ 67

288
, u ∈ [

1
4
, 1

2

)

u4

4
− 43u3

45
+ 7u2

5
− 37u

40
+ 37

160
, u ∈ [

1
2
, 3

4

)

u4

4
− u3 + 3u2

2
− u + 1

4
, u ∈ [

3
4
, 1

]

K
T

(2)
2,0

3 (v) =





v4

4
− 83v3

90
+ 83v2

60
− 37v

40
+ 167

720
, v ∈ [

0, 1
4

)

v4

4
− 29v3

30
+ 17v2

12
− 14v

15
+ 67

288
, v ∈ [

1
4
, 1

2

)

v4

4
− 43v3

45
+ 7v2

5
− 37v

40
+ 37

160
, v ∈ [

1
2
, 3

4

)

v4

4
− v3 + 3v2

2
− u + 1

4
, v ∈ [

3
4
, 1

]

Grafy těchto Sardových jader nalezneme na obrázku 5.23.
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Obr. č.5.23, K
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3 (u), K
T

(2)
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3 (v)
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Vzorce pro jednorozměrná Sardova jádra K
T

(2)
2,0

1 (u) a K
T

(2)
2,0

2 (v) kubaturńı

formule T
(2)
2,0 maj́ı tvar

K
T

(2)
2,0

2 (u) =





−u3

6
+ 19u2

45
− 19u

45
+ 17

120
, u ∈ [

0, 1
4

)

−u3

6
+ 7u2

15
− 4u

9
+ 13

90
, u ∈ [

1
4
, 1

2

)

−u3

6
+ 41u2

90
− 13u

30
+ 17

120
, u ∈ [

1
2
, 3

4

)

−u3

6
+ u2

2
− u

2
+ 1

6
, u ∈ [

3
4
, 1

]

K
T

(2)
2,0

2 (v) =





−v3

6
+ 19v2

45
− 19v

45
+ 17

120
, v ∈ [

0, 1
4

)

−v3

6
+ 7v2

15
− 4v

9
+ 13

90
, v ∈ [

1
4
, 1

2

)

−v3

6
+ 41v2

90
− 13v

30
+ 17

120
, v ∈ [

1
2
, 3

4

)

−v3

6
+ v2

2
− v

2
+ 1

6
, v ∈ [

3
4
, 1

]

Na obrázku 5.24 následuje grafické znázorněńı těchto funkćı.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Obr. č.5.24, K
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Pro dvojrozměrné Sardovo jádro Rombergovy kubaturńı formule T
(2)
2,0

dostaneme vzorec

K
T

(2)
2,0

1,1 (u, v) =





u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 7uv

45
− 7u

180
− 7v

180
, u, v ∈ A

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 7uv

15
− 13u

60
− 7v

60
+ 2

45
, u, v ∈ B

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 7uv

15
− 7u

60
− 13v

60
+ 2

45
, u, v ∈ E

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 31uv

45
− 49u

180
− 49v

180
+ 1

12
, u, v ∈ F

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 11uv

18
− 17u

60
− 17v

90
+ 7

90
, u, v ∈ C

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 11uv

18
− 17u

90
− 17v

60
+ 5

32
, u, v ∈ I

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 67uv

90
− 19u

60
− 3v

10
+ 19

180
, u, v ∈ G

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 67uv

90
− 3u

10
− 19v

60
+ 19

180
, u, v ∈ J

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 37uv

45
− 16u

45
− 16v

45
+ 2

15
, u, v ∈ K

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 83uv

90
− 83u

180
− 19v

45
+ 19

90
, u, v ∈ D

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 83uv

90
− 19u

45
− 83v

180
+ 19

90
, u, v ∈M

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 29uv

30
− 17u

36
− 7v

15
+ 2

9
, u, v ∈ H

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 29uv

30
− 7u

15
− 17v

36
+ 2

9
, u, v ∈ N

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 43uv

45
− 7u

15
− 41v

90
+ 13

60
, u, v ∈ L

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ 43uv

45
− 41u

90
− 7v

15
+ 13

60
, u, v ∈ O

u2v2

4
− u2v

2
− uv2

2
+ u2

4
+ v2

4
+ uv − u

2
− v

2
+ 1

4
, u, v ∈ P

Grafické znázorněńı Sardova jádra K
T

(2)
2,0

1,1 (u, v) nalezneme na obrázćıch 5.25
a 5.26.
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Obr. č.5.25, K
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Obr. č.5.26, K
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1,1 (u, v)

Rombergova kubaturńı formule T
(2)
2,0 má algebraický stupeň přesnosti roven

3. Využijeme tedy tvrzeńı věty 5.4 a dostaneme odhad chybového členu ve
tvaru

E21f =
1

3!

1∫

0

K
T

(2)
2,0

3 (u)f4,0(u, 0) du +
1

3!

1∫

0

K
T

(2)
2,0

3 (v)f0,4(v) dv +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(2)
2,0

2 (u)f3,1(u, 0) du +
1

2!

1∫

0

K
T

(2)
2,0

2 (v)f1,3(v) dv +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(2)
2,0

1,1 (u, v)f2,2(u, v) dudv
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Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E21f | ≤ 1

3!
‖f4,0‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
2,0

3 (u)

∣∣∣∣
2

du




1
2

+
1

3!
‖f0,4‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
2,0

3 (v)

∣∣∣∣
2

dv




1
2

+

+
1

2!
‖f3,1‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
2,0

2 (u)

∣∣∣∣
2

du




1
2

+
1

2!
‖f1,3‖




1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
2,0

2 (v)

∣∣∣∣
2

dv




1
2

+

+ ‖f2,2‖



1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣K
T

(2)
2,0

1,1 (u, v)

∣∣∣∣
2

dudv




1
2

.

Snadným výpočtem tedy źıskáme odhad chybového členu E21f Rombergovy
kubaturńı formule T

(2)
2,0 ve tvaru

|E21f | ≤ 0, 081 · ‖f‖4,2

5.4 Sardovo jádro kubaturńı formule na krychli

Na rozd́ım od kubaturńıch vzorc̊u na čtverci, Sardova jádro kubaturńı for-
mule pro krychli nebudeme odvozovat do zcela obecného řádu k ∈ N. Jak
vzápět́ı uvid́ıme, v následuj́ıćım textu se budeme zabývat pouze kubaturńımi
vzorci s algebraickým stupněm přesnosti rovným 1 a 3, proto odvozeńı
i následnou definici Sardových jader uvád́ıme pouze pro k = 1 a k = 3.

Necht’ funkce tř́ı proměnných f je tř́ıdy Ck+1([0, 1]3)

f(x, y, z) = f(0, 0, 0) + xf1,0,0(0, 0, 0) + yf0,1,0(0, 0, 0) + zf0,0,1(0, 0, 0) +

+

x∫

0

(x− a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

y∫

0

(y − b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

z∫

0

(z − c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

x∫

0

y∫

0

f1,1,0(a, b, 0) db da +
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+

y∫

0

z∫

0

f0,1,1(0, b, c) dc db +

z∫

0

x∫

0

f1,0,1(a, 0, c) da dc =

= f(0, 0, 0) + xf1,0,0(0, 0, 0) + yf0,1,0(0, 0, 0) + zf0,0,1(0, 0, 0) +

+
x2

2!
f2,0,0(0, 0, 0) +

y2

2!
f0,2,0(0, 0, 0) +

z2

2!
f0,0,2(0, 0, 0) +

+

x∫

0

(x− a)2

2!
f3,0,0(a, 0, 0) da +

y∫

0

(y − b)2

2!
f0,3,0(0, b, 0) db +

+

z∫

0

(z − c)2

2!
f0,0,3(0, 0, c) dc + xyf1,1,0(0, 0, 0) + xzf1,0,1(0, 0, 0) +

+yzf0,1,1(0, 0, 0) +
y

2

x∫

0

f2,1,0(a, 0, 0, ) da +

+
x

2

y∫

0

f1,2,0(0, b, 0) db +
z

2

x∫

0

f2,0,1(a, 0, 0) da +

+
x

2

z∫

0

f1,0,2(0, 0, c) dc +
z

2

y∫

0

f0,2,1(0, b, 0) db +

+
y

2

z∫

0

f0,1,2(0, 0, c) dc +

+
1

2

x∫

0

y∫

0

[(x− a)f2,1,0(a, b, 0) + (y − b)f1,2,0(a, b, 0)]db da +

+
1

2

y∫

0

z∫

0

[(y − b)f0,2,1(0, b, c) + (z − c)f0,1,2(0, b, c)]dc db +

+
1

2

z∫

0

x∫

0

[(z − c)f1,0,2(a, 0, c) + (x− a)f2,0,1(a, 0, c)]da dc +
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+

z∫

0

y∫

0

x∫

0

f1,1,1(a, b, c) da db dc =

= f(0, 0, 0) + xf1,0,0(0, 0, 0) + yf0,1,0(0, 0, 0) + zf0,0,1(0, 0, 0) +

+
x2

2!
f2,0,0(0, 0, 0) +

y2

2!
f0,2,0(0, 0, 0) +

z2

2!
f0,0,2(0, 0, 0) +

+xyf1,1,0(0, 0, 0) + yzf0,1,1(0, 0, 0) + xzf1,0,1(0, 0, 0) +

+
x3

3!
f3,0,0(0, 0, 0) +

y3

3!
f0,3,0(0, 0, 0) +

z3

3!
f0,0,3(0, 0, 0) +

+
x2y

2
f2,1,0(0, 0, 0) +

xy2

2
f1,2,0(0, 0, 0) +

y2z

2
f0,2,1(0, 0, 0) +

+
yz2

2
f0,1,2(0, 0, 0) +

x2z

2
f2,0,1(0, 0, 0) +

xz2

2
f1,0,2(0, 0, 0) +

+xyzf1,1,1(0, 0, 0) +

+

x∫

0

(x− a)3

3!
f4,0,0(a, 0, 0) da +

y∫

0

(y − b)3

3!
f0,4,0(0, b, 0) db +

+

z∫

0

(z − c)3

3!
f0,0,4(0, 0, c) dc + y

x∫

0

(x− a)2

2!
f3,1,0(a, 0, 0) da +

+x

y∫

0

(y − b)2

2!
f1,3,0(0, b, 0) db + y

z∫

0

(z − c)2

2!
f0,1,3(0, 0, c) dc +

+z

y∫

0

(y − b)2

2!
f0,3,1(0, b, 0) db + x

z∫

0

(z − c)2

2!
f1,0,3(0, 0, c) dc +

+z

x∫

0

(x− a)2

2!
f3,0,1(a, 0, 0) da +
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+

x∫

0

y∫

0

(x− a)(y − b)f2,2,0(a, b, 0) db da +

+

y∫

0

z∫

0

(y − b)(z − c)f0,2,2(0, b, c) dc db +

+

z∫

0

x∫

0

(x− a)(z − c)f2,0,2(a, 0, c) da dc +

+
1

2

x∫

0

y∫

0

z∫

0

(x− a)f2,1,1(a, b, c) dc db da +

+
1

2

x∫

0

y∫

0

z∫

0

(y − b)f1,2,1(a, b, c) dc db da +

+
1

2

x∫

0

y∫

0

z∫

0

(z − c)f1,1,2(a, b, c) dc db da

Nejprve se budeme zabývat př́ıpadem pro k = 1. Na prvńı z výše uvedených
rovnost́ı aplikujeme chybový funkcionál Em a dostaneme rovnost:

Emf(x, y, z) = Ex,y,z
m (1)f(0, 0, 0) + Em(x)f1,0,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (y)f0,1,0(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (z)f0,0,1(0, 0, 0) +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)1

+f2,0,0(a, 0, 0) da +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)1

+f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (z − c)1

+f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)0

+(y − b)0
+f1,1,0(a, b, 0) dadb +
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+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)0

+(z − c)0
+f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)0

+(z − c)0
+f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Následuj́ıćı definice zavád́ı pojem Sardových jader pro k = 1.

Definice 5.6.
Necht’ plat́ı:

K1(a) = Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+

)

K1(b) = Ex,y,z
m

(
(y − b)1

+

)

K1(c) = Ex,y,z
m

(
(z − c)1

+

)

K0,0(a, b) = Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)0
+

)

K0,0(b, c) = Ex,y,z
m

(
(y − b)0

+(z − c)0
+

)

K0,0(a, c) = Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(z − c)0
+

)

Pak funkce K1(a), K1(b), K1(c) nazveme jednorozměrnými Sardovými jádry
a funkce K0,0(a, b), K0,0(b, c), K0,0(a, c) dvojrozměrnými Sardovými jádry ku-
baturńı formule Cmf .

Věta 5.7.
Necht’ funkce f ∈ C2([0, 1]3), kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň
přesnosti roven 1. Pak pro chybový Emf člen kubaturńı formule Cm plat́ı
rovnost

Emf =

1∫

0

K1(a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K1(b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K1(c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K0,0(a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K0,0(b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +
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+

1∫

0

1∫

0

K0,0(a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.

D̊ukaz. Je-li funkce f tř́ıdy C2([0, 1]3), pak z předchoźıch úvah v́ıme, že pro
chybový člen kubaturńı formule Cm plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

Emf(x, y, z) = Ex,y,z
m (1)f(0, 0, 0) + Em(x)f1,0,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (y)f0,1,0(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (z)f0,0,1(0, 0, 0) +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)1

+f2,0,0(a, 0, 0) da +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)1

+f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

Ex,y,z
m (z − c)1

+f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)0

+(y − b)0
+f1,1,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)0

+(z − c)0
+f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)0

+(z − c)0
+f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Nyńı využijeme předpokladu, že kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň
přesnosti rovný 1.

Emf =

1∫

0

K1(a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K1(b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K1(c)f0,0,2(0, 0, c) dc +
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+

1∫

0

1∫

0

K0,0(a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K0,0(b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K0,0(a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Č́ımž je d̊ukaz proveden.

Podrobně nyńı rozebereme př́ıpad k = 3. Na posledńı z rovnost z výše
uvedeného odvozeńı aplikujeme funkcionál chyby Em, č́ımž dostaneme rovnost:

Emf(x, y, z) = Ex,y,z
m (1)f(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (x)f1,0,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (y)f0,1,0(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (z)f0,0,1(0, 0, 0) +

+
1

2!
Ex,y,z

m

(
x2

)
f2,0,0(0, 0, 0) +

1

2!
Ex,y,z

m

(
y2

)
f0,2,0(0, 0, 0) +

+
1

2!
Ex,y,z

m

(
z2

)
f0,0,2(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xy) f1,1,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (yz) f0,1,1(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xz) f1,0,1(0, 0, 0) +

+
1

3!
Ex,y,z

m

(
x3

)
f3,0,0(0, 0, 0) +

1

3!
Ex,y,z

m

(
y3

)
f0,3,0(0, 0, 0) +

+
1

3!
Ex,y,z

m

(
z3

)
f0,0,3(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
x2y

)
f2,1,0(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
xy2

)
f1,2,0(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
y2z

)
f0,2,1(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
yz2

)
f0,1,2(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
x2z

)
f2,0,1(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
xz2

)
f1,0,2(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xyz) f1,1,1(0, 0, 0) +

+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)3

+f4,0,0(a, 0, 0) da +
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+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)3

+f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (z − c)3

+f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
y(x− a)2

+

)
f3,1,0(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
x(y − b)2

+

)
f1,3,0(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
y(z − c)2

+

)
f0,1,3(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
z(y − b)2

+

)
f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
x(z − c)2

+

)
f1,0,3(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
z(x− a)2

+

)
f3,0,1(a, 0, 0) da +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)1
+

)
f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(y − b)1

+(z − c)1
+

)
f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(z − c)1
+

)
f2,0,2(a, 0, c) dadc +
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+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)0
+(z − c)0

+

)
f2,1,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)1(z − c)0
+

)
f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)0
+(z − c)1

+

)
f1,1,2(a, b, c) dadbdc.

Následuje definice Sardových jader pro k = 3.

Definice 5.8.
Necht’ plat́ı:

K3(a) = Ex,y,z
m

(
(x− a)3

+

)

K3(b) = Ex,y,z
m

(
(y − b)3

+

)

K3(c) = Ex,y,z
m

(
(z − c)3

+

)

K2(a) = Ex,y,z
m

(
y(x− a)2

+

)
= Ex,y,z

m

(
z(x− a)2

+

)

K2(b) = Ex,y,z
m

(
x(y − b)2

+

)
= Ex,y,z

m

(
x(y − b)2

+

)

K2(c) = Ex,y,z
m

(
x(z − c)2

+

)
= Ex,y,z

m

(
x(z − c)2

+

)

K1,1(a, b) = Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)1
+

)

K1,1(b, c) = Ex,y,z
m

(
(y − b)1

+(z − c)1
+

)

K1,1(a, c) = Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(z − c)1
+

)

K1,0,0(a, b, c) = Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)0
+(z − c)0

+

)

K0,1,0(a, b, c) = Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)1
+(z − c)0

+

)

K0,0,1(a, b, c) = Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)0
+(z − c)1

+

)

Pak funkce Kj(a), Kj(b), Kj(c),pro j = 2, 3 nazveme jednorozměrnými Sar-
dovými jádry, funkce K1,1(a, b), K1,1(b, c), K1,1(a, c) nazveme dvojrozměrnými
Sardovými jádry a funkce K1,0,0(a, b, c), K0,1,0(a, b, c), K0,0,1(a, b, c trojrozměr-
nými Sardovými jádry kubaturńı formule Cmf .
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Věta 5.9.
Necht’ funkce f ∈ C4([0, 1]3), kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň
přesnosti roven 3. Pak pro chybový Emf člen kubaturńı formule Cm plat́ı
rovnost

Emf =
1

3!

1∫

0

K3(a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K3(b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K3(c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K2(a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K2(a)f3,0,1(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

K2(b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K2(b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K2(c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K2(c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(a, b)f2,2,0(a, b, 0) da db +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(b, c)f0,2,2(0, b, c) db dc +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(a, c)f2,0,2(a, 0, c) da dc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) da db dc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) da db dc +
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+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) da db dc.

D̊ukaz. Je-li funkce f tř́ıdy C4([0, 1]3), pak z předchoźıch úvah v́ıme, že pro
chybový člen kubaturńı formule Cm plat́ı následuj́ıćı rovnosti:

Emf(x, y, z) = Ex,y,z
m (1)f(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (x)f1,0,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (y)f0,1,0(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (z)f0,0,1(0, 0, 0) +

+
1

2!
Ex,y,z

m

(
x2

)
f2,0,0(0, 0, 0) +

1

2!
Ex,y,z

m

(
y2

)
f0,2,0(0, 0, 0) +

+
1

2!
Ex,y,z

m

(
z2

)
f0,0,2(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xy) f1,1,0(0, 0, 0) +

+ Ex,y,z
m (yz) f0,1,1(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xz) f1,0,1(0, 0, 0) +

+
1

3!
Ex,y,z

m

(
x3

)
f3,0,0(0, 0, 0) +

1

3!
Ex,y,z

m

(
y3

)
f0,3,0(0, 0, 0) +

+
1

3!
Ex,y,z

m

(
z3

)
f0,0,3(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
x2y

)
f2,1,0(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
xy2

)
f1,2,0(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
y2z

)
f0,2,1(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
yz2

)
f0,1,2(0, 0, 0) +

1

2
Ex,y,z

m

(
x2z

)
f2,0,1(0, 0, 0) +

+
1

2
Ex,y,z

m

(
xz2

)
f1,0,2(0, 0, 0) + Ex,y,z

m (xyz) f1,1,1(0, 0, 0) +

+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (x− a)3

+f4,0,0(a, 0, 0) da +

+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (y − b)3

+f0,4,0(0, b, 0) db +
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+
1

3!

1∫

0

Ex,y,z
m (z − c)3

+f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
y(x− a)2

+

)
f3,1,0(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
x(y − b)2

+

)
f1,3,0(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
y(z − c)2

+

)
f0,1,3(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
z(y − b)2

+

)
f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
x(z − c)2

+

)
f1,0,3(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

Ex,y,z
m

(
z(x− a)2

+

)
f3,0,1(a, 0, 0) da +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)1
+

)
f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(y − b)1

+(z − c)1
+

)
f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(z − c)1
+

)
f2,0,2(a, 0, c) dadc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)1

+(y − b)0
+(z − c)0

+

)
f2,1,1(a, b, c) dadbdc +
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+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)1(z − c)0
+

)
f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Ex,y,z
m

(
(x− a)0

+(y − b)0
+(z − c)1

+

)
f1,1,2(a, b, c) dadbdc

Nyńı využijeme předpokladu, že kubaturńı formule Cm má algebraický stupeň
přesnosti rovný 3, tedy po vynulováńı př́ıslušných člen̊u dostáváme

Emf =
1

3!

1∫

0

K3(a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K3(b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K3(c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K2(a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K2(a)f3,0,1(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

K2(b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K2(b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K2(c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K2(c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(a, b)f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(b, c)f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K1,1(a, c)f2,0,2(a, 0, c) dadc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) dadbdc +
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+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) dadbdc.

Č́ımž je d̊ukaz proveden.

5.5 Sardovo jádro Rombergovy kubaturńı for-

mule na krychli

Nyńı se budeme zabývat Rombergovými kubaturńımi formulemi na jed-
notkové krychli. Budeme postupovat obdobně jako v jedno a dvojrozměrném
př́ıpadě, tedy k odvozeńı Rombergových kubaturńıch vzorc̊u použijeme T-
schématu, pro N = 3. Nejprve se budeme věnovat lichoběžńıkovému pravidlu
T

(3)
0,0 na jednotkové krychli. Jde zřejmě o pozitivńı kubaturńı formuli s osmi

r̊uznými uzlovými body, které lež́ı ve vrcholech krychle [0, 1]3.

T
(3)
0,0 =

1

8
(f(0, 0, 0) + f(1, 0, 0) + f(0, 1, 0) + f(0, 0, 1) + f(1, 1, 0) +

+f(1, 0, 1) + f(0, 1, 1) + f(1, 1, 1))

Nejprve urč́ıme podrobně algebraický stupeň přesnosti kubaturńı formule
T

(3)
0,0 , u zbylých kubaturńıch vzorc̊u T

(3)
0,k , kde k ∈ N, podrobné výpočty

uvádět nebudeme.
Tato kubatura zřejmě integruje přesně konstanty, nebot’ plat́ı

1∫

0

1∫

0

1∫

0

1 dxdydz = 1

a zároveň

T
(3)
0,0 1 =

1

8
[1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1] = 1,

tedy
1∫

0

1∫

0

1∫

0

1 dxdydz − T
(3)
0,0 1 = 0.
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Kubaturńı formule T
(3)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven alespoň

0, což nám umožńı použ́ıt k odhadu jej́ıho chybového členu Sardova jádra.
Snadným dosazeńım zjist́ıme, že tento kubaturńı vzorec integruje přesně
i polynomy prvńıho stupně, což dokládaj́ı následuj́ıćı výpočty. Plat́ı rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x dxdydz =
1

2
,

a současně

T
(3)
0,0 x =

1

8
[0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1] =

1

2
,

tedy odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x dxdydz − T
(3)
0,0 x = 0.

Stejně postupujeme i pro proměnnou y a opět źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

y dxdydz =
1

2

a dosazeńım do kubaturńıho vzorce T
(3)
0,0

T
(3)
0,0 y =

1

8
[0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1] =

1

2
.

Je zřejmé, že odečteńım těchto výraz̊u opět dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

y dxdydz − T
(3)
0,0 y = 0.

Zcela analogicky postupujeme i pro proměnnou z. Dostaneme tedy rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

z dxdydz =
1

2
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a dosazeńım do kubaturńıho vzorce T
(3)
0,0

T
(3)
0,0 y =

1

8
[0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1] =

1

2
.

jejichž odečteńım źıskáme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

z dxdydz − T
(3)
0,0 z = 0.

Kubaturńı formule T
(3)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven ale-

spoň 1. Stejným zp̊usobem pokračujeme dále pro polynomy druhého stupně
(připomeňme, že se jedná o polynomy tvaru x2, y2, z2, xy, yz a xz). Problém
nastává u polynomů druhého stupně tvaru x2, y2 a z2. Výpočet provedeme
pouze pro polynom x2. Zřejmě plat́ı

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2 dxdydz =
1

3
,

T
(3)
0,0 x2 =

1

8
[0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1] =

1

2
,

tedy odečteńım právě źıskaného dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2 dxdy − T
(3)
0,0 x2 6= 0.

Kubaturńı formule T
(3)
0,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven 1.

E8f =

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) da db +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) db dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) da dc.
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Pro odhad chybového členu E8f lichoběžńıkového pravidla T
(3)
0,0 potřebujeme

spoč́ıst jednorozměrná Sardova jádra K
T

(3)
0,0

1 (a), K
T

(3)
0,0

1 (b), K
T

(3)
0,0

1 (c) a dvojrozměrná

Sardova jádra K
T

(3)
0,0

0,0 (a, b), K
T

(3)
0,0

0,0 (b, c), K
T

(3)
0,0

0,0 (a, c). Nejprve spočteme jednorozměrná

Sardova jádra kubaturńı formule T
(3)
0,0 . Jejich vzorce dostaneme ve tvaru

K
T

(3)
0,0

1 (a) =
a2

2
− 7a

8
+

3

8
,

K
T

(3)
0,0

1 (b) =
b2

2
− 7b

8
+

3

8
,

K
T

(3)
0,0

1 (c) =
c2

2
− 7c

8
+

3

8
.

Pro dvojrozměrná Sardova jádra lichoběžńıkového pravidla T
(3)
0,0 źıskáme

vzorce

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, b) = ab− a− b +
7

8
,

K
T

(3)
0,0

0,0 (b, c) = bc− b− c +
7

8
,

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, c) = ac− a− c +
7

8
.

Uvedená Sardova jádra dosad́ıme do vztahu pro chybový člen E8f kubaturńı
formule T

(3)
0,0 , tedy do vzorce

E8f =

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,0

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) da db +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) db dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,0

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) da dc.
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Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E8f | ≤ 1, 225 · ‖f‖2,2 ,

kde pod symbolem ‖g‖2,2 rozumı́me toto

‖g‖2,2 = ‖g0,0,2‖2 + ‖g0,2,0‖2 + ‖g0,0,2‖2 + ‖g1,1,0‖2 + ‖g1,0,1‖2 + ‖g0,1,1‖2 .

Opět, jako v předchoźıch př́ıpadech, nejprve urč́ıme algebraický stupeň přes-
nosti této kubaturńı formule.

T
(3)
0,1 =

1

64
[f(0, 0, 0) + f(1, 0, 0) + f(0, 1, 0) + f(0, 0, 1) + f(1, 1, 0) +

+f(1, 0, 1) + f(0, 1, 1) + f(1, 1, 1)

+ 2(f(0, 0,
1

2
) + f(0,

1

2
, 0) + f(

1

2
, 0, 0) + f(1, 1,

1

2
) + f(1,

1

2
, 1) +

+f(
1

2
, 1, 1) + f(0, 1,

1

2
) + f(1, 0,

1

2
) + f(0,

1

2
, 1) + f(1,

1

2
, 0) +

+f(
1

2
, 0, 1) + f(

1

2
, 1, 0)) +

+ 4(f(0,
1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 0,

1

2
) + f(

1

2
,
1

2
, 0) + f(1,

1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 1,

1

2
) +

+f(
1

2
,
1

2
, 1)) +

+ 8f(
1

2
,
1

2
,
1

2
)]

Kubaturńı formule T
(3)
0,1 má také algebraický stupeň přesnosti roven 1, což by

se ukázalo zcela analogicky jako v př́ıpadě lichoběžńıkového pravidla T
(3)
0,0 .

E27f =

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +
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+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Pro odhad chybového členu E27f lichoběžńıkového pravidla T
(3)
1,0 potřebujeme

spoč́ıst jednorozměrná Sardova jádra K
T

(3)
0,1

1 (a), K
T

(3)
0,1

1 (b), K
T

(3)
0,1

1 (c) a dvojroz-

měrná Sardova jádra K
T

(3)
0,1

0,0 (a, b), K
T

(3)
0,1

0,0 (b, c), K
T

(3)
0,1

0,0 (a, c). Pro jednorozměrná

Sardova jádra kubaturńı formule T
(3)
0,1 dostaneme vzorce

K
T

(3)
0,1

1 (a) =





a2

2
− 61a

64
+ 15

32
, a ∈ [

0, 1
2

)

a2

2
− 63a

64
+ 31

64
, a ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
0,1

1 (b) =





b2

2
− 61b

64
+ 15

32
, b ∈ [

0, 1
2

)

b2

2
− 63b

64
+ 31

64
, b ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
0,1

1 (c) =





c2

2
− 61c

64
+ 15

32
, c ∈ [

0, 1
2

)

c2

2
− 63c

64
+ 31

64
, c ∈ [

1
2
, 1

]

Vzorce pro dvojrozměrná Sardova jádra složeného lichoběžńıkového pravidla
T

(3)
0,1 maj́ı tvar

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, b) =





ab− a− b− 55
64

, a ∈ [
0, 1

2

)
, b ∈ [

0, 1
2

)

ab− a− b + 61
64

, a ∈ [
0, 1

2

)
, b ∈ [

1
2
, 1

]

ab− a− b + 61
64

, a ∈ [
1
2
, 1

]
, b ∈ [

0, 1
2

)

ab− a− b + 63
63

, a ∈ [
1
2
, 1

]
, b ∈ [

1
2
, 1

]
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K
T

(3)
0,1

0,0 (b, c) =





bc− b− c− 55
64

, b ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
2

)

bc− b− c + 61
64

, b ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 1

]

bc− b− c + 61
64

, b ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
2

)

bc− b− c + 63
64

, b ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, c) =





ac− a− c− 55
64

, a ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
2

)

ac− a− c + 61
64

, a ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 1

]

ac− a− c + 61
64

, a ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
2

)

ac− a− c + 63
64

, a ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 1

]

E27f =

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,1

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,1

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Použit́ım Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E27f | ≤ 1, 411 · ‖f‖2,2 .
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Dále se budeme zabývat kubaturńı formuĺı T
(3)
0,2 , jej́ıž vzorec má tvar:

T
(3)
0,2 =

1

512
[f(0, 0, 0) + f(1, 0, 0) + f(0, 1, 0) + f(0, 0, 1) + f(1, 1, 0) +

+f(1, 0, 1) + f(0, 1, 1) + f(1, 1, 1) +

+ 2(f(0, 0
1

4
) + f(0, 0

1

2
) + f(0, 0

3

4
) + f(0,

1

4
, 0) + f(0,

1

2
, 0) +

+f(0,
3

4
, 0) + f(

1

4
, 0, 0) + f(

1

2
, 0, 0) + f(

3

4
, 0, 0) + f(0, 1,

1

4
) +

+f(0, 1,
1

2
) + f(0, 1,

3

4
) + f(1, 0,

1

4
) + f(1, 0,

1

2
) + f(1, 0,

3

4
) +

+f(0,
1

4
, 1) + f(0,

1

2
, 1) + f(0,

3

4
, 1) + f(1,

1

4
, 0) + f(1,

1

2
, 0) +

+f(1,
3

4
, 0) + f(

1

4
, 0, 1) + f(

1

2
, 0, 1) + f(

3

4
, 0, 1) + f(

1

4
, 1, 0) +

+f(
1

2
, 1, 0) + f(

3

4
, 1, 0) + f(1, 1,

1

4
) + f(1, 1,

1

2
) + f(1, 1,

3

4
) +

+f(1,
1

4
, 1) + f(1,

1

2
, 1) + f(1,

3

4
, 1) + f(

1

4
, 1, 1) + f(

1

2
, 1, 1) +

+f(
3

4
, 1, 1)) +

+ 4(f(0,
1

4
,
1

4
) + f(0,

1

4
,
1

2
) + f(0,

1

4
,
3

4
) + f(0,

1

2
,
1

4
) + f(0,

1

2
,
1

2
) +

+f(0,
1

2
,
3

4
) + f(0,

3

4
,
1

4
) + f(0,

3

4
,
1

2
) + f(0,

3

4
,
3

4
) + f(

1

4
, 0,

1

4
) +

+f(
1

4
, 0,

1

2
) + f(

1

4
, 0,

3

4
) + f(

1

2
, 0,

1

4
) + f(

1

2
, 0,

1

2
) + f(

1

2
, 0,

3

4
) +

+f(
3

4
, 0,

1

4
) + f(

3

4
, 0,

1

2
) + f(

3

4
, 0,

3

4
) + f(

1

4
,
1

4
, 0) + f(

1

4
,
1

2
, 0) +

+f(
1

4
,
3

4
, 0) + f(

1

2
,
1

4
, 0) + f(

1

2
,
1

2
, 0) + f(

1

2
,
3

4
, 0) + f(

3

4
,
1

4
, 0) +

+f(
3

4
,
1

2
, 0) + f(

3

4
,
3

4
, 0) + f(1,

1

4
,
1

4
) + f(1,

1

4
,
1

2
) + f(1,

1

4
,
3

4
) +

+f(1,
1

2
,
1

4
) + f(1,

1

2
,
1

2
) + f(1,

1

2
,
3

4
) + f(1,

3

4
,
1

4
) + f(1,

3

4
,
1

2
) +

+f(1,
3

4
,
3

4
) + f(

1

4
, 1,

1

4
) + f(

1

4
, 1,

1

2
) + f(

1

4
, 1,

3

4
) + f(

1

2
, 1,

1

4
) +

+f(
1

2
, 1,

1

2
) + f(

1

2
, 1,

3

4
) + f(

3

4
, 1,

1

4
) + f(

3

4
, 1,

1

2
) + f(

3

4
, 1,

3

4
) +
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+f(
1

4
,
1

4
, 1) + f(

1

4
,
1

2
, 1) + f(

1

4
,
3

4
, 1) + f(

1

2
,
1

4
, 1) + f(

1

2
,
1

2
, 1) +

+f(
1

2
,
3

4
, 1) + f(

3

4
,
1

4
, 1) + f(

3

4
,
1

2
, 1) + f(

3

4
,
3

4
, 1)) +

+ 8(f(
1

4
,
1

4
,
1

4
) + f(

1

4
,
1

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
1

4
,
3

4
) + f(

1

4
,
1

2
,
1

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
1

4
) +

+f(
1

2
,
1

4
,
1

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
1

4
) + f(

1

2
,
1

2
,
1

4
) + f(

1

2
,
1

2
,
1

2
) + f(

1

2
,
1

2
,
3

4
) +

+f(
1

2
,
1

4
,
1

2
) + f(

1

2
,
3

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
1

2
,
1

2
) + f(

3

4
,
1

2
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
,
1

4
) +

+f(
3

4
,
3

4
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

2
,
3

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
3

4
) +

+f(
1

2
,
3

4
,
3

4
) + f(

1

4
,
1

2
,
3

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
1

2
) + f(

1

2
,
1

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
1

2
) +

+f(
1

2
,
3

4
,
1

4
) + f(

3

4
,
1

2
,
1

4
))].

Složené lichoběžńıkové pravidlo T
(3)
0,2 má také algebraický stupeň přesnosti

roven 1, což by se ukázalo zcela analogicky jako v př́ıpadě kubaturńıho vzorce
T

(3)
0,0 .

E64f =

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.
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Jednorozměrná Sardova jádra složeného lichoběžńıkového pravidla T
(3)
0,2

maj́ı vzorce

K
T

(3)
0,2

1 (a) =





a2

2
− 505a

512
+ 63

128
, a ∈ [

0, 1
4

)

a2

2
− 509a

512
+ 505

1024
, a ∈ [

1
4
, 1

2

)

a2

2
− 255a

256
+ 507

1024
, a ∈ [

1
2
, 3

4

)

a2

2
− 511a

512
+ 255

512
, a ∈ [

3
4
, 1

]

K
T

(3)
0,2

1 (b) =





b2

2
− 505b

512
+ 63

128
, b ∈ [

0, 1
4

)

b2

2
− 509b

512
+ 505

1024
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

b2

2
− 255b

256
+ 507

1024
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

b2

2
− 511b

512
+ 255

512
, b ∈ [

3
4
, 1

]

K
T

(3)
0,2

1 (c) =





c2

2
− 505c

512
+ 63

128
, c ∈ [

0, 1
4

)

c2

2
− 509c

512
+ 505

1024
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

c2

2
− 255c

256
+ 507

1024
, c ∈ [

1
2

3
4

)

c2

2
− 511c

512
+ 255

512
, c ∈ [

3
4
, 1

]
.
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Vzorce dvojrozměrných Sardových jader dostaneme ve tvaru

K
T

(3)
0,2

0,0 (a, b) =





ab− a− b + 463
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, b ∈ [

0, 1
4

)

ab− a− b + 477
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, b ∈ [

0, 1
4

)

ab− a− b + 477
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

ab− a− b + 487
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

ab− a− b + 491
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, b ∈ [

0, 1
4

)

ab− a− b + 491
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

ab− a− b + 497
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

ab− a− b + 497
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

ab− a− b + 503
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

ab− a− b + 505
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, b ∈ [

0, 1
4

)

ab− a− b + 505
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, b ∈ [

3
4
, 1

]

ab− a− b + 507
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

ab− a− b + 507
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, b ∈ [

3
4
, 1

]

ab− a− b + 509
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

ab− a− b + 509
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, b ∈ [

3
4
, 1

]

ab− a− b + 511
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, b ∈ [

3
4
, 1

]
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K
T

(3)
0,2

0,0 (b, c) =





bc− b− c + 463
512

, b ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

bc− b− c + 477
512

, b ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

bc− b− c + 477
512

, b ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

bc− b− c + 487
512

, b ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

bc− b− c + 491
512

, b ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

bc− b− c + 491
512

, b ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

bc− b− c + 497
512

, b ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

bc− b− c + 497
512

, b ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

bc− b− c + 503
512

, b ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

bc− b− c + 505
512

, b ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
4

)

bc− b− c + 505
512

, b ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

bc− b− c + 507
512

, b ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

bc− b− c + 507
512

, b ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

bc− b− c + 509
512

, b ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

bc− b− c + 509
512

, b ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

bc− b− c + 511
512

, b ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

3
4
, 1

]
,
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K
T

(3)
0,2

0,0 (a, c) =





ac− a− c + 463
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

ac− a− c + 477
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

ac− a− c + 477
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

ac− a− c + 487
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

ac− a− c + 491
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

0, 1
4

)

ac− a− c + 491
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

ac− a− c + 497
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

ac− a− c + 497
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

ac− a− c + 503
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

ac− a− c + 505
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
4

)

ac− a− c + 505
512

, a ∈ [
0, 1

4

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

ac− a− c + 507
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

ac− a− c + 507
512

, a ∈ [
1
4
, 1

2

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

ac− a− c + 509
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

ac− a− c + 509
512

, a ∈ [
1
2
, 3

4

)
, c ∈ [

3
4
, 1

]

ac− a− c + 511
512

, a ∈ [
3
4
, 1

]
, c ∈ [

3
4
, 1

]
.
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Źıskaná Sardova jadra kubaturńı formule T
(3)
0,2 dosad́ıme do vzorce pro

chybový člen E64f této kubatury, tedy do vzorce

E64f =

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (a)f2,0,0(a, 0, 0) da +

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (b)f0,2,0(0, b, 0) db +

+

1∫

0

K
T

(3)
0,2

1 (c)f0,0,2(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (a, b)f1,1,0(a, b, 0) dadb +

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (b, c)f0,1,1(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
0,2

0,0 (a, c)f1,0,1(a, 0, c) dadc.

Aplikaćı Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E27f | ≤ 0, 957 · ‖f‖2,2 .

Nyńı odvod́ıme vzorec pro Rombergovu kubaturńı formuli. Stejně jako
v př́ıpadě Rombergovy kvadratury a dvojrozměrné Rombergovy kubatury,
vyoužijeme k tomuto odvozeńı tvz. T-schematu:

T
(3)
0,0

T
(3)
0,1 T

(3)
1,0

T
(3)
0,2 T

(3)
1,1 T

(3)
2,0

...
. . .

T
(3)
0,m . . . . . . . . . . . . . . . T

(3)
m,0,

kde kubaturńı formuli T
(3)
m,k polož́ıme rovnu

T
(3)
m,k =

1

4m − 1
(4mT

(3)
m−1,k+1 − T

(3)
m−1,k), m = 1, 2, .... (5.3)
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Aplikaćı vzorce (5.3) pro k = 0 a m = 1 snadno źıskáme vzorec pro Romber-

govu kubaturu T
(3)
1,0 , tedy

T
(3)
1,0 =

1

48
[−(f(0, 0, 0) + f(1, 0, 0) + f(0, 1, 0) + f(0, 0, 1) + f(1, 1, 0) +

+f(1, 0, 1) + f(0, 1, 1) + f(1, 1, 1)) +

+ 2(f(0, 0,
1

2
) + f(0,

1

2
, 0) + f(

1

2
, 0, 0) + f(1, 1,

1

2
) + f(1,

1

2
, 1) +

+f(
1

2
, 1, 1) + f(0, 1,

1

2
) + f(1, 0,

1

2
) + f(0,

1

2
, 1) + f(1,

1

2
, 0) +

+f(
1

2
, 0, 1) + f(

1

2
, 1, 0)) +

+ 4(f(0,
1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 0,

1

2
) + f(

1

2
,
1

2
, 0) + f(1,

1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 1,

1

2
) +

+f(
1

2
,
1

2
, 1)) +

+ 8f(
1

2
,
1

2
,
1

2
)]

Poznamenejme, že Rombergova kubaturńı formule neńı pozitivńı kubaturou.
Určeme nyńı podrobně algebraický stupeň přesnosti Rombergovy ku-

baturńı formule T
(3)
1,0 . Tento kubaturńı vzorec zřejmě integruje přesně kon-

stanty, nebot’
1∫

0

1∫

0

1∫

0

1 dxdydz = 1

a zároveň

T
(3)
1,0 1 =

1

48
[−(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1) +

+2(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1) +

+4(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1) + 8(1)] = 1,

odečteńım těchto rovnost́ı snadno źıskáme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

1 dxdydz − T
(3)
1,0 1 = 0.
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Kubaturńı formule T
(3)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti alespoň roven

0, tato skutečnost je pro nás velmi d̊uležitá, nebot’ nám umožňuje využ́ıt
při odhadu chybového členu Sardova jádra. Př́ımým dosazeńım zjist́ıme,
že Romberg̊uv kubaturńı vzorec T

(3)
1,0 integruje přesně i polynomy prvńıho

stupně, jak vid́ıme na následuj́ıćıch výpočtech: Pro proměnnou x dostaneme
př́ımým dosazeńım rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x dxdydz =
1

2
,

T
(3)
1,0 x =

1

48
[−(0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 +
1

2
+ 1 + 1 +

1

2
+ 0 + 1 + 0 + 1 +

1

2
+

1

2
) +

+4(0 +
1

2
+

1

2
+ 1 +

1

2
+

1

2
) + 8(

1

2
)] =

1

2
.

Odečteńım přávě uvedených rovnost́ı źıskáme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x dxdydz − T
(3)
1,0 x = 0.

V př́ıpadě proměnné y postupujeme zcela analogicky, tedy plat́ı

1∫

0

1∫

0

1∫

0

y dxdydz =
1

2
,

T
(3)
1,0 y =

1

48
[−(0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1) +

+2(0 +
1

2
+ 0 + 1 +

1

2
+ 1 + 1 + 0 +

1

2
+

1

2
+ 0 + 1) +

+4(
1

2
+ 0 +

1

2
+

1

2
+ 1 +

1

2
) + 8(

1

2
)] =

1

2
.

Odečteńım dostáváme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

y dxdydz − T
(3)
1,0 y = 0.
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Stejně tak pro proměnnou z dostáváme rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

z dxdydz =
1

2
,

T
(3)
1,0 z =

1

48
[−(0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1) +

+2(
1

2
+ 0 + 0 +

1

2
+ 1 + 1 +

1

2
+

1

2
+ 1 + 0 + 1 + 0) +

+4(
1

2
+

1

2
+ 0 +

1

2
+

1

2
+ 1) + 8(

1

2
)] =

1

2
.

Odečteńım dostáváme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

z dxdydz − T
(3)
1,0 z = 0.

Rombergova kubatura T
(3)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven ale-

spoň 1.
Nyńı se budeme zabývat polynomy druhého stupně, tedy x2, y2, z2, xy, yz

a xz. Snadno zjist́ıme, že kubaturńı formule T
(3)
1,0 integruje přesně všech šest

zmiňovaných funkćı, jak je zřejmě vidět z následuj́ıćıch výpočt̊u. Dosazeńım
funkce xy źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xy dxdydz =
1

4
,

T
(3)
1,0 xy =

1

48
[−(0 + 0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 + 0 + 1 +
1

2
+

1

2
+ 0 + 0 + 0 +

1

2
+ 0 +

1

2
) +

+4(0 + 0 +
1

4
+

1

2
+

1

2
+

1

4
) + 8(

1

4
)] =

1

4
.

Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xy dxdydz − T
(3)
1,0 xy = 0.
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Pro funkce yz a xz dostáváme zcela analogické výsledky, což je zp̊usobeno
symetríı Rombergovy kubaturńı formule T

(3)
1,0 . Proto zde výpočty pro zmı́něné

funkce neuvád́ıme. Stejně postupujeme pro funkci x2, kde po dosazeńı źıskáme
rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2 dxdydz =
1

3
,

T
(3)
1,0 x2 =

1

48
[−(0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 +
1

4
+ 1 + 1 +

1

4
+ 0 + 1 + 0 + 1 +

1

4
+

1

4
) +

+4(0 +
1

4
+

1

4
+ 1 +

1

4
+

1

4
) + 8(

1

4
)] =

1

3
.

Po odečteńı tedy plat́ı

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2 dxdydz − T
(3)
1,0 x2 = 0.

Zcela analogicky bychom postupovali v př́ıpadě funkćı y2 a z2. Dı́ky symetrii
kubaturńıho vzorce T

(3)
1,0 je zřejmé, že i tyto funkce jsou j́ım integrovány

přesně. Rombergova kubaturńı formule T
(3)
1,0 má tedy algebraický stupeň

přesnosti roven alespoň 2. Stejným zp̊usobem budeme postupovat pro poly-
nomy třet́ıho stupně. Připomeňme, že se jedná o funkce typu x3, y3, z3, x2y,
x2z, xy2, y2z, xz2, yz2 a xyz. Dosazeńım funkce x3 źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x3 dxdydz =
1

4
,

T
(3)
1,0 x3 =

1

48
[−(0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 +
1

8
+ 1 + 1 +

1

8
+ 0 + 1 + 0 + 1 +

1

8
+

1

8
) +

+4(0 +
1

8
+

1

8
+ 1 +

1

8
+

1

8
) + 8(

1

8
)] =

1

4
.
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Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x3 dxdydz − T
(3)
1,0 x3 = 0.

Zcela analogicky postupujeme v př́ıpadě funkćı y3 a z3. Obdobně jako výše
je zde uvádět nebudeme. Dosazeńım funkce x2y snadno dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y dxdydz =
1

6
,

T
(3)
1,0 x2y =

1

48
[−(0 + 0 + 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 + 0 + 1 +
1

2
+

1

4
+ 0 + 0 + 0 +

1

2
+ 0 +

1

4
) +

+4(0 + 0 +
1

8
+

1

2
+

1

4
+

1

8
) + 8(

1

8
)] =

1

6
.

Rozd́ılem právě źıskaných rovnost́ı tedy obdrž́ıme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y dxdydz − T
(3)
1,0 x2y = 0.

Pro funkce xy2, y2z, xz2 a yz2 bychom postupovali zcela analogicky, tyto
výsledky zde proto neuvád́ıme. Stejně tak po dosazeńı funkce xyz dostaneme
rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xyz dxdydz =
1

8
,

T
(3)
1,0 xyz =

1

48
[−(0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 + 0 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) +

+4(0 + 0 + 0 +
1

4
+

1

4
+

1

4
) + 8(

1

8
)] =

1

8
.
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pro jejichž rozd́ıl opět plat́ı

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xyz dxdydz − T
(3)
1,0 xyz = 0.

Kubaturńı formule T1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti roven alespoň
3. Problém nastává pro polynomy stupně 4, což dolož́ıme na př́ıkladu funkce
x4. Dosazeńım této funkce źıskáme rovnosti

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x4 dxdydz =
1

5
,

T
(3)
1,0 x4 =

1

48
[−(0 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1) +

+2(0 + 0 +
1

16
+ 1 + 1 +

1

16
+ 0 + 1 + 0 + 1 +

1

16
+

1

16
) +

+4(0 +
1

16
+

1

16
+ 1 +

1

16
+

1

16
) + 8(

1

16
)] =

5

24
.

Jejich odečteńım dostaneme

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x4 dxdydz − T
(3)
1,0 x4 6= 0.

Rombergova kubaturńı formule T
(3)
1,0 má tedy algebraický stupeň přesnosti

roven právě 3. Využijeme tvrzeńı věty 5.9 a dostáváme odhad chybového
členu ve tvaru

E27f =
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (a)f3,0,1(a, 0, 0) da +
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+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (a, b)f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (b, c)f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (a, c)f2,0,2(a, 0, c) dadc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) dadbdc.

Pro odhad chybového členu E27f Rombergovy kubaturńı formule T
(3)
1,0 tedy

potřebujeme spoč́ıst:

jednorozměrná Sardova jádra K
T

(3)
1,0

3 (a), K
T

(3)
1,0

3 (b), K
T

(3)
1,0

3 (c), K
T

(3)
1,0

2 (a), K
T

(3)
1,0

2 (b),

K
T

(3)
1,0

2 (c),

dvojrozměrná Sardova jádra K
T

(3)
1,0

1,1 (a, b), K
T

(3)
1,0

1,1 (b, c), K
T

(3)
1,0

1,1 (a, c)

a trojrozměrná Sardova jádra K
T

(3)
1,0

1,0,0(a, b, c), K
T

(3)
1,0

0,1,0(a, b, c), K
T

(3)
1,0

0,0,1(a, b, c).
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Nejprve spočteme jednorozměrná Sardova jádra

K
T

(3)
1,0

3 (a) =





a4

4
− 47a3

48
+ 3a2

2
− 33a

32
+ 17

64
, a ∈ [

0, 1
2

)

a4

4
− 49a3

48
+ 25a2

16
− 17a

16
+ 13

48
, a ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
1,0

3 (b) =





b4

4
− 47b3

48
+ 3b2

2
− 33b

32
+ 17

64
, b ∈ [

0, 1
2

)

b4

4
− 49b3

48
+ 25b2

16
− 17b

16
+ 13

48
, b ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
1,0

3 (c) =





c4

4
− 47c3

48
+ 3c2

2
− 33c

32
+ 17

64
, c ∈ [

0, 1
2

)

c4

4
− 49c3

48
+ 25c2

16
− 17c

16
+ 13

48
, c ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
1,0

2 (a) =




−a3

6
+ 23a2

48
− a

2
+ 17

96
, a ∈ [

0, 1
2

)

−a3

6
+ 25a2

48
− 13a

24
+ 3

16
, a ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
1,0

2 (b) =




− b3

6
+ 23b2

48
− b

2
+ 17

96
, b ∈ [

0, 1
2

)

− b3

6
+ 25b2

48
− 13b

24
+ 3

16
, b ∈ [

1
2
, 1

]

K
T

(3)
1,0

2 (c) =




− c3

6
+ 23c2

48
− c

2
+ 17

96
, c ∈ [

0, 1
2

)

− c3

6
+ 25c2

48
− 13c

24
+ 3

16
, c ∈ [

1
2
, 1

]
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Pro dvojrozměrná Sardova jádra Rombergovy kubarutńı formule T
(3)
1,0

dostaneme vzorce

K
T

(3)
1,0

1,1 (a, b) =





a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 41ab

48
− 5a

12
− 5b

12
+ 5

24
,

a ∈ [
0, 1

2

)
, b ∈ [

0, 1
2

)

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 47ab

48
− a

2
− 23b

48
+ 1

4
,

a ∈ [
0, 1

2

)
, b ∈ [

1
2
, 1

]

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 47ab

48
− 23a

48
− b

2
+ 1

4
,

a ∈ [
1
2
, 1

]
, b ∈ [

0, 1
2

)

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 49ab

48
− 25a

48
− 25b

48
+ 13

48
,

a ∈ [
1
2
, 1

]
, b ∈ [

1
2
, 1

]
,

K
T

(3)
1,0

1,1 (b, c) =





b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 41bc

48
− 5b

12
− 5c

12
+ 5

24
,

b ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
2

)

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 47bc

48
− b

2
− 23c

48
+ 1

4
,

b ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 1

]

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 47bc

48
− 23b

48
− c

2
+ 1

4
,

b ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
2

)

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 49bc

48
− 25b

48
− 25c

48
+ 13

48
,

b ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 1

]
,
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K
T

(3)
1,0

1,1 (a, c) =





a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 41ac

48
− 5a

12
− 5c

12
+ 5

24
,

a ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

0, 1
2

)

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 47ac

48
− a

2
− 23c

48
+ 1

4
,

a ∈ [
0, 1

2

)
, c ∈ [

1
2
, 1

]

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 47ac

48
− 23a

48
− c

2
+ 1

4
,

a ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

0, 1
2

)

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 49ac

48
− 25a

48
− 25c

48
+ 13

48
,

a ∈ [
1
2
, 1

]
, c ∈ [

1
2
, 1

]
.

Pro usnadněńı a zpřehledněńı vzorc̊u zavedeme následuj́ıćı značeńı, které

použijeme při zápisu trojrozměrných Sardových jader K
T

(3)
1,0

1,0,0(a, b, c), K
T

(3)
1,0

0,1,0(a, b, c)

a K
T

(3)
1,0

0,0,1(a, b, c) Rombergovy kubaturńı formule T
(3)
1,0 .

I = [0, 1
2
)× [0, 1

2
)× [0, 1

2
) V = [0, 1

2
)× [0, 1

2
)× [1

2
, 1

2
)

II = [1
2
, 1]× [0, 1

2
)× [0, 1

2
) VI = [1

2
, 1× [0, 1

2
)× [1

2
, 1]

III = [0, 1
2
)× [1

2
, 1]× [0, 1

2
) VII = [0, 1

2
)× [1

2
, 1]× [1

2
, 1]

IV = [1
2
, 1]× [1

2
, 1)× [0, 1

2
) VIII = [1

2
, 1]× [1

2
, 1]× [1

2
, 1].
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Vzorce pro trojrozměrná Sardova jádra Rombergovy kubaturńı formule
T

(3)
1,0 maj́ı tvar

K
T

(3)
1,0

1,0,0(a, b, c) =





a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 23a

48
− b

2
− c

2
+ 1

6
,

a, b, c ∈ I

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 41a

48
− b

2
− c

2
+ 17

48
,

a, b, c ∈ II

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 43a

48
− b

2
− c

2
+ 7

16
,

a, b, c ∈ III

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 47a

48
− b

2
− c

2
+ 23

48
,

a, b, c ∈ IV

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 43a

48
− b

2
− c

2
+ 7

16
,

a, b, c ∈ V

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 47a

48
− b

2
− c

2
+ 23

48
,

a, b, c ∈ VI

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 47a

48
− b

2
− c

2
+ 1

2
,

a, b, c ∈ VII

a2bc
2
− a2b

2
− a2c

2
− abc− a2

2
− ab− ac + bc

2
− 49a

48
− b

2
− c

2
+ 25

48
,

a, b, c ∈ VIII,
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K
T

(3)
1,0

0,1,0(a, b, c) =





ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 23b

48
− c

2
+ 1

6
,

a, b, c ∈ I

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 43b

48
− c

2
+ 7

16
,

a, b, c ∈ II

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 41b

48
− c

2
+ 17

48
,

a, b, c ∈ III

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 47b

48
− c

2
+ 23

48
,

a, b, c ∈ IV

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 43b

48
− c

2
+ 7

16
,

a, b, c ∈ V

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 47b

48
− c

2
+ 1

2
,

a, b, c ∈ VI

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 47b

48
− c

2
+ 23

48
,

a, b, c ∈ VII

ab2c
2
− ab2

2
− b2c

2
− abc− b2

2
− ab− bc + ac

2
− a

2
− 49b

48
− c

2
+ 25

48
,

a, b, c ∈ VIII,
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K
T

(3)
1,0

0,0,1(a, b, c) =





abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 23c

48
+ 1

6
,

a, b, c ∈ I

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 43c

48
+ 7

16
,

a, b, c ∈ II

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 43c

48
+ 7

16
,

a, b, c ∈ III

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 47c

48
+ 1

2
,

a, b, c ∈ IV

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 41c

48
+ 17

48
,

a, b, c ∈ V

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 47c

48
+ 23

48
,

a, b, c ∈ VI

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 47c

48
+ 23

48
,

a, b, c ∈ VII

abc2

2
− ac2

2
− bc2

2
− abc− c2

2
− ac− bc + ac

2
− a

2
− b

2
− 49c

48
+ 25

48
,

a, b, c ∈ VIII.
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Právě uvedená Sardova jádrar kubaturńı formule T
(3)
1,0 dosad́ıme do vzorce

pro chybový člen E27f této Rombergovy kubatury, tedy do vzorce

E27f =
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

3 (c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (a)f3,0,1(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
1,0

2 (c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (a, b)f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (b, c)f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,1 (a, c)f2,0,2(a, 0, c) dadc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
1,0

0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) dadbdc.
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Použit́ım Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E27f | ≤ 0, 513 · ‖f‖4,2 .

Pomoćı tvz. T-schématu odvod́ıme Rombergovu kubaturńı formuli T
(3)
2,0 , jej́ıž

vzorec následuje:

T
(3)
2,0 =

1

720
[−(f(0, 0, 0) + f(1, 0, 0) + f(0, 1, 0) + f(0, 0, 1) + f(1, 1, 0) +

+f(1, 0, 1) + f(0, 1, 1) + f(1, 1, 1))−
− 6(f(0, 0

1

2
) + f(0,

1

2
, 0) + f(

1

2
, 0, 0) + f(0, 1,

1

2
) + f(1, 0,

1

2
) +

+f(0,
1

2
, 1) + f(1,

1

2
, 0) + f(

1

2
, 0, 1) + f(

1

2
, 1, 0) + f(1, 1,

1

2
) +

+f(1,
1

2
, 1) + f(

1

2
, 1, 1)) +

+ 4(f(0, 0
1

4
) + f(0, 0

3

4
) + f(0,

1

4
, 0) + f(0,

3

4
, 0) + f(

1

4
, 0, 0) +

+f(
3

4
, 0, 0) + f(0, 1,

1

4
) + f(0, 1,

3

4
) + f(1, 0,

1

4
) + f(1, 0,

3

4
) +

+f(0,
1

4
, 1) + f(0,

3

4
, 1) + f(1,

1

4
, 0) + f(1,

3

4
, 0) + f(

1

4
, 0, 1) +

+f(
3

4
, 0, 1) + f(

1

4
, 1, 0) + f(

3

4
, 1, 0) + f(1, 1,

1

4
) + f(1, 1,

3

4
) +

+f(1,
1

4
, 1) + f(1,

3

4
, 1) + f(

1

4
, 1, 1) + f(

3

4
, 1, 1))−

− 12(f(0,
1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 0,

1

2
) + f(

1

2
,
1

2
, 0) + f(1,

1

2
,
1

2
) + f(

1

2
, 1,

1

2
) +

+f(
1

2
,
1

2
, 1)) +

+ 8(f(0,
1

4
,
1

4
) + f(0,

1

4
,
1

2
) + f(0,

1

4
,
3

4
) + f(0,

1

2
,
1

4
) + f(0,

1

2
,
3

4
) +

+f(0,
3

4
,
1

4
) + f(0,

3

4
,
1

2
) + f(0,

3

4
,
3

4
) + f(

1

4
, 0,

1

4
) + f(

1

4
, 0,

1

2
) +

+f(
1

4
, 0,

3

4
) + f(

1

2
, 0,

1

4
) + f(

1

2
, 0,

3

4
) + f(

3

4
, 0,

1

4
) + f(

3

4
, 0,

1

2
) +

+f(
3

4
, 0,

3

4
) + f(

1

4
,
1

4
, 0) + f(

1

4
,
1

2
, 0) + f(

1

4
,
3

4
, 0) + f(

1

2
,
1

4
, 0) +

+f(
1

2
,
3

4
, 0) + f(

3

4
,
1

4
, 0) + f(

3

4
,
1

2
, 0) + f(

3

4
,
3

4
, 0) + f(1,

1

4
,
1

4
) +

166



+f(1,
1

4
,
1

2
) + f(1,

1

4
,
3

4
) + f(1,

1

2
,
1

4
) + f(1,

1

2
,
3

4
) + f(1,

3

4
,
1

4
) +

+f(1,
3

4
,
1

2
) + f(1,

3

4
,
3

4
) + f(

1

4
, 1,

1

4
) + f(

1

4
, 1,

1

2
) + f(

1

4
, 1,

3

4
) +

+f(
1

2
, 1,

1

4
) + f(

1

2
, 1,

3

4
) + f(

3

4
, 1,

1

4
) + f(

3

4
, 1,

1

2
) + f(

3

4
, 1,

3

4
) +

+f(
1

4
,
1

4
, 1) + f(

1

4
,
1

2
, 1) + f(

1

4
,
3

4
, 1) + f(

1

2
,
1

4
, 1) + f(

1

2
,
3

4
, 1) +

+f(
3

4
,
1

4
, 1) + f(

3

4
,
1

2
, 1) + f(

3

4
,
3

4
, 1))−

− 24f(
1

2
,
1

2
,
1

2
) +

+ 16(f(
1

4
,
1

4
,
1

4
) + f(

1

4
,
1

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
1

4
,
3

4
) + f(

1

4
,
1

2
,
1

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
1

4
) +

+f(
1

2
,
1

4
,
1

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
1

4
) + f(

1

2
,
1

2
,
1

4
) + f(

1

2
,
1

2
,
3

4
) + f(

1

2
,
1

4
,
1

2
) +

+f(
1

2
,
3

4
,
1

2
) + f(

1

4
,
1

2
,
1

2
) + f(

3

4
,
1

2
,
1

2
) + f(

3

4
,
3

4
,
1

4
) + f(

3

4
,
3

4
,
1

2
) +

+f(
3

4
,
3

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

2
,
3

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
3

4
) + f(

1

2
,
3

4
,
3

4
) +

+f(
1

4
,
1

2
,
3

4
) + f(

1

4
,
3

4
,
1

2
) + f(

1

2
,
1

4
,
3

4
) + f(

3

4
,
1

4
,
1

2
) + f(

1

2
,
3

4
,
1

4
) +

+f(
3

4
,
1

2
,
1

4
))].

I v tomto př́ıpadě se nejedená o pozitivńı kubaturńı formuli. Romberg̊uv
kubaturńı vzorec T

(3)
2,0 má algebraický stupeň přesnosti roven 3, což by se

ukázalo zcela analogicky jako v př́ıpadě kubaturńıho vzorce T
(3)
1,0 .

E64f =
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (a)f3,0,1(a, 0, 0) da +
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+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (a, b)f2,2,0(a, b, 0) da db +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (b, c)f0,2,2(0, b, c) db dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (a, c)f2,0,2(a, 0, c) da dc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) da db dc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) da db dc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) da db dc.

Pro odhad chybového členu E64f Rombergovy kubaturńı formule T
(3)
2,0 tedy

potřebujeme spoč́ıst:

jednorozměrná Sardova jádra K
T

(3)
2,0

3 (a), K
T

(3)
2,0

3 (b), K
T

(3)
2,0

3 (c), K
T

(3)
2,0

2 (a), K
T

(3)
2,0

2 (b),

K
T

(3)
2,0

2 (c),

dvojrozměrná Sardova jádra K
T

(3)
2,0

1,1 (a, b), K
T

(3)
2,0

1,1 (b, c), K
T

(3)
2,0

1,1 (a, c)

a trojrozměrná Sardova jádra K
T

(3)
2,0

1,0,0(a, b, c), K
T

(3)
2,0

0,1,0(a, b, c), K
T

(3)
2,0

0,0,1(a, b, c).
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Pro jednorozměrná Sardova jádra Rombegrovy kubatury T
(3)
2,0 dostaneme

vzorce

K
T

(3)
2,0

3 (a) =





a4

4
− 719a3

720
+ 3a2

2
− a + 1

4
, a ∈ [

0, 1
4

)

a4

4
− 241a3

240
+ 361a2

240
− 961a

960
+ 2881

11520
, a ∈ [

1
4
, 1

2

)

a4

4
− 239a3

240
+ 179a2

120
− 289a

192
+ 2869

11520
, a ∈ [

1
2
, 3

4

)

a4

4
− 721a3

720
+ 361a2

240
− 241a

240
+ 180

720
, a ∈ [

3
4
, 1

]
,

K
T

(3)
2,0

3 (b) =





b4

4
− 719b3

720
+ 3b2

2
− b + 1

4
, b ∈ [

0, 1
4

)

b4

4
− 241b3

240
+ 361b2

240
− 961b

960
+ 2881

11520
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

b4

4
− 239b3

240
+ 179b2

120
− 289b

192
+ 2869

11520
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

b4

4
− 721b3

720
+ 361b2

240
− 241b

240
+ 180

720
, b ∈ [

3
4
, 1

]
,

K
T

(3)
2,0

3 (c) =





c4

4
− 719c3

720
+ 3c2

2
− c + 1

4
, c ∈ [

0, 1
4

)

c4

4
− 241c3

240
+ 361c2

240
− 961c

960
+ 2881

11520
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

c4

4
− 239c3

240
+ 179c2

120
− 289c

192
+ 2869

11520
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

c4

4
− 721c3

720
+ 361c2

240
− 241c

240
+ 180

720
, c ∈ [

3
4
, 1

]
,

K
T

(3)
2,0

2 (a) =





−a3

6
+ 359a2

720
− a

2
+ 1

6
, a ∈ [

0, 1
4

)

−a3

6
+ 121a2

240
− 181a

360
+ 481

2880
, a ∈ [

1
4
, 1

2

)

−a3

6
+ 119a2

240
− 89a

180
+ 95

576
, a ∈ [

1
2
, 3

4

)

−a3

6
+ 361a2

720
− 181a

360
+ 121

720
, a ∈ [

3
4
, 1

]
,
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K
T

(3)
2,0

2 (b) =





− b3

6
+ 359b2

720
− b

2
+ 1

6
, b ∈ [

0, 1
4

)

− b3

6
+ 121b2

240
− 181b

360
+ 481

2880
, b ∈ [

1
4
, 1

2

)

− b3

6
+ 119b2

240
− 89b

180
+ 95

576
, b ∈ [

1
2
, 3

4

)

− b3

6
+ 361b2

720
− 181b

360
+ 121

720
, b ∈ [

3
4
, 1

]
,

K
T

(3)
2,0

2 (c) =





− c3

6
+ 359c2

720
− c

2
+ 1

6
, c ∈ [

0, 1
4

)

− c3

6
+ 121c2

240
− 181c

360
+ 481

2880
, c ∈ [

1
4
, 1

2

)

− c3

6
+ 119c2

240
− 89c

180
+ 95

576
, c ∈ [

1
2
, 3

4

)

− c3

6
+ 361c2

720
− 181c

360
+ 121

720
, c ∈ [

3
4
, 1

]
.
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Vzorce dvojrozměrných Sardových jáder kubaturńı formule T
(3)
2,0 maj́ı tvar

K
T

(3)
2,0

1,1 (a, b) =





a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 133ab

144
− 83a

180
− 83b

180
+ 83

360
, a, b ∈ A

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 77ab

80
− 29a

60
− 113b

240
+ 17

72
, a, b ∈ B

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 691ab

720
− 43a

90
− 169b

360
+ 7

30
, a, b ∈ C

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 719ab

720
− a

2
− 359b

720
+ 1

4
, a, b ∈ D

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 77ab

80
− 113a

240
− 29b

60
+ 17

72
, a, b ∈ E

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 713ab

720
− 353a

720
− 353b

720
+ 347

1440
, a, b ∈ F

a2b2
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2
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4
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4
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4
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2
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2
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4
+ b2

4
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− 121b
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a2b2

4
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2
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2
+ a2

4
+ b2

4
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− 43b
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30
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a2b2

4
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2
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2
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4
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4
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− 347b
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a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 47ab
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− 29a

60
− 29b
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+ 341

1440
, a, b ∈ K

a2b2

4
− a2b

2
− ab2

2
+ a2

4
+ b2

4
+ 239ab
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− 179a

360
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360
, a, b ∈ L

a2b2

4
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2
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4
+ b2

4
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− 359a
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+ 1

4
, a, b ∈M

a2b2

4
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2
− ab2
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+ a2

4
+ b2

4
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− 121a
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− 361b
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+ 181
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a2b2
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4
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+ b2
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, a, b ∈ P ,
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b2c2

4
− c2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 133bc

144
− 83b

180
− 83c
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+ 83

360
, b, c ∈ A

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 77bc

80
− 29b

60
− 113c

240
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72
, b, c ∈ B

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 691bc

720
− 43b
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+ 7
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, b, c ∈ C

b2c2

4
− b2b

2
− bc2

2
+ b2

4
+ c2

4
+ 719bc
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2
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4
, b, c ∈ D

b2c2

4
− b2c

2
− bc2

2
+ b2

4
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4
+ 77bc
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− 113b

240
− 29c

60
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72
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− bc2

2
+ b2
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4
+ 713bc
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1440
, b, c ∈ F

b2c2
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− bc2

2
+ b2

4
+ c2
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+ 703bc
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− 347b
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− 29c

60
+ 341

1440
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− bc2

2
+ b2
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+ c2

4
+ 241bc
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− 361b
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− 121c
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− bc2
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+ c2

4
+ 47bc
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60
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+ 341
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− 179b
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− 119c
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a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 239ac

240
− 179a

360
− 119c

240
+ 89

360
, a, c ∈ L

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 719ac

720
− 359a

720
− c

2
+ 1

4
, a, c ∈M

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 241ac

240
− 121a

240
− 361c

720
+ 181

720
, a, c ∈ N

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 239ac

240
− 119a

240
− 179c

360
+ 89

360
, a, c ∈ O

a2c2

4
− a2c

2
− ac2

2
+ a2

4
+ c2

4
+ 721ac

720
− 361a

720
− 361c

720
+ 181

720
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Vzorce trojrozměrných Sardových jader K
T

(3)
2,0

1,0,0(a, b, c), K
T

(3)
2,0

0,1,0(a, b, c) a K
T

(3)
2,0

0,0,1(a, b, c)
jsou dlouhé a značně komplikované, proto je zde neuvád́ıme.
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Tyto funkce dosad́ıme do vzorce pro chybový člen E64f Rombergovy
kubaturńı formule T

(3)
2,0 , tedy do vzorce

E64f =
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (a)f4,0,0(a, 0, 0) da +
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (b)f0,4,0(0, b, 0) db +

+
1

3!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

3 (c)f0,0,4(0, 0, c) dc +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (a)f3,1,0(a, 0, 0) da +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (a)f3,0,1(a, 0, 0) da +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (b)f1,3,0(0, b, 0) db +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (b)f0,3,1(0, b, 0) db +

+
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (c)f1,0,3(0, 0, c) dc +
1

2!

1∫

0

K
T

(3)
2,0

2 (c)f0,1,3(0, 0, c) dc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (a, b)f2,2,0(a, b, 0) dadb +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (b, c)f0,2,2(0, b, c) dbdc +

+

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,1 (a, c)f2,0,2(a, 0, c) dadc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

1,0,0(a, b, c)f2,1,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

0,1,0(a, b, c)f1,2,1(a, b, c) dadbdc +

+
1

2

1∫

0

1∫

0

1∫

0

K
T

(3)
2,0

0,0,1(a, b, c)f1,1,2(a, b, c) dadbdc.
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Použit́ım Hölderovy nerovnosti pro p = 2 źıskáme odhad

|E64f | ≤ 0.560 · ‖f‖4,2 .

5.6 Shrnut́ı

V této kapitole jsem se zabývali studiem Rombergovy kubaturńı formule na
jednotkovém čtverci a na jednotkové krychli. Zaj́ımali jsme se předevš́ım
o to, zda se dobré vlastnosti Rombergovy kvadraturńı formule přenášej́ı na
jej́ı v́ıcerozměrný př́ıpad.

Jak je vidět z výše uvedených vzorc̊u, Rombergova kubaturńı formule
neńı obecně pozitivńı kubaturou. Na jednotkovém čtverci ztráćı Romberg̊uv
kubaturńı vzorec T

(2)
k,0 , kde k ∈ N, pozitivitu poprvé pro k = 2, u Romber-

govy kubaturńı formule T
(3)
k,0 , kde k ∈ N, docháźı k této ztratě již pro k = 1.

Nemáme tedy zaručenu konvergenci těchto kubaturńıch formuĺı pro spojité
funkce.

Sardova jádra Rombergovy kubaturńı formule i pro vyšš́ı řády měńı své
znaménko, což dokládaj́ı vzorce těchto jader a jejich grafy.

Dobrou vlastnost́ı, která z̊ustavá pro v́ıcerozměrný př́ıpad Rombergovy
kubatury zachována, je vyšš́ı alegebraický stupeň přesnosti než u lichoběž-
ńıkového pravidla.
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Závěr

V práci jsme definovali Peanovo jádro kvadraturńı formule, která operuje
pouze s funkčńımi hodnotami integrované funkce v uzlových bodech. Po-
psali jsme některé jeho vlastnosti a ukázali jsme, jak je možné využ́ıt Peanovo
jádro k odhadu chybového členu kvadraturńıho vzorce a to v př́ıpadě, kdy má
Peanovo jádro na celém intervalu integrace konstantńı znaménko, i v př́ıpadě,
že Peanovo jádro znaménko měńı. Dále jsme zobecnili pojem stupně přesnosti
kvadraturńı formule a t́ım i pojem Peanova jádra, které nyńı umı́me nalézt
i pro kvadraturńı formule obsahuj́ıćı kromě funkčńıch hodnot integrované
funkce i hodnoty jej́ıch derivaćı.

Dále jsme se v práci zabývali hledáńım optimálńı kvadraturńı formule.
Zavedli jsme pojmy optimalńı kvadraturńı formule v Sardově, v Markovově
a v Nikolského smyslu. Přičemž nalezeńı posledńı jmenované kvadratury
jsme se podrobně věnovali jak pro kvadraturńı formule neobsahuj́ıćı hod-
noty derivaćı integrované funkce, tak i pro kvadratury operuj́ıćı s těmito
hodnotami. Pro jednoduchost jsme se zabývali aproximaćı integrálu pouze
s jednotkovou váhovou funkćı. Všechny úvahy by bylo možné zobecnit pro
netriviálńı váhové funkce.

Daľśım tématem, kterým jsme se zabývali, bylo hledáńı Rombergovy
kvadraturńı a posléze i kubaturńı formule. Zavedli jsem pojem Sardových
jader kubaturńı formule na čtverci a na krychli. Podrobně jsme se věnovali
lichoběžńıkovému pravidlu a Rombergově kubaturńı formuli a př́ıslušným
Sardovým jádr̊um, která jsme poté využili k odhadu chybového členu těchto
kubatur.
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