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Uvod

Numerickda integrace je rozsahlym a v praxi hojné vyuzivanym odvétvim
numerické matematiky. Zabyva se aproximaci ur¢itého inegralu pomoci kva-
draturnich formuli. Pokud je Peanovo jadro kvadraturni formule znamo, je
velmi uzitecnym prostiredkem k odhadu chybového clenu této kvadratury.
V préci popiseme Peanovo jadro kvadraturni formule a ukazeme nékteré
jeho vlastnosti. Déle tento pojem zobecnime pro kvadraturni vzorce ope-
rujici nejen s hodnotami integrované funkce, ale i s hodnomali jejich derivaci
v uzlovych bodech.

Kubaturni formule jsou aproximaci urcitého integralu pro vicerozmeérny
pripad. I zde je existence Sardovych jader velmi uzitecnym nastrojem k odha-
du chyby. V praci zavedeme pojem Sardova jadra na ¢tverci a krychli. Po-
drobné popiseme Sardova jadra lichobéznikového pravidla a Rombergovy
kubaturni formule.

Tato préce je rozsitenim bakalarské préace [7].



Kapitola 1

Kvadraturni a kubaturni
vVZzorce

V nasledujici kapitole zadefinujeme pojem kvadraturni formule v ruznych
obecnostech. Zavedeme uzlové body kvadraturniho vzorce, jeho véahy a funk-
ciondl chyby. Kratce se téz zminime o vahové funkci, o jejim vyznamu a vlast-
nostech. Déle definujeme kubaturni formuli a pojmy s ni spojené, napt. uzel
kubaturni formule, vdha kubaturni formule a v neposledni fadé chybovy
funkcional.

1.1 Kvadraturni formule

Témeér vsechny tvahy v nasledujicich kapitolach uvadime pro integraly na
intervalu [0, 1]. K integralu pfes obecny interval [a,b], a,b € R piejdeme
snadno pomoci zobrazeni x — a + (b — a)z.

Nejprve uvedeme, co budeme rozumét pod pojmem kvadraturni for-
mule. Pro zcela obecnou definici kvadraturni rovnice a kvadraturni formule
musime zavést mnozinu linearnich funkcionalu H nad prostorem funkci V,
tedy H = {h;; h; : V=R, j=1,..., M}. Pak pro libovolnou funkci f € V
a vhodnou vahovou funkci w chiapeme pod pojmem kvadraturni rovnice
nasledujici rovnost

[ F@put) o= 3" ani(5) + E(P)



kde funkcional @),, tvaru
M
me - Z ajhj(f)
j=1

nazveme kvadraturni formuli.

Poznamka 1.1. Pro funkciondl Q,, budeme kromé ndzvu kvadraturni for-
mule v hojné mire pouzivat © poymenovani kvadraturni vzorec a kvadratura.

Funkcional F nazveme chybovym funkciondlem kvadraturni formule @),,.

Poznamka 1.2. V dalsim textu budeme uzivat pro chybovy funkciondl kva-
draturni i kubaturni formule jak piné oznaceni E,,, tak zkrdceny zapis E.

V této praci se vSak omezime na funkciondly h; reprezentujici hod-
noty dané funkce f a jejich derivaci v uzlovych bodech z;, tedy pro kazdé
Jj € {l,..,M} existuje i € {1,....,m} al € {0,....,n — 1}! takové, ze plati
nésledujici rovnost: h;(f) = f¥(z;). Kvadraturni vzorec nyni mizeme zap-
sat ve tvaru

1 n—1 m
[ H@hu@) de= 303 auOw) + E(),
0 1=0 i=1
kde funkcional E(f) nazveme chybovym funkciondlem a funkciondl
n—1 m
Quf =Y auf () (1.1)
1=0 i=1

nazveme kvadraturni formuli s vdhami a; proi=1,....mal=0,...n—1
a uzly x; pro i = 1,...,m, kde piedpokldaddme 0 < 21 < 25 < ... < 7, < 1%

V hojné mife se v praxi vyuzivaji kvadraturni vzorce, v nichz se vyskytuji
pouze hodnoty integrované funkce f v uzlovych bodech x;. V tomto pripadé
pod pojmem kvadraturni vzorec budeme rozumét rovnost

Qmf = Zaiﬂxi), (1.2)

kde hodnoty a; pro ¢ = 1, ..., m nazveme jejimi vdhami a z; proi =1,...,m
jejimi uzly.

'Vztahuje se na prostor funkef V = C"([0, 1]).
2Existuji i kvadraturni formule, jejichz uzly lezi vné intervalu integrace. Tyto
kvadraturni vzorce vSak v této praci uvazovat nebudeme.



Poznamka 1.3. V dalsim textu budeme vZdy uwvadeét o jaky typ kvadraturniho
vzorce se jedna, tedy mluvime-li o vzorci (1.1)(tuto kvadraturni formuli bu-
deme oznacovat jako kvadraturni formuli pruniho druhu) nebo (1.2)(tuto
kvadraturu nazveme kvadraturni formuli druhého druhu). Pokud se bude jed-
nat o oba druhy kvadraturnich vzorcu, budeme mluvit pouze o kvadraturni
formuli (tedy bez dalsiho oznacent).

Kratce se zminime o vahovych funkeich w, jejich vlastnostech a vyznamu.
Uvedeme také nejuzivanéjsi vahové funkce. Vyznam vahové funkce vétsinou
spociva v odstranéni singularity integrované funkce na intervalu integrace.
Casto se ndm podaif vhodnou volbou vdhové funkee tuto singularitu odstranit,
pricemz sama vahova funkce se v kvadraturnim vzorci @),,, explicitné nevysky-
tuje. Dalsim castym duvodem k pouziti netrividlni vahové funkce je neome-
zenost intervalu integrace (napi. interval I = [0,00)). I zde se dafi tuto
obtiz odstranit uzitim vhodné vahové funkce w, ptritom hodnoty vahové
fukce opét v kvadraturni formuli ),,, nevystupuji. Po vahové funkci nejcastéji
pozadujeme, aby byla integrovatelna, v nékterych ptripadech dokonce, aby
pro ni platila rovnost [w(z) dz =1, kde I zna¢i interval integrace. Dale

T

pozadujeme, aby byla kladnd na mnoziné kladné miry. Nasleduje vycet osmi
nejpouzivanéjsich vahovych funkci, kde nesporné nejcastéji pracujeme s tri-
vialni vdhovou funkci, tedy w(z) = 1.

1. w

2. w

3. wlx)=(1—-2)*(1+2)% o f>-1
=z% ", a>-—1

5. w ’

6. w(z) = (1+a2?)~"

7. w(x) = z(1 +2?)?
8. w(z)=(1—2a2)2

Kvadraturni vzorce muzeme rozdélit podle zpusobu jejich odvozeni do dvou
skupin - na interpolacni a neinterpola¢ni kvadratury. Interpola¢ni kvadratury
ziskdme odvozenim z interpola¢nich polynomu (Lagrangeovych, Hermitovych).

9



Neinterpolac¢ni kvadraturni vzorce vznikaji jinym zpusobem, nejcastéji po-
moci extrapolace, jak je tomu napf. u Rombergovy kvadraturni formule.
V nasledujicich kapitoldch budeme uzivat jak interpola¢ni, tak i neinter-
polacni kvadratury.

Déle muzeme délit kvadraturni vrozce podle jejich uzlovych bodu na
kvadratury oteviené a uzaviené, resp. jednostranné uzaviené. Uzaviena kva-
dratura obsahuje mezi svymi uzly krajni body intervalu integrace, uzlové
body otevieného kvadraturniho vzorce lezi uvniti intervalu integrace. Kva-
draturni formuli nazveme zleva uzavienou, pokud je poc¢atecni bod intervalu
integrace jejim uzlovym bodem a koncovy bod tohoto intervalu nikoli. Ana-
logicky muzeme definovat zprava uzavienou kvadraturu.

Pro odvozeni Peanova jadra (viz kapitola 2) a dalsi dvahy je nezbytné
zavést pojem algebraického fadu (stupné) presnosti dané kvadraturni for-
mule @),,. E opét znaci chybovy funkciondl kvadratury Q,,.

Definice 1.4.

Necht E (xk) =0prok=0,..., M a FE ($M+1) # 0, pak rikame, Ze kvadra-
turni vzorec Q,, ma algebraicky Tdd roven M.

Pokud plati E (1) # 0, tekneme, Ze kvadraturni formule Q,, nemd alge-
braicky rad presnosti.

1.2 Kubaturni formule

Pti definovani obecné kubaturni formule budeme postupovat obdobné jako
u kvadraturnich vzorcu. Zavedeme mnozinu linearnich funkcionalu H nad
prostorem funkei V', tedy H = {h;; h; : V = R,j =1,...,m}. Pak pro libo-
volnou funkci f € V' a vhodnou védhovou funkci w rozumime pod pojmem
kubaturni rovnice néasledujici rovnost

[ F@w(@) a5 =3 ani(5) + B
Q =1
kde funkcional C,, tvaru
Cof = ashy(f)
j=1

nazveme kubaturni formuli.



Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze oblast, pfes kterou integru-
jeme, je ¢tverec [0,1]* nebo krychle [0,1]2. Déle se, podobné jako v jed-
norozmeérném piipadé, omezime na funkcionaly reprezentujici hodnoty dané
funkce f v uzlovych bodech® #; € R% d = 2,3. V nasich tivahach se dédle
omezime pouze na vahovou funkei w(z ) =1

Pro kvadraturni vzorec na ¢tverci dostavame tedy rovnost

[ #@) di =3 ait@) + B, (13)

[0,1]?

Kvadraturni vzorec na krychli ma tvar

/f d:c—Zaz 7))+ E(f). (1.4)

[0,1]

Pro odvozeni Sardovych jader (viz kapitola 5) a dalsi dvahy je nezbytné
zavést pojem algebraického fadu (stupné) presnosti dané kubaturni formule
C,,. E opét znaci chybovy funkciondal kubatury C,,.

Definice 1.5.

Necht E (%) =0 prok = 0,...,M a E (Z™™) # 0, pak Fikdme, Ze ku-
baturni vzorec Cy, md algebmz'cky md roven M.

Pokud plati E ( ) # 0, rekneme, Ze kubaturni formule C,, nemd algebraicky
rad presnosti.

30pét neuvazujeme kubaturni vzorce s uzly lezicimi vné oblasti integrace.

11



Kapitola 2

Definice a vlastnosti Peanova
jadra kvadraturni formule

V nasledujici kapitole zavedeme pojem Peanova jadra kvadraturni formule
operujici pouze s hodnotami integrované funkce a shrneme nékteré jeho
vlastnosti (vyjadieni chyby kvadraturni formule pomoci Peanova jadra, vy-
znam konstantniho znaménka Peanova jadra pro odhad chyby). Déle zobec-
nime pojem Peanova jadra pro kvadraturni formule vyuzivajici nejen hod-
not integrované funkce, ale i hodnot jejich derivaci do urc¢itého tadu. Toto
zobecnéni bude téz zahrnovat integraci s netrivialni vahovou funkei w, kterou
ovsem v praktickych ukazkach pouzivat nebudeme.

2.1 Definice Peanova jadra kvadraturni formule
s hodnotami funkce f

V praxi v hojné mite vyuzivanou skupinou kvadraturnich formuli, jsou vzorce
obsahujici pouze hodnoty integrované funkce v uzlovych bodech kvadraturni
formule. Duvodem k tomu byva snadnéjsi manipulace a Casta neznalost
(pripadné neexistence) hodnot derivaci v uzlovych bodech. Proto se nej-
prve zaméiime na odvozeni a zkoumani vlastnosti Peanovych jader téchto
kvadraturnich vzorcu. Pozdéji pojem Peanova jadra zobecnime i pro kva-
draturni formule obsahujici kromé hodnot integrované funkce f v uzlovych
bodech i hodnoty derivaci f v téchto bodech.

Nez prejdeme k samotnému odvozeni Peanova jadra kvadraturni formule,

12



zavedeme pojem kladné éasti (z — t)*.

Definice 2.1. !
Necht x je redlné ¢islo a k > 0, pak definujeme kladnou cédst (v — t)*
predpisem:

0 t>x
. k: ’ -
(v =) { (z—t)", t<ux

Stézejnim tvrzenim pro odvozeni Peanova jadra kvadraturni formule pro
nas bude Taylorova véta s integralnim tvarem zbytku, jejiz znéni nyni, bez
dukazu, uvadime.

Véta 2.2. (Taylorova véta s integralnim tvarem zbytku)
Necht a, b jsou redind cisla takovd, Ze a < b, necht funkce f je tridy C**1([a, b]).
Pak pro kazdé x € [a,b] plati

T

F@) = f(a)+ (x —a) fa) + .. + %(m — a)F ) (a) + % /(x Y plRD ),

a

Uvazujme libovolnou funkci f tifdy C¥*1 na intervalu [0, 1]. Méjme déle
kvadraturni vzorec

me = Zajf(wj)
j=1
algebraického tadu presnosti k. Podle Taylorovy véty s integralnim tvarem
zbytku muzeme psat

k x

Fo) =3 gt 100+ [ =0 0

=0 0

Zapiseme-li tuto rovnost pomoci kladné éasti (z — t)*, dostaneme

1

fla) =3 5700 + 55 [ = 07O e

0

2], str.94
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Nyni na posledni rovnost aplikujeme linedrni funkcional E,, a dostaneme

k 1

En(f) = Bu| Y 50700) + 5 [ = 05400

1

k
— ZlEm i )+k1'E /(x—t)’if“““)(t)dt
0

Protoze kvadraturni vzorec @, mé (algebraicky) idd k (tj. E,,(x%) = 0, pro
i=0,..,ka E,(x" #0)), mizeme tuto rovnost prepsat ve tvaru

1
En(f) = B | [ 08500t | = 1 [ 1400 B~ 0
0

Praveé provedené uivahy shrneme v nasledujici definici Peanova jadra kvadraturni
formule.

Definice 2.3. ?

Necht funkce f je tridy C**1 na intervalu [0, 1], necht Q. je kvadraturni for-
mule Fddu k. Pak funkci K, ,(t) = B2 (x — t)% nazveme Peanovym jddrem
kvadraturni formule Q,, Tddu k.

Peanovo jadro mizeme definovat i v pifpadé, Ze funkce f je tifdy C"*!
na intervalu [0, 1] a kvadraturni formule @,, ma (algebraicky) fad pfesnosti
k, kde n # k. V pripadé, ze n > k, se vzorec pro vypocet Peanova jadra
nezméni. Pro n < k muzeme definovat Peanovo jadro dvojim zpusobem.

Bud' rovnosti
1

En($) = [ Ko D (00
' 0
nebo
En(f)= ) g )+ [ Kt FED (1) dt.
i=n+1 0

V této praci budeme pouzivat prvni z nich (tedy Ep,(f) = & [ Ky (t) f" TV (2)d0).

o

2[2], str.95
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2.2 Vlastnosti Peanova jadra

Nyni uvedeme bez dukazu nékolik vét, popisujicich zakladni vlastnosti Peanova
jadra. Z praktickych duvodu zde budeme integrovat funkci f na intervalu
[—1, 1], ptipadné na zcela obecném intervalu [a,b] pro a,b € R, kde a < b.
Diikazy k nize uvedenym vétdm je mozné nalézt v [7].

Véta 2.4. 3
Necht f € C*1([—1,1)), kde k > 0 a Q,, je kvadraturni formule algebraického

1
stupné presnosti n > k. Pak pro chybu E,.f = [ f(t)dt — Qm [ plati
51

1
1
Fof = / Ko o(6) FED (8)dt,
21

kde K, x(t) je Peanovo jddro kvadraturni formule Q, rddu k.

Véta 2.5. 4
Pro dany interval [a, b], funkci f a kvadraturnd vzorec Q,, je vyjddieni Peanova
jadra K, ;(t) pro pevné k jediné.

Véta 2.6. °
Peanovovo jadro K, (t) md nulové body ndsobnosti nejméné k pro t = %1
a plati

(i + 1) K i(t) + K, 41 (8) =0,

proi=0,....k—1.
Nyni vyslovime velmi dulezitou vlastnost Peanova jadra, které neméni

znaménko. Nasledujici véta ukazuje, jak muzeme pomoci Peanova jadra
oddélit vlastnosti kvadraturni formule @, a funkce f samotné.

Véta 2.7.
Necht Q,, je kvadraturni vzorec (algebraického) vddun, necht f € C"([a, b))
a necht Peanovo jddro K i kvadraturniho vzorce Q,, nemeéni znaménko

3[2], str.95
4[2], str.99
5[2], str.100
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na [a,b]. Pak em’stuje ¢ € [a,b] takové, Ze
b

Enlf) = / FOt = Qulf) = g O | [t =@ute) |

a

1 (bn+2 _ an+2) _ Qm(thrl)) _

n+2

- (n+1)!f"+1<5>(

2.3 Odhad chyby kvadraturni formule pomoci
Peanova jadra

Popisme nyni zpusob, jakym muzeme odhadnout chybu kvadraturni for-
mule pomoci jejtho Peanova jadra. Z véty 2.4 vime, ze chybovy ¢len E,, f
kvadraturniho vzorce @, muzeme vyjadiit pomoci Peanova jadra K, ;, kde
m € N, nasledujici rovnosti:

B, f = % / Ko o(8) FD (1)t
0

P1i hledani odhadu chyby kvadraturni formule @,, vyjdeme z pravé uve-
deného vztahu. Pfedpoklddejme nejprve, ze Peanovo jadro K,  kvadraturni
formule @,, neméni na intervalu integrace (tedy na [0,1]) své znaménko.
K odhadu chybového ¢lenu vyuzijeme Holderovy nerovnosti. Pripomenme,
ze pod normou prostoru £F([0,1]), pro p € [1,00) rozumime

P

lll, = / g dt|

I9llo = max lg(®)]

pro p = oo pak

Véta 2.8. (Holderova nerovnost)
Necht g, h jsou méritelné funkce na intervalu [0,1], necht p,q € [1, 00| jsou
takové, Ze plati % + % = 15. Pak

/ (DR dt < gll, 21,

6V pifpadé, p = oo klademe 2 5 =0
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Nas bude v tuto chvili zajimat ptipad p = 1. Aplikaci Holderovy nerovnosti
tedy ziskdme odhad

1

1
Bnf] < 35 1540, [ 1Knal0)] .
0

Protoze podle predpokladu Peanovo jadro K, kvadraturni formule @,

1 1
nemén{ na intervalu [0, 1] znaménko, muzeme misto [ | K, x(t)| dt psat | [ Km,k(t)dt'.
0 0
Tento postup budeme demonstrovat v nasledujicim ptikladé, kde k odhadu
chyby Radauovy kvadraturni formule pouzijeme jeji Peanovo jadro druhého
radu.

Priklad

Hledame Peanovo jadro Radauovy kvadraturni formule, jez je ddna vzorcem
(uvedenym v [2], str. 96)

Qs = JLF(0) +3f(5) + (1)

7 definice 2.3 dostavame pro k = 2 rovnost

ngz(t) = E;(IL' — t)a_ =
1

— /(x—t)idx—% {(O—t)i—i—?)(%—t)i—i-(l—t)i _

1

, 3) tedy dostavame rovnost

Na intervalu [0
1

[(:c—t)%ix—i BG -t +1—t)?]=—3t3+2—t+5 -3+t — & —
1 1 1 1

gt —g=—3t

a na intervalu [1, 1]

1

1 _ 1 1 1 1 1 _ 1 3 1 1
tf(:c—t)Qda:—Z(l—t)Q = PPt — Pt — 1 = —aP 2P — S+
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Peanovo jadro K3»(t) je tedy dano rovnosti
1,3 1
—1t3 te|0,3)
Kgyg(t) -
143 3,2 1 1 1
—gt +Zt —§t+ﬁ, te [5,1}

Oveéfme nyni spojitost funkce K35 na intervalu [0, 1]. Opét se staci omezit
na vysetfovani spojitosti funkce K35 v bodé % zleva.

lim Kaalt) = i —40 = 400 = — &
t%%— ta%—
Kaa}) = —4(0°+ 307 - 2+ = =4

Rovnost funkénf hodnoty K3(3) alimity lim K3 (t) davd spojitost na celém

l—3z—

1
3

intervalu [0, 1].

-0. 005

-0.01

-0.015

-0.02

Obr. (32]_, Kgg(t)

Nyni vyuzijeme Peanova jadra k odhadu chyby Radauovy kvadraturni for-
mule. Pouzijeme tvrzeni véty 2.4, tedy

1
Esyf = % / Kso(t) f®(t)dt,
0

kde K34(t) je Peanovo jadro kvadraturni formule Q5 fadu 2. Peanovo jadro
K35 nemeéni na intervalu integrace (tj. na intervalu [0,1]) své znaménko,
muzeme tedy psat

|&mm%wmu/mﬁm.
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Dosazenim tedy snadno ziskdme odhad

Bo(H)] < == |17,

216

Mame tedy popséan odhad chyby kvadraturni formule, jejiz Peanovo jadro
nemeéni na intervalu své integrace znaménko.

Tento pripad je pro vypocet odhadu chyby kvadraturni formule velmi
priznivy, neni vsSak zcela bézny. Pro odhad chyby kvadraturni formule po-
moci Peanova jadra, které méni znaménko na intervalu integrace, muzeme
pouzit nasleduji postup. Prirozenym zpusobem definujeme funkce

Ko =max(0, Ky, i) a K = min(0, Ko, 1).

Opét pouzijeme tvrzeni véty 2.4, tedy

kde K, (t) je Peanovo jadro kvadraturni formule @, fddu k. Pak zfejmeé

plati
1 1

Ba(Dl < [ 170 0] K - [ 1700 K,

Funkce K| . (t) a K ,(t) nemén{ na intervalu integrace sva znaménka. Pied-
poklddejme, ze Peanovo jadro K,, ; kvadraturni formule @, je na intervalu
[0, 1] spojitou funkci. Hledejme tedy body ¢; € [0,1], pro j = 1,..., N, kde
N € N, takové, ve kterych plati

Km,k(tj> = O

a Peanovo jadro K, ; v nich méni své znaménko. Predpokladejme, ze Peanovo
jddro K, je nezdporné na intervalu [0, 1], pak plati rovnost

t1

1

Bof = [ K)oty +
0
. N—1 t]ﬂ
T Ko (1) +

=1

.
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1
(—I)N%/Kmk(t)f(’““)(t)dt.

Poznamka 2.9. V pripadeé, Ze t; = 0 a Peanovo jadro K, je nezdporné
na intervalu [ty,ts] plati

tj+1

N—
— k;lz J“/ Koo (8) fED (1) dt +

tj
1

+ (—1)N+1%/Km,k(t)f“““)(t)dt.

tn
Doposud jsme predpokladali, ze Peanovo jadro K, je na intervalu [0, 1]
spojité. Stejné tvahy muzeme pouzit i v pripadé, ze pripoustime moznost
existence bodu y,, pron = 1,...., M, kde M € N, v nichz je Peanovo jadro
nespojité. Obecny zapis takového odhadu se vsak stava znacéné kompliko-
vanym, nebot v ném figuruj{ krom bodu t;, v nichz plati K, x(¢t;) = 0
i nékteré z bodu nespojitosti ¥, a to takové, pro které plati

lim K lim K
(1tim 190s)) i Fonstt)) <0

proto zde tento odhad neuvadime.

Poznamka 2.10. Vyse popsany postup odhadu chybového ¢lenu kvadraturniho
vzorce je zaloZen na hledani koteni polynomu. Urceni polohy téchto bodu
je pro polynomy vyssich radiu znacné obtizné, proto je tento postup vhodné
pouzit predevsim pro Peanova jddra nultého, pruniho a druhého tdadu (tedy
pro funkce po édstech linedrni, kvadratické a kubické).

Prave popsany postup demonstrujeme v nasledujicim piikladé na odhadu
Radauovy formule pomoci jejtho Peanova jadra prvniho radu.

Priklad

Hledame Peanovo jadro Radauovy kvadraturni formule, jez je dana vzorcem
(uvedenym v [2], str. 96)

Quf = LF(0) +3f(5) + (1)
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7 definice 2.3 dostavame pro k = 1 rovnost

Ks1(t) = Ej(z—t)} =
1

_ /(:z:—t)idx—i {(0—t)1++3(%—t)i+(1—t)1+ .

[l —tdr =B -0+ (-0 =3t ) -t fr-fri=te

1
flz—t)de -1 —-t) =212 —t+ 141 =1¢2 344 1
t

Pro Peanovo jadro K3 (t) dostdavame tedy vztah

. 12 te|0,3)

t) =

0 234l pe L]
2 4 47 3’ :

Sousttedme se nyn{ na nékteré dulezité vlastnosti funkce Kj;. Nejprve
ovéfime spojitost této funkce ve vsech bodech intervalu [0, 1]. Posléze ukézeme,
ze jeji prvni derivace v bodé % neexistuje.

Funkce K3 je na kazdém z intervalu [0, %), [%, 1] polynomidlni a tedy ziejmeé
spojita.

Zbyva dokazat spojitost v bodé %

: . 142 _ 1,12 1
hrln K371(t)— hm §t —5(5) =1z

t—>§— t—>§—

K31(3) =3 —3G) +i= 1%

Hodnota funkce K3, v bodé % a jeji limita zleva v témze bodé se rovnaji.
Funkce K3, je spojita v bodé % a je tedy spojitd na celém intervalu [0, 1].
Nyni vysSetiime diferencovatelnost funkce K3 ;. Existence a spojitost derivace
prvniho fadu je na kazdém z intervala [0, 3) a (3, 1] ziejmé (v bodech 0 a 1
uvazujeme pouze jednostranné derivace). Spoc¢teme podle definice hodnoty
jednostrannych derivaci v bodé %
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3G+ =3(5)° 1

lim = lim =

h—0— h h—0— h 3

lim e th)—Ks 1(3) lim 3(G+h° -3 GH+1-5G)* 3G+ _ 5
h—0+ h—0+ h 12

Hodnoty jednostrannych derivaci prvniho fadu v bodé % se nerovnaji, tudiz
derivace v tomto bodé neexistuje.

0.04+

Obr. 622, K3’1<t)

Peanovo jadro K3; méni na intervalu [0, 1] své znaménko. Uréime body t;,
proj=1,..., N, kde N € N, pro které plati

Kg’l(tj) = 0
Snadnym vypoctem zjistime, ze se jedna o body t; = 0, = = a t3 = 1.
Ziejmé plati

1
2

5t te[0,3)
Kfi(t)=9 3"~ §t+1 t€[53)

0, te s 1],

0, te[0,3)
KB:l(t) B 142 3 1 1

W -3+ 1, teli ]
t1 0
[ Kasrr 0t = [ Kaui) £t =0,
0 0



/Kg,l(t)f@)(t)dt = /Kg,l(t)f@)(t)dt = 0.

to
/K3,1(t t)dt = /K31 t)dt < % HfQ)H
t1

t3

to

Sou¢tem téchto diléich odhadu ziskdme koneény odhad chyby kvadraturni
formule QY3 ve tvaru

Es(

B0I< & 15
Poznamka 2.11. V nasledugici kapitole budeme k odhadu chyby kvadraturni
formule pouzZivat Hoélderovu nerovnost pro p = 2. 'V tomto pripadé odpada
problém s Peanovym jadrem ménicim znaménko.

2.4 Definice Peanova jadra kvadraturni formule
s hodnotami funkce f a jejich derivaci

Doposud jsme se zabyvali hledanim Peanova jadra dané kvadraturni for-
mule. Muzeme ale postupovat jinym zpusobem (viz [3]). Nejprve tedy uréime
Peanovo jadro, které bude mit néjaké pozadované vlastnosti a poté nalezneme
k danému jadru kvadraturni formuli. Pro zavedeni pojmu Peanovo jadro je
klicovy algebraicky stupen presnosti kvadraturni formule. Stejné tak pro
nas bude tento pojem stézejni. Nebudeme ale vyuzivat klasické definice al-
gebraického stupné presnosti, ale jeji diferencidlni zobecnéni. Zavedeme nej-
prve diferencialni operator D vzorcem



Definice 2.12. Kvadraturni formule Q,, md stupen presnosti roven k prdvé
tehdy, kdyz pro reseni g linedrni diferencidlni rovnice Dg = 0 plati E(g) =0
(kvadraturni formule Q,, je pro toto Teseni g presnd,).

Poznamka 2.13. Algebraicky stupen presnosti v klasickém smyslu (viz definice
1.4) je specidlnim pripadem prdvé definovaného stupné presnosti, pro difer-

encialni operdtor D = d(i”” kde n € N.

Pod pojmem stupen presnosti kvadraturni formule @),, budeme tedy
nadale rozumét podminku

D(f)=0 = E(f) =0.

Jinymi slovy kvadraturni formule (), je presnd, pokud funkce f fesi linedrni
diferencidlni rovnici

D(f) =0,
tedy
N
— : _—
dx™ + = C] (ZL’) dl‘ni]

Mame tedy definovany stupen piesnosti kvadraturni formule.

Nyni osvétlime, co budeme v dalsim textu rozumét pod pojmem Peanova
jadra. Pozdéji ukdzeme, ze dosud uvazovand definice Peanova jadra (def 2.3)
je specialnim pripadem nasledujici definice.

Definice 2.14. Necht f € C*(|0,1]), kvadraturni vzorec

n—1 m

/f(x)w(x) dr = ZZalif(l)(xi) + E(f),

=0 i=1

kde funkciondl E(f) nazveme chybovym funkciondlem a kvadraturnd formule

Q. md tvar
n—1 m

Quf =Y apfV(z),
1=0 i=1
kde a Q.. md stupen presnosti k (tj. existuje linedrni diferencidlni operdtor

D dany vzorcem
A dt

j=
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takovy, Ze plati D(g) =0 = E(g) =0). Existuje-li funkce K, 1 takovd,
ze

E(f) = / D)Ko (1) dt, (2.1)

pak funkci K,, x—1 nazveme Peanovym jddrem kvadraturni formule Q,, stupné

k—1.

Poznamka 2.15. V této prdci se budeme témer vylucné zabyvat diferenci-

alnimsi operdatory D tvaru D = ;;—nn, pro n € N.

Definice 2.16. Necht f € C*([0,1]), kvadraturni vzorec

1 n—1 m
[ H@u) de= 3" Y aus ) + B,
0 1=0 i=1
kde funkciondl E(f) nazveme chybovym funkciondlem a kvadraturni formule

Q. md tvar
n—1 m

Qmf = Z Z alz‘f(l)(a%),
1=0 i=1
kde a Q.. md stupen presnosti k (tj. existuje linedrni diferencidlni operdtor
D dany vzorcem
dk
T da*
takovy, Ze plati D(g) =0 = E(g) = 0). Existuje-li funkce K, 1 takovd,

ze
1

k
B() = [ G 0K ) (22

pak funkci K,, x—1 nazveme Peanovym jadrem kvadraturni formule Q),, stupné

k—1.

Poznamka 2.17. V dalsim textu budeme uzZivat pro Peanovo jadro jak plné
oznacent K,, i, tak zkrdceny zdpis K. Tohoto zjednoduseného zdpisu budeme
vyuzivat, pokud bude z kontextu zcela zrejmé, jaky 7dad a pocet uzlu pro dané
Peanovo jadro uvazujeme.
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Zacneme odvozovat Peanovo jadro a jemu prislusici kvadraturni vzorec.
Zékladnim tvrzenim v nasledujicich ivahach bude tzv. Green-Lagrangeova
identita. Jesté podotknéme, ze nasledujici odvozeni budeme provadét pro
obecny diferencialni operator D tvaru

A db=i
D = m + ;Cj(.f)dxkj.
V praktickych ukazkach tohoto postupu, vSsak budeme pouzivat specialni
tvar diferencialniho opatoru D a to

dk
T dak

Véta 2.18. (Green-Lagrangeova identita)
Necht u,v € C*([0,1]), k= 1,2, .... Pak plati ndsledujici rovnost

e
—_

(@) @) — (1D () = 7 S (DO @) (23

7

Il
=)

pro viechna x € [0, 1].

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci. Nejprve ovérime platnost
vzorce pro k = 1, tedy

(@) (2) + ' (@)ulz) = g (u(@)o(z)).
Nyni prejdeme k indukénimu kroku: £ — £+ 1

v(z)u® ) (z) — (1) o* ) (2)u(z) =

= w(z) (W (2)* — (1) o® (@)u(z)) + (1) o® (2 (z) =

k—1
d , , , d
— % Z'_0(_1)1611u(z+1)($)v(k‘z1)<x> - % [(_1>k+lv(k)(x)u(x)] _
4
= 3D @) )
i
Tim je dukaz proveden. [
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Nyni definujme adjungovany operator D* k diferencidlnimu operatoru D
nasledujicim vzorcem

ar I
D= (-1)"— —1)"7 -c (T
kde funkce ¢; € C"77([0,1]), j = 1,..,n — 1. Déle definujme pro dife-
rencialni operator D a pro operdtor D* k nému adjungovany, diléi (nebo
také ¢astecné) diferencialni operétory D; a D vzorci

prot=0,....,n—1.
Dosazenim do definice diferencialniho operatoru D, adjungovaného operatoru
D* anaslednou aplikaci Green-Lagrangeovy identity snadno dostavame rovnosti

v(@)D(u)(x) = D*(v)(x )u(l’) =
= via) (d:c" +ZCJ d " )) B

- ((—1)”;% (a) + ;:<—1> ot <ck<x>v<x>>) u(z) =
= (v fruta) = (-1 ule) ool ) +

+Z (6 0te) 5000 - (00l o (a)ote)) =
= %:( 1" @ ()oY (1) +

+ @ j_:< 150 ) (o)) ) =
- %nz_éu%)z);_z_lw
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Ziskali jsme tedy rovnost

v(2)D(u)(z) = D*(v)(x)u(z) = %i V(@) Dy (v) (). (2.4)

Predpokladejme nyni, ze mame dany uzlové body hledané kvadraturni
formule. Z dalsich tivah bude zirejmé, ze pokud bychom chtéli provadét toto
odvozeni, museli bychom se omezit na uzaviené kvadraturni vzorce. Proto
v piipadech, kdy se o uzaviené vzorce nejedna, musime pridat k stavajicim
uzlim krajni body intervalu integrace. Vhodnou volbou podminek, pak
docilime nulovani koeficientu kvadraturni formule v téchto bodech.

Necht ¢;, pro i = 0,...,m, tvoii fundamentalni systém F diferencidlni
rovnice dané adjungovanym operatorem D* s pravou stranou tvorenou vaho-
vou funkei w, tedy rovnice

D*(u) = w.

Pro libovolné ¢;, kde i € {0, ..., m} tedy muzeme podle Green-Lagrangeovy
identity psat rovnost

pil@) D(f)(2) — w(@)f(z) = - > V@)D (i) ().

Integraci této rovnosti na intervalu [x;, z;41] dostdvdme rovnost

[ o@D do- [ i) ds - / AN 10D (e ) do,
tedy
[ wl)st@) do = - [if”(x)D:_l_m)(x) + [ ele)D()@) da

pro vSehna ¢ = 0, ..., m. Sou¢tem pres vSechna ¢ = 0, ..., m ziskame

Tiy1 m Ti+1

nS / oi(x)D(f) (x) dz.

z; =0

1 n—1

[w)t@ e ==Y [Z FO@)D; (@)

0 1=0

Ty
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Polozime-li tedy Kpiok-1(7)|2;2:01) = @i(x) dostdvame tuto rovnici ve
tvaru
1

[o@re) @ = -3 |3 @0 L)+

T

+/D(f)(x)Km+2’k_1(x) dx.

Nyni upravime prvni s¢itanec na pravé strané rovnosti nasledujicim zpusobem

_Z [Zf” )Dpia (i) (% )] =

i

m+1n—1
= =33 @)Dyl ) +
i=1 =0
m n—1
+ Z Z f(l)<$i>D:—l—1(90i)<xi)‘
i=0 1=0

Preusporadanim pravé ziskané rovnosti dostavame hledanou kvadraturni
formuli @, 2 prislusnou Peanovu jadru K ve tvaru

n—1
Qmiaf = Y O (wo) Dy (o) (wo) +
=0

n—1 m

+ZZ FOas) (Dy 4 (i — pio1)(2i)) —

_Z (@ma1) Dy -1 (0m) (Tmr1).
Oznacime-li nyni

aw = Djy 1(0)(20)
a;; = D:—l—l(% — ()02‘_1)(]31‘), 1= ]., e, (25)
A(m+1) = Dy 1 1 (om)(Tmr),
prol =0,...,n—1, dostaneme kvadraturni formuli @,, ve tvaru vzorce (1.1),

tedy
n—1 m+1

Qm+2f Z Z a'lz z

=0 =0

29



Je ziejmé, ze rozhodujici vliv na vzhled Peanova jadra K i kvadraturniho
vzorce Q1o ma volba funci ¢;, pro ¢ = 0,...,m, tvoticich fundamentalni
systém F. Nejprve se budeme zabyvat problémem otevienych kvadraturnich
vzorcu, ktery jsme predeslali na za¢atku nasich tvah.

Neni-li hledana kvadraturni formule uzaviend, volime tedy funkce g
a o, tak, aby splnovaly podminku

o (20) = P (Epe1) = 0,

proi=0,1,...,n — 1. Dostavame pak rovnost

n—1 m
Quf =Y > V@) (D1 (i — i) (@) -
1=0 i=1
Oznacime-li
Q= DZ_Z_l(SOi - 901'71)(33'1)7 (2'6)

prol=0,1,....n—1ai=1,2,...,m dostavame kvadraturni formuli @,,, ve

tvaru
m n—1

Qm = Z Zalif(l)(l’i)-
i=1 1=0
Na tomto misté je vhodné pripomenout, ze v ptipadé oteviené kvadraturni
formule se jiz nejednd o (m+ 2)-bodovou kvadraturu, ale pouze o m-bodovy
kvadraturni vzorec, nebot body zyp = 0 a 7,41 = 1 nejsou uzly této kvadraturni
formule.

Poznamka 2.19. Zcela analogicky bychom postupovali pri odvozovdani jed-
nostranné uzavienych kvadratickijch vzorci. Pro zleva uzaviené vzorce volime
jako gpéz)(xo) =0proi=0,1,....n — 1. Podminka pro kvadratury zprava
uzavrené je pak gogi)(xmﬂ) =0proi=0,1,....,n—1.

Zde dostavame ne zcela urceny problém. Musime tedy pridat dodatecné
podminky, abychom dostali konkrétni Peanovo jadro a ptislusnou kvadraturni
formuli. V této praci se budeme zabyvat pouze dvéma druhy takovychto
podminek - nulovani v uzlovych bodech a minimalizace £2 normy. Prvni
z uvedenych postupu popiSeme v nasledujicich uvahéch.

30



2.5 Piiklady

Uvedeme nyni dva piiklady, oba se budou zabyvat Simpsonovym pravidlem.
V prvnim ptikladu ukazeme praci s Peanovym jadrem podle definice 2.3.
Druhy piiklad ndm nastini praci s Peanovym jadrem podle definice 2.16.
Zaroven zde na konkrétnim ptikladu ukdzeme v jakém vztahu jsou Peanova
jadra spoctend podle dvou nami zavedenych definic. Déale zde bude patrné, ze
Peanovo jadro K je v jistém smyslu (az na ndsobeni konstantou) specidlnim
piipadem Peanova jadra K.

Simpsonovo pravidlo

Hleddame Peanovo jadro Simpsonova pravidla, které je dano nasledujicim
vzorcem (pfevzatym z [6], str.67)

Qsf = £L7(0) +4(5) + SV,

Pro k = 0 dostavame rovnost

Kso(t) = Ej(x—1t)5 =
1

= /(w—t)(idw—é [(O—t)i+4(%—t)i+(1—t)3 :

Na intervalu [0, %) plati

1
[dx—%[él—l—l]:l—t—%:—t-ké
a na intervalu [, 1]

1
1_ 1_ 5
Pro Peanovo jadro K3 ¢(t) dostdavame vztah

—t+3, tel0,1)
Haolt) = —t+2  te[l]
6 2 :

Funkce K3 je nespojitd v bodé %
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0.4 0.6 0.8 1
0.1}
-0. 2}

Obr. (323, Kgp(t)

Pro k = 1 dostavame

K371(t) = Eg(l‘—t)i_:
1

/(x—mdx—é [(o—t>1++4(%_ze)1++(1—zt)1+ |

1

J@—t)de—Lt4G -t)+(1-t)) =32 —t+i+ 2L+ L1=12 L
t

a na intervalu [%,1]

1

tf(x—t)dx—éu—t):§t2—t+§+§t—§=§t2—gt+§.

Na intervalu [0, %) plati rovnost
1
2

Pro Peanovo jadro K3(t) tedy plati rovnost

7 te|0,3)
Kaalt) = 1,2 5 1 1
§t Et+§7 t e [5,1}

Ovéfenim spojitosti funkce K3 v bodeé %, ziskame spojitost této funkce na
celém intervalu [0, 1], nebot je na intervalech [0, %) a [%, 1] po ¢astech poly-
nomialni a tedy jisté spojita.



Diky této rovnosti je funkce K3, spojitd na celém intervalu [0, 1].

_ Ks1(3+h)—Ksa(3) lim 3Gt —5(G+M—-3(3)°-5(3) _ 1
h—0— h h—0— h 3
lim oG -Ksi(5) 3302 -8 G+h+5-5(6)* -3+
h—0+ h h

o=

= lim
h—0+

|
W=

Hodnoty jednostrannych derivaci v bodé % jsou navzajem ruzné, tudiz funkce
K}, nenf v bodé 3 definovéna.

0.04
0. 03
0.02

0.01

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.01

Obr. 624, Kg’l (t)

Pro k = 2 dostavame

Kso(t) = Ej(x—1t)2 =

1

= /(x—t)idx—% {(O—t)i+4(%—t)i+(1—t)i .

Na intervalu [0, ) tedy fesime
1

1
2
[(a—t)2do—[4(53—t)*+(1—1)%] = =33+ t2—t+5— 224 2t —t — 22 +3t—} =

||<~o~

—3t3 + 382
a na intervalu [%, 1]

Pﬁ%'_l

(z—t)de—§(1—1t)? = =334 —t+ 5 — gt + 5t — ¢ = =3t + 207 = 2+ ¢
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Peanovo jadro K32(t) je ddno vzorcem

1 1 1
—5t* + 5t%, tel0,3)

Rsalt) = 143 0 542 24 1 1
—P+ 22— 24+ te ;1]

Funkce K35 je spojitd na intervalu [0, 1], nebot je na kazdém z intervalu

[0,1), (,1] polynomiélni, tedy zfejmé spojita.

lim Kzo(t) = lim —5¢° + 52 = —3(5)° + 5(3)* =0

l—5— t—5—

Ks2(3) = —5()° +3(3)° = 3(3) +§ =0.

=

Diky rovnosti hodnot jednostrannych limit v bodé % je funkce K3y spo-
jitd na celém intervalu [0, 1].

0. 006
0. 004
0. 002

- 0. 002
-0. 004
-0. 006

Obr. 625, ngg(t)

Pro &k = 3 dostédvame

ngg(t) = Eg(!lf — t):j_ =
1

/(x—t)idx—é [(O—t)i+4(%—t)i+<1—t>i |

0

~—

Na intervalu [0, % tedy plati rovnost

Jl@—t)P3de— 4G -t +(1—t)f ) =1t =+ 32 —t+ 1+ 203 — 2+ 5t —
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1, 143 142 1 1 _ 144 143
—Lplp_le L 114 1y
a na intervalu [%, 11
1

Jla—tPde —s(1 -t} =3t =3+ 32 —t+ 3+ > — 32+ 5t — ¢ =

||H~

1p4 543 L 42 1y 4 1
Pro Peanovo jadro Kj3(t) plati

144 _ 143 L
et — L3 te0,3)
Kaalt) = 1 5 1 1 1
4 3 42
W2 —Lt+ L, tel31].
Dokazme nyni spojitost funkce K5 3 na intervalu [0, 1]. Stejné jako v pfedchozich
piipadech staci ovérit spojitost funkce K33 v bodé %

-0. 001
-0.002
-0.003
-0. 004

-0. 005

Obr. 626, K3’3<t)

Simpsonovo pravidlo-jiny zptisob

Nasim 1kolem bude nalézt kvadraturni formuli ()3 tvaru
1
@3 =aof(0) + alf(ﬁ) +axf(1)
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pomoci Peanova jadra zavedeného v definici 2.16. Predpokladejme nejprve,
ze nami hledana kvadratura ma algebraicky stupen presnosti alespon roven
0. Jedna se tedy o uzavienou kvadraturu, proto polozime zy = 0, z; =

2
a x9 = 1. Hledejme feSeni u diferencidlni rovnice

du(t)
Cdt

= 1,
coz je jisté polynom prvniho stupné zapsany obecné ve tvaru
u(t) = —t +a,

kde a € R. Pravé tento koeficient chceme urcit. Funkce g a ¢; budou
predstavovat dvé linedarné nezavisla reSeni diferencialni rovnice
du(t) 1
a
tedy funkce g a ¢; jsou tvaru po(t) = —t +a a ¢1(t) = —t + a. Dosazenim
snadno ziskame tvar koeficientu ag,a; a as, jejich hodnoty vsSak nejsou
zadany jedoznacné. Protoze D = 1, plati tedy podle vzorce (2.5)

apy = ag = Yo(ro) =a
ay = ap = (o1 — o) (r1) =a—a
Ao = Qo2 — —g01($2> = —(—1 + CNL)

Dosadime-li do téchto rovnosti a = % aa= % dostavame ag = %,al = %

a ag = %. Hledana kvadraturni formule ma tedy tvar

1 1
Qsf = Glf0) +4f(5) + fFL)]
Piipomenme jesté, ze Peanovo jadro Kz, definujeme jako

K370 (t)

@i, xip1) — Soi(t)v
pro i = 0, 1, plati tedy

—t+3, tel0,})
Hoolt) = —t+3, te[i]
6’ 29 .
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-0. 2}

Obr. 6277 K370 (t)

Jinymi slovy dostdvame vztah mezi Peanovym jadrem spoctenym podle
definice 2.3 a podle definice 2.16 ve tvaru

Kz = Kzp.

Predpokladejme nyni, ze hledame opét kvadraturni formuli Q)3 tvaru

Qs = a0 f(0) + () + @ f (1)

ktera ma algebraicky stupen presnosti roven alespon 1. Jednd se ziejmé
o uzavienou kvadraturu, proto polozime xo =0, z1 = % a ro = 1. Hledejme
tedy teseni u diferencialni rovnice

d?u(t) 1
a2

coz je jisté polynom druhého stupné zapsany obecné ve tvaru

t2
u(t) = §+at+b,

kde a,b € R. Funkce ¢y a ¢; budou predstavovat dvé linedrné nezavisla
feseni diferencialni rovnice

d*u(t)

dt?
tedy funkce g a @1 jsou tvaru ¢g(t) = % +at+bap(t) = % + at + b.
Protoze pozadovana kvadraturni formule neobsahuje hodnoty derivaci funkce

=1,

37



f v uzlovych bodech x;, pro ¢ = 0, 1, 2, plati
ap = @o(rg) =b=0
(

_o 1
ay;lr = (QOl—QO()) xl):(a—a)§+(b—b) =0
1 -
ala = —p1(x2) = —(5 +a+0b)=0.
Mame soustavu ti{ linearnich rovnic pro ¢tyti neznamé, musime tedy jeden
z parametru zvolit. Pro ptiklad zvolme a = —%. Nyni je jiz soustava jed-
noznac¢né tesitelnd a jejim feSenim je a = —%,I_) =0,a = —% ab= % Pro
urceni vah ag, a; a ay opét pouzijeme vzorec (2.5), kde D} = —%. Dosazenim
praveé ziskanych hodnot do tohoto vzorce dostaneme
. 1
ag = ag = D7 (o) (x9) = —a = G
. o 2
a; = aop = Dj(p1— o) (11) = —(a—a) = 3
. .1
o = Qg2 = _Dl ((,01) (Ig) =1 +a= 6

Hledana kvadraturni formule ma tedy tvar

Qsf = £L7(0) +4(5) + SV,

Peanovo jadro Kj ; definujeme jako Ks ; (%)

[Ti,Tit1) @;(t), proi = 0,1, plati

tedy
142 1 1
$t2 — 4t te0,3)
K371(t) B 1 5 1 1
2
sP—2+3, tel[i1].
0.04
0.03
0.02
0.01

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.01

Obr. 628, K371 (t)
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Vztah mezi Peanovym jadrem spoctenym pomoci definice 2.3 a Peanovym
jadrem spoctenym podle definice 2.16 je

Kz = K;z,.

Hledejme nyni kvadraturni vzorec ()3 ve tvaru

Qs = a0 f(0) + () + @ f (1)

pritom predpokladejme, ze nami hledana kvadraturni formule ()3 ma alge-
braicky stupen presnosti roven alespon 2. Opét hovoiime o uzaviené kva-
draturni formuli, polozme tedy xg = 0, x; = % a ro = 1. Hledame feseni u
diferencialni rovnice
du(t) )
s
coz je jisté polynom druhého stupné zapsany obecné ve tvaru

3

t
u(t) = —€+at2+bt+c,

kde a,b,c € R. Pravé tyto koeficienty chceme urécit. Funkce g a ¢; budou
predstavovat dvé linearné nezavisla teseni diferencialni rovnice
du(t) )
e

tedy funkce ¢ a @1 jsou tvaru

t3 - t3 -
©o(t) = -5 at’ + bt + ¢, pi(t) = 57 at® + bt + ¢.

Opét vyuzijeme skutecnosti, ze nami hledana kvadratura je druhého druhu,
tedy neobsahuje hodnoty derivaci funkce f ve svych uzlovych bodech. Ap-
likaci vzorce (2.5), kde D§ = 1, ziskdme rovnosti

agp — @0(1’0):5:0
o = wl-wﬂ:@—@(g) Fh-DL+E-9=0
(22 = —901($2)=—(—%+5L+l~)+6):0.
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Opét pouzijeme vzorec (2.5), tentokrat pro Df = —2 dostaneme tedy

a0 = Dj(po) (1) = —b=0
an = Dj(p1— o) (z1) =—(a—a)s —(b—b) =0

N —

1 B ~
19 — —Df(gpl)(azg):—§+2a+b:O

Ziskali jsme tedy soustavu Sesti linedrnich rovnic pro Sest nezndmych. Tato
soustava je jednoznacné fesitelna (zde jiz nemusime pridévat dalsi podminky).
Jejim feSenim je a = %,Z_) =c=0,a= 1i b= —% ac = 1—12 Dosazenim
ziskanych hodnot do vzorce (2.5) pro urceni koeficienttu kvadraturni formule

2
Q3, kde D; = %, dostaneme

ag = agy = D3 (o) (x0) = 2a =
a1 = ag = Dj(p1— o) (1) =2(a —a) =
az = apx=—D;(p1) (22) = —(—1+2a) =
Hledana kvadraturni formule ma tedy tvar
Quf = 310 +47(3) + F(1)].

Peanovo jadro Kj 5 definujeme jako Ks o(%)
tedy

[Ti,Tit1) @;(t), proi = 0,1, plati

—gt? + 5t te0,3)
Kaalt) = 146 | 542 2 1 1
—st0+ 22 -2t + L te[3,1].
0. 003
0. 002
0. 001

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0. 001

- 0. 002
-0.003

Obr. 6‘29, K372 (t)
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Vztah mezi Peanovym jadrem spoctenym pomoci definice 2.3 a Peanovym
jadrem spoctenym podle definice 2.16 je

1
Kzo = 5 a2

Nasim tkolem bude nyni nalézt kvadraturni formuli Q)3 tvaru

Qs = a0f(0) + anf(5) + asf(1).

Predpokladejme, ze nami hledana kvadratura mé algebraicky stupen presnosti
roven 3. Jde ziejmeé o uzavienou kvadraturni formuli, proto polozime xy = 0,

= % a 9 = 1. Hledejme teSeni u diferencialni rovnice
du*(t) .
a7

coz je jisté polynom ctvrtého stupné zapsany obecné ve tvaru

t4
u(t) = ﬂ+at3+lnf2+c1t+d,
kde a,b, c,d € R. Funkce ¢, a ¢; budou predstavovat dvé linedrné nezavisla

reSeni diferencialni rovnice .
du’(t) |

dt ’

tedy funkce ¢y a ¢ jsou tvaru
polt) = L +at® + bt* + et + d,
or(t) = L&+ at® + bt + &t + d.
Vyuzijeme skutecnosti, ze nami hledana kvadratura je druhého druhu, tedy

neobsahuje hodnoty derivaci funkce f ve svych uzlech. Plati tedy podle
vzorce (2.5), pro D§ = 1, nésledujici rovnosti:

a3p = 800(%):&:0
w = (- =) (5) +6-0)(3) +C-dy+@-D=0

azz = —pi(x2) = —(



e e % d , ,
Stejny vzorec pouzijeme pro D} = —= a ziskame

agy = D7 (o) (20) =—Cc=0

e = Dilon ) (@) = -3 -0) (5) ~G-D - @) =0

2
* 1 ~ 7 ~
axp = —D7i(p1)(22) = g—|—3a+2b—|—c: 0.
Analogicky postupujeme pro Dj = j—; a dostavame
aiypg — D; (@0) (Io) = 26 =0
* ~ — 1 7 7
ay; = D2 (ng — (,00) (331) = 6((1 — G)§ + 2(b — b) =0
1 -

Je ziejmé, ze tato soustava rovnic je prezadand, mame totiz devét rovnic
pro osm neznamych. Pfesto je tato soustava jenoznacné fesitelnd, pricemz

. s v~ ; S = o ~ 5 1 x_ 1 1
jejim feSenim je a = §6,b—0—d—0,a— o b=5C=—5ad=x=.
Obdobné pro D} = —4; dostdvame

ap = ag = D3 (o) (10) = —6a =
a = an = Dj (1 — o) (21) = —6(a —a) =

.1
Ao = Qo2 = —D§ (@1) ([Eg) =1 + 6a = 6

Peanovo jadro Kj 3 definujeme jako Ks 3(¢)
tedy

wiwipr) = Pi(t), prod = 0, 1, plati
144 143 1
2t — 3t tel0,3)

373( )
144 5 1 1 1 1
2_t __t3+_t2_ﬁt+_2, t€[§,|]
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Obr. 6210, K373<t)

Vztah mezi Peanovym jadrem spoctenym pomoci definice 2.3 a Peanovym
jadrem spoctenym podle definice 2.16 je

1
K3 = §K3,3-
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Kapitola 3

Optimalni kvadraturni formule

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat hleddanim optiméalni kvadraturni
formule. Pod nazvem optiméalni kvadraturni formule muzeme rozumét nékolik
dosti odlisnych pojmu. Nejpouzivanéjsimi kritériem pro urceni optimality
kvadraturniho vzorce byva odhad chybového ¢lenu. Dalsim v podstatné
mensi mite uzivanym kritériem je algebraicky stupen presnosti. V této kapi-
tole se budeme zabyvat predevsim prvnim z vyse uvedenych kritérii - odha-
dem chybového ¢lenu. Nejprve zavedeme pojem optimélni kvadratury v Ni-
kolského, v Sardové a v Markovové smyslu!. Uvedeme nékteré vlastnosti
a priklady téchto kvadraturnich formuli. Dale se budeme zabyvat jejich vza-
jemnymi vztahy a v neposledni fadé tskalimi pfi jejich hledani. Podrobnéji
se budeme zabyvat nalezenim optimélni kvadraturni formule v Nikolského
smyslu. Na zavér se kratce zminime o optimalni kvadratute vzhledem k al-
gebraickému stupni presnosti, tedy kvadraturni formuli s nejvétsim moznym
algebraickym stupném presnosti.

3.1 Optimalni kvadratura druhého druhu
v Nikolského smyslu

7 vyse uvedené trojice optimalnich kvadratur jsou pravé Nikolského kvadra-
turni vzorce nejméné obecné. Nejprve oziejmime, co budeme v nasledujicim
textu rozumét, pod pojmem optimalni kvadratura v Nikolského smyslu, na
kvadraturnim vzorci druhého druhu, ktery pracuje pouze s hodnotami in-

'Toto rozdélen{ prebirdme z [1].
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tegrované funkce v uzlovych bodech kvadraturni formule (tedy kvadraturni
formule neobsahujici hodnoty derivaci).
Uvazujme kvadraturni rovnici druhého druhu, tedy

m

[ H@o) do =Y () + )

i=1

kde funkcional E nazveme chybovym funkcionalem, ¢islo E(f) chybou kva-
draturni formule a funkcional @,, tvaru

Quf =Y aif () (3.1)

kvadraturni formuli druhého druhu s vahami a; a uzly z; pro i = 1,...,m,
kde predpokldadame 0 < z1 < 29 < ... < x,,, < 1 a mnozinu funkei @. Chybu
kvadraturni formule (3.1) na mnoziné funkci O oznacime € a definujeme ji
nasledujicim zpusobem:
E =sup E(f).
feo

Optimalni kvadraturni formuli v Nikolského smyslu druhého druhu budeme
znacit takto:

Qnf=>af(x). (3.2)

Jeji chybu na mnoziné funkei O oznaéime jako £V, piitom pozadujeme, aby
platilo
EN = inf &,

a; €ER
i=1,....m

jinymi slovy kvadraturni formule QY ma pro dané rozlozeni uzlovych bodu
x;, kde 1 = 1,...,m, nejmensi chybu na mnoziné funkci O@. Vyse uvedené
uvahy nyni shrneme do definice optimalni kvadraturni formule v Nikolského
smyslu na mnoziné funkci O.

Definice 3.1.
Ezistuje-li kvadraturni formule QY druhého druhu takovd, Ze plati
max |E) f| = min max|E,f|,

feo a; R feO

i=1,....m

[ARS]

pak tuto kvadraturni formuli nazveme optimdlni kvadraturni formuli v Ni-
kolského smyslu na mnozine funkci O.
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Poznamka 3.2. Pro korektnost uvedené definice je nutné uvést, na jaké
mnozine funkci je dand kvadraturni formule optimdlni. Z kontextu vsak bude
vZdy zregmé, jakou mnoZinu funkci uvazZujeme, proto budeme tuto mnozZinu
v zdpise casto vynechdvat a o uwvedené kvadraturni formuli budeme naddle
hovorit pouze jako o optimdlni kvadrature v Nikolského smyslu.

Pojem optimalni kvadratury v Nikoského smyslu nejprve oziejmime v ne
zcela obecném pripadé. Budeme uvazovat n-krat spojité diferencovatelnou
funkci f na intervalu [0, 1]. Vahovou funkci w volime rovnu jedné. V nasich
uvahach se prozatim omezime na kvadraturni formule operujici pouze s hod-
notami funkce f v uzlovych bodech x;, tedy

=1

/f dI— az‘f(%)*'E(f)‘

Predpokladejme déle, ze uvedend kvadratura Q,,f = Z a; f(z;) ma alge-

braicky stupen presnosti k. Pro jednoduchost budeme predpokladat rovnost
k =n.

7 predchozich kapitol vime, Ze je mozné zapsat chybu E kvadraturni
formule @),,, pomoci Peanova jadra K, néasledujicim zpusobem:

1
B(P) = [ £ 0 Konale) .
0

Nyni se budeme snazit odhadnout chybovy élen E(f). Odhad budeme hledat
v normé prostoru £7([0, 1]) pro p € [1, oo]. Specidlné nas bude zajimat piipad
p = 1 a predevsim p = 2 tedy pro vyse uvedené hodnoty p dostavame, uzitim
Holderovy nerovnosti, poradé nasledujici vztahy:

1
1
N< g 110 nst0] a1 el
0
1
1
Pl< k[ ORa0] de < L1l
0
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Pro zjednoduseni dalSich operaci oznac¢ime

1
M= [ 1K) dt,
0

1
M, :/\Kmk(t)]Q dt.
0

V obou uvedenych piipadech jsou zcela oddéleny vlastnosti kvadraturni for-
mule @, a integrované funkce f. Tento fakt, je pro nas velmi dulezity,
nebot ndm umozn{ minimalizovat ¢dst odpovidajici kvadraturnimu vzoreci,
tedy normu Peanova jddra hledané kvadratury v prostoru funkei £,, pro
p = 1,2, nezavisle na integrované funkci f.

Hledéame tedy

M j = min M. J
a;ER

proit=1,...m a j =1,2. V obou piipadech pro nas bude stézejni linearni
zavislost Peanova jadra kvadraturni formule na jejich koeficientech.

Nejprve se budeme vénovat piipadu p = 1.

Priklad 1

Hledame optimalni kvadraturni vzorec )3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Qu = af(0) +bf(5) + cf()

na mnoziné funkef @ = C!([0, 1]). Hleddme tedy hodnoty vah a, b, c € R, pro
dané uzlové body x; = 0,29 = % a r3 = 1. Predpokladejme (z predpokla-
du véty 2.4), ze ma nami hledanéd kvadratura algebraicky stupen presnosti

alespon 0. Plati tedy

COZ znamena

/lda:—a—b—c:O.

0

Jinymi slovy plati rovnost
a+b+c=1
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Podle definice 2.3 odvodime tvar Peanova jadra K3 o nultého fadu kvadraturni
formule ()3. Pro k = 0 dostavame rovnost

Kgp(t) = Eg(l’ — t):)_ =
—l/@—ﬂ$m—[do—wi+wé—ﬂi+dl—wi.

Na intervalu [0, %) plati

1
Jdz—b—c=1—-t—-b—c=—t+a
t

a na intervalu [%, 1]

1
Jdx—c=1—-t—c.

¢

Pro Peanovo jadro K3 (t) dostdvame vztah

—t +a, te|0,3)
K370 (t) ==
—t+1—¢, tel31].

Takto ziskana funkce K3 zfejmé neni urcena jednoznacné. Resime zde sous-
tavu jedné linearni rovnice pro tii neznamé, je tedy tfeba dodat néjaké zjed-
noznacnujici podminky. Zjednoznacnujici podminku budeme volit

M = min M,
a,b,ceR
kde plati
My = MY+ M,
kde

T

1—1 .
MY = min [ [Kaalt)] dr
Ti—1

pro i = 1,2. Spocteme tedy

MYa,c) = [ |-t +al dt,

S S
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MP(a,c) =

M\H%’_‘

|—t+1—c¢| dt.

Dostaneme vzorce

MYa,e) =

MPa,¢) = ¢

\

c 1
2+8’

c <0.

Minimum tyto funkce zfejmé nabyvaji pro hodnoty a = 1 ac = i' Dosazenim

4

do rovnice pro algebraicky stupen presnosti ziskame posledni hledany koefi-
cient b = % Kvadraturni formule ()3 ma tedy tvar

1 1
Q3f:Z f(0)+2f(§)+f(1) .

Pro Peanovo jadro K3 (t) dostdvame vztah (nyni jiz zcela konkrétni)

1 1
—Zf—i-z, t e [0,5)
Ksolt) = 3 1

—t+2, te i 1]
0.2}
0.1

0.2\ 0.4 0 8 1

0.1
-0.2}

Obr. 6‘31, Kgp(t)
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Pouzijeme nyni tvrzeni véty 2.4 a dostaneme rovnost
1
N = [ ro K
0

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 1 ziskame odhad

1
|Esf| < [1f'lo | [K30(t)] dt.
/

Dosazenim snadno ziskdme
1
|E3f] < 3 1 Nl = 0,125 - || f"]| o

Jak jsme jiz predeslali pred prikladem 1, oddéleni vlastnosti kvadraturni for-
mule Q3 a integrované funkce f v odhadu chyby této kubatury ndm umoznilo
minimalizovat pouze ¢ast odpovidajici kvadraturnimu vzorci @3, tedy L4
normu Peanova jadra K3 .

Poznamka 3.3. Hledat odhad chybového ¢lenu kvadraturni formule @, po-
moci normy prostoru L£1(]0,1]) je vhodné predevsim pro kvadraturni vzorce,
jejichz algebraicky stupen presnosti je roven 0. Pro kvadratury s vétsim alge-
braickym stupném presnosti nastdvd problém pri hleddni minima M, nebot
tako funkce jiZ obecné neni konvexni kvadratickou funkci svijch proménngjch
(tedy koeficientu hledané kvadraturni formule).

Nyni podrobnéji popiseme postup pro pripad p = 2.

Priklad 2

Hledame optimalni kvadraturni vzorec (03 v Nikolského smyslu ve tvaru

Qs = af(0) +bF(3) +cf (1)

na mnoziné funkef O = C'([0, 1]). Hleddme tedy hodnoty vah a, b, c € R, pro
dané uzlové body x1 = 0,25 = % a x3 = 1. Opét predpoklddejme (z pfedpo-
kladu véty 2.4), ze ma nami hledand kvadratura algebraicky stupen presnosti
alespon 0. Plati tedy



COZ znamena
1

/ld:v—a—b—c:O.

0

Jinymi slovy plati rovost
a+b+c=1.

Podle definice 2.3 odvodime tvar Peanova jadra K3 nultého fadu kvadraturni
formule ()3. Pro k = 0 dostavame rovnost

Kso(t) = Ej(x—1t) =
1

:./@—iﬂmp—Pm—ﬂi+wé—wi+dl—ﬂi
0
Na intervalu [0, %) plati
fdx—b—c:l—t—b—c:—t+a
; na intervalu [, 1]

1
Jdz—c=1—-t—c

¢

Pro Peanovo jadro K3 (t) dostdavame vztah

—t +a, te0,3)
Kg’o(t) ==
—t+1—c¢, tel31].

Takto ziskana funkce K3 zfejmé neni urcena jednoznacné. Resime zde sous-
tavu jedné linearni rovnice pro tfi neznamé, je tedy tieba dodat néjaké zjed-
noznacnujici podminky. Zjednoznacnujici podminku budeme volit takto:

MQ = min MQ,
a,b,ceR
kde plati
My = My + MY,
kde

xT

My~ = min / K3(t) dt,
Ti—1

o1



pro i = 1,2. Spocteme tedy

1
Jvi _ ] 2
5 (a,e) = [(=t+a)” dt,
0
) 1
MPa,e) = [(—=t+1—c)? dt.
1
Dostaneme vzorce ) .
M _a_ 2,
a ) .
W2 _S_fi2

Je ziejmé, ze funkce MQ[I] a MQ[Q] jsou v kazdé své proménné konvexni kvadra-
tické funkce. Pro vypocet jejich minimélnich hodnot pouzijeme bézny postup
pro hleddni extrému funkce vice proménnych. Resime tedy dvé soustavy
linearnich rovnic danych rovnostmi:

om o'
da  Oc
a
oMy oMy
da 0 de 0

Resenim této soustavy je: a = % ac= }1. Dosazenim praveé ziskanych hodnot

do rovnice pro algebraicky stupen presnosti, tedy
a+b+c=1,

dostaneme hodnotu posledniho hledaného parametru b = % Kvadraturni
formule ()3 ma tedy tvar

1 1
Q3f:Z f(0)+2f(§)+f(1) .

Pro Peanovo jadro Ks¢(t) dostdavame vztah (nynf jiz zcela konkrétni)

—t+ 1, te0,3)
Raolt) = 43 teli]
47 29 .
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0.2;

-0. 2;

Obr. (332, Kgp(t)

Pouzijeme nyni tvrzeni véty 2.4 a dostaneme rovnost

Es(f) = /f/(t)Ks,o(t) dt.

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

2

1
Eof| < IFl, / Kao(t)? dt
0

Dosazenim snadno ziskdme

1 .
Bsfl < ) 55 I/'1lz = 0,144 - [Lf7, -

Na tomto misté je vhodné zduraznit skutecnost, ze optimalni kvadratura
ziskana v ptikladu 1 je totozna s optimalni kvadraturni formuli, jez je vysledkem
prikladu 2.

Poznamka 3.4. Pri hledani odhadu chyby kvadraturni formule @Q,, pomoci
normy prostoru Lo se memusime omezovat na kvadratury s algebraickym
stupném. presnosti rovnym 0, nebot minimalizovand funkce My je v kazdé
své promenné konvexni kvadratickd funkce.

Praveé uvedenou poznamku demonstrujeme v nasledujicim piikladé, kde
budeme hledat optimélni kvadraturni formuli druhého druhu v Nikolského
smyslu, ktera ma algebraicky stupen presnosti vétsi nez 0, tedy roven alespon
1.
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Priklad 3

Hledame opét optimalni kvadraturni vzorec Q3 v Nikolského smyslu ve tvaru

Qs = af(0) +bF(3) + cf(1)

na mnoziné funkei O = C?([0, 1]). Predpokladejme nyni, Ze tato kvadraturni
formule ma algebraicky stupen pfesnosti roven alespon jedné, tedy inte-
gruje presné konstanty i linearni funkce. Stejné jako v predchozim piikladé
snadnym dosazenim do rovnic pro algebraicky stupen presnosti ziskame
rovnosti

a+b+c =1

b+2c =1
Pro dané uzlové body z; = 0,29 = % a r3 = 1, hleddme tedy hodnoty vah
a,b,c € R. Resime nyni soustavu dvou linearnich rovnic pro tfi neznamé,
stejné jako v predchozim pripadé tedy musime dodat zjednoznacnujici pod-
minku. Pro £ = 1 dostavame

Ks:(t) = Ej(z—1t), =
1

_ /(a:—t)}rdx— {b(O—t)frJrc(% Ol -],

Na intervalu [0, %) plati rovnost

jl‘(:c—t)dx— b —t)+c(l—t)) =32 —t+3+(b+c—1)t+it—2b—c
lt:’omoci substituce z rovnice pro algebraicky stupen pfesnosti b = 1 — 2c,
slna,dno ziskdame rovnost

[(z —t)dz —[b(5 — t) + c(1 —t)] = 3t* — ct.

lt\Ta intervalu [%, 1} budeme postupovat zcela analogicky. Dostavame tedy
}(x—t)d:z—c(l—t) =1+ (c-Dt+1i-c

t

Pro Peanovo jadro K3 (t) tedy plati rovnost

a2 te0,3)
Ksq1(t) =
Wt(e—Dt+i—c te[i1].

o4



Takto ziskana funkce K3 ; zfejmé neni urcena jednoznacné. Resime zde sous-
tavu dvou linearnich rovnic pro tfi neznamé, je tedy tfeba dodat néjakou
zjednoznacnujici podminku. Zjednoznaénujici podminku budeme volit takto:

MQ = min MQ,
a,b,ceR
kde plati
My = My + MY,
kde

pro i = 1,2. Spocteme tedy

(12— et)? dt,

1
M) = [ (4

MP() =[R2+ (=Dt +1—¢) at.

W= O =

Dostaneme vzorce

2

1
MU= &
2 =51 "5 610

a 9 1

[2] C C

MBy=2 -S4 -
2 =51 "5 610

Je zfejmé, ze funkce Mzm a MQ[Q} jsou konvexni kvadratické funkce v proménné
c. Pro vypocet jejich minimalnich hodnot pouzijeme bézny postup pro hledani
extrému funkce vice proménnych. Resime tedy linearni rovnici danou rovnosti:

oMy oMy

Oc Oc =0

Resenim této rovnice je ¢ = g. Dosazenim do rovnic pro algebraicky stupen

presnosti ziskame zbylé dva koeficienty kvadraturniho vzorce ()3, tedy a = %

ab= g. Kvadraturni formule (3 méa nyni tvar
1 1
Qsf = 1 [35(0) + 107(5) +3/(1)|.
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Peanovo jadro K3; ma tedy tvar

1 3 1
12— 3¢, tel0,d)
K371<t) =
1,2 13 5 1
it —Et—i—ﬁ, tE[E,l}.
0.03
0.02
0.01
0.2 4 0. 0.8
-0.01

Obr. 633, Kg’l (t)

Pouzijeme nyni tvrzeni véty 2.4 a dostaneme rovnost

Ey(f) = / SO () K (1) dt.

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

1
1 2
Bt < 5O, | [ 1Ko a
0
Dosazenim snadno ziskame
1 .
Bt <[ (172, = 0,004 72,

Zduraznéme, ze prave ziskana kvadraturni formule jiz s predchozimi kvadra-
turami (viz piiklad 1 a piiklad 2) neni totoznA.
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3.2 Optimalni kvadratura prvniho druhu
v Nikolského smyslu

Podrobnéji se budeme zabyvat hledanim optimélni kvadraturni formule prvniho
druhu v Nikolského smyslu. Uvazujme kvadraturni rovnici prvniho druhu

[ F@pul) do =373 a0 + B

=1 i=1

kde funkciondl E nazveme chybovym funkcionédlem, ¢islo E(f) chybou kva-
draturni formule a funkciondl @), tvaru

Quf =YY anf(x) (3.3)

=1 i=1

kvadraturni formuli prvniho druhu s vahami a;; proi =1,....mal=1,...n
a uzly z; pro v = 1,...,m, kde predpokladédme 0 < z; < 29 < ... < x,,, < 1
a mnozinu funkei 0. Chybou kvadraturni formule (3.9) na mnoziné funkef
O oznacime £ a definujeme nasledujicim zpusobem:

E =sup E(f).
feo

Optiméalni kvadraturni formuli v Nikolského smyslu prvniho druhu budeme
znacit jako

QNF =Y ap fV(w) (34)

=1 i=1

Jeji chybu na mnoziné funkei O oznaéime takto: £V, pfitom pozadujeme,
aby platilo
EN = inf &,
a;; €ER

i=1,....m

1=0,...,n—1
jinymi slovy kvadraturni formule QY ma pro dané rozlozeni uzlovych bodu
x;, kde i = 1,...,m, nejmensi chybu na mnoziné funkci O. Vyse uvedené
uvahy nyni shrneme do definice optimalni kvadraturni formule v Nikolského
smyslu na mnoziné funkci O.
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Definice 3.5.
Existuje-li kvadraturni formule QY proniho druhu takovd, Ze plati

maX’EN |: min max|E
feo nd a; €R fe(9| nfls
i=1,....m
[=0,...,n—1

pak tuto kvadraturni formuli nazveme optimdlni kvadraturni formuli v Ni-
kolského smyslu na mnoziné funkci O.

Hleddme tedy pro dané rozmisténi uzlovych bodu z;, kde i = 1,...,n
nejlepsi hodnoty vah, pro které bude chyba kvadraturni formule na mnoziné
funkci O minimalni. Predpokladejme, ze kvadraturni formule @),, mé al-
gebraicky stupen presnosti roven k (podle definice 2.12, kde diferencidlni
operator D = %). 7, predchozi kapitoly vime, ze je mozné zapsat chybu
E(f) kvadraturni formule @),,, pomoci Peanova jadra K,  nasledujicim zpi-
sobem:

E(f) = / FED (K, (1) d,

kde K,, x je Peanovo jadro kvadraturni formule @),,. Nyni se budeme snazit
odhadnout chybovy ¢len E(f). Odhad budeme hledat v normé prostoru
LP([0,1]) pro p € [1, 00]. Specidlné nés bude zajimat piipad p = 2. Pro tuto
hodnotu p dostavame, uzitim Holderovy nerovnosti, nasledujici vztah:

BN < [ 17D OKna®)] dt < (|5 Kl
0

Pro zjednodusSeni dalSich operaci oznac¢ime

2

1
M = / Koa(0)? dt
0

Obdobné jako u kvadraturni formule druhého druhu i zde zcela oddéleny
vlastnosti kvadarturni formule @),,, a integrované funkce f. Tento fakt, je pro
nas velmi dilezity, nebot ndm umoznuje minimalizovat pouze st odpovidajici
kvadraturni formuli.
Hledédme tedy
M = min M,

aj; ER
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proit=1,....m al=0,...,n. Pfipomenme kratce, co pfesné rozumime pod
pojmem Peanovo jadro K,, . Necht ¢;, pro i = 0, ..., m, tvoif fundamentdln{
systém F diferencidlni rovnice dané adjungovanym operatorem D* s pravou
stranou tvorenou vahovou funkei w, tedy rovnice

D*(u) = w.

Peanovo jadro K, , definujeme jako K, 1 (2)|(2,.2:.,) = @i(). Je tedy zfejmé,
ze klicovou roli v definici Peanova jadra zde hraje volba funkei ¢;(x). V pred-
chozi kapitole jsme uvazovali nékteré moznosti volby téchto funkei, nyni
ukazeme dalsi zpusob, jakym je mozno volit funkce p;(z).

Priklad - uzaviena kvadratura
Hledame optimalni kvadraturni formuli ()35 v Nikolského smyslu ve tvaru

2

Q=Y {f%) FIOG) + )

1=0
na mnoziné funkef @ = C3([0, 1]). Nasim tikolem tedy bude aproximovat in-
1
tegral [ f(x) dx kvadraturn{ formuli, kterd m4 algebraicky stupen presnosti
0

rovny dvéma a jejiz uzly lezi v bodech 0, % a 1. Jedna se tedy o uzavienou
kvadraturu, proto polozime xy = 0, :% a ro = 1. Hledejme teseni u
diferencialni rovnice
dPu(t) )
dt3 ’
coz je jisté polynom tietiho stupné zapsany obecné ve tvaru

t3
u(t) = ~% + at® + bt + c,

kde a, b, c € R. Pravé tyto koeficienty chceme urcit. Zjednoznacnujici podminku
budeme volit takto:

T

min /u2(t) dt,
a,b,ceR
Ti_1

pro i = 1,2. Spocteme tedy
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2
(—% +at® + bt + c) dt,

2
(—% +at® + bt + c) dt.

i (a, b, ©) a2+bz+02+ab+ac+bc a b c+ 1
u C) = —— o _ o e _———_— — — — — _—
14 2 160 24 2 32 12 4 1152 480 192 32256
a

a(a, b, ) = 31a? n H? n c? n 15ab n Tac n 3bc  Ta 316  be n 127
WAGDY T 060 T4 T2 T 32 T12 T4 128 480 64 ' 32256

Je ztejmé, ze funkce u; a Uy jsou v kazdé své proménné konvexni kvadra-
tické funkce. Pro vypocet jejich minimalnich hodnot pouzijeme bézny postup
pro hledéni extrému funce vice proménnych. Resfme tedy dvé soustavy
linedrnich rovnic danych rovnostmi:

8121 % a'&1

90 -0 =0 e 70
. o o o

UQ_ UQ_ UQ_

da =0, ob =0, Oc =0

Vytesime nejprve soustavu pro ;. Dostaneme

a+b+c 1 _ 0
80 32 12 1152
a b c 1

T T S
32 121 180
o by
— f— C_ — P
12 4 192
Regenim této soustavy je: a = 5, b= —3 ac = g5. Na intervalu [0, 1)

definujeme funkci u; dosazenim ziskanych hodnot a,b,c do vzorce pro w.
Funkce u; mé tedy tvar



Stejnym zpusobem budeme postupovat pti feSeni soustavy rovnic pro ws.
V tomto ptipadé resime soustavu

31a+15b+7c 7 _ 0
80 32 12 128

15¢ 7b 3c 31

- _ —Z_ =0
32 * 12 + 4 480
Ta + 3 +c— o 0
12 4 64
Resenim této soustavy je: a = %, b = —% ac = 320 Na intervalu [%,1]

definujeme funkci u, dosazenim ziskanych hodnot a, b, c do rovnice pro wu.
Funkce us mé tvar

B 32 11t 21
UQ(t)Z—g—F?—E-F%.

Ksa(t) = L
t 3t 11t 21 1
—% 1T% — 0 T 30 te[g,l]
0. 001
0. 0005 /\ /\
\0/1 0.4 WO. g |1
-0. 0005
-0.001

Obr. 634, K372(t)

Nyni se zaméiime na konstrukei prislusné kvadraturni formule Q3. Vyuzijeme
vzorce z druhé kapitoly, ktery pro nés piipad vypadé nasledovné:

Qsf = Z D3 (o) (o) + [V (1) (D5_y (1 — po)(21)) —

— fO(x3)D5_,_ (1) (@2)].
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Hledana kvadratura je uzaviena, proto musime pro jeji konstrukci brat
vzorec v plném tvaru. Funkce ¢y a 1 zde predstavuji dvé linearné nezavisla
feSeni diferencialni rovnice

_ dPu(t)

=1
dat?

Definujme funkce ¢y a ¢ pomoci vypoctenych funkei uy a uq, plati tedy
_ 3t t 1
polt) = —F +%5 — 3 + o0
(t)_—ﬁ—i-ﬁ—&—l-i
PIll) = =6 T % T a0 T 320

Jesté pripomenme tvary c¢asteénych adjungovanych diferencidlnich ope-
ratora Df, Dy a Dj. Plati

D =1
d

DY = ——
! dt
d2

Df = —.
2 dt2

Hledame tedy kvadraturni vzorec ve tvaru

Qs = Zzalz‘f(l)(%‘), (3.5)

1=0 i=0
kde pro a;;, 1 =0,1,2 al = 0,1, 2 plati nasledujici vztahy:
ap = D3 (po)(x0), [=0,1,2

an = (Dj (1 —o)(x1)), 1=0,1,2
ap = —Dyy (p1)(w2), 1=0,1,2.

Dosazenim snadno ziskdme rovnosti

d? B2t 1
= Dipp(0) = — (-4 - —
oo 20(0) dt2< 63 40+960)

o)

t=0

1
t=0 4

62



D?0(0) Pyr_t ]
a g [ — _— —_— e — —_
10 170 a\"6 78 10 960/ li—o

1

. B2t 1
agy = DOSOO(O):(——+———+—) .= 960

6 8 40 960

1 a2 [t2 t 31 1
= _D>’< - - - = Lan =5
o1 2 (P1=90) (5) = 5 ( i 320) =1 2
1 d (2 t 31
— l)>|< —_— - ) = — - 7 50N =
aq 1 (901 900) (2) dt (4 4 + 320) =1
t 1
— —— 4+ =0
< 2 + 4) t=1
1 2t 31 1
= D= — =)=\ -+ = = 1an
91 0 (901 900> (2) (4 4 + 320) t=1 480
d? B3 32 11t 21
Qo2 51(1) dt2 ( 6 8 40 * 320)
_ t 3 = 1
- 4) =1 4
d B 32 11t 21
= —Dipi(l)=—(—+—— —+ — =
a12 1901< ) dt ( 6 + 8 40 + 320)
B 3t 11 1
- 2 4 40) =1 40
32 11t 21 1
= —-Dipt(l)=—|——+———+-— ~ 0a0”
(92 op1(1) ( 6 T ) 40 + 320) =1 960

Nyni dosadime vypoctené hodnoty do vzorce (3.5) a ziskdme kvadraturni
vzorec

1

1,1
960 —f"(5)+

oo 1(0) + 57(3) + 35515

1 1,
Qsf = Zf<0) + 4—0f (0) +

1

1
FF) = 5 F () + oo

oea /()
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Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

1
1 2

|Esf| < ||f¥, /|11<3,2(1ﬁ)|2 dt

0

Dosazenim snadno ziskame
B3 f| < 3,94- 107" || F2],.

Mnozina funkef O se rovnd C3([0, 1]).

Priklad - oteviena kvadratura
Hledame optimalni kvadraturni formuli ()3 v Nikolského smyslu ve tvaru

2

Qu= Y [ 190) + 19 + 1)

=0

1
na mnoziné funkef O = C3([0, 1]). Chceme tedy aproximovat integral [ f(z) dx
0

kvadraturni formuli, kterda ma algebraicky stupen presnosti rovny 2 a jejiz
uzly lezi v bodech 411, % a %. Na rozdil od ptredchoziho piikladu zde nemame
uzavienou kvadraturu a musime proto ptidat podminky v krajnich bodech
intervalu integrace (tedy v bodé 0 a 1) zpusobem popsanym v kapitole 2.

Polozime tedy xp = 0, 21 = 3, 2y = 1, 23 = 3 a 24 = 1. Hleddme Feseni u
diferencidlni rovnice

43 PE 4
B d3u(t)
dt?

coz je jisté polynom tietiho stupné zapsany obecné ve tvaru

=1,

t3
u(t) = ~% + at® + bt + c,

kde a,b,c € R. Pravé tyto koeficienty chceme uré¢it. Zjednoznac¢nujici pod-

minku budeme volit dvojim zpusobem:

Z;

min / u*(t) dt, i=2,3

a,b,c
Ti—1
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nebo ’ .
uP (zo) = u(z4) =0, j=0,1,2.

Nejprve se budeme zabyvat podminkou u) (z¢) = u') (x4) = 0pro j = 0,1, 2.
Dostavame dvé soustavy linedrnich rovnic

= 0
=0
20 = 0

steSenima=b=c=0a

1
a+b+c—= =0

6
1
20+b—=- = 0
2
2a—1 = 0
s feSenim a = %, b = —% ac = %. Funkce ug a us ziskame dosazenim

vypoctenych hodnot a, b, ¢ do rovnice pro u. Definujeme tedy funkci ug na

intervalu [0, 1) a funkei us na intervalu [3, 1] pfedpisem

t3
6

Ug =

B2t 1
62 2%
Nyni stejné jako v predchozim ptikladé budeme hledat funkce u; a usy. De-
finujeme funkce @, a s predpisem

Uz =

3 2
al(a,b,c):f<_§+at2+bt+c) dt,

i

3

1 3 2
tz(a, b, c) :f<—%+at2+bt+c) dt.

3

Resime problém minimalizace min @ a min . Ziskdme rovnosti

a,b,c a,b,c

B ( b )_ 31a2+7b2+02+15ab+7ac+3bc_ Ta B 31b B %6 n 127
0 = 1907192 4 T 512 T 96 ' 16 8192 15360 1024 ' 4128763
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a
211a®> 190> ¢ 65ab  19ac  5be  665a 211b

5120 T 192 T2 " 512 T o6 T 16 73728 15360

_ 65¢ n 2059
3072 4128768

Je ztejmé, ze funkce 4, a s jsou v kazdé své proménné konvexni kvadratické
funkce. Pro vypocet jejich minimalnich hodnot opét pouzijeme bézny postup
pro hledéni extrémi funkce vice proménnych. Resfme nyni dvé soustavy
linearnich rovnic danych rovnostmi:

o O

a2(a7 b7 C) -

90 Vo =% e 70
a

3112_ 3712_ 877/2_

8a_0’ c%_o’ 80_0'

V tomto konkrétnim piipadé se jedna o dvé soustavy s rovnicemi pro
3la 156  Tc 7

5560 " 512 " 96 8192
15a . ) n 3c 31 _ 0
512 96 16 15360

Ta 3b 5

C
9671672 101 0,

. ./ v v v , . _ i - _i o 21
jejimz Tesenim je a = {5, b= —155 a ¢ = 55,
a pro s

211a+65b+19c 665 0
2560 512 96 73728

65a+19b+5c 211 0
512 96 16 15360

19a  5b 65

C
96 16 T2 3072

5 3 _ 31 _ 6l
6 0= —165 8 €= T35

Dosazenim ziskanych hodnot a, b, ¢ do rovnice pro u definujeme na inter-
valu [4, 1) funkci uy a na intervalu[}, 3) funkci uo. Plati tedy

s TeSenim a =

3 3t 11t 21

£) = i
w)==5% 76~ 160 " 2560
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t) t3 N 5t2 31t N 61
U = 4=
2 6 ' 16 160 ' 1536

t3 | 312 11t 21 11
%17 “ 160 Tame0 !E [4,2)

K372(t) B 3 2
#5231t |, 61 13
—5+% — o twmw t€lmi)
B2t 1 3
( s t272%% tely 1]
0. 002
0. 001
0.2 0.4 > 0.6 0.8 1
-0.001
-0. 002
Obr. 635, Kg’Q(t)
2 3
Qsf = Z Z fO () (D51 (pi = 1) (1)) -
1=0 i=1

Definujeme funkce ¢q, 1, @2 a @3 pomoci vypoctenych funkef ug, uy, us a usg
takto:

_
po(t) = ~%

S A T U § 11 21
p1(t) = ¢t 16 — 160 T 2560

3 5¢2 31t 61
pa(t) = % T 16 ~ 160 T 536
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Hledame tedy kvadraturni formuli ve tvaru

-3 O

=0 =1

kde pro a; i =1,2,3 al =0,1,2 plati

ai = (D;l((ﬂl -

wo)(zi)), I

=0,1,2; i =1,2,3.

Dosazenim snadno ziskame rovnosti

Qo1

a1

a21

Qo2

Q12

22

Qo3

@13

23

= D; (901

= DT(%—

B 3t N 11
N 8 160
= DS (901

= D5(902—

= DT (<P3—

B _3t+
N 8

= Dj(ps—v2) (=

1
)=
1

©o) (Z) =

— o) (

_1
=%

1

900)(4)

©a) (

49
160

=
3
7
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? (32 11t 21 3
ﬁ(ﬁ_ﬁ+%> 18
d (3t 11t 21
_%(E_ﬁ+%> _
1
1
3t 11t 21 T
(ﬁ‘ﬁ*%) —1 2560
a2t 121 1
—@(g—W@) -1 1
d (t* ¢t 121 B
_E<§_§+M) 1
2t 121 1
(5__ 3840) =1 3840
d* (32 49t 45 3
d—(ﬁ—ﬁﬂﬁ) -1 8
d (3t 49t 45
ﬁ(ﬁ‘ﬁ*ﬁ) s
19
~ 160
(3t 49t 45 93
—(ﬁ—ﬁﬂm) s 2560



Vypoctené hodnoty dosadime do vzorce (3.6). Ziskdme tak kvadraturni for-
muli

3 1. 1,1 7 1 1.1 1 1
Qsf = gf(z) - Ef(z)ﬂL%f (Z) + Zf(§) + Mf (§)+
3.3 19,3 93 3
+§f(z) + ﬁf (Z) - Mf (Z)'

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

N

1
B < IO, | [ aalo a
0

Dosazenim snadno ziskdme

|Esf| <6,97- 107 || f@L, -

3.3 Optimalni kvadratura v Markovové smyslu

Optimalni kvadraturni vzorce v Markovové smyslu jsou obecnéjsi nez v Ni-
kolského smyslu, protoze v nich hleddme kromé hodnot vah i vhodné roz-
misténi nékterych uzlovych bodu. Jedna se vesmés o uzaviené piipadné jed-
nostranné uzaviené kvadratury, kdy fixujeme jeden nebo oba krajni body
intervalu integrace. Zbylé uzlové body volime libovolné (tj. nejsou predem
dané).

Uvazujme kvadraturni rovnici

[ F@ot) de =303 auf D) + E()

=1 =1

kde funkciondl E nazveme chybovym funkciondlem, ¢islo E(f) chybou kva-
draturni formule a funkcional @),, tvaru

Quf =Y > auf"V(x;) (3.7)
I=1 i=1

kvadraturnim vzorcem prvniho druhu s vahami a; proi =1,...,mal=1,...,n
a uzly x; proi=1,...,m, kde pfedpokladame 0 < z; <2y < ... <1z, <1a
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mnozinu funkei @. Chybou kvadraturni formule (3.9) na mnoziné funkci O
oznacime £ a definujeme nésledujicim zpusobem:

E =sup E(f).
feo

Optimalni kvadraturni formuli v Markovové smyslu budeme znacit jako
Qnif =D al f(al"). (3.8)
i=1

Jeji chybu na mnoziné funkcef O oznaéime jako £V, ptitom pozadujeme, aby
platilo
EM= inf &
aj; €R
i=1,....m
1=0,...,n—1
z;€(0,1)
i=2,..,m—1

Vyse uvedené uvahy nyni shrneme do definice optiméalni kvadraturni formule
v Sardové smyslu na mnoziné funkei O.

Definice 3.6.

Existuje-li kvadraturni formule QM takovd, Ze plati
max |EM f| = min  max|F,
feo | " f‘ ai; ER feo |Enf

i=1,....m
1=0,...,n—1
z;€(0,1)

i=2,...m—1

pak tuto kvadraturni formuli nazveme optimalni kvadraturni formuli v Mar-
kovové smyslu na mnoziné funkci O.

3.4 Optimalni kvadratura v Sardové smyslu

Pojem optimalni kvadraturni formule v Sardové smyslu je z uvedenych tii
optimdlnich kvadratur podle odhadu na chybovy ¢len nejobecnéjsi, nebot
v tomto piipadé hleddme nejen hodnoty vah (jako u optimdlni kvadratury
v Nikolského smyslu) ale i vhodnou polohu uzlovych bodu. Uvazujme kva-
draturni rovnici

[ H@ot) de =303 auf e + ()

=1 =1
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kde funkciondl E( f) nazveme chybovym funkciondlem a funkcionél @,, tvaru

Qmf = Z Z alif(lil)(lji) (3.9)

=1 =1

kvadraturni formuli prvniho druhu s vahami a;; proi =1,....mal=1,...n
a uzly x; pro i = 1,...,m, kde predpokladame 0 < 1 < 29 < ... < x,,, < 1.
Jak bylo ozfejméno v predchozim odstavci, hleddme optiméalni kvadraturni
formuli pro néjakou danou mnozinu funkei O. Chybou kvadraturni formule
(3.9) na mnoziné funkci O oznacime € a definujeme nasledujicim zptsobem:

E =sup E(f).
feo

Optimalni kvadraturni formuli v Sardové smyslu budeme znacit jako

Qnf=>Y a’f(af). (3.10)

i=1

Jeji chybu na mnoziné funkei @ oznaéime jako £, pfitom pozadujeme, aby
platilo
5= inf &
a;; ER
'EiG[O,I]

i=1,....m
1=0,...,n—1

nebo také

ES =infé.
Qm

Vyse uvedené iivahy nyni shrneme do definice optimalni kvadraturni formule
v Sardové smyslu na mnoziné funkci O.

Definice 3.7.
Existuje-li kvadraturni formule Q7 takovd, Ze plati
S .
max |F = min max|E
feo |Enf| ay€R  feO |Enf|
z;€[0,1]
=1,....m
1=0,...,n—1

pak tuto kvadraturni formuli nazveme optimalni kvadraturni formuli v Sar-
dové smyslu na mnoziné funkci O.
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3.5 Asymptoticky optimalni kvadraturni
formule

Nyni se v kratkosti zminime o asymptoticky optimdalnich kvadraturnich
formuich.

Definice 3.8. ?

Necht Q% je kvadraturni vzorec, O je mnoZina funkci. Chybu kvadraturnd

formule Q% na mnoziné O oznacme £ = sup E*(f). Necht € = sup E(f)
feo

feo
a &5 = inf 3. Pak kvadraturni formuli Q% nazveme asymptoticky op-
Q5,24
timalnt, jestlize plati
li & _ 1
mee €5

3.6 Optimalni kvadratura podle stupné
presnosti

Na zaver se kratce zminime o optimélnich kvadraturnich formulich podle
stupné piresnosti. Opét budeme uvazovat kvadraturni vzorce operujici jen
s hodnotami integrované funkce, tedy pro danou funkci f plati

Quf = a;f(z)).
j=1
Véta 3.9.

Mazimdalni algebraicky stupen presnosti pro kvadraturu s m uzly je 2m — 1.

Poznamka 3.10. Pritom pro rovnost nastdvd pouze pro specidlni rozmistént
uzli. Tyto body odpovidaji kotenum Cebysevova polynomu. Takto vznikly
kvadraturni vzorec nazyvdme Gaussovou kvadraturni formuli.

2[1], str 107
3Jedn4 se tedy o optiméalni kvadraturu v Sardové smyslu na mnoziné O
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Kapitola 4

Peanovo jadro Rombergovy
kvadraturni formule

V nésledujici kapitole se vratime ke klasické definici Peanova jadra (tj.
formuli a jejich Peanovych jadrech (podrobnosti k Rombergové kvadraturni
formuli muzeme nalézt napt. v [2] nebo [7]). Pfedevsim nds budou zajimat
jeji dobré vlastnosti jako je pozitivita a konstantnost znaménka Peanova
jadra, tyto vlastnosti budeme nasledné zkoumat ve vicerozmérném piipadé
Rombergovy kubaturni formule (viz kapitola 5).

4.1 Rombergova kvadraturni formule

Rombergova kvadraturni formule vychézi z tzv. Richardsonovy extrapolace.
P1i vypoctu integralu pomoci Rombergovy kvadraturni formule se vyuziva
tzv. T-schématu!,

To,0

Toq Tip

Too Tin Top

Tom - oo oo Tho,

)

kde prvky 7T, prvniho sloupce spo¢teme pomoci slozeného lichobéznikového

178], str.95
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pravidla, tedy plati
Too = 5/(0) + 5(1)
Toa = 35£(0) + f(3) + 3£ (1)]

2k—1

Tow = a3/ (0)+ 3 fz0) + 3/ (1))
Prvky ostatnich sloupcu spoc¢teme podle vzorce
1

Tk = 1 A" L1 k1 — D1 ), m=1,2,.... (4.1)

Takto zkonstruovana posloupnost T}, o = ﬁ (4’“Tk,1,1 —Ty—1,) obvykle kon-
verguje k hodnotam integralu rychleji nez puvodni posloupnost 7 j ziskana
pomoci lichobéznikového pravidla.

Nejprve zavedeme pojem pozitivni kvadraturni formule, poté uvedeme bez
dukazu (ktery je mozno nalézt v [2] na strané 381-382) vétu, kterd hovoii

o této vlastnosti ve vztahu k Rombergové kvadrature.
Definice 4.1.
Necht funkciondl Q,, je kvadraturni formule

m

Qm - Z aif(xi>7

=1

pro m € N, kde x; jsou navzdjem ruzné uzlové body proi=1,...,m.
Pak kvadraturni formuli nazveme kladnou, pokud plati

a; > 0,
pro vsechna 1 =1, ...,m.

Véta 4.2.
Rombergova kvadraturni formule je pozitivnd.

Pozitivita je velice dilezit4 vlastnost kvadraturni formule, nebot zarucuje
konvergenci této kvadratury pro vsechny funkce f takové, ze f € C(]0, 1]).

Jak vzapéti uvidime, budou pro nas velmi dilezitd Peanova jadra vyssich
radu. Nejprve uvedeme nékolik vzorcu téchto Peanovych jader a popiseme
jejich zajimavé vlastnosti, které posléze shrneme do véty.
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Vyuzijme nyni vzorce pro Peanovo jadro kvadraturni formule ng (1)
a polozme

K3, (t) = K:Z}O (1),

Kso(t) = /tKgJ(T)dT,

0
t
Kg}g(t) = / Kgyg(T)dT.
0

Pro funkei K34(t) tedy plati vzorec

t

K3(t) = /Kg,l(T)dT =

1.3 5 42 1 1
9 ittt 3t — o, te|

1 1 1
ét’ — 5t telo,3)

0. 003
0. 002
0. 001

-0. 001
-0. 002
-0.003

Obr. 641, Kgg (t)

a pro funkci K3 3(t) ziskdvdme rovnost
1,4 1,43 1
aal — 36l t€l0,3)

t
K3’3(t) = /K3’2(T)d7':
144 5 43 142 1 1 1
0 ﬂt—%t—i‘zt—ﬁt—i—ﬁ, tE[—l].
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
- 0. 0002

-0. 0004

- 0. 0006

- 0. 0008

Obr. (342, K373(t)

Dosazenim snadno ovéfime platnost rovnosti K372(%) =0.Prot €0, %] plati
pro K35(t) rovnosti

1 1
K3,2(t) = étg—EtQ
1 5 1 1
—Ka(1=1) = —|2(1=0)" = S(1=8+2(01-1) - 5| =
_ 1253 itZ
6 12

Pro K3 3(t) dostdvame na témze intervalu

1 1
K33(t) = ﬂzf4 — %t?’
1 5 1 1 1
Kss(1—1t) = ﬁ(l —t)* — %(1 — )’ + 1(1 —t)? — ﬁ(l —t) + ==
= it‘l it?’
24 36
Tedy ztejmé
1
K 2<t) = —K3’2(1 — t) t e {O, 5]
) 1
Ks3(t) = Ksa(1—¢)  t€0,5]



Nyni tento konkrétni pripad zobecnime ve vété, kterd zarucuje platnost
vySe uvedenych vlastnosti. Druha z vét jiz piimo fesi problém vyjadieni
chybového c¢lenu Rombergovy kvadraturni formule. Jesté podotknéme, ze
obé véty uvadime bez dukazu, jez je mozné nalézt v [7] na str. 50-54.

4.2 Brauerova véta

Véta 4.3. (Bauerova véta)?
Meéjme rekurentné zadanou posloupnost vzorci:

Ki(t) = —35t(1 —¢) t € [0,1]
o [Kaj-1(2t) — Koy ()], tel0,3)
Ky a(t) =
77 (Ko 1 (2t = 1) = Koj ()], t€[3,1]
Ky(t) = ft o1 (T)drT, t €[0,1]
K2]+1(t) = jKQj(T)dT, t e [0, 1]
pro j = 1,2?...

Pak plati ndsledujici tvrzeni:

1. K;(1—t)= (-1 K;(t), prot € [0,1]
2. K;(t) <0, prot € [0, ]
3. K;(0) = Kj(1) = Ky;(3) =0
4. Ksj_1(t) monotdnné klesd na intervalu [0, 3]
E;F,Z’jlf = Oflf(Zj)(t)Kle(t)dt, kde Ks;—1(t) neméni na intervalu [0, 1]
znaménko.
Véta 4.4. 3 )
Pro chybu Eg,ﬁjl plati rovnost EQT,ﬁilf = f@(&) [ Kqj_1(t)dt.
0
2[2], str.386
3[2], str.386
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Kapitola 5

Rombergova kubaturni formule

V nasledujici kapitole zavedeme pojem Sardova jadra kubaturni formule na
¢tverci [0, 1]? a na krychli [0, 1]2. Podrobné se budeme zabyvat Rombergovou
kubaturni formuli a popiseme nékteré jeji vlastnosti. Zamérime se predevsim
na porovnani vlastnosti vicerozmérného a jednorozmérného piipadu, tedy
Rombergovy kvadratury. Déale zavedeme Sardova jadra téchto kubaturnich
formuli, s jejich pomoci odhadneme chyby danych kubaturnich vzorcu.

5.1 Sardovo jadro kubaturni formule na ¢tverci

Nejprve oziejmime, co budeme v nasledujici kapitole uvazovat pod pojmem
Sardovych jader kubaturni formule C),, kde n € N. Jak jsme ptedeslali jiz
v prvni kapitole, budeme se zabyvat pouze kubaturnimi vzorci majicimi
nasledujici tvar:
Kubaturn{ vzorec na ¢tverci [0, 1]> m4 tvar

[ #@) di =3 ait@) + B,

[0,1]? =1

Kubaturni vzorec na krychli [0, 1]> m4 tvar

[ 1@ =3 ws(@) - B0)
[0,1]? =

Kubaturni vzorce se samoziejmé neomezuji jen na nami zvolene dva
pripady. Vysetfovani kubaturnich formuli a jejich Sardovych jader pro obec-
néjsi oblasti by vsak jiz presahovalo ramec této prace.
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Nyni odvodime Sardova jidra kubaturni formule na ¢tverci [0, 1]?. Nez
zacneme s odvozovanim, zavedeme jesté konvenci ve znaceni.

Poznamka 5.1. Necht f je funkce n proménnijch, kde n € N. Funkce f je
tridy C*([0,1]") pro k > 0, necht i1, ..., i, jsou nezdpornd celd éisla, pro néz

plat? > i; < k. Pak oznacme
j=1

ajzl%f
fil ----- in (f) = — i
0r(1)n...0%(n)in
Poznamka 5.2. Pro usnadnéni zdpisu budeme pouZivat ndsledujiciho znaceni:
Je-li T € R?, pak @ = (z,y), kde z,y € R.
Je-li T € R3, pak ¥ = (x,y,2), kde z,y,z € R.

Necht tedy f € CF*1([0,1]?), pak plati

(Z), Vi € [0,1]".

fa) = F.0)+ [ foslo e =
0 i ,
= f(0,0)+ [ fro(u,0)du+ [ for(z,t)dt =
[t |

— (0,0) 4 2.£1.0(0,0) + ¥ for 0,0) + / (2 — ) faou, 0)du +

0

Yy
- / —tf020tdt+//f11utdtdu—
0

0
2

= £(0,0) + 2 f1,0(0,0) + y£0,1(0,0) + Efz,o(@ 0) + %foa((), 0) +

x

+ 0/<$ o f30(u, O)dU+0/(y 2!t) fo(0,)dt + 2y f11(0,0) +

2!

o 3 oo 5 [ a0 0a+
T Y
1
+ 3 [($ - U)fZ,l(U, t) + (y — t)fl,g(u, t)]dtdu
/]
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Pro lichd k (k = 2k + 1) tedy plati

f(z,y)

a pro suda

f(z,y)

+

k

k i

1[0\
> 5(])3‘3 'y fi-4(0,0) +
i=0 j=0
1 <~ [k o iy
EZ (j) {y] /(x—u)k ? frr1-5(u, 0)du +
e /

)
+ 7 /(y — t)’f—jfj,kﬂ_j(o,t)dt} +
0

! O/O/(x - u)ﬁ(y - t)nfm-‘rl,n—i-l(u? t)dtdu

(k1)?

y 1/i
Z ﬁ (]) mz_]y] fi_jvj (07 O) +
=0 j= '
1 k—1 k ; z -
7 _ {y (x —u)" fry1-5;(u, 0)du +
0

=0
)
+ 33j /(y — t)kijfijrl,j(O,t)dt} +
0

0 0
T Y
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Nyni na posledni rovnosti aplikujeme linearni funkcional F,, a dostaneme:

pro lichd k (k =2k + 1)

i

k .
Enflzy) = ) Zl(;) v {a'y’ fij5(0,0)} +

i=0 j=0

oA ()mely o oo +
. / f (0.0} +

klszf%y{ / / (2= 0)* (= ) Frrn e (v, )dtdu s =

= MZ(){ / B2y (x — w) ] fia g, 0)du +
/ ) 50, D)t +

1 1
1
e / / Ep¥l(x — w)i(y — )3 frrrm (u, t)dtdu
0 0

.

a pro sudd k (k = 2k) plati

)

Eof(z,y) iz},( )EW{ Sy 0,00} +

1=

12!k 7 )
+ o (j)Eﬁ;y{yj /(:E—u)k_]karl_j’j(u,O)du +
| e J

.

81



\

Y= ) fixers(0,0)dth +

k

— o
=

)E” y /x—u " fot1n(u, 0)du +

0

—i—x/ —tfm+10t)dt}

0

W|,_\
N | —

2(k —

+ ——igg#%{//ku—uﬁ*@—w*%m—wnHAww+

+ (x —u)" Ny — )" Ny = t) fronrr(u, t) dtdu =

1

— k12< ) /E Yy (2 — u) ] feprgy(u, 0)du +

0
1

[ By 07 e 0.0 +

+
| =
N| —
RS
=
N——
——

1
[ B o = e, 0)du +
0
4 [ B2 = 05 (000t +
0

' ﬁ [ [ e = w5 = 05 et +

+ B (@ — )iy = )] e () Yt

Nyni muzeme definovat Sardova jadra kubaturni formule.
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Definice 5.3. !
Necht k > 0 a plati:

Ky () = Eglyi(z = )7, =0,k (2,y)
Kii(v) = B[ (y — )17, J=0in, (2,y) €0
Kunlu,v) = 290 —w)i(y—v)i),  k=2x+1, (z,y)

Kyp1(u,v) = E5V][(z —uw)i(y —0)i ', k =2k, (z,y) € Q

—u
Pak funkce K;(u),K;(v), Ky x(u,v)* nazveme Sardovymi jadry kubaturni for-
mule C,, f.

Néasleduje véta popisujici vyjadieni chybového clenu E,, f kubaturni for-
mule (), prostfednictvim jejich Sardovych jader.

Véta 5.4.

Necht funkce f € C**1([0,1]?), kubaturni formule C,, md algebraicky stuperi
presnosti roven k. Pak pro chybovy E,.f clen kubaturni formule C,, plati
rovnost pro lichd k (k =2k + 1)

E.f(r,y) = k‘Z() /K,” ) fo1—j (u, 0)du +

b [ KO0t} +

0

11
1
+ (K!)Q//Kﬁ,,@(u,t)dtdu
00

a pro sudd k (k = 2k) plati

=
Enf(z,y) = EZ( ) /Kk —5 () frr1-j5(u, 0)du +
j=0

2], str.105
2Pro piehlednost piseme oznaceni dané kubaturni formule ji odpovidajicim Sardovym
jaddrum do horniho indexu.
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1
+ /Kk_j () 150, )t ) +

1
k"Q( ) /Kﬂ f,i+1,€ u O)du +
0

1
+ /K (1) fm+1(0,t)dt}+

1 1
+ g ) [ el ) +
0 0

+ Ki1x(u,t) froir (u, t) Ydtdu.

Diikaz. Je-li funkce f tiidy C**1([0,1]?), pak z piedchozich tvah vime, ze
pro chybovy ¢len kubaturni formule C), plati nasledujici rovnosti:
pro lichd k (k =2k + 1)

Enf(z,y) = % <) /E Uy (2 — )] fegrgg(u, 0)du +

0

1
[ Bty = 05 0.0t} +
0

ESV[(x — )i (y — )] fasrmta(u, t)dtdu

a pro sudd k (k = 2k) plati

1

1 1
7Jm:=52()/%yxw)mﬂmwm+

0



1

b [ B = 05 ey 0,00t +

/Eﬁw(x—w}hﬂAwmmt+
0

+ —//{Exy[(x—u) Ty —t)5 N fas1n(u, t) +

1
+ Egiy[(x - U’)—’T-_ (y - t)i]fn,n-{-l(ua t)}dtdu

Uvazovana kubaturni formule C), ma algebraicky stupen presnosti roven k,
tedy plati

E,(x'y’) =0,
pro ¢, j nezdporna celd ¢isla takovd, ze i4+j < k. Dosazenim snadno dostaneme
rovnosti pro lichd k (k =2k + 1)

Enf(z,y) = k,Z( ) /Kk (W) fra1-55(u, 0)du +
+ /Kk—j(t)fj,k+1—j(07t)dt} +
0

K, (u, t)dtdu

rk—1 1
Emf(x7 y) = %Z; (‘I;) { /Kk—j(u)fk+1—j7j(u7 O)du +
J= 0
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1
i /Kk_j (t) fjk+1_j(0,t)dt} 4

1
k‘2< ) /KH fn+1,€ u, O)du +
0

1
+ \/Kﬁ t fﬁn-l-l(oat)dt} +

1 1
g | [ e +
0 0

+ K,Q,LR(’U/, t)fH,HJrl (U, t)}dtdu

Cimz je dukaz proveden. m

5.2 Rombergova kubaturni formule

V kapitole 4 jsme se zabyvali studiem Rombergovy kvadraturni formule.
Ukézali jsme, ze tato kvadratura ma velmi piiznivé vlastnosti, predevsim,
ze se jedna o pozitivni kvadraturni formuli, jejiz Peanovo jadro neméni na
intervalu integrace své znaménko. V nasledujicim textu se budeme zabyvat
Rombergovou kubaturou (nejprve na jednotkovém étverci, pozdéji na krychli
[0,1]3). Nasf snahou bude zjistit, zda tyto kubaturni formule maji podobné
dobré vlastnosti jako jejich jednorozmérny ptipad.

Rombergovu kubaturni formuli pro vicerozmérny ptipad odvodime ob-
dobnym zpusobem jako Romberguv kvadraturni vzorec v jedné prostorové
proménné (viz kapitola 4). Vyjdeme z lichobéznikového pravidla na [0, 1]V
kde N € N. Tuto kubaturni formuli zna¢ime To(f(\)f). Piejdeme ke sloZzenemu
lichobéznikovému pravidlu To(ﬁf), tedy rozdélime stavajici N-dimenzionalni
krychli na 2V stejné velkych N-dimenziondlnich krychli. Analogicky pos-
tupujeme déle, ¢imz dostaneme obecny vzorec pro slozené lichobéznikové
pravidlo T, éf,\!), pro k € N, na N-dimenzionalni krychli. Pomoci vzorce

4mT(N) T(N)

m,k 4m — 1( m—1,k+1 m— 1k) m = 1727"" (51)
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odvodime zbylé kubaturni formule T;AQ v tzv. T-schématu

(N)

Kubaturni vzorce T,,y, pro m € N (tedy kubatury lezici na diagonale

T-schématu) nazveme Rombergovymi kubaturnimi formulemi.

Definice 5.5.
Necht funkciondl C,, je kubaturni formule

Cyp = Zaif@),

kde Z; € [0,1]" jsou navzdjem ruzné uzlové body pro i = 1,...,m, pro
n,m € N.
Pak kubaturni formuli nazveme kladnou, pokud plati

a; > 0,
pro vsechna 1 =1, ...,m.

Pozitivita je velice dulezitd vlastnost kubaturni formule, nebot zarucuje
konvergenci této kubatury pro vSechny funkce f takové, ze f € C([0, 1]").

Nyni muzeme zacit s odvozovanim Rombergovych kubaturnich vzorcu
v konkrétnich ptripadech.

5.3 Sardovo jadro Rombergovy kubaturni for-
mule na ¢tverci

Nejprve se budeme vénovat hledani Rombergovy kubaturni formule na jed-
notkovém ¢tverci. Jak jsme jiz diive ptfedeslali, budeme vychéazet z licho-
béznikového pravidla na ¢tverci [0,1]%. Tuto kubaturu budeme znaéit Té?o),
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jedna se ztejmé o kubaturni formuli s uzlovymi body ve vrcholech jed-
notkového c¢tverce, tedy

T = L1F0,0)+ £0,1)+ F(1,0) + £(1,1)].

Obdobnym zpusobem jako v jednorozmérném ptipadé prejdeme k sloze-
nému lichobéznikovému pravidlu, tentokrat délenim jednotkového ctverce na
¢tvrtiny, které budou mit opét tvar ctverce. Jinymi slovy rozdélime ¢tverec
[0, 1] na ¢tverce [0, 3]%, [0, 3] x [3,1], [3,1] x [0, 3] a [3,1]*. Uzlovymi body
nové kubaturni formule, kterou budeme znacit 7| éi), budou vrcholy téchto
¢tvercu. Dostavame tedy kubaturu ve tvaru

116[1“(0 OO+ 10,0+ 5011+

b AP0, ) + F(5,0)+ F1,5)+ (5 1) +
11

+ 4f(§a§)]-

2
T3

Kubaturni formule T0(,21) ma ziejmé deveét ruznych uzlovych bodu.

(. (. . s (2)
Opakovdnim prévé popsaného postupu ziskdme vzorce pro Ty, kde
k = 2,3,.... Nez prejdeme k obecnému vzoreci pro slozené lichobéznikové
pravidlo na ¢tverci [0,1]?, tedy Té?,g, kde k € N, uvedeme jesté konkrétni
tvar kubaturni formule TO(?Q), nebot s pravé zminénym vzorcem budeme déle

pracovat. Kubaturni vzorec TD(?Q) ma tedy tvar

T = 0,00+ F0,1)+ F(1,0) + F(1L1) +

+ 2700, )+f(%,)+f(1é)+f(%7)+f( D0+
FHG0) 4 G0 + (1 )+f(1 §>+f<— 1>+f<—,1>>+

b )H TGD AT ) F TG ) TG f<§,§>+
HEG DG §>+f<i 2»1.

Jednd se o kubaturni formuli s pétadvaceti uzlovymi body.
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Pro libovolné k € N dosaneme vzorec

1 1 281 1 281
2 — . ] [
Tox = 2200 Fd) +2D0 D flg) + D0 flopdl+
i,j=0 i=0 j=1 j=0 i=1
2k_1 j
+4Zf(?>§)]
ij=1

Snadno zjistime, Ze se jednd o kubaturn{ vzorec s (2% + 2! 4 1) uzlovymi
body. Je zrejmé, ze vSechny kubaturni vzorce Té?k), pro k € N, jsou pozitivni.

Nez pristoupime k odvozovani Rombergovy kubaturni formule, budeme
se zabyvat hledanim Sardovych jader pravé definovanych kubaturnich for-
muli. Budou nas zajimat jejich vlastnosti a jejich mozné vyuziti k odhadu
chyby téchto kubaturnich vzorcu. Nejprve uréime podrobné algebraicky stu-
pen presnosti kubaturni formule 7| é%), u zbylych kubaturnich vzorcu Té?k),
kde k € N, podrobné vypocty uvadét nebudeme.

Tato kubatura zfejmé integruje piesné konstanty, nebot plati

11
//1d$dy:1
00

1
Téi}1:z[1+1+1+1]=1,

1 1
//1 drdy — Tig1 = 0.
0 0

Kubaturni formule Té?o) ma tedy algebraicky stupen presnosti rovem alespon
0, coz nam umozni pouzit k odhadu jejtho chybového ¢lenu Sardova jadra.
Snadnym dosazenim zjistime, ze tento kubaturni vzorec integruje presné
i polynomy prvniho stupné, coz dokladaji nésledujici vypocty. Plati rovnosti

1 1 ]
dady = -
[ [« dudy =3,
0 0

1 1
Tyor=Z0+0+1+1] =g,

a zaroven

tedy

a soucasné
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tedy odectenim dostaneme

11
//x dxdy — Té?o)x = 0.
0 0

Stejné postupujeme i pro proménnou y a opét ziskdme rovnosti

11 .
//ydxdy—§
0 0

, , 2
a dosazenim do kubaturniho vzorce T; é 0)

1m+1+0+u
4 2

Je ztejmé, ze odectenim téchto vyrazu opét dostaneme

11
//y dzdy — Té?o)y = 0.
00

Kubaturni formule Té?o) ma tedy algebraicky stupen ptesnosti roven ale-
spon 1. Stejnym zpusobem pokracujeme déle pro polynomy druhého stupné
(pfipomertime, Ze se jedné o polynomy tvaru z?, zy a y*). Dosazenim snadno

ovéiime rovnosti
11
/ / xy drdy =
0 0

1
Té?o)xy = Z[

Jejichz odectenim ziskame rovnost

11
//xy dzdy — TO(?O)xy = 0.
0 0

Problém nastavé u polynomi druhého stupné tvaru 22 a 2. Vypocet provedeme
pouze pro polynom 2. Ziejmé plati

1 1
1
2 dady = ~
[ [ duy =5,
0 0

90
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1
Tyoa = 70+ 0+1+1] =3

tedy odec¢tenim pravé ziskaného dostaneme

11
//x2 dxdy — T(Q) 2 £0.
0 0

Kubaturni formule 7} é?o) ma tedy algebraicky stupen ptfesnosti roven 1.

Pro chybu E,f plati rovnost
1 1
Buf = [ [ Fo)dody = 3(£0.0) + £0.1) + F(1.0) + F(1, 1))
0 O

Kubatura Té?o) ma algebraicky stupen presnosti roven 1, vime tedy pomoci

véty 5.4, ze chybovy clen kubaturni formule 7} 0(,20) muzeme vyjadrit jako

T(2)
Kl f02 0 U) dv +

=

~

S~—

I
O\H

=

=

oh

o

t

O

QL

N

_I_
O\H

(
+0/0/K§%0(u ,0) f1a(u,v) dudv,

(2)
kde K IT " (u), K ;‘F *%(v) jsou jednorozmérna Sardova jadra kubaturn{ formule

58 : o y .
TO(’QO) a KO%O je dvojrozmérné Sardovo jadro této kubatury.

Hleddme tedy Sardova jadra kubaturni formule To(,Qo)- Nejprve spocteme

(2) (2)

jednorozmérné Sardova jadra KJ»TO’O (u), KJ-TO’O (v), pro j = 0, 1. Podle definice
5.3 pro j = 0 dostavame

7(2) 11 1
K™ ( )zofof(:c—u)gdxdy—%[(O—U)ﬂ—l—(l—u)i]:fd:z:—%i——u+%
Ty F o 0 1 0 0 1 3
KO’(v):Ofof(y—v)+da:dy—Z[(O—v)++(1—v)+] Jdy—3=-v+3

Tyto funkce muzeme graficky znazornit nasledujicim zpusobem.
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0.2 0.4 0.6 > 1
-0.2

2) 7

(
Obr. ¢.5.1, K,"° (u), K,°° (v)

(2) e
Obdobné ziskdme vzorce K;*° (u) a K;*°(v) ve tvaru

0.25
0.2
0. 15
0.1
0. 05
002 04 06 08 1

Yo i

(
Obr. ¢.5.2, Kiro’o (u), K, (v)

(2)
Nyni spocteme dvourozmérna Sardova jadra KH,O/\’O (u,v), pro kK = 0,1 a

A=0,1.

(2)
Pro k = 0 a A = 0 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K, (u,v) ve

(u,v) = Of1 gl“ (z —uw)}(y — v)idedy — 3[(0 = u).(0 —v)§ +
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+(0-w)i(1—0)f + 1 -uwi0-v)+ 1 —-uw)il-v)i]=

11
= [[dedy— i =uww—u—v+3

Obr. ¢.5.3, Kg%’o (u,v)

(2)
Iy : T
Pro kK =1 a A = 0 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K 3° (u,v) ve tvaru

(u,0) = Oflju—u%(y—v)i (0= )L (0—v) + (0—u) (1 —0)2 +

+(1-wi0—-v)S+1-ul(l-0v)}]= flj(:c —u)dxdy — 3(1 —u) =

o)
Obr. ¢.5.4, K" (u, v)
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2)
(. L T,
Pro kK =0 a A = 1 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K, ° (u,v) ve tvaru

K00 (u,0) = OflOfl<ac—u>8<y—v>1+ 0= ) (0— )+ (0— W) (1—v)! +

+(1=uwl0—-v)i+1-w)i1-0v)l]=[[(y—v)dedy — (1 —v) =

S
SR

—_1 1 _ 1, _3 1
= VU + 507 4+ uv SU 4v+4.

. Tyo
Obr. ¢.5.5, K,7" (u,v)

(2)
(2 . s T
Pro kK =1 a A = 1 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K 9° (u,v) ve tvaru

K1 (0,0) = | J o=l -0 dody—H0-0} 0-0) + 0w} (1) +
+(1—uw)L (0—v)t +(1-u)l (1-v)l] = flj(m—u)(y—v)dxdy—}L(l—u)(l—v) =

1 1,2, 1,24y 1,24 1,2, 3 1 1
= Juv UV Suv —|—4u +4v +4uv+4u—|—4v.
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)
Obr. ¢.5.6, K 1" (u, v)

Kubaturni formule Té?o) ma algebraicky stupen presnosti roven 1. Pfipomenme,

ze integrovana funkce f je v kazdé své proménné dvakrat spojité diferencova-
telnd na jednotkovém ctverci. Aplikujeme tedy na chybovy ¢clen Ey(f) vétu
5.4 pro k = 1 a dostaneme rovnost

2 2
) 8

Edf) = / K8 () foo(u, 0) du + / K58 (0) fon(0,0) do +
0 0

L
+//K07%’° (u,v) fr1(u,v) dudv.
00

Pro odhad chybového ¢lenu pouzijeme Holderovu nerovnost pro p = 2,
takto ziskany odhad bude tedy v normé prostoru L([0,1]?). Dostaneme

tedy nerovnost
1 (2)
T 2
)
0
2

dudv)z.

2
dv)

N|=

2
du)? + || foz|

1
(2)
B < el [ \K?” (w) .
0

11 @
+ 1 fiall; ( Koo' (u,0)
00

Snadnym vypoctem ziskame odhad

[Ea(f)] < 0,403 - || 15,

[SIE
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kde pod symbolem ||g][, , rozumime toto

Igll.2 = llgo.2l5 + [lg20ll + [lgr1ll -

Nyni budeme hledat Sardova jadra kubaturni formule 7} 0(21) Nejprve spocteme

(2) (2) 72

jednorozmérng Sardova jadra K ° [0 T(u), K 1T (v). Podle definice 5.3 pro K, [0t (u)
na intervalu [0, 1) dostdvame vzorec

) = o tdedy = [0 = 0} + 265 - 0k + (1 - wl] =

Kl ’

1
:f(x—u)da:—1—16[2(%—u)+(1—u)]:%uQ—lf’—g—l—g

y o) )
Jednorozmeérné Sardovo jadro K, ™' (u) mé tedy tvar

1.2 13 3 1
@ 30— 96 T ue [0,3)
K™ (u) =

1,2 1w T 1
P 6 T 16 ue[ 1}'

Zcela analogicky postupujeme pti odvozovani vzorce pro jednorozmérné Sar-
) )
dovo jadro K " (v). Aplikaci definice 5.3 dostdvame pro K " (v) na inter-
valu [0, 3) vzorec
T(2) 11
0,1

K7 (v) = gof(y — v)idedy — 5[0 —v)} +2(; — )} + (1 —0)}] =

1
=Jy—v)dy — 512G —v)+ 1 —v)] = 50" = 5F +3§

a na intervalu [1, 1]
T(z) 11
K" (v) = Of{(y —o)ldedy — L[(0-v)} + G —v)i + (1 —0)l] = =
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)
Jednorozmeérné Sardovo jadro K " (v) m4 tedy tvar

1,2 13 3 1
2 PR TR ve0,3)
K" (v) =

15 1
Loty T e L]
Tyto funkce muzeme graficky znézornit takto:

0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0. 05

0.2 0.4 06 0.8 1
o) T2

Obr. ¢.5.7, K, (u),K;*" (v)

Stejnym zpusobem nalezneme dvojrozmérna Sardova jadra kubaturni for-

mule 7p’ 1) Pro k = 0 a A = 0 dostavame vzorec pro Sardovo jadro Ko

ve tvaru

KO //:E_u y =) dxdy—1—16[(0_u)9r(o_v)9r+

HO= %= 02 + (1= %0 02 + (1 - (- 0 +

20— w) (5

2 2
120 w1~ )} + 40 — w5 — )]
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o)
Pro dvojrozmérné Sardovo jadro K, 5" (u,v) tedy plati vzorec

(w202 uv uv? + u + v + Tuv U v

4 21 2 411 4 16 8 87
u e [0,5),1)6 [0,5)
u?v? uv uv? u? v 13uv 3u 5v 1
T L N T A A
@) u€ [3,1],ve[0,3)

(2)
, ‘ . T ‘
Grafické znézornéni funkce K;3'(u,v) nalezneme na obrdzku 5.9 a 5.10.
(2)

. T L P ; .
Sardovo jadro K; 7' neméni na oblasti integrace své znaménko.

T
Obr. ¢.5.9, K,7" (u,v)

0
: -0.005
L -0.01
-0.015
3(()) 0.25 0.5 0.75 770-02

e
Obr. ¢.5.10, K, 5" (u,v)
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(2)
. L T,
Pro k =2 a A = 2 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K,%' (u,v) ve tvaru

1 1

72 1

Ky w) = [ [(o—uf - ofidedy = {50 - w0 - o)} +
0 O

HO = wf (1= o} + (L= w0 -0t +
HL =B (1= of 20— wf (5 — o)} +

+2(5 — W0 =0 +2(1 -l (G~ +

1 1 1
$2(5 — (L= v 4G — w5~ )]
(2)
Piimym vypoctem ziskdme vzorec pro dvojrozmérné Sardovo jadro K ;: 5t (u,v),
tedy

3 3 722 2
u-v u-~v u-v u-v uv u v u-v u-v

9 9 16 4

uv 2942 2902 u v 17
T T e T e T ar T ar T Ere
we [0,1) v e [0,1)

u’v u°v u“v udv uv u v 13u2v? 3uv
9 3 3 + 3 + 3 9 9 + 16 4

u’v® _ utvt  ufv u’v w? _ u’ Y 13u?v? _ 5u?v
+3+3 9 9+ 16 8

3uv? 19u2 2302 uY u v 5
4 +1 48 + 51)6 + 2 12 48 + 2887
u e [0,5),@6 [571}

Tuv? 13u? 13v2 3uv 5u 5v 7
+ + 48 + 4 + 144>

we [31] v e [11].

\

Graf této funkce nésleduje na obrazku 5.11.
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R
e,
e
TR
A A

.

e e
T e

S

Z7 X

)
Obr. ¢.5.11, Ky 5" (u,v)

(2)
o, . ., T . , . . . .
I v piipadé Sardova jadra K, %' (u, v) se jedna o funkci neménici na intervalu
2,2 )
integrace své znaménko.
(2)
Pro k = 3 a A = 3 dostdvdme vzorec pro Sardovo jadro K33 (u,v) ve

tvaru

(o) = [ [o=wity=oldedy - G0 - w0 -0+

0—u)i(l—v)i+(1—-w)i0-v)j+

ke
4oL e—

1— (- o)} + 20— w5 -t +
25 = w0 - o)} + 20— w (5 - v +
205 — w1 - 0} + 40 - wl(; - v,
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2)
. . . T p
Dvojrozmérné Sardovo jadro K%' (u,v) mé tedy vzorec

¢ utot utod u’v 3utv u“v ) uv u? v
16 4 4 + 8 + 8 4 4 + 16 + 16+

32 64 64 16

+7u3v3 3udv? 3uvs + S5u v + Suvd u v 3u2v+

+3uv2 3u? 3v2 17uv + 13u 13v 9

16 32 32 64 128 128 2567

+13u31)3 u3v? 15u203 + 23u3v + Tuw? 11u? v3 + 9uv?

16 8 16 32 16 64 16 8
21u3v 3uv? 9u? Suv u v 1
—T33 s Tt 32 64 T 32 6
o u€ [5,1],v € [0,3)

+13u3v3 u3v? 15u2v3 + Tu3v + 23uv3 u? 1103 + 9uv?

16 8 16 16 32 16 64 8
_ 3uPv  21luw? 9?2 Suv v v 1
8 32 64 + 32 + 32 64 647

16 16 16 16 16 16 16
_ 15u?v _ 15uw? + 3u? 3v2 Twwo _ u v
16 16 16 16 16 16 167

S [%,1},1}6 [%,1].

(2)
Graf funkce K; %' (u,v) nalezneme na obréazku 5.12
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L77

L7
Ii:!""",
/7777755

e
Obr. ¢.5.12, K33 (u,v)

(2)
T . - s ;s ,
Funkce K%' (u,v) mé opét na celém intervalu své integrace konstantni

znaménko.
, 2 . o S . .
Kubaturni vzorec Té 1) ma algebraicky stupen presnosti roven 1, coz

lze ukazat zcela analogicky, jako v piipadé kubaturni formule Téi}. I zde
piedpokldddme, ze funkce f je tifdy C%([0,1]?). Aplikaci véty 5.4 pro k =1
dostaneme pro chybovy ¢len Eo(f) vzorec

1 1
Bo(f) = / KlTé’l)(u)fg,o(u,O) du + / K;[é’l)(v)fog((),v) dv +
0

0

11
@)
+//K§%’1 (u,v) fr1(u,v) dudv.
0 0

Pouzijeme-li na tuto rovnost Holderovu nerovnost ;)ro p = 2, dostavame
2

odhad na chybovy ¢len Fy(f) kubaturni formule Té,1 ve tvaru

2

/ @ |2 . / @)
B < Mol [ \K?ﬂ(u) a0t + ol ([ \K?J@) &)
0 0

=

+

[N

11 o )
A [ f1,1ll; (// Koo' (u,v)|  dudv)
00
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Opét se jednd o odhad v normé prostoru Lo([0,1]?). Dosazenim snadno
ziskame odhad

[Eof] < 0,444 - [ f[|, -

Nyni se budeme zabyvat kubaturnim vzorcem T, 0@, jeho Sardovymi jadry

a konecné odhadem jeho chybového ¢lenu. Zcela analogicky jako v pripadé
7 e
TO(,QO) nebo To(i) ur¢ime nejprve jednorozmérna Sardova jadra K, ** (u) a K;"* (v).
@) (2)
Pro Sardova jadra K;Fw (u) a KITO‘2 (v) dostdvame vzorce

(1,2 5w T 1
T 61 T 16 u€ [074)
1,2 _ 5ou 5T 11
7(2) 2U" %61 T 1w u€ [13)
K% )
! ) 12 s 59 13
U
U — %1 T 1as> (= [2’4)
1,2 _ 63u 31 3
L 2U 61 T 610 u € [471}v
(1,2 5w 1 1
2V 61 T 160 GRS [074)
1,2 590, 5T 11
() 2V~ % T vE[13)
K ) = 1.2 6l 59 13
U
5V — %1 T 1o CAS [274)
1,2 630, 31 3
L 2V 61 T o0 CAS {471}

Obé tyto funkce, tedy KlT *2(u) a KlTO’2 (v), jsou graficky zndzornény na
obrazku 5.13.

0.4
0.3
0.2
0.1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
18, T3

Obr. ¢.5.13, K;** (u), K;** (v)
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2)
Lo , : . ., T,
Nez prejdeme z odvozeni dvojrozmérného Sardova jadra K,y (u, v), zavedeme

zjednodusujici znaceni, které budeme pozdéji vyuzivat i v zapise Sardovych
jader Rombergovy kubaturni formule. Je ziejmé, ze slozené lichobéznikové
pravilo TO?Q) rozdéli jednotkovy ¢tverec na Sestnact stejné velkych ¢tverct,
jejichz seznam nasleduje:
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Obdobnym zpusobem jako v predchozim piipadé ziskdme dvojrozmérné
B ()
Sardovo jadro K’ (u,v) ve tvaru

(wv—u—v+ 2 uveA

w —u—v+ 2 uvebB

29

= WU EE

uv —u — v+

1w—u—v+%,mvef

43

UV — U — U+ g7,

u,v €C

43

o wveZl

uv —uU— v+
49
uw —u—v+ g, U,V EG

7 w—u—v+=, uveJ
KO,(f (u> U) =
w—u—v+2 uvek
w —u—v+ 2 uveD
uw —u—v+ 2, uveM

59
w—u—v+23, u,vEH
w—u—v+2 uveN
u,v € L

uv —u — v+

w—u—v+8 uveo

(| w—u—v+8 woeP

(2)
Graf Sardova jadra K, ” (u, v) nalezneme na obrazku 5.14.
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Obr. ¢.5.14, Ky* (u,v)

Nez prejdeme k odhadu chybového ¢lenu kubaturni formule TO%), odvodime

(2)
C e e ey . .y . T o (.
jesté jeji dvojrozmérné Sardovo jadro K 5* (u,v). Pri odvozovani postupu-

jeme zcela analogicky jako u kubaturniho vzorce Téi). Nejprve uvedeme na
(2)

obrazku 5.15 graf Sardova jadra KIT’ 9% (u,v), vzorec této funkce nésleduje
vzapéti.

R
N

WS
A\
WX

W
\X *~

N

N NSAR

AN
¥

. Ty
Obr. ¢.5.15, K, 7" (u, v)
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(@)
. . ., T ,
Vzorec pro dvojrozmérné Sardovo jadro K, (u,v) ma tvar
1,1 )

( u“v u?v uv u v2 15uv u v
1 5 —+ 5+t u,ve A

2,2 2 2 2 2
u‘v u“v uv + u v 39uv 29u 29v + 15 u,v c _;E

4 2 2 4 4 64 128~ 128 ' 2567
u3v? u3v uv? u? v2 43uv S5u 29v 5

4 2 2 + 4 + 4 + 64 16 128+32’ U,UEC
w?v?  wPv ww? u? v2 43uv _ 29y _ Sv 5

4 2 2 + 4 + 4 + 64 128 16+32’ U’UGI

2,,2 2 2 2 2
uv._u_w_i_uz voo MHuww 4d3u 39, 29 u,v€EQG

4 2 2 1 64 128 128 T 2567
u?v? u?v uv? u? v? 49uv 39u 43v 29
(g22)< ) 4 2 s Tt T 64 128 128 * 3560 WU E J
K, 7 (u,v) =
B w? wlv _w? | ow? g | Sbwv  4%u 49 4 39 o g
4 2 2 4 4 64 128 128 ' 2567 “»

2,2 2 2 2 2
u v uzv uv + u v 5Tuv Tu 25v + 3 u,v € D

4 4 64 16 64 167

u“v u?v uv + (% v2 59uv 57u 27v + 127587 w, v c H

u?v? u?v uv? u? v? 59uv 27u 57v 25
7} 2 > T T T T T e i — 128 T 1o WUEN

2,2 2 2 2 2
ucv ucv uv u v 6luv 59u 29v 27
1 2 > T Tt T T e To8 — 61 T i WUEL
w2 wPv w? u? v? 6luv _ 29u _ 59 27
1 2 5 T 7 1 64 61 — 18 T 125 w0 €O

u?v? ) uv? u? v? 63uv 3lu 3lv 15
\ 4 _2_2+4+4+64_64_64+64>U’U€P'
S . . 2) Co L . ,
Slozené lichobéznikové pravidlo Té 2) ma algebraicky stupen presnosti rovny

1. Piedpokldddme-li, ze integrovana funkce f je t¥idy C2([0,1]%), muzeme
pro vyjadieni chyby této kubaturni formule pouzit vétu 5.4 pro kK = 1. Pro
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chybovy ¢len Ess(f) kubaturniho vzorce Téé) tedy dostdvame rovnost

; T(2) ; 7(2)
E25 /Kl f20U0 du+/K1°2 fOQO'U) dv +
0 0

//KO%2 u,v) f11(u,v) dudv.

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro (p = 2 na praveé ziskany vztah, dostaneme
odhad chyby kubaturni formule 7’5 ve tvaru

1 1

(@) 2
Eafl < ol K

il //'Ku

Snadnym vypoctem ziskame konecny odhad chybového ¢lenu v £ normé ve
tavru

2
2

)+ el K10

0

[N

dv)? +

M‘H

dudv)?.

|Eas f| < 0,449 - || f[l,5 -

Nyni odvodime vzorce pro Rombergovu kubaturni formuli. Jak jsem jiz
drive predeslali, vyuzijeme k tomu, obdobné jako v jednorozmérném pripadé,
T-schématu:

kde polozime Tﬁ )k rovno

1

2
mk 4m _ m—1,k+1 T751117k)7 m = 1, 2, (52)
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Aplikaci vzorce (5.2) pro k = 0 a m = 1 snadno ziskdme vzorec pro Romber-
govu kubaturu T1(,20)7 tedy

1
18 - turd -1
@ 1,1 1 1 1 11
T = Z[f(0,= - 1,= 1) +2f(5, =

Jednd se ziejmé o kubaturni vzorec s péti uzlovymi body. Zduraznéme, ze
se jedna o pozitivni kubaturni formuli. Nejprve spocteme jednorozmérnd
Sardova jadra této kubaturni formule, kterd pozdéji vyuzijeme k odhadu na
chybovy ¢len. Samotné vypocty jsou pirimou aplikaci definice 5.3, proto zde

uvadime pouze jejich vysledky.
@)
Pro jednorozmérné Sardovo jadro K2T " (u) dostdvame tedy vzorec

u? u? U 1 1
e Tty T3 tw ue [0,3)

Ky (u) =

3 2 1 1
et —TtT 3T ve03)
? (U)_ v3 v2 v 1 11

T3 26 vel31].

Grafické znazornéni obou praveé zavedenych funkei vidime na obrazke 5.16.

0.12

0.1
0. 08
0. 06
0. 04
0. 02

0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Obr. ¢.5.16, K, (u), Ky (v)
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Opét zcela analogicky (pfimou(gplikaci deglice 5.3) odvodime v(z;))rce pro
. < . T T ,
jednorozmérna Sardova jadra K3"° (u) a K3"°(v). Vzorec pro K3° (u) mé
tvar
T Y TR VRS VR Y
T 176 1 T8 T '3
K" (u) =

ut 3, 3u? 1 1
T u +T_U+Z’ Ue[—,l].

Pro jednorozmérné Sardovo jadro K3 (v) dostaneme vzorec

vt 50d | 5e?  Tw 11 1
T1<20>() T 6 T s tm velo,3)
K,""(v) =
3

v 3 302 1 1

TV +T_U+Z’ 06[5,1].

(2) ()
Grafy funkef K:,)TI’O (u) a KBTI’O (v) nalezneme na obréazku 5.17

0.15

0.05

0.2 0.4 06 0.8 1
) o)

Obr. ¢.5.17, K, " (u), K3 (v)
e
Nyni pfistupme k vypoctu dvojrozmérnych Sardovych jader Kl’ll’0 (u,v),
(2) (2)
KZ:;’O (u,v) a K§§° (u,v). Podotknéme jeste, ze k samotnému odhadu chy-
bového ¢lenu kubaturniho vzorce T1(,20) vyuzijeme, jak posléze uvidime, pouze
e
Sardovo jadro K 1° (u,v). Vypocet je, stejné jako v piipadé jednorozmérnych
Sardovych jader, ptimou aplikaci definice 5.3, proto zde uvadime pouze
vysledny tvar téchto funkei.
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(2)

Pro dvojrozmérné Sardovo jadro K }° (u,v), dostaneme vzorec

S w2 v e [0,1) 0 e o,
BT A T St it R U CIE R
ST ot fue D) velh
— oy tw g5+ we gl vel;

27
i
2K

N

q
DN
cuty

-

&
0y
qj

-~
2R

N

QX
ot
"' "',

R

Yo,
S0,
9, :l;'.'""
SR
NONALY 'l"l'
AR
QA
QRS
L

9,

Y
e

0"
3

Z

Z
(7

25

Qe
oo
\

. )
Obr. ¢.5.18, K,

(u, v)

UJ0.

0. 02

0.01

-0.01

0.25 0.

e
Obr. ¢.5.19, K, 1" (u,v)

0.5 75
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(2)

Vzorec pro dvojrozmérné Sardovo jadro K, 5° (u,v) mé tvar

¢ udv® u3v? uv? udv uv? ub 3 uv? u?v uv?
9 3 3 + 3 + 3 9 9 + 3 6 6 +
U v 1 1 1
AR - we [0,4),ve ol
2 24 144> 12)0 72
udvd udv? wv3 udv uv’ us v 5ulv? 5u?v 2uv?
9 3 3 + 3 + 3 9 9 + 6 6 3 +
Tu? v? 2uv _ u v 5 1 1
1@3( ) tor T T 176 T2 ue[zvl}we[o’z)
K, 5" (u,v) =
2,2 )
wd  wle?  uZed + u3v + w?  wd 8 + 5u’v? 2uy 5uv2+
9 3 3 3 3 9 9 6 3 6
u? Tv 2uv _ u v 5 1 1
% T 2 3 6 " a1 73 UE[OW)?UE{QJ}
wdvd  wdv?  uZed ) w?  wd 3 2,2 _ 2
9 3 3~ T3 T3 g g T uv UV — uv+
U v U v 1 1 1
( +L + % fuw—%—-2+4+3 ue[3,1],ve[3,1]

(2)

Graf Sardova jadra KQT}Z’O (u,v) nalezneme na obrézku 5.20. a 5.21

-
0. 008 Lz

2254 N SRR
0.006 N
0. 004 RSRRLILT
0. 002 X 7

L7

L7 |7
0.',':.':‘,' 0. 25
Y

e
Obr. ¢.5.20, K, 5" (u,v)
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0. 008
0. 006
0. 004
0. 002

0

)0.

U

SR nlt bl Sl it R Tk Rk Rk
we [0,3),vel0,5)
i e R ek R
5uzv2 u2v3+7uv+%_%_%+3u;v2 911,827) 3111}2_’_
) +%+%+5%v_?1’_g_1§+2147 u€ [3.1],ve0,3)
Kg’?;(u’v>_ 4,4 4,3 3,4 3udp2 2,4 4 4 4 4 5u33
R e s SR S R R
—U3’U2 5uiv3 + % + 7u811 o ';L_; o 141153 + 3u;v2 312211 91;1}2_{_
P ook ue ) ve h1)
3u2v2_¥+u3v+u03_§_§+9uiv2_3u221;_3u2v2_|_
(S rw - ue [ ve 3]

0.25

Obr. €.5.21, K"

0.5

(2)

0.75

(u, v)

(2)

. ., .y T (o2
Pro dvojrozmérné Sardovo jadro K3 3° (u,v) dostdvame vzorec

Grafické znazornéni této funkce vidime na obrazku 5.22.
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72
Obr. ¢.5.22, K33" (u,v)

Urc¢eme nyni podrobné algebraicky stupen presnosti Rombergovy ku-
baturni formule Tl(?()). Tento kubaturni vzorec ziejmé integruje presné kon-

stanty, nebot
11
/ / 1dzdy =1
00

1
T(f}1:6[1+1+1+1+2]:1,

a zaroven

odeétenim téchto rovnosti snadno ziskame

11
//1 dxdy—Tl(?O)l =0.
0 0

Kubaturni formule T1(,20) ma tedy algebraicky stupen presnosti alespon roven
0, tato skutecnost je pro nds velmi dulezitd, nebot ndm umoznuje vyuzit
pii odhadu chybového clenu Sardova jadra. Piimym dosazenim zjistime,
ze Romberguv kubaturni vzorec T 1(720) integruje presné i polynomy prvniho
stupné, jak vidime na nasledujicich vypoctech:

Pro proménnou x dostaneme piimym dosazenim rovnosti

11 )

dzdy = =
[ [« doty=3
0 0
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@ 1 1 1 1
T\ == — 4 l4+-—+1=-.
0T 6m+2+ +2+] 5

Odectenim ptraveé uvedenych rovnosti ziskame

11
//a: dzdy — Tl(?o):v =0.
00

V pripadé proménné y postupujeme zcela analogicky, tedy plati

1
1
dady = -
/y:ty 5
0

+0+1+1+u—1
2 2

O\H

2
Tl(,o)?/ = [

1
2

11
//y dzdy — T1(,20)y = 0.
0 0

Rombergova kubatura Tl(?g ma tedy algebraicky stupen presnosti roven ale-
spon 1.

Nyni se budeme zabyvat polynomy druhého stupné, tedy 2%, zy a 3.
Snadno zjistime, ze kubaturni formule T: 1(%) integruje presné vsechny tii
zminované funkce, jak je zfejmé vidét z nésledujicich vypoctu. Dosazenim

funkce xy ziskdme rovnosti
11
/ / dudy =
xy drdy = —
Y Y 1’
0 0

1 1 1 1 1

| =

Odectenim dostavame

Jejich odectenim dostaneme

11

@,
//xy drdy — Ty gzy = 0.
0 0
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Stejné postupujeme pro funkci 22, kde po dosazeni ziskdme rovnosti

1 1 1

2 dady = -
[ [ oty =3
0 0

1 1 1 1. 1
Tigz? = 20+~ +14+-+2]=~
1,0 6[+4+ +4+ﬂ 3’

po odecteni tedy plati

11
//m2 dzxdy — Tl(,QO)I2 =0.
0 0

Stejné tak pro funkci y? dostaneme

1 1
1
2 dedy = -
[ [ =1
0 O

1.1 1 11
TP =224 0+-+1+2] = -.
oy =glgt0+g+i+gl=3

Odectenim téchto rovnosti opét ziskame

11
//y2 dzdy — T1(,20)92 = 0.
0 0

Rombergova kubaturni formule 7} fi]) ma tedy algebraicky stupen pfesnosti

roven alespon 2. Stejnym zpusobem budeme postupovat pro polynomy tietiho
stupné. Piipomefime, Ze se jedna o funkce typu 23,43, 2%y a xy%. Dosazenim

funkce 22 ziskdme rovnosti
11
1
3
z° dxdy = —
/ / =7
00

11 11, 1
T@ﬁ:6m+g+1+§+ﬂ:1.
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Jejich odectenim dostaneme

11
//x?’ dzxdy — T1(,20)$3 =0.
0 0

Zcela analogicky postupujeme v pifpadé funkce y3, kdy po dosazeni obdrzime

rovnosti
11
1
3
dedy = —
[ [ aeay=
0 0

. 1 1 1 1
TP =22 40+-+1+-]=-.
wy =glgtOFgTitgl=g
Odectenim opét ziskame
//y drdy — T3y = 0.
Dosazenim funkce 2%y snadno dostaneme
11
//x2 dxd —1
y y - 67
00
1 1 1 1 1
T(Q) 2, _ — - - 1= Z.
10Ty 6[0+0+2+4+4] 5

Rozdilem praveé ziskanych rovnosti tedy obdrzime

11
//x2y dxdy — Tl(?o)xzy =0.
0 0

Stejné tak po dosazeni funkce zy? dostaneme rovnosti

11
/ / zy? dedy =
0 0

1 1 1 1 1
Tf%)xy2:6[0+0+1+§+1]:6,
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pro jejichz rozdil opét plati

11
2 (2)
xy” drxdy — Tloa:'y = 0.
0 0

Kubaturni formule T1(,20) ma tedy algebraicky stupen presnosti roven alespon
3. Problém nastava pro polynomy stupné 4, coz dolozime na ptikladu funkce
z*. Dosazenim této funkce ziskdme rovnosti

1 1
1
 dady = -
[ [t dwdy =,
0 0

11 1
04— 114 — .
=50ttt Ts=o

Jejich odectenim dostaneme

11
//x4 dzdy — Tl(?())x4 # 0.
00

Rombergova kubaturni formule 7} fi]) ma tedy algebraicky stupen pfesnosti

roven prave 3. Vyuzijeme tvrzeni véty 5.4 a ziskdme odhad chybového ¢lenu
ve tvaru

1 )

2
Tiga!

1

Lo 0,
E5f = —/Kg’()f40(u0 du+ /K f04()d1}+

3!
0
1
1 ) -
+ E/KQ *(u) f3,1(u,0) du+2|/K Y (v) frs(v) dv+

0
11
3
+ //K (u,v) fao(u,v) dudv,
00

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 dostaneme

N

dv

1
1 @ |7
Bafl < gilfual | [ |55
0

2 . 1 w2
Tl
)+ gl | [0
0
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1 % 1 %
1 72 2 TI(Q) 2
§||f31” (/ Ky (u) du) ||f13H (/ 5" (v) dv) +
! ) /
1
11 @ ) 3
+ Hf2,2H // K171’ (U,U) dudv .
0 0

[Esf] < 0,083 [[f]l,,

Pomoci T-schématu odvodime vzorec pro kubaturni formuli T1(,21)

2 1 2 2
T1(,1) = §[4T0(,2)_T(§,1)]

1 1 3 3 3
T = U0+ FO.2) + F( 0+ S0+ FL )+ 0D +
HGU I+
11 11 13 11 13 31
+ 2 D) A A P H G PG )+ )+
31 33

H(G5) + FG D)

a nasledné pro TQ(%)

o = 15[16T1?—Tf%>1
T = S0, F0,2) 4 F(3,0)+ (3,00 + £, )+ £0,5) +
+f<i,1>+ G+
bR PG HI G DG DG D+ G+
31 3 3
+ (4 2) 1(4’4)) | .
— (0. + T30+ F(L3) + £ 1) + 2 (5 5))
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Ziskali jsme tedy Rombergovu kubaturni formuli 7: éi)). Tato kubaturni for-

mule m4 21 uzlovych bodu a nejedna se zde o pozitivni kubaturu, nebot se

v ni vyskytuji kladné i zaporné koeficienty.
) o)
Jednorozmeérnd Sardova jadra K “(u) a K3*° (v) Rombergovy kubaturni

formule T( ) maji vzorce

(! 83u 83u?  37u | 167 1
T 0 T ~am o u e [0,7)
ut 29v3 17u? 14u 67 11
) £ 730 12 15 1 288" ue€ [13)
K3 (u) = \ .
u 43u _ & 37 13
T 5 + 160> U< [27 4)
ut 3 1 3
e A} ue [3.1]
fﬁ_83v3+83v 37v+@ vE[Ol)
4 90 60 7207 '
vt 2003 1702 14v | 67 11
) I~ 30 T 15 " 288" vel[is)
K37 (v) = \ ,
v: 43w w2 371) 37 13
] + 5 + 160 ve 3 3)
vt 3 302 1 3 q
(T Ut Ut ve[31]

Grafy téchto Sardovych jader nalezneme na obrazku 5.23.

0.15

0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1

o) p
Obr. ¢.5.23, K. 20( ), K37 (v)
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2) @)
. . . T ;
Vzorce pro jednorozmérnd Sardova jadra K;*° (u) a K,*°(v) kubaturni

2 .,
formule T2(0) maji tvar
4 3 2
WP 19w 19wy 1T 1
6 T 15 45 T 1200 u€ [0’4)
ud Tu? 4u 13 11
() ¢ T 1 9 T 907 u6[4,2)
Ky (u) = , ,
W | Alu 13u |, 17 13
T 30 1 120° u€ [3,%)
T T VI 3
(¢ t2 —2t& u€[4,1}
( 3 2
v 19v 19v 17 1
6 T 15 15 T 1207 CAS [0’4)
v Tv2 4v 13 11
) s T 15~ 9 T vE [13)
Ky (v) = , ,
_ o8 4L 13y 1T 13
6 T o0 30 T 1207 v e [274)
3 v? v 1 3
. ~ 6 T3~ 27T% 06[4’1]

Na obréazku 5.24 nasleduje grafické znazornéni téchto funkei.

0.14
0.12

0.1
0.08
0. 06
0. 04
0. 02

0.2 0.4 0.6 0.8 1

7 e
Obr. ¢.5.24, K,*° (u), K,*° (v)
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Pro dvojrozmérné Sardovo jadro Rombergovy kubaturni formule T. 2(%)

dostaneme vzorec

( u

_ wPv ww u? v? Tuwo _ Tu v
+ + + 45 180 1807 ™

u?v uv u? v? Tuv 13u v 2
— ST % 6 T wveEDB

g m B ML el
S I
_u_%ﬁ+§+%+%_lﬁ7—g‘—%+%, u,v €C
ST S N

2 2 37 16 16 2
S e wu ek
u?v uv? u? v? 83uv 83u 19v 19
2 > T T T T T % 180 — 45 T oo wv€ED
_UQ_U_M_‘_ﬁ_Fﬁ_{__g?’U’U_w_U_@ Loy veM
2 2 4 4 90 45 180 ' 900
_ wPv w? u? v? 29uv _ 17u _ Tv 2
2 > T Tt T 50 3% 15T WVEH

_uPy w? U v? 43uwv _ Tu _ 4lv 13
>t Tt TS T w0 tee WVEL

v ww? u? v 43uv _ 4lu _ Tv 13
2 > TT T Tt % 15 T wvEO

(2)

Grafické zndzornéni Sardova jadra K, 7° (u,v) nalezneme na obrazcich 5.25

a 95.26.
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""u'
U
Ny
o
0y " ", 0,

,':. " oy " "'

.',I,'u,'h'."".'.",

R
\
N \\\\*N

TR

Obr. c525K “(u,v)

0. 005
0. 0025

P: -0.0025
00,25 05 0,75 1

(2)
Obr. €.5.26, K2 (u, v)

Rombergova kubaturni formule T. 2(720) ma algebraicky stupen presnosti roven

3. Vyuzijeme tedy tvrzeni véty 5.4 a dostaneme odhad chybového ¢lenu ve
tvaru

Enf = 3,/K (2) u) f10(u,0) du+3‘/K (2) v) foa(v) dv +
+ QI/KT(z) ) f3.1(u,0) du+2,/K v) f13(v) dv +

(2)
+ //K (u,v) fao(u,v) dudv
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Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

1 9 % 1 9 2
1 o3 1 o3
Bafl < gilliual | [ (K55 @)] au )+ gl | [0 @] ao) o+
. 0 . 0
1 h @ |2 : 1 h @ |2 :
T. T
T TN W R B e )
‘ 0 . 0
1 1 . 9 %
T20
el | [ [ | )| duae
0 0

Snadnym vypoctem tedy ziskame odhad chybového ¢lenu Es; f Rombergovy
kubaturni formule 7: 2(?(]) ve tvaru

|Exnf| < 0,081 - Hf”4,2

5.4 Sardovo jadro kubaturni formule na krychli

Na rozdim od kubaturnich vzorci na ¢tverci, Sardova jadro kubaturni for-

mule pro krychli nebudeme odvozovat do zcela obecného tadu k € N. Jak

vzapéti uvidime, v nasledujicim textu se budeme zabyvat pouze kubaturnimi

vzorci s algebraickym stupném pfesnosti rovnym 1 a 3, proto odvozeni

i naslednou definici Sardovych jader uvadime pouze pro k=1 a k = 3.
Necht funkce t¥{ proménnych f je tifdy C*1([0, 1]3)

f(xv Y, Z) = f(07 07 O) + xfl,(],()(()a 07 0) + yf0,1,0<07 07 0) + Zf0,0,1(07 07 O) +

xT

Y
+ /(ZL‘ — a)f27070(a, 0, 0) da + /(y - b)fo,zo((), b, 0) db +

0 0
z z Y
+/(z —¢) f0.02(0,0,¢) de + //fu,g(a,b, 0) db da +
0 00
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Yy z z T
+//f0,171(0,b, c) dc db+//f1,071(a,0,c) da dc =
00 00

= £(0,0,0) + 2 f1,00(0,0,0) + yf0,1,0(0,0,0) 4 2 f0,01(0,0,0) +

72 % 2
+§fz,0,0(0, 0,0) + afo,z,o((), 0,0) + §f0,0,2(0, 0,0) +

)

)
f300a00 da"’/ fogoObO)db—l—
0

f0,0,3(07 Oa C) dC + xyfl,l,()(ov Oa O) + 'szLO,l(Ov Oa O) +

)?
2!

=

z(z_
gt
+y2f01,1(0,0,0) + /f210a00)da—|—

Y
+g / f17270<0, b, 0) db + g / f2,071(a, O, O) da +
0 0

z )

+g / fl’()’Q(O, O, C) de + g/fo’z’la), b, 0) db -+

0 0

g/f()lgOOc)dc—i—

// Tr—a f210 a, b O) ( — b)f17270(a,b, 0)]db da +

+1// = 0)f021(0,b,¢) + (2 =€) fo1.2(0, b, ¢)|dc db +

[\]
o

[\Dlr—t

+ // Z—C f102 a, O C) + (1’ — a)f2,071(a,0,c)]da dC+
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+///f111abc ) da db dc =
0 0
f(0

0
,0,0)+.Tf100(0 0 0)+yf010(0 O 0)+Zf001(0 0 0)

2 2
+ f200(000)+ f020(000)+ f002(000)+

+29£11,0(0,0,0) + y2f5.1,1(0,0,0) + 22 f101(0,0,0) +

73 3 3
+§f3,0,0(0, 0,0) + §f0,3,0(07 0,0) + §f0,0,3(07 0,0) +

2 2 2

x x z
+Tyf2,1,o(0, 0,0) + %fl,z,o((% 0,0) + nyoz,l(O, 0,0) +

22 x2z x2?
+y7f0,1,2(0, 0,0) + 7f2,0,1(0; 0,0) + 7f1,0,2(07 0,0) +

+:vny1 1 1(0, 0, 0) +

T

+/(x; )f400a00 da—l—/

0
z

+/(23 )f00400cdc+y/

0

+a;/y(y_b) F130(0,,0) db +y /

f040 (0,b,0) db -+

f310 a, 0 0) d(l—|—

f013 0 0 C) dc +

0 0
[ (y—b)?
+z/ Y2 451(0,6,0) d / f1030()c)dc+
0 0

T

+Z/<x_a) f301(a 0 0) da +

0
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+

(x —a)(y —b)fa20(a,b,0) db da +

(y — b)(z = ¢) fo.2.2(0,b,¢) dc db +

+

+
Ot O — ¢ O Y—
8o O O —

(x —a)(z —¢)fa02(a,0,c) da dc+

Yy oz
1
+§///(x—a)fz,1,1(a,b,c) de db da +
0O 0 0
1 T Yy =z
-0—5/// —b)fi121(a,b,c) de db da +
0O 0 0
1 X
+§///(Z_C)f1,1v2(a>b,0) de db da
0O 0 O

Nejprve se budeme zabyvat ptipadem pro £ = 1. Na prvni z vyse uvedenych
rovnosti aplikujeme chybovy funkciondal FE,, a dostaneme rovnost:

Enf(z,y,z) = E¥*(1)f(0,0,0) + E(z)f100(0,0,0) +

+ B2 (y) fo10(0,0,0) + E5¥*(2) fo,0.1(0,0,0) +

1

+ / E"* (2 — )} fa00(a,0,0) da +

0
1

+ / EZ(y = b)) fo20(0,,0) db+
0
1
+ / EZ* (2 — ) fo0(0,0,¢) de+

11
+ //Eﬁlyz(x —a)%(y — )% fi.10(a,b,0) dadb +
00
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11
" //Eﬁiy’z(y — )%z = )3 fo.1,1(0, 0, ¢) dbde +
00
11
+ //Eﬁlyz(a: —a)% (2 — )% f101(a,0,¢) dade.
00

Nésledujici definice zavadi pojem Sardovych jader pro k = 1.
Definice 5.6.
Necht plati:

Ki(a) = B2V ((x - a)})

Ky(b) = Eg* ((y — b)

Ki(c) = E5Y* ((z — ¢

+)
+)

Koo(a,b) = B3 ((x — a)i(y —)5)
Koo(b,c) = Ey** ((y = b)%(z = 0)})
Koola,c) = EZV* ((a: — a)gr(z — c)?r)

Pak funkce Ki(a), K1(b), K1(c) nazveme jednorozmérngmi Sardoviymi jddry
a funkce Kop(a,b), Koo(b, c), Koo(a,c) dvojrozmérnymi Sardoviymi jadry ku-
baturni formule C,, f.

Véta 5.7.

Necht funkce f € C?([0,1]3), kubaturni formule C,, md algebraicky stuperi
presnosti roven 1. Pak pro chybovy E,, f clen kubaturni formule C,, plati
rovnost

1 1
Emf - / Kl(a)fZ,O,O(aa 0’ O) da + / Kl(b)fov?vo(o’ b’ O) db +
0 0

1

+ / Kl (C)fo’ojg(o, O, C) dc +
0

1 1 1 1
+ / / K070((l, b)-fLLO(a? b, 0) dadb + / / K070(b7 C)f07171(0, b, C) dbdc +
0 0 0 0
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11
—I—//KO,O(a,c)fl,Ovl(a,O,c) dadc.
00

Diikaz. Je-li funkce f t¥idy C?([0,1]3), pak z pfedchozich tivah vime, Ze pro
chybovy ¢len kubaturni formule C,, plati nasledujici rovnosti:

Emf('ra Y, Z) = E;Erzy7z(1)f(07 07 0) + Em(x)fl,o,()((]a 07 O) +

+ ERY(y) f010(0,0,0) + ERY*(2) fo,01(0,0,0) +
1

+ /Efn’y’z(x — (I)ifg’o’()(a, 0, 0) da +

0
1

+ /Efn’y’z(y — b)}f_f07270(0, b, 0) db +

1
+ /Efn’y’z(z — c)}rf070,2(0, 0, C) dc -+
0

11
+ //E;’flyz(x — a)i(y - b)if17170(a, b,0) dadb +
0 0
11
b [ [ B = b = 0 fora(0.0.0) dbde+
0 0

1
/Eﬁlyz(a: —a)l(z — )% f101(a,0,¢) dade.
0

Nyni vyuzijeme predpokladu, ze kubaturni formule (), ma algebraicky stupen
presnosti rovny 1.
1

En.f = /Kl(a)f2’070(a,0,0) dCL+/K1(b>fO,2,O(07b70> db +
0 0

1
+ / K1 (C)f0,0,Q(O, O, C) dC +
0
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1 1

+ //Koo(a b)fll()(a b 0) dadb+//K00 b c)f011(0 b C) dde+

11
+//K00acf101(a00) dade.
00

Cimz je dikaz proveden. O]

Podrobné nyni rozebereme piipad £ = 3. Na posledni z rovnost z vyse
uvedeného odvozeni aplikujeme funkcional chyby F,,, ¢imz dostaneme rovnost:

mf(‘ra Y, Z) - Ermriy’z(l)f(ov 07 0) + E;B){y7z(x)f1,0,0(07 07 O) +
+ Eﬁy’z(y)f0717o(0, 0, 0) + Eﬁ{y’z(2>f07071(0, 0, 0) +

1 1
+ BT ($2) f2,00(0,0,0) + — E* (?/2) J0,2,0(0,0,0) +

2! 2!
1
+ gEfnyz (2’2) f0,02(0,0,0) + E¥* (2y) f1,1,0(0,0,0) +

B (52) fora(0,0,0) + B2 (22) fi01(0,0,0) +

1 T,Y,% 1 T,Y,2

+ gE 7 (2%) f3,0,0(0,0,0) + gEmy (%) fo,3,0(0,0,0) +
1 T,Y,2 3 1 T,Y,2 2

+ gEm’ ’ (Z )fo’[)’g(o, 0,0) + iEm’ ’ (LC y) f2,170(0,0,0) +
1 T,Y,2 2 1 T,Y,2 2

+ SR (257) £12000,0,0) + S ERYF (y72) £0,21(0,0,0) +
1 T,Y,2 1 T,Y,2 2

+ §En’z ( )f012(0 0 O) 2Em (IE Z) f270’1(0,0,0) +
1

+ QE,“;“( 2%) f1,02(0,0,0) + EZ¥* (zyz) f11.1(0,0,0) +
1 1

+ 3 E5Y*(z — a)? f100(a,0,0) da+

0
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1
1
—' / Egl,y,z'(y — b)i’_f07470(0, b, O) db +
0
X 1
x / EZ0* (2 — ) fo04(0,0, ¢) de +
0
' 1
5 [ B ol = a2) faso(a.0,0) da+
0
X 1
Yl / Eﬁ’z%z (.Z'(y - b)i) f1,3,0(07 b7 O) db +
0
' 1
i / B3 (y(2 = ©)) fo1,3(0,0,¢) de +
0
X 1
Y / Eﬁ;?],z (Z<y - b)i) f0,3,1(07 ba 0) db +
0
Erv* (x(z — c)i) f103(0,0,¢) de+
EEY* (2(z — a)%) f301(a,0,0) da+
EEY? ((:v - a)fr(y — b)i) fa.20(a,b,0) dadb +
E5Y* ((y — b)}r(z — C)i) f0.22(0,b, ¢) dbdc +

/Eﬁ;y’z ((z — a)l(z = ¢)}) fa0.2(a,0,c) dade +
0
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111
1
+ 5 / / / EX ((z—a)l (y = 0)%(2 — ¢)2) fan1(a, b, ¢) dadbde +
11
1 YhZ 0 1 0
+ 5 EXv ((z— )5 (y — b)' (2 — )%) fizala,b,c) dadbde +
00

\H O\H

1
+ 5 // EX ((z—a)S(y — 0)5(2 — ¢)}) fi12(a, b, ¢) dadbde.
00 0
Nasleduje definice Sardovych jader pro k£ = 3.
Definice 5.8.
Necht plati:

K3(a) = B3 ((x - a)})

K3(b) = E;»* ((y = b)%)

Ks(c) = B ((2 = ¢)})

Ky(a) = E5Y* (y(x — a)i) = Eovs (z(x —a)? )
Ka(b) = Ejv* (x(y = b)3) = Ep?* (a(y — )%)
Ky(c) = B (2(2 — 0)F) = ER¥ (2(2 — o))
Kiq(a,b) = E;Y* ((x - a)i(y - b)}i’)

Ki1(be) = E;** ((y — b)3(2 = 0)})

Kii(a,c) = Ep¥* ((x —a)i(2 = 0)})

Kioo(a,b,¢) = Ep¥* ((x —a)} (y = b)
Koio(a,b,c) = Ev* ((m — a)i(y —b)
KO,0,1<0’7 b7 C) = Eﬁ{y’z ((IE - a)i(:y - b)

(z — c)?r)
(z—0)})

(z—c¢) )

Pak funkce K;(a), K;(b), K;(c),pro j = 2,3 nazveme jednorozmérnymi Sar-
dovymi jadry, funkce Ki1(a,b), K11(b,c), K11(a, c) nazveme dvojrozmeérnymi
Sardovgmi jadry a funkce Ky o0(a,b, c), Koi0(a,b,c), Kooi(a,b,c trojrozmér-
nyma Sardovymi jadry kubaturni formule C,, f.
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Véta 5.9.

Necht funkce f € C4([0,1]%), kubaturni formule C,, md algebraickyj stuperi
presnosti roven 3. Pak pro chybovy E,, f clen kubaturni formule C,, plati

rovnost

Enf

= /Kg f400 a, 0 O) da+—/K3 f040(0 b O) db +
+§/K3 C f070’4(0,070) dC+
‘0
] 1
+ 5/ ( )fglo(a 0 O) da+—/K2 fgol(a 0 0) da—l—
.0
1
2!

1
+ b f17370 O, b, 0) db + 5 / Kg(b)f07371 (0, b, 0) db +
+

(
% f1.03(0,0,¢) dc—l——/K2 )f0.1,3(0,0,¢) de+

/1 (0)
/1 Ks(c)
+ /1/1K11 (a,b) fon0(a,b,0) da db+

1 1
+//K11b0f022066)dde+
0 0

+

//Kl,l(%c)fz,o,z(a,(),c) da dc +
1
0/

///K07170(CL, b, c)f172,1(a, b7 C) da db dc +
0

0 O

N | —

= O
—_

1
/Kloo a, b Cf211<CL b C) da db dc +
0
1

1

+

N | —
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1 1 1
1
+§///K0,0,1(CL, b, C)f171,2(a, b, C) da db de.
0 0 O

Diikaz. Je-li funkce f tifdy C*([0,1]?), pak z piedchozich tivah vime, Ze pro
chybovy ¢len kubaturni formule C,, plati nasledujici rovnosti:

Emf<$7 Y, Z) = Erf{yyz(l)f(0> 07 0) + Eﬁ{yjz(x)fl,o,ﬂ(oa 07 O) +

+ E2Y*(y)fo10(0,0,0) + EX¥*(2) f.01(0,0,0) +

1 1
+ aEﬁjy’z (%) £200(0,0,0) + aEﬂy’z (4°) f020(0,0,0) +

1
QE;:%’%Z (22) fO,O,Q(OJ 07 0) + Eﬁzy,z (l’y> fl,l,(](ov 07 O) +
+ Efn,y,z (yZ) f071’1(0, 0, 0) -+ E::n,y,z ([EZ) f17071<0, O, 0) +

1 1
+ gEfn’y’z (1?3) f37070<0, O, 0) + QE%Z/,Z (y3) f07370<0, O, 0) +

1 1
+ 5B () £o.0(0,0,0) + S ERY (2%) F21,0(0,0,0) +

1 1
+ §Eij;y’z (2y?) f1.20(0,0,0) + éEZ{y’Z (v°2) f021(0,0,0) +

1
b SE (127) ora0,0,0) + 3 (122) 0a(0,0,0) +

1
1
+ 5/Eff;y’z(x — a)3 f100(a,0,0) da +
' 0
1
1
T / EZ0(y — b)° fo40(0,b,0) db +
0
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1

1

a1 / EnvE(z — c)if070,4(0, 0,c¢) de+
0

. 1

5 | B e = a2) fara(a.0,0) da+
0

| 1

—' / Egl,y,z (ZL‘(y — b)i) f17370(0, b, O) db +
0

) 1

> / Ey#* (y(2 = 0)3) fo13(0,0,¢) de+
0

. 1

—| / Ezl,y,z (Z(y — b)i) f07371(0, b, O) db +
0

. 1

- / E;cl,y,z (JI(Z — C)i) f1’0,3(0, O, C) dc +
0

Eﬁl’y’z (Z(ZL‘ — a)i) f3,071(a, O, O) da +

EZv® ((x — a)}r(y — b)i) fa2.0(a,b,0) dadb +

Env* ((y — b)fr(z — c)fr) f0.22(0,b, ¢) dbdc +
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+

m

11 1
///E“”yz ((z —a)%(y —b)'(z = 0)%) fiz1(a,b,c) dadbde +
/1 /1
0 0
Nyni vyuzijeme predpokladu, ze kubaturni formule (), ma algebraicky stupen
presnosti rovny 3, tedy po vynulovani ptislusnych clenu dostavame

[\DI»—t

EZv ((z— )l (y — b)%(z — ¢)}) fi1.2(a, b, ¢) dadbde

N | —

O\H

1
1 1
Emf = §/K3<a>f4,0,0(a7070) da+§/K3<b)f0,4,0(O’b7 O) db +

1
1

]
0

K3<C)f0,074(07070) dC+
1 1
—|— §/K2<a>f37170(a,0,0) da+5/KQ(a)f37071(a,0,0) d(l+
1 1
+§/ 2(b) f1.30(0, b, 0) db+—/K2 )fo3.1(0,b,0) db +
. 0
1 i 1
+§/K2(C)f17073(070,0) dC+5/KQ(C)f07173(0,0,6) dC+
. 0 . 0
1 1
+ //Km(a,b)fm,o(a,b, O) dadb—|—
0 0
/1
1 1
+//K11 a,c f202(a 0 C) dadc +
0 0

1
///KLO,O(C%Z?,C)f2,1,1(a,b,c) dadbdc +
0 0 O
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Kl 1(b C)f0’272(0, b, C) dde —f-

+

\H

DN | —



+ Koi0(a,b,c)fi21(a,b,c) dadbde +

\H

/I,
il

Cifmz je dikaz proveden. ]

l\DI»—t

K(]Ol a, b C)fllg((l b C) dadbdc.

N | =

+

O\H

5.5 Sardovo jadro Rombergovy kubaturni for-
mule na krychli

Nyni se budeme zabyvat Rombergovymi kubaturnimi formulemi na jed-
notkové krychli. Budeme postupovat obdobné jako v jedno a dvojrozmérném
pripadé, tedy k odvozeni Rombergovych kubaturnich vzorcu pouzijeme T-
schématu, pro N = 3. Nejprve se budeme vénovat lichobéznikovému pravidlu
To(,?)o) na jednotkové krychli. Jde zfejmé o pozitivni kubaturni formuli s osmi
riznymi uzlovymi body, které lez ve vrcholech krychle [0, 1]3.

T5y = é(f(0,0, 0) + f(1,0,0) + £(0,1,0) + £(0,0,1) + £(1,1,0) +
+£(1,0,1) + f(0,1,1) 4+ f(1,1,1))

Nejprve urcime podrobné algebraicky stupen presnosti kubaturni formule
TO(,S())a u zbylych kubaturnich vzorcu To(?k), kde k € N, podrobné vypocty
uvadét nebudeme.

Tato kubatura zfejmé integruje piesné konstanty, nebot plati

111
/ / / 1 dedydz =1
00 0

1
Tgf’31:§[1+1+1+1+1+1+1+1]=1,

111
/// 1 dxdydz — Téi))l = 0.
0 0 0
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Kubaturni formule TO(,?)O) ma tedy algebraicky stupen pfesnosti roven alespon
0, coz nam umozni pouzit k odhadu jejiho chybového ¢lenu Sardova jadra.
Snadnym dosazenim zjistime, ze tento kubaturni vzorec integruje presné
i polynomy prvniho stupné, coz dokladaji nésledujici vypocty. Plati rovnosti

111 X
///:E dxdydz = 2
00 0

aSOUEaSIlé

tedy odec¢tenim dostaneme

11 1
///x dxdydz — To(%)a: = 0.
0 0 0

Stejné postupujeme i pro proménnou y a opét ziskdme rovnosti

11 1 .
/ / / y drdydz = 3
000

, , 3
a dosazenim do kubaturniho vzorce T; é 0)

o

1
Té,%)yz80+0+1+0+1+0+1+1]:§.

Je ztejmé, ze odectenim téchto vyrazi opét dostaneme

11 1
///y dxdydz — Téi))y = 0.
00 0

Zcela analogicky postupujeme i pro proménnou z. Dostaneme tedy rovnosti

11 1 .
/ / / z drdydz = 5
0 0 0
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, , 3
a dosazenim do kubaturniho vzorce T; é 0)

1
ﬂ%y:§m+0+0+1+0+1+1+u:—

jejichz odectenim ziskame

111
///z drdydz — Téi’))z = 0.
00 0

Kubaturni formule Té’%) ma tedy algebraicky stupen ptesnosti roven ale-

spon 1. Stejnym zpusobem pokracujeme déle pro polynomy druhého stupné
(pfipomertime, Ze se jedné o polynomy tvaru x?,y?, 22, zy, yz a xz). Problém
nastdva u polynomu druhého stupné tvaru z2, 3% a z?. Vypocet provedeme
pouze pro polynom z%. Ziejmé plati

111 .
///:c2 dxdydz = 3
00 0

1
ﬁ%ﬁ:§W+l+o+0+1+1+o+u:_

tedy odectenim pravé ziskaného dostaneme

111
///x2 dxdy — T(3) 2 £0.
0 0 0

Kubaturni formule 7T} 0(30) ma tedy algebraicky stupen ptfesnosti roven 1.

73 / T(J)
ng /K OO f200 a, O O d@+/K1 f020 O b O) db +
0

(3 )
+ / K" (¢) fo02(0,0,¢) de +

3)

0
1 g 1 1 -
+ /K?%O(a b)fllo(abO dCLdb+//K% bCfOll(ObC)dde+
0 0 0
1

)

o\'_\

1

+

)
//Koo (a,c)fi01(a,0,c) da de.

0 0

140



Pro odhad chybového ¢lenu Ejg f lichobéznikového pravidla TO(,BO) potfebujeme

(3) (3) (3)

T, 1,
spocist jednorozmeérnd Sardova jadra K (a), K" (b), K, (¢) advojrozmérnd
7(3) (3) (3)

Sardova jadra KO%O (a,b), Kg%o (b, ¢), KOT%O( a, ¢). Nejprve spocteme jednorozmeérnd

Sardova jadra kubaturni formule 7| é%). Jejich vzorce dostaneme ve tvaru

7 a*> Ta 3
M =55 +%
78 v b 3
FEO=5-5+%
7% A Tc 3
MrO=5-5*%

. _ . . o . 3) s
Pro dvojrozmérna Sardova jadra lichobéznikového pravidla To(o) ziskame
vzorce

) 7
K;%O(a,b):ab—a—b+§,
(3)
K90 (b, ) =be—b—ct

8
3) 7
ng%o(a,c) =ac—a—c+ 3
Uvedend Sardova jadra dosadime do vztahu pro chybovy ¢len Egf kubaturni
formule Té%), tedy do vzorce

73) / T(3)
ng /K 00 fgo(] a, O O da+/K1 f020 O b 0) db +
0

/K foogOOC)dC‘F

1 1 - 1 1 -
-+ //Kooabfllo(abo dCLdb+//KOObCfOll(ObC)dde+
0 0 0 0

f

3)

(
/Kg% a,c)fioa(a,0,c) da de.
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Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad
|Esfl < 1,225 || fll55,
kde pod symbolem ||g][,, rozumime toto

19122 = ll9002ll5 + lg0.2.0ll, + l9002ll5 + lg110ll5 + [lgr0.1ll5 + 90,111l -

Opét, jako v predchozich ptipadech, nejprve urcime algebraicky stupen pres-
nosti této kubaturni formule.

T = 614[1’(0 0,0) + £(1,0,0) 4 £(0,1,0) + £(0,0,1) + f(1,1,0) +

+f(1,0,1) + f(0,1,1) + f(1,1,1)

+ 2<f<o,o,§>+f<o,3o>+f<1oo>+f<1 3+ L3 0)+

G LD+ 01, 5) + F(1L0,5) + (0, 5,1) + f(15,0) +

HG0.1) + £(5,1,0)) +

A0, 50 5) % F50.5)+ G0+ F(1L 5 5) + F(5: L 3) +
Hi(G )+

85505

Kubaturni formule Téi) ma také algebraicky stupen ptresnosti roven 1, coz by

se ukazalo zcela analogicky jako v ptripadé lichobéznikového pravidla To(i))'

(3)
E27f /KT fg[)() a, 0 0 da+/K f020(0 b 0) db+
1
T(d)
+/K101 f002 O 0 C) dc +
0

7
+ //K% (CL b)fllO(a bO dadb+//K0%1 bCf()ll(O b C) dde+
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11
(3)
+//K§%l (a,¢)fi01(a,0,c) dade.
0 0

Pro odhad chybového ¢lenu Fs; f lichobéznikového pravidla Tl(i’)) potiebujeme
©) ®) 3)
spocist jednorozmérnd Sardova jadra Kfo’l (a), K;[O’l (b), KITO’1 (¢) a dvojroz-
) TS 7§
mérnd Sardova jadra K,y (a,b), Ky (b,c), Kyg' (a,c). Pro jednorozmérna

Sardova jadra kubaturni formule Téi) dostaneme vzorce

2

g% ac o)

7% 64 T 32
K" (a) = ,
63 31 1
S =% ten a€ (3]
b2 _ 61b | 15 1
e S-St be03)
K7 (b) = b2 ,
63 31 1
Tt ten bels1]
2 _ 61 15 1
oo S— %tz c€[03)
K" (c) =

¢ 8y 3 e [l]

Vzorce pro dvojrozmérna Sardova jadra slozeného lichobéznikového pravidla
To(i) maji tvar

( ab—a—b—g_ia a € [07%)766 [07%)

" ab—a—b+3%, ac[01),be [} 1]
KO,%l( 7b>_

ab—a—b—f—g—}U ac [%71}’176 [0’%)

| ab—a—b+ 8, ac[L1],be[31]
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(be—b—c—2 be[0,1),ce0,})

. be—b—c+% be[01),ce (5]
Koo (b,c) =

bC_b_C+647 be[%71:|’ce|:0’%)

[ be—b—c+ %, be[§1],ce[41]

(CLC—CL—C_227 CLE[O?%),CE[O,%)

(3) CZC—CL—C+64a aE[O,%),CG[%,l}
Koo (a,c) =

ac—a—0+6—4, ae[%,l},cé[o,%)

Kac—a—c-l-@, ae[%,l},ce[%,l}

Té‘"’)

1
(3)
Eyrf = /KT‘“ ) fa00(a,0,0) da+/K1 b) fo.2.0(0,b,0) db +
0
e
+ K ’ C)fooz(o,o,c) dc +

(3) (3)
//KO a,b) fi10(a,b,0) dadb+//KT“ (b, ¢) fo1.1(0,b, ¢) dbde +

73
// % (a,c)froa(a,0,c) dadc.

Pouzitim Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskame odhad

|Earf| < 1,411 - [ f]l, -
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Déle se budeme zabyvat kubaturni formuli TO(?;), jejiz vzorec ma tvar:

512[f(0 0,0) + f(1,0,0) + £(0,1,0) + f(0,0,1) + f(1,1,0) +

+f(1,0, 1)+f(0,1,1)+f(1,1,1)+
2(£(0,0) + f(0,03) + £(0,09) + £(0, 1.0) + 70, 3,0) +

+f<o,§, )+f(—,0,0)+f(—,0,0)+f(—> 0.0)+ £(0,1,7) +
HOL 1>+f<0,1,‘9’>+f<1 0, 1>+f<1 0.5)+ 7(1,0, i)
FFO, 1)+ 0, 5,1) + £, 5 1)+ (1, 3,0) + £(1,5,0) +
HL2.0)+ 73,0, 1)+f(%,071)+f(§ 0.1) + f(5,1,0) +
HFGL0) (G 10) + F(LL D) + (1,1, 5) + F(L LS +
FROL )+ £, >+f<1,§,1>+f<§,1,1>+f<§,1,1>+
IERRE

b A0, 3D+ O3 5) 4 50,33+ F0,5, D)+ F0.5,5) +
0,5+ 10,5705, 5+ F0.5. D+ 15,0, +
FFG0,5) 4 FG 0.3+ (5,0,9) + £(5,0,5) + 55,0, ) +
FFGLO0 D+ G094 (0. + F( 10+ (3.0 +
G20+ G 0+ 15 5.0)0+ f5. 5.0+ £, 7.0+
HC 30+ G0+ FL 1D+ F )+ FL 3+
H 5 D) L5 5) 0,5, D+ LT D+ (L 5) +
FLS D fGL PG L)+ AL+ 5L+
HG LD+ G LD+ FC LD+ G 1)+ 701+
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G PO+ Gy D+ FG 5D+ G p D+ G )+
G+ G )+ G 5 D+ G2 1) +
(1D Gy TG D+ Gy DG+
G D H G DG D+ Gge) T s )+
G p D+ Gy ) H G 5 + G D+ G g 5)+
G ) G )

Slozené lichobéznikové pravidlo To(,?’2) ma také algebraicky stupen piresnosti
roven 1, coz by se ukazalo zcela analogicky jako v pripadé kubaturniho vzorce

3
Tye.

Eeu f

_|_

(3) (3
/KT“ a) f200(a,0,0) da+/K b) fo.2.0(0,b,0) db +

1
(3)
Ty, 2
0

+

/

+

fOOQOOC) dC+
T(B) T(3
Ko’ (a,0) fi,1,0(a,0,0) dadb—l—//Kooo (b,¢) fo1.1(0,b,¢) dbde +
0

[
/

h 1)
/K (a,¢)f101(a,0,c) dade.
0
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Jednorozmeérna Sardova jadra slozeného lichobéznikového pravidla T, (5532)

maji vzorce

a®> 5052 , 63 1
2 512 T 1280 Q€ [O’ 4)
a? 509a 505 11
) r— 55 +tiep @€ [53)
K,"*(a) = ,
a2 2554 | 507 13
T~ %56 T 10210 @€ [57 Z)
a? 51la 255 3
2 si2 T 5120 @€ [Z’l]
b2 505b 63 1
532t 0€[0.3)
b2 509b 505 11
) 5~ 512 T 1000 D€ [47 2)
K, (b) = ,
»2  255b | 507 13
2 256 1024 be [5’ Z)
b2 511b 255 3
S-St be [} ]
c2 505¢ 63 1
%5t c€[0.3)
2 509¢ 505 11
) > — 35 e C€[13)
K" (c) = ,
2 255¢c | 507 13
T T %6 T 1010 CE [51)
c2 _ 5llc | 255 3
%5 tis ce 1]
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Vzorce dvojrozmérnych Sardovych jader dostaneme ve tvaru

— ~~ — N N — — — — — — —
— < — <t —l™ —lx — <t Relbs —la el el — — — — o< — —
=) =) TR —pat =) B L = Ml o I I o
— — — [E—— — — [S— — [S— — — [ —_— [E— — [E—
W W w W w W W w w W W w N w W W
o e} e e} o = = e} = < e = s o 0 e}
A~ — A~ — —~ A~ — — —~ — A~ — — — — —
e 15 T T B e - o [ ey R R 5 G — < — —le — oIt —
S oY S AT A SN Y AN sl S el 1% el N ool
| S | IS | I | IS | S | S | IS | I | IS | I | S | IS | I | IS | I | IS
W W W W W W W W W W w W W W W W
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3_w. 7_n74 7_m~ 7_n7;. 1_.,2 l_w. 7_na4 Y_W. 3_? 5_n74 5_w~ 7_nﬁ 7_w. Q_W 9_T 1_mz
O D~ D~ Q0| — | | | (2] Rl |~ Q| O Q| O Q| Q| =
<t ho <tho <tho <o <tho <tho <tho <tho 00 [inl bin) 00 00 [in) bin) 100 [ie] in) 00
~ ~ ~ ~ -~ ~ ~ ~ o -~ -~ ~ ~ o -~ o
_ _ _ _ | _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
3 -] 3 -] 3 -] -] 3 -] 3 -] 3 3 -] 3 -]
_ _ _ _ | _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
~ o = o ~ ~ ~ ~ o ~ -~ = = o = o
3 -] 3 -] =] 3 -] 3 -] =] -] -] 3 -] 3 -]
A
~—
<
-]
N~—
jonta\]
80707
SH=)
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—~ — — ~/ — — — ~ / —~ — — — — — _|_7
— <t —<t — —N —<t o<t — ol <# aelhsy — <t — —e — o<t — —
= S AT AT S mm A A A S ol s I & OIS oy
—_ [ — [ [ — — —_ —_— — — [ —_— — — [ )
w w w w w w w w W w w w W w w w
Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
~ — A — ~— N — — — — AN — e — — —
— <t — — <t — oI - eliS —1 elh — — <t — —1 — oI —
e L = S L N L A e S L T MR M R P A ST
| S | I | I | I | IS — | I | I | I | IS — | IS | I | I | IS | I
W W W W W W W W W W ) W W W W )
= ) ) ) ) = ) = ) ) = ) ) ) B )
3_m~ 7_m,. 7_m 7_m. 1_w. 1_m. 7_m,. 7_m 3_m. 5_w. 5_m. 7_m,. 7_m 9_m,. 9_m. 1_m.
O D~|— D~ O S|~ (2] o (2] Rl (2] Rl S |~ S = O - |~ —|—
< ho <t ho < ho < ho <o <tho <tho <o [Tal bin) 00 0N 0o 00 0NHo [Tl bin] Jinl bin)
Q QO Q QO Q Q Q Q QO Q QO QO QO QO Q Q
= ) = ) e = ) ) ) e = =) ) ) ) =
_ _ _ _ _ _ _ _ | _ | _ _ _ _ |
Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
= S ) S =) = S ) S S S S ) S ) S
NG 7
—~
Q
<
~—
jonia\]
Lo
S=)
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3_w 7_,2 7_w 7_m~ 1_m~ 1_w 7_w~ 7_w 3_m~ 5_m~ 5_w~ 7_w~ 7_w 9_»2 9_w 1_w~
O D~|— D~ O | = (o) Rl (2] Rl (2] B! O |~ O = O - |~ —|—
< ho <o < ho < ho <t o <Hho <t ho <t 0N 00 0N 0N 00 0N [Tal bin Jin] pin)
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Ziskana Sardova jadra kubaturni formule 7 0(?2) dosadime do vzorce pro
chybovy clen Egyf této kubatury, tedy do vzorce

(3)
E64f /KT02 fQDO((ZOO da—l—/K fogo(ObO) db +

(3)
/K fOOQOOC)dC—F

3)

73 ¢
/ K0%2 a bf110<a bO dadb—i—//K% bCf()ll(O b C) dde+

73)
//Koo a,c)froq(a,0,c) dade.

Aplikaci Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskdme odhad

|Ear f| < 0,957 - || fll,s -

Nyni odvodime vzorec pro Rombergovu kubaturni formuli. Stejné jako
v pripadé Rombergovy kvadratury a dvojrozmérné Rombergovy kubatury,
vyouzijeme k tomuto odvozeni tvz. T-schematu:

3

Tyo

3 3

Tyi Tip

3 3 3
Ty T Tio

7)

O,m ............... m,07

kde kubaturni formuli Tg,’ )k polozime rovnu

@ _ 1 mr®

3
mk — m( m-1,k+1 Tr(nzl,k>7 m=12,.. (5.3)
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Aplikaci vzorce (5.3) pro k = 0 a m = 1 snadno ziskdme vzorec pro Romber-

govu kubaturu T1(,?6)7 tedy

T = S (0,0,0) 4 £(1,0,0) + £(0.1,0) + F(0,0,1) + f(1,1,0) +
FF(L,0,1) + £(0,1,1) + F(1,1,1)) +
1 1 1 1
+f<§,1,1>+f<o,1,1>+f<1o 5+ 0, )+f(7%,)
EX) 1>+f<—,1,o>>+
11 1 11 11 1 1
+ 4(f( )+f( )+f(§>§70)+f(17§7§)+f(§71’§)+
1 1
+f(§7§71))+
111
+ 8f(55:5)]

Poznamenejme, ze Rombergova kubaturni formule neni pozitivni kubaturou.
Urcéeme nyni podrobné algebraicky stupen presnosti Rombergovy ku-
baturni formule T( ) Tento kubaturn{ vzorec ziejmé integruje presné kon-

stanty, nebot
11 1
/ / / 1 dedydz =1
00 0

1

T = BT+ 1 41414+ 1)+
21+ 14+1+1+14+1+14+14+1+14+14+1)+
41 +1+1+1+1+1)+8(1)] =1,

a zaroven

odeétenim téchto rovnosti snadno ziskame

111
///1 dxdydz — T 10)1—0
00 0
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Kubaturni formule Tl(?’o) ma tedy algebraicky stupen pfesnosti alespon roven
0, tato skutec¢nost je pro nds velmi dilezitd, nebot nam umoziuje vyuzit
pii odhadu chybového ¢lenu Sardova jadra. Piimym dosazenim zjistime,
ze Romberguv kubaturni vzorec T 1(’30) integruje presné i polynomy prvniho
stupné, jak vidime na nasledujicich vypoctech: Pro proménnou x dostaneme
piimym dosazenim rovnosti

11 1 .
///x dxdydz = 3
00 0

T __4§ O0O+1+0+0+1+1+0+1)+
1 1 1 1
H20+04+5+1+14+5+0+14+0+1+40+47)+
1 1 1 1 1 1
404+ =4+ =-4+14+=-+)+8(2)] ==
4—(+2+2+ +2+2H—%ﬂ 5

Odectenim ptraveé uvedenych rovnosti ziskame

1 1 1
///xmww—lﬁ—o
0 0 O

V pripadé proménné y postupujeme zcela analogicky, tedy plati
11 1
1
y dedydz = 3
00 0

RBlEOH0+T+0+1+0+1+1)+

1 1 11
+20+ 5 +0+1+ o+ 14140+ 0+ +0+1) +

1 1 1 1 1 1
4(= S+ 14 = = -,
+(2+0+2+2+ +Q+®%ﬂ 5

Odectenim dostéavame

11 1
///y drdydz — Tl(i))y = 0.
00 0
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Stejné tak pro proménnou z dostavame rovnosti

11 1
/ / / z drdydz =
00 0

1
Tz = —[(0+0+0+1+0+1+1+1)+
, 48
1 1 11
+%§+0+0+§+1+1+§+§+1+0+1+®+
1 1 11 1 1
4z + = —+-+1 ==
+(2+2+0+2+2+)+8%ﬂ 5

Odectenim dostavame

111
///z dzxdydz — Tl(%)z = 0.
00 0

Rombergova kubatura T1(,3o) ma tedy algebraicky stupen presnosti roven ale-
spon 1.

Nyni se budeme zabyvat polynomy druhého stupné, tedy 22, y2, 22, vy, yz
a xz. Snadno zjistime, ze kubaturni formule T’ 1(,?(’)) integruje presné vsech Sest
zminovanych funkci, jak je zfejmé vidét z nasledujicich vypocti. Dosazenim
funkce zy ziskame rovnosti

11 1 .
///xy dxdydz = T
00 0

1
TWry = B O+0+0+0+1+0+0+1)+
11 1 1
%2@+0+0+1+§+§+0+0+0+§+0+§y+

1 1 1 1 1 1
_Mm+0+1+§+§+?+8§”_1

Jejich odectenim dostaneme

11 1
///a:y drdydz — Tl(i))xy = 0.
000
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Pro funkce yz a xz dostavame zcela analo%ické vysledky, coz je zpusobeno
symetrii Rombergovy kubaturni formule T(% . Proto zde vypocty pro zminéné
funkce neuvadime. Stejné postupujeme pro funkeci 22, kde po dosazeni ziskdme

rovnosti
1 1 1
1
///:c2 dxdydz:§,
0 0 O
1
T = —[=(0+1+04+0+1+14+0+1)+
: 48
1 1 1 1
%&@+0+Z+1+1+Z+0+1+0+1+1+Z%%
—M@+1+1+1+1+1H%&ﬂ—1
4 4 4 4 473

Po odecteni tedy plati

111
///x2 drdydz — Tl(i’))ﬁ =0.
00 0

Zcela analogicky bychom postupovali v pifpadé funkei 4% a z2. Diky symetrii
kubaturntho vzorce T; 1(0) je zrejmé, zZe i tyto funkce jsou jim integrovany
presné. Rombergova kubaturni formule T1(,30) ma tedy algebraicky stupen

presnosti roven alespon 2. Stejnym zptusobem budeme postupovat pro poly-

nomy tfetiho stupné. Pfipomenime, 7e se jednd o funkce typu z3, 42, 23, 22y,
22z, 2y?, vz, 122, y2? a xyz. Dosazenim funkce 22 ziskdme rovnosti
11 1
3 1
x° drdydz = 7
00 0
3),.3 _ i -
Tigr® = Zl-0+1+0+0+1+1+0+1)+
1 1 1 1
%&@+0+§+1+1+§+0+1+0+1+§+§%%
—M®+1+1+1+1+1H%&ﬂ—1
8 8 8 8 8" 4
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Jejich odectenim dostaneme

111
///a:3 dzxdydz — Tl(%):z:"3 =0.
00 0

Zcela analogicky postupujeme v pifpadé funkef 3® a 23. Obdobné jako vyse
je zde uvadét nebudeme. Dosazenim funkce 22y snadno dostaneme

111 .
///:U2y drdydz = 6’
00 0

1
ﬂ?ﬂy==1§—m+0+0+0+1+0+0+n+
1 1 1 1
+2(0+0+0+1+§+Z+O+O+O+§+O+Z>+
1 1 1 1 1 1
AO0+0+ =4+ =4+ -+ ) +8(2) = -.
FAO+0+ 55+ 745 +8@N =5

Rozdilem prave ziskanych rovnosti tedy obdrzime

11 1
///x2y drdydz — Tl(%)a:2y =0.
00 0

Pro funkce zy?,y?z,22% a yz? bychom postupovali zcela analogicky, tyto
vysledky zde proto neuvadime. Stejné tak po dosazeni funkce xyz dostaneme

rovnosti
1 1 1
1
///scyz d;z:dydz:g,
0O 0 O
1
ﬂngzzZy—m+0+0+0+0+0+0+n+
1 1 1
+20+0+0+ 5+ 5+5+0+0+0+0+0+0)+
404040+ by gy =l
47471 3N T3

156



pro jejichz rozdil opét plati

11 1
///xyz drdydz — Tl(%)xyz = 0.
00 0

Kubaturni formule T}  ma tedy algebraicky stupen presnosti roven alespoi
3. Problém nastava pro polynomy stupneé 4, coz dolozime na prikladu funkce
x*. Dosazenim této funkce ziskdme rovnosti

11 1 X
///x4 dxdydz = £
00 0

1
Tzt = Bl O+ 1+0+0+14+140+1) +
2(0+0+1+1+1+1+0+1+0+1+1+1)+
16 16 16 16
11 1 1 1 5
40+ =+ ——+1+— —)]=—.
IR CARTRET +16+16)+8(16)] 24

Jejich odectenim dostaneme

111
///x4 dxdydz — 3) z* # 0.
0 0 0

Rombergova kubaturni formule 7} 1(%) ma tedy algebraicky stupen ptesnosti
roven pravé 3. Vyuzijeme tvrzeni véty 5.9 a dostavame odhad chybového
¢lenu ve tvaru

1

1 T
E27f = §/K3 ( )f400(a 0 0 da+ /K f040 O b 0) db+

0
1
Ty
"‘5/[(3 " (¢) f0,04(0,0,¢) de+
0
1

1 3)
+—5/¢“mﬁmmomm+—/K (@) f3.01(a,0,0) da +
0
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1 (3) 1 (3)
i /KQT b) f1.50(0,,0) db+ — /KQT b) fo.5.1(0,b,0) db +
1 ) 1 1 (3)
+—/K§ ()flog(OOC dC+ /Kg f01300C)dC+
0
)

+ //K ’(a,b) f22.0(a,b,0) dadb +

0

11
7
+//K Lo b Cf022(0 b C) dbdc +
0 0

+//KT(3)(a ¢) f2,02(a,0,c) dade +

_l_
N =
o\»—\
= O\H

1
73

/K oola,b,c)far1(a, b, c) dadbde +

0

1

3)

K To(a,b,¢) fiza(a,b,c) dadbdce +

+
N | —

o)

+ Ky (a,b,c) fi12(a,b,c) dadbdc.

N —

O\H o\

0/ 0/
11
0/ 0/
Pro odhad chybového ¢lenu Es; f Rombergovy kubaturni formule 7} 1(’%) tedy

potiebujeme spocist:

) 73 ® 73 73
jednorozmérnd Sardova jadra K (a), K3 (b), K3 (¢), Ky (a), Ky (D),
76

K2 | <C)’ (3) (3)

®
dvojrozmeérna Sardova jadra K11 (a,b), KT (b,c), K;7"(a,c)
b,

7®)

1
1,1
73 (3)
c), 001(@ b, c).

a trojrozmeérnd Sardova jadra K, oo(a b, c), K, OTl o(a,
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Nejprve spocteme jednorozmérna Sardova jadra

(3)

at _ 47a3
4 48
a*  49q°
4 48
vt 4t
4 48
bt 49v3
4 48
478
4 48
493
4 48

+ 16

3b2

25b2

+ 16

2

25¢2

25a2

> _ 33a 17
32 + 647
_ 17 | 13
16 487
33b | 17
32 64’
_ 1 4 13
16 + 487
_ 33 4 17
32 + 647
_ 17 13
16 487

+ 16
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a € [0,%)

5o ac03)
St a€ 31
sta 0e(03)
o tie ve 1
pta € [0,3)
% +tie c€ 31



Pro dvojrozmérna Sardova jadra Rombergovy kubarutni formule

dostaneme vzorce

3
Ty

K1,1 (a,b) =

2 b2 4lab _ 5a _ 5b 5
+4+48 12 2T

+
ISE

a? b? 47ab _ a _ 23b 1
+4+4+48 2 48+4’

a? b2 49ab 25a 25b 13
+4jL +48_48_48+48’

B, ¢ Albe _ 5b _ Sc 4 5
+4+4+48 12 12—i_247

b? c? 47bc b _ 23c 1
+4+4+48 2 48+4’

b2 c? 47bc _ 23b ¢ | 1
T TR 48 2 T 1
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9ac _ 25a _ 25c 13
48 +48’

48 48

Pro usnadnéni a zptrehlednéni vzorcu zavedeme néasledujici znaceni, které
(3) (3)

T T
pouzijeme pii zapisu trojrozmérnych Sardovych jader K g(a, b, ), Ky 7(a, b, c)
73
a K ¢(a,b,c) Rombergovy kubaturni formule T1(,3o)-
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Vzorce pro trojrozmérnd Sardova jadra Rombergovy kubaturni formule
T1(,?6) maji tvar

( a2bc a?b a?c a? be 23a b c 1

S oS abe— G —ab—act T -G8 —5 -5+
a,bcel

a?be a?b a?c a? be 41a b c 17
G T —abe— 5 —ab—ac+F - — 35— 5+ 5
a,b,ce IT

a?be a?b a?c a? be 43a b c 7
. — g g —abc— G —ab—ac+ T - K -5 -5+ 1
a,b,c e IT1T

a?be a?b a?c a? be 47a b c 23
2 2 5 —abc— G —ab—ac+ 5 - -5 -5+

+® a,b,ce TV
1,0 o
K1,0,0(@> b,c) = , , , ,

a“bc a“b a“c a be 43a b c 7
. — g T —abc— G —ab—act+ T - -5 -5+
a,b,cey

a?be a?b a?c a? be 47a b c 23
2 2 5 —abc— G —ab—ac+ 5 - F -5 -5+ 5%
a,b,c e VI

a?be a?b a?c a? be 47a b c 1
2 2 5 —abc— G —ab—ac+ 5 - F -5 —-5+3,
a,b,c € VIT

2 2 2
ahe _ab_oc_ghe— % —ghb—ac+ M2 _b_ ¢y B

a,b,c € VIIT,
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abZc ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,bcel

ab%c ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,b,ce IT

ab%c ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,b,c e IT1T

ab?c ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,b,c €IV

ab?c ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,b,cey

ab?c ab? b2c
5o — 5 — 5 —abe
a,b,c € VI

ab?c ab? b2c
5 — 5 — 5 —abe
a,b,c € VIT

ab?c ab? b2c
5 — 5 — 5 —abe
a,b,c e VIIT,
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ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %
ab—bc+ %

_a_ 23
2 48
_a _ 43%
2 48
_a_ 41b
2 48
_a_ 4
2 48
_a _ 43
2 48
_a _ 4
2 48
_a_ 4
2 48
_a _ 4%
2 48



(

abc? ac? be?

2 2 2
a,bcel

abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,ce IT
abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,c e IT1T
abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,c €IV
abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,cey

abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,c € VI
abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,c € VIT
abc? _ ac® _ bc®
2 2 2
a,b,c € VITT.

abc —

abc —

abc —

abc —

abc —

abc —

abc —
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ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

ac —bc+ %

_a_ b __
27 2
_a_ b __
27 2
_a_ b __
27 2
_a_ b __
27 2
_a_ b __
2 2
_a_ b __
27 2
_a_ b __
27 2
_a__ b __
27 2

2e 4 1
48 67
43¢ 7
48 + 167
43¢ 7
48 + 167
a7e | 1
48 27
de | 17
48 487
47c 23
48 + 487
47c 23
48 + 487
49¢ | 25
48 487



Prave uvedena Sardova jadrar kubaturni formule T1(,30) dosadime do vzorce
pro chybovy ¢len Fyr f této Rombergovy kubatury, tedy do vzorce

1, 3
E27f = /K f400 a, 0 0) d(l+ |/K3 ’ (b)f0’470<0, b, 0) db+
. 0
1
1 7
—|—§/K3 ()f004(006) dC+

. 0
1

1 Ui 1 / (i
+ —/K21’0<a>f37170(a,0,0) da—|—2—/K 10( )f301((l O 0) da+
0

2!
1 1
1 T 1 T(%)
+5/K2 *(b) f1.30(0,b,0) db+—/K2 b) fo.3.1(0,0,0) db +
0 0
1
1
+_

¥ 1 T(s)
/K2 ()flOS(OOC)dC‘f’E K2 fou),(OOC)dC—i—
0

0

/ e
/Kl“’(a b) fono(a,b,0) dadb+
0

1

)

/K (b C)fogg(o b C) dde‘l—
0

®
K, 1" (a,c)fa02(a,0,c) dade +

73)
K boo(a b,c)fa11(a,b, c) dadbde +

00
11 1 @

///K To(a,b,¢) f121(a,b,c) dadbde +
00 0

1
(3)
///KOTOI(CL b, ) fi12(a,b,c) dadbdc.
0

0 0

— o —
—

DN | —

_l’_
— o o

o

+

N | —

N | —

_I_
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Pouzitim Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskdme odhad

[ Eor fl < 0,513 - [| flly2 -
Pomoci tvz. T-schématu odvodime Rombergovu kubaturni formuli TQ(%), jejiz
vzorec nasleduje:

Ty = i[—(f(o, ,0) + £(1,0,0) + £(0,1,0) + £(0,0,1) + f(1,1,0) +
)

720 0
+£(1,0,1) + f(0,1,1) + f(1,1,1)) —
1 1 1 1 1
— 6(f(0,0§) +f(0,§,0) +f(§,0,0) +f(0,1,§) +f(1,0,§) +
1 1 1 1 1
FA(L 1) + £, 1) +
" «ﬂa&d+ﬂoo> + 100,
3
+(y

1
10+ 10,

0,0)+ £0.1,7)+ F0.1,2) 4 £1,0, )+ (1,0,
+ﬂai@»+ﬂa1@»+ﬂL§ﬁw+ﬂL§my+ﬂiﬁJ»+
FFG01) 4 (31,00 + (3 10) + 71,1, 9) + F(1,1,5) +
HFL )+ L)+ f( LD + (1 1) -

120, 5, 5) 4 F(5.0. )+ F(5 5.0+ F(L g, ) + (5L

3 1
170)+f(17070)+

§)_|_

—~
]
~ |

+f(_717

) TG L)+

+
-
YammS
S N
| —
DN | —
DN | —

—_
~—

O Bl GOR| W] = A —

~—

) 10,53+ 10,55+
)+ £+ F(3.0.5)+
)+ A
)+ I
0+

+ 8(f(
+/(
+£(
+/(
+£(

~—

+ + + + 4+ T
x\\,x\

)+ /0,
)+ /(
)+ f(
)+ /(
,0) + /(

o
o Bl Wa| =

~—

—
=
»J>IOJ,.J;|+—k

N—
=
»-blw,.;;u—k
[

—~

\.O -
O PN = -

\‘O ~
o Bkl whalw

S~—
—

(

Y

—~
W= =

NS

)

DO =] Qo] =
o
g N
SO~ -
N — DN —
IS QO | = | Qo =
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L pg) F A3+ I3 D)+ 0,
+f<1,§,§>+f<1§,§>+f<i, , >+f<1
HG LD+ G LD G LD+ G
G p D+ (g DG o)+ (G
HIG D+ G5 )+ (31 -

— UGG )

b6 ) T ) G ) A
HG DG H G+
(G5 T (o) + IG5 5) + A
G DTG D+ Gy D+
H(G 3 DG +HG DD+
NEER]

N

) Fa, 20+
)+f(> T
)+f( T

13
) f(§7171)+

3
47
1

’

1
4
3
4
3

+
=
|

Wk Wk Wk~
~—
+

DN | —
~ ==
B~ w
AR RIWNI RN~ -
~ =

+
=
+

+
=
+

N—
+
~
—~
NN AW~
S~—
+

+

A= Qo N =
NI W Ww ~

I v tomto piipadé se nejedend o pozitivni kubaturni formuli. Romberguv
kubaturni vzorec T: 2(’?6) mé algebraicky stupen presnosti roven 3, coz by se

ukazalo zcela analogicky jako v pripadé kubaturniho vzorce T1(?6)~

T(3)
E64f = 3'/K f4000,00 da+ /K

1

1 T
"‘_/K:),Q’O () f0,04(0,0,c¢) dec +

1 74
+ E/KQ ()fglO(QOO)da+—/K
0

167

f040 O b 0) db +

(a)fs0.1(a,0,0) da +



1 (3) 1 (3)
i /KQT b) f1.50(0,,0) db+ — /KQT b) fo.5.1(0,b,0) db +
1 3 1 1 (3)
+—/K§ ()flog(OOC dC+ /Kg f01300C)dC+
0
%)
n //K °(a,b) fazo(a, b, 0) da db +
0
1 1
7(3)
+//K2O bCf022(0 bC) dde+
0 0

+//KT(3)(a ¢)f2,02(a,0,¢) da dc +

_l_
N =
o\»—\
= O\H

1
73

/K oo(a,b,c)far1(a,b,c) da db de+

0

1

3)

K I0(a,b,¢) fiza(a,b,c) da db de+

+
N | —

)

+ Kyga(a,b,¢) fi12(a,b,c) da db de.

N —

O\H o\

[
/]

Pro odhad chybového ¢lenu Eg, f Rombergovy kubaturni formule 7. 2(’36) tedy

potfebujeme spocist:
: : T30 T30 T30 T30 54
Jedr(l;))rozméma Sardova jadra K3*" (a), K3™° (b), K37" (¢), Ky, (a), K;,*° (b),
TQ,O
KQ (C)v
() (3) 73

dvojrozmérna Sardova jadra Kfﬁ’o (a,b), Kfﬁ‘o (b,c), K;7°(a,c)

3) 3) (3)
a trojrozmeérnd Sardova jadra K, 54 (a, b, c), K75 (a, b, ¢), Ky55(a,b,c).
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Pro jednorozmérna Sardova jadra Rombegrovy kubatury 7T 2(%) dostaneme
vzorce

4 4 3 2
a* _ T719a 3a® 1 1
Y 720 T2 —a+ g, ac [0?4)

4 3 2
a 241a + 36la® _ 961a + 2881 a € |:4_117 %)

T2<30) 4 240 240 960 11520
K3’ (a) = \ ) ,
a 239a 179a 289a 2869 1 3
4T 240 + 120 ~ 192 + is200 @€ [5’ Z)
a* _ 721a3 361a® _ 24la 180 3
vy 7200 T 240 210 T 700 O€ [471}7
( 4 3 2
b 7196 3b 1 1
4_720+2_b+4’ b6[0’4)
bt 24163 36162 961b 2881 11
T2<30> 4 240 + 240 960 11520 be [47 2)
K3*"(b) =

bt 23963 1792 289 2869 1 3
1 240 + 120 192 + 11520 be [_ Z)

bt 72163 36162 241b 180 3
\ 4 720 + 240 240 7207 be[ 1]7

( 4 3 2
c 719¢ 3¢ 1 1
1 0 T —Ctyg 06[0’4)

ct 2413 361c2 _ 96lc 2881 11
T2(30> 4 240 + 240 960 + 5200 €€ [ 2)

ct 239¢3 179¢2  289c 2869 13
4 2100 T 120 192 T 11520 Ce[ 4)

4 3 2
¢ 721 4 3612 24l | 180 cc [%’1]’

L 1 720 240 240 720
4 3 2

_a’ 4 359~ a1 1

¢ T "0 2 T 6 ac [074)

_ad 121a® _ 18la 481 11

748 ¢ T 210 360 T 2ss00 @ € [47 2)
K, (a) = , ,

a 119a 89a 95 1 3

—% T 210 —1s0 Tmer @€ [2’ 4)

3 2
_a + 361la 181a 121 a¢e [

\ 6 720 360 7207
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3592
720

12162
240

11952
240

361b2
720

359¢2
720

1212
240

119¢2
240

361c2
720

7360

b, 1
5t &
181b 481
360 T 2880°
89b 95
180 T 576
1816 , 121
360 720
cy 1
2 T
181c 481
360 2880
89c | 95
180 " 576’
181c |, 121
720°
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Vzorce dvojrozmérnych Sardovych jader kubaturni formule TQ(,SO) maji tvar

o a2p2 2 2 2 2
ab a“b ab 4 a +b +133ab 83a 83b 83 a.be A

4 2 2 4 4 144 180 180 ' 360’
a?v? @%b ab® | a® | b 77ab _29a _ 113b
1 2 > TG + F+ 0 — o0 T wbEB

a?0® _ a’b _ ab® | @ | b2 | 69lab _ 43a _ 169
1 2 2 T + 20 90 360+307 a,beC

2p2 2p b2 2 b2 719ab 359b 1
G ot Tt Tt ity abED

212 2 2 2 2
a“b a“b ab a b + 77ab 113a 29b + 17 a.b c g

4 2 2 4 4 T240 T 60 T 720

4 2 2

a?b? a?b ab? a? b2 713ab 353a 353b 347
+ 4 +7 7t 720 720 720 1440 a,beF

212 2 2 2 2 4 2 41
ab a“b ab _‘_az_{_b__l_'YOSab 347a 9b+3 a’beg

4 T 2 T T2 7720 0 60 ' 14400

a?b? a?b ab? a? b2 241ab 361a 121b 181
® TS oSt Tt Tt o w0 ~ w0 T w0EH

2,0 _
Kl’l (CL,b)—< 2p2 2 2 2 2
ab_a_b_ﬂ+az+bz+691ab_169a_@+l a,bEI

a?b?  a?b _ ab® | a® | b% | 703ab _ 29a _ 347b 341
+T T 60 — 70 T i ®bEJT

212 2 2 2 2
a“b a“b ab _'_az b +47ab 29a 29b+ 341 CleIC

4 2 2 4 48 60 60 1440°
a?b? a?b ab? a? b2 239ab 179a 119b 89
T S TSt T T TS T S0 a0 T3 w0EL

212 2 2 2 2
a“b a“b ab a b +719ab 359a b+1 a,bGM

720 720 2

a?b? a?b ab? a? b2 241ab 121a 361b 181
+4+ +240 240 720 7207 a’bEN

a?b? a’b ab? a? b2 239ab 119a 179b 89
+T 1t 7T+ %50 50— 360 T 3600 Bb €O

22 2 2 2 2
a“b a“b ab et g b b + 721ab 36la 361b + 181 a, bhe 7)7

T2 T T2 720 720 720 720°
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K

3
T3

1,1

(b;c) =

_ e _ b b 2y 133bc _ 83b _ 83c 83

2 s+ T T Tt i 1w T HCcEA
_b%c  be? | b2 2 TTthe 29 113¢ | 17

2 s+ T T Tt S — % w0t 0cEDB
_ b%c b | b2 | 2 | 69lbc  43b  169c 7

2 > Tt T 90 360 1 307 bceC
_b% b | b® 2 T19bc b 359c | 1

2 > T Tt T T 0 2 720 T 1 bceD
_b%c b b2 2 4 TTbe _ 113b _ 29¢ | 17

2 T Tt Tt S ~ %0 6o T beEf
_b%¢ b | b® | 2 | T13be _ 353b _ 353c 347

2 >ttt 720 720 T 1440 bceF
_ﬁc_@+g+ﬁ+703bc_347b_& 341 bccG

2 2 4 4 720 720 60 14400
_bPc b | b2 4 4 24lbe _ 361b _ 121c , 181

2 > T T Tt %0 70 — o0 T BCEH
_bPc b b2 | 2, 69lbc _ 169b _ 43¢ | T

2 > t T+ T T 30 — 90 T 300 e
_bPc b | b2 | 2 | 703bc _ 29b _ 347c 341

2 > Tt T T o 60 — o0 + 1aa0r CET
_ b b® | b2 P | ATbe _ 29b _ 29c | 341
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jsou dlouhé a znacné komplikované, proto je zde neuvadime.
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Tyto funkce dosz(xdlme do vzorce pro chybovy ¢len Fgqf Rombergovy
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Pouzitim Holderovy nerovnosti pro p = 2 ziskdme odhad

| Eorf] < 0.560 - || fl, -

5.6 Shrnuti

V této kapitole jsem se zabyvali studiem Rombergovy kubaturni formule na
jednotkovém ¢tverci a na jednotkové krychli. Zajimali jsme se predevsim
o to, zda se dobré vlastnosti Rombergovy kvadraturni formule pfenaseji na
jeji vicerozmérny piipad.

Jak je vidét z vysSe uvedenych vzorci, Rombergova kubaturni formule
neni obecné pozitivni kubaturou. Na jednotkovém ¢tverci ztraci Romberguv
kubaturni vzorec Tk(?o), kde k € N, pozitivitu poprvé pro k = 2, u Romber-

govy kubaturni formule T,SO) , kde k£ € N, dochazi k této ztraté jiz pro k = 1.
Nemame tedy zarucenu konvergenci téchto kubaturnich formuli pro spojité
funkce.

Sardova jadra Rombergovy kubaturni formule i pro vyssi fady meéni své
znaménko, coz dokladaji vzorce téchto jader a jejich grafy.

Dobrou vlastnosti, ktera zustava pro vicerozmérny piipad Rombergovy
kubatury zachovana, je vyssi alegebraicky stupen presnosti nez u lichobéz-
nikového pravidla.
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Z.aver

V préci jsme definovali Peanovo jadro kvadraturni formule, kterda operuje
pouze s funkénimi hodnotami integrované funkce v uzlovych bodech. Po-
psali jsme nékteré jeho vlastnosti a ukazali jsme, jak je mozné vyuzit Peanovo
jadro k odhadu chybového ¢lenu kvadraturniho vzorce a to v pripadé, kdy ma
Peanovo jadro na celém intervalu integrace konstantni znaménko, i v pripadé,
ze Peanovo jadro znaménko méni. Déle jsme zobecnili pojem stupné presnosti
kvadraturni formule a tim i pojem Peanova jadra, které nyni umime nalézt
i pro kvadraturni formule obsahujici kromé funkénich hodnot integrované
funkce i hodnoty jejich derivaci.

Déle jsme se v préaci zabyvali hledanim optimalni kvadraturni formule.
Zavedli jsme pojmy optimalni kvadraturni formule v Sardové, v Markovové
a v Nikolského smyslu. Pricemz nalezeni posledni jmenované kvadratury
jsme se podrobné vénovali jak pro kvadraturni formule neobsahujici hod-
noty derivaci integrované funkce, tak i pro kvadratury operujici s témito
hodnotami. Pro jednoduchost jsme se zabyvali aproximaci integralu pouze
s jednotkovou vahovou funkei. VSechny uvahy by bylo mozné zobecnit pro
netrivialni vahové funkce.

Dalsim tématem, kterym jsme se zabyvali, bylo hledani Rombergovy
kvadraturni a posléze i kubaturni formule. Zavedli jsem pojem Sardovych
jader kubaturni formule na ¢tverci a na krychli. Podrobné jsme se vénovali
lichobéznikovému pravidlu a Rombergové kubaturni formuli a piislusnym
Sardovym jadrum, kterd jsme poté vyuzili k odhadu chybového ¢lenu téchto
kubatur.
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