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Abstrakt

Nézev prace: VyuZiti internetu ve vyuce analytické geometrie na stiedni Skole

Autor: Jan Koncel

Katedra (dstav): Katedra didaktiky matematiky

Vedouci diplomové prace: RNDr. Jarmila Robovd, CSc.

e-mail vedouciho: jarmila.robova@mff.cuni.cz

Abstrakt:

Diplomovd prdce ve své prvni &dsti hledd, zkoumd a hodnoti existujici ceské a anglické
webové stranky vénované vyuce analytické geometrie. Na zdkladé tohoto Setieni jsou v druhé
cdsti vytvoreny nové webové strdanky, jez jsou zaméfené na vyuku analytické geometrie na
stredni skole. Ty se snaZi vyhybat nalezenym chybdm a naopak se inspiruji tim co bylo kvalitni
a zajimavé. Ucebni text pokryvd kapitoly: souradnice, vektory, geometrie v roviné, geometrie
v prostoru, kuZelosecky a kulovd plocha. Strdnky obsahuji mimo jiné definice pojmit, véty
a jejich ditkazy. Vse je doplnéno desitkami ndzornych obrdzkii, kiizZovych odkazii, rejstiikem
pojmit a dynamickymi Java applety. Student si své znalosti miiZe ovérit primo v appletech, ve
sbirkdch Fesenych tiloh nebo v generovanych testech.

Klicova slova: Analytickd geometrie, primka, rovina, prostor, kuZelosecky

Title: Secondary school analytic geometry with internet

Author: Jan Koncel

Department: Department of Mathematics Education

Supervisor: RNDr. Jarmila Robovd, CSc.

Supervisor's e-mail address: jarmila.robova@mff.cuni.cz

Abstract:

The first part of the Thesis looks at, examins and evaluates existing czech and english web
pages dedicated to coordinate geometry studies. Based on this research, in the second part
new web pages are created, which focus on coordinate geometry studies of secondary school
level. They try to overlook any mistakes found and on the contrary look for inspiration in
what was valuable and interesting. The text covers the following topics: Cartesian
coordinates, vectors, coordinate geometry in 2D, coordinate geometry in 3D, conic sections
and sphere. The web pages above all contain definitions, statements and their proofs. All is
supported by tens of schematic pictures, cross references, index of definitions and dynamic
Java applets. Students can test their knowledge directly in Java applets, through selection of
solved exercises or by using generated tests.
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Uvod

Vyuziti internetu ve vyuce analytické geometrie je dalsi z fady podobnych praci vznikajici
pod vedenim RNDr. Jarmily Robové, CSc. na Katedie didaktiky matematiky MFF UK
v Praze. Cilem prace je vytvofeni webovych stranek, zaméfenych na vyuku analytické
geometrie na stfedni Skole. Prace vychazi z dikladného rozboru jiz existujicich, podobnych
praci. V prvni ¢asti prace je seznam nalezenych webovych stranek, které se zabyvaji stejnym
tématem, jejich strucny popis a souhrnné hodnoceni. Na zaklad¢ tohoto Setfeni byly vytvorené
webové stranky nové, jez se snazi vyhybat nalezenym chybam a naopak se inspiruji tim, co na
zkoumanych strankach bylo kvalitni a zajimavé.

Cilem bylo vytvofit moderni, interaktivni a pro stfedoSkolaka atraktivni webové stranky,
protoze co je hezké a zajimavé, 1épe pfitdhne a udrzi pozornost. To vSe, spolu se snahou
o zachovani pfesnosti a spravnosti matematického textu. Vyklad analytické geometrie
pokryva témata: soutradnice, vektory, geometrie v rovin€, geometrie v prostoru, kuzelosecky
a kulova plocha.

Ucebni text je roz¢lenén do definic, vét, dukazl a je doplnén ukazkovymi ptiklady a feSenymi
ulohami. Definice pojmu jsou v souladu s tim, jak je uvadéji Kocandrle a Bocek [4]. Aby byl
text srozumitelny a nazorny, je doplnén celou fadou ptvodnich obrazki, kiizovych odkazl
a poznamek. V textu jsou navic obsaZeny interaktivni Java applety, které umoznuji propojit
algebraicky vykladané pojmy s jejich geometrickou interpretaci jesté¢ 1épe, nez to dokazou
statické obrazky. Ctenafi maji moznost otestovat si své znalosti p¥imo v appletech nebo ve
sbirce feSenych uloh ¢i v dynamicky generovanych testech. Vyhodnoceni testd dava
studentim zpétnou vazbu, kterou mohou vyuzit pro dalsi studium. Protoze stranky jsou
vytvoiené v PHP, nelze je spoustét bez webového serveru. Jsou proto umistény na adrese
www.geometrie.php5.cz, kde budou k dispozici do doby, nez budou vystaveny na webovych
strankach Katedry didaktiky matematiky. Nekteré pouzité priklady a zadani uloh v praci, jsou
ze sbirek piikladt Busek [3], Petdkova [5] a Boucnik, Herman, Krupka, Simsa [7].

Vytvotené¢ webové stranky jsou urceny jak pro sttedoskolské studenty, ktefi se s analytickou
geometrii teprve seznamuji, tak pro ty, ktefi si ji chtéji zopakovat, at’ uz k maturit¢ nebo na
vysoké skole.

Vzhledem k rozsahu a formé prace, byla vedle jeji webové podoby vytvarfena i jeji textova
reprezentace. Ta je jednoduseji editovatelnd a i 1épe Citelna. Textova forma prace neobsahuje
interaktivni prvky! a ma jiny format, ale ma stejny obsah jako jeji internetova verze. Vytisténa
a odevzdana je textova forma prace.

1 V8echny interaktivni prvky na webovych strankach jsou v textu oznaCeny. O jaky prvek se jedna je uvedeno v
poznamce pod carou.
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1. Hodnoceni

1.1 Analyticka geometrie na Internetu

Tato kapitola obsahuje pfehled a hodnoceni internetovych stranek, vénujicich se analytické
geometrii. Pii hleddni odkazli na tyto stranky jsem vyuzil vyhleddvace: Google, Yahoo,
Seznam, Centrum a Atlas. Pouzita kliCova slova byla: ,,analytickd geometrie®, ,,geometrie®,
»,matematika®, ,,ucebnice geometrie, ,,analytical geometry®, ,,geometry*, ,,geometry lessons*
a ,,mathematics“. Adresy vétSiny niZe uvedenych stranek jsem ziskal pravé diky témto
vyhledavaciim, nékteré z nich ale vyhleddvafe nenalezly. Jejich ziskdni mi umoznily az
matematické rozcestniky a prohleddvané stranky, kde se analyticka geometrie sice nenalézala,
ale na nichz autofi uvedli odkazy na dal$i zdroje. Vzhledem k tempu, v jakém internetové
stranky vznikaji a zanikaji, je moZné, Ze v dobé dokonceni této prace, nékteré odkazy
nemuseji byt funkéni. Kvili rozsahu Internetu je také mozné, Ze nékteré stranky jsem
opomnél a nenalezl. Jsem ale pfesvédCen, Ze nésledujici seznam je dostateCnym
reprezentantem toho, co lze na webu nalézt.

V mé préci jsem hledal a hodnotil jen stranky Ceské a anglické (nebo neanglické v anglickém
jazyce). Seznam odkazi, které jsem pii svém hledani nalezl a ohodnotil, obsahuje jak stranky
dobré¢, tak Spatné. Mou piedstavu, jak by méla ma internetova ucebnice vypadat, ovlivnily oba
typy stranek. Ty dobré pfinesly nékteré nové napady a ty Spatné jasné ukazaly, cemu se
vyhnout a ¢eho se vyvarovat. Na nésledujicich fadcich je uveden popis a zhodnoceni
jednotlivych stranek a na zavér je doplnéna tabulka, ve které je toto ohodnoceni piehledné
shrnuto.

1.1.1 Hodnoceni

Stranky byly hodnoceny v nékolika kategoriich na stupnici 1, 2, 3 (vyborny, uspokojivy,
nedostatecny). Stranky s celkovym dojmem ohodnocenym jako 1 rozhodné¢ stoji za shlédnuti,
naopak stranky s ohodnocenim 3 nejsou vhodné pro vyuku a je lepsi se jim vyhnout.
Hodnoceni celkového dojmu je subjektivni a neni aritmetickym pramérem ohodnoceni
ostatnich kritérii.

Kritéria byla nasledujici:

® obsah latky (pokryva celou stiedoskolskou latku nebo jen cast);

* odborna spravnost (spravny nebo naopak chybny vyklad matematické latky);

* nazornost (pouziti prvkil, které zvySuji ndzornost probirané latky — obrazky, cviceni,
scripty, java applety aj.);

® wvyuziti moznosti internetu (nakolik se dana stranka li§i od klasické papirové

ucebnice);

celkovy dojem.

Celkem bylo hodnoceno 18 internetovych stranek — 7 eskych a 11 zahrani¢nich. Nejprve jsou
uvedeny Ceské stranky, poté ty zahranicni. U kazdé hodnocené stranky je odkaz, na kterém ji
naleznete, maly obrazek (ndhled) a hodnoceni. To je uvedeno ve tvaru: 1/1/2/2/1. Tento zapis



znamena, ze obsah latky byl ohodnocen jako 1, odborné spravnost jako 1, ndzornost 2, vyuziti
moznosti internetu 2 a celkovy dojem 1. Pokud by u nékterého kritéria byl uveden znak ,,—,
znamena to, ze dané kritérium nebylo hodnoceno.

1.1.2 Ceské stranky

CZ NeHe OpenGL
Odkaz: http://nehe.ceskehry.cz/cl mat geometrie.php

Stranka, ktera neni urcena pifimo k vyuce matematiky, ale zabyva se pocitacovou grafikou.
ProtoZe pocitacova grafika s analytickou geometrii uzce souvisi, ptidali autofi také cast, kterd
se analytickou geometrii zabyvd a ve které zajemci najdou n&které potiebné zakladni
informace. Vyklad na prvni pohled pfipomina vypisky ze Skolniho seSitu matematiky a autor
tento dojem na konci sadm potvrzuje. V textu neni mnoho obrazkl a autor nevyuziva Zadnou
z moznosti, které internet nabizi, aby své zapisky obohatil a pfidal jim néco navic. Celkovy
dojem nevylepsi ani rozsah uciva, ktery pokryva pfiblizné¢ polovinu stfedoskolské latky
a stranky tak zGstavaji pouZitelné jako zdroj informaci, ale rozhodné se nezatadi mezi to
nejlepsi, co mizZete na Internetu nalézt.

Hodnoceni: 2/2/2/3/2

Wikipedie
Odkaz: http://cs.wikipedia.org/wiki/Analytick%C3%A1_geometrie
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Jedna se o Ceské stranky vénované heslu ,,Analyticka geometrie”, znamé internetové
encyklopedie. Svym rozsahem patii mezi nejlepsi, ale tato vyhoda je provazena nékterymi
vyraznymi problémy — ty plynou pravé z toho, Ze se jednd o vyklad hesla v internetové
encyklopedii. Témito problémy jsou ptedevSim neuspofddanost a nepiehlednost. Misto
souvislého vykladu o analytické geometrii, jsou jednotlivé pojmy vysvétlovany pod svymi
vlastnimi hesly. Nékdy jsou tyto pojmy propojeny velmi piimocate, jindy musi uZivatel
hledat, aby nasel to, co potiebuje. Pochopeni latky pak znesnadnuje i to, Ze jednotliva hesla
vykladaji rizni lidé a styl vysvétlovani se pak liSi. Pravé kvuli nepiehlednosti,
nekompaktnosti a nesourodosti nelze studentim, ktefi se s analytickou geometrii teprve
seznamuji, Wikipedii pro vyuku doporucit.

Hodnoceni: 1/1/3/3/2

cvuT
Odkaz: http://www.civ.cvut.cz/others/vyuka/
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Na strankach Centra Intenzivnich Vypoétd CVUT lze nalézt tuto velice hezkou praci. Jedna se
o ucebnici geometrie prevedenou do internetové podoby ve formé java appleti. Autor se na
rozdil od jinych tvlrch appleti vénuje vykladu analytické geometrie v prostoru. Velkou
zajimavosti je, ze aplikace je namluvena a latka vysvétlovana jak hlasem, tak za pomoci


http://www.civ.cvut.cz/others/vyuka/
http://www.civ.cvut.cz/others/vyuka/

obrazki a animaci, které jej doplnuji. Za kazdou kapitolou se nachdzeji ptiklady na
procviceni, a tak lze této ucebnici vytknout jen méloco. Snad jen kdyby na strankach byly
1 applety dynamické, aby si student mohl nové nabyté védomosti vyzkouset a ,,ohmatat®.

Hodnoceni: 2/1/1/2/1

ZCU - Centrum Poditacové Grafiky a Vizualizace Dat

Odkaz: http://herakles.zcu.cz/education/zpg/cviceni.php?no=1

Dalsi stranka, kterd se zabyva predevSim pocitacovou grafikou, avSak v ramci jeji vyuky
vysvétluje 1 nékteré partie analytické geometrie. Pfi srovnani s CZ NeHe OpenGL, ktera se
vyukou pocitacové grafiky také zabyva, nam tato vyjde o mnoho horsi. Rozsah je
nedostateCny a podana latka je pro zacateCnika nestravitelna. Autor nepostupuje systematicky
a vybird z analytické geometrie jen nékteré pojmy a metody feSeni tloh. AZ na vyjimky
nejsou obsazeny zadné obrazky nebo cokoliv jiného nez prosty text. Celkové Spatny dojem
nezméni ani nékolik piikladii na procviCeni, které muzete nalézt na konci. Na autorovu
obhajobu je tfeba fici, ze stranky nejsou uréeny pro stfedoskolaky a ani si nekladly za cil
suplovat stfedoSkolskou ucebnici.

Hodnoceni: 3/3/3/3/3

Micromat

Odkaz: http://micromat.webz.cz/index.php
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Malé internetové centrum rovnic a matematiky viibec mladoboleslavského ucitele Frantiska
Tumajera je pomérné zajimavym projektem. Na strankdch najdete algoritmy feSici nékteré
Casté stiedoskolské problémy. Staci vyplnit zadani a vystupem je jak spravny vysledek, tak
postup k nému vedouci. Autor neuvadi zadny teoreticky vyklad k danym ulohdm, ale
umoziuje jejich zadani riznymi zpisoby. U vzajemné polohy pfimek si miizete vybrat, zda je
zadate parametricky nebo rovnici obecnou (nebo kombinované€) a v zavislosti na zadani bude
vygenerovano 1 feSeni této Ulohy. Zajimavosti je forum, kde lze publikovat ulohy a hledat
pomoc od zkusenéjsich uzivateli, toto forum ale nanestésti neni pfili§ Casto vyuzivano.

Hodnoceni: 3/1/1/2/2

Vysoké Skoly
Odkaz: http://www.vysokeskoly.cz/system/?clanek=1104
[ T
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Stranky, které jsou vénované maturitnim otazkam a piipravé na vysokou Skolu. Najdete na
nich celou stfedoskolskou analytickou geometrii, rozdélenou do mnoha kapitol. Ty jsou na
ucebnici dosti strucné a strohé, jako ptehled ale mohou poslouzit velmi dobfe. V ramci
jednotlivych kapitol jsou uvadény fesené konkrétni i obecné piiklady. A u téch obecnych je
postup feseni navic krokovan a rizné moznosti jsou piehledné roztiidéné do tabulek. Autofi

10
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pro kazdou takovouto moznost uvadéji jeden konkrétni priklad, ktery pomaha studentim
pochopit obecné feseni a jeho jednotlivé varianty. Stranky nevyuzivaji vice moznosti internetu
a tak jejich vyhodou ziistava jen rozsah a simultanni zobrazeni nékolika moznosti feseni vedle
sebe, coz by v klasické ucebnici nebylo mozné.

Hodnoceni: 1/1/2/3/2

Skorda
Odkaz: http://skordal .wz.cz/matika.htm

3 Analyticks geemetng Bagaresch sthvaru v rovind

wahh wfhdud

2 [ry— o -

Osobni stranky vytvofené studentem Jifim Susakem. Zajemctiim autor piedklada vypracované
maturitni otazky z riznych predméti, a to véetné otdzek z matematiky. Rozsah je velmi dobry
a najdete na nich vSe, co byste mohli potiebovat. Lze jim ale vytknout vice véci. At uz je to
nedostatek feSenych piikladi, pfiliSna strucnost nebo mald nazornost. Najdete zde nekolik
obrazk, ale to je vSe, co autor nabizi k pochopeni latky. Problém tkvi pfedevSim v tom, ze
autor neusiluje o to, aby ctenari latku pochopili, ale predklada jen fakta, ktera mohou zlstat
nepochopena. Sviij ucel — podat prehled stfedoskolské analytické geometrie — autor splnil. Pro
zéky a studenty, ktefi se analytickou geometrii teprve uci, zistavaji tyto stranky nevhodné.

Hodnoceni: 1/2/3/3/3

11
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1.1.3 Zahranicni stranky

Wikipedia
Odkaz: http://en.wikipedia.org/wiki/Analytic_geometry
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Anglicky c¢lanek, ktery je vénovan vykladu hesla ,analytickd geometrie® internetové
encyklopedie Wikipedia. Je tfeba zdlraznit, ze Cesky a anglicky ¢lanek se 1isi a jeden neni
piekladem druhého. Co se kapitol a témat tyce, vyrovna se Ceské verzi a leckde ji piekonava.
Kapitoly jsou rozsahlejsi, obsahuji vice obrazki i informaci. Mimo samotnych pojmt, které
jsou zde vysvétleny, naleznete 1 mnoho dalSich souvisejicich informaci — poznamky z historie,
nematematické aplikace téchto poznatkli aj. Podobn¢ jako v Ceské verzi, nenaleznete zde
piiklady a cviceni. V ¢lancich najdete n€kolik obecnych feSeni, ale az na vyjimky Zadné
priklady konkrétni. Nevyhodou stale zlstava neptehlednost, zpiisobena Castymi odkazy.
Vzhledem k vétsi obsahlosti, neni tato nevyhoda tak vyraznd a anglicka verze je vyrazné
lepsi, nez Ceska.

Hodnoceni: 1/1/2/2/2

Interactive Mathematics
Odkaz: http://www.intmath.com/PlnAnalGeom/PAGe.php
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Anglické stranky, které jsou urCené pro studenty a ucitele matematiky. Rozsahem jsou
z naseho hlediska spiSe nedostatecné, obsahuji jen rovinnou analytickou geometrii, a to jesté
navic ne kompletni. Zajimavé a piinosné jsou zplisobem, jakym latku podavaji. Obsahuji
feSené priklady a cviceni (u téch je mozné zobrazit spravné feSeni) a k probiranym tématiim
naleznete ptiklady z praxe a historie. Autoii navic nabizeji zasuvny modul (plug-in) do
prohlizece uzivatele — MathLive, jenz umoziuje zobrazovat feseni a dynamicky ménit zadani
prikladi, které jsou k dispozici. Tento modul ma ale jednu slabinu, a tou je jeho ovladani,
které je slozité a malo intuitivni.

Hodnoceni: 3/2/1/1/2

University of Nebraska-Lincoln
Odkaz: http://em-ntserver.unl.edu/Math/mathweb/mathtoc.html
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Univerzitni stranky, poskytujici informace o nékterych zakladnich matematickych tématech,
ktera by studenti méli ovladat. Jedna se o jednu z mala stranek, kde autofi pouzivaji definice
a vety. Ve svém zadmeéru nebyli disledni, a tak n¢které pojmy definované naleznete a jiné, a¢
pouzivané, ne. Rozsah vysvétlované latky neni piilis velky a ani zpracovani neni nejlepsi.
Predevsim pokulhdva navigace, protoze rozdéleni do kapitol se nachézi vzdy jen na vrchu
stranky a cely vyklad se poté nachazi v souvislém proudu textu, nadpist a obrazka az pod
timto rozdélenim. Druhou velkou nevyhodou je stru¢nost a absence jakychkoliv ptikladt
a prosttedkd, které by studentlim vysvétlovanou latku vice piiblizily.

Hodnoceni: 3/1/2/3/3

Descartes 2D

Odkaz: http://www.educarm.es/recursosOnline/cargador/descartes/Eng/Bach CNST 1/
Analytical geometry/Geometria 0.htm
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Nadherné Spanélské stranky vénované analytické geometrii v roving€. Patii k tomu nejlepSimu,
co lze na Internetu najit. Neobsahuji vSechny partie stfedoskolské analytické geometrie
a nelze je pouzit jako ucebnici, protoze neobsahuji mnoho teorie. To, co je fadi mezi nejlepsi,
jsou java applety na nich umisténé. Kazdy z nich je v€novan procvi€eni jiné¢ho problému
a umoznuje studentim proniknout do véci, které si sami tieba nedokazi predstavit. U kazdého
appletu se nachdzi textové zadani cviceni a problémd, které by student mél s jeho pomoci
vyftesit nebo pochopit. Diraz je kladen na dynamicnost a okamzitou odezvu, kterou applety
pfinaseji, a kterd pomaha studentlim vytvaret a rozvijet jejich geometrickou predstavivost.

Hodnoceni: 2/1/1/1/1

Whyslopes

Odkaz: http://www.whyslopes.com/Analytic-Geometry-Functions/
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Internetové stranky vénované matematice, jejichZ vznik se datuje jiz do roku 1996. Obsahuji
celou fadu matematickych témat a mezi nimi 1 analytickou geometrii. Prvni véc, kterd na
strankach zaujme, je jejich nepfehlednost. Ctenaf je zahlcen obrovskym mnoZstvim riznych
odkazli a jen Spatné se muZe orientovat v nabizenych informacich. Poznatky o analytické
geometrii na strankach nejsou rozsahlé a autofi se vénuji jen nékolika malo partiim. Ty jsou
potom probirany pozvolna a obsahle. Dobrym ndpadem jsou shrnuti latky po kazdé kapitole,
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kde je stru¢né podan obsah ptfedchoziho dlouhého textu. Objevuji se zde matematické véty
a jejich dikazy, ale ani tady nebyli autofi disledni a nepouzivaji matematické vyjadfovani
systematicky.

Hodnoceni: 3/1/2/3/3

Math is fun

Odkaz: http://www.mathisfun.com/
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Nenarocné matematické stranky pro déti. Nejsou urceny pro stiedoskolaky a pfesto obsahuji
i informace o analytické geometrii a pfi jejim vysvétlovani vyuzivaji vSemoznych prostiedkd.
Najdete jen rovnici piimky a soustavy soufadnic, ale latka je podana ptehledné, obsahuje
feSené priklady a dokonce i priklady na procviceni. Nechybi dynamicky applet, ktery pomutze
ziskat pfedstavu o tom, jak smérnice ovliviiuje sklon pfimky, obrazky a zdbavna cviceni
v soufadnicové soustavé. Ackoliv jsou tyto stranky pro stiedoskolského studenta ptilis détskeé,
1ze si z nich odnést mnoho dobrého a poucného (pro tviirce elektronické ucebnice). Obsahuji
totiz presné to, co by dle mého stranky o matematice obsahovat mély.

Hodnoceni: 3/—/1/1/2

Purple Math

Odkaz: http://www.purplemath.com/modules/index.htm
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Stranky americké ucitelky matematiky, pojednévajici o mnoha matematickych tématech
a predevSim problémech. Nabizi navody, jak feSit celou fadu riznych typt uloh. Ty jsou
vysvétlovany krok za krokem a probirany jak na konkrétnim ptikladu, tak na obecném zadani.
Ne&kdy je pridan 1 vysvétlujici text, ktery studenta uvede do problému, ale vétSinou se jedna
predevsim o prakticky névod, jak fesit vybrané typy uloh: Jak najit stfed kruznice, urcit vrchol
paraboly nebo jak vynaSet body do kartézské soustavy soutadnic. Vzhledem k pojeti stranky
nepiekvapi, ze obsahuje mnoho fesenych prikladi a pokud student potiebuje poradit s feSenim
néjaké ulohy, mize zde Usp&Sné hledat pomoc. Rozsdhlejsi teoretické informace je tieba
vyhledat n¢kde jinde.

Hodnoceni: 2/1/1/2/2

Math - abundance
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Na téchto strankach najdete piehled stfedoSkolské matematiky, ktery nékde ptesahuje aZ do
matematiky vysokoskolské. Autor pouziva definice, véty a podava i dikazy vyslovenych vét.
Obsah je uspokojivy, ale nékteré poznatky byste hledali marné, ackoliv o nich autor za¢ina
psat a Casteéné je zminuje (napf. rozbor vzajemné polohy ttvarl v prostoru — rovina a rovina,
rovina a pifimka). Nechybi feSené¢ piiklady a ke kazdé vétSi kapitole sbirka uloh. Dalsi
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vyhodou je rejstiik pojmi, ktery usnadiuje hledani v textu a je velmi uzite¢ny. Naopak
vyraznou nevyhodou je nedostatek ndzornosti — neobsahuje téméi zadné obrazové ptiblizeni
vysvétlované latky a Spatna Citelnost matematickych vyrazl, které autor zapisuje jen pomoci
zéakladniho textového formatovani (chybi zlomky, odmocniny aj.).

Hodnoceni: 1/1/2/3/2

Bymath

Odkaz: http://www.bymath.com/studyguide/angeo/angeo_topics.html

Trais & Framn

Stranky o matematice, které jsou urceny stfedoskolskym studentim. Naleznete zde celou
analytickou geometrii, ale poddavané informace jsou velmi stru¢né a strohé. Tvoii je jen
prehled vzorct a poucek podobny matematickym tabulkdm. Nenajdete zadné fesené piiklady
a abyste si mohli prohlédnout nabizena cviCeni, je nutné se zaregistrovat a zaplatit. AZ na
vyjimky chybi obrazky a i dalsi prostiedky, které by studentim mohly latku pfiblizit
a zpiehlednit. S pfihlédnutim ke kompozici stranek a jejich obsahu je nutné fici, ze rozhodné
nejsou vhodné pro né€koho, kdo se analytickou geometrii teprve uci. Jako ptehled ale urcité
mohou pomoci, protoze nabizeji hezky souhrn této sttedosSkolské partie matematiky.

Hodnoceni: 1/1/3/3/2

Mathworld

Odkaz: http://mathworld.wolfram.com
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Matematicka encyklopedie, kterd ja ucinénou studnici matematickych poznatkd. Muzete zde
nalézt vSe, co se na stfedni Skole v analytické geometrii uci a je$t€ mnohem vice. Najdete
obrazky, applety dal$i odkazy a prameny, ze kterych se da Cerpat. Obsahuji vSe, ale to je
zaroven 1 jejich problém. Podobné jako u Wikipedie zde existuje fada kiizovych odkazl na
dalsi témata, které ztézuji piehlednost a znesnadiiuji hleddni ucelenych témat. Dalsi
nevyhodou je, Ze pro bézného stiedoskoldka jsou z matematického hlediska ¢asto nepfistupné,
protoze nastinéna feSeni velmi Casto vyuzivaji determinanty, které¢ se na stfedni Skole jesté
neprobiraji. Posledni nevyhodou je absence feSenych ptikladd. Stranky jsou velmi hezké
a obsahlé. Pro normalni studenty ale obsahuji velké mnozstvi pojmi, které si sami nebudou
schopni vhodné propojit.

Hodnoceni: 1/1/2/1/2

Maths online

Odkaz: http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie.html
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Stranky Videniské univerzity, na kterych naleznete celou fadu java appletli. Ty umoZzni
studentim poznat nékterd zakouti analytické geometrie a pomohou procvi¢it a napomoci
pochopeni znalosti, které studenti ziskavaji ve Skole. Applety jsou rozdéleny do kapitol
a kazdy je uveden kratkym textem s popisem toho, co obsahuje. Pfimo po jeho spusténi,
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v nove otevieném okné appletu, naleznete zadani ptikladti na procviceni i jejich feSeni. Pro
ucitele je navic uvedeno didaktické pozadi, tedy to, co dany applet mé rozvijet a co umoziuje
pochopit. Stranky neobsahuji ucebni texty, ale piesto jsou hodnotné a mohou pfispét k rozvoji
studentl a jejich predstavivosti. Applety mohou byt dopliikem ucebnice a ucitelovym
pomocnikem pii vykladu ve Skole.

Hodnoceni: 2/1/1/1/1

1.1.4 Shrnuti

Internetovych stranek, vénujicich se analytické geometrii, neni mnoho ani u nas, ani ve svéte.
Jesté méne je téch, které se snazi odlisit od klasickych ucebnic a které vyuzivaji prostredkd,
které nyni jiz vysokorychlostni internet nabizi. Ty mohou byt rozlicné. Mezi nejjednodussi
patii kiizové odkazy, které propojuji jednotlivé pojmy, rejstiiky, obrazky, kterych na
internetovych strankdch muaze byt mnohem vice nez v papirové ucebnici. K dal§im patii
skripty a dynamické applety nebo jiné prostiedky, které interaguji s uzivatelem a které mohou
nahradit pedagoga v jeho roli zprostfedkovatele vzdélani. Nehodnotil jsem proto dalsi
ucebnice v textové podob¢, které na Internetu miizete najit (texty psané ve wordu, pdf),
protoze tyto ucebni texty se od normdlnich ucebnic nelisi. Rozsah internetové ucebnice muze
byt vétsi a takova ucebnice mize a dle mého nazoru by méla obsahovat dalsi, doplnujici
informace, at’ uz z historie, nebo o aplikaci danych poznatki v praxi aj.

Prozkoumal jsem, co internet nabizi, a dosel k nazoru, ze neexistuje dobra a uplné internetova
ucebnice vénujici se stfedoskolské analytické geometrii. Nékteré z prozkoumanych stranek
jsou opravdu velmi kvalitni, ale vZzdy je néco nezanedbatelného, co jim chybi. Co jedna
stranka ma, druha nema a naopak. Vysledkem mé prace bude internetova ucebnice, co mozna
nejlepsi a nejkompletnéjsi, aby v ni zajemci o analytickou geometrii nasli vSe, co potiebuji.
Mym cilem je vytvofit stranky, které by mohli vyuzivat studenti samostatné a zarovenl bych
rad pedagogim nabidl nastroje, které by mohli vyuzit pti vyuce ve svych hodinach.
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1.2 Tabulka hodnoceni

Nésleduje tabulka, ve které jsou ptrehledn¢ shrnuta hodnoceni vySe popisovanych stranek.
Zvyraznéné fadky oznacuji to nejlepSi, co lze na Internetu ohledné analytické geometrie
nalézt. Tyto stranky rozhodné€ stoji za navstiveni.

Obsah | Spravnost | Nazornost | MozZnosti | Dojem

1. CZ NeHe OpenGL 2 2 2 3 2
2. Wikipedie 1 1 3 3 2
3. CVUT 2 1 1 2 1
4. ZCU — Ce:ntru'm Poditacové 3 3 3 3 3
Grafiky a Vizualizace Dat

5. Micromat 3 1 1 2 2
6. Vysoké Skoly 1 1 2 3 2
7. Skorda 1 2 3 3 3
8. Wikipedia 1 1 2 2 2
9. Interactive Mathematics 3 2 1 1 2
10. University of Nebraska-Lincoln 3 1 2 3 3
11. Descartes 2D 2 1 1 1 1
12. Whyslopes 3 1 2 3 3
13. Math is fun 3 - 1 1 2
14. Purple Math 2 1 1 2 2
15. Math — abundance 1 1 2 3 2
16. Vymatu 1 1 3 3 2
17. Mathworld 1 1 2 1 2
18. Maths online 2 1 1 1 1
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2. Implementace webovych stranek

Vyklad analytické geometrie v sobé spojuje algebraickd teSeni problémi s jejich
geometrickou interpretaci v rovin€ a prostoru. V praci bylo nutné zobrazovat slozité vyrazy,
rovnice a vzorce. Kreslit nazorné 2D a 3D obrazky, upravovat je do formy vhodné pro
webové stranky a piipadné je jest€¢ meénit. To vSe, doplnéné o programovani Java appleti
a samotnych stranek vyzadovalo pouziti velkého mnozstvi aplikaci. Pouzival jsem jen ty,
které jsou soucasti operacniho systému nebo je jejich pouziti zdarma. Vyvoj probihal na
platformé Mac OS X Leopard s vyuzitim nasledujicich programii:

Inkscape pro tvorbu vektorové grafiky,

Gimp pro tvorbu a Gpravu obrazkd,

Xcode jako textovy editor kodu,

NetBeans pro tvorbu applett,

Grab pro zachyceni obrazkl z obrazovky.

Nenahraditelnym pomocnikem byla aplikace Grapher, kterd umoznovala jednoduse vytvaret
ptesné obrazky k piikladim a vzorce do textové verze.

V analytické geometrii se Casto pouzivaji pomérné komplikované vyrazy a matematické
zapisy, proto bylo nevyhovujici pouzivat jinak bézny ptistup, kdy se zobrazované vyrazy
pretvofi na obrazky, a ty se poté vlozi do zobrazovaného textu. Takovy postup neumoziuje
vytvaret dynamicka zadani a obrazky neni mozné jednoduse editovat. Navic v textu chybi
jakakoliv informace o tom, co je na obrazku zobrazeno. V prohlizeCich zatim neni
implementovan jazyk MathML a neexistuje Zzadny nekomercni program, ktery by umoznoval
vytvafet a zobrazovat matematické vzorce v prohlizeCich. Proto je jako soucést prace
vytvoren Java applet, ktery umoznuje snadno zobrazovat i pomérné komplikované
matematické vyrazy.

a'b’+a’(y,- n)(y - n) )
b7(XU- m) i (v - n)7 -1,

a’ b’

(

Applet jesté nedokaze zobrazovat korektné Gplné vse?, ale umoznuje vytvaret automaticky
generované piiklady vcetné jejich feSeni a nabizi snadné zobrazeni a editaci matematickych
zapisl i vyrazl ptimo ve zdrojovém kédu webovych stranek.

Ne vSechny vyrazy a zdpisy jsou zobrazeny pomoci tohoto appletu. Protoze stranky jsou
koédovany v UTF-8, vyuzivaji pro zapis vyrazii kaskddové styly doplnéné o matematické
znaky jako €, x, které jsou v¢lenény piimo do textu?.

2 Problémy jsou s velikosti zavorek okolo rozsahlejsich vyrazii a se zménou fontu ptimo ve vyrazu. Nelze tak
zcela korektné oznacovat napt. vektory nebo tfeba mnoziny realnych cisel.

3 V nékterych pocitacich se systémem Windows XP je font, ktery stranky vyuZivaji, neuplny. Z toho diivodu se
mohou matematické znaky $patné zobrazovat. V uvodu webovych stranek je toto uzivateli oznameno a je uveden

vree

navod, jak naistalovat ,,(ipInéjsi“ font.
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Soucasti prace jsou 1 interaktivni 2D Java applety, které zobrazuji geometrické objekty spolu
s jejich popisem a charakteristikami. Uzivatelé si tak mohou propojit probirané pojmy s jejich
geometrickou interpretaci v prostiedi, které jim poskytuje zpétnou vazbu a pomaha lépe
formovat jejich pochopeni probirané latky. Tyto applety obsahuji tlohy, na kterych si studenti
mohou ovéiit své nové nabyté znalosti. Applety totiz dokazi interpretovat a vyhodnotit
odpovédi na zadané otazky.

Celé stranky jsou naprogramovany v PHP verze 5. Vyuzivaji JavaScript, Java applety,
obrazky, kiizové odkazy a databazi MySQL. Zdrojovy kod stranek je validovan jako
XHTML 1.14 a stranky by mély fungovat ve v§ech modernich prohlize¢ich (IE 8, Firefox 3,
Opera 9, Safari 4 a Chrome). Stranky jsou pln¢ otestované v prohlize¢ich Safari 4 a Firefox
3.5 a IE 8. V ostatnich prohlizec¢ich byly stranky testovany jen zbézné a jejich spravna
funk¢nost tak neni zcela zaruc¢ena. Protoze je pouzivan JavaScript a Java, je nutné, aby byly
povolené v prohlize¢i. V uvodu stranek je toto testovano, a pokud prohlize¢ nevyhovuje,
uzivatel je instruovan, aby zjednal napravu. Tento test také kontroluje verzi nainstalovaného
interpretru Javy, a pokud je zastarald, oznami to uZzivateli.

Vyklad je doplnén automaticky generovanymi testy z probrané latky. Testové otazky jsou
uloZené v databazi a do jednotlivych testll jsou vybirany ndhodné podle obtiznosti a kapitoly,
do které patii. V testech jsou pouzity dva typy otdzek: s vybérem z nabizenych odpovédi
a s otevienou odpovédi. Kazdy test obsahuje vyhodnoceni, jehoz soucasti je ohodnoceni
vykonu znamkou jako ve Skole, zvyraznéni spravnych a Spatnych odpovédi a k jednotlivym
otazkam zobrazi navic i1 spravné odpovedi. Bylo-li to vhodné, je doplnéno i zdivodnéni
spravného feseni. Databaze obsahuje pies 40 typi tloh a pies 200 riznych zadani, proto je
mozné testy 1 nekolikrat zopakovat.

4 Nekteré casti webovych stranek specifikaci XHTML 1.1 neodpovidaji. To je zptsobeno odkazy na externi
stranky, které obsahuji zakazané znaky. Ty jsou ale nutné, pro jejich spravnou funkénost.
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3. Text prace
Uvod

Tyto stranky vznikaly jako diplomovéa prace na matematicko-fyzikalni fakulté v letech 2006 — 2009.
Jedna se o vyukové stranky vénované analytické geometrii, které svym rozsahem pokryvaji
stiedoskolské ucivo. Latka je rozdé€lena do kapitol: soufadnice, vektory, geometrie v roving, geometrie
v prostoru, kuzeloseCky a plochy. Soucasti ucebniho textu jsou sbirky feSenych uloh, dynamicky
generované testy a rejstiik definovanych pojmil. Text obsahuje desitky plvodnich obrazkd a je
doplnén fadou Java applett, které propojuji algebraické zapisy s jejich geometrickou interpretaci.

Pozadavky

Stranky ve velké mife vyuzivaji Javascript a Javu. Aby spravné fungovaly, je nutné mit jak Javascript,
tak Javu v prohlize¢i povolené. Pro spravnou funkci appletd je potfeba mit nainstalované JRE (Java
Runtime Environment) verze alespon 5.0, jinak applety nemusi fungovat spravné.

Nasledujici skript a applet otestuji, zda mate Javascript a Javu v prohlize¢i povolenou. Applet navic
otestuje 1 nainstalovanou verzi Javy. Pokud applet nebude fungovat, nebo pokud nainstalovana verze
JRE neni dostac¢ujici, stahnéte si ji odtud’® a nainstalujte.

Kontrola®;
¢ ...Javascript povolen

X . Java nepovolena

Stranky jsou kodovany v UTF-8. Pokud se Vam nékteré znaky na strankdch nezobrazuji spravné,
zkontrolujte, zda ma Vas prohlize¢ spravn¢é nastavené kodovani. Pokud jsou Spatn€é zobrazovany
pouze matematické znaky (jejich souhrn najdete zde’), znamena to, ze font, ktery stranky vyuZzivaji, je
VaSem pocitac¢i netplny. Pokud pouzivate systém Windows XP, muzete nasledujicim zplisobem
nainstalovat uplIné&;jsi font:

« ulozte do pocitace soubor fonty.zip?,
« soubor v pocitaci dekomprimujte (komprimovany soubor obsahuje soubory trebucit.ttf, trebucbd.ttf,
trebuc.ttf a trebucbi.ttf),

« dale postupujte podle instrukci na www.ceskefonty.cz/navody-clanky/jak-nainstalovat-fonty-do-pocitace-
ve-windows-xp°,

« restartujte prohlizec.

Ovladani stranek

5 Odkaz: http://www.java.com/en/download/manual.jsp.

6 Na tomto misté je na webovych strankach skript a applet, ktery testuje zda prohlize¢ spliiuje zakladni
pozadavky na néj kladené.

7 Odkaz: Kapitola — Pouzité symboly.
8 Odkaz: Zip soubor s fonty.

9 Odkaz: http://www.ceskefonty.cz/navody-clanky/jak-nainstalovat-fonty-do-pocitace-ve-windows-x
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http://www.ceskefonty.cz/navody-clanky/jak-nainstalovat-fonty-do-pocitace-ve-windows-xp

Navigace na strankach je v dvojstupnovém menu na levé strané. Na strankach se muzete setkat
s nasledujicimi ovladacimi prvky:
Poznamka

Poznamka skryva néjaky vysvétlujici text, ktery neni nezbytné nutny pro pochopeni latky, je ale
vhodné, abyste si jej precetli. Pokud mysi najedete do oblasti mezi vodorovnymi ¢arami, poznamka
se zobrazi. Pokud tuto oblast opustite, pozndmka se znovu schova.

. Reseni P pp A
Zobrazeni feSeni tlohy. Prvni symbol zleva po kliknuti levym tlac¢itkem mysi zobrazi dalsi krok
feSeni. Druhy zobrazi vS§echny kroky feSeni najednou a tieti vSechny zobrazené kroky feSeni schova.

M O
.V
Népovéeda ukryva néjakou radu, ktera se zobrazi pfi najeti my$i na ,,vypnutou™ zarovku. Zarovka se
zaroven ,,rozsviti®.
Véta
Pro souradnice vektorového soucinu w vektort u = (u;; uy; u3) a v = (vy; v,; v3) plati:
W= U x v = (UpVs - UsVyy UsVy - UgVs; UgVg - UpVy).

zobraz dikaz

Dtkazy jsou v normalnim toku textu skryty, ale kazda véta obsahuje odkaz ,,zobraz dikaz™. Po
kliknuti na néj se diikaz zobrazi a odkaz se zméni na ,,schovej dikaz", ktery funguje opacné. Pokud
je dokazovana véta ve formé& implikace, je jeji dikaz rozdélen do dvou Casti. Sméry prave
dokazované implikace jsou oznaeny symboly = a <.

Ovladani appleti

Webové stranky obsahuji Java applety, umoznujici uZzivatelim procvi¢it nové nabyté védomosti
a propojit algebraické zapisy zkoumanych objektt s jejich geometrickou interpretaci.

7 Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple...
Ulohy  Nastaveni Pomoc

° (8]
ol [ =
9
T S (]
ot e
2

T x=26

1 1 1 1 1 1 1 1

T T T T T T T T

4 3 2 4 1 2 3 4
a4
-2+
34+ @
a4

,/' x zkontroluj V) osy [ miizka

Applet started.

Applety obsahuji celou fadu ovladacich prvka. Uprostied appletu je platno, na kterém se zobrazuji
geometrické objekty. Platno neni statické. Lze s nim pohybovat a zobrazovat tak rizné casti roviny.
Rozsah os je omezen hodnotami —50, 50. K ovladani platna miZzete vyuzit Sipky napravo od platna.
Posuvnik pod nimi platno pfiblizuje a oddaluje. K posunuti platna mizete vyuzit i mys. Po stisknuti
pravého tlacitka mysi je mozné tazenim platno posouvat.
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V pravé dolni Casti appletu je tlacitko reset a boxy osy a miizka. Reset vrati applet do vychoziho stavu.
Box osy slouzi k zobrazeni soufadnicovych os. Obdobn¢ funguje i box mitizka, ktery ale zobrazuje
miizku, usnadnujici uréovani soufadnic.

Nyni probereme funkci hlavniho menu okna appletu. V menu Pomoc najdete informace o appletu
a tento navod. V menu nastaveni jsou znovu volby osy a mifizka. Navic je tam mozné nastavit
»prichytavani k miizce™. To se hodi, pokud chceme piesné nastavit souradnice né¢jakého objektu.

Menu tlohy obsahuje volbu volny pohyb a volby zadani n¢kolika uloh. Pokud je vybrana polozka
volny pohyb, mizete voln¢ pohybovat s objekty na platné. Tyto maji zobrazené nékteré své vlastnosti,
které souviseji s praveé probiranou latkou. Pokud ale vyberete n¢kterou z tloh, popisy zmizi a zobrazi
se zadani ulohy, kterou je tfeba vyfesit. V tutéz chvili se také v dolni ¢asti appletu aktivuje tlacitko
zkontroluj. Najdete-li feSeni ulohy, kliknéte na n¢j. Rozsvicena ikona pak indikuje, zda jste nalezli
spravné feseni.

Nakonec par slov k ovladani objektli na platné. Zakladnim objektem platna je bod. Ten se aktivuje po
kliknuti levym tlat¢itkem myS$i. Body se na platné pfemistuji tazenim pii stisknutém levém tlacitku.
Rtzné zkoumané objekty obsahuji fidici body, jimiz lze urcovat jejich charakteristiky. Cely objekt se
aktivuje kliknutim levym tlacitkem mysi na néjaky jeho fidici bod. Muze se stat, ze nékteré body
nepijde posouvat. To se stdva v piipadech, ze bod je vysledkem néjaké operace a jeho poloha zavisi
tak na bodech jinych.

Pouzité symboly

Nésleduje seznam symbolil dale pouzivanych v textu. Pokud se symboly nezobrazuji spravné,
zkontrolujte, zda je kodovani prohlizece nastaveno na UTF-8.

R mnozina vSech realnych Cisel

{a, b, ¢} mnozina dana vyétem prvki, obsahujici prvky a, b, ¢

1%} prazdna mnozina

C podmnozina (4 C B znamen4, Ze kazdy prvek mnoZziny A4 je i prvkem
mnoziny B)

S je prvkem (a € 4 znamena, ze a je prvkem mnoziny A)

N pranik (4 N B je mnozina vSech prvki, které jsou prvky 4 i B)

A konjunkce (4 A B znamena, Ze plati tvrzeni 4 i B)

v disjunkce (4 v B znamena, ze plati tvrzeni 4 nebo B)

= implikace (4 = B znamena, Ze z tvrzeni 4 vyplyva tvrzeni B)

A,B, C body

u,v,w vektory

D> q piimky

P oY roviny

Alay; az] bod se soufadnicemi ai, a2

u = (u1; uz) vektor se souradnicemi u1, uz

AB orientovana usecka AB

|[AB| vzdalenost bodu 48

|4p| vzdalenost bodu 4 od ptimky p

|4p| vzdalenost bodu 4 od roviny p

lPq| vzdalenost pfimky p od pfimky ¢

7] velikost vektoru u

uv nebo u-v skalarni soucin vektora u, v

uxvy vektorovy soucin vektort u, v

pd, u) primka p urcena bodem A a vektorem u
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p(4, n) rovina p uréend bodem A a vektorem n

prax+by+c=0 pfimka p ur€ena rovnici ax + by + ¢ =0
p.ax+by+tcz+d=0 rovina p uréena rovnici ax + by + cz+d =0
rllg pfimka p je rovnobé€zna s piimkou ¢
pPxq pfimka p je riznobézna s pfimkou ¢
p=q primka p je totozna s piimkou ¢

p Xy primka p je mimob&zna s piimkou ¢
qllp piimka ¢ je rovnobézna s rovinou p
qxp pfimka ¢ je riznobézna s rovinou p
pllo rovina p je rovnob&zna s rovinou o
pXxXao rovina p je riiznobézna s rovinou o
p=0c rovina p je totozna s rovinou o
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Souradnice

Uvodem

Kazdy z nas velmi ¢asto pouziva principy a postupy, které mu piijdou ptirozené a jasné, aniz by se
o n¢ vice zajimal. Kdyz se Vas n¢kdo zepta: ,,Kde bydlite?*, asi mu pohotové odpovite a feknete mu
svou adresu. Vase adresa piesné ur¢i misto, kde bydlite a kazdy podle ni muze uréit polohu Vaseho
domu. Urcovat polohu ale nemusite jen udanim své adresy. Jisté jste jiz ve Skole v néjakém predmétu
uréovali zemépisnou $itku a délku. Mimochodem to, kde bydlite, by se dalo ur¢it udanim zemépisné
sitky a délky.

Hrali jste nékdy Sachy? Tam ma kazda figurka na hraci plose své misto, které je jednoznadné
oznaceno. Co tfeba hra lodni bitva? I tam spoluhra¢i musite pfesné ur¢it misto, kam sttilite — musite
urcit jeho polohu. Kdybyste nékomu vysvétlovali, Ze bydlite ,,tamhle za kopcem, ve Zluté vile®, mozna
byste uspéli. Popis ,,stfilim doleva nahoru“ by uz ale asi neuspél. Cela fada situaci nebo ¢innosti
vyzaduje pfesny popis a nejinak je tomu v geometrii. My budeme postupovat podobné jako Sachisté,
zemeémeéfici a ostatni, kteti nékdy potfebovali ve svém zivoteé ur¢ovat polohu ¢ehokoliv. Namisto lodi,
figurek nebo domid budeme adresovat geometrické objekty — bod, ptimka aj. Jejich polohu ur¢ime
pomoci souiadnic'?. Body v roviné pomoci dvou, body v prostoru pomoci tfi. Nez ale soufadnice
za¢neme pouzivat, musime se dohodnout, jak je ziskame a na pravidlech, jak je budeme interpretovat.
Na obrazcich 1.1 az 1.4 se podivejte, kde vSude soufadnice mozna i nevédomky pouzivame.

a b ¢
cEH
Yy
[
5
4 a4 b4 c4 <
s 0254 10:11m puumill
3 a3 b3 e3 g 1300 10:120  Ffem
Broadw:
2 a2 b2 c2
1 al bl el

Obr. 1.1: Hra Sachy  Obr. 1.2: Hra namoini bitva Obr. 1.3: Satelitni navigace Obr. 1.4: Mapa (asi 85 — 165 n.1.)

10 A¢koliv soufadnice dnes vidime na kazdém kroku (adresy, GPS navigace do automobild, hry) a nékteré jejich
aplikace aktivné pouzivame jiz po tisice let (mapy), do geometrie se dostaly teprve nedavno. Zasluhy za
propojeni geometrie a algebry patii mnoha lidem, ale tim nejzndméjsim je René Descartes.
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Soustava souradnic v roviné

Ciselna osa
Znate Ciselnou osu!!'? Pokud si nejste jisti, napovim obrazkem:

1 0 05 1 2

Obr. 1.5: Ciselna osa

Jisté jiz vite, Ze na Ciselné ose mizeme zobrazit libovolné realné ¢islo. Mnozina vsech bodu tvoficich
¢iselnou osu odpovida vSem realnym cislim. My vyuZzijeme dvou ¢iselnych os, k vytvofeni soustavy
soufadnic, ktera nam umozni popisovat geometrické objekty.

Definice

Dvojice stejnych ciselnych os x, y v rovine, pro ktere plati:
1. obé osy jsou navzajem kolmé;
2. jejich priseciku O odpovidd na obou osach cislo 0,

se nazyva kartézska'? soustava souiadnic v roviné a oznacuje se O. Bod O se nazyvd poditek
kartézské soustavy souradnic a primky x, y se nazyvaji souradnicové osy.

Pokud mame nyni zaddnu soustavu soufadnic Oy, mizeme libovolnému bodu A roviny jednoznacné
pfifadit uspofadanou dvojici Cisel a1 a a2. Jak na to? Ved'me bodem A4 rovnobézky se soutadnicovymi
osami x a y. Rovnobézka s osou y prochazejici bodem A4 protne osu x v bod¢, ktery odpovida n¢jakému
¢islu — nazvéme jej ai. Rovnobézka s osou x protne osu y a ziskame tak cislo ax.

y
LY ] A
0 a X

11 Kdy byla ¢iselna osa pouzita poprvé se asi nikdy nedozvime, ale ziejmé se tak stalo nékdy v priabehu
sttedovéku. Drive lidé nepouzivali vSechna Cisla, protoze néktera z nich byla pro lidi nepfedstavitelna nebo
dokonce nesmyslna (zaporna &isla, nula, iracionalni &isla). Ackoliv jiz stafi Rekové pouzivali soufadnice, vime,
ze Ciselna osa tou dobou jesté pouzivana nebyla. Pythagorejci totiz odmitali pfipustit existenci iracionalnich ¢isel
a jejich vliv neumoznil prosazeni myslenky ¢iselné osy v jejich véku. Vytvorit ¢iselnou osu tak, aby zobrazovala
jen racionalni ¢isla dost dobfe nejde. Az slabnouci vliv antické matematiky ve sttedovéku umoznil zkonstruovani
a pouzivani ¢iselné osy.

12 Je pojmenovana po René Descartovi, jehoz jméno bylo v lating Cartesius, proto Kartézska.
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Obr. 1.6: Urceni souiadnic bodu v roviné

Definice

Cisla aj, az, ziskana vySe uvedenym zpiisobem, se nazyvaji souradnice bodu A v kartézské soustavé
souradnic Oxy.

Zapisujeme Ala1; az].

Kazdému bodu roviny takto miizeme piifadit jeho soufadnice a ke kazdé dvojici soufadnic mizeme
urcit pfislusny bod v roving.

O Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple
Ulohy Nastaveni Pomoc

i [#]
oL [ ¥ =]
T S} )
et 0

T x=26

M I

——+—+ —t+——+—+

4 3 2 A 102 3 4
a4
24
a4 =
a1

v x kontrol V) osy ™) miizka reset |
Applet started.

Soustava soufadnic v prostoru
Podobné¢ jako pti ziskani soufadnic bodu v roviné budeme postupovat i v prostoru.

Definice

Trojice stejnych ciselnych os x,y,z v prostoru, pro které plati:
1. vSechny osy jsou navzdjem kolmé;
2. protinaji se v jednom bodé;
3. jejich pruseciku O, odpovida na vsech osach cislo 0,

se nazyva kartézskd soustava souiadnic v prostoru a oznacuje se Oxy.. Bod O se nazyva pocdtek
kartézské soustavy souiadnic a primky x, y, z se nazyvaji souradnicové osy. Roviny urcené dvojicemi
souradnicovych os se nazyvaji souradnicové roviny.

Abychom ziskali soufadnice bodu v prostoru (vzhledem k zadané soutfadnicové soustave), budeme
postupovat velmi podobné, jako kdyz jsme ziskavali soufadnice v rovin€. Zvolime si kartézskou
soustavu soufadnic v prostoru Oy a bod 4. Bodem 4 povedeme rovinu, kterd je rovnob&zna se
soufadnicovou rovinou yz. Tato rovina protne osu x v bod¢€, ktery odpovida Cislu ai. Poté bodem
A povedeme rovinu rovnobéznou se souiadnicovou rovinou xz, ktera ndm na ose y urci bod,
odpovidajici ¢islu a2. Nakonec bodem A4 povedeme rovinu rovnob&znou se soufadnicovou rovinou xy.
Ta se s osou z protne v bodé, ktery odpovida Cislu as.
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Obr. 1.7: Urceni souradnic bodu v prostoru

Definice

Cisla a1, az, a3, ziskana vySe uvedenym zpiisobem, se nazyvaji souradnice bodu A v kartézské soustavé
souradnic Oxz.

Zapisujeme Alay; az; as).

Umluva: Nadale pfi praci v roviné budeme piedpokladat, Ze mame zavedenou soustavu soutadnic Oky.
Analogicky v prostoru pak budeme mit zavedenou soustavu soufadnic Oyy-.

Vzdalenost

KdyZz uz vime, jak popsat bod pomoci soufadnic, pokusime se z jeho soufadnic vytézit dalsi
informace. Jak vypocitat vzdalenost dvou bodl na ¢iselné ose, jisté vite. V rovin€ to nebude o mnoho

vvvvvv

Véta
Vzdalenost |AB| dvou bodii Afai; az], B[bi; b2] v roviné je dana vztahem:

IABI= /(b1 - ar)> + (b - an)>
Diikaz

Méjme zadané body Afai; az] a B[bi,; b], jejichz vzdalenost chceme vypocitat. Pridejme jesté bod C,
kterym body A a B doplnime na pravouhly trojuhelnik s pravym uhlem pii vrcholu C.
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Z obrazku plyne, zZe bod C ma souradnice [bi; az]. Nas ale zajimd vzddlenost bodit A a B. Ta se rovna
délce prepony pravouhlého trojuhelnika ABC. Zname délku strany AC, kterd se rovna (b; — ai) a délku
strany BC, kterd je (b2 — az). Délku prepony pak vypocitame dle Pythagorovy véty:

|4B|* = |[AC|* + |BCP,

IABI= /(b1 - a)> + (b2 - az)™

Priklad 1.1
Urcete vzdalenost bodu A[1; 3] a B[5; 6].

Reseni

IABI=+(5 -1 +(6-3)%=42+3%=,/25=5.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple...
Ulohy Nastaveni Pomoc

=]

Q,/ x kontroluj WV osy ) miizka

Applet started.

Pokud bychom chtéli zjistit vzdalenost dvou bodli v prostoru, pouzijeme podobny vzoreCek jako
v roving.

Véta
Vzdalenost |AB| dvou bodii Afai; az; asf, B[bi; bz, bs] v prostoru je dana vztahem:
IABI= /(b - @) + (b2 - an)’ + (b3 - a3)>
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Dikaz

Diikaz provedeme podobné jako kdyz jsme dokazovali vzorec pro vzdalenost dvou bodii v rovine. Tem
z vas, kteri maji dobrou prostorovou predstavivost, napovim, Ze Pythagorovu vétu tentokrdt pouzijeme
dvakrat. Ostatnim pomiize nasledujici obrazek. Pripomenime, ze mérime vzdalenost bodii A a B.

Pouzijeme stejny princip jako pri urceni vzdalenosti v roviné. Znovu najdeme pravouhly trojuhelnik
ABC, ve kterém aplikujeme Pythagorovu vétu. Délku prvni odvésny ziskame jednoduse, je to (b3 — as),
ke druhé se musime propracovat. PouzZijeme pruméti A;, B; bodit A, B do souradnicové roviny xy.
Jejich vzdalenost je délka druhé odvésny trojuhlenika ABC:

|A1Bi|? = (b1 — a1)? + (b2 — az)’.

Vzddlenost bodii A, B pak miiZzeme napsat jako:

|ABI=|AB\f + (b3 - az)%,

kde |A1Bi| je vzdalenost dvou bodii v roviné.

Priklad 1.2
Urcete vzdalenost bodi A[—1; 0; —2] a B[1; 3; 4].

Reseni

IABI=y(1- (1) +(3-0)2+(4- (-2 =22 +3?+ 6> = /49 =7.

Stred Gsecky

Pomoci soufadnic dokazeme urcit i soufadnice stfedu usecky.

Véta

V roviné pro souradnice stiedu S[s1; s2] usecky s krajnimi body Alay; ax] a Blb1; b2] plati vztahy:
a + bl a + b2

S1=772 =T
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Diikaz
Stired usecky s krajnimi body Afai; az] a B[bi; b2], déli usecku AB na dvé stejné casti.

Pro bod

a1+b] a2+b2
S22

musi platit

AB
|AS|=|BS|= 5.

+b 2 +b b - 2 b - 2 br-a? + (b - a) AB
'As'z\/(alz 1‘“1) +(022 : '“2)=\/( lzm) +( 22612) - L Ay tCasc) _ B3

a + b 2 (ay+by a-b\2 (ay-by\? (a-b)> +(az-b2)>  |BAl 1ABI
O o B = g = M e Y

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
Ulohy Nastaveni Pomoc
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]

[as [5.5;5

[29; 3.1]

2 A 12 3 4 5 & 1
V(V{;,I_;] (=]

f\,/ x kontroluj 'z\ osy ':' mrizka reset ‘

Applet started.

Situace v prostoru je analogicka. Pro soutadnice stiedu usecky plati nasledujici véta.

Véta
V prostoru pro souradnice stredu S[s1; s2; s3] tisecky s krajimi body Alai; az; as] a B[b1; ba; b3] plati
vztahy:

a + b a+ by az + by
SI="2 »%="T 3 H»883=" )

Dikaz

Vetu lze dokazat stejnym zpiisobem jako jeji verzi v roviné.

Piiklad 1.3
Najdéte stied asecky s krajnimi body A[1; 2; 2] a B[3; 6; 2].

Reseni

Pfi hledani soufadnic stfedu S[s1; s2; s3] UseCky 4B vyuzijeme predchozi véty.
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Stiedem usecky 4B je bod S[2; 4; 2].
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Vektory

Co je to vektor?

Stejné jako jste jiz znali a pouzivali pojem soufadnice, ziejmé budete znat i vektor, ktery si
predstavime nyni. Abychom si vektory mohli zavést, je tfeba znat nasledujici pojmy: orientovana
usefka, velikost orientované usecky a orientovany smér. Pokud by n¢komu tyto pojmy byly
nejasné, vysvétleni najde zde'.

Umluva: Orientovanou tseku s po&ate¢nim bodem A a koncovym bodem B budeme v textu dale
oznacovat jako AB.

Definice
Nulovy vektor je mnozina viech orientovanych usecek nuloveé délky. Nulovy vektor oznacujeme o.

Nenulovy vektor je mnozina vSech orientovanych usecek, které maji stejnou nenulovou velikost
a stejny smer.

SN
A
/H

G

Obr. 2.1: Umisténi vektoru

Na obr: 2.1 jsou rizné orientované¢ useCky. AB a IJ maji stejnou velikost, ale rizny smér. AB, EF a KL
maji stejny smér. AB a EF maji i stejnou velikost i smér a urcuji tedy stejny vektor. UseCky AB a EF
jsou riznym umisténim stejného vektoru.

Poznamka

Nulovy vektor je mnozina v§ech orientovanych tseéek nulové délky. To jsou takové usecky, které jsou
tvofeny dvojici totoznych bodd.

Umluva: Vektor u, uréeny orientovanou useckou AB budeme znaéit jako u. Zapisujeme u = AB.

Umluva: Dale v textu budeme ptedpokladat, ¢ mame zvolenou né&jakou kartézskou soustavu
soufadnic, ve které budeme pracovat.

18 Odkaz sméfuje na stranky vénované vyuce zobrazeni na stfedni $kole od Katefiny DobiaSové: http://
www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/katerina_dobiasova/.
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Definice

Je-li vektor u v roviné urcen orientovanou useckou AB, kde A[ai; az], B[bi, bz], nazyvaji se ¢isla u; =
= b; —ay, uz = by — az, souiradnice vektoru u.

Zapisujeme u = (uy; uz).

Je-li vektor u v prostoru urcen orientovanou useckou AB, kde Afai; a2 a3], B[bi; bz, b3], nazyvaji se
cislau; = by —ay, ux = by — as, us = bz — as, souradnice vektoru u.

Zapisujeme u = (Ui, uz; us3).

Poznamka

Kwvili zpisobu vypoctu soufadnic vektoru u = AB, se u n¢kdy symbolicky zapisuje ve tvaru u= B — 4.

Priklad 2.1

V prostoru jsou dany body A[1; 2; 2] a B[3; 2; 5]. Vypocitejte soufadnice vektoru u, ktery je uréen
orientovanou useckou AB.

Reseni
u=B-A,

u=3-1;2-2;5-2),
u=(2;0;3).

Véta

Dvé orientované usecky AB a CD urcuji stejny vektor pravé tehdy, maji-li usecky AD a BC spolecny
stred.

Diikaz
=
Dvé orientované usecky, urcujici stejny vektor, maji stejnou velikost a smer.

Pokud tyto lezi na jedné primce, pak usecky AD a BC maji spolecny stred viz obrazek.
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Nelezi-li na jedné primce, jejich krajni body A, B, D, C tvori rovnobéznik s uhloprickami AD a BC.
V rovnobézniku se uhlopricky puli — maji spolecny stred.

L —

Jestlize usecky AD a BC lezici na jedné primce maji spolecny stred, pak orientované usecky AB a CD
maji stejnou velikost i smeér a urcuji tedy tyz vektor.

Nelezi-li na primce, tvori body ABDC néjaky ctyruhelnik. Jeslize se uhlopricky ve ctyruhelniku ABDC
puli, je ctyruhelnik ABDC rovnobéznik a orientované usecky AB a CD tedy urcuji tyz vektor:

Poznamka

Z ptedchozi véty plyne, Ze soufadnice vektoru nezavisi na volbé konkrétni orientované isecky, ktera je
jeho umisténim (vzdy ziskdme stejné soutadnice):

To, ze useCky AD a BC v rovin¢€ maji spoleCny stied, miiZeme zapsat takto

a1+dl b1+Cl a2+d2 b2+62

2 T 2 2 7 2 kdea, b, ci, di; i = 1, 2 jsou soufadnice danych bodi.
Tyto rovnice lze upravit a ziskame
bi—ai=di—ci; 02— ax=dr— 2,

coz jsou soutfadnice vektorll ur€enych orientovanymi useckami AB a CD, které v pfipad¢, Ze se jejich
soufadnice rovnaji, urCuji stejny vektor.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
Ulohy  Nastaveni Pomoc

€ =
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\
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\
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]
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N /’
SV
Ni

Q/ x kontroluj 'z\ osy ':' mrizka

Applet started.
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Priklad 2.2

Rozhodnéte, zda orientované Gisecky AB a CD urcené body A[3; 5], B[2; 0], C[1; 2] a D[~1; 2] urCuji
v roving stejny vektor. ReSeni si "vizualn€" ovéite na predchazejicim appletu.

Reseni

u=AB=B—- 4,
u=2-3,0-5=(1;-95),
v=CD=D-C,

v=(-1-1;2-2)=(-2;0).

Soufadnice vektord u a v se li$i, proto orientované tseCky AB a CD urcuji rdzné vektory.
V piedchazejicim appletu miiZete zjistit, ze vektory u a v maji jak jinou velikost, tak jiny smér.

Scitani vektori
Operace s vektory jsou pomérné€ jednoduché. Prvni a nejjednodussi z nich je s¢itdni dvou vektort.

Definice
Soucet vektorii u =B —-Aav=C-Bjevektorw=C—A.

Zapisujeme w = u + v.

Obr. 2.2: S¢itani vektori

Véta

Pro kazdé dva vektory v roviné u = (ui; uz), v = (vi; v3), resp. v prostoru u = (u; uz; u3), v =
= (vi; v, v3), plati

utv= (urtvi; uz+ vy,

resp.

utv= (ur+vy;utvz ust+vs.
Diikaz

Zvolime takové umisténi vektorii u = (uj; uz), v = (vi; v2), aby u = AB a v = BC, kde Alai,; a3],
B[bi; bz], Clci; c2]. Z definice plyne

w=u-+v=AC,

tedy w = (w1, wz) = (c1 — ai; c2—az) =(ci — b1+ by —aj; c2— b2+ by — ay). 2.1)
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Nyni si jen staci uvedomit, Zze u = ABa v = BC, a tedy u; = b; — aj, uz = bz —az vi=c; — b, v2 =
= ¢2 — bz a dosadit tyto vztahy do vyrazu (2.1).

Tedy u + v = (u; + vi; uz + va).

vvvvv

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
Ulohy Nastaveni Pomoc
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Applet started.

Priklad 2.3

Vypocitejte soucet vektort u a v, jestlize u = (3; 5) a v je urCen orientovanou useckou AB, je-li
A[-1; 2], B[3; —1].

Resent

u=(3;5),
v=03+1-1-2)=(4-3),
u+tv=03+4;5-3)=(7;2).

Véta

Pro kazdeé tri vektory u, v, w (v roviné nebo v prostoru) plati
. u+tv=v-+u

2. (utv)+tw=u+(v+w.

Diikaz

Tato véta by se slovy dala vyjadfit nasledovné: s¢itani vektorii je komutativni a asociativni (stejn€ jako
s¢itani redlnych Cisel). Komutativita s¢itani plyne z obr. 2.2 a asociativita z obrazku nasledujiciho.
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Vetu bychom mohli jednoduse dokazat pomoci souradnic. V rovine by to bylo takto:
u+v=(uu) + (vi; va) = (ur +vi; uz + v),
v+u=wy v+ (u, uz) = (vi +ui vzt uz).

Soucet redlnych cisel je komutativni, proto plati (u; + vi; u2 +v3) = (vi +u; vo tuz), atedyiu+v=
=v+tu

Asociativita sc¢itani vektorii by se ukdzala podobné.

(u+tv)+w=u+(v+w),

((u1; uz) + (viy v2)) + (Wi wa) = (ur + vi; uz +va) + (wi; wa) = (ur +vi + wiy uz +v2 + w),
(u1; uz) + ((vi; va) + (wi; wa)) = (ur; uz) + (vi + wiy v+ wz) = (ur +vi + wiy uz +va + w),

Scitani realnych cisel je asociativni, proto plati (u; +vi + wi; uz +v2 + wa) = (ug +vi + wiy uz +va2 +
+wy,atedyi(u+v)+tw=u+(v+w.

Definice

Je dan vektor u = B — A. Vektor A — B nazyvdame opacny vektor k vektoru u a oznacujeme jej —u.

Véta
Pro kazdy vektor u v rovine, resp. v prostoru, plati:
l.u+(—u) =o.

2. Jestlize u = (u1; uz), resp. u = (ui; uz, u3) v prostoru, pak pro souradnice vektoru —u, plati —u =
= (—ui1, —uz), resp. v prostoru —u = (—uj; —uz, —us).

Dikaz

1. Zvolime néjaké umisténi AB vektoru u, kde Afai; az], B[bi; bz]. Vektor u = (b; — ai; b» — az),
z definice opacného vektoru vime, ze =u = BA, tedy —u = (a; — b;; a> — bz)
a
u+(-u)=(b;—ar+a—br,br—ax+a>—by))=(0;0) =o.

2. Plyne z definice opacného vektoru. Je-li u = B — A a —u = A — B, kde Alai; az], B[bi1, b:], resp.
v prostoru Afai; az; as], B[bi; b2 b3], pak oznacime-li u = (u;; uz) a —u = (vi; v3), resp. u =
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= (u1, uz, uz) a =u = (vi; vz, v3), ziskame nasledujici rovnosti:

vi=ar—b;=—(b;1 —ai) = —ui,
v2=a>—br=—(b>—az) = —uy,
resp. v =az — b3 = —(bs — a3) = —us.

Tedy —u = (—ui; —uz) (vesp. —u = (—ui; —uz —us3)).

Definice
Jsou-li dany vektory u, v, potom vektor w = v + (—u) nazyvame rozdil vektorit v a u.

Zapisujeme w = v — U.

Obr. 2.3: Rozdil vektori

Ptiklad 2.4
Vypocitejte soucet a rozdil vektort u=(3; 1; 5) av=(2; -2; 1).

Reseni
utv=03+21-2;5+1)=(5;-1;6),
u—-v=u+t(-v)=3-2;1+2;5-1)=(1;3;4).

Nasobeni vektori realnym cislem
Definice

Nasobek nulového vektoru redlnym Cislem k je nulovy vektor.

Nasobek nenulového vektoru u = B — A redlnym Cislem k je vektor v = C — A, pricemz C je bod, pro
ktery plati

1. |AC]| = |k|-|4B|

2. Je-li k>0, lezi bod C na poloprimce AB; je-li k < 0, lezi bod C na polop¥imce opacné k poloprimce
AB.

Ndsobeni vektoru u cislem k zapisujeme v = ku.
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Nasobeni vektoru skalarem (realnym cislem) lze geometricky reprezentovat jeho prodlouzenim nebo
zkracenim, poptipad¢ zmeénou jeho orientace na opacnou (pifi ndsobeni zdpornym cCislem). Pro nés je
dulezité, jak nasobeni vektoru ¢islem vyjadiime v souradnicich v rovin€ a v prostoru.

Véta

Pro kazdy vektor u = (u;; uz) v rovine a kazde redlné cislo k plati ku = (kuy, kuy).

Pro kazdy vektor u = (u;; uz; uz) v prostoru a kazdé realné cislo k plati ku = (kui; kuz, kus).

Diikaz

Diitkaz provedeme v roviné, protoze je nazornéjsi, v prostoru by se postupovalo obdobne.

Jestlize u = o, pak z definice plyne, zZe ku = o, tedy pro libovolné realné cislo k je ku = o = (0; 0) =
= (k-0; k-0).

Je-li u# o, u=(u;; uz) = B — A pro néjaké Afa;; az], B[b1; bz]. Z definice je ku = C — A pro néjaké
Clci, c2], pro které plati:

1. |AC| = |k|-|4B].

2. Je-li k>0, lezi bod C na poloprimce AB; je-li k < 0, lezi bod C na polop¥imce opacné k poloprimce
AB.

Zvolme si takové umisteni vektoru u, ze bod A bude lezet v pocatku nami volené kartézské soustavy
souradnic (souradnice vektoru nezdvisi na volbé jeho umisteni).
L k=0

Situace vypada nasledovné:

1] o, ¢
IKlul~~
B~
U= by --- -~ b
|U|_,4;-"u !
e Al \
~a | |8 C
. H .
OEA u=b, [ X

Z podobnosti trojuhelnikit ABB' a ACC' na obrazku plyne, Ze
) )
|c2| = |k|*[b2]. (ii)

lc1| = |k|-|bs

Podle toho, v jakém kvadrantu se nachazi bod B, mohou nastat 4 mozné pripady. V kazdém
pripadé se ale bod C bude nachdzet ve stejném kvadrantu a znaménka u x-ové nebo y-ové
souradnice budou pro oba body stejné. Zpracovanim rovnic (i) a (ii) ziskame nasledujici:
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b1<0,c1<0 b120,c1=20 b2<0,c2<0 b2>0,c2>0
—c1 = |k|(=b1) c1 = |klby 2= |k|(=b2) /(=1) | c2= |k|b2
—c1 = k|(=b1) /(-1) c1 = kb [protoze k> | c2= |k|b2 c2 = kbs [protoze k>
c1 = kb [protoze k> | 0] c2 = kby [protoze k> | 0]
0] c1= kb 0] c2=kb2
c1 = kbi c1 = kuy c2=kb2 c2 = kuz
c1 = ku c2 = kuz

Bez ohledu na umisténi bodu B plati ku = (kuy; kuy).

I k>0

Ted situace vypadda trochu jinak:

=¥

Z podobnosti trojuhelnikit ABB' a ACC' na obrazku znovu plyne, ze

1| = |k|*|b1l,
lc2| = |k||b2].

(iii)
(v)

Podobné jako v predchozim pripade, i nyni mohou nastat 4 mozné pripady v zavislosti na poloze
bodu B. Bod C se vzidy bude nachdzet v kvadrantu protilehlem a pro jeho souradnice plati, ze
maji opacné znaménko nez souradnice bodu B. Zpracovanim rovnic (iii) a (iv) ziskame:

b1<0,c1>0 b120,c1<0 b2<0,c2>0 b2>0,c2<0
c1 = |k|(=b1) —c1 = |k|by c2 = |kl(=b2) —c2 = |k|b2
c1 = |k|(=b1) —c1 = (—k)b1 [protoze | c2 = (—k)(—b2) —c2 = (—k)b2 [protoze
c1 =—k(—b1) [protoze | k<0] [protoze k < 0] k<0]
k<0] c1= kb c2 = kb c2 = kb
c1 = kb c1 =k c2 = kuz c2 = kuz
c1 = ku

Tedy ku = (kui; kuz) i pro k < 0.

Piiklad 2.5
Vypocitejte soufadnice vektoru u=v+ 2w, kde v=(2; 1; -3) aw=(2; 3;1).
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Resent
u=(2;1;-3)+2(2;3; 1),
u=(2;1,-3)+(4;6;2),
u=(6;7;-1).

Poznamka

Nezapomeiite, Ze nasobeni vektoru skalarem musite provést pred s¢itanim vektort.

Umét séitat vektory a nasobit je realnym ¢islem nam staci k tomu, abychom si zavedli velmi dulezity
pojem.

Definice

Vektor z = au + bv + cw, kde a, b, c E R, se nazyva linedrni kombinace vektorii u, v, w.

Poznamka

Lze utvofit linearni kombinaci i dvou, Ctyf, péti atd. vektord. Linearni kombinace jednoho vektoru je
jeho realny k-nasobek.

Priklad 2.6

Urcete, zda vektor w = (5; 4) je linearni kombinaci vektord u=(1; 2) av=(2; 1).

Reseni

Aby nas zadany vektor w byl linearni kombinaci vektori u a v, musel by spliovat nasledujici
podminku: w = au + bv, pro néjaka a, b € R. ProtoZe vektory jsou si rovny, pokud se rovnaji jejich

soufadnice, hledame realna Cisla a a b takova, aby platilo (5; 4) = a(1; 2) + b(2; 1). Tedy
S5=a+2b,
4=2a+bh.

Chceme najit feSeni vySe uvedené soustavy dvou rovnic o dvou neznamych. Z druhé rovnice
vyjadiime b =4 — 2a a ziskame

5=a+8—4a.
Z toho jednoduse dostaneme feSeni soustavy a=1a b =2.

Soustava ma feSeni, proto je vektor w linearni kombinaci vektord v a v a plati w = u + 2v. To
znamena, Ze jej ziskame souctem vektoru u s dvojnasobkem vektoru v. Podivejte se na obr. 2.4.
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Obr. 2.4: Linearni kombinace vektort

Piiklad 2.7

Urcete, zda je vektor w = (4; 5) je linearni kombinaci vektort u = (2; —1) a v =(—4; 2).

Resent

Podobné jako v predchazejicim piikladé hledame redlnd cisla a, b takova, aby w = au + bv. Po
rozepsani v soufadnicich hledame feSeni rovnic

4=2a—4b,
5=—a+2b.

Kdyz k prvni rovnici pficteme dvojnasobek druhé rovnice, ziskdme nasledujici rovnost

4+10=2a—4b—2a+4b,
14 £0.

Soustava nema feSeni a hledana a, b neexistuji, proto vektor w neni linedrni kombinaci vektord u a v.

Uloha
Urcete, zda je vektor u = (7; 11; 4) linearni kombinaci vektori v=(2; 1; —1) a w=(1; 3; 2).
Reseni

« Je-li nas zadany vektor u linearni kombinaci dvou vektord v, w, pak existuji realna ¢isla a, b tak, ze
u = av + bw. Hledame tedy realna ¢isla a a b takova, aby platilo (7; 11; 4) = a(2; 1; —1) + b(1; 3; 2).
Tedy:
7=2a+b,

11 =a+ 35,
4=—-a+2b.

+ Z poslednich dvou rovnic ziskdme a = 2 a b = 3, coz je i feSenim prvni rovnice. Soustava tedy ma
feSeni a nas vektor u je linearni kombinaci vektorid v a w, nebot plati u=2v + 3w.
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Velikost vektoru

Definice

Velikost vektoru u je velikost kterékoliv orientované usecky urcujici vektor u. Velikost vektoru u
oznacujeme symbolem |ul|.

Jestlize \u| = 1, nazyva se vektor u jednotkovy vektor.
Velikost vektoru se da snadno vypocitat z jeho soutadnic.

Véta

Pro kazdy vektor u = (u1; uz) v roviné plati

[ 2 2
lu| = u +uy

Pro kazdy vektor u = (ui; uz; u3) v prostoru plati

2 2 2
|U| = YU +uy+uz )
Pro nulovy vektor o plati, Ze |o| = 0.

Diikaz

Diitkaz provedeme v roviné. Necht u = AB, kde A[ai; a:] a B[bi; b:]. Vzddlenost dvou bodi'*
Aflai; az], B[bi; b2] v roviné, je dana vztahem

4B = b -0} +6.-a ] 23

Pro u = AB = (u;; uz), plati uy = by — a; a u2 = b2 — a>. NaSe vzorce z véty ziskame prostym
dosazenim do (2.2). Pri ditkazu v prostoru by pribyla jesté tieti souradnice, ale postup i myslenka jsou

obdobné.

Piiklad 2.8
Vypocitejte velikost vektoru u = (3; 4).

Reseni

lul=V3*+42=/9+16=25=5

Uloha
Vypocitejte velikost vektoru u = (u1; u2; u3). Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

Skript automaticky generujici uilohy i reseni (vzhledem k odmocniné jen priblizné).

V4 r =
Skalarni soucin
Umime scitat a odecitat vektory, nasobit je redlnym Cislem i vypocitat jejich velikost. Dalsi operace,
kterou si zavedeme, se nazyva skalarni sou¢in a umozni nam nasobit vektory mezi sebou.

14 Odkaz: Kapitola soufadnice — vzdalenost dvou bodu.
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Definice
Skaldrni soucin dvou vektorii u = (u1; uz), v = (vi, v2) v roviné je cislo ujv; + uzvz.
Skaldrni soucin dvou vektoru u = (u;; u2; u3), v = (vi, v2, v3) v prostoru je cislo ujv; + uzvz + uzvs.

Skalarni soucin vektorit u a v zapisujeme jako uv nebo u-v.

Poznamka

Vsiméte si, ze vysledkem skalarniho soucinu dvou vektord je €islo. Ukazeme si, jak se da skalarni
soucin vyuZzit a co nam fik4 o vzajemném vztahu vektort, které mezi sebou nasobime.

Umluva: Misto uu budeme psat u?.

Priklad 2.9
Vypocitejte skalarni soucin vektort u = (1; —2) a v=(2; —3).

Reseni
uv=12+(-2)(-3)=2+6=8

Uloha
Pro u = (u1; u2) a v=(vi; v2) vypocitejte uv.

Skript automaticky generujici ulohy i Feseni.

Véta

Pro kazdé vektory u, v, w (v roviné i v prostoru) a kazdé realné Cislo r plati:
1. uv=vu,

2. (ru)yv=r(uv);

3. wu+v)=wu+wv.

Diikaz

Ukdzeme si, jak bychom tato tvrzeni dokazovali v prostoru. Necht' u = (ui; uz; uz), v = (vi, v, v3), W =
= (wi1; w2, w3) a r je libovolné realné cislo.

1.
uv = (ug; uz, u3)(vi; va; v3) = urvi + uzvz + uzvs,
vu = (vi; V2, v3)-(ur,; uz; u3) = viug + vouz + vius.

Z komutativity soucinu realnych cisel plyne rovnost uivy + uzv2 + uzvs = viug + vouz + vsus a tedy uv =
=vu.

2.

(ru)-v = (r(ui; uz; uz))-(vi; va; v3) = (rus; ruz; vuz)-(vi; v2, v3) = (rug)vi + (ruz)vz2 + (ruz)vs,
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r-(uv) = r((ur; uz; uz)(vi; vz, v3)) = r(urvi + uzvz + uszv3) = r(uvi) + r(uzvz) + r(usvs).

Znovu vyuzijeme komutativity soucinu realnych cisel, ze které plyne, ze (rui)v: + (ruz)vz + (ruz)vs =
=r(uivy) + r(uzvy) + r(usvs), tedy (ru)v = r(uv).

3.

w(u + v) = (wi; wa; wi)((ur; uz; us) + (vi; va; v3)) = (wiy wa, wi)(ur + vy uz + v uz +v3) = wi(ug +
+vi) + wo(uz +v2) + wi(us + v3) = wiur + wivi + wauz + wava + wsusz + wivs,

wu + wv = (Wi, wa; w3)(uz; u2; uz) + (wi; wa; w3)(vi; v, v3) = wiug + wauz + wiuz + wivp + wovsy +
+ w3vs.

Prozkoumanim ziskanych rovnosti se snadno presvédcime, Ze w(u + v) = wu + wv.

Odchylka dvou vektori

Definice

Maji-li dva nenulové vektory u, v umistéeni OU, OV, nazyva se velikost konvexniho uhlu UOV odchylka
vektorit u, v. Jsou-li primky OU, OV navzdjem kolmé, vikame, Ze i vektory u, v jsou navzdjem kolmé.

¢ =180° @ =90°

~ 90° < ¢ < 180°

u Y o Vv 0 v VO v v

Obr. 2.5: Odchylka vektori, rozbor pripadi

Poznamka

V piipadg, Ze je alespon jeden vektor nulovy, odchylku nedefinujeme.

Véta

Pro dva nenulové vektory u, v v roviné nebo v prostoru a jejich odchylku ¢ plati:
uv = |ul-|v| cos @, p € <0° 180°>.

Diikaz

V' rovine bychom vétu dokdazali takto. Zvolime si kartézskou soustavu souradnic Oy, tak, aby
poloprimka OU byla kladnd poloosa x a bod V lezel v poloroviné, ktera obsahuje kladnou poloosu y a
ma hranicni primku x. Nyni muzZeme urcit souradnice vektorii u, v pomoci jejich velikosti a uhlu ¢:
u=(|ul|; 0), v=(lv|cos @, |v|sin ). Potom plati uv = |u|-|v|cos ¢.
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Poznamka

Pro vypocet odchylky dvou nenulovych vektort u, v mizeme pouzit vzorec vyplyvajici z pfedchozi
véty. Pozdéji tento vzorec vyuZzijeme naptiklad pro urcovani odchylek dvou piimek:

uv

osy = , @ e <0° 180°>.

[ullv]

Véta

Pro kazdé dva vektory u,v v roviné nebo v prostoru plati, ze uv = 0 pravé tehdy, kdyz je alespon jeden
z vektorii je nulovy vektor nebo kdyz jsou oba dva vektory nenulové a navzajem kolmé.

Diikaz
Z definice skalarniho soucinu plyne, Ze jestlize u nebo v je nulovy vektor, pak i uv = 0.

Pokud jsou oba dva vektory nenulové, tak podle predchozi véty plati uv = |ul|v| cos ¢. Protoze |u| i |v|
Jjsou nenulové, tak uv = 0 pravé tehdy, kdyz cos ¢ = 0. To nastava praveé v tom pripade, kdy je
odchylka ¢ = 90° tj. vektory u a v jsou na sebe kolmé. Je potreba si uvedomit, Ze odchylka dle
definice musi lezet v intervalu <0°; 180°>.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple...
Ulohy Nastaveni Pomoc
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Vektorovy soucin

Vektorovy soucin je dalsi operace s vektory. Uz vime, ze vysledek skalarniho sou¢inu dvou vektord je
Cislo, vysledkem vektorového soucinu je vektor. Narozdil od skalarniho soucinu, je vektorovy soucin
definovan jen pro vektory v prostoru. Nez si jej zavedeme, je potfeba zminit se o pravo-
a levotocivych bazich v prostoru, které nam umozni urcit orientaci vektoru, ktery je vysledkem
vektorového soucinu.

Pravotociva a levotociva baze
Definice

Baze v prostoru je kazda trojice vektoru, ktera nelezi v jedné roviné.

Bazi v prostoru urcenou vektory a, b a ¢ budeme oznacovat (a, b, c).

Poznamka

Z definice baze plyne, Ze ani jeden z vektortl baze nemtize byt nulovy.

Poznamka

Pomoci ndm jiz znamych pojmi by se to dalo vyjadfit jako:

Trojice vektorti v prostoru tvoii bazi v prostoru prave tehdy, kdyz se zadny z vektort neda vyjadrtit
jako linearni kombinace zbyvajicich dvou vektora.

Zda je baze pravo- nebo levotoc€iva, rozlisSime takto:

Zvolime takové umisténi vektori a, b, ¢, aby jejich pocatecni bod byl stejny. Polozime pravou ruku na
pomyslnou rovinu uréenou vektory a, b tak, aby pokréené prsty ruky udavaly smér od vektoru a k b
(nejkratsim smérem). VztyCeny palec pak mlze smérovat do stejného poloprostoru jako vektor c.
V tom pftipadé se baze nazyva pravetociva. Pokud vztyCeny palec ukazuje do opa¢ného poloprostoru,
nazveme bazi levotocivou (kdybyste misto pravé ruky ted’ pouzili ruku levou, tak jeji palec ukazuje do
stejného poloprostoru jako vektor ¢). Na obr. 2.6 vlevo tvoii vektory a, b, ¢ pravotocivou bazi, vpravo
potom levotocivou.

Obr. 2.6: Baze prostoru
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Definice

Vektorovy soucin dvou vektorii, které lezi na jedné primce, je nulovy vektor. Vektorovy soucin dvou
vektori u, v nelezicich na jedné primce je vektor w, ktery md tyto viastnosti:

1. vektor w je kolmy k obéma vektorum u, v;
2. vektory u, v, w tvori pravotocivou bazi;
3. |w| = |u||v|sina, kde a je odchylka vektorii u a v.

Vektorovy soucin w vektorii u, v znacime u X v, tj. w =u X v.

Poznamka

Vsimeéte si, Ze vektorovy soucin je definovan jen prostoru, a Ze vysledkem vektorového soucinu dvou
vektort je vektor.

Véta
Pro souradnice vektorového soucinu w vektorii u = (uj, uz, us) a v = (vi, vz, v3) plati:
W =U XV =(Uv3 — U3V2, UV] — UIV3, UIV2 — UIV]).

Diikaz !5

Pozndamka
Pro snadné zapamatovani vySe zminéného vzorce se vyuziva nasledujici pomucka:

ZapiSete souradnice vektorti pod sebe, pricemz za¢nete u prostiedni a skoncite znovu prostiedni. Céry
mezi soufadnicemi vyjadiuji nasobeni. Céara \ odpovidd kladnému znaménku, / pak zapornému

znaménku.
" >< " >< " >< "
%) V3

Vi V2

uv3 — vau3 uszvi — viui uiv2 — viuz

Priklad 2.10

Vypocitejte vektorovy soucin vektort u=(2; 3; 1)av=(1;2; 1).
Reseni

uxv=031-2-1;1'1-12;2-2-1-3),

uxv=(1;-1;1).

15 Dukaz vyslovené véty naleznete naptiklad v knize Matematika pro gymnazia — Analytickd geometrie autorti
Kocandrle, Bocek, str. 61, 62, 63.
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Uloha
Pro u = (u1; uz; us) a v=(vi; v2; v3) vypocitejte u x v.

« Skript automaticky generujici ulohy i resent.
Smiseny soucdin

Spojeni vektorového a skalarniho souinu se nazyva smiseny soucin. SmiSeny soucin je stejné jako
vektorovy soucin definovan pouze v prostoru.

Definice

SmiSeny soucin vektori a, b, c je cislo (a x b)-c.

Poznamka

Smiseny soucin vektoru je €islo (z vektorového soucinu vznikne vektor a skalarni soucin dvou vektort
je cislo). Absolutni hodnota smiSeného soucinu vektort a, b, ¢ je rovna objemu rovnobé&znosténu,
ktery tyto tii vektory urcuji (viz obr. 2.7).

Obr. 2.7: Geometricka interpretace smiSeného soucinu

Priklad 2.11

Vypocitejte smiSeny soucin (u x v)-w, vektort u=(5;1;0), v=(1;4; 1) aw=(1; 0; 3).

Resenti

Reseni piikladu rozdélime do dvou krokd. Nejprve spoditime u x v a ziskany vektor skalarnd
vynasobime vektorem w.

(uxv)=(1-1-40;01-15;54-1-1)=(1; -5; 19),
(uxv)yw=(1;-5;19)(1;0;3)=1+57=58.

Uloha

Spoctéte objem rovnobéznosténu ABCDEFGH, kde A[1; 0; 0], B[6; 0; 0], C[6; —4; 0], D[1; —4; 0],
E[1; 05 5], F6; 0; 5], G[6; —4; 5], H[1; —4; 5].
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Resent
« Rovnobéznostén je uréen vektory AB, AD, AE. AB = (5; 0; 0), AD = (0; —4; 0), AE = (0; 0; 5).

+ Objem rovnobéznosténu je roven absolutni hodnoté smiSeného soucinu vektori AB, AD a AE.
|(AB x AD)-AE]|.

« (AB x AD) = (0; 0; —20),
« |(AB x AD)-AE| = |(0; 0; —20)(0; 0; 5)| =|-100| = 100,

» Objem rovnobéznosténu ABCDEFGH je roven 100.
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Geometrie v rovineé

V minulé kapitole jsme se zabyvali vektory, jejich soufadnicemi a operacemi s nimi. Vektory a body
budou nase stavebni zaklady, na kterych vystavime dal§i geometrické utvary jako jsou naptiklad
pfimka a rovina. V této kapitole se budeme vénovat geometrii v rovin¢ a zakladnim geometrickym
objektim jako je tsecka, poloptimka a ptimka.

Parametrické vyjadreni primky

Parametrické vyjadfeni pfimky je jednou z moznosti, jak matematicky popsat ptimku. Kazda pfimka
v rovin¢ je urCena dvéma riznymi body 4 a B. Tyto body urcuji také vektor. My tento vektor
pojmenujeme a vyuzijeme jej pro zavedeni parametrického vyjadieni pfimky.

Definice

Jestlize A, B jsou dva riizné body, pak vektor u = B — A nazyvame smérovy vektor primky AB.

Obr. 3.1: Smérovy vektor

Priklad 3.1
Odpovézte na nasledujici otazky:

1. Kolik miizeme najit dvojic bodt, jenz urcuji stejnou piimku?

2. Kolik ma ptimka smérovych vektort (jak spolu souviseji)?

3. Existuje ptimka, jejimz smérovym vektorem je nulovy vektor?

4. Mohou mit dvé riizné piimky stejny smérovy vektor? Jak spolu takové ptimky souviseji?
Reseni

1. Na obr 3.2 urcuji vSechny dvojice bodt AD, BC, DC, CA stejnou piimku. Takovych dvojic ale
muizeme najit nekone¢né mnoho.
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Obr. 3.2: Uréeni pifimky dvojici bodi

2. Ma jich nekone¢n€¢ mnoho a kazdy z nich je realnym nasobkem jiného. To plyne z odpovedi na
1. otazku.

3. Takova pfimka neexistuje. Z definice smérového vektoru plyne, ze je nenulovy — je urcen dvojici
ruznych bodu.

4. Ano mohou. Jsou rovnobézné rtizné. Na obr. 3.3 je vidét, Zze vektory AB a CD jsou riznymi
umisténimi'® vektoru u a oba jsou smérovymi vektory riznych piimek 4B a CD.

Obr. 3.3: Smérové vektory rovnobéznych primek

Definice

Rovnice

X=4A+tuteR uto

se nazyva parametrickd rovnice nebo také parametrické vyjadieni primky urcené bodem A
a smerovym vektorem u. Proménna t se nazyva parametr.

Umluva: Piimku p, uréenou bodem P a vektorem u, budeme zapisovat jako p(P, u).

16 Odkaz: Umisténi vektoru.
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Poznamka

Kazdou pfimku lze zapsat néjakym parametrickym vyjadftenim a kazdé parametrické vyjadieni
popisuje n&jakou primku.

Kdyz parametrickou rovnici piimky p(4, u), kde A[a1; a2] a u = (u1; u2), zapiSeme pomoci soutadnic,
ziskame vyjadieni soutadnic bodiit X[x; y] této piimky v zavislosti na parametru ¢.

X =ai+ tul,
y=a+tu;teR.

Priklad 3.2

Urcete parametrické vyjadieni ptimky zadané body A4[2; 1] a B[3; 3].
Reseni

Jeden smérovy vektor u ptimky AB vypocitdme snadno jako u = AB:

u=03-2;3-1),
u=(1;2).

Podle definice je potom parametrické vyjadieni piimky AB:

x=2+¢
y=1+2t€R.
Poznamka

Postupnym dosazenim riznych hodnot za parametr ¢ do parametrické rovnice piimky, ziskame
soufadnice riznych bodi této ptimky. V prikladé 3.2 hodnoté parametru ¢ = 1 odpovida bod B, pro
hodnotu ¢ = 0 parametrické vyjadireni urcuje bod A.

Parametrickd rovnice pfimky je urena volbou jednoho bodu a né&jakého smérového vektoru dané
pfimky. Kazda pfimka ma nekonecné mnoho riznych parametrickych vyjadieni.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
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Piiklad 3.3
Zjistéte, zda bod P[—3; 5] lezi na ptimce AB, kde 4[1; 1] a B[5; —3].
Reseni

Nejprve vypocitdme smérovy vektor piimky AB a pomoci n&j uréime parametrické vyjadieni:

u=B—4,
u=(05-1,-3-1),
u=(4;,-4).

Parametrické vyjadreni ptimky 4B vypada tedy takto:
x=1+41, 3.1)
y=1—-4t tER.

Aby bod P € 4B, jeho soufadnice musi spliiovat parametrické vyjadieni pfimky p, tj. musi existovat
néjaka hodnota parametru ¢, ktera je feSenim soustavy:

-3=1+4,
5=1-4t
Z prvni rovnice ziskame ¢ = —1. Po dosazeni do druhé rovnice ovéfime, ze ¢ = —1 je feSenim nasi

soustavy. Bod P proto lezi na ptimce AB. V parametrické rovnici (3.1) ptimky AB je bod P ureny
hodnotou parametru # = —1.

Toto feseni je spravné, ale priklad by Sel vyfesit o néco rychleji. Staci si uvédomit, Zze bod P lezi na
pfimce AB prave tehdy, kdyZ je vektor AP redlnym nasobkem vektoru AB. To bychom v tomto piipadé
mohli rozsoudit pouhym nahlédnutim.

AP =(—4;4),
BP = (-8; 8).

Je vidét, ze AP = 2-AB, tedy bod P na piimce AB lezi.

\J

Obr. 3.4: Obrazek k prikladu 3.3

Body, které nelezi na jedné piimce se oznacuji jako nekolinearni. Naproti tomu body, které na jedné
primce lezi se oznacuji jako kolinearni.
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Piiklad 3.4
Urcete, jaky geometricky utvar urcuje parametrické vyjadieni X = A + tu, jestlize

1. tE€<0; 1>.

2.t € <0; o).

Reseni
1. Je to usecka s krajnimi body 4, B, kde B=4 + u.

2. Urcuje polopfimku AB, kde B = A4 + u.

Uloha
Najdéte soutadnice t€ziste trojuhelnika ABC, jestlize A[0; 0], B[S; 3], C[2; 6].

Reseni

N 2

jeji délky.

Budeme pracovat s té€znici f. Ta je ur€ena bodem A4 a stfedem useCky BC. Tento stfed umime jiz
urc¢it!’, je jim bod Sgc = [3,5; 4,5].

y Cl[2; 6]

S, [5; 31

t B[5; 31
/

Té&Znice t. prochazi bodem Szc a bodem 4. S jejich pomoci miZzeme uréit parametrickou rovnici
téznice ta:

x = 3,5¢,
y =4,5t; t € <0; 1>,

Pro hodnotu parametru ¢ = 0 rovnice urcuji soufadnice bodu 4 a pro hodnotu parametru ¢ = 1

N 2

N

proto snadno ziskdme dosazenim hodnoty parametru ¢t = % do parametrické rovnice a tedy 7 =
=[7/3; 3].
Protoze t€zisté je v nasem trojuhelniku jen jedno, zkuste si ziskanou hodnotu ovéfit vypoétem

pomoci ostatnich téznic (t€Znice se protinaji v jednom bodé¢ — t&zisti, to tedy musi lezet na kazdé
z nich a navic musi mit soufadnice stale stejné).

17 Odkaz: Kapitola Soutadnice — soufadnice stiedu usecky.
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Obecna rovnice primky

Obecna rovnice primky je dalsi zptisob, jak zapsat pfimku v roving.

Definice

Rovnice
ax+by+c=0a b cER,

kde alesporn jedno z cisel a, b je nenulové, se nazyva obecnd rovnice primky.

Poznamka

Vsechny body X[x; y], jejichz soufadnice spliuji n€jakou obecnou rovnici piimky, tvoii piimku
a naopak kazda ptimka v roving je ur¢ena néjakou obecnou rovnici. Obecna rovnice piimky je stejné
,811nd” jako rovnice parametrickd a umoziuje zapsat jakoukoliv piimku v roving.

Obecna rovnice pfimky je uréena jednoznaéné az na nasobek. Rovnice 2x + 3y + 5 = 0 urCuje stejnou

primku jako rovnice 4x + 6y + 10 = 0.

™ Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
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Piiklad 3.5

Najdéte 5 bodu lezicich na pfimce vyjadiené obecnou rovnici: 2x —y +3 =0.

Reseni

Jak urcit body lezici na pfimce je jednoduché — staci zvolit jednu jeho soufadnici a z obecné rovnice

dopocitat druhou. Zvolme si naptiklad hodnotu x-ové soutadnice jako 1. Dosadime do obecné rovnice
pfimky a dopocitdme y-ovou soutadnici

2:1—y+3=0,
y=35.
Na piimce, mimo nalezeného bodu [1; 5], lezi naptiklad i body: [-2; —1], [-1; 1], [0; 3], [5; 13].

Z obecné rovnice konkrétni piimky snadno zjistime, které body na ni lezi. O néco slozitéjsi je to
naopak: urcit obecnou rovnici ptimky, pokud vime, kterymi body je uréena. Jak nalezneme koeficienty
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a, b, ¢ obecné rovnice hledané piimky? V parametrickém vyjadieni pfimky jsme vyuzivali smérovy
vektor, nyni si zavedeme a pouzijeme vektor normalovy.

Definice

Vektor kolmy ke smeérovému vektoru primky v roviné se nazyva normdlovy vektor této primky.

Obr. 3.5: Normalovy vektor n piimky p

Ukézeme si, jak jednoduse ze soufadnic smérového vektoru u ziskdme soufadnice normalového
vektoru n. Oznacime si normalovy vektor n = (n1, n2), smérovy vektor u = (u1, u2). Z definice plyne,
ze jsou na sebe kolmé, tedy jejich skalarni soucin je roven nule

nuy + nouz = 0.

Pokud n1 polozime rovno uz a nz rovno —ui (pfipadné n1 = —u2 a n2 = u1), snadno se presvéd¢ime, ze
uvedena rovnost plati:

mnz + n2(—m) =0,
ni(—n2) + non1 = 0.
To plati pro libovolny vektor u = (u1; u2). Nalezeny normalovy vektor je n = (u2; —u1) ptipadné n' =

= (-u2; u1). Pfi daném smérovém vektoru ndm k ziskani vektoru normalového staci prohodit
soufadnice a u jedné z nich zménit znaménko.

Véta

V obecné rovnici ax + by + ¢ = 0 primky p(P, u), odpovidaji koeficienty a, b souradnicim jejiho
normalového vektoru n = (n;; nz); a =nja b = no.

Diikaz

Meéjme primku p(P. u), s normalovym vektorem n = (ni; nz). Kazdy bod X[x, y] primky p (vyjma P)
spolu s bodem P[pi; p2] urcuje jeji smerovy vektor. Vime, Ze normalovy vektor je ke smérovéemu kolmy
a tedy, ze plati

nX—P)=0.

Tuto rovnost rozepiseme v souradnicich

ni(x = p1) +n2(y — p2) =0,

nix + nyy + (—nipr — napz) = 0.
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Pokud do této rovnice dosadite souradnice libovolného bodu primky p (véetné P), bude splnéna.
Z toho plyne, ze jde o obecnou rovnici primky p s koeficienty a = n; a b = n», koeficient c = —(njp; +
+ nap2).

Opacnym postupem bychom dosli k tomu, Ze rovnice nix + nzy + (—np; — napz) = 0 je obecnou
rovnicl primky urcené bodem P[pi, p2] a normdlovym vektorem n = (nj; na).

Priklad 3.6

Urcete obecnou rovnici ptimky p, ktera je urCena body A[3; 1] a B[1; 2].

Reseni

Nejprve nalezneme soufadnice smérového vektoru u = AB = (=2; 1). Normalovy vektor ptimky p je n
= (1; 2) a obecna rovnice piimky p vypada takto:

x+2y+c=0.

Zbyva urcit koeficient ¢, ten ziskdme napt. dosazenim soutfadnic bodu 4 do ziskané rovnice. Protoze
A € p, musi platit:

3+2:-1+c¢=0,
tedy
c=-5.

Obecna rovnice piimky p je:
x+2y—5=0.

Reseni si mizete snadno ovéfit dosazenim soufadnic bodi 4, B do obecné rovnice, ta musi byt
splnéna.

Piiklad 3.7
1. Najdéte obecnou rovnici ptimky g: x=3 —-2¢,y=2+t,t € R.

2. Najdéte obecnou rovnici ptimky g: x=1,y=2+t,t ER.

3. Urcete parametrickou rovnici ptimky ¢: x — 3y —4 =0.
Reseni
1. Parametrické vyjadieni pfimky ¢ si muZeme pfedstavit jako soustavu dvou rovnic o tfech
neznamych x, y, ¢
x=3-2t,
y=2+t
Budeme se snazit eliminovat parametr ¢. V nasem ptipad¢ k prvni rovnici pfi¢teme dvojnasobek
rovnice druhé:
x+2y=3-2t+4+2t
x+2y=17,
x+2y—=7=0.
Upravami jsme ziskali obecnou rovnici p¥imky g.

2. 'V tomto pfipadé¢ nemlizeme pouzit postup z 1, protoze parametru ¢ se nezbavime. Pokud se
zamyslite, tak uvidite, ze na ptimce ¢ lezi body [1; 2], pro £ =0, [1; 3] pro ¢ =1, [1; 4] pro ¢ = 2
atd.

Z toho plyne, Ze rovnice piimky g urcuje ptimku x = 1, coZ je obecna rovnice piimky ¢ (u piimek
rovnobéznych s osou x by se postupovalo obdobn¢).
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3. K parametrickému vyjadieni potifebujeme znat alesponn jeden bod piimky ¢. Nejprve tedy
spocitame soufadnice néjakého bodu 4, ktery lezi na ptimce q.
Zvolime si jeho x-ovou soufadnici jako x = 1 a dopocitdme soufadnici y-ovou; A[1; —1].
Ted’ bychom mohli spocitat soufadnice dalSiho bodu, urCit smérovy vektor a vyjadiit primku
parametricky nebo si uvédomime, ze umime jednodusSe pievést normalovy vektor na vektor

SmErovy.

Normalovy vektor piimky ¢, ng = (1; —3) miizeme pievést na smerovy vektor této primky uq = (3;
1).

Pomoci bodu 4 a vektoru uq vyjadiime parametrickou rovnici ptimky ¢:

x=1+¢

y=-1-3t,tER.

Vzajemna poloha primek

Dveé ptimky p, g v rovin€ mohou mit tfi vzdjemné polohy viz obr. 3.8.

Pfimky p a ¢ jsou rovnobézné razné. Nemaji Zadny spole¢ny bod.
«pNg=1P;

Piimky p a ¢ jsou riiznobézné. Maji jeden spole¢ny bod, bod P. Zapisujeme p X q.

pNg=p o
Ptimky p a q jsou totoZné. Zapisujeme p = q.

Obr. 3.6: Vzajemna poloha piimek v roviné

Poznamka
Totoznost ptimek je specialni ptipad rovnobéznosti. Tj. dvé totozné piimky jsou i rovnobézné, ale dvé
rovnobézné piimky nemusi byt totozné.

Umluva: Rovnob&znost piimek p a ¢ budeme znaéit jako p || ¢. Naddle budeme jako rovnob&zné
pfimky oznacovat ptimky rovnobézné rizné i pfimky totozné. Bude-li potfeba polohy rozlisit, pouzije
se prislusny pojem.
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Véta

Dvé primky p(P, u) a q(Q, v) jsou rovnobézné pravé tehdy, je-li vektor u nenulovym realnym nasobkem
vektoru v.

Diikaz
Diuikaz plyne z obrazku.

yt q

v P
Q
< u

o] x

Priklad 3.8

Jsou dany body P[3; 5], O[2; 1] a vektory u = (1; 2) a v =(3; 6). Rozhodnéte, zda jsou ptimky p(P, u)
a q(Q, v) rovnobézné.

Reseni
Hledame néjaké realné cCislo k takové, aby v = ku (ptimky jsou rovnobézné praveé tehdy, je-li vektor v

nenulovym nasobkem vektoru u).

3=14%,
6 =2k

Pro k=3 je soustava spInéna, pfimka p je rovnobézna s pfimkou g.

Véta
Dvé primky p(P, u) a q(Q, v) jsou totozné prave tehdy, jsou-li rovnobézné a lezi-li bod Q na primce p.
Diikaz

=
Jsou-li primky p(P. u) a q(Q, v) totozné, pak jsou rovnobézné (u je ndasobkem v) a bod Q lezi na
primce p.

<

Z obrazku plyne, Ze jsou-li primky p(P, u) a q(Q, v) rovnobézné a bod Q lezi na primce p, pak jsou tyto
primky totozné.
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Piiklad 3.9

Jsou dany body P[3; 5], O[2; 1] a vektory u = (1; 2) a v = (3; 6). Rozhodnéte, zda jsou piimky p(P, u)
a g(Q, v) totozné.

Resent

Ze zadani je videt, Ze v = 3u a tedy p || ¢. Musime zjistit, zda bod Q lezi na piimce p. Pfimku p
parametricky vyjadiime:

x=3+1,

y=5+2t;tER.

Do rovnic dosadime soutfadnice bodu Q a hledame hodnotu parametru ¢ tak, aby platilo:

2=3+1¢,
1=5+2¢
Z prvni rovnice plyne ¢ = —1. Po dosazeni do druhé rovnice ziskdme 1 = 3. To neplati a soustava tedy

nema feseni. Bod QO proto nelezi na piimce p a piimky p a ¢ jsou rovnobézné rtizné.

Jestlize ptimky p(P, u), ¢(Q, v) v roviné nejsou rovnobézné, jsou riznobézné'® a ma smysl hledat
jejich prusecik. Prusecik ptimek p, g je bod, ktery lezi na obou ptimkach. Je to tedy bod X, pro ktery
plati rovnice:

X=P + tu,

X = Q + sv, pro n¢jakou hodnotu parametrti ¢, s.

Pokud hleddme prisecik téchto pifimek, hledame hodnoty parametrd 7 a s, pro které obé ptimky urcuji
stejny bod. Resime tedy rovnici P + tu = QO + sv.

Piiklad 3.10

Jsou dany piimky p(P, u) a ¢(Q, v), P[2; —1], u=(1; 2), O[0; —2], v=(1; 1). Urcete jejich vzajemnou
polohu a jsou-li riiznobézné, najdéte i jejich prusecik.

Resenti

Nejprve vylouc¢ime moznost, ze by piimky p a g byly rovnobézné. Je vidét, ze smerovy vektor u = (1;

2) neni nasobkem smérového vektoru v = (1; 1), piimky p a ¢ proto nejsou rovnobézné. Budeme
pokracovat tim, ze ob¢€ pfimky vyjadiime parametricky.

vvvvvv
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p: q.
x=2+t, xX=s,
y=—l1+2tER. y=—2+s5sER.

Hledame spole¢ny bod téchto ptimek, tedy bod, jehoz x-ova i y-ova soufadnice je v rovnicich obou
primek stejna. Ziskame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

2+t=s,
—1+2t=-2+s.

Resenim soustavy je # = 1 a s = 3. To jsou hodnoty parametri, které odpovidaji soutadnicim nami
hledaného prisecika ptimek p a g v jejich parametrickych vyjadienich. Sta¢i bud’ ¢+ = 1 dosadit do
parametrické rovnice piimky p nebo s = 3 do parametrické rovnice piimky ¢ a vypocitat soutadnice
praseciku:

p: q:
x=2+1=3, x=3,
y=—1+21=1. y=—2+3=1.

Primky p a ¢ jsou riznobézné. Jejich prusecikem je bod X[3; 1]. Na obr. 3.9 si prohlédnéte, jak vypada
situace z tohoto ptikladu.

y
/b 9
1 7X3; 1]
0,//3 X
/PL2; -1]

Obr. 3.7: ReSeni ptikladu 3.10

Pti feSeni nasledujicich ptikladi si uvédomte, kolik feSeni soustavy rovnic s nezndmymi t, s ziskame,
pokud bychom postupovali stejn€ jako v priklade 3.10, za ptedpokladu, ze by p(P, u) a ¢(Q, v) jsou
rovnobézné rizné nebo totozné.

Priklad 3.11

Jsou dany ptimky p(P, u) a ¢(Q, v), P[—1; 0], u = (1; 2), O[3; 5], v = (3; 6). UrCete jejich vzijemnou
polohu a jsou-li riznobézné, najdéte i jejich prusecik.

Reseni

p: q:

x=1-—1¢ X =3+ 3s,
y=2tteR. y=5+6s;s€R.
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Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

—1+t=3+3s,
2t=15+ 6s.

Pokud od druhé rovnice odecteme dvojnasobek prvni ziskame
2=-1.
To neplati pro zddnou hodnotu ¢ a s a soustava tedy nemé Zadné teSeni. Tento vysledek geometricky

interpretujeme tak, ze ptimky p a ¢ nemaji zadny spolecny bod, a proto miizeme fici, Ze piimky p a ¢
jsou rovnobézné rizné.

Priklad 3.12

Jsou dany piimky p(P, u) a ¢(Q, v), P[1; 2], u=(1;-2), O[—1; 6], v=(—2; 4). Urcete jejich vzajemnou
polohu a jsou-li riiznobézné, najdéte i jejich prusecik.

Reseni

p: q:

x=1+t¢, x=-1-2s,
y=2-2t;teR. y=6+4s;sEeR.

Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

1+¢t=-1-2s,
2—=2t=6+4s.

Pokud prvni rovnici vynasobime dvéma a pricteme ke druhé rovnici ziskame
4=4,

To plati pro libovolnou hodnotu ¢ a s a soustava tedy ma nekone¢né mnoho feseni, coZ znamena, ze
existuje nekone¢né mnoho bodu lezicich jak na ptimce p, tak ¢, proto p = q.

Jak je vidét, mohli bychom pouzit vySe zminéné postupy pro zkoumani vzajemné polohy jakychkoliv
dvou pfimek v roving. Kontrola, zda jeden vektor je ndsobkem druhého je ale jednodussi, nez fesit
celou soustavu.

Vzajemnou polohu dvou piimek nemusime urcovat jen z parametrickych rovnic. Mlizeme vyuzit
i rovnice obecné nebo jejich kombinace.

Véta

Dvé primky, které maji rovnice
ax+by+c=0,

ax+by+c =0,

1. jsou rovnobezné prave tehdy, je-li vektor n = (a; b) nenulovym realnym ndasobkem vektoru n' =

— (Cl . bQ,

2. jsou totozné pravé tehdy, kdyz je jedna rovnice nasobkem druhé;
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3. jsou riiznobézné prave tehdy, kdyz ma soustava jejich obecnych rovnic prave jedno reseni.
Diikaz

1. =
Jsou-li primky ax + by + ¢ = 0 a a’x + b'y + ¢’ = 0 rovnobézné, pak podle drive dokdizané véty'’
plati, Ze smérovy vektor u prvni primky je realnym ndasobkem smérového vektoru u' primky druhé.
Tedy existuje k € R, pro které u = ku'. Souradnice vektorii u a u' miizeme urcit z obecnych rovnic

u=(b; —a),
u'=(@b'" —a).
Plati

u=ku'=(b; —a) = (kb'; —ka'),

tedyb=kb'aa=ka'

Z toho plyne, Ze

n=(a; b) = (ka'; kb') = k(a'; b') = kn"

«—

Opacnou implikaci bychom dokazovali obrdcenym postupem.

2. Resime soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych. Ty maji stejnou mnozinu reseni prave
tehdy, kdyz je jedna nasobkem druhé.

3. Diukaz vychazi z predchozich uvah. Pokud jsou primky rovnobézné rizné, soustava nema reseni —
primky nemaji Zadny spolecny bod. Jsou-li totozné, soustava ma reSeni nekonecné mnoho —
spolecnymi body je cela primka. Zbyva moznost, Ze reSeni je jen jedno, které je jejich priisecikem.

Priklad 3.13

Urcete vzajemnou polohu piimek p a g.

pix+2y—1=0,

q:3x+6y=2.

Resenti

Normalovy vektor pfimky p budeme znacit jako np, analogicky normalovy vektor pfimky ¢ jako nq.
np=(1; 2),

nq=(3; 6).

Ze zapisu je vidét, Ze nq je nasobkem np, nase piimky jsou tedy rovnobézné. Zbyva zjistit, zda jsou
totozné nebo rovnobézné rizné.

Pokud by rovnice g byla nasobkem p, byly by totozné. Aby rovnice g byla nasobkem rovnice p, musel
by koeficient ¢ v rovnici pfimky ¢ odpovidat hodnoté —3 (to plyne z toho, ze vektor ng = 3np).
Koeficient je roven jen —2, tedy p a ¢ jsou rovnobéZné rizné.

Priklad 3.14
Urcete vzajemnou polohu piimek p a g, je-li

pix—y—1=0,

q: 3x + 3y — 6 = 0. Jsou-li riznobézné, najdete i jejich prasecik.

Reseni

19 Napovéda: Dvé piimky p(P, u) a ¢(Q, v) jsou rovnobézné pravé tehdy, je-li vektor v nenulovym realnym
nasobkem vektoru u.
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Najdeme normalové vektory piimek p a ¢:

np=(1;-1),
ng = (3, 3)

Vidime, ze vektor np neni nasobkem vektoru ng, a proto pfimky nejsou rovnobézné a musi byt tedy
riiznobézné (pfimKy p a ¢ jsou na sebe dokonce kolmé??). Pokud piimky p a ¢ nejsou rovnobézné, ma
smysl hledat jejich spole¢ny bod. Ten ziskame, pokud vyfeSime nasledujici soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych:

x—y=1,

3x+3y=6.

Z prvni rovnice plyne x = y + 1. Po dosazeni do druh¢ rovnice ziskame:

3y+3+3y=6,
tedyx=3/2ay=1/2.

1 3 ]
Piimky p a ¢ jsou riznob&zné, jejich prisetikem je bod X[ 2> 2]

Priklad 3.15

Urcete vzajemnou polohu piimek p: x =2y + Saq: x=3 — 2t,y=2 + t; t € R. Pokud existuje, najdéte
jejich prisecik.

Resent

Do obecné rovnice pifimky p dosadime za x a y vyjadiené soufadnice x a y z parametrické rovnice
piimky g:

B-20-22+n+5=0.

Tuto rovnici vyfesime:
3-2t—4-2t+5=0,
—4t+4=0,

t=1.

Rovnice mé jedno feSeni. To znamena, ze p x g a jejich prisecikem je bod P[1; 3], ktery odpovida
hodnoté parametru ¢ = 1 v parametrické rovnici piimky gq.

Odchylka primek

V poslednich dvou kapitolach si rozsitime paletu uloh, které umime fesit. V této kapitole si ukazeme,
jak vypocitat odchylku pfimek. V posledni kapitole se nau¢ime pocitat vzdalenost bodu od ptimky
a vzdalenost dvou pfimek.

20 Napovéda: np'ng= 0.
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Definice

Odchylka piimek p(P, u), q(Q, v) je cislo ¢ € (0, n/2), pro které plati:

|uv|
COoSQ = 7.
|ullv]
Obr. 3.8: Odchylka primek
Priklad 3.16

Jsou dany ptimky p a ¢. Pfimka p je urCena body 4 = [2; 0] a B = [1; 6] a piimka ¢g: 2x —y + 1 =0.
Urcete jejich odchylku.

Reseni

Smeérovy vektor up ptimky p ur¢ime jako vektor AB = (—1; 6). Z rovnice piimky g nejdiive vyjadiime
jeji normalovy vektor, ktery prevedeme na vektor smérovy: ng = (2; —1) a uq je tedy (1; 2).

-1 +12] 11}

COS¢= ﬁm = \/@ ~(.8087.

Nelekejte se ziskan¢ho vysledku, jen malokdy se totiz stane, aby feSenim podobné tilohy byla néktera
z tzv. tabulkovych hodnot. Vyuzijte kalkulacky a vysledek zaokrouhlete na stupné.

¢ = cos 1(0.8087) = 36°.

K vypoétu odchylky dvou piimek, které jsou zadany svymi obecnymi rovnicemi muizeme vyuZzit
i jejich normalové vektory. Z obr. 3.11 plyne, ze odchylka ptimek p, g je stejna jako odchylka piimek
r, 5, jejichz smérovymi vektory jsou normalové vektory piimek p a g.

Obr. 3.9: Odchylka primek
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Uloha
Vypocitejte odchylku pfimek p: ax + by + ¢ =0 a g: dx + ey + f= 0. Vysledek zaokrouhlete na stupng.

Skript automaticky generujici ulohy i Feseni.

Vzdalenost bodu od primky
Pro vypocet vzdalenosti bodu od piimky budeme pouzivat nasledujici vzorec. Jen pfipomeneme, ze
vzdalenost bodu od piimky hleddme na kolmici k dané ptimce prochazejici danym bodem.

Umluva: Vzdalenost bodu M od ptimky p budeme znaéit |Mp|.

Obr. 3.10: Vzdélenost bodu od pfimky

Véta
Vzddlenost d bodu M[mi; mz] od primky p: ax + by + ¢ = 0 se vypocita podle vzorce

|amy + bmy + c|

N
Diikaz

Podivejte se na obrazek. Hledame priisecik primky p a takové primky q, Zze g L p a M € q.

Tento prusecik oznacime jako Q. Je zrejmé, zZe vzdalenost bodu M od primky p je rovna |MQ],
vzdalenosti bodit M a Q. Nejprve si vyjadrime primku q parametricky. VyuZijeme toho, Ze normdlovy
vektor n = (a; b) primky p je smérovym vektorem primky q:
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q:

X =m; + at,

y=mx+bt; tER

Ddadle budeme hledat bod Q = p N q:

amj + a’t + bmy + bt + ¢ =0,
ta@ + b’) = —am; — bmz — ¢,
-amy - bm, - ¢
2,12 -
a +b (3.2)

1o je hodnota parametru, kterou je potieba dosadit do rovnice primky q, abychom ziskali souradnice
bodu Q.

Nakonec budeme pocitat vzdalenost bodit M a Q.

IMQ|= \/(ml +at - m1)2 + (my + bt - m2)2 = \/a2t2 + b =1t d? + b

pro t ziskané z (3.2) je vzdalenost M a Q rovna

lapy + bp + ¢|

MO\ =
IMQI a* + b2

Stejny vzorec lze vyuzit pro vypocet vzdalenosti dvou rovnobéznych ptimek. Staci si jen uvédomit, Ze
jejich vzdalenost je rovna vzdalenosti libovolného bodu jedné ptimky od ptimky druhé. Vzdalenost
dvou riiznobéznych ptimek je rovna nule.

Umluva: Vzdalenost piimky p od piimky ¢ budeme znagit |pg].

y _
_—p
d
_<p -
_ q
A d e
/\ o

Obr. 3.11: Vzdalenost dvou piimek

Priklad 3.17
Vypocitejte vzdalenost d bodu A[—1; 5] od piimky p: 3x + 4y — 2 =0.
Reseni
BGD+45-21  |-3+20-1] 15
d=|Ap|= \/32+42 = @ =3 =3.
Uloha

Urcete vzdalenost d piimky p: 3x —4y + 1 =0 od pfimky ¢: 3x —4y + 4 =0.
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Reseni

» Z obecnych rovnic ptimek p a g je vidét, ze jsou rovnobézné rizné a jejich vzdalenost je tedy
nenulova. Nejprve najdeme néjaky bod P, ktery lezi na pfimce p a jehoz vzdalenost od pfimky ¢
budeme pocitat. Zvolme si naptiklad x = 1 a dopocitejme y = 1.

+ Budeme tedy hledat vzdalenost bodu P[1; 1] od piimky ¢: 3x — 4y + 4 = 0. Staci dosadit souradnice

bodu P do vzorce?!' pro vypocet vzdalenosti a vypocitame d:
31-41+4] 3

d:lpql: /32_’_(_4)2 = g'

Smérnicovy a Usekovy tvar rovnice primky

Mimo parametrické a obecné rovnice piimky se pouzivaji jesté dalsi vyjadreni. Jsou to smérnicovy
a usekovy tvar rovnice pfimky. Narozdil od parametrické a obecné rovnice neumoziuji vyjadiit
vSechny pfimky, a proto se az tolik nevyuzivaji. Je ale dilezité¢ je znat a védét, jaké maji vyhody
a nevyhody.

Smérnicovy tvar rovnice primky
Jak je vidét z nasledujici definice, smémicovy tvar rovnice piimky je vlastné pfedpisem funkce
promeénné x. Z toho plyne jisté omezeni, které si pozd¢ji ukazeme.

Definice

Rovnice
v=kx+q; k qgER,

se nazyva smérnicovy tvar rovnice primky. Cislo k se nazyva smérnice primky.

Poznamka

Smérnice piimky p vyjadfuje tangens odchylky ¢ vektord e = (1; 0) a u = (u1; u2), kde u je libovolny
smérovy vektor piimky p, jehoz soufadnice uz > 0.

yt y
p
p
o AN
0 e X 0 e X

Obr. 3.12: Smérnice piimky

21 Napovéda: Vzorec pro vypocet vzdalenosti.

72



Smérnicovy tvar piimky neumoziuje popsat ty primky, které jsou rovnobézné s osou y. Protoze

smérnice vyjadiuje tangens uhlu a tangens 90° neni definovan, neni pro takovou ptimku definovana
ani smérnice, a nemuzeme ji tudiz vyjadrit.

Véta

Dvé primky jsou spolu rovnobéezné prave tehdy, kdyz jsou riiznobézné s osou y a jejich smérnice jsou
totozné nebo pokud jsou obé rovnobezné s osou y.

Dikaz

=

Dvé rovnobézné primky, které jsou riiznobézné s osou y, maji stejné smernice. Jsou-li obé rovnobezné
s osou y, jsou rovnobézné i navzdajem.

<

Pokud je kazda primka rovnobézna s osou y, pak jsou rovnobézné i navzajem.

Pokud jsou s osou y riiznobézné a maji stejné smérnice, tak jejich rovnice vypadaji takto:
y= kx + q,
y=hkx+d

1o se da snadno prepsat jako

kx —y+q=0,
kx—y+d=0.

Je videt, Ze normdlové vektory téchto dvou primek jsou si rovny a primky jsou proto rovnobézné.

Poznamka

Jestlize dvé ptimky maji stejnou smérnici, pak jsou rovnobézné.

Véta

Jestlize primka p ma nenulovou smérnici k a primka q je na ni kolma, pak smérnice primky g je rovna
1

T
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Diikaz

Primka p ma nenulovou smérnici k, a primka q je na ni kolmd. To znamend to, Ze primku p mizZeme
zapsat jako

y=kx+gq.

Protoze k + 0, primka p neni rovnobezna s osou x. To znamena, zZe primka q, ktera je na ni kolma neni
rovnobézna s osou y a existuje jeji smérnicovy tvar

y=kx+r

Primky jsou k sobé kolmé, pravé kdyz skaldarni soucin normdlovych vektorii je roven 0. Normalové
vektory primek p, resp. q, miizeme zapsat jako (k; —1), resp. (k'; —1), a protoZze p L g, plati

k' + (—1)(-1) = 0.

Z této rovnice nakonec miizeme vyjadrit k' jako
L

k'="k,

Usekovy tvar rovnice primky

M¢jme na soufadnicovych osach dany body P[p; 0] a Q[0; ¢], které jsou rizné od pocatku. Pfimka PO
ma potom rovnici:

X Y _

p+q_1.

Definice

Rovnice

r Y _
pta=lpgt0.pqeR

se nazyva usekovy tvar rovnice primky.

Z usekového tvaru rovnice primky tedy muzeme velmi jednoduse vycist priseCiky primky se
soufadnicovymi osami nebo naopak z prusecikli se soufadnicovymi osami muzeme snadno zjistit
rovnici ptimky, ktera osy v danych bodech protina.
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QI[0; ql

P[p; 0] X

Obr. 3.13: Priiseciky primky se souiradnicovymi osami

Poznamka

Rovnici pfimky v usekovém tvaru lze psat praveé tehdy, kdyz pfimka neni rovnobé&zna s zadnou
soufadnicovou osou a neprochézi pocatkem.

Priklad 3.18

Je-li to mozné, najdéte pro piimku AB, kde A[0; 3], B[6; 0] parametrické vyjadfeni, obecnou rovnici,
smérnicovy a usekovy tvar jeji rovnice.

Reseni
Smérovy vektor piimky AB: u= B — 4 = (6; —3).

Normadlovy vektor ptimky AB: n=(3; 6).

Parametricka rovnice??

X = 6¢,
y=3-3xtER

Obecna rovnice 23

3x+6y+c=0,

po dosazeni soutfadnic bodu 4 ziskame ¢ = —18 a obecna rovnice pfimky 4B je
3x + 6y — 18 = 0, coz miizeme zapsat jako:

x+2y—-6=0.

22 Odkaz: Parametricka rovnice pfimky v roviné.

23 Odkaz: Obecna rovnice piimky.
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Smérnicovy tvar?*
y=hx+gq,

po dosazeni soufadnic bodii 4 a B do smérnicového tvaru rovnice ziskame soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych:

3=0k+gq,
0=6k+gq.

Z prvni rovnice miizeme vyjadiit ¢ = 3 a dosadit do rovnice druhé. Resenim je potom k=—1/2 a ¢ = 3.
Smérnicovy tvar rovnice ptimky AB vypada takto:

y:—%+3.

Usekovy tvar?s

Protoze ze zadani zname priseciky se soufadnicovymi osami, mizeme Usekovy tvar rovnou zapsat
jako:

%+%=L

24 Odkaz: Smérnicovy tvar rovnice piimky.

25 Odkaz: Usekovy tvar rovnice pimky.
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Geometrie v prostoru

V této kapitole se pii zavadéni pojmil a feSeni tiloh presuneme do prostoru. Ulohy, které budeme fesit,
se podobaji tém, které jsme fesili v kapitole Geometrie v roviné?®, a i postupy budou obdobné. Mezi
ulohy, které budeme fesit, patii zkoumani vzajemné polohy pfimky a roviny nebo tfeba vypocet
vzdalenosti dvou rovin.

Zacneme vyjadrenim pfimky v prostoru. Pfimku v prostoru miizeme vyjadrit jen parametricky, protoze
obecna rovnice piimky v prostoru neexistuje.

Parametrické vyjadreni primky

Parametrické vyjadreni ptimky v prostoru zavedeme podobnym zptsobem jako v roving.
Umluva: Piimku p v prostoru, uréenou bodem P a vektorem u, budeme zapisovat jako p(P, u).

Definice

Jestlize A, B jsou dva riizné body, pak vektor u = B — A nazyvame smérovy vektor primky AB.

Obr. 4.1: Smérovy vektor piimKky v prostoru

V prostoru zlstavaji vSechny uvahy i feseni z prikiadu 3.177 platné.
Definice
Rovnice X =A+tu; tER, u#o,

se nazyvd parametrickd rovnice nebo také parametrické vyjadieni primky p(4, u). Proménnad t se
nazyvd parametr.

26 Odkaz: Kapitola Goemetrie v roving.

27 Odkaz: Kapitola Geometrie v roving, piiklad 3.1.
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Kdyz parametrickou rovnici piimky p(A4, u), kde A[ai; ax; a3] a u = (u1; w2 u3) zapiSeme
v soufadnicich, ziskame vyjadieni soutadnic bodl X[x; y, z] této pfimky v zavislosti na parametru ¢.

X =ai+ tul,

y=axt tu,

z=a3ttuz; tER,

Poznamka

Protoze bodl a smérovych vektorti pro vyjadieni jedné pfimky mizeme zvolit nekone¢né¢ mnoho,
muizeme jednu piimku vyjadtit nekonecné mnoha parametrickymi rovnicemi.

Piiklad 4.1
Urcete parametrické vyjadieni pfimky 4B, je-li A[2; 3; —1] a B[0; —1; 5].

Reseni

Pro uréeni parametrické rovnice pifimky AB pouzijeme bod 4 a smérovy vektor u = AB:
u=AB=(0-2;-1-3;5+1)=(-2;4;6).

Parametricka rovnice pak vypada nasledovné:

x=2-2t

y=3—4,

z=-1+61,tER.

Priklad 4.2

Zjistéte, zda body A4[1; 5; 2], B[2; 3; 0] a C[0; 7; —3] lezi na jedné piimce.

Reseni

Ze zadanych bodl zvolime dva, pomoci kterych vyjadiime parametrickou rovnici piimky, kterd jimi
prochdzi. Do ziskané rovnice dosadime souiadnice tietitho bodu a hleddme hodnotu parametru ¢, pro

kterou bude parametrickd rovnice splnéna — pokud takova hodnota existuje, body na piimce lezi,
pokud ne, body na jedné piimce nelezi.

Z bodi A4 a B ziskdme parametrickou rovnici piimky AB:
x=1+¢,

y=5-2t,

z==-2+2tER.

Zax, y a z dosadime soutadnice bodu C:

0=1-¢

7=5-21,

—3=-2+2t

Z prvni rovnice vyjadiime ¢ = —1. Pro ¢t = —1 je splnéna i druha rovnice, ale po dosazeni do rovnice
treti vidime:

-3=—4.

Soustava nema feSeni, proto bod C nelezi na piimce AB. To samoziejmé znamena, ze body 4, B, C
nelezi na jedné piimce.
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Cely priklad by se dal vyiesit i rychleji zpisobem podobnym tomu, ktery jsme pouzili v prikladé 3.3,
Body 4, B, C lezi na jedné piimce, pravé tehdy, kdyz je vektor AB nenulovym redlnym nasobkem
vektoru AC, tj. existuje n¢jaké realné Cislo k, pro které plati AB = kAC.

AB=(1;-2;2),
AC=(—1;2;-1).

Ze soutadnic vektorit AB a AC je vidét, Ze jeden neni ndsobkem druhého, a proto body 4, B a C nelezi
na jedné pfimce.

Poznamka

Interval, ve kterém lezi parametr ¢, ovliviiuje stejn€ jako v roving, co parametricka rovnice vyjadiuje.

Parametrické vyjadreni roviny

V prostoru je rovina jen jednim z mnoha objektl, a proto méa smysl zabyvat se jejim vyjadienim.
Rovina je uréena tfemi nekolinearnimi body?’, nebo dvéma ruznymi piimkami, které ale nejsou
mimobézné, nebo tfeba bodem a dvéma rlznymi vektory, z nichZ jeden neni redlnym nasobkem
druhého.

Obr. 4.2: Urceni roviny

Zavedeme si dvé rlzna vyjadfeni roviny v prostoru — parametrické vyjadfeni a pozdé&ji obecnou
rovnici roviny.

Definice

Rovnice X = A + su + tv, kde s, t E R, u# o, v# 0, a u# kv, pro libovolné k € R, se nazyva

parametricka rovnice nebo téz parametrické vyjadieni roviny ABC, kde B=A +ua C=4 + v.
Neznamé s, t nazyvame parametry.

ZapiSeme-li parametrickou rovnici roviny uréenou bodem A a vektory u a v, kde A[a1; az; a3], u =
= (u1; u2; us) a v = (vi; v2; v3), pomoci soufadnic bodii a vektort, ziskame vyjadfeni soutadnic bodi
X[x; y; z] této roviny v zavislosti na hodnotach parametra s a ¢:

28 Odkaz: Piiklad 3.3 v kapitole Geometrie v roving.

29 Napovéda: Tiemi body nelezicimi na jedné piimce.
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X=ai+su+ v,
y=ax+suxttv,
z=azt+suzt+tv3;s, tER.

Priklad 4.3
Urcete parametrickou rovnici roviny ABC, jestlize A[0; 2; 1], B[—1; 3; 2] a C[4; —1; 3].
Reseni

Parametrickou rovnici roviny ur¢ime podle definice. Pro U= B — 4, v=C — 4 je rovnice roviny ABC:
X=A4A+su+tv,s, tER.

Nejprve ur¢ime vektory u = AB a v = AC.

u=(1;1;1),
v=(4;-3;2)

a rovnici roviny vyjadiime jako:

x=-s+4t,
y=2+s—3t,
z=1+s+3s,tER.

Poznamka

Kazdd rovina v prostoru je vyjadiena néjakym parametrickym vyjadfenim roviny a kazdé
parametrické vyjadieni roviny popisuje néjakou rovinu.

Uloha

Rozhodnéte, zda bod K[3; 2; 0] lezi v rovin€ urcené bodem A4[2; 1; 5] a piimkou p(B, u), jestlize B[2;
-1;2]lau=(1;3;3).
Reseni
 Ze soutadnic bodu 4 a vektor u a AB ur¢ime parametrické vyjadreni zadané roviny
x=2+s,
y=1+3s—2t,
z=5+3s—3t s, tER.

« Aby bod K byl bodem této roviny, musi nutné existovat hodnoty parametrt s a ¢, pro kter¢ bude
parametricka rovnice urovat soufadnice bodu K. Za x, y, z dosadime soufadnice bodu K:
3=2+s,
2=1+3s—2t,
0=5+3s—3¢
Z prvni rovnice vyjadiime s = 1 a z druhé rovnice dopocitdme ¢ = 1. Dosadime-li ziskané hodnoty do
treti rovnice zjistime, Ze
0=5+3-3,
0#5.

« Soustava nema feseni, a proto bod K v zadané roving nelezi.
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Obecna rovnice roviny
Obecna rovnice roviny je dalsi zplisob vyjadieni roviny v prostoru. Obecna rovnice roviny v prostoru
je podobna obecné rovnici piimky v roving.

Definice

Rovnice
ax+by+tczt+d=0,a b c, dER,

kde alespon jedno z cisel a, b, c je nenulové, se nazyva obecnd rovnice roviny.

Poznamka

Vsechny body X[x; y; z], které spliiuji né¢jakou obecnou rovnici roviny tvofi rovinu a naopak kazda
rovina je urcena néjakou obecnou rovnici.

Z obecné rovnice roviny snadno zjistime, jaké body v této roviné lezi — jsou to vSechny ty, jejichz
soufadnice tuto rovnici spliuji. Zajimavejsi a slozitéjsi bude zjistit, jak pro zadanou rovinu, uréime jeji
obecnou rovnici. Stejné¢ jako v predchazejici kapitole, kdy jsme hledali obecnou rovnici piimky,
k tomu budeme vyuzivat normalovy vektor.

Definice

Vektor n, ktery je kolmy ke vsem vektorum lezicim v rovine, nazyvime normdlovym vektorem této
roviny.

Obr. 4.3: Normalovy vektor roviny

Z definice a obr. 4.3 plyne, Ze rovinu mizeme uréit jednim bodem a jejim normalovym vektorem.
Toho vyuZzijeme a vyslovime nasledujici vétu.
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Véta

V obecné rovnici ax + by + cz + d = 0 roviny 6, urcené bodem P[pi,; p2; p3] a normalovym vektorem
n = (n;; n2; n3), odpovidaji koeficienty a, b, ¢ souradnicim jejiho normdlového vektoru n; a = ny, b =
=n2ac =n;.

Dikaz

=

Meéjme rovinu 6 urcenou bodem P a normadlovym vektorem n = (n1; na; n3). Kazdy bod X[x, y, z] roviny
0 spolu s bodem P[pi; p2; ps] urcuje vektor, ktery je k normalovému vektoru kolmy. Plati

nXX—-P)=0.

Tuto rovnost rozepiseme v souradnicich

ni(x —pi) +n2(y —p2) + n3(y —p3) =0,

nix + nyy + nsz + (—nip; — nap2 — n3p3) = 0.

Pokud do této rovnice dosadime souradnice libovolného bodu roviny J, bude splnéna. Z toho plyne, zZe
Jje to obecna rovnice roviny 0 s koeficienty a = ni, b =n2, ¢ =nsad = —(nijp; + np2 + n3ps).

—

Opacnym postupem bychom ukdzali, Ze rovnice nix + nzy + nsz + (—nip1 — nap2 — n3p3) = 0 je
obecnou rovnici roviny urcené bodem P[pi; p2; p3] a normadlovym vektorem n = (n1; nz; n3).

Umluva: Rovinu p, uréenou bodem 4 s normalovym vektorem n, budeme zapisovat jako p(4, n).

Priklad 4.4

Urcete obecnou rovnici roviny ABC, kde A[2; —2; 1], B[1; —1; 4] a C[0; O; 1].

Reseni

Nejprve ur¢ime normalovy vektor této roviny. Ten vypocitame jako vektorovy soucin vektord AB
aAC¥ AB=(—1;1;3),AC=(-2;2;0),

AB x AC = (—6; —6; 0).

Podle predchazejici véty tento vektor urcuje koeficienty a, b, ¢ obecné rovnice roviny ABC. Ta pak
vypadé nésledovné:

—6x—6y+0z+d=0.

Zbyva dopocitat koeficient d. Ten ziskame, dosadime-li do rovnice soufadnice nékterého z bodl 4, B,
C. Pro jednoduchost zvolime bod C a dojdeme k d = 0. Hledana obecna rovnice ma tvar:

—6x — 6y =0.

Vyslednou rovnici si snadno mizeme oveétit dosazenim soufadnic bodd 4 a B.

M¢jme na soufadnicovych osach dany body P[p; 0; 0], O[0; ¢; 0] a R[0; 0; r], které jsou rizné od
pocatku. Rovina POR ma potom rovnici:

X, Yz _
p+q+r_1.

30 Napovéda: Vektor w=u X v, je kolmy k uiv.
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Definice

Rovnice

x
p

Y, 2_
+q+r_1

spqr#0,p,q, rER,

se nazyvad usekovy tvar rovnice roviny.

Z usekového tvaru rovnice roviny tedy mizeme velmi jednoduse vycist priseCiky roviny se
soufadnicovymi osami nebo naopak z pruseciki se soufadnicovymi osami mizeme snadno zjistit
rovnici roviny, ktera osy v danych bodech protina.

0l0;q; 0]y

Plp; 0; 0]

Obr. 4.4: Priseciky roviny se soufadnicovymi osami

Poznamka

Rovnici roviny v tsekovém tvaru lze psat pravé tehdy, kdyz rovina neni rovnobézna s zadnou
soufadnicovou osou a neprochazi poc¢atkem.

Priklad 4.5

1.

Najdéte usekovy tvar rovnice roviny: x =2 — 25, y=3+3t,z=1—-t—s;t,s ER.

2. Pteved’te obecnou rovnici roviny: 5x — 8y — 6z + 11 = 0 na parametrické vyjadieni.

3. Urcete obecnou rovnici roviny, ktera je dana parametricky: x =2+ 2¢t—s5,y=3—¢t+3s,z=-1—
—2t—s;5,t€ER.

Reseni

1. Usekovy tvar umime uréit z prise¢iki roviny se soufadnicovymi osami. Ty se pokusime najit.

Prusecik s osou x musi mit y-ovou a z-ovou soufadnici rovnu nule, tedy

3+3t=0,

1-t—s5=0.

Z prvni rovnice piimo vyjadiime ¢ = —1. Po dosazeni do rovnice druhé dopocitame s = 0. Tyto
hodnoty parametri odpovidaji bodu P[2; 0; 0].

Prisecik s osou y musi mit x-ovou a y-ovou soufadnici rovnu nule, budeme fesit soustavu:
2—2s=0,

1+t—s5=0.

Z prvni rovnice vyjadiime s = 1 a po dosazeni do rovnice druhé dopocitame ¢ = 0. Hodnotam
parametrd s = 1, ¢ = 0 odpovida bod Q[0; 3; 0].

&3



Nakonec nalezneme prusecik s osou z. Ten ma nulovou x-ovou a y-ovou soufadnici. VyieSime
soustavu:

2-2s=0,
3+3t=0.
Tuto soustavu vyieSime. Jejim feSenim je s = 1, ¢t = —1. To odpovida bodu R[0; 0; 1]. Protoze

pruseciky se vSemi soufadnicovymi osami existuji, jsou to P[2; 0; 0], O[0; 3; 0] a R[O; O; 1],
muzeme zapsat isekovy tvar rovnice roviny:

X
§+%—Z:1.

K ziskani parametrického vyjadieni roviny potiebujeme znat jeden jeji bod a dva vektory, které
v ni lezi, pficemz jeden nesmi byt nasobkem druhého. Z obecné rovnice sice vyéteme soutfadnice
normalového vektoru, ale ty v tomto pfipadé nemlzeme nijak vyuzit. Misto toho vyuZijeme
obecnou rovnici roviny k tomu, abychom nasli n¢jaké tfi nekolinearni body A4, B, C této roviny.
Pro bod 4 zvolime x = 1, y = 2 a dopocitdme z obecné rovnice roviny jeho z-ovou soufadnici, A[1;
2; 0]. Podobn¢ ur¢ime body B[5; 3; 2] a C[1; —1; 4]. Tyto body jsou nekolinearni.

Pro uréeni parametrické rovnice roviny pouzijeme bod 4 a vektory AB, AC:

AB=(4;1;2),

AC=(0;-3;4).

Parametrickou rovnici pak mizeme psat jako:

x=1+4t,

y=2+1t—3s,

z=2t+4s;s, t€ER.

Z parametrického vyjadieni mizeme urcit soufadnice jednoho bodu roviny a dvou jejich vektort.
Tim bodem je bod A4[2; 3; —1] a vektory jsou u = (2; —1; —2), v = (—1; 3; —1). Normalovy vektor
roviny je kolmy ke vSem vektorim roviny a tedy i k vektorim u a v. Takovou vlastnost?' ma
vektor w = u X v, ktery vypocitame:

uxv=(2;-1,-2)x(-1;3;,-1)=(7; 4, 5).

Obecnou rovnici roviny mtizeme zapsat jako

Tx+4y+5z+d=0.

Po dosazeni soufadnic bodu 4 do této rovnice dopocitime d = —21. Hledana obecnd rovnice
zadané piimky je:

Tx+4y+5z—-21=0.

Vzajemna poloha primek a rovin
V této kapitole se budeme budeme zabyvat vzajemnou polohou pfimek a rovin v prostoru.

Vzhledem k tomu, Ze vypocty s obecnou rovnici roviny jsou u tohoto typu uloh jednodussi, budeme
v nasledujicim textu pouzivat prave tento zptisob vyjadieni roviny.

Vzajemna poloha primek v prostoru
Vzajemnou polohu dvou piimek v roviné jsme zkoumali v predchozi kapitole32. V prostoru
rozliSujeme Ctyii vzajemné polohy dvou piimek p a g.

31 Odkaz: Definice vektorového soucinu.

32 Odkaz: Piedchozi kapitola Geometrie v roving — vzajemna poloha dvou ptimek.
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Pokud ptimky p a g nemaji Zadny spole¢ny bod, mohou byt rovnobéZné rizné nebo mimobézZné.

Piimky p(4, u) a g(B, v) jsou rovnobéné riizné, pokud nemaji zadny spolecny bod a u = kv,
pro n¢jaké k£ € R.

Ptimky jsou mimobéZné, pokud nemaji zadny spolec¢ny bod a zaroven nejsou rovnobézné.
Tato vzajemna poloha pfimek nemize nastat v roving. Zapisujeme p X g¢.

«pNg=1{P}
Piimky p a g jsou riiznobéZné, maji jeden spolecny bod P. Zapisujeme p X g.

pNg=p
Ptimky p a ¢ jsou totoZné. Zapisujeme p = q.

Obr. 4.5: Mimobézky

Poznamka
Totoznost pfimek je specialni ptipad rovnobéznosti. Tj. dvé totozné piimky jsou i rovnobézné, ale dvé
rovnobézné piimky nemusi byt totozné.

Umluva: Rovnob&znost piimek p a g budeme znadit jako p || g. Nadale budeme jako rovnob&zné
primky oznacovat pfimky rovnobézné rizné i piimky totozné. Bude-li potfeba polohy rozlisit, pouzije
se ptislusny pojem.

Samotny postup, kterym fesime vzdjemnou polohu dvou pfimek v prostoru, je téméf stejny jako ten,
ktery jsme pouzivali v roviné. Je tfeba si uveédomit, ze pfimka je v prostoru zadana jen parametricky
a od toho se musi odvijet i naSe feSeni.

Priklad 4.6

Urcete vzajemnou polohu ptimek p(4, u) a q¢(B, v), je-li A[1; 3; 5], B[-1; —2; 2], u=(2;1; 1)av=
=(-1;2;1).

Reseni

Podivame-li se na smérové vektory u a v zadanych piimek, vidime, Ze vektor u neni nasobkem

vektoru v. To napovidd, ze pfimky p a ¢ jsou bud riznobézné, nebo mimobézné. Pokud jsou
mimobézné, nemaji zadny spolecny bod, pokud jsou riiznobézné, maji spolecny bod jeden.
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Hledame spole¢né body piimek p a g:

p: q:

x=1+2t, x=-1-zs,
y=3-124, y=-2+12s,
z=5+ttER. z=2+s5;sER.

Abychom ur¢ili spole¢né body p a g, musime vyftesit soustavu rovnic:

1+2t=-1-35,
3-2t=-2+2s,
S+t=2+s.

Z druhé rovnice vyjadiime ¢ = —5 + 2s. Dosadime za ¢ do tieti rovnice a vypocCitame s = 2 a zpétn¢
potom ¢ = — 1. Spo¢tené hodnoty parametrt s a ¢ dosadime zpét do prvni rovnice:

1-2=-1-2,
—-1+#-3.

Protoze soustava nema zadné feSeni, znamena to, ze piimky p a g nemaji Zadny spole¢ny bod. To
s ptihlédnutim k Givaze na za¢atku feSeni znamena, ze pfimky p a ¢ jsou mimobézné.

Vzajemna poloha primky a roviny
V prostoru rozliSujeme tfi mozné vzajemné polohy roviny p a ptfimky p.

e p N pP= @
Ptimka p je s rovinou p rovnobézna rizna. Pfimka a rovina nemaji zadny spole¢ny bod.
«pNp=1{P}

Pfimka p a rovina p jsou rtiznobézné. Piimka rovinu protind v jednom bod¢, bodé P. Zapisujeme
pxp.

«pNp=p
Ptimka p leZi v rovin€ p. Spolecnymi body jsou vSechny body ptimky p. Zapisujeme p C p.

Obr. 4.6: Vzajemna poloha piimky a roviny

Poznamka
Poloha, kdy pfimka lezi v rovin€ je specialni pfipad jejich rovnobéznosti. Tj. ptimky, kterd lezi
v roving je s ni i rovnob¢znd, ale piimka rovnob&zna s rovinou v ni nemusi lezet.
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Umluva: Rovnobé&znost ptimky p a roviny p budeme znaéit jako p || p. Nadale budeme jako piimky
rovnobé&zné s rovinou oznacovat pfimky, které jsou s ni rovnobézné rizné i piimky, které v ni lezi.
Bude-li potieba polohy rozlisit, pouzije se ptislusny pojem.

Z obr 4.6 je vidét, ze vzajemna poloha zavisi na vztahu normalového vektoru roviny a smérového
vektoru pfimky. Pokud jsou tyto na sebe kolmé, je pfimka s rovinou rovnobézna. Jestlize kolmé
nejsou, piimka a rovina jsou riznob&zné.

Pokud je pfimka s rovinou rovnob&zna, je tieba zjistit, zda pfimka v roviné ndhodou nelezi. Zvolime
jeden bod pfimky a zkoumame, zda v rovin€ lezi, nebo nelezi. Pokud ano, tak cela pfimka lezi
v roving, pokud ne, tak je piimka s rovinou rovnob&zna rtizna.

Piiklad 4.7

Urcete vzajemnou polohu piimky p(4, u) a roviny ¢ uréené bodem B a jejim normalovym vektorem n,
je-li A[1; 4; 2], B[4; 1; 0], u=(1; 1; 2) an=(1; —1; 2). Jsou-li riznobézné, najdéte jejich prasecik.

Resent
Nejprve zkontrolujeme, zda je vektor u kolmy na vektor n:
un=1-1+1-(-1)+22=4.

Vektor u neni na v kolmy a to znamena, Zze ptimka p x J. Ma smysl hledat jejich prisecik. Urc¢ime
parametrickou rovnici piimky?33? p a obecnou rovnici roviny34 8.

p: 0:
x=1+¢ x—y+2z—-3=0.
y=4+t

z=2+2tER.

Do obecné rovnice roviny d, dosadime, za x, y, z vztahy z parametrické rovnice pfimky p:

1+—-(@+H+22+2)—-3=0,

l+t—4—-t+4+4t—-3=0,

4t=2,

t="%.

To je hodnota parametru ¢ odpovidajici priseciku P roviny J a ptimky p. Dosadime-li do parametrické

rovnice piimky ¢ = %, vypocitame jeho soufadnice. Rovina J a piimka p jsou rtiznobézné a jejich
prasecikem je bod P[3/2; 9/2; 3].

Uloha
Urcete vzajemnou polohu piimky p(4, u) a roviny xy 3, je-li A[1;2; 1]au=(2; —1; 0).

33 Odkaz: Parametricka rovnice pfimky.
34 Odkaz: Obecna rovnice roviny.

35 Napovéda: Rovina Xy je rovina uréena soufadnicovymi osami x a y.
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Reseni

» Nejprve zkontrolujeme, zda je vektor u kolmy na normalovy vektor roviny xy — naptiklad n =
=(0;0; 2):
un=2-0-10+02=0.

+ To znamena, ze piimka p, je s rovinou xy rovnobézna. Zkusime do obecné rovnice roviny xy:

z=0
dosadit soufadnice bodu 4, abychom zjistili, zda v ni bod A4 lezi. Ziskdme
1=0.

To neplati a bod A4 tedy nelezi v roviné xy.

» Pfimka p a rovina xy jsou rovnobézné riizné.

Vzajemna poloha dvou rovin

Hledani vzajemné polohy dvou rovin v prostoru je témet shodné s hledanim vzajemné polohy dvou
pfimek v roving, kdyz jsou tyto urCené obecnymi rovnicemi. Vzajemné polohy dvou rovin p a y jsou
stejné jako u pfimek v roviné.

Roviny p a y jsou rovnobézné rizné. Nemaji zadny spoleény bod.

cpNy=p
Roviny p a y jsou riiznobézné. Jejich prinikem je pfimka p, kterou nazyvame priisecnice.
Zapisujeme p X y.

TpNy=p .
Roviny jsou totoZné. Zapisujeme p = .

Obr. 4.7: Vzajemna poloha dvou rovin

Poznamka

Totoznost rovin je specialni ptipad rovnobéznosti. Tj. dvé totozné roviny jsou i rovnobézné, ale dvé
rovnobézné roviny nemusi byt totozné.

Umluva: Rovnobéznost rovin p a y budeme znaéit jako p || y. Nadale budeme jako roviny rovnobézné
oznacovat roviny, které jsou rovnobézné rizné i totozné. Bude-li potieba polohy rozlisit, pouzije se
pfislusny pojem.
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Priklad 4.8

Urcete vzajemnou polohu rovin p: x —y + z=0a 0: 2x — 3y + z — 1 = 0. Jsou-li riznobézné, urcete
jejich prisecnici.

Reseni

Nejprve zjistime, zda jsou roviny p a ¢ rovnobé&zné, nebo rtiznobézné. Urcime normalovy vektor
roviny p, np = (1; —1; 1) a normalovy vektor roviny o, ne = (2; —3; 1). Je vidét, Ze np neni nasobkem
ne, a proto p x 0. Ma tedy smysl hledat jejich prsecnici. ReSime soustavu dvou rovnic o tfech
neznamych:

x—y+z=0,

2x =3y +z=1.

Jednu z neznamych si zvolime za parametr. Neznamou, kterou zvolime za parametr musime vybrat
obezietn¢, abychom mohli vypocitat zbylé proménné. Kdyby napftiklad rovnice roviny ¢ byla 2x —

—2y+z—1=0 amy polozili z = t, méli bychom problém, protoze bychom soustavu nemohli
dopocitat.

V naSem piikladé€ polozime x = ¢ a vypocitame soustavu:

t—y+z=0,
2t=3y+z=1.

Z prvni rovnice vyjadiime z = y — ¢ a dosadime do druhé rovnice:
2t=3y+y—t=1,
—2y=1-—t,
1-¢
y="7

1

1-¢
z=3 -1=7 -7t

| W

Zpétné dopocitame

Zvoleny parametr ¢, je zaroveil parametrem v rovnici prisecnice p rovin p a o.

p:

X =1,

_1 oz
Y=72-7

_1 3
L2720 teR
Shrnuti

Pii zkouméni vzdjemnych poloh riznych objektll v roviné muzete postupovat podle tohoto navodu.
Budeme zkoumat vzajemnou polohu:

« Bodu 4[a1; az; a3];
« pHimky p(P, u); P[p1; p2; p3], u= (u1; u2; us);

« piimky ¢(Q, v); Olq1; q2; g3], v=(vi; v2; »3);
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« roviny p: ax + by + cz+d = 0;

e roviny o: ex +fy + gz+ h=0.

Vyber zkoumané objekty: [ pfimka p + | [ pfimka q :)
Odpovézte na nasledujici otazku: Je v = ku? (*) Ano (O Ne
Odpovézte na nasledujici otazku: Je Q - P = ru? () Ano (*)Ne

Reseni: pllgap=aq.

Odchylka primek a rovin

Odchylka dvou primek

Definice

Odchylka piimek p(P, u), q(Q, v) je c¢islo 9 €0, n/2), pro které plati:

Uloha

Spocitejte odchylku dvou piimek p(4; u) a g(B; v), je-li Alai; az; as], B[b1; b2; b3], u = (u1; u2; us)
av=(vi; v2; ).

Skript automaticky generujici ulohy i Fesen.

Odchylka primky a roviny

Odchylku ptfimky a roviny nepocitdme pfimo, ale vyuzijeme znalosti, které¢ jiz mame.

Definice
JT
Je-li piimka p kolma k roviné p, je jejich vzajemna odchylka ¢ = 2.

Neni-li pfimka p kolma k rovin€ p, je jejich odchylka rovna odchylce pfimky p a priisecnice p' rovin p
ay,kdepEwap Ly.

Poznamka

Jesté jednodussi je, sestrojit kolmici g k roviné p a pocitat odchylku a piimek p a ¢. Vztah mezi
hledanou a ziskanou odchylkou je:

z
2

0= - Q.

Pro vypocet odchylky ¢ piimky p(4, u) a roviny p(B, n) miizeme pouZzit vzorec:

|un|

sinp = cosx = , @ € <0° 90°>.

lulln|
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Obr. 4.8: Odchylka pfimky a roviny

Uloha
Spocitejte odchylku piimky p(4; u) a roviny p: ax + by + cz + d = 0, je-li A[a1; az; az], a u =
= (u1; u2; uz).

Skript automaticky generujici ulohy i reseni.

Odchylka rovin

Definice

Odchylka dvou rovin p a y, je rovna odchylce primek p a q, pro které plati p = (p N ), g = (v N o),
kde o je rovina kolma na p i y.

Slovy bychom vyse uvedenou definici mohli rozepsat takto:

Odchylku ¢ dvou rovin p a w, vypocitame nasledujicim zpisobem. Nejprve najdeme rovinu, ktera je
k obéma kolma3®. Tato rovina protne roviny p a y v ptimkach p a g. Odchylka ¢ rovin p a y je rovna
odchylce pfimek p a g.

Podobné jako kdyz jsme hledali odchylku piimky a roviny, miZzeme vyuzit normalovych vektorti rovin
p ay. Naobr 4.9 je vidét, ze ptimky r a s sviraji thel stejné velikosti jako p a ¢. Odchylku dvou rovin
muizeme tedy snadno urcit pomoci jejich normalovych vektora.

36 Napovéda: Je kolma k jejich prisecnici.
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Obr. 4.9: Odchylka dvou rovin

Poznamka

Pro vypocet odchylky ¢ dvou rovin p(4, np) a w(B, ny) mizeme pouZzit vzorec vyplyvajici z predchozi
uvahy:

[nony| o o
cosp = ——— e <0° 90°>.
[no||ny|

Uloha
Spocitejte odchylku rovin p: ax+ by +cz+d=0aoc:ex+fy+gz+ h=0.

Skript automaticky generujici ulohy i reseni.

Vzdalenost

V roviné jsme pocitali vzdalenost bodu od ptimky a vzdalenost dvou pfimek. V prostoru se nauc¢ime
fesit tytéz tlohy a navic budeme pocitat vzdalenost bodu od roviny a vzdalenost dvou rovin.

Vzdalenost bodu od primky
M¢jme zadanu piimku p(4, u) a bod B. Hledame vzdalenost d bodu B od ptimky p viz obr. 4.10.
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Obr. 4.10: Vzdalenost bodu od piimky

Najdeme takovy bod X piimky p, pro ktery plati (B — X)u = 0. Ze to musi platit je zfejmé z obrazku
a je i vidét, ze takovy bod je jen jeden. Vzdalenost bodu B od piimky p je potom rovna |XB).

Umluva: Stejné jako v roving budeme vzdalenost bodu B od piimky p znagit |Bp|.

Piiklad 4.9

Urcete vzdalenost bodu B od ptimky p(4, v), je-li A[3; 0; —1], B[1; 2; 1]au=(-1; 0; 1).

Resent

Jak jsme si vysvétlili, hledame nejprve bod X[x; y; z], ktery bude lezet na pfimce p a pro ktery plati,

(B —X)u = 0. ProtoZe bod X lezi na pfimce p, miizeme s vyuZzitim jejiho parametrického vyjadfeni jeho
soufadnice zapsat jako:

x=3-1,
y=0,
z=-1+¢,

pro n¢jakou hodnotu parametru ¢. Vyjadiime druhou podminku, (B — X)u =0:

(1-3+)(-D)+Q2—-0)0+(1+1-71=0,
2—t+2—-1=0,
t=2.

Zjistili jsme, Ze bod X ma soufadnice X[1; 0; 1]. Vzdalenost d, bodu B od ptimky p, je rovna
d=\Bp|=1XB|=+0%*+22+0%=2.

Cely priklad by se dal fesit jesté jinak. Bodem B mtizeme vést rovinu kolmou na piimku p. Ta piimku
p protne v n¢jakém bod¢ Y. Vzdalenost |BY]| je vzdalenost bodu B od piimky p.
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Obr. 4.11: ReSeni piikladu 4.9

Normalovy vektor roviny kolmé na piimku p je smérovym vektorem ptimky p, tedy u = (=1; 0; 1). Jeji
obecna rovnice je —x + z + d = 0. Koeficient d urime po dosazeni soufadnic bodu B do této rovnice,
d = 0. Hledame bod 7Y, ktery je prusecikem roviny —x + z = 0 a pfimky p:

~3-0+(1+0=0,
3 +i-1+1=0,
2t—4=0,

t=2.

Bod Y ma soufadnice Y[1; 0; 1]. VSiméte si, ze body X a Y jsou ve skuteCnosti jeden a tentyz bod:

d=|YBl=/0%+22+0%=2.

Vzdalenost bodu od roviny
Pro uréeni vzdalenosti bodu od roviny miizeme vyuzit nasledujici vzorec.

Véta
Vzdalenost d bodu P[pi; p2,; p3] od roviny 6: ax + by + cz + e = 0 je vyjadrena vzorcem:

_lapi+bpy +cpy +e]

B \/az+bz+c2

Dikaz

Ditkaz této veéty provedeme vlastné vyresenim obecného pripadu, kde hledame vzdalenost bodu od
roviny.
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Na obrazku vidime, jak mame vzddlenost bodu od roviny hledat. Bodem P vedeme kolmici k roviné o
a jeji prusecik s rovinou oznacime jako P'. Vzddlenost bodit P a P' je rovna vzdalenosti bodu P od
roviny o. Kolmici prochazejici bodem P si oznacime jako p a miizeme ji vyjadrit takto:

p-
X =p1 t+ta,
y =p2+ib,

z=p3titc;tER.

Tato parametrickda rovnice odpovida zadani primky p. Ta prochdzi bodem P a zaroven je kolma na 9,
tedy jejim smérovym vektorem je normalovy vektor roviny d; Ns = (a; b, c¢). Hledame priisecik P'. Do
obecné rovnice 6 dosadime za x, y, z jednotliva vyjadreni, z parametrického vyjadreni primky p.
P =pNo:
a(pr tta) + b(p2+tb) +c(pz ttc) +e=0,
ap1 +tax +bpa +thy + cp3 T tca + e =0,
taz+ b2+ c2) = —ap1 — bpa —cp3 — e,

_ap -bpy-cp3-e

(@+b+P) . (41)

Po dosazeni této hodnoty t do rovnice primky p ziskame souradnice bodu P'. Zbyva jen dopocitat
vzdalenost bodu P a P':

|PP'|= \/(pl +ta - p1)2 +(p2+1b- p2)2+ (p3+1c- p3)2’

kde t je nami vypocitana hodnota.

IPP'|=2a? + 2% + 22 = | (a® + D> + A =1t a® + B> + 2.
Pro t ziskané z (4.1) je vzdalenost P a P' rovha

l-ap1 - bpy-cp3-e|  |apy+bpy+cps+e|
\/az+bz+c2 \/a2+b2+c2

|PP'|=

Umluva: Vzdalenost bodu B od roviny p budeme zna¢it [Bp.

Uloha
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Spocitejte vzdalenost bodu B[b1; b2; b3] od roviny ¢: ax + by +cz+d = 0.

Skript automaticky generujici ulohy i Fesen.
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Kuzelosecky

V predchozich kapitolach jsme se naucili vyjadfovat zédkladni geometrické utvary rovnicemi a fesit
s nimi rizné tlohy. Svét geometrie ale nejsou jen piimky, usecky, vektory atd. V roviné kromé piimek
existuji i dalsi kfivky a v prostoru jsou i jiné plochy nez jen roviny. V této kapitole se budeme zabyvat
ktivkami, které se souhrnné nazyvaji kuzZelose€ky. Jsou to kruznice, elipsa, parabola a hyperbola.
Ukazeme si, jak je 1ze matematicky vyjadfit a nauc¢ime se fesit dalsi ulohy.

}

Obr. 5.1: KuZelosecky — kruzZnice, elipsa, parabola, hyperbola

Kuzelosecky, jak jiz nazev napovida, maji spolecny ptivod. Ziskdme je jako fez rotacni kuzelové
plochy37 rovinou.

Obr. 5.2: KuZelosecky jako Fezy kuZelové plochy rovinou — kruznice, elipsa, parabola, hyperbola

Poznamka

Za jistych okolnosti miize byt prunikem roviny a kuzelové plochy bod, pfimka nebo dvé primky. Tyto
utvary se proto nékdy oznacuji jako singularni kuzeloseCky. Kruznice, elipsa, parabola a hyperbola
jsou potom oznacovany jako kuzeloseCky regularni.

Kruznice

Kruznice je z kuzeloseCek nejjednodussi a asi i nejzndméjsi, pokud neuvazujeme ty singularni.
Vznikne fezem rotacni kuzelové plochy rovinou kolmou na osu rotace, kterd neprochazi vrcholem.
Jinak se da kruznice zavést jako mnozina vSech bodt dané vlastnosti.

37 Napovéda: Rota¢ni kuzelova plocha je mnozina bodi v prostoru, ktera vznikne z rotaéniho kuZele tim, Ze
odstranime podstavu a kazdou tise¢ku plasté (tj. spojnici vrcholu kuzele s bodem hranice podstavy) prodlouzime
na piimku. Tyto pfimky se nazyvaji fidici pfimky kuzelové plochy.
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Obr. 5.3: KruZnice jako iez kuZelové plochy rovinou

Definice

KruZnice je mnozZina vsech bodii roviny, které maji od daného bodu, stiedu kruznice, danou
vzdalenost, polomér kruznice.

Obr. 5.4: Charakteristiky kruZnice

Poznamka

Kruznici s nulovym polomérem tvoii jediny bod — jeji stfed.

Definice

Rovnice (x — m)’> + (y — n)? = 1’ se nazyva stifedovou rovnici kruznice se stiedem S[m; n]

a polomérem r.

Definice

Sttedovou rovnici kruZznice upravenou do tvaru x> + y?> — 2mx — 2ny + p = 0, kde p = m> + n*> — 12,
nazyvame obecnou rovnici kruznice.

Priklad 5.1

Najdéte stfedovou a obecnou rovnici kruznice se stiedem S[3; 5] a polomérem r = 2.
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Reseni

Stfedovou rovnici miiZzeme zapsat ptimo podle definice:
(x—=3)2+(@y—-52=2%

Obecnou rovnici ziskdme rozepsanim mocnin:

X2=6x+9+)2—10y +25=4,
x2—6x+y>— 10y +30=0.

Poznamka

Ne kazda rovnice ve tvaru x> + y? — 2mx — 2ny + p = 0 je rovnici kruznice.

Pokud v rovnici doplnime vyrazy x2 — 2mx a y*> — 2ny na druhé mocniny dvoj¢lenil, miZeme ji vyjadrfit
jako (x —m)? — m?+ (y — n)> — n* + p = 0. To je po Gpravé

(x—m)?+ @y —nP=m>+n>—p.
Je vidét, ze o kruznici se jedna jen v piipadg, ze p > m? + n?.
Pokud je p = m? + n?, rovnici splfiuji soufadnice jediného bodu, tj. kruznice ma nulovy polomér.

Je-li p <m? + n?, rovnice nema zadné feseni, tj. rovnici nevyhovuje Zadny bod.

Priklad 5.2

Urcete stied a polomér kruznice dané rovnici x2 — 2x +y*+ 4y — 11 =0.
Reseni

Doplnime vyrazy x> — 2x a y* + 4y na druhé mocniny dvoj¢lenix — 1 ay + 2:
x2=2x+1+y2+4y+4-1-4-11=0,

x—1)Y+@+2)P?-16=0,

x—12+@yt+2)2=16.

Stred zadané kruznice je bod S[1; —2] a jeji polomér r = 4.,

Priklad 5.3

Zjistéte, zda body A4[2; 1], B[2; 5], C[4; 5] a D[—1; 2] lezi na stejné kruznici.
Reseni

Hledana kruznice se sttedem S[m; n] a polomérem » ma stfedovou rovnici:
(x—m)2+@y—nP=r12

Tii nekolinearni body?® jednozna¢né urcuji kruznici. My vyuZijeme soufadnic bodi A4, B, C, které
nekolinedrni jsou, a dosadime je do obecné rovnice hledané kruznice. Ziskame tfi rovnice o tfech
neznamych:

@—mp+(1—np=1,

@=mp+(s—np=r

4-my+ (S —nP?=r.

38 Napovéda: Tii body, které nelezi na jedné piimce.
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Z prvni a druhé rovnice vyjadiime hodnotu nezndmé n:

@-mp+(1=np=@ = mP+ (5=,
(1=np=(G-np

1 -2n+n2=25—-10n+ n?,

n=73.

Obdobnym zptsobem z druhé a tfeti rovnice mizeme vyjadiit m = 3. Dosadime-li ziskané hodnoty m
a n zpét do prvni rovnice, dopo¢itame »? = 5. Stiedova rovnice kruznice, uréené body 4, B a C, je:

(x=3P+(—32=5

Miuzeme si to ovéfit dosazenim soufadnic bodi 4, B, C do této rovnice — vzdy musi byt splnéna.
Zkusime-li dosadit soufadnice bodu D, zjistime, Ze ziskana rovnost neplati:

(-1-3)2+@2-3)=5,

17 #5.

To znamena, Ze bod D nelezi na stejné kruznici jako body 4, B a C.

Priklad 5.4

Vypoditejte vzdalenost bodu X[1; 6] od stiedu kruZnice x> — 4x + y> — 2y + 10 = 0.

Reseni

Nejsnadnéji soutradnice stiedu kruznice zjistime z jeji stiedové rovnice. Budeme proto postupovat
podobné jako v prikladé 5.23°.

2—dx+4+1y2-2y+1-4-1+10=0,

(x—2)+@—-1P+5=0,

(x—=22+@y-1)y=-5.

Protoze leva strana rovnice bude vzdy nezaporna a prava je rovna zapornému Cislu, je ziejmé, ze

rovnice nema zadné realné feSeni a neurcuje proto kruznici. Vzhledem k tomu, ze rovnice neurcuje
kruznici, nema smysl v feseni tohoto ptikladu pokracovat.

) Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple..
Ulohy  Nastaveni Pomoc
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Q/ x zkontroluj V) osy ) miizka reset |

Applet started.

39 Odkaz: Piiklad 5.2.
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Vzajemna poloha kruznice a primky

V roviné mohou nastat tfi rizné vzajemné polohy kruznice £ a pfimky p. Podobné jako u vzajemné
polohy dvou pfimek je rozliSujeme podle toho, kolik maji spoleénych bodid. Mohou nastat tyto
pripady: nemaji Zadny spole¢ny bod, maji jeden spole¢ny bod nebo maji dva spole¢né body.

e p Nk=J
Ptimka p lezi vné kruZnice k a nazyvame ji vnéjsi piimka kruznice.

«pNk=1{P}
Piimka p se kruznice k dotykéa v bod€ P. Pfimku p nazyvame te€nou kruznice k.

cpNk={X7}
Ptimka kruznici protina v bodech X a Y. Pfimku p nazyvame se¢nou kruznice .

ah
L/

h £
DY ./

Obr. 5.5: Vzajemna poloha piimky a kruZnice

Priklad 5.5
Najdéte praseciky piimky p(4, u) a kruznice (x — 3)> + (y —2)? =4, je-li A[-1;4]au=(1; -1).
Reseni

Parametricky vyjadiime piimku p.

p:
x=-1+¢,
y=4—-tt€R,

Prisecik kruznice a piimky je bod P[x; y], jehoz soufadnice splituji jak stfedovou rovnici kruznice, tak
pro n¢jakou hodnotu parametru ¢ i parametrické vyjadieni ptimky p. Do stfedové rovnice kruznice
dosadime soufadnice x a y vyjadfené v parametrické rovnici pfimky p. Ziskdme nasledujici
kvadratickou rovnici:

(-1+¢=32+(@4-t-2)=4.

To miizeme upravit az na

£—6t+8=0

Podle diskriminantu D této rovnice rozhodneme, jaka je vzajemna poloha dané piimky a kruznice.
Je-li D <0, rovnice nema v R feSeni a ptimka p je vnéjsi ptimkou kruznice.

Je-li D =0, rovnice ma jedno (dvojnasobné) feseni a pfimka p je teCnou kruznice.
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Nakonec, je-li D > 0, rovnice ma dvé feSeni a piimka p je seCnou kruznice.
V naSem ptipad¢ je D = 4 a rovnice ma dvé feSeni: 11 = 4 a t» = 2. Tyto dvé hodnoty parametru

dosadime do parametrické rovnice pfimky p a ziskame soufadnice bodi Pi[3; 0] a P2[1; 2], které jsou
hledanymi priseciky.

Uloha
Urcete vzajemnou polohu piimky p: x —y + 5= 0 a kruznice k: x> + 2x +)? =4y + 1 =0.
Reseni

« Z obecné rovnice ptimky p vyjadiime neznamou x:
x=y—5. (5.1)

» Vyjadtenou neznamou x dosadime do obecné rovnice kruznice a feSime kvadratickou rovnici:
(= SP+2y=5) +)7 —dy+1=0,
=10y +25+2y—10+)2—4y+1=0,

y:—6y+8=0,
6+./36-48 62

2= 2 =" >

y1=4,»=2.

+ Pro hodnoty y1 a y» dopocitame z (5.1) pfislusné x1 a x2. Hledané priseciky jsou body Pi[—1; 4]
a P2[-3; 2].

Bodem Xo[xo; yo], ktery lezi na kruznici mizeme vést nekoneéné mnoho secen, zadnou vnéjsi primku
a prave jednu tecnu této kruznice. Jak nalézt jeji rovnici nam fekne nasledujici véta.

Véta

Rovnice (xo — m)(x — m) + (yo — n)(y — n) = r? je rovnici tecny ke kruznici se stiredem S[m; n]
a polomérem r v bodé Xo[xo; yo].

Diikaz
Je videét, ze rovnice (xo — m)(x — m) + (yo — n)(y — n) = r? je obecnou rovnici primky s normdalovym

vektorem (xo — m; yo — n). Tecna ke kruznici v bodeé Xo[xo,; yo] musi byt kolma na vektor SXo a to nase
primka spliiuje, protoze vektor SXo je jejim normdalovym vektorem.
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Zbyva oveérit, ze Xo na této primce lezi. Do rovnice primky dosadime souradnice bodu Xy a ziskame
(xo — m)? + (yo — n)? = r°. To plati, protoze vime, Ze bod Xy lezi na kruznici (x — m)? + (y — n)? = r.

Piiklad 5.6

Najdéte rovnici teény kruznice x? — 2x + )2 — 4y — 20 = 0 v jejim bodé 7T4; —2].

Resent

Z ptedchozi véty vime, jak ze stfedové rovnice kruznice jednoduse urc¢ime rovnici jeji teCny v n¢jakém

bod¢. Doplnime tedy vyrazy x> — 2x a y?> — 4y na druhé mocniny dvojélent x — 1 a y — 2 a ur¢ime jeji
sttedovou rovnici:

(x—1)2+(y—2)*=25.
Rovnice te¢ny v bod€ X[xo; yo] ma podle vyse uvedené véty tvar:

(x—=Dxo— 1)+ —2)(po—2)=25.

Abychom ziskali rovnici tecny v bodé€ 7, staci za xo a yo dosadit soufadnice bodu 7.
x—D@Ed-1D)+@—2)(-2-2)=25,

3x— D)+ (-4 —2)=25,

3x—3-4y+8=25,

3x—4y—20=0.

Priklad 5.7

Napiste rovnici teény ke kruznici x> — 6x + y? — 4y — 5 = 0, ktera je rovnobézna s ptimkou p: x +y +
+4=0.

Reseni
Rovnice te¢ny dané kruznice v n&jakém jejim bodé Xo[xo; yo] ma tvar:
(o—=3)x—3)+(0—2)(y—2)=18.

Normalovy vektor tecny je n = (xo — 3; yo — 2). Vime, Ze te¢na bude rovnobézna s ptimkou p prave
tehdy, kdyz jeji norméalovy vektor n bude nenulovym nasobkem normalového vektoru piimky p*.
Musi tedy platit:

(xo = 3;y0— 2) =k(1; 1), pro néjaké k € R\{0}.

Z rovnic téchto vektorl mizeme vyjadiit xo = k + 3 a yo = k + 2. ProtoZe bod Xo[xo; yo] leZi na kruznici
(je to bod dotyku), musi navic platit, ze

(xo—3)>+ (o —2)>=18.

Po dosazeni za xo a yo do této rovnice, ziskdme kvadratickou rovnici s neznamou £:

(k+3-3P+(k+2-2)2=18,
I+ k=18,

242 =18,

k=+3.

40 Odkaz: Kapitola geometrie v roviné véta o vzajemné poloze pfimek uréenych obecnymi rovnicemi.
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Pro k = 3 je Xo[6; 5], pro k = =3 je Xo'[0; —1]. Teény jsou dvé viz obrazek. To jste ale nejspiSe
ocekavali.

Obr. 5.6: Obrazek k prikladu

Zjistime nejdiive rovnici prvni z nich:

3x—-3)+3(y—2)=18,
3x—-9+3y—-6=18,
3x+3y—33=0,
x+y—11=0.

Obdobné ziskdme i rovnici druhé te¢ny, kterd ma obecnou rovnici:

x+y+1=0.

Na zavér kapitoly o kruznici si zavedeme jeSté jeden pojem, a tim je poldra bodu vzhledem ke
kruznici. Polara je ptfimka, kterd ma jednu velice zajimavou vlastnost souvisejici s te¢nami kruznice.

Definice

Primka dand rovnici (x — m)(x; — m) + (y — n)(y1 — n) = 1’ se nazyvda poldra bodu Xi[xi,; yi] vzhledem
ke kruznici se stredem S[m, n] a polomérem r.

Véta

Polara bodu Xifxi; yi] vzhledem ke kruznici k se stfedem S[m; n] a polomérem r obsahuje body
dotyku tecen kruznice k, prochazejicich bodem X;.

Diikaz
Polara bodu Xi[xi; yi] vzhledem ke kruznici k se stredem S[m; n] a polomérem r obecnou rovnici:
(x—m)(xi—m)+ @ —n)yi—n)=r.

Pro bod Xo[xo; yo], ktery lezi na kruznici k, je (x — m)(xo — m) + (y — n)(yo — n) = r? rovnice tecny ke
kruznici prochazejicim timto bodem.

Hleddame takove Xo, pro které tecna ke kruznici prochazi nejen Xo, ale i Xi. Tj. hledame body dotyku
tecen prochdzejicich bodem X;. Musi tedy platit:
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(x1 —m)(xo—m) + (yi —n)(yo—n) = r’.

Chceme ukazat, ze bod Xo[xo; yo], pro ktery toto plati, musi lezet i na polare (x — m)(x; — m) + (y —
—n)(yi — n) = r’. Aby tam lezel, musela by byt splnéna rovnice (x; — m)(xo — m) + (y1 — n)(yo — n) =
2. Ta spliiend je, takze bod Xo[xo, yo], na poldre lezi.

Uloha
Najdéte teény ke kruznici k: x2 — 2x + y* + 6y — 6 = 0, které prochazeji bodem B[5; 1].

Reseni

Nejprve urc¢ime sttedovou rovnici kruznice £:
(x—1)2+@y+3)2=1e6.

Diky ptedchozi véteé vime, ze body dotyku kruznice a hledanych tecen lezi na polafe bodu B
vzhledem ke k. Polara ma rovnici:

x—DG-1)+@H+3)(1+3)=16,

dx—4+4y+12=16,

4x+4y—-8=0,

x+y—2=0.

Hledame priseciky polary a kruznice k. Z rovnice polary miizeme vyjadiit x:
x=2-y.

Do stfedové rovnice kruznice £ dosadime za x a feSime kvadratickou rovnici s neznamou y:
Q-y-1?2+(+3)2=1e,

(1- )2+ (v +37=16,

1-2y+)?+)y2+6y+9=16,

Y2 +2y—3=0.

Dopocitame y1 = 1, yo = =3 a ptislusné x1 = 1, xo = 5. Body Ti[1; 1] a T>[5; —3] jsou body dotyku.
Zbyva urcit rovnice tecen.

Obecna rovnice teny kruznice k v bod¢ 71 je:
(x— DA -=1)+(y+3)(1+3)=16,
y=1.

Obecnou rovnice teény kruznice k v bod¢ 72 najdeme stejnym zplisobem:
x-DE-D+@E+3)(-3+3)=16,
x=235.

Na nésledujicim appletu se miizete podivat, jak je polara bodu vzhledem ke kruznici ovlivnéna jejich
vzajemnou polohou.
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Elipsa
Elipsa vznikne fezem rotacni kuzelové plochy rovinou, ktera neprochazi jejim vrcholem a pro jejiz
odchylku ¢ od osy rotace kuzelové plochy plati: ¢ € (a; 90°), kde a je odchylka tvoficich p¥imek*!

kuzelové plochy od jeji osy.

Obr. 5.7: Elipsa jako Fez kuZelové plochy rovinou

Definice

Mnozina vsech bodii X roviny, pro které se soucet |XE| + |XF|, vzddlenosti bodu X od danych bodii E,
F této roviny, rovna danému cislu vetsimu nez |EF|, se nazyva elipsa. Body E a F se nazyvaji ohniska

elipsy.

Obr. 5.8: Charakteristiky elipsy

Na obr. 5.8 jsou elipsy s ohnisky E, F. Bod S se nazyva stied elipsy. Body 4, B, lezici na ptimce EF
nazyvame hlavni vrcholy elipsy, pfimku 4B potom hlavni osa elipsy. Body C, D se nazyvaji vedlejsi
vrcholy elipsy a pfimka CD vedlej$i osa elipsy. Vzdalenost a hlavniho vrcholu elipsy a jejiho stfedu
nazyvame hlavni poloosa elipsy a vzdalenost b vedlejsiho vrcholu a stfedu analogicky vedlejsi
poloosa elipsy. Vzdalenost e, ohniska a stfedu elipsy nazyvame vystiednost nebo také excentricita
elipsy. Z obr. 5.8 plyne vztah mezi vystiednosti a hlavni a vedlej$i poloosou a? = b* + €2. To plati,
protoze |[EA| + |[FA|=e+a+a—e=2a,atedy |ED| + |FD| =2a.

Poznamka

41 Napovéda: Tvorici pfimky kuZelové plochy jsou vSechny piimky tvofici jeji plast.
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Kruznice je specialni ptipad elipsy, jejiz ohniska splyvaji s jejim stfedem. Pro kazdy bod X této elipsy
plati |EX]| + |FX]| = 2|SX] = 2r.

Piiklad 5.8

Urcete vystiednost elipsy s hlavnim vrcholem A[—1; 1], vedlejSim vrcholem B[4; —2] a stiedem
S[4; 1].

Reseni
Ze zadani mizeme ur€it hlavni a vedlejsi poloosu a, b dané elipsy. Vime, Ze

a=1|4S/ab=|BS).

a=@-(D2+1-12=52=5,

b=y(4-47 +(1-(2)2 =32 =3.

Ze vztahu a? = b* + ¢? dopocitame vystiednost e:
e?=a>—b*=52-32=25-9=16,

e==4.

Protoze vysttednost je vzdalenost ohniska od stfedu, miiZe to byt jen nezaporné ¢islo, tedy e = 4.

Definice

Rovnice

_ 2 _ )2
(xa;n) +(yb2n)

=1;a,b>0,

se nazyva stiedovd rovnice elipsy se stredem S[m; n] a poloosami a, b.

Pro ohniska E[e1; e2], F[f1; f2] elipsy z definice plati nasledujici. Je-lia> b, platiex=for=n,e1=m—e

afi=m+e.Jelia<bplatieir=fi=m,ec=n+e,fp=n—e,kde €= Vaz'bz'

Poznamka

Pokud je a > b, tak stfedova rovnice uréuje elipsu, jejiz hlavni osa je rovnobézna s osou x a a je jeji
hlavni poloosa viz obr. 5.8 vlevo. Je-li a < b, pak stfedova rovnice elipsy urcuje elipsu jejiz hlavni osa
je rovnob€zna s osou y a jeji hlavni poloosa je b viz obr. 5.8 vpravo.

Priklad 5.9

Najdéte stfedovou rovnici elipsy se sttedem S[2; 2], vystfednosti e = 4 a hlavnim vrcholem A[—3; 2].
Resenti

Abychom mohli napsat rovnici elipsy, potiebujeme znat jesté jeji hlavni a vedlejsi poloosu. Nejprve
vypocitdme hlavni poloosu |SA|:

ISAI=(-3-22+(2-2)>=425=5.
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Vedlejsi poloosu b vypocitame z hlavni poloosy a vystfednosti:
pr=qa?— e,
b=3.

Zadana elipsa ma hlavni osu rovnobéznou s osou x. To je vidét ze soufadnic bodii 4 a S na obr. 5.9.
Body 4, S maji stejnou y-ovou soufadnici a lisi se jejich souradnice x-ova.

g ——

-

QZI S2; 2]

Obr. 5.9: Obrazek k prikladu

Hledanou stfedovou rovnici elipsy pak zapiSeme jako:

(x-2%  (v-27?
25 + 9 =1.

Definice

Stiedova rovnice elipsy upravend do tvaru px’ + qy°> + 2rx + 2sy +t=0; p, q, 1, s, t ER, p:q > 0, se

nazyva obecnd rovnice elipsy.

Poznamka

Ne kazda rovnice px? + qy* + 2rx + 2sy + t = 0; p-g > 0, je rovnici elipsy — to je obdobné jako
u kruZnice a jeji obecné rovnice.*?

Piiklad 5.10

Urcete stied, ohniska a hlavni poloosu elipsy dané rovnici 25x2 + 9y% + 150x — 36y + 36 = 0.
Reseni

Nejprve obecnou rovnici upravime na rovnici stiedovou:

25x2+9y? + 150x — 36y + 36 =0,

25x% +150x + 92 — 36y + 36 =0,

25(x2 + 6x) +9(0* —4y) + 36 =0,

25(x*+6x+9—-9)+9(0?—4y+4-4)+36=0,

25(x +3)2=225+9(y —2)>-36+36=0,

42 Odkaz: Kapitola kruZnice, obdobna poznamka.
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25(x + 3)2 +9(y — 2) = 225,

25(x+3)*  9y-2?*
25 t 25 =L

x+3?  (y-2)7?
g +7 35 =1

Ze sttedové rovnice snadno urCime jak stfed elipsy, tak jeji hlavni a vedlej$i poloosu. Navic
rozpozname i orientaci jeji hlavni osy viz obr. 5.10.

Obr. 5.10: Obrazek k prikladu

Hlavni osa je rovnobé&zna s osou y, coz nam také napovida, kde hledat ohniska £ a F. Z rovnice uréime
hlavni poloosu a = 5, vedlejsi poloosu b = 3 a stfed elipsy S[—3; 2]. Dopoc¢itame vystiednost e = 4
a zbyva urcit ohniska £ a F. Jelikoz vime, ze hlavni osa elipsy je rovnob&znad s osou y, mizeme
ohniska jednoduse uréit za pomoci vystifednosti a soufadnic stfedu:

E=[-3;2+¢]=[3;6],
F=[-3;2-¢]=[-3;-2].

Uloha

Najdéte obecnou rovnici elipsy, ktera ma stied S[2; 1], hlavni vrchol A[2; 6] a ohnisko E[2; —3].
Reseni

» Obecnou rovnici elipsy ziskame upravenim jeji stfedové rovnice. K jejimu zapisu potfebujeme

kromé sttedu elipsy znat i jeji hlavni a vedlejsi poloosu. Ze zadani mizeme vypocitat hlavni poloosu
a a vystfednost e a z nich pak vedlejsi poloosu.

a=1481=/2-2%+(1-6)?=5?=5,
e=IESI=\/(2-2)2+(1 - (-:3)2 =42 =4,

b2:a2_€2’
P =52—42=9,
b=3.

Vedlejsi poloosa elipsy je vzdalenost, kterd je vzdy nezaporna, proto b = 3.
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» Tvar sttedové rovnice elipsy plyne ze vzajemné polohy jeji hlavni osy a osy y. Elipsa ma svou
hlavni osu rovnobéznou s osou y*3, jeji rovnice je proto:

(x-2?% (-1
—9 *725 =L

» Upravime stfedovou rovnici a ziskame rovnici obecnou:
25(x = 2)>+9(y — 1) =259,
25(x* —4x +4) + 902 — 2y + 1) =225,
25x*+9y2 = 100x — 18y + 100 + 9 — 225 =0,
25x2+9y? = 100x — 18y — 116 = 0.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple...
Ulohy Nastaveni Pomoc

T ®l

24

S N

&4
Q’/ x zkontroluj V) osy ) miizka reset |

Applet started.

Vzajemna poloha elipsy a primky
V roviné mohou nastat tii rizné vzajemné polohy elipsy E a pifimky p: nemaji zadny spole¢ny bod,
maji jeden spolecny bod nebo maji dva spole¢né body.

Piimka p lezi vné elipsy E. Nazyvame ji vnéjsi piimka elipsy.

- pNE={P}
Ptimka p se elipsy E dotyka v bod¢ P. Pfimku p nazyvame tecna elipsy E.

*pNE={X 7Y}
Ptimka elipsou prochézi a protina ji v bodech X a Y. Pfimku p nazyvame secna elipsy E.

43 Napovéda: X-ova soutadnice stfedu je stejna jako x-ova soufadnice hlavniho vrcholu.
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Obr. 5.11: Vzajemna poloha pFimKy a elipsy

Priklad 5.11

i 2 _

Urcete vzajemnou polohu piimky p: x —3y + 1 =0 aelipsy E: 4 ty= 1.

Resent

Z rovnice pfimky p vyjadiime x = 3y — 1 a dosadime do stfedové rovnice elipsy E. Ziskame
kvadratickou rovnici

3y - 1)?

( )’4 ) + y2 =1,
Gy -1 +4y> =4,
N2—6y+1+42-4=0,
13y2 -6y —3=0.
Kofeny této kvadratické rovnice odpovidaji y-ové soutadnici spolecnych bodl p a E. Z diskriminantu
D zjistime, kolik jich je, a podle toho i1 vzajemnou polohu. Je-li D < 0, pfimka je vnéjsi ptfimkou elipsy.
Je-1i D = 0, ptimka je tecnou elipsy a nakonec, je-li D > 0, pfimka elipsu protina ve dvou bodech a je
jeji seCnou. V naSem pripadé

D=(—6)*—4-13-(-3) =36 + 156 = 192.

Diskriminant je kladny a pfimka p ma proto s elipsou E dva spolecné body. Pfimka p je se¢nou elipsy
E.

Uloha

NS

_)72
+7=1_

Vysetiete vzajemnou polohu ptimky p: x =3 +¢,y=2 - 2f; t ER, a elipsy

Reseni

« Budeme postupovat podobné jako v prikladé 5.11%. Vyjadfené soufadnice x a y z parametrické
rovnice piimky p dosadime do stfedové rovnice elipsy a ziskdme

B+0*  (2-21?
5 t—9 =1

9(9 + 61+ 1) + 4(4 — 8t + 412) = 36,

25¢2 +22t+ 61 =0.

« Spocitame diskriminant D této rovnice:
D =22%—4-25-61 =484 — 6100 = —5616.
Diskriminant je zaporny. To znamena, ze pfimka p nema s elipsou zadny spolecny bod a je vné&jsi
primkou elipsy.

44 Odkaz: Piiklad 5.11.
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Véta

Rovnice

Xo-m)x-m)  (yo-n)y-n
oo Qo

Jje rovnici tecny k elipse s rovnici

(x-m?*  (y-n?
Cl2 + b2 _1’

v bodé Xo[xo; yo].

Diikaz

Nejprve ukdzeme, Ze zadana rovnice je rovnice primky prochazejici bodem Xo. Poté budeme hledat
pruseciky této primky se zadanou elipsou a dokazeme, zZe prusecik je jen jeden. Nutné jim musi byt bod
Xo. Primka je tedy tecna elipsy v bodé Xo.

Rovnice
(xo-m)(x-m) (Yo -n)y-n) (x-my?  (y-n)
a2 + b2 = 1 s (12 + z b2 = 1 5

pro dalsi vypocty upravime na

b*(xo — m)(x — m) + a’(yo — n)(y — n) = a’b’,

b’(x —m)’ + a’(y — n)? = a’b°.

Prvni z nich je rovnice primky, protoze bud b*(xo — m) # 0 nebo a’(vo — n) # 0.

Dokazujeme, Ze primka b’(xo — m)(x — m) + a’(vo — n)(y — n) = a’b’ je tecnou elipsy b*(x — m)? +
+ a’(y — n)? = a’b? v bodé Xo[xo, yo].

Dosadime-li do rovnice piimky souradnice bodu Xo, ziskame b*(xo — m)(xo — m) + a’*(vo — n)(yo — n) =
= a’b’. Tato rovnost plati, protoze bod Xy je bodem elipsy, tedy b’(xo — m)? + a’(yo — n)’> = a’b’. Bod
Xo je tedy bodem zadané primky.

Z rovnice primky ted vyjadrime (x — m):

a*h? - az(yo -n)(y-n)
b*(xo - m)

(x-m)=

Vyjadiené (x — m) z rovnice primky dosadime do rovnice elipsy. Pocet veseni kvadratické rovnice,
kterou po dosazeni ziskame, je i pocet priisecikii nasi primky a elipsy.

bz( a*b? - az(yo -n)(y-n)

2
P -m) ) +aXy-mP=ah?,

(@b’ — a’(yo — n)(y — n))? + a’b’(y — n)? + a’b’(y — n)*(xo — m)? = a’b*(xo — m)?,
a’b? = 2a’b’(yvo — n)(y — n) + a’*(vo — n)’(y — n)? + a’b’(y — n)’(xo — m)? = a’b*(xo — m)°.
Provedeme substituci, kterda neovlivni pocet reseni, ale zprehledni dalst zapis:

t=y—n

45 Napovéda: Vychazime z rovnice elipsy, proto vime, ze a-b # 0. Bod dotyku Xo lezi na elipse, a proto bud’
(xo — m), nebo (yo — n) musi byt nenulové. Kdyby tomu tak nebylo, bod Xo by musel byt stfedem elipsy.
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Ziskame:

a’b? = 2a’b’(yo — m)t + a*(yo — n)’f + a’b’(xo — m)’f> = a’b*(xo — m)?,

Plat(yo — n)? + a’b’(xo — m)?) + t(=2a*b’(yo — n)) + a’b* — a’b?(xo — m)? = 0.

Z diskriminantu D urcime pocet resent a ndsledné i pocet priisecikii:

D = 4a%b*(yo — n)?> — 4(a’(vo — n)? + a’b>(xo — m)?)(a’b* — a’b*(xo — m)?) =

= 4a8b*(yo — n)? — 4ad(yo — n)’b? — 4ab%(xo — m)?> + 4a’b*(yo — n)*(xo — m)?> + 4a*b®(xg — m)* =

= 4a*b*(xo — m)?(—a’b’ + a’(yo — n)? + b?(xo — m)?).

Posledni zavorka je jen jinak zapsany vyraz b’(xo — m)’> + a’(yo — n)> — a’b? ktery je roven 0.

Vyjadruje totiz rovnici elipsy po dosazeni souradnic bodu Xo. Diskriminant je tedy roven 0 a rovnice
md pravé jedno reseni.

Tim jsme dokazali, Ze zkoumana primka a elipsa maji pravé jeden spolecny bod, tj. primka je jeji
tecnou. Spolecnym bodem je bod Xy, proto je dand primka tecnou elipsy v bodé Xo.

Pokud byste nékdy chtéli zkonstruovat te¢nu elipsy v néjakém jejim bodé vézte, ze te¢na k elipse
s ohnisky E, F' v jejim libovolném bod¢ T je ta osa thlu ptimek E7, EF, ktera neprochazi tiseckou EF.

Obr. 5.12: Konstrukce te¢ny Kk elipse

Piiklad 5.12
(x-27  (y-3) 1
Uréete te¢nu elipsy 10 © 40~ v bod& T13; 9].
Reseni
Rovnici te¢ny k dané elipse miizeme zapsat podle dokazané véty jako

B-2)x-2)  (9-3)(y-3)
0+t a0 =1L

(x-2) 6(y-3)

o * a0 =1

4(x — 2) + 6(y — 3) = 40,
dx—8+6y—18—40=0,
dx+ 6y — 66 =0,

2x +3y—33=0.
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Uloha

G+ -2
Urcete rovnice teéen elipsy 32 2 77, které jsou kolmé k ptimce p: 4x —y + 5= 0.

Reseni
» Tecna této elipsy v bode€ X[xo; yo] ma nasledujici rovnici
(o +Dx+1)  (-2)(r-2)
32 T 2 =1
(xo+ D(x+ 1)+ 16(v0 — 2)(y — 2) = 32. (5.2)

« Normalovy vektor této te¢ny je nt = (xo + 1; 16y0 — 32). Hledame te¢ny, jejichZz normalovy vektor je
kolmy na normalovy vektor piimky p — np = (4; —1). Musi tedy platit
nenp = 0,
tedy
4(xo+ 1) — (160 — 32) =0,
4x0 — 16y0 + 36 = 0.
x0—4y0+9=0. (5.3)

Protoze bod Xo[xo; 10] je bodem elipsy, musi jeho soufadnice spliiovat rovnici elipsy:
(o+1)*  (30-2)°
2t 2 =L
Z (5.3) mizeme vyjadiit xo = 4y0 — 9 a dosadit do této rovnice. Ziskame
(4y0-9 +1)? N (0-27°

2 2 =1,
po upravach pak
v —4y+3=0.

| J—

« Tato rovnice ma dve feseni yo' = 1 a yo" = 3, kterym odpovidaji xo' = —5 a xo" = 3. Staci jen dosadit
do (5.2), upravit ptislusné rovnice a ziskame rovnice hledanych tecen:
t:x+4y+1=0,
h:x+4y—15=0.

" o_

Parabola

Parabola je kuzelosecka, kterd vznikne prinikem rotacni kuzelové plochy s rovinou, ktera neprochazi
jejim vrcholem a ktera je rovnobé&zna s praveé jednou ptimkou této kuzelové plochy.

Obr. 5.13: Parabola jako ez kuZelové plochy rovinou
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Definice

V roviné je dan bod F a primka q, ktera jim neprochdzi. Mnozina vSech bodii roviny, které maji stejnou
vzdalenost od bodu F a od primky ¢, se nazyva parabola. Bod F se nazyva ohnisko, primka q Fidici
PpFimka paraboly.

Mo

Nfo

Obr. 5.14: Charakteristiky paraboly

Bod V, na obr 5.14, je jediny bod paraboly lezici na jeji ose o. Nazyvame jej vrehol paraboly.
Vzdalenost ohniska paraboly od jeji fidici pfimky budeme oznacovat jako p.

Definice
Rovnice
(x —m)? = £2p(y — n), resp. (v — n)> = £2p(x — m), kde p > 0,

se nazyvaji vrcholové rovnice paraboly s vrcholem V[m; n] a ohniskem E[m; n £ p/2], resp.
E[m£p/2; nj.

Z vrcholové rovnice miizeme urcit polohu vrcholu, ohniska a fidici pfimky paraboly. Na obr. 5.15 jsou
zleva doprava &asti parabol s rovnicemi y =2(x — 1)%, y = 2(x — 1), x =2y —1)?ax=2(y — 1)%

Paraboly (x — m)?> = £2p(y — n) maji osu rovnobéznou s osou y. Parabola je ,,oteviena™ ve sméru
kladné poloosy y, pokud ma rovnici (x — m)?> = 2p(y — n). Parabola je ,,oteviena™ ve sméru zaporné
poloosy y, pokud ma rovnici (x — m)> = —2p(y — n).

Paraboly (y — n)?> = £2p(x — m) maji osu rovnob&znou s osou x. Parabola je ,,oteviena™ ve sméru
zaporné poloosy x, pokud ma rovnici (v — n)> = —2p(x — m). Parabola je ,,oteviena™ ve sméru kladné
poloosy x, pokud ma rovnici (y — n)?> = 2p(x — m).
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(1)

Obr. 5.15: Riizné paraboly

Priklad 5.13

Najdéte vrcholovou rovnici paraboly ur¢ené ohniskem E[2; 4] a fidici ptimkou ¢: y = —2.
Reseni

Vrchol V hledané paraboly lezi mezi bodem E a ptimkou g. Plati, ze V € o a 2|[EV] =2|Vq| = p.

Obr. 5.16: Obrazek k prikladu

Ze vzdalenosti E a q a jejich polohy viz obr. 5.16, miizeme urcit jeho soufadnice. Protoze |Eq| = 6,
muzeme Fici, ze soufadnice vrcholu V jsou [2; 1]. Z toho uz jednoduse vyjadiime vrcholovou rovnici:

(x—2)2=12( - 1).

Definice

Vicholové rovnice paraboly upravené do tvarii x? + 2rx + 2sy +t =0a )’ + 2sx + 2ry +t = 0; r £ 0,
r s, t ER, se nazyvaji obecné rovnice paraboly.

Piiklad 5.14

Urcete obecnou rovnici paraboly s vrcholem V[2; —1], jejiz fidici pfimka je osa y.

Resent

Vrcholovou rovnici ur¢ime ze soufadnic vrcholu paraboly a velikosti koeficientu p, ktery odpovida
dvojnasobku vzdalenosti vrcholu od fidici ptimky, p = 4. Je jesté potieba vzit v ivahu, polohu vrcholu
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V vaci tidici pfimce paraboly. Nase parabola je ,,oteviena™ ve sméru kladné poloosy x a jeji vrcholova
rovnice je:

v+ 1)2=8x—-2).
Obecnou rovnici ziskdme roznasobenim a upravenim vrcholové rovnice paraboly:

y2+2y+1=8x—16,
Y2 =8x+2y+17=0.

Uloha
Najdéte ohnisko, vrchol a fidici piimku paraboly, ktera je dana rovnici x> — 4x — 4y + 12 =0.
Reseni
« Nejprve pfevedeme obecnou rovnici na rovnici vrcholovou:
x?—4x—4y+12=0,
(x—22-4-4y+12=0,
(x—2)>=4y-38,
(x—2)2=4(—-2).

« Z vrcholové rovnice umime urcit souradnice vrcholu V[2; 2], orientaci paraboly a vzdalenost p tidici
piimky a ohniska p = 246, Rovnice odpovida parabole na obrazku.

Jeji ohnisko je E[2; 3] a jeji fidici pfimka g mé rovnici: y = 1.

46 Napovéda: Prava strana rovnice odpovida 2p(y — 2).
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Vzajemna poloha paraboly a primky
V rovin¢ mohou nastat tfi rizné vzajemné polohy paraboly L a pfimky p: nemaji Zadny spole¢ny bod,
maji jeden spolecny bod nebo maji dva spole¢né body.

Ptimka p lezi vné€ paraboly L a nazyvame ji vnéj$i pfimka paraboly.

- pNL={P}
Piimka p ma s parabolou L pravé jeden spole¢ny bod, bod P.

Pokud je ptimka p riznobézna s osou o paraboly, nazyvame ji te¢nou paraboly L.
Pokud je ptimka p rovnobézna s osou o paraboly L, tecnou ji nenazyvame.

«pNL={X Y}
Ptimka parabolou prochazi a protina ji v bodech X a Y. Pfimku p nazyvame se€nou paraboly L.

Obr. 5.17: Vzajemna poloha paraboly a piimky

Priklad 5.15

Najdéte spole¢né body ptimky 2x —y + 5 =0 a paraboly (y — 3)>=2(x — 1).

Reseni

Budeme postupovat podobné, jako kdyz jsme hledali spole¢né body piimky a elipsy. Z rovnice piimky

nejprve vyjadiime y = 2x + 5 a dosadime do rovnice paraboly:

(2x+5-32=2(x—1).
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Hled4me feSeni kvadratické rovnice

(2x +2)?=2x-2.

Pocet feseni ur¢i vzdjemnou polohu piimky a paraboly. Navic ziskdme jednu ze soutfadnic hledanych
priseciku.

4x2+8x+4=2x—2,

4x2+6x+6—-0,

2x2+3x+3=0.

Diskriminant této rovnice je:
D=32-423=9-24=-15.

Rovnice nema zadné feSeni, a proto mtizeme fici, Ze zadana pfimka a parabola nemaji zadny spolec¢ny

vvvvvv

Priklad 5.16

Je dana parabola L: (y — 1)> = —4x a ptimka r: —x + 2y + 2 = 0. Urcete jejich vzajemnou polohu
a spolecné body, pokud existuji.

Reseni

Budeme postupovat podobné jako v prikladé 5.15. Z rovnice ptimky vyjadiime x = 2y + 2 a dosadime
do rovnice paraboly:

(= 1=-4Q2y+2),
Y =2y+1+8+8=0,
2 +6y+9=0.

Diskriminant této rovnice je:
D=62-419=0.

Z nulového diskriminantu plyne, Ze parabola a pifimka maji pravé jeden spolecny bod 7. Jeho y-ova
soufadnice je feSenim kvadratické rovnice > + 6y + 9 = 0, y = —3. Dosazenim za y do x = 2y + 2
spocitame x-ovou soufadnici bodu T:

X=2(-3)+2=—4,
1-4; -3].

Bod T je jedinym spole¢nym bodem piimky a paraboly. Je tfeba urcit, zda r je te¢nou paraboly L, tj.
zda r % o, kde o je osa paraboly L. Zjistime to z normalového vektoru vektoru pfimky ». Pokud by byl
kolmy na osu o paraboly, pak by piimka r byla s osou o paraboly L rovnobézna a nebyla by tecnou.
Nebude-li tomu tak, mtizeme fici, Ze pfimka 7 je te¢nou paraboly L.

nr = (—1; 2) je normalovy vektor piimky r. Protoze parabola L ma osu rovnob&Znou s osou x, ma
smérovy napiiklad u = (0; 1).

Vypocitame skalarni soucin vektort u a ny:
un=(—1)0+2-1=2.

Skalarni soucin je nenulovy, vektory u a nr nejsou navzajem kolmé a piimka r je tedy te¢nou paraboly
L. Totéz zjistime i z obr:. 5.18.
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Obr. 5.18: Obrazek k prikladu

Véta

Rovnice

(xo =m)(x —=m) =Ep(o—n) £p(y —n); p> 0, resp. (yo— n)(y —n) =p(xo —m) £p(x —m); p >0,
Jje rovnici tecny k parabole s rovnici

(x —m)’=x2p(y —n); p> 0, resp. (y — n)’ =+2p(x —m); p > 0,

v bodé Xo[xo; yo/.

Diikaz

Ze vSech ctyr ruznych moznosti dokdazeme jen, Ze rovnice (xo — m)(x — m) = p(yvo — n) + p(y — n);
p > 0, je rovnici tecny k parabole s rovnici (x — m)? = 2p(y — n); p > 0, v bodé Xo[xo; yo]. Ditkazy
zbylych moznosti by byly obdobné.

Nejprve ukazeme, Ze rovnice (xo — m)(x — m) = p(yo — n) + p(y — n); p > 0, je rovnici primky,
obsahujici bod Xy. Poté dokdzeme Ze uvedena primka ma s prislusnou parabolou pravé jeden spolecny

bod a nakonec, ze neni rovnobezna s osou paraboly.

Rovnice (xo — m)(x — m) = p(yo — n) + p(y — n) je rovnici primky, protoze p > 0. Bod Xy na této
primce lezi, pokud plati:

(xo = m)(xo —m) =p(yo—n) + p(yo—n),
(xo — m)? = 2p(yo — n). (5.4)

To plati, nebot bod Xy je bodem paraboly (x — m)? = 2p(y — n),; p > 0.

Ukazeme, zZe primka dana rovnici (xo — m)(x — m) = p(yo — n) + p(y — n); p > 0 ma s parabolou (x —
—m)? =2p(y — n); p > 0, pravé jeden spolecny bod.

Z rovnice primky vyjadiime (y — n) a dosadime do rovnice paraboly:

()= (XO‘m)(x'V;)'P(yO‘n)’

(x0 - m)(x - m) - p(Yo - 1)
p b

(x —m)? =2(xo = m)(x = m) — 2p(yo — n).

(x-my*=2p
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Provedeme substituci t = x — m. Tato substituce nezmeéni pocet reseni a zprehledni dalsi vypocet.
£ = 2(xo — m)t + 2p(yo — n) = 0.

Diskriminant D této kvadraticke rovnice s neznamou t je:

D = (=2(xo—m))? —4-1-2p(vo — n)) = 4(xo — m)?> — 8p(yo — n) = 4((xo — m)’> — 2p(yo — n)).
Vyuzijeme platné rovnosti (5.4) a vidime:

D =42p(vo—n) — 2p(yo — n)) = 0.

Diskriminant je roven nule. PFimka a parabola maji pravé jeden spolecny bod. To samo o sobé jeste
nemusi znamenat, ze primka je tecnou paraboly, viz rozbor vzdjemnych poloh*’. Musime jesté dokdzat,
Ze primka neni rovnobézna s osou paraboly.

Primka (xo — m)(x — m) = p(yo — n) + p(y — n) ma normalovy vektor n = (xo — m; p) a parabola (x —
—m)? = 2p(y — n); p > 0, md osu rovnobéznou s osou y. Jestlize za smérovy vektor osy paraboly
zvolime napriklad u = (0; 1), miizeme overit, ze n'u = (xo — m)-0 + p-1 = p. Protoze p > 0, zkoumanda
primka neni rovnobézna s osou paraboly, ale je jeji tecnou.

Piiklad 5.17

Parabola je dana ftidici pfimkou x = —1 a ohniskem FE[3; —1]. NapiSte rovnici te¢ny této paraboly
v jejim bodé 779; 7].

Resenti

Rovnici tecny paraboly v né€jakém bod¢ miizeme snadno vyjadfit, zndme-li vrcholovou rovnici dané
paraboly. Zadana parabola mé osu rovnobéznou s osou x. Vzdalenost jeji fidici piimky od ohniska je
rovna 4 a soufadnice vrcholu paraboly jsou V[1; —1]. To vSe miizeme zjistit ze zadanych soufadnic
ohniska a fidici pfimky. Rovnici paraboly pak zapiSeme jako:

0= (CDy=24x-1),

y+1)2=8x—1).

Tecna v bod¢ 719; 7] ma podle ptedchozi véty rovnici:

G+ DI+1D)=4x—-1)+409—-1),

8y+8=4x—-4+32,

—4x +8y—20=0,
x—2y+5=0.
Uloha

Najdéte fidici pfimku a ohnisko paraboly, kterd je zaddna rovnici x2 + 4x — 4y + 16 = 0. Urcete
vzajemnou polohu a ptipadné priseciky této paraboly s piimkou 3x —y + 1 =0.

Reseni

» Nejprve pfevedeme obecnou rovnici paraboly na jeji vrcholovou rovnici.
X?+4x+4-4-4y+16=0,
(x+2)y—4y+12=0,
(x+2)>=4(@—3).

« Z vrcholové rovnice ur¢ime charakteristiky paraboly. Vrcholem je bod V[—2; 3], parabola ma osu
rovnob&znou s osou y a vzdalenost ohniska a fidici pfimky je p = 2.

47 Odkaz: Vzajemna poloha piimky a paraboly.
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Z toho mizeme urcit soufadnice ohniska E[—2; 5] a rovnici fidici piimky y = 1.

« Pfi hledani vzajemné polohy paraboly a piimky pouZijeme jeSté neupravenou obecnou rovnici
paraboly. Z obecné rovnice pfimky vyjadiime y = 3x + 1 (5.5) a dosadime do obecné rovnice
paraboly. Ziskame
X2+4x—4C@x+1)+16=0,
xX2+4x—-12x—-4+16=0,
x2—8x+12=0.

Diskriminant této kvadratické rovnice je D = 16. Protoze je kladny vime, ze rovnice mé dvé feSeni
a pfimka s parabolou maji dva spole¢né body. Dopocitdme x1 = 6, x2 =2 a k nim ze vztahu (5.5) y1 =
=19ay,="7.

 Pfimka je senou paraboly. Jejich pruseciky jsou body Pi[6; 19] a P2[2; 7].

Hyperbola

Posledni kuzeloseckou, kterou si probereme je hyperbola. Hyperbola vznikne prinikem rotacni
kuzelové plochy s rovinou, ktera neprochazi jejim vrcholem a pro jejiz odchylku ¢ od osy rotace
kuzelové plochy plati: ¢ € <0°; a), kde a je odchylka tvoricich ptimek kuzelové plochy od jeji osy.

Obr 5.19: Hyperbola jako fez kuZelové plochy rovinou

Definice

V roviné jsou dany dva riizné body E, F. Mnozina vSech bodii X této roviny, pro které se || XE| — |XF||
rovnd danemu kladnému cislu, které je mensi nez |EF|, se nazyva hyperbola. Body E, F se nazyvaji
ohniska hyperboly.
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Obr. 5.20: Charakteristiky hyperboly

Stied S Gsec¢ky EF se nazyva stired hyperboly. Pfimka EF hlavni osou a osa Usecky EF vedlejSi osou
hyperboly. Dvéma bodiim A, B hyperboly, které lezi na jeji hlavni ose, fikdme vrcholy hyperboly.
Vzdalenost vrcholu hyperboly od stiedu nazyvame hlavni poloosa a hyperboly, vzdalenost ohniska od
stfedu pak vystiednost (excentricita) e hyperboly. Hyperbola se sklada ze dvou vétvi. Jedna z nich je
ta, ktera na obr. 5.20 obsahuje vrchol 4, druhé potom vrchol B.

b

Piimky y = kx + ¢, které prochazeji sttedem hyperboly a maji smérnici k=4 se nazyvaji asymptoty
hyperboly. Jsou-li asymptoty navzajem kolmé, hyperbola se nazyva rovnoosa. Asymptoty hyperboly
maji zajimavou vlastnost. Jejich vzdalenost od vétvi hyperboly se blizi k nule, ale nemaji s ni zadny
spolecny bod. Pokud bychom na obr 5.21 ob& vétvé hyperboly a jeji asymptoty prodlouzili
donekonecna, videli byste, Ze vétve hyperboly se k asymptotam neustale ptiblizuji, ale nikdy se jich
nedotknou.

Obr. 5.21: Asymptoty hyperboly
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Definice

Rovnice

-m?  (v-m)?

- x-m)?
a* b? )

=1, resp. e 2 =1l;ab#0,

nazyvame stiredové rovnice hyperboly se stredem Sfm; n] a vrcholy Afm + a; n], Blm — a; nj, resp.
Alm; n + aj, B[m; n — a] a vystrednosti € = \/a2 + bz.

a-m?  (-n?

. 2 2 = . . <
Hyperbola s rovnici @ b ma hlavni osu rovnobéznou s osou x.

(x-m)* + o-n?
V) 2 = . . <
Hyperbola s rovnici a b ma hlavni osu rovnobéznou s osou y.

2
16 -

2 242
X _ XY
Na obr. 5.22 je vlevo hyperbola s rovnici g =1 vpravo potom hyperbola s rovnici 16 * 9 = I

Obr. 5.22: Rizné hyperboly

Poznamka
Asymptoty odpovidajici rovnicim hyperboly v definici stftedové rovnice hyperboly jsou piimky

x-m _ y-n
a —*p

Vsimnéte si, Ze asymptoty jsou jsou pro obé hyperboly stejné, jen poloha hyperboly se vzhledem
k asymptotam lisi.

Piiklad 5.18

Urcete stfedovou rovnici a asymptoty hyperboly se stfedem S[2; —1], ohniskem E[7; —1] a vrcholem
A[5; —1].

Reseni

Ze soufadnic stifedu a vrcholu muZeme snadno spocitat hlavni poloosu a. Ze soufadnic stfedu
a ohniska pak vystfednost e, zadané hyperboly. Plati:
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a=|S4)=3,
e=|SE|=5.

Z hodnot a a e muzeme dopocitat koeficient b, ktery potfebujeme znat, abychom mohli vyjadfit
sttedovou rovnici hyperboly:

b=1/e2—a2.

Zbyva zvolit spravny tvar jeji stfedové rovnice. Ze soufadnic bodli S a £ vycteme, Zze hlavni osa
hyperboly je rovnobé&zna s osou x*8. Zadana hyperbola ma rovnici:

(x-27 (+1)?

9 -~ 16 =1L
Rovnice
(x-2) O+

3 = F 1

odpovidaji asymptotam zadané hyperboly. Upravime-li je, ziskame:

4x—-3y—11=0,
4x+3y—5=0.
Definice

Stiedova rovnice hyperboly upravend do tvaru px’> + qy° + 2rx + 2sy +t =0, p, q, 1, s ER, p-q <0,
se nazyva obecnd rovnice hyperboly.

Poznamka

Ne kazda rovnice v tomto tvaru je rovnice hyperboly.

Priklad 5.19

Najdéte stied, ohniska, hlavni vrcholy a asymptoty hyperboly, dané rovnici: 9x* — 90x — 16y — 96y +
+225=0.

Reseni

Upravime obecnou rovnici na stfedovou, ze které dokazeme celou fadu udaja piimo vy¢ist.

9(x? — 10x) — 16(y* + 6y) +225=0,

9(x* — 10x +25) — 9-25 — 16(3* + 6y + 9) + 16:9 + 225 =0,

9(x —5)2—16(y + 3)*> = —144,

(x-5?%  (@+3)7?
16 t 9 =1L

Z této rovnice urCime soutradnice stfedu hyperboly, jeji hlavni a vedlejsi poloosu. Stied S ma
soufadnice S[5; —3], hlavni poloosa a = 4, vedlejsi poloosa b = 3. Z a a b dopocitame vystiednost

e=16+9=5_ Tvar sttedové rovnice odpovida hyperbole, jejiz hlavni osa je rovnobézna s osou y. To

48 Napovéda: Body S a £ maji stejnou y-ovou soutadnici.
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nam sta¢i k urCeni soutadnic ohnisek E, F a hlavnich vrcholt 4, B; E[5; 2], F[5; —8], A[5; 0]
a B[5; —6].

Rovnice asymptot ziskame Gpravou rovnic

x-5 y+3
4 == 3 -

Ty upravime na:

ai:3x—4y—-27=0,
ax:3x+4y—-3=0.

Uloha

Napiste obecnou rovnici hyperboly s asymptotami ai: 3x + 2y — 9 =0, a2: 3x — 2y — 9 =0 a vrcholem
A[3; 3].
Resent
+ Rovnice asymptot miizeme zapsat jako
3Ix—9==2y.
x-m _ y-n
Rovnice asymptot upravime do tvaru @ ~ — b Na levé i pravé stran¢ potiebujeme mit

koeficienty u neznamych x a y rovny zlomku s Citatelem 1. Rovnice tedy vydélime 3-2 a ziskame:
3x-9 2y

« To jsou rovnice asymptot dvou rtiznych hyperbol s rovnicemi

_32 2
(x4) -%=il.

O kterou z téchto hyperbol se jedna, zjistime, pokud do nich dosadime soutadnice vrcholu A4.
Z uvedenych dvou rovnic je splnéna jen rovnice

x-3° 2 _
4 -9~ -1
To je rovnice hyperboly se sttedovou rovnici:
-3 ¥
-~ +t9= 1.

« Rovnici roznasobime a upravime na obecny tvar:
—9(x — 3)* + 42 = 36,
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—9x2 + 54x — 81 + 4% = 36,
Ox?—4y? —54x + 117 =0.

Applet Viewer: geometrieRovina/SouradnicovyApple...

Ulohy Nastaveni Pomoc

]

O &
BN
(./..__

Q/ x zkontroluj WV osy ) miizka reset

Applet started.

Vzajemna poloha hyperboly a primky
V roviné mohou nastat tii rizné vzajemné polohy hyperboly H a pfimky p: nemaji zadny spole¢ny
bod, maji jeden spole¢ny bod nebo maji dva spole¢né body.

Pfimka p nema s hyperbolou H Zzadny spole¢ny bod.

e pNH={T}
Ptimka p ma s hyperbolou H pravé jeden spolecny bod, bod 7.

Pokud je ptimka p riznobézna s asymptotami hyperboly, nazyvame ji te€énou hyperboly H.
Pokud je ptimka p rovnobézna s nékterou z asymptot hyperboly H, tecnou ji nenazyvame.

s pNH={X,Y}
Ptimka hyperbolou prochazi a protina ji v bodech X a Y. Pfimku p nazyvame se¢nou hyperboly H.

Obr. 5.23: Vzajemna poloha pfimky a hyperboly

Priklad 5.20

(x+2° (-1
Urcete pocet spoleénych bodt hyperboly £ 9 =~ 4 7 " apiimkyp:x+3y—1=0.
Reseni

Z rovnice piimky vyjadiime x = 1 + 3y a dosadime do rovnice hyperboly:
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A+3y+2)?%  (y-1)
5 -~ 4 =L

Ziskanou kvadratickou rovnici upravime na
409> -6y +1)— 902 — 2y + 1) =36,
27y* = 6y —41=0.

Z diskriminantu této rovnice uréime pocet jejich feSeni a tim zaroven pocet prisecikli hyperboly H
a primky p.
D =36—427(—41)=4 464.

D >0, rovnice ma dvé€ riizna feSeni. To znamena, ze hyperbola H a pfimka p maji dva spolecné body.

Priklad 5.21

(x-1)?
Je dana pfimka p: 4x — 15y — 4 = 0 a hyperbola H: 81 ~
a spolecné body, pokud existuji.

2
yo_
g =1 . Urcete jejich vzajemnou polohu
Reseni
Podobné¢ jako v prikladé 5.20 si nejprve z rovnice ptimky p vyjadiime x:

15y +4
X="—"7 .

Dosadime do rovnice hyperboly H a feSime kvadratickou rovnici:

(15y4+4 _1)2 ﬁ
81 -9

=1,

225y?
2 -9y? =8,

81)2 = 896,
y* =16,
yi,2=+4.

Rovnice ma dvé feSeni, proto je pifimka p seénou hyperboly H. Jejich priiseciky jsou body Pi[16; 4]
a P>[—14; 4], jejichz x-ové soufadnice ziskdme dosazenim hodnot y1, 2 do rovnice pfimky p.
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Véta
Rovnice

(x0-m)(x-m)  (yo-n)y-n)
a* ) b?

==+],

Je rovnici tecny k hyperbole s rovnici

(x-m?*  (y-n’
Cl2 - b2 = il )

v bodé Xo[xo; yo].

Diikaz

Tecna k hyperbole v néjakém bode Xo musi spliiovat nasledujici podminky:
o Musi to byt primka, ktera obsahuje bod Xo.

» Bod Xy musi byt jedinym spolecnym bodem této primky a hyperboly.

» Dana primka nesmi byt rovnobéznd s asymptotami prislusné hyperboly.

@-mP  (-n?

Vétu budeme dokazovat pro hyperbolu s rovnici @~ b* . Ukdzeme, Ze pFimka
(Fo-m)x-m) — Qo-my-n _
a b "~ vSechny tFi vySe uvedené podminky splituje.

(xp - m)(x - m) i Oo-n)(y-n) _1

Nejprve upravime rovnici a b : (5.6)

b’(x —m)(xo — m) — &®(y — n)(vo — n) = a’b?,
xb?(xo — m) — ya’(vo — n) — b’mxo + b’m? + a’yon — a’n’ = a’b’.

Protoze bud’ b*(xo — m) nebo a’(vo — n) jsou riizné od nuly, jednd se o rovnici primky s normdlovym
vektorem n = (b’(xo — m); a’(yo — n)). Budeme zkoumat, zda na této primce lezi bod Xy. Dosadime-li
do rovnice (5.6) souradnice bodu Xy, ziskame

(Xo-m)(Xo-m)  (Yo-m(Vo-1)
a? ) b? -

L,

(xo-m)®  (yo-n)*
& TP T

1.

1o plati, protoze bod Xy je zaroven bodem hyperboly s rovnici

(x-m?  (y-n)
& b =1.

Ted ukazeme, ze zkoumana primka neni rovnobézna s asymptotami dané hyperboly. Rovnice asymptot
jsou

bx — bm £ (ay — an) = 0.
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Jejich normalové vektory jsou na1, a2 = (b, *a). Jak uz jsme zjistili vySe, zkoumand primka mda
normdlovy vektor n = (b(xo — m),; a’(y0 — n)). Primka by s nékterou z asymptot byla rovnobéznd
pravé tehdy, kdyby normdlovy vektor primky byl ndsobkem normdlového vektoru této asymptoty.

Budeme dokazovat sporem. Kdyby zkoumana primka byla rovnobézna s nekterou z asymptot, muselo
by existovat cislo k € R, pro které by platilo:

b>(xo—m) =kb A (@*(yo—n) =ka v a’(yo— n) = —ka). (5.7)

Z prvni rovnosti mizeme vyjadrit k = b(xo — m). Dosadime-li do dalsich dvou rovnosti za k, zjistime, Ze
by méla platit jedna z ndsledujicich rovnosti:

b
(o -n) == (x0 - m).
Vime, ze bod Xy je bodem hyperboly, musi tedy platit

(x0-m)®  (yo-n)’
a T T

1.

Dosadime-li do této rovnice za (yo — n), ziskame

(xo-m)? b 21
Z "~ a-muz =l
0=1.

Tim jsme dosli ke sporu, miizeme tedy Fici, Ze neexistuje cislo k € R, pro které by vztah (5.7) platil

a zkoumana primka proto neni rovnobézna s asymptotami.

Zbyva dokdzat, Ze piimka b’(xo — m)(x —m) — a’(yo — n)(y — n) = a’b’> md s hyperbolou jen jeden
spolecny bod. Z rovnice primky vyjadiime napviklad (x — m):
a*bh* + a2(y0 -n)(y-n)

b¥(xo - m)

(x-m)=

Za (x — m) dosadime do rovnice hyperboly a resime kvadratickou rovnici:

a’b? + aX(yo - n)(y - n) \?
b(xo - m) (- n)? _
a* T T

L,

a'b* +2a*’(yo - )y - m) + @' (o - n’(y-n?*  (y-n)?
e 2 =L

a
@’b* + 2b%a’(vo — n)(y — n) + a’(vo — n)’(y — n)? — b’(xo — m)>(y — n)?> = b*(xo — m)>.
Provedeme substituci t =y — n a dalsimi upravami se propracujeme k
2((vo — n)’a® — b’(xo — m)?) + t(2a°b*(yo — n)) + b*(@® — (xo — m)?) = 0.
Diskriminant této rovnice je:
D = 2a’°b’(yo — n))?> — 4((vo — n)’a’> — b’(xo — m)?)b*(@®> — (xo — m)?) = 4a*b?(yo — n)? — 4b*(yo —
— n)’a’ + 4b%a’(yo — n)>(xo — m)? + 4bSa’(xo — m)> — 4bS(xo — m)* = 4b*((yo — n)’(xo — m)?a’ +
+ a’(xo — m)’b? — b?(xo — m)?) = 4b*(xo — m)?((vo — n)?a’ + a’b> — b>(xo — m)?).

Z rovnice hyperboly vime, Ze a’b? = b?(xo — m)* — a’(vo — n)?,
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tedy

D = 4b4(x0 — m)Z((yo — n)2a2 + bZ(xO — m)Z — aZ(yo — }’1)2 — bZ(xO — m)2) = 0

Rovnice ma jedno dvojndasobné veseni. To znamend, ze zkoumana primka ma s hyperbolou pravé jeden

spolecny bod a tim je, jak jsme jiz diive dokazali, bod Xo[xo; yo].

Priklad 5.22

Napiste rovnici te¢ny hyperboly 4x? — 52 — 24x — 20y — 4 = 0 v jejim bodé 78; —6].

Resent

Obecnou rovnici hyperboly pievedeme na rovnici stiedovou:
4> —6x+9-9)—-50°+4y+4—-4)=4,

4(x —3)>—5(y+2)>-36+20=4,

4(x —3)> = 5@ +2)>*=20,

(x-3° O+2¢
5 -~ g1 =1

Rovnici te¢ny hyperboly v bod¢ T ur¢ime z dokazané véty. Je to:

(x-3)8-3) (1 +2)(4+2)
5 C 5 =1,

20(x — 3) + 10(y + 2) = 20,
20x — 60 + 10y + 20 = 20,

2x+y—6=0.
Uloha
(x+2* (y-5*
Najdéte priseciky teény hyperboly H#: 4 = 8 7" v bodé& T14; —3] s piimkami p: x — 4y +

+12=0aq:—x+y+2=0.
Reseni
 Tec¢na ¢ k hyperbole H v bodé T ma rovnici:
x+2)4+2) (y-5)(-3-5)
- =1,
4 8
6(x+2) 8(y-95)
z t—g =L
12(x +2)+ 8(y —5) =8,
12x + 8y —24 =0,
t:3x+2y—6=0.

+ Hledame priseciky dvojic ptimek ¢, p a ¢, g.

tNp:
3x+2y—6=0,
x—4y+12=0.

Prvni rovnici vynasobime dvéma a pfi¢teme k druhé. Ziskame
7x+0=0,

x=0.

Dopocitame y-ovou soutadnici pruseciku, y = 3. Prisecik ptimek ¢ a p je bod P1[0; 3].
e tNgq:

3x+2y—6=0,
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—x+y+2=0.

Druhou rovnici vynasobime (—2) a pficteme k prvni. Ziskame
S5x—10=0,

x=2.

Dopocitame y-ovou soufadnici praseciku, y = 0. Prusecik ptimek 7 a ¢ je bod P»[2; 0].
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Plochy

V prostoru mimo rovin existuje i celd fada dalSich ploch. Mnoho z nich vidime kazdy den kolem nas:

« Na obr: 6.1 je akvarium, jehoZ plast tvori valcova plocha, je to nejvétsi akvarium svého druhu
a nachazi se v Berliné. Na obr. 6.2 je znama rotunda na Ripu, kterd je tvofena hned nékolika
valcovymi plochami.

« Plasté chladicich vézi atomové elektrarny Temelin na obr. 6.3 maji tvar jiné plochy — rota¢niho
hyperboloidu. Ta byla uZita i pifi tvorbé stiedni ¢asti plasté televizniho vysilace a hotelu na Jestédu,
znamé dominanty Liberce — obr: 6.4.

« Cela fada cirkevnich budov ma kopule, tvofen¢ Castmi kulové plochy. Z mnohych zminim jen
Panteon v Rimé, na obr. 6.5 nebo Baziliku svatého Petra ve Vatikanu — obr. 6.6.

Obr. 6.1: Berlinské akvarium® Obr 6.2: Rotunda na Ripu® Obr. 6.3: Jaderna elektrarna Temelin®!

49 Zdroj: http://4.bp.blogspot.com/ 8DfUOJtGIL8/SKI1cRfHKJI/AAAAAAAAAUA/VK2KiMwb6v0/s400/
Aqua04.jpg.

50 Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Rotunda na Ripu.jpg.

51 Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Je%C5%A 1t%C4%9Bd,_vys%C3%ADIla
%C4%8D,_pohled od jihu.jpg.
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http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Rotunda_na_Ripu.jpg
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Rotunda_na_Ripu.jpg
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Je%C5%A1t%C4%9Bd,_vys%C3%ADla%C4%8D,_pohled_od_jihu.jpg
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Je%C5%A1t%C4%9Bd,_vys%C3%ADla%C4%8D,_pohled_od_jihu.jpg
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Je%C5%A1t%C4%9Bd,_vys%C3%ADla%C4%8D,_pohled_od_jihu.jpg
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Je%C5%A1t%C4%9Bd,_vys%C3%ADla%C4%8D,_pohled_od_jihu.jpg

Obr 6.4: Jestéds? Obr. 6.5: Panteon™ Obr 6.6: Bazilika sv. Petra>*

Pro vSechny tyto plochy bychom mohli nalézt jejich vyjadieni a fesit s nimi rizné tlohy. My se ale
podrobnéji budeme zabyvat jen jednou z nich, kulovou plochou neboli sférou.

Kulova plocha
Definice

Kulova plocha (sféra) je mnozina vSech bodii v prostoru, které maji od daného bodu, stiedu kulové
plochy, danou vzdalenost, polomér kulové plochy.

Obr. 6.7: Kulova plocha

52 Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:JETE-chladici_veze.jpg.
53 Zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Pantheon.drawing.jpg.

54 Zdroj: http://it.wikipedia.org/wiki/File:StPetersDomePD. jpg.
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Definice

Rovnice (x — m)? + (v — n)?> + (z — p)? = r? se nazyva stitedovd rovnice kulové plochy se stiedem
Sfm; n; p] a polomérem r.

Priklad 6.1
Ur¢ete rovnici kulové plochy dané stfedem S[1; 3; 2] a bodem P[5; —1; 3], ktery na ni lezi.
Reseni

Vzdalenost bodt S a P urcuje polomér » hledané kulové plochy:

ISPI=y(5-12+(-1-3)24+(3-2)2 =42+ (42 +12= /33,
Rovnice kulové plochy se pak da zapsat jako:

(x— 1P+ (y— 30+ (z -2 =33.

Vzajemna poloha primky a kulové plochy
Vzajemné polohy piimky p a kulové plochy @ rozeznavame tfi. Navzajem se 1isi poctem spole¢nych
bodut. Ty mohou byt dva, jeden nebo zadny.

Ptimka lezi mimo kulovou plochu.
«pN &= (T}

Ptimka se kulové plochy dotyka v pravé jednom bodé, je jeji te€nou. Jejich spolecny bod, bod T,
nazyvame bod dotyku.

cpNO={XY}
Ptimka kulovou plochou prochazi, jejich spole¢nymi body jsou body X a Y.

Obr. 6.8: Vzajemna poloha piimky a sféry
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Priklad 6.2

Najdéte spole¢né body piimky p(P; u) a kulové plochy dané rovnici x2 + 2 + (z — 2)? = 4, je-li
P[3;1;2lau=(1;2;-1).

Reseni

Nejprve si vyjadiime pfimku p parametricky.

p:

x=3+1¢,
y=1+2t,
z=—t;t€R.

Vyjadiené soutadnice dosadime do rovnice sféry a ziskame:

GHP+ (14202 + (1 =22 =4,
32+ 7t+5=0.

Kofeny této kvadratické rovnice odpovidaji hodnotam parametru ¢, urcujici hledané priseciky.
Diskriminant této rovnice je zaporny:

D=7*-435=—11,

Rovnice nema zadné realné feseni, a proto miiZzeme fici, Ze pfimka p zadanou sféru neprotina.

Vzajemna poloha roviny a kulové plochy
Rozeznavame tfi rizné vzajemné polohy roviny p a kulové plochy @.

Rovina lezi mimo kulovou plochu.
«pNP=1T}

Rovina se kulové plochy dotyka, je jeji te€nou rovinou, jejich prinik, bod 7, nazyvame bod
dotyku.

epNd=k
Rovina kulovou plochu protina, jejich prinikem je potom kruznice k.

Piiklad 6.3

Najdéte prinik kulové plochy se sttedem S[2; 0; 1] a polomérem » = 4 s rovinou xy>°.

Reseni

Rovina xy ma rovnici z = 0, rovnice kulové plochy je (x — 2)? + y? + (z — 1)?> = 16. Pokud hledame
spolec¢né body, fesime nasledujici soustavu:

(x—22+y2+(z—1)2=16,
z=0.

Vyjadirené z mizeme dosadit do rovnice kulové plochy a ziskdme

(x—2)2+y*=15.

55 Napovéda: To je rovina uréena soufadnicovymi osami x a y.
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Priinikem zadané kulové plochy a roviny je tedy kruznice lezici v rovin€ xy se stiedem [2; 0; 0]
a polomérem Vis.
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Ulohy a testy

Ulohy I

Uloha

Urcete, zda je vektor u = (2; 1; 6) linedrni kombinaci vektort v=(1; —2; 3) aw=(3; 5; 0).

Reseni

« Je-li nas zadany vektor u linearni kombinaci dvou vektort v, w, pak existuji realna Cisla a, b tak, ze

u = av + bw. Vektory se rovnaji, jsou li stejné jejich soutradnice, hledame tedy realna cisla a a b
takova, aby platilo (2; 1; 6) = a(1; —2; 3) + b(3; 5; 0). Tedy:

2=a+3b,
1=-2a+5b,
6 = 3a.

 Z posledni rovnice vyjadiime a = 2. Po dosazeni do rovnice prvni, dopocitdme » = 0. Nyni je tfeba
dosadit spoctené hodnoty do rovnice druhé, abychom ovéfili, zda je i tato splnéna.

« Ziskame
1=-22+50,
1#—4.
Soustava tedy nema feSeni a vektor u neni linedrni kombinaci vektorti v a w.

Uloha
Vypocitejte velikost vektoru u = (u1; uz; us). Vysledek zaokrouhlete na dvé desetinna mista.

« Skript automaticky generujici ulohy i FeSeni (vzhledem k odmocniné jen piiblizné).

Uloha
Pro u = (u1; u2) a v=(v1; v2) vypocitejte uv.

« Skript automaticky generujici ulohy i resent.

Uloha
Pro u = (u1; u2; us) a v=(vi; v2; v3) vypocitejte u x v.

« Skript automaticky generujici ulohy i resent.

Uloha
Vypocitejte odchylku pfimek p: ax + by + ¢ =0 a g: dx + ey + f= 0. Vysledek zaokrouhlete na stupn¢.

« Skript automaticky generujici ulohy i resent.

Uloha

Urcete vzdalenost d ptfimky p ur¢ené body P[1; —4], O[6; 8] od bodu A[3; 6].

Resent

» Nejprve vyjadiime piimku p jeji obecnou rovnici. Uréime jeji smérovy vektor u a z néj potom
normalovy vektor n.

u=PQ=(5;12),
n=(12; -5).
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« Obecna rovnice piimky p ma tvar:
12x =5y +c¢=0.
Dosadime soufadnice bodu P a dopocitame hodnotu c:
12:1 =5-(-4)+c¢=0,
12+20+c¢=0,
c=-32.
Obecna rovnice ptimky p tedy vypada takto:
12x —5y—32=0.

« Pro vypocet vzdalenosti bodu 4 od piimky p ndm staéi jen dosadit do znamého vzorce?®.
[123-56-32] 26

Uloha

Urcete prisecik piimek 4B a CD, kde A4[1; 0], B[3; 2], C[-1; 5], D[3; 2].

Resenti

« Ulohu vyfesime paralelné s vyuzitim parametrického vyjadieni piimky v jednom sloupci a s pomoci

obecné rovnice pfimky ve sloupci druhém. Smérové vektory piimek 4B a CD budeme oznaCovat
uag a ucp, normalové potom nag a ncp.

» Parametrické vyjadieni Obecna rovnice
uas = (2; 2), uco = (4; —3). nas =(2; -2), nco = (3; 4).
 Uréeni piimky 4B: Urceni primky AB:
x=1+2¢ 2x —2y+c=0.
y=2t;tE€R. Po dosazeni soufadnic bodu 4 a ziskdme
Urceni primky CD: 2+c=0=c=-2,
x=—1+4q, AB:2x -2y —2=0,
y=5-3¢;9 ER. AB:x—y—1=0.
Uréeni pfimky CD:
3x+4y+d=0.
Dosadime soutadnice bodu C a spocteme d:
-3+20+d=0,
d=-17.
CD:3x+4y—17=0.
« P=ABN CD P=ABNCD
Hledéani prasec¢iku odpovida feseni soustavy: Hledani praseciku odpovida feseni soustavy:
1+2t=-1+4gq, x—y—-1=0,
2t=5-13q. 3x+4y—17=0.
V druhé rovnici vyjadiené 2¢ dosadime do prvni: Resenim této soustavy je x =3 ay =2, tedy
1+5—-3¢g=-1+4q, P=13;2].
qg=1.

Hodnota parametru ¢ = 1 odpovida v parametrickém
vyjadfeni piimky CD soufadnicim bodu P. Dosadime
a ziskame:

P=3;2].

Uloha
Urcete zda bod A4[4; 3] lezi v poloroving ur€ené ptimkou p: 2x —y + 3 =0 a bodem C[1; 2].

56 Napovéda: Vzorec pro vypocet vzdalenosti.
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Reseni

» Kazda pfimka déli rovinu na dvé poloroviny. Dosadime-li do levé ¢asti obecné rovnice primky
soufadnice n¢jakého bodu roviny, ziskame bud’ kladné ¢islo, zaporné Cislo nebo nulu. Nulu ziskame,
pokud bod lezi na piimce. Po dosazeni soufadnic bodl jedné ze zminénych polorovin, dostaneme
kladné ¢islo. Pokud to budou body druhé poloroviny, bude to ¢islo zaporné.

» Dosadime-li soufadnice bodu C, ziskame hodnotu 2 — 2 + 3 = 3. To je kladné Cislo.

» Pokud dosadime soutadnice bodu A, ziskdme hodnotu 8 — 3 + 3 = 8. To je také kladné ¢islo. Na
zéklad¢€ nasSich ivah mizeme fici, Ze body 4 a C lezi ve stejné poloroving.

Uloha

Urcete, zda bod D[6; 7] lezi v thlu BAC, A[-1; 1], B[—1; 2], C[2; 2].

Resent

» Budeme postupovat podobné jako v pfedchozi tloze. Pfimky 4B a AC rozdéluji rovinu do Ctyf Casti.
Piimku 4B nazveme p a ptimku AC nazveme gq.

» Vyjadiime piimky p a g:
p:x+1=0,
qg:x—3y+4=0.

» Ted vyuzijeme znalosti, které jsme ziskali pii feSeni pfedchozi ulohy. Na obrazku je vidét, jaké Cisla
bychom méli ziskat po dosazeni soufadnic n¢jakého bodu do levych stran obecnych rovnic pfimek p
a ¢g. Aby takovy bod lezel v daném thlu, musely by nam jeho soutadnice dosazené do levé strany
rovnice ptimky p dat nezapornou hodnotu. U rovnice pfimky ¢ to musi byt hodnota nekladna.

ol 1ty
.D(6; 7]
P(+) Q(-
b0 A0 (+)Q()
q
B1;2] //
Cl[2;2]
A[-1; 1]
O P x
P(-)Q(+)

» Pokud dosadime soufadnice bodu C zjistime, Ze v pfipad¢ ptimky p ziskame ¢islo 7 a z rovnice
ptimky ¢ ¢islo —11. To odpovida nasim pozadavkim a mizeme tedy fici, Ze bod C lezi v tthlu BAC.

Uloha

Najdéte bod soumérné sdruzeny k bodu A[1; 0] podle osy o: x — 2y + 4 =0.

Reseni

« Hledany bod A’ lezi na kolmici k ose o, kterd prochazi bodem 4. Budeme tedy hleda rovnici této

kolmice. Jeji smérovy vektor je normalovym vektorem osy o: no = (1; —2). Parametrické vyjadreni
hledané kolmice, kterou nazveme p, vypada nasledovneé:
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p:
x=1+1¢,
y="2t;teR

Hledejme dal prusecik ptimky p a osy o, prohlédnéte si situaci na obrazku.

A-1; 4]
y o
P[O; 2]
A[1;0] X
n,

« P=pnNo,
l+t+4t+4=0,
S5t+5=0,
t=-1,
tedy P[O0; 2].

« Bod P lezi v polovingé usecky AA’, kde 4’ je hledany obraz bodu A. Jak urcit soufadnice stfedu
usecky jiz vime a protoze zname i soufadnice bodu P, sta¢i ze vzorce vyjadfit souradnice hledaného
bodu A4".

XA+ Xa yatya
Saa=|—"7 "7 |=P

Dosadime a ziskame:
1+JCA'
= T = _xAv = —1’
0+yA'
2= 3 =>)’A':4-.

» Hledany bod 4’ ma soutadnice [—1; 4].
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Ulohy II

Uloha

Urcéete obecnou a parametrickou rovnici roviny p, ktera je dana body A[2; 1; 3], B[-1; 2; —1],
C[3; 4; 2].

Resent

+ Nejprve ur¢ime parametrickou rovnici této roviny. K tomu nam staci znat jeden bod roviny a dva jeji

vektory (pfiCemz jeden nesmi byt redlnym nasobkem druhého). Bod 4 zname, urc¢ime tedy vektory
u=ABav=AC:

u=(-3;1;-4),
v=(1;3;-1).
 Parametrickou rovnici®’ roviny p zapiSeme jako:
x=2-3t+s,
y=1+1¢+3s,

z=3—-4t—s;t,s ER.

« K urceni obecné rovnice musime znat normalovy vektor této roviny. Ten ziskame jako vektorovy
soucin vektorti u a v:
n=uxv=(11;-7;-10).

« Obecna rovnice roviny® p je
Ilx—7y—10z+d=0.
Po dosazeni soufadnic bodu 4 do této rovnice, dopocitame d = 15. Obecna rovnice roviny p je
Ilx—=7y—10z+15=0.

Uloha
Urcete obecnou rovnici roviny p, kterd prochazi bodem B[3; 2; —3] a ktera je kolma na pfimkux =1 —
—ty=2+2t,z=—-t;tER.

Reseni

» Rovina, ktera je kolma na pfimku mé normalovy vektor roven smérovému vektoru této pfimky.
V naSem piipadé je normalovym vektorem roviny vektor (—1; 2; —1). Rovnici roviny pak mtizeme
psat jako:
—x+2y—z+d=0.

« Po dosazeni soufadnic bodu B, ktery v roving lezi, dopocCitdme d = — 4 a mliizeme psat
p.—x+2y—z—-4=0,
p:x—2y+z+4=0.

Uloha

Napiste parametrickou rovnici roviny p, kterd obsahuje ptimky p(4, u) a g(B, v), je-li A[-2; 1; 0],

B[-3;5;1],u=(1;-1;-1)av=(=3; 2; 3).

Resent

« Pfimky p a g ur€uji rovinu, jen pokud nejsou mimobé&zné, nebo totozné. Pokud zjistime, Ze ptimky p
a g jsou rovnobézné rizné, nebo riiznobézné, rovnici roviny p budeme moci snadno vyjadfit ze

57 Odkaz: Parametricka rovnice roviny.

58 Odkaz: Obecna rovnice roviny.
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soufadnic bodu 4 nebo B a vektort u a v. Budou-li pfimky p a ¢ mimobézné, pak neexistuje zadna
rovina, kterd by obé dveé obsahovala, kdyby byly totozné, tak by jich naopak bylo nekone¢n¢ mnoho.

Ze soutadnic vektori u a v je vidét, Ze pfimky p a g nejsou rovnob&zné>®, mohou tedy byt jen
rtiznob&zné, nebo mimobézné. Ur¢ime jejich parametrické rovnice:

p: q:

x=-2+¢, x=-3-13r,
y=1-4 y=5+2r,
z=-t,tE€R. z=1+3r,reR.

Abychom rozlisili, zda p x g nebo p X g, musime zjistit, kolik maji spolecnych bodt. Hledame
takové body, které lezi jak na pfimce p, tak na piimce ¢. Re§ime soustavu t¥i rovnic o dvou
nezndmych:

—2+t=-3-3r,

1—¢t=5+2r,

—t=1+3r.

Pokud by tato soustava méla jedno feSeni, pfimky jsou ruznobézné, nebude-li mit zadné, ptimky
jsou mimobézné. Z posledni rovnice vyjadiime ¢ = =37 — 1 a dosadime do druhé rovnice:
1+3r+1=5+2r,

r=3.

Dopocitame vyjadrené ¢ = —10 a do prvni rovnice dosadime »=3 a ¢ =—10:
-2-10=-3-9,

-12=-12.

To plati. Ukazali jsme, Ze soustava ma praveé jedno feseni » = 3, ¢ = —10, tedy p x g. Protoze jsou
piimky p a g riznobézné, lezi v jedné roviné. Tou je hledand rovina p. Jeji parametrickou rovnici
uréime ze soutfadnic bodu 4 a vektord u a v jako

p:
x=-2+f-13s,
y=1-f+2s,

z=—r+3f,f,s€ER.

Uloha
Jsou dany body 4[—1; 0; 3], B[—1; 3; —2] a vektory u = (1; 2; 2) a v = (=2; 3; 1). UrCete vzajemnou
polohu piimek p(4, u) a g(B, v).

Reseni

+ Podivame-li se na smérové vektory u a v zadanych piimek, vidime, Ze vektor u neni redlnym

nasobkem vektoru v. To napovida, Ze pfimky p a ¢ jsou bud’ riznobézné, nebo mimobézné. Pokud
jsou mimobézné, nemaji zadny spolecny bod, pokud jsou riiznobézné, maji spolecny bod jeden.
Hledame spole¢né body piimek p a g:

p- q:
x=-1+¢ x=-1-2s,
y=2t, y=3+3s,

z=3+2,tER. z=-2+s;sER.

Abychom ur¢ili spole¢né body p a g, musime vyfesit soustavu:

—1+¢t=-1-2s,
2t=3+ 3s,
3+2t=-2+s.

59 Napovéda: Vektor u neni redlnym nasobkem vektoru v.
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» Z prvni rovnice vyjadiime ¢ = —2s. Dosadime za ¢ do tfeti rovnice a vypocitime s = 1. Dopocitime
t =— 2 a spoctené hodnoty parametrti s a ¢t dosadime do druhé rovnice:
—4=3+3,
—4=6.

« To neplati pro zadné hodnoty parametrti s a 7. Soustava nema zadné feseni, a to znamena, ze primky
p a g nemaji zadny spolecny bod a mohou byt bud® rovnobézné rizné nebo mimobézné.
S prihlédnutim k uvaze na zacatku feSeni miizeme fici, ze pfimky p a ¢ jsou mimobézné.

Uloha

Urcete vzajemnou polohu ptimky p(4, u) a roviny J: 3x —y + 2z — 4 =0, je-li A[2; —1; 2] au =

=(2;3;2).

Reseni

» Nejprve zkontrolujeme, zda je vektor u kolmy na normalovy vektor roviny J, vektor n. Kdyby
kolmy byl, znamenalo by to, Ze pfimka p je s rovinou 0 rovnob&zna.

un=23+3(-1)+22="17.

« Vektor u neni na v kolmy, to znamena, Ze piimka p je s rovinou J riznobé€zna a ma smysl hledat
jejich prusecik. Obecnou rovnici roviny J uz zname, staci najit parametrické vyjadieni pfimky p:

p:
x=2+2t
y=-1+3¢,

z=2+2tER.

« Do obecné rovnice roviny ¢ dosadime za x, y, z vztahy z parametrické rovnice pfimky p:
32+20)-(-1+3H+2Q2+2)—-5=0,
6+6t+1—-3t+4+4t—-4=0,
Tt=—17,
t=-1.
To je hodnota parametru ¢ odpovidajici prise¢iku roviny 0 a pifimky p. Odpovidda mu bod
P[0; —4; 0].

Uloha

Urcete vzajemnou polohu piimky p(4, u) aroviny p: 3x =2y —z+2 =0, je-li 4[1;2; 1]au=(3; 3; 3).

Resent

« Nejprve zkontrolujeme, zda je vektor u kolmy na normalovy vektor n = (3; —2; —1) roviny p:
un=3-3+3(-2)+3(-1)=0.
To znamena, ze piimka p je s rovinou p rovnobézna rizna nebo v ni lezi. Pokud by byla rovnobézna
ruzna, nemohl by v roviné p lezet Zadny jeji bod. Pokud by tam né&jaky lezel, nutné by tam musela
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lezet celd primka. Do obecné rovnice roviny p dosadime soufadnice bodu A, abychom zjistili, zda
AEp.

o Ziskame
3-4-1+2=0,
0=0.

Bod A4 lezi v roving p, proto i ptimka p lezi v roviné p.

Uloha

Urcete vzajemnou polohurovin p: 2x —6y+z+1=0a¢@: x+3y+2z—4=0.

Resenti

» Nejprve zjistime, zda jsou roviny p a ¢ rovnobézné, nebo riznobeézné. Uréime normalovy vektor
roviny p, np = (2; —6; 1) a norméalovy vektor roviny ¢, ne = (1; 3; 2). Je vidét, ze np neni nasobkem
ne a roviny p a ¢ jsou proto riznobézné. Ma tedy smysl hledat jejich prise¢nici®®. ReSime soustavu
dvou rovnic o tiech neznamych:
2x—6y+z+1=0,
x+3y+2z-4=0.

« Proménnou y zvolime za parametr, y = ¢ a feS§ime soustavu:
2x—6t+z+1=0,
x+3t+2z-4=0.

+ Z druhé rovnice vyjadiime x =4 — 2z — 3¢ a dosadime do rovnice prvni:
24—-2z-3t)—6t+z+1=0,
8—4z—-6t—6t+z+1=0,

9-3z—-12¢t=0,
—3z=12¢t—-9,
z=3—4¢.

Zpétne dopocitame x = 4 — 2(3 — 4¢) — 3t = —2 + 5¢. Soustava ma nekonecné mnoho feseni, které
jsou zavislé na riznych hodnotach parametru ¢. Zvoleny parametr ¢, je vlastn¢ parametrem v rovnici
prisecnice p rovin p a ¢.

p:
x=-2+5¢t,
y=it
z=3—-4t,tER.

Uloha

Najdéte prasecnici provin p: x —4y+4z=0a@: 2x—y+z—7=0.

Resent

» Ze zadani plyne, ze bychom méli hledat prusecnici rovin p a ¢. Kontrolou jejich normalovych
vektorl se ujistime, Ze zadani ma smysl a ze roviny jsou riznobézné:

ne=(1;-4;4),
ne=(2;-1;1).

« Je vidét, Ze np neni nasobkem ngy, roviny p a ¢ jsou riznobézné a ma smysl hledat jejich prasecnici.
Vyfesime soustavu dvou rovnic o tiech neznamych:
x—4y+4z=0,
2x—y+z—7=0.

60 Napovéda: Primku, ktera je obéma rovinam spole¢na.
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« Proménnou y zvolime za parametr, y = ¢ a vypocitame soustavu:
x—4t+4z=0, €))
2x—t+z—7=0.

+ Od druhé rovnice odeéteme dvojnasobek prvni a ziskame:
Tt—T7z—7=0,
z=-1+¢

 Po dosazeni do (1) dopocitame x = 4. Miizeme zapsat rovnici prisecnice p jako
x=4,

y=i
z=—-1+¢tER.

Uloha

Spocitejte odchylku dvou piimek p(4; u) a g(B; v), je-li A[a1; az; as], B[b1; b2; b3], u = (u1; u2; us)
av=(vi; v2; ).

Skript automaticky generujici ulohy i reSent.

Uloha

Spocitejte odchylku piimky p(4; uw) a roviny p: ax + by + cz + d = 0, je-li A[a1; az; a3], a u =
= (u1; uz; uz).

Skript automaticky generujici ulohy i Feseni.

Uloha
Spocitejte odchylku rovin p: ax + by + cz+d=0ao:ex+fy+gz+ h=0.

Skript automaticky generujici ulohy i reseni.

Uloha

Urcete vzdalenost bodu B od ptimky p(4, u), jestlize A[—2; 1; 2], B[3; 4; —3]au=(2; 1; 1).

Resenti

» Bodem B povedeme rovinu kolmou na ptimku p. Ta ptimku p protne v néjakém bod¢ Y. Vzdalenost
|BY] je vzdalenost bodu B od ptfimky p.

« Normalovy vektor roviny kolmé na ptimku p je smérovym vektorem piimky p, tedy u = (2; 1; 1).
Jeji obecna rovnice je 2x + y + z + e = 0. Koeficient e ur¢ime po dosazeni soutadnic bodu B do této
rovnice:
23+4-3+e=0,

e=-T.

« Rovnice ptimky p je:
x=-2+2t,
y=1+,

z==2+ttER.

+ Hledame bod 7, ktery je prasecikem roviny 2x +y + z — 7 = 0 a pfimky p:
2(2+20)+(1+H+(=2+86)—-7=0,
—4+4t+2t—-8=0,
6r=12,
t=2.
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» Bod Y lezi na piimce p a jeho soufadnice odpovidaji hodnoté parametru # = 2. Bod Y ma souradnice
Y[2; 3; 0].

d=1Bp|=1YBl= 5>+ 32+ (-1)* = /35,

Uloha
Spocitejte vzdalenost bodu B[b1; b2; b3] od roviny ¢: ax + by + cz+ d = 0.

Skript automaticky generujici ulohy i Feseni.

Uloha

Vypocitejte vzdalenost rovin p: 2x —y+z—5=0ay:4x— 2y +2z— 13 =0.

Reseni

« Vzdalenost dvou rovin v prostoru se pocita podobné jako vzdalenost dvou p¥imek v roviné®!. Pokud
jsou roviny rtiznobézné, je jejich vzdalenost rovna nule. Jsou-li rovnobézné, je jejich vzdalenost
rovna vzdalenosti libovolného bodu jedné z nich od té druhé. Roviny p a y jsou rovnobézné, protoze
pro jejich normalové vektory, které ziskdme z obecné rovnice np = (2; —1; 1) a ny = (4; —2; 2) plati
ny = an.

3
<

» Vzdalenost d rovin p a y je rovna vzdalenosti libovolného bodu roviny p od roviny . Za bod roviny
p zvolme naptiklad bod 4[1; 2; 5]. Jeho vzdalenost od roviny y vypoéitame ze vzorce®? jako
Lo M41-22415-13] 8 824
d=1Ay|= [P AT A =~1,63.

Uloha

Vypocitejte vzdalenost ptimek p(4, u), g(B, v), jestlize A[2; —1; —1], B[5; 1; 3], u=(2;0; 1) av =
=(4;0;2).

Reseni

+ Ze soutfadnic smérovych vektorti u a v je vidét, Ze pfimky p a g jsou rovnobézné. Plati, ze v = 2u.

Vzdalenost dvou rovnobéznych piimek p, ¢ se rovna vzdalenosti libovolného bodu pfimky p od
ptimky ¢. Bod, jehoZ vzdalenost od pfimky ¢ budeme pocitat, mize byt napiiklad bod A.

« Bodem A4 povedeme rovinu p kolmou na pfimku ¢q. Ta pfimku g protne v né&jakém bodé Y.
Vzdalenost [4Y] je vzdalenost bodu 4 od ptimky gq.

61 Odkaz: Vzdalenost dvou piimek v roving.

62 Odkaz: Véta se vzorcem popisujicim vypocet vzdalenosti bodu od roviny.
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Normalovy vektor roviny kolmé na pifimku ¢ je smérovym vektorem piimky ¢, tedy np, = v =
= (4; 0; 2). Jeji obecna rovnice je 4x + 2z + d = 0. Koeficient d ur¢ime po dosazeni soufadnic bodu 4
do této rovnice:

42+2-(-1)+d=0,

d=—6.

Rovnice piimky ¢ je:
x=5+41,

y=1,

z=3+2t;t€R.

Hledame bod 7Y, ktery je prasecikem roviny p: 4x + 2z — 6 = 0 a ptimky g:
405+4H)+2(3+2H)—-6=0,

20+ 16t +6+4r—6=0,

20t +20=0,

t=-1.

Bod Y lezi na piimce ¢ a jeho soutadnice odpovidaji hodnot¢ parametru ¢ = —1. Bod Y ma soufadnice
Y[1; 1; 1]. Vzdalenost d pfimek p a g je rovna vzdalenosti bodti Y a 4:

d=1pgl=1YAl= 12+ (2% +(-2)?= /9 =3.

Uloha

Vypocitejte vzdalenost piimek p(4, u), q(B, v), je-li A[2; 2; 0], B[4; —1; 3], u=(-2;3; 1)av =
=(-1;2;1).

Reseni

Piimky p a ¢ nejsou rovnobézné, to vidime ze soufadnic vektorli u a v, protoze u neni realnym
nasobkem vektoru v. Pfimky p a ¢ mohou byt riiznobézné, nebo mimobézné. Zjistime to v zavislosti
na tom, kolik maji spole¢nych bodil nebo s pouzitim nasledujici uvahy:

Rovina p urCend bodem A4 a vektory u a v mize nebo nemusi obsahovat bod B. Pokud bod B lezi
v této roving, pfimky p a ¢ jsou rdznobézné. Neni-li tomu tak, jsou mimobézné. Rovina urCena
bodem A4 a vektory u a v ma rovnici:

x=2-2t—s,

y=2+3t+12s,

z=0+t+s;t,sER.

Aby bod B lezel v rovin€ p, muselo by platit

4=2-2t—s,
—1=2+3¢t+2s,
3=¢t+s.

Pricteme prvni rovnici k posledni a vyjadiime ¢ = —5. Ze tfeti rovnice dopocitame s = 8. Dosadime ¢
= -5, s = 8 do druhé rovnice:

-1=2-15+16,

-1=3.

Soustava nema feseni, z toho plyne, ze bod B v rovin¢ ur¢ené bodem A a vektory u a v nelezi.
Piimky p a ¢ jsou proto mimobé&zné a jejich vzdalenost je nenulova.

Vzdalenost dvou mimobéznych pfimek je rovna minimalni vzdalenosti kterychkoliv dvou jejich
bodi. Dvojice bodd, kterd urCuje tuto vzdalenost, je prave jedna. Jsou to body X[x1; x2; x3] na pfimce
p a Y[y1; y2; y3] na pfimce g takové, Ze pfimka XY je kolma jak na pfimku p, tak na ptfimku ¢g. Usecka
XY se nazyva pricka mimobézek. Ve své Gvaze mizeme jit jeste dale. Najdeme-li rovinu p, ktera
obsahuje pfimku p a jejimz normalovym vektorem je vektor XY, zjistime, ze piimka ¢ je s ni
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rovnobé&zna. Vzdalenost piimky ¢ od roviny p je rovna délce jejich pricky.

SN

« Smérovy vektor w pricky XY je kolmy na vektory u i v. Takovy vektor ziskame jako u x v:
w=uxv=(1;1;-1).

« Rovina p s normalovym vektorem w ma rovnici
x+y—z+d=0.
Ma-li rovina p obsahovat pfimku p, musi krom¢ u obsahovat i bod 4. Do rovnice p dosadime
soufadnice bodu 4 a dopoc¢itame koeficient d:

2+2+d=0,
d=—4.
» Hledame d vzdalenost bodu B od roviny p: x +y—z—4=0:
14-1-3-4] 4 4¢3
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Ulohy III

Uloha
Urcete charakteristiky a typ kuzelosecky dané rovnici:

1.y2—-8y—4x+36=0

2. 9x? — 54x + 4y* + 40y + 145=0

3.x2+8x—4?—8y—-4=0

4. X2 =4x+y*?+2y—11=0

Reseni

1. Doplnime vyraz y* — 8y na druhou mocninu dvoj¢lenu y — 4 na:
=8y +16—16—4x+36=0,
(v —4)>=4x-20,

y—4)2=4(x-5).
Rovnice urcuje parabolu® s vrcholem V[35; 4], ¥idici pfimkou y = 4 a ohniskem E[6; 4].

2. Rovnici upravime na:
9> —6x+9—-9)+4(0*+ 10y +25-25)+145=0,
9(x—3)>+4(y+52—-81—-100+145=0,
9(x —3)* +4(y + 5)* = 36,
2 2
-3, 0t
Rovnice urCuje elipsu® se sttedem S[3; —5], hlavni poloosou a = 3, vedlejsi poloosou b = 2

a vysttednosti € = \/g

3. Rovnici upravime na:
X2+8x+16—-16-402+2y+1-1)—4=0,
(x+4) -4y +2)2=16,
(x+4? (+2)7?
6 -~ 4 =L
Rovnice uréuje hyperbolu®® se stiedem S[—4; —2], hlavni poloosou a = 4, vedlejsi poloosou b = 2

a vystiednosti € = 2\/3-

4. Rovnici upravime na:
¥—dx+4-4+y2+2p+1-1-11=0,
(x—22+@+1)y=16.
Jedna se tedy o kruznici® se sttedem S[2; —1] a polomérem r = 4.

Uloha
Urcete stied a polomér kruznice dané rovnici x2 — 4x +y? — 6y + 4 = 0.

Reseni

63 Odkaz: Definice paraboly.
64 Odkaz: Definice elipsy.
65 Odkaz: Definice hyperboly.

66 Odkaz: Definice kruznice.
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Doplnime vyrazy x> — 4x a y?> — 6y na druhou mocninu dvoj¢lenii x — 4 a y — 3 a rovnici upravime:
X?—4x+4+)y?—6y+9-4-9+4=0,

(x =27+ (=37 -9=0,

(x—22+@r—-3)2=09.

Stfed zadané kruznice je bod S[2; 3] a jeji polomér » = 3.

Uloha
Najdéte rovnici kruznice uréené body A4[3; 3], B[1; 5], C[5; 5].

Reseni

Hledana kruznice se sttedem S[m; n] a polomérem » ma stiedovou rovnici:

(x—m)?+(y—nP=r%

Tti nekolinedrni body jednozna¢né urcuji kruznici. My vyuzijeme soutfadnic bodld 4, B, C, které
nekolinearni®’ jsou a dosadime je do obecné rovnice hledané kruznice. Ziskame tii rovnice o tfech
neznamych:

B-my+@-nP=r,

(1= m)p+(5—nP=r

S-—myP+G-—nyP=r.

Od druhé rovnice odecteme rovnici tfeti a vyjadiime hodnotu proménné m:
(I=my = (5-m)*=0,

1 —2m+m?—25+ 10m — m?,

8m =24,

m=3.

Odecteme od prvni rovnice druhou a pocitame
B-mP—(1-mP+@B—-n?—(5-—n?=0.
Hodnotu m uz zname, dopocitame tedy n = 5.

Z druhé rovnice ted’ miizeme po dosazeni m = 3, n = 5 dopocitat r> = 4. Stfedova rovnice kruznice,
urcené body 4, B a C je:
(x=3P+ (=52 =4

Uloha

Uréete vzajemnou polohu piimky p: x — y + 1 = 0 a kruznice k: x> — 6x + y> — 2y + 1 = 0. Pokud
existuji, najdéte jejich spole¢né body.

Reseni

Z obecné rovnice piimky p vyjadfime proménnou x:
x=y—1.

Vyjadienou hodnotu x dosadime do obecné rovnice kruznice a feSime kvadratickou rovnici:
¢ 1P =60 = D +)? =2y +1=0,
V=2y+1-6y+6+)y?—2y+1=0,

Y =5y +4=0,
5+4/25-16 5+3

N,2= 2 ="

y=4,m=1

67 Odkaz: Nekolinearni body.
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« Rovnice ma dvé feseni. Z toho plyne, Ze pfimka p a kruznice £ maji dva spolecné body. Pfimka p je
tedy seCna kruznice k. Pro hodnoty y1 a y» dopocitdme z obecné rovnice piimky p pfislusné xi a x».
Jejich spole¢né body jsou P1[0; 1] a P2[3; 4].

Uloha

Najdéte teny ke kruznici k: x2 — 4x + y* + 2y — 5 = 0, které prochazeji bodem B[7; 4].
Resent

+ Nejprve upravime obecnou rovnici kruznice £ na jeji sttedovou rovnici:

¥ —4x+4+y’+2p+1-4-1-5=0,
x—=22+@+1)2=10.

Vime, ze body dotyku kruznice a hledanych tecen lezi na polaie®® bodu B vzhledem ke k. Polara ma
rovnici:

x=2)(7-2)+ @+ 1)@4+1)=10,

5x—=10+5y+5=10,

Sx+5y—15=0,

x+y—-3=0.

Hledame priseciky polary a kruznice k. Z rovnice polary miizeme vyjadrit x:
x=3-y.

+ Do stfedové rovnice kruznice k dosadime za x a feSime kvadratickou rovnici s nezndmou y:
B-y-2¢2+@+1)2=10,
(1-yP+(@+ 17 =10,
1-2y+)y?+y?+2y+1=10,
=4

Dopocitdme y1 = 2, y» = =2 a pfislusné x; = 1, x> = 5. Body T1[1; 2] a T»[5; —2] jsou body dotyku.
Zbyva urcit rovnice tecen.

Obecna rovnice teény kruznice k v bod&® T je:
(- 2)(1—2) + (v + )2+ 1) = 10,
x—3y+5=0.

Obecnou rovnice te¢ny kruznice k v bod€ 72 najdeme stejnym zpisobem:
x—2)5-2)+@+D(2+1)=10,
Ix—-y—-17=0.

Uloha
Najdéte stied, ohniska a hlavni poloosu elipsy dané rovnici 9x? + 4)2 + 18x + 24y + 9 = 0.
Resent
+ Nejprve obecnou rovnici upravime na rovnici sttedovou:
Ox?+18x+9+4y>+24y+36-9-36+9=0,
9(x* +2x + 1) +4(* + 6y +9) = 36,
9(x+ 1) +4(y + 3)>=36,

2 2
CETV UL

68 Odkaz: Definice polary bodu vzhledem ke kruznici.

69 Odkaz: Véta o rovnici teény kruZnice v jejim libovolném bodé.
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Ze stfedové rovnice snadno uréime jak stied elipsy, tak jeji hlavni a vedlejsi poloosu. Navic
rozpozname i jeji orientaci a jsme tak schopni urcit soufadnice ohnisek.

« Hlavni poloosa je rovnobézna s osou y, coz nam také napovida, kde hledat ohniska E a F. Z rovnice
uréime hlavni poloosu a = 3, vedlejsi poloosu & = 2 a stfed elipsy S[—1; —3]. Dopocitame

vystiednost e = \/7 Zbyva urcit ohniska £ a F. Jelikoz vime, jak je elipsa orientovana, miZeme
ohniska jednoduse urcit z vystfednosti a soufadnic stiedu:

E=[-1;-3+e¢],

F=[-1;-3—-¢],

E=[-1;,-3- \/7]

F=[—1;—3+\/7].
Uloha

(x-47  ¢-2°
VySettete vzajemnou polohu piimky p: x =5 +2t, y =4+ 41, t E R, aelipsy E: 2 S T

Urcete jejich spolecné body, pokud existuji.

1.

Reseni
» Vyjdatené soufadnice x a y z parametrické rovnice ptimky p dosadime do stfedové rovnice elipsy £
a ziskame
(5+22z-4)2 N (4+4g-2)2 -1
41 + 2072+ (2 + 412 =8,
4(1 +4t+42)+ (4 + 16t + 162) =8,

322+ 32t=0,
3261+ 1) =0,
th=0,t6=—1.

» Vypocitali jsme dvé hodnoty parametru #, které odpovidaji pruse¢ikim ptimky p a elipsy e. Ptimka p
je se¢nou elipsy e a protina ji v bodech Pi[5; 4], P2[3; 0].

Uloha

x+3* -4
Urcete te¢nu elipsy 18 tTR Thy jejim bodé 770; 2].
Reseni

« Rovnici te¢ny® k dané elipse mizeme zapsat podle dokazané véty jako
O0+3)(x+3) @Q-Dy-4)
s+t~ s =L
4(Bx+9)+9(—2y+8)=72,
12x+36— 18y +72-72=0,
12x— 18y +36 =0,

2x—3y+6=0.
Uloha
-1 0+2*
Urcete rovnice tecen elipsy 25 9 7 7 které prochazeji bodem B[6; 1].

70 Odkaz: Véta o rovnici teény elipsy v jejim libovolném bodé.

154



Reseni

Tec¢na’! této elipsy v bodé X[xo; yo] ma rovnici
(Fo-D&x-D  (+2)y+2)
5t 9 =1
9(xo— D)(x— 1)+ 2500 + 2)(y + 2) =225.
Ma-li prochéazet bodem B, musi soufadnice bodu B tuto rovnici spliiovat:
9(xo— 1)(6 — 1) +25(v0 + 2)(1 + 2) = 225,
45(x0— 1) + 75(y0 + 2) = 225,
45x0 + 7500 — 120 =0,
3x0+50—8=0. (1)
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi soufadnicemi bodu X[xo; yo], jenZ je bodem dotyku elipsy a te¢en
prochazejicich bodem B.

Protoze vime, Ze bod X lezi na elipse, musi pro jeho soufadnice platit
(x0-1)° N (o+2°

75 9 1,
9(xo — 1)2 +25(y0 + 2)2 =225. (2)
Z (1) plyne
8 - 5y0
Xo="73 -

Dosadime do rovnice (2) a pocitame
8- 5y0 2 2
A== -1] +25(y0 +2)~ =225,

2
9@ +25(yo +2)? =225,
25 = 50y0 + 25y0* + 25y0% + 100y0 + 100 = 225,
5002 + 50y0 — 100 = 0,
yo? 30 =2=0,
yo1 =1, yoo = —2.

K »01 a yo2 mizeme z (1) dopocitat xo1 = 1, xo2 = 6. To jsou body dotyku tecCen elipsy, které
prochazeji bodem B. Kdyz ted’ zname body dotyku, miizeme te¢ny snadno vyjadfit. Jedna z nich ma
rovnici:

91— Dx—1D+251 +2)(y+2)=225,

75y + 150 =225,

y=1.

Druhou dopocitame obdobné, jeji rovnice je

x=06.

Uloha

Najdéte vrcholovou rovnici paraboly ur¢ené ohniskem E[6; 4] a fidici ptfimkou ¢: x = 2.

Reseni

Vrchol hledané paraboly lezi na ose paraboly a jeho vzdalenost od ohniska E je rovna jeho
vzdalenosti od tidici pfimky ¢g. Soufadnice vrcholu V' mizeme uréit ze vzdalenosti ohniska a tidici
ptimky a jejich polohy.

|Eg| = 4, proto mizeme fici, Ze soufadnice vrcholu V jsou [4; 4].

Z toho uz jednoduse vyjadiime vrcholovou rovnici’*:

(x—4)2=8(y — 4).

71 Odkaz: Véta o rovnici te¢ny elipsy v jejim libovolném bodé.

72 Odkaz: Definice vrcholové rovnice paraboly.
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Uloha
Najdéte ohnisko, vrchol a fidici pfimku paraboly, ktera je dana rovnici x> — 6x + 4y + 17 = 0.
Reseni
« Nejprve pievedeme obecnou rovnici paraboly na rovnici vrcholovou’?:
xX2—6x+4y+17=0,
(x—32-9+4y+17=0,
(r—3)=—4y-8,
(x—3)2=—4@ +2).

+ Z vrcholové rovnice umime urcit soufadnice vrcholu V[3; —2], vzdjemnou polohu jeji osy a osy y
a vzdalenost p tidici pfimky a ohniska, p = 274. Rovnice odpovida parabole na obrazku. Jeji ohnisko
je E[3; —3] a jeji ridici pfimka ¢ ma rovnici:
y=-1.

Uloha

Napiste rovnici teény paraboly (y + 3)> = 4(x + 5) v jejim bodé 7T1; —1].

Reseni

« Podle dokazané véty 7> miizeme psat rovnici te¢ny v bodé paraboly X[xo; yo] jako:

o+ 3)(y + 3) = 2(x0 + 5) + 2(x + 5).

+ Do této rovnice dosadime soutadnice bodu 7 a upravime ji na:
(1+3)py+3)=2(-1+5)+2(x+5),
4y +12=8+2x+ 10,
2x—4y+6=0,
x—2y+3=0.

Uloha
Uréete vzajemnou polohu a spoleéné body piimky r: x + 2y + 4 = 0 a paraboly L: (x — 2)> =4(y + 5).

Reseni

73 Odkaz: Definice vrcholové rovnice paraboly.
74 Napovéda: Prava strana rovnice odpovida 2p(y + 2).

75 Odkaz: Véta o rovnici teény paraboly v jejim libovolném bodé.
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« Z rovnice pfimky r vyjadiime x = —2y — 4 a dosadime do rovnice paraboly:
(—2y—4-2)>=4(y +5),
(—2y — 6)> =4y + 20,
4y? + 24y + 36 = 4y + 20,
42 +20y+16=0,
»+5y+4=0.

« Diskriminant této rovnice je:
D=52-4-14=09,

+ Protoze je diskriminant kladny, kvadraticka rovnice ma dvé feseni a parabola p ma s pfimkou r dva
spole¢né body. Piimka 7 je jeji seCnou. Dopocitame soutadnice prusecikt P a P»:
yvi=—1,y=—4,x1=-2,x2=4. Tedy Pi[—2; —1], P2[4; —4].

Uloha

Najdéte stfed, ohniska, hlavni vrcholy a asymptoty hyperboly, dané rovnici: 9x? — 72x — 16y — 32y —
-16=0.
Resent
« Upravime obecnou rovnici na stiedovou’®, ze které dokazeme celou fadu udaji pfimo vy¢ist.
9(x*—8x) — 16()* +2y) — 16 =0,
9(x>—8x+16)—9-16 —16(*+2y+ 1)+ 161 - 16 =0,
9(x—4)2—16(y + 1)> = 144,
-9 o+’
6 "~ 9 =1L

« Z této rovnice ur¢ime soufadnice stfedu hyperboly, jeji hlavni a vedlejsi poloosu. Stred S ma
soufadnice S[4; —1], hlavni poloosa a = 4, vedlejsi poloosa b = 3. Z a a b dopocitame vystiednost

e=16+9=5_ 7Ze stiedové rovnice hyperboly zjistime?’, Ze hlavni osa hyperboly je rovnobézna
s osou x. To nam sta¢i k uréeni soufadnic ohnisek F, F' a hlavnich vrcholl 4, B. Jejich soufadnice
jsou E[—1; —1], F[9; —1], 4[0; —1] a B[8; —1].

Rovnice asymptot ’ ziskame Gipravou rovnic
x-4 y+1
4 =% 3 -
Ty upravime na:
ai:3x—4y—-16=0,
a:3x+4y—8=0.

Uloha

x-57 +2?
Urcete vzajemnou polohu piimky p: 6x + 8y — 14 = 0 a hyperboly #: 8 =~ 9 7" Pokud
existuji, najdéte jejich spolecné body.

Resenti
» Nejprve z rovnice piimky p vyjadiime x:
14 - 8y

76 Odkaz: Definice stfedové rovnice hyperboly.
77 Odkaz: Souvislost tvaru stiedové rovnice hyperboly se vzajemnou polohou jeji osy a osy y.

78 Odkaz: Asymptoty hyperboly.
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« Dosadime do rovnice hyperboly a feSime kvadratickou rovnici:
14-8y _\2
(e -9) 0+2” _,
8 -7 9 =L

-16 - 2
9( 668y) -8(y+22=72,

_ _ 2
%-8@%4%4):72,

(—16 — 8y)2 — 32()2 + 4y + 4) = 288,
256 + 256y + 32y% — 128y — 128 = 288,
322 + 128y — 160 = 0.

y1=1,y2=-5.

» Rovnice ma dvé fesSeni, a proto je pfimka p se¢nou hyperboly H. Jejich pruseciky jsou body Pi[1; 1]
a P»[9; —5], jejichz x-ové soutadnice ziskame dosazenim hodnot y1,2 do rovnice (3).

Uloha
Napiste rovnici te¢ny hyperboly 4x? — 52 — 24x — 10y + 11 = 0 v jejim bodé 7T-2; 3].
Reseni
« Obecnou rovnici hyperboly pfevedeme na rovnici sttedovou’:

42— 6x+9-9)= 502 +2p+1-1)=—11,

4(x—3) -5 +1)2-36+5=—11,

4(x —3)> =5y +1)2=20,

(-3 O+

5 -4 =L

« Rovnici te¢ny k hyperbole v bodé T, ur¢ime z dokazané véty®0. Je to:
(-2-3)(x-3) GB+DHy+1)
5 C 4 =1,
—20(x — 3) = 20(y + 1) = 20,
—20x + 60 — 20y — 20 = 20,
x+y—1=0.

Uloha

Urcete rovnici kulové plochy vepsané do krychle ABCDEFGH, kdyz A[3; 1; 1], B[3; 3; 1], C[1; 3; 1],

D[1; 15 1], E[3; 1; 3], F3; 35 3], G[1; 3; 3], H[1; 1; 3].

Resent

» Polomér » hledané kulové plochy odpovidd poloviné velikosti hran krychle, mtizeme pouZit
napiiklad hranu 4B. Stied vepsané kulové plochy je stiedem uhlopiicky AG.

79 Odkaz: Definice stfedové rovnice hyperboly.

80 Qdkaz: Véta o rovnici teény hyperboly v jejim libovolném bodé.
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IAB] /0% +22+02

r: 2 = 2 :2’

341 1+3 1+3
s=Su6= 5 1 -2y

« Rovnice kulové plochy se pak da zapsat jako:
(x=2) %+ —2) +(E—-2)32=4.

Uloha

Najdéte spole¢né body piimky p(4; u) a kulové plochy dané rovnici (x — 2)> + (v — 1)* + (z + 1)> = 36,
je-li A[7;9;4]lau=(-3;—4;—1).

Reseni

» Nejprve si vyjadiime pfimku p parametricky.

p:
x=7-3t,
y=9—4t
z=4—-tt€ER.

+ Vyjadrené soutradnice dosadime do rovnice sféry a ziskame:
(7—3t=2)>+ OO —4t— 1>+ (4 —t+1)>=136,
2682 — 104t + 78 =0,
£P—4t+3=0.

» Kofeny této kvadratické rovnice jsou:
h=3n=1.
Rovnice ma dvé feSeni, a proto mizeme fici, ze pfimka p je secnou zadané sféry. Jejich priuseciky
jsou body, které v parametrické rovnici pfimky p odpovidaji vypocitanym hodnotam parametrti #
an, Pi[-2;-3; 1], P2[4; 5; 3].

Uloha

Najdéte pranik kulové plochy (x —4)? + (y — 1)? + (z + 3)> = 32 s rovinou yz3!.

Reseni

« Rovina yz ma rovnici x = 0, rovnice kulové plochy je (x — 4)> + (y — 1)> + (z + 3)? = 32. Hledame
feSeni soustavy:

(= 4y (= 1P+ (37 =32,
x=0.

81 Napovéda: To je rovina uréend soufadnicovymi osami y a z.
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+ Vyjadrené x miizeme dosadit do rovnice kulové plochy a ziskame
42+ @ —-12+(@z+3)2=32,
- 12+ (+3)2=16.

« Priinikem roviny yz a kulové plochy je kruznice lezici v roving yz. Jejim stfedem je bod S[0; 1; —3]
a polomer r = 4.
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Testy

Navod

Své nabyté znalosti si mliZete vyzkousSet na automaticky generovanych testech. Pfipravené jsou testy
s otdzkami z nasledujicich kapitol:

« Vektory® a Geometrie v roviné 3
« Geometrie v prostoru?

» Kuzelosecky®

Vyzkouset si mizete i celkovy test, ktery mize obsahovat otazky ze v§ech uvedenych kapitol.

Testové otazky jsou vybirany z databaze z vice nez Ctyficeti typt a dvou stovek riznych zadani, takze
si testy lze nckolikrat zopakovat, aniz by se otazky opakovaly. Test zahdjite kliknutim na pfislusny
odkaz v levém menu.

Typy odpovédi
V testech se setkate s riznymi typy odpovédi. MizZete vybirat z nékolika nabizenych odpovédi nebo
svou odpoved’ zapisovat do jednoho ¢i nékolika textovych poli.

Pokud budete odpovéd’ zapisovat do textového pole, dejte si pozor na zapis cisel. Jednotlivé cifry
neoddélujte mezerou a v ptipadé zédporného cisla nepiSte mezeru mezi znaménko — a cislo. Pokud
budete vyzvani k zadani redlného ¢isla a vysledkem je Cislo celé, mizete desetinny rozvoj vyplnit bud’
nulami, nebo jej nechat nevyplnény.

Zapis:

-85  je spravny,
—85 jechybny,
-85 jechybny.

Hodnoceni

Kazda testova otazka je ohodnocena danym poctem bodu. Kolik to je, uvidite vedle jejiho zadani. Po
skonceni testu se ziskané body seCtou a test se vyhodnoti. Kritéria pro ziskani ohodnoceni vyborné az
nedostatecné jsou v zavislosti na procentu ziskanych bodii nasledujici:

<100%, 95%) vyborng,
<95%, 80%)  chvalitebné,
<80%, 65%)  dobfte,
<65%, 50%)  dostatecne,
<50%, 0%>  nedostatecné.

Pti vyhodnoceni je u kazdé otazky oznaceno, zda jste ji zodpovéd€li spravné ¢i Spatné, a navic je
uvedena spravna odpoveéd’. Kde to bylo vhodné, byl doplnén i slovni komentar se spravnym postupem
feSeni.

82 Odkaz: Kapitola vektory.
83 Odkaz: Kapitola geometrie v roving.
84 Odkaz: Kapitola geometrie v prostoru.

85 Odkaz: Kapitola kuzelosecky.
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Test na kapitolu kuzelosecky

Vyhodnoceni testu

Pocet bodi: 3 z 16 moznych 5

Hodnoceni: Nedostatecné

UCivo kapitoly KuZeloseZky neovladate. Vratte se k teorii, FeSenym prikladim a uloham.

Otazka 1 (za 3 body)
Rozhodnéte, jaka kuzelosecka je urcena rovnici: x? - 6x + 4y + 3 = 0.
Odpovéd' (vyberte jednu z nasledujicich moznosti)
_ Kruznice ) Elipsa X
" Parabola " Hyperbola

Otazka 2 (za 2 body)

Najdéte souradnice stfedu kruznice, jejiz rovnice je: x* + y* - 4x + 6y - 3 = 0.
Odpovéd' (zapiste souradnice bodu)

[2 ;-3 ] v

Otazka 3 (za 5 bodu)

Urete délku tétivy, kterou vytina kruznice x* + y* = 10 na primce y = x - 2. Vysledek zaokrouhlete
na dvé desetinna mista.

Odpovéd' (zapiste realné cislo)
5 , X Spravna odpovéd' je 5,66

Zdlvodnéni
Délka tétivy je vzdalenost prusecikl zadané primky a kruznice.

Otazka 4 (za 5 bod()
Uréete vzajemnou polohu primky p: x - 2y - 1 = 0 a kruznice k: (x - 4)% + (y + 1)? = 5.
Odpovéd' (vyberte jednu z nasledujicich moznosti)
) p je vnéjsi primka k (_pjetecna k
pjesecna k X
Zdlvodnéni
Pfimka ma s kruznici pravé jeden spolecny bod.

Novy test
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Zaver

Prace vznikala v priabéhu nékolika let, proto je mozné, ze nékteré stranky nebo odkazy
uvedené v kapitole 1.1 jiz neexistuji nebo nefunguji. Je také mozné, zZe mezitim vznikly
stranky nové, které se problematikou analytické geometrie zaobiraji, které ale v této praci
nejsou hodnoceny.

Vétim, ze vysledkem mé prace jsou webové stranky, které jsou piijemné, kvalitni a moderni.
Splnil jsem vSechny cile, které jsem si predsevzal. Ucebni text pokryva vse, co se z analytické
geometriie na stfedni Skole vyucuje. Webové stranky obsahuji velké mnozstvi interaktivnich
prvki, desitky obrazkl a feSenych tloh a navic generované testy, které je mozné mnohokrat
opakovat.

Doufam, ze prace bude piinosem jak studentim pii studiu analytické geometrie, tak
pedagoglim pfi jejich vyuce. Byl bych rad, kdyby nékteré jeji Casti, jako tfeba applet na
zobrazeni matematickych vyrazi, byly vyuzity dalsimi autory webovych stranek. V budoucnu
bych chtél praci jesté rozsitit o Java applety v prostoru a doplnit Java applet zobrazujici
vyrazy tak, aby fungoval zcela korektn¢ a umoznoval zobrazovat i jiné matematické zapisy
nez jen ty, které byly vyuzity v této praci.

V kapitole 1.2 jsem v hodnoceni webovych stranek negativné komentoval neuplnost drtivé
vétsiny zkoumanych webt. Na zavér bych tuto svou kritiku chtél zmirnit, protoze pokryt
celou latku, kterd je obsahove velmi rozséhla, neni jednoduché.

Vytvotené webové stranky by se mély zaradit mezi dal§i obdobné prace a weby, které vznikaji
na Katedfe didaktiky matematiky MFF UK v Praze. Spolecné s nimi se stane soucasti
internetového portalu vénovanému vyuce stfedoskolské matematiky. VE&fim, ze nezapadnou,
a ze prispé&ji k jeho rozsiteni a obohaceni.
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Nakladani s praci

Souhlasim s vystavenim své prace na webovych strankdch Katedry didaktiky matematiky
MFF UK v Praze. Déle souhlasim s jejimi pozd¢jSimi Gpravami za ucelem jejiho zapojeni do
struktury matematického portalu, ktery vznikne z této a podobnych diplomovych praci. Portal
vytvoii a bude spravovat pravé a jediné Katedra didaktiky matematiky MFF UK, ¢i osoba ji

povétena.

Jan Koncel

164



Literatura
[1] Bostock L., Chandler S. (1992): Pure Mathematics 1. ST(P) Ltd, Avon.
[2] Bostock L., Chandler S. (1994): Pure Mathematics 2. ST(P) Ltd, Trowbridge.

[3] Busek I. (2006): Sbirka uloh z matematiky pro gymnazia. Analytickd geometrie.
Prometheus, Praha.

[4] Koc¢andrle M., Boc¢ek L. (2006): Matematika pro gymnazia. Analytickd geometrie.
Prometheus, Praha.

[5] Petakova J. (2005): MATEMATIKA — piiprava k maturité a pfijimacim zkouskam na
vysoké skoly. Prometheus, Praha.

[6] Cermak P., Cervinkova P. (2004): Odmaturuj z Matematiky 1. Didaktis, Brno.

[7] Boucnik P., Herman J., Krupka P., Simsa J. (2004): Odmaturuj z Matematiky 3. Didaktis,
Brno.

165



