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v pravděpodobnosti a statistice

Katedra teorie pravděpodobnosti a matematické statistiky
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3.1.1 Př́ıpustné řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Důkazy
Berkova metoda
Vogelova metoda
Monge̊uv rozklad
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Department: Department of the Theory of Probability and Mathematical
Statistics
Supervisor: Prof. RNDr. Jitka Dupačová, DrSc.
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Kapitola 1

Úvod

Dopravńı problém je název pro úlohu, která byla motivována minimalizaćı
náklad̊u na dopravu zbož́ı od dodavatel̊u k odběratel̊um. Může j́ıt jak o zbož́ı
libovolně dělitelné, tak o zbož́ı, které je možné převážet, poptávat nebo
dodávat pouze v celých kusech, přičemž tyto dvě úlohy jsou dosti odlǐsné.
Prvńı je předmětem studia lineárńıho programováńı, druhá programováńı
celoč́ıselného. Celoč́ıselným programováńım se v práci zabývat nebudu. Zo-
becněńım klasického dopravńıho problému je Monge-Kantorovič̊uv dopravńı
problém. Jde v něm o nalezeńı infima reálného funkcionálu na množině
všech pravděpodobnostńıch měr (definovaných na kartézském součinu S×S,
kde S je separabilńı metrický prostor) s danými fixńımi marginály, viz.
definice na straně 1 v [35]. Pokud jsou tyto mı́ry diskrétńı (atomické) a
nabývaj́ı kladných hodnot pouze na konečné množině, jde o diskrétńı do-
pravńı problém. Monge-Kantorovič̊uv dopravńı problém je velmi podrobně
popsán v knihách [35], [36] a [47] a zde jej zmiňuji pouze aby bylo zřejmé,
proč v definićıch dopravńıch problémů explicitně uvád́ım, že jde o problémy
diskrétńı.

V práci se budu detailně zabývat pouze klasickým dvourozměrným
diskrétńım dopravńım problémem, v́ıcerozměrným diskrétńım dopravńım
problémem a některými jejich modifikacemi, jako je kupř́ıkladu diskrétńı do-
pravńı problém s kapacitńımi omezeńımi (aplikace na statistické tř́ıděńı v L1
normě), či diskrétńı dopravńı problém s nelineárńı separovatelnou účelovou
funkćı (aplikace na rekonstrukce kontingenčńıch tabulek). Zmı́ńım i některé
daľśı typy problémů a modifikaćı. Těmi se ale z d̊uvodu rozsahu práce ne-
mohu zabývat hlouběji a tak u nich pouze odkáži na relevantńı literaturu.
Soustřed́ım se na aplikace v teorii pravděpodobnosti a matematické statistice,
byt’ jsem si vědom, že aplikace dopravńıho problému sahaj́ı mnohem dále do
mnoha jiných oblast́ı matematiky či teoretické informatiky. Jak je uvedeno
v r̊uzné literatuře, zejména v knihách [37], [35] a [36], Monge-Kantorovič̊uv
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dopravńı problém má aplikace v řadě oblast́ı matematiky od funkcionálńı
analýzy, přes ekonometrii, teorii pravděpodobnosti až po matematickou eko-
nomii a operačńı výzkum. Budu v práci předpokládat základńı znalosti
čtenáře v teorii pravděpodobnosti, v matematické statistice a lineárńım pro-
gramováńı.

Rozsah známé teorie v oblasti řešeńı dopravńıho problému a jeho zo-
becněńı je značný a proto se nebudu pokoušet o podáńı úplného přehledu
a soustřed́ım se na zp̊usoby řešeńı a aplikace podle mého uvážeńı úzce
souvisej́ıćı s teoríı pravděpodobnosti a statistikou. V práci budu vycházet
zejména z knih [1], [35], [36], [32], [21], [37] a [24]. Aplikace ve statistice
jsou k nalezeńı v knihách [21], [1], [35], [36] a [47] a v mnoha deśıtkách,
možná i stovkách článk̊u, z nichž některé jsou v práci citovány. V knihách
[26] a [32] je zohledněn př́ıstup kombinatorické optimalizace, teorie graf̊u,
tok̊u v śıt́ıch a teorie matroid̊u1. Jak se později ukáže, je vhodné uvažovat
zvlášt’ př́ıpustné a zvlášt’ optimálńı řešeńı dopravńıho problému, přičemž
za jistých okolnost́ı je konkrétńı metodou nalezené př́ıpustné řešeńı zároveň
řešeńım optimálńım (viz. např́ıklad [4],[14]). Řešeńı dvourozměrného Monge-
Kantorovičova dopravńıho problému pro některé speciálńı typy nákladových
funkćı (ryze konkávńı či ryze konvexńı funkce vzdálenosti) jsou explicitně
uvedena v článku [19]. V knize [35] je sepsána velká část teorie dvou-
rozměrného Monge-Kantorovičova dopravńıho problému, včetně teorie dua-
lity. Klasickému dvourozměrnému diskrétńımu dopravńımu problému, který
je znám ze základńıch přednášek lineárńıho programováńı (viz. např́ıklad
[24]) se budu věnovat poměrně d̊ukladně, byt’ jde o problém, jehož řešeńı je
velmi dobře prozkoumáno. Nebude to však pouze z didaktických d̊uvod̊u,
ale hlavně z d̊uvodu rozš́ı̌reńı teorie Mongeových matic. Teorie optimali-
zace a lineárńıho programováńı je nejv́ıce zohledněna v knihách [24] a [37].
V článćıch [48], [28], [29], [44] a [42] jsou uvedeny r̊uzné nutné podmı́nky
pro existenci př́ıpustného řešeńı planárńıho trojrozměrného diskrétńıho do-
pravńıho problému (viz. definice 1). V článku [43] je uveden postup, který
vede k nalezeńı nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek pro existenci př́ıpustného
řešeńı planárńıho v́ıcerozměrného diskrétńıho dopravńıho problému. Článek
[13] se zabývá mohutnost́ı množiny všech matic s danými řádkovými a sloup-
covými součty. V článćıch [45], [46], [41], [30] a daľśıch a v knize [35] lze
naj́ıt základy teorie v́ıcerozměrného dopravńıho problému. V článku [22] au-
tor ukazuje, že lze převést libovolný symetrický diskrétńı dopravńı problém
(viz. definice 1) na problém axiálńı (viz. definice 1). V článku [25] autoři stu-
duj́ı vlastnosti množiny všech př́ıpustných řešeńı axiálńıho a planárńıho troj-

1Ta má aplikace v oblasti tzv. hladových algoritmů, které vedou k nalezeńı př́ıpustného
řešeńı některých typ̊u diskrétńıch dopravńıch problémů.
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rozměrného diskrétńıho dopravńıho problému a mimojiné dokazuj́ı triviálńı
tvrzeńı o existenci př́ıpustného řešeńı axiálńıho trojrozměrného diskrétńıho
dopravńıho problému a zaváděj́ı dolńı meze pro maximálńı počet vrchol̊u
(resp. celoč́ıselných vrchol̊u) polytopu všech př́ıpustných řešeńı planárńıho
trojrozměrného diskrétńıho dopravńıho problému. Zaj́ımavou aplikaci v po-
době rekonstrukce kontingenčńıch tabulek lze naj́ıt v článku [18]. Tato apli-
kace je zaj́ımavá i z teoretického hlediska, nebot’ zavád́ı alternativńı postup
k řešeńı dvourozměrného diskrétńıho dopravńıho problému s nelineárńı se-
parovatelnou účelovou funkćı a nav́ıc při zobecněńı do v́ıce rozměr̊u vede k
algoritmu, kterým lze (jak je uvedeno na straně 266 (věta 3.2) v článku [8])
ověřit existenci př́ıpustného řešeńı planárńıho v́ıcerozměrného diskrétńıho
dopravńıho problému.

Práce je strukturována do čtyř kapitol.
Kapitola 1 obsahuje stručný úvod do problematiky teorie a aplikaćı do-

pravńıho problému, jeho modifikaćı a r̊uzných zobecněńı a obsahuje základńı
přehled o nejpouž́ıvaněǰśı literatuře.

V kapitole 2 definuji jednotlivé úlohy dopravńıho problému, jeho mo-
difikaćı a zobecněńı, kterými se v práci zabývám. Je zde uveden i krátký
úvod do teorie dvourozměrného diskrétńıho dopravńıho problému, krátce
popsán v́ıcerozměrný diskrétńı dopravńı problém a duálńı úloha k dvou-
rozměrnému dopravńımu problému. Různá daľśı zobecněńı a modifikace do-
pravńıho problému je možné nalézt zejména v knihách [35], [36] a [47]2.

V kapitole 3 popisuji nejpouž́ıvaněǰśı algoritmy pro nalezeńı př́ıpustného
a optimálńıho řešeńı diskrétńıho dopravńıho problému (Vogel̊uv algoritmus,
Dantzig̊uv simplexový algoritmus (SIMPLEX), metodu řádkových a sloup-
cových č́ısel (MODI) vycházej́ıćı z duálńı úlohy k dopravńımu problému, me-
todu severozápadńıho rohu, Berkovu metodu, Ford-Fulkerson̊uv algoritmus
a mad’arskou metodu). Nesoustřed́ım se však pouze na samotné algoritmy,
nýbrž v některých př́ıpadech i na jejich teoretické aspekty3.

V kapitole 4 popisuji r̊uzné aplikace dopravńıho problému. K aplikaćım
patř́ı kupř́ıkladu notoricky známá minimalizace náklad̊u na dopravu zbož́ı
od dodavatel̊u k odběratel̊um (odkud źıskal dopravńı problém sv̊uj název),
dále pak přidělovaćı či přǐrazovaćı úlohy, v nichž jde o přǐrazeńı úkol̊u jed-
notlivým procesor̊um (lidem, stroj̊um, apod.) a daľśı úlohy, které lze na
přǐrazovaćı převést (plánováńı rezerv a oprav, plánováńı výroby a zásob,
apod.), nicméně protože se v těchto aplikaćıch nejedná o př́ımou aplikaci v te-
orii pravděpodobnosti či matematické statistice, budu se jimi zabývat pouze

2V práci se jimi z d̊uvodu jej́ıho rozsahu nemohu hlouběji zabývat.
3Kupř́ıkladu u metody severozápadńıho rohu zkoumám, za jakých dodatečných

podmı́nek vede k optimálńımu řešeńı.
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okrajově. Jsou probrány detailněji v knihách [24], [37], [32], [49] a [26]. V této
kapitole probereme možnost rekonstrukce kontingenčńı tabulky při znalosti
součt̊u jej́ıch řádk̊u a sloupc̊u a dodatečných informaćı o jej́ı struktuře pomoćı
řešeńı dopravńıho problému, viz. [18]. Dále uvedeme použit́ı v d̊ukazu Stras-
senovy věty pro omezenou Lipschitzovskou metriku (metrizace slabé topolo-
gie), viz. [21], navržeńı a analýzu statistického experimentu (dvojné tř́ıděńı),
viz. [1] a aplikaci na ř́ızené zaokrouhlováńı ve statistice. Aplikaćım Monge-
Kantorovičova dopravńıho problému v teorii pravděpodobnosti je věnována
celá kniha [36].

K práci je přiloženo CD, na nějž se v práci odkazuji. Jsou na něm uloženy
popisy vybraných algoritmů ve formě obecně přij́ımaného zp̊usobu zápisu al-
goritmů4 a u většiny z těchto algoritmů je přiložen i spustitelný kód v jazyku
VBA. Popis uživatelského prostřed́ı a zp̊usobu použit́ı je uveden u každého
algoritmu zvlášt’ v podobě nápovědy. Kódy je možné spustit př́ımo v tabul-
kovém procesoru Excel od firmy Microsoft, pro který jsem se rozhodl ze dvou
d̊uvod̊u. Jednak z d̊uvodu široké kompatibility a jednak proto, že Excel již
má zabudováno uživatelské rozhrańı, které je vhodné k zapisováńı vstup̊u
ve formě matic a vektor̊u a to velmi efektivně a bez znalost́ı konkrétńıho
programovaćıho či skriptovaćıho jazyka.

Důkazy tvrzeńı jsou v práci uvedeny bud’ v plném rozsahu, nebo je uveden
pouze odkaz na literaturu v ńıž je možné je nalézt. Do textu jsem zařadil
v plném rozsahu pouze krátké d̊ukazy. Důkazy které jsou deľśı a náročněǰśı,
jsem vložil do adresáře D̊ukazy na přiložené CD. Všechny v textu i na CD
uvedené d̊ukazy jsem vytvářel sám. Žádný z uvedených d̊ukaz̊u tedy neńı
př́ımo opsán z citované literatury. Pokud byl d̊ukaz v literatuře srozumitelně
proveden, nepovažoval jsem za nutné jej do práce opisovat.

Úmluvy

1. Množinu přirozených č́ısel budeme značit N, množinu celých č́ısel Z,
množinu racionálńıch č́ısel Q, množinu reálných č́ısel R, množinu všech
nezáporných reálných č́ısel R+

0 a množinu všech kladných reálných č́ısel
R+. Rozš́ı̌renou reálnou osu (R ∪ {−∞} ∪ {+∞}) s obvyklou topologíı
budeme značit R.

2. Klasický d-rozměrný reálný prostor budeme značit Rd a d-rozměrný
racionálńı prostor budeme značit Qd.5

4Důvod pro tuto formu zápisu je zpř́ıstupněńı algoritmů čtenář̊um bez znalost́ı
konkrétńıch programovaćıch jazyk̊u.

5Racionálńım prostorem zde mı́ńıme množinu všech d-rozměrných vektor̊u racionálńıch
č́ısel na ńıž je zavedena euklidova metrika.
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3. Binárńı operaćı děleńı beze zbytku (označme ji |) budeme rozumět
binárńı operaci definovanou na množině Z tak, že pro všechna a, b ∈ Z,
b 6= 0 a|b je rovno největš́ımu celému č́ıslu z takovému, že b · z ≤ a.

4. Matici typu m × n budeme značit bud’ C = [cij]
j=1,...,n
i=1,...,m , nebo, bude-li

uvedeno, že jde o matici typu m × n, prostě jen C = (cij) , nebo jen
tučně C. Obdobné označeńı budeme někdy použ́ıvat i pro v́ıcerozměrné
tabulky, čili kupř́ıkladu trojrozměrnou tabulku s rozměry m,n a o bu-
deme někdy značit C, přičemž v takovém př́ıpadě budeme uvádět, že
jde o trojrozměrnou tabulku typu m× n× o. Později v textu budeme
obecně n-rozměrné tabulky značit Tn. Tučně budeme značit i vektory,
ale ty budeme narozd́ıl od matic značit malými ṕısmeny.

5. Někdy budeme už́ıvat označeńı I = {1, . . . ,m} a J = {1, . . . , n} , kde
m,n ∈ N, aniž bychom explicitně uvedli definice těchto množin.

6. Operaci transponováńı nějaké matice A budu značit AT .

7. Skutečnost, že všechny prvky matice, resp. v́ıcerozměrné tabulky jsou
nezáporné, budeme pro matici, resp. tabulku X značit X ≥ 0.
Skutečnost, že všechny prvky matice, resp. v́ıcerozměrné tabulky jsou
kladné, budeme pro matici, resp. tabulku X značit X > 0.6

8. Minimalizaci přes všechny nezáporné reálné matice X = [xij]
j=1,...,n
i=1,...,m

typu m × n kde m,n ∈ N budeme značit minX∈Rm×n
0,+

, nebo minxij≥0,

př́ıpadně minX≥0 .

9. Koeficienty v účelové funkci diskrétńıho dopravńıho problému bu-
deme nazývat náklady. V př́ıpadě dvourozměrného diskrétńıho do-
pravńıho problému tyto koeficienty tvoř́ı matici, kterou budeme
nazývat nákladovou matićı a v př́ıpadě v́ıcerozměrného diskrétńıho do-
pravńıho problému tvoř́ı tyto koeficienty v́ıcerozměrnou tabulku. V ta-
kovém př́ıpadě budeme hovořit o tabulce náklad̊u.

6Podobné značeńı se už́ıvá pro matice pozitivně semidefinitńı, či pozitivně definitńı.
Tyto vlastnosti matic v práci nedefinuji ani nepouž́ıvám.



Kapitola 2

Dopravńı problém a jeho
modifikace

V této části formálně zavedeme dopravńı problém. Nebudu definovat mo-
difikace a zobecněńı dopravńıho problému, kterými se v práci nezabývám,
nicméně existuje jich celá řada (dopravńı problémy s náhodnými požadavky,
dopravńı problémy s částečnou znalost́ı marginál̊u, dopravńı problémy
s uvolněnými okrajovými podmı́nkami, dopravńı problémy s lokálńımi ome-
zeńımi, spojité dopravńı problémy, dopravńı problémy s nelineárńı neseparo-
vatelnou účelovou funkćı, atd.). Uvedu i duálńı úlohu k dvourozměrnému
diskrétńımu dopravńımu problému a to jednak proto, že jedna z metod
vedoućıch k nalezeńı optimálńıho řešeńı dvourozměrného diskrétńıho do-
pravńıho problému využ́ıvá duality a jednak proto, že duálńı úloha se využ́ıvá
v aplikaci na tř́ıděńı v L1 normě.

Definice 1. Necht’ V = {1, . . . , n}, kde n ∈ N. Necht’ C je rodina navzájem
r̊uzných podmnožin V takových, že

⋃
E∈C E = V. Pro každé v ∈ V necht’

Mv = {1, . . . ,mv} , mv ∈ N a mv ≥ 2. Necht’ dále bi1...,in ∈ R+ pro každé i1 ∈
M1, . . . , in ∈ Mn. V, C a M1, . . . ,Mn reprezentuj́ı n-rozměrný diskrétńı
dopravńı problém:

min
xi1...in≥0

m1∑
i1=1

. . .
mn∑

in=1

ci1...inxi1...in , (2.1)

kde i1 ∈M1, . . . , in ∈Mn vzhledem k podmı́nkám∑
iv∈Mv ;v∈E

xi1...in = bi(EC), kde i
(
EC
)

=
{
iw ∈Mw : w ∈ EC

}
(2.2)

pro každé E ∈ C, kde EC = V \ E.

9
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Formálně je n-rozměrný diskrétńı dopravńı problém dán nejen svým
rozměrem n, ale i rodinou C podmnožin V a přirozenými č́ısly M1, . . . ,Mn.
Protože ale na konkrétńıch hodnotách M1, . . . ,Mn, (jsou-li vesměs rovny ale-
spoň 2) nezálež́ı a v práci se budu téměř vždy zabývat pouze problémy se
speciálńımi rodinami C, nebudu při označováńı n-rozměrného diskrétńıho
dopravńıho problému použ́ıvat ani parametr C, ani parametry M1, . . . ,Mn.
Pokud je C množinou právě všech k-prvkových podmnožin množiny V,
kde k ∈ {1, . . . , n− 1} je pevně dané, pak n-rozměrný diskrétńı do-
pravńı problém nazveme symetrickým a znač́ıme jej DMKPn,k. Problém
DMKPn,1 nazýváme planárńım n-rozměrným diskrétńım dopravńım
problémem a problém DMKPn,n−1 nazýváme axiálńım n-rozměrným
diskrétńım dopravńım problémem.

V práci se zabývám téměř výhradně symetrickými diskrétńımi do-
pravńımi problémy. Pokud nebude podstatné, jaký rozměr má daný diskrétńı
v́ıcerozměrný dopravńı problém, budeme jej značit zkráceně (DMKP).

Požadavek na to, aby v definici 1 platilo
⋃

E∈C E = V neńı samozřejmě
nutný pro nadefinováńı v́ıcerozměrného diskrétńıho dopravńıho problému.
I když neńı splněn, jedná se o v́ıcerozměrný diskrétńı dopravńı problém,
nicméně v takovém př́ıpadě lze problém redukovat na problém nižš́ı dimenze
a tud́ıž již neńı možné jej označit za n-rozměrný, viz. Lemma 1 v [22]. Proto
tuto podmı́nku v definici n-rozměrného diskrétńıho problému uvád́ım.

Nezáporné řešeńı soustavy rovnic dané podmı́nkami (2.2) pro axiálńı n-
rozměrný dopravńı problém existuje právě tehdy, když plat́ı∑

bi({1}) = . . . =
∑

bi({n}). (2.3)

Takovým řešeńım je kupř́ıkladu řešeńı dané

xi1...in =

∏n
k=1 bi({k})(∑
bi({1})

)n−1 . (2.4)

Toto řešeńı je samozřejmě nezáporné, nebot’ bi1...in ∈ R+ pro všechna i1 ∈
M1, . . . , in ∈Mn.

Definice 2. Necht’ m,n ∈ N a necht’ i ∈ I
def
= {1, . . . ,m} a j ∈ J

def
=

{1, . . . , n}. Necht’ dále ∀i ∈ I : ai ∈ R+ a ∀j ∈ J : bj ∈ R+ a ∀ (i, j) ∈ I × J :
cij ∈ R. Dvourozměrným diskrétńım dopravńım problémem budeme
rozumět problém DMKP2,1, tj. problém:

min
X

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (2.5)
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na množině dané následuj́ıćımi omezeńımi:

n∑
j=1

xij = ai ∀i ∈ I (2.6)

m∑
i=1

xij = bj ∀j ∈ J (2.7)

xij ≥ 0 ∀ (i, j) ∈ I × J. (2.8)

Diskrétńı dvourozměrný dopravńı problém budeme značit zkráceně
(DTP). Soustava rovnic daná omezeńımi (2.6) a (2.7) má řešeńı právě tehdy,
když

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj. (2.9)

Takovým řešeńım je kupř́ıkladu

xij =
aibj∑m
i=1 ai

, (2.10)

které je nezáporné.
(DTP) má optimálńı řešeńı, právě tehdy, když má řešeńı př́ıpustné.

Množina všech př́ıpustných řešeńı je totiž vždy omezená. Žádný prvek li-
bovolného př́ıpustného řešeńı nemůže být větš́ı, než

∑m
i=1 ai < ∞ a menš́ı

než 0.
Úloha dopravńıho problému je jakožto úloha minimalizace součtu (2.5)

vzhledem k omezeńım daným (2.6), (2.7) a (2.8), úlohou lineárńıho progra-
mováńı. Podmı́nka (2.9) je nutná a postačuj́ıćı pro existenci př́ıpustného
řešeńı problému (DTP). Plat́ı-li (2.9), nazýváme dopravńı problém vyrov-
naným (př́ıpadně vyváženým)1.

Obecně je možné uvažovat i problémy, kdy rovnice (2.9) neplat́ı (nejde
o vyrovnaný dopravńı problém). V takovém př́ıpadě je bud’

m∑
i=1

ai >
n∑

j=1

bj,

z čehož plyne, že podmı́nka (2.6) neplat́ı jako rovnost, ale jako nerovnost

m∑
j=1

xij ≤ ai ∀i ∈ I,

1My jej budeme nazývat vyrovnaným, nebot’ pojem vyváženosti použijeme později pro
označeńı jiné vlastnosti modelu dvojného tř́ıděńı.
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nebo
m∑

i=1

ai <

n∑
j=1

bj,

a podmı́nka (2.7) neplat́ı jako rovnost, ale jako nerovnost

n∑
i=1

xij ≤ bj ∀j ∈ J.

Obě tyto možnosti však lze bez újmy na obecnosti převést na problém vyrov-
naný (viz. třeba kapitola 4.9 v [24]) přidáńım umělých proměnných. Protože
nevyrovnaný dopravńı problém je možné bez újmy na obecnosti převést
na problém vyrovnaný vždy, nebudeme se nevyrovnaným problémem dále
zabývat.

Speciálńım typem dopravńıho problému je tzv. problém přǐrazovaćı
(přidělovaćı). Jde v něm o nalezeńı v jistém smyslu optimálńıho přǐrazeńı.
Např́ıklad může j́ıt o přǐrazeńı pracovńık̊u k jednotlivým činnostem podle
jejich výkonnosti v těchto činnostech tak, aby celkový výkon byl co nejvyšš́ı,
nebo doba potřebná ke zpracováńı nějaké úlohy byla co nejmenš́ı. Jde
o problém minimalizace

min
X

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (2.11)

za podmı́nek

m∑
i=1

xij = 1 pro všechna j = 1, . . . , n, (2.12)

n∑
j=1

xij = 1 pro všechna i = 1, . . . ,m, (2.13)

xij ∈ {0, 1} pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. (2.14)

Duálńı úlohou k problému (DTP) je problém

max
α,β

m∑
i=1

aiαi +
n∑

j=1

bjβj (2.15)

za podmı́nek

αi + βj ≤ cij pro všechna = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n, (2.16)

α ∈ Rm a β ∈ Rn. (2.17)
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Definice 3. Dvourozměrným diskrétńım dopravńım problémem s ka-
pacitńımi omezeńımi budeme nazývat takový problém (DTP), že existuje
matice H ∈ Rm×n

+,0 taková, že pro všechna i ∈ I a j ∈ J plat́ı dodatečná
podmı́nka pro X :

xij ≤ hij. (2.18)

Dvourozměrný diskrétńı dopravńı problém s kapacitńımi omezeńımi je
možné snadno zobecnit na v́ıcerozměrný př́ıpad, ale toto zobecněńı v práci
nepoužiji a tak jej explicitně neuvád́ım.

Definice 4. Necht’ f : Rm×n → R je nějaká nelineárńı funkce. Pak dvou-
rozměrným diskrétńım dopravńım problémem s nelineárńı separo-
vatelnou účelovou funkćı budeme rozumět problém (DTP), v němž (2.5)
nahrad́ıme:

min
X

m∑
i=1

n∑
j=1

fij (xij) (2.19)



Kapitola 3

Řešeńı dopravńıho problému

Nejprve se v této kapitole budeme zabývat problémem (DTP). Na řešeńı to-
hoto problému si ukážeme základńı algoritmy, které vedou bud’ k nalezeńı
př́ıpustného řešeńı (viz. definice 5), nebo př́ımo k nalezeńı optimálńıho řešeńı
(viz. definice 6), př́ıpadně vedou k řešeńı, které je v nějakém smyslu přibližně
rovno optimálńımu. V této kapitole se budu rovněž detailněji zabývat Mon-
geovými maticemi a jejich využit́ım a provedu rozš́ı̌reńı teorie na Monge̊uv
rozklad. Později se zaměř́ıme na problémy (DMKP).

3.1 Řešeńı diskrétńıho dvourozměrného do-

pravńıho problému

Uvažujme problém (DTP).

Definice 5. Řekneme, že matice X = [xij], i ∈ I a j ∈ J je př́ıpustným
řešeńım (DTP), pokud plat́ı (2.6), (2.7) a (2.8).

Definice 6. Řekneme, že matice X = [xij], i ∈ I a j ∈ J je optimálńım
řešeńım (DTP) pokud je př́ıpustným řešeńım (DTP) a zároveň je dosaženo
minima v (2.5).

Poznámka 1. Jde o problém lineárńıho programováńı o mn proměnných
a m + n omezeńıch. Omezeńı jsou soustavou m + n lineárńıch rovnic, které
ale maj́ı vesměs koeficienty nulové, nebo jednotkové. Nav́ıc omezeńı nejsou
lineárně nezávislá a tedy jde fakticky pouze o m + n − 1 omezeńı. Pokud
bychom označili m omezeńı (2.6) za řádková omezeńı a n omezeńı (2.7) za
sloupcová omezeńı, pak snadno nahlédneme, že všechna tato omezeńı nejsou
lineárně nezávislá např́ıklad t́ım, že od součtu všech řádkových omezeńı
odečteme součet všech sloupcových omezeńı vyjma jednoho. Toto vynechané
omezeńı je potom rovno výsledku této lineárńı kombinace ostatńıch omezeńı.

14
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3.1.1 Př́ıpustné řešeńı

Poznámka 2. Ukažme, že problém (DTP) má př́ıpustné řešeńı právě tehdy,
když plat́ı rovnost (2.9). Plat́ı-li (2.9), je př́ıpustným řešeńım např́ıklad
(2.10), které je skutečně př́ıpustným řešeńım problému (DTP), nebot’ je
nezáporné. Označme A matici soustavy dané rovnostmi (2.6) a (2.7) a
b = (a1, . . . , am, b1, . . . , bn)T . Z definice (DTP) máme, že ai > 0 pro všechna
i = 1, . . . ,m a bj > 0 pro všechna j = 1, . . . , n. Soustava rovnic Ax = b
má obecně řešeńı právě tehdy, když se hodnost matice A rovná hodnosti
rozš́ı̌rené matice soustavy (A|b) . Matice A je typu (m + n) ×mn a jak již
v́ıme, jej́ı hodnost je m+ n− 1. Neplat́ı-li tedy (2.9), je

m∑
i=1

ai −
n∑

j = 1
j 6= k

bj 6= bk

pro všechna k = 1, . . . , n a tud́ıž hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy (A|b) má
hodnost m+ n a nikoliv m+ n− 1. Proto soustava Ax = b v tomto př́ıpadě
nemá řešeńı. Základńım řešeńım soustavy rovnic Ax = b nazýváme takové
řešeńı x, které obsahuje nejvýše r (A) nenulových člen̊u. Základńı př́ıpustné
řešeńı problému (DTP) má nejvýše m+ n− 1 kladných kořen̊u.

Definice 7. Má-li základńı př́ıpustné řešeńı (DTP) méně než m + n − 1
kladných kořen̊u, ř́ıkáme, že je problém (DTP) degenerovaný.

Metoda severozápadńıho rohu vede k nalezeńı př́ıpustného řešeńı a
je nejjednodušš́ı z použ́ıvaných metod. Na druhou stranu nevede v př́ıpadě
hledáńı optimálńıho řešeńı obecně k př́ılǐs dobrým vstup̊um do simplexové
metody, která obecně řeš́ı problém nalezeńı optimálńıho řešeńı.

Metoda severozápadńıho rohu spoč́ıvá v tom, že postupně obsazujeme
pole tabulky1 od levého horńıho rohu. Přitom vkládáme maximálńı množstv́ı,
které je vzhledem k omezeńım možné. Po každém vložeńı pokračujeme
směrem vpravo, pokud ještě neńı řádkový součet roven součtu prvk̊u daného
řádku anebo směrem dol̊u, pokud neńı sloupcový součet roven součtu prvk̊u
daného sloupce. T́ımto jednoduchým postupem se dostaneme k př́ıpustnému
řešeńı (DTP). Algoritmický zápis metody:

Necht’ a1, . . . , am a b1, . . . , bn jsou kladná reálná č́ısla a
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj.
Označme dále X = (xij), i ∈ I a j ∈ J matici nezáporných č́ısel a položme
xij := 0 pro všechna i ∈ I a všechna j ∈ J.

1. i := 1 a j := 1

1reprezentuj́ıćı matici řešeńı X, která je na počátku algoritmu nulová
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2. xij := min
{
ai −

∑j−1
k=1 xik, bj −

∑i−1
k=1 xkj

}
3. Pokud ai =

∑n
k=1 xik, pak i := i + 1. Pokud je bj =

∑m
k=1 xkj, pak

j := j + 1.

4. Pokud i > m nebo j > n, skonč́ıme s matićı X, která je př́ıpustným
řešeńım (DTP), jinak se vrát́ıme na krok 2.

Ukažme nyńı, že uvedený algoritmus skutečně vede k př́ıpustnému řešeńı.
Vezměmě si i-tý řádek matice X. Vzhledem k tomu, že v kroku 3 se dosta-
neme k i + 1-ńımu řádku pouze tehdy, když je již ai =

∑n
k=1 xik, což zna-

mená splněńı i-tého řádkového omezeńı, máme za předpokladu, že se v̊ubec
k i-tému řádku dostaneme, splněna všechna řádková a vzhledem k symet-
rii problému i všechna sloupcová omezeńı. Ukažme nyńı, že k i-tému řádku
se dostaneme vždy. K tomu potřebujeme ukázat, že v kroku 3 nastane bud’

ai =
∑n

k=1 xik, nebo bj =
∑m

k=1 xkj, nebo oboj́ı. To plyne z kroku 2, nebot’

v tomto kroku vždy doplňujeme bud’ řádkový součet na hodnotu ai, nebo
sloupcový součet na hodnotu bj, př́ıpadně oboj́ı. Jediným zp̊usobem, který
by mohl vést k tomu, že se algoritmus k i-tému řádku nedostane, je tedy
možnost, že se dř́ıve dostane index j na hodnotu n + 1. To by ale zname-
nalo, že součet všech sloupcových součt̊u neńı roven součtu všech řádkových
součt̊u a to je ve sporu s vyrovnanost́ı problému (DTP).

Nyńı zavedeme zaj́ımavou a pro daľśı zkoumáńı užitečnou vlastnost do-
pravńıho problému, respektive matice náklad̊u C = [cij] , cij ≥ 0 pro všechna
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, která úzce souviśı s metodou severozápadńıho rohu.
Budu dále uvažovat pouze nezápornou matici náklad̊u, ačkoliv je zřejmé, že
uvedené metody řešeńı dopravńıho problému nezápornost matice náklad̊u
nevyžaduj́ı. Je však možné každý problém, který má záporné sazby náklad̊u
převést na problém s nezápornou matićı náklad̊u se stejným řešeńım. Bu-
deme vycházet z článku [4], z něhož vybereme pro nás podstatné informace
a doplńıme je o některé daľśı, př́ıpadně odvod́ıme platnost v tomto článku
uvedených tvrzeńı.

Definice 8. Řekneme, že matice C = [cij] splňuje Mongeovu podmı́nku,
pokud plat́ı

cij + crs ≤ cis + crj ∀1 ≤ i < r ≤ m,∀1 ≤ j < s ≤ n. (3.1)

Řekneme, že matice C = [cij] splňuje inverzńı Mongeovu podmı́nku,
pokud plat́ı

cij + crs ≥ cis + crj ∀1 ≤ i < r ≤ m,∀1 ≤ j < s ≤ n. (3.2)
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Poznámka 3. Mı́sto abychom ř́ıkali, že matice splňuje Mongeovu podmı́nku,
budeme ř́ıkat, že matice je Mongeova a mı́sto splněńı inverzńı Mongeovy
podmı́nky budeme psát o inverzńı Mongeově matici.

Lemma 1. ”O nejmenš́ım prvku v řádku”
Necht’ C = [cij] je Mongeova matice typu m × n. Označme j(i) pořad́ı ta-
kového sloupce, že cij je minimálńı prvek i-tého řádku matice C (v př́ıpadě,
kdy je minimálńıch prvk̊u v i-tém řádku v́ıce, označme je cij1 , . . . , cijk

, po-
lož́ıme j(i) := min {j1, . . . , jk}) pro všechna 1 ≤ i ≤ m. Pak plat́ı j(1) ≤
j(2) ≤ . . . ≤ j(m).

Důkaz lemmatu 1. : Důkaz provedu sporem. Necht’ existuje přirozené 1 ≤
i ≤ m takové, že j(i) > j(i + 1). Protože ci,j(i) < ci,j(i+1) a ci+1,j(i+1) <
ci+1,j(i), plat́ı ci+1,j(i) + ci,j(i+1) > ci,j(i) + ci+1,j(i+1) a matice C tedy nemůže
být Mongeova.

�

Věta 1. ”Test Mongeovy podmı́nky”
Reálná matice C s vesměs konečnými prvky je Mongeova právě tehdy, když
plat́ı

cij + ci+1,j+1 ≤ ci,j+1 + ci+1,j ∀1 ≤ i < m,∀1 ≤ j < n.

Důkaz věty 1. : Je-li matice C ∈ Rm×n Mongeova, pak tvrzeńı věty plat́ı
triviálně, nebot’ stač́ı položit r := i+ 1 a s := j + 1. Dokažme nyńı opačnou
implikaci. Chceme ověřit, že pro každou čtveřici index̊u 1 ≤ i < r ≤ m,
1 ≤ j < s ≤ n, plat́ı cij +crs ≤ cis +crj. Pokud plat́ı tvrzeńı věty pro všechna
i ∈ {1, . . . ,m− 1} a všechna j ∈ {1, . . . , n− 1} , pak plat́ı pro všechna
1 ≤ p < r ≤ m a 1 ≤ q < s ≤ n

r−p−1∑
u=0

s−q−1∑
v=0

cp+u,q+v +

r−p∑
u=1

s−q∑
v=1

cp+u,q+v ≤
r−p∑
u=1

s−q−1∑
v=0

cp+u,q+v +

r−p−1∑
u=0

s−q∑
v=1

cp+u,q+v,

což je ekvivalentńı s
cpq + crs ≤ cps + crq.

To je ekvivalentńı s definićı Mongeovy matice.

�

Poznámka 4. K tomu, abychom otestovali, zda matice typu m× n je Mon-
geova nám tedy podle předchoźı věty stač́ı proj́ıt (m − 1)(n − 1) podmı́nek
a je tedy možné tento test provést v čase O (mn).
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Věta 2. ”Vlastnosti Mongeovy matice”
Necht’ C a D jsou dvě Mongeovy matice typu m × n, které maj́ı prvky
z množiny R a necht’ u ∈ Rm

a v ∈ Rn
. Potom následuj́ıćı matice jsou rovněž

Mongeovy:

• CT

• λC pro libovolné λ ∈ R+
0

• C + D

• matice A = (aij) definovaná aij := cij + ui + vj

Důkaz věty 2. : Důkaz je triviálńı a plyne př́ımo z definice Mongeovy ma-
tice.

Definice 9. Reálnou matici D = [dij] typu m×n nazveme distribučńı ma-
tićı, pokud existuje reálná matice Q = [qij] typu m×n s vesměs nezápornými
prvky taková, že pro všechna 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n plat́ı

dij =
m∑

k=i

j∑
l=1

qkl. (3.3)

Poznámka 5. Každá distribučńı matice je Mongeova, nebot’ di,j + di,j +
qi−1,j+qi,j+1+qi−1,j+1 ≥ di,j+qi−1,j+di,j+qi,j+1 což plat́ı proto, že qi−1,j+1 ≥ 0
a to je podle věty 1 ekvivalentńı Mongeově podmı́nce.

Lemma 2. ”O distribučńı matici”
Matice C = [cij] typu m × n je Mongeova právě tehdy, když existuje dis-
tribučńı matice D = [dij] typu m × n a dva vektory u ∈ Rm a v ∈ Rn tak,
že pro všechna 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n plat́ı

cij = dij + ui + vj. (3.4)

Důkaz lemmatu 2. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O distribučńı matici”.

Následuj́ıćı věta je vysvětleńım d̊uvodu uvedeńı Mongeovy podmı́nky
v pasáži o metodě severozápadńıho rohu.

Věta 3. ”O Mongeově matici a metodě severozápadńıho rohu”
Metoda severozápadńıho rohu vede k optimálńımu řešeńı vyrovnaného (DTP)
pro všechny kladné sloupcové a řádkové součty právě tehdy, když matice
náklad̊u C = [cij] splňuje Mongeovu podmı́nku.
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Důkaz věty 3. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod názvem
”O Mongeově matici a metodě severozápadńıho rohu”.

Poznámka 6. Snadno nahlédneme, že Mongeovu matici převedeme na in-
verzńı Mongeovu matici vynásobeńım všech jej́ıch prvk̊u č́ıslem −1, nebo
seřazeńım jej́ıch sloupc̊u v opačném pořad́ı.

Poznámka 7. Z věty 2 je patrné, že Mongeovy matice typu m × n tvoř́ı
v prostoru všech matic typu m × n s prvky z R konvexńı kužel. Označme

H(i) =
(
h

(i)
pq

)
pro 1 ≤ i ≤ m matice definované h

(i)
pq = 1 pro p = i, h

(i)
pq = 0

jinak, V(j) =
(
v

(j)
pq

)
pro 1 ≤ j ≤ n matice definované v

(j)
pq = 1 pro q = j,

v
(j)
pq = 0 jinak, R(ij) =

(
r
(ij)
pq

)
pro 1 ≤ i ≤ m − 1, 2 ≤ j ≤ n matice

definované r
(ij)
pq = 1 pro p ≤ i, q ≥ j r

(ij)
pq = 0 jinak a L(ij) =

(
l
(ij)
pq

)
pro

2 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n − 1 matice definované l
(ij)
pq = 1 pro p ≥ i, q ≤ j

l
(ij)
pq = 0 jinak. Z lemmatu 2 v́ıme, že každou Mongeovu matici typu m × n
lze zapsat jako lineárńı kombinaci matic H(i), V(j) a L(kl), pro i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m a l = 1, . . . , n, přičemž koeficienty této lineárńı
kombinace u matic typu L jsou vesměs nezáporné. Přidáme-li podmı́nku
nezápornosti, zjist́ıme, že každou nezápornou Mongeovu matici C typu m×n
lze zapsat jako nezápornou lineárńı kombinaci matic Vj, Hi, Rkl a Luv, pro
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m − 1, l = 2, . . . , n, u = 2, . . . ,m a
v = 1, . . . , n− 1. Přesněji, existuj́ı nezáporná

κ1, . . . , κm, µ1, . . . , µn,

a nezáporná
λ2,1, . . . , λm,1, . . . , λ2,n−1, . . . , λm,n−1,

ν1,2, . . . , νm−1,2, . . . , ν1,n, . . . , νm−1,n

taková, že

C =
m∑

i=1

κiH
(i) +

n∑
j=1

µjV
(j) +

m∑
i=2

n−1∑
j=1

λijR
(ij) +

m−1∑
i=1

n∑
j=2

νijL
(ij). (3.5)

Źıskat vyjádřeńı (3.5) z lemmatu 2 neńı nijak obt́ıžné. Stač́ı si uvědomit
několik skutečnost́ı:

• Plat́ı

R(ij) =
1

2

i∑
k=1

H(k) +
1

2

n∑
l=j

V(l) − 1

2

j−1∑
l=1

V(l) − 1

2

m∑
k=i+1

H(k) + L(i+1,j−1)
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a tud́ıž každou matici, která je zapsána ve tvaru (3.5) s nezápornými
koeficienty lze zapsat prostřednictv́ım (3.4)2.

• Stač́ı uvažovat matice R(ij) pouze pro i = 1, . . . ,m− 1 a j = 2, . . . , n a
matice L(ij) pouze pro i = 2, . . . ,m a j = 1, . . . , n− 1, nebot’ ve všech
ostatńıch př́ıpadech je lze vyjádřit prostřednictv́ım vhodně voleného
součtu matic typu H či vhodně voleného součtu matic typu V.

• Z předchoźıch bod̊u je zřejmé, že matice zapsaná ve tvaru (3.5) s nezápor-
nými koeficienty je nezáporná Mongeova. Důkaz, že je možné každou
nezápornou Mongeovu matici vyjádřit ve tvaru (3.5) s nezápornými
koeficienty je k nahlédnut́ı v adresáři D̊ukazy na přiloženém CD pod
názvem Mongeova baze.

Matice typu m × n je nezáporná Mongeova právě tehdy, když ji lze zapsat
ve tvaru (3.5) s vesměs nezápornými koeficienty. Popisem (3.5) evidentně
neńı nezáporná Mongeova matice popsána jednoznačně, nebot’ kupř́ıkladu
matici samých jedniček, která je jistě Mongeova, můžeme dostat jako součet∑m

i=1 H(i), nebo jako součet
∑n

j=1 V(j). Množina všech nezáporných Mon-

geových matic tvoř́ı v prostoru matic typu m × n konvexńı kužel, nebot’

součet dvou nezáporných Mongeových matic je nezáporná matice (Mongeova
je dle věty 2) a nezáporný násobek nezáporné matice je nezápornou matićı
(Mongeovou matićı je dle věty 2). Tento kužel je polyedrický, nebot’ jak jsme
uvedli, každý jeho prvek je možné źıskat jako nezápornou lineráńı kombinaci
nějaké pevně dané konečné množiny matic. Tuto pevně danou množinu matic
budu nazývat baźı nezáporných Mongeových matic (viz. [39]) typu m× n.

Definice 10. Označme H
(i)

=
(
h

(i)

pq

)
pro 1 ≤ i ≤ m matice definované

h
(i)

pq = −1 pro p = i, h
(i)

pq = 0 jinak, V
(j)

=
(
v(j)

pq

)
pro 1 ≤ j ≤ n matice

definované v(j)
pq = −1 pro q = j, v(j)

pq = 0 jinak, W(ij) =
(
w

(ij)
pq

)
pro 1 ≤

i ≤ m − 1, 1 ≤ j ≤ n − 1 matice definované w
(ij)
pq = 1 pro p ≤ i, q ≤ j a

w
(ij)
pq = 0 jinak a E(ij) =

(
e
(ij)
pq

)
pro 2 ≤ i ≤ m, 2 ≤ j ≤ n matice definované

e
(ij)
pq = 1 pro p ≥ i, q ≥ j a e

(ij)
pq = 0 jinak. Každou matici Z typu m × n,

kterou lze zapsat jako jistou lineárńı kombinaci těchto matic, přesněji matici
pro ńıž existuj́ı reálná ω1, . . . , ωm, τ1, . . . , τn a nezáporná ξ2,1, . . . , ξm,1, . . . ,

2Z toho plyne, že matice zapsatelné ve tvaru (3.5) s vesměs nezápornými koeficienty κ,
µ, λ a ν jsou podmnožinou matic zapsatelných ve tvaru (3.4). Nav́ıc je zřejmé, že matice
zapsaná ve tvaru (3.5) s nezápornými koeficienty je nezáporná.
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ξ2,n−1, . . . , ξm,n−1, χ1,2, . . . , χm−1,2, . . . , χ1,n, . . . , χm−1,n tak, že

Z =
m∑

i=1

ωiH
(i)

+
n∑

j=1

τjV
(j)

+
m−1∑
i=1

n−1∑
j=1

ξijW
(ij) +

m∑
i=2

n∑
j=2

χijE
(ij). (3.6)

budeme nazývat zbytkovou matićı.

Věta 4. ”O existenci Mongeova rozkladu”

Každou nezápornou matici typu m× n lze zapsat jako součet nezáporné
Mongeovy matice a zbytkové matice.

Důkaz věty 4. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod názvem
”O existenci Mongeova rozkladu”.

Lemma 3. ”Vlastnosti zbytkových matic”
Necht’ C a D jsou dvě zbytkové matice typu m × n, které maj́ı prvky
z množiny R a necht’ u ∈ Rm

a v ∈ Rn
. Potom následuj́ıćı matice jsou

rovněž zbytkové:

• CT

• λC pro libovolné λ ∈ R+
0

• C + D

• matice A = (aij) definovaná aij := cij + ui + vj

Důkaz lemmatu 3. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”Vlastnosti zbytkových matic”.

Zbytková matice nemuśı mı́t všechny prvky nezáporné, nicméně pokud ji
použijeme jako nákladovou matici v (DTP), vede ke stejnému optimálńımu
řešeńı, jako vhodně vybraná matice náklad̊u s vesměs nezápornými členy.
Tuto matici zvoĺıme velmi snadno a to využit́ım následuj́ıćıho lemmatu,
v němž polož́ıme λ := max {0,−mini∈I,j∈J cij}+ 1.

Lemma 4. ”O nezápornosti”
(DTP) daný v (2.5) s matićı náklad̊u C ∈ Rm×n má stejné optimálńı řešeńı,

jako (DTP) s matićı náklad̊u C + λ · E, kde λ ∈ R a E =

 1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

 ∈

Rm×n.
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Důkaz lemmatu 4. : Důkaz je triviálńı.

Lemma 5. ”1. lemma o inverzńı Mongeově matici”
Každá zbytková matice Z je inverzńı Mongeovou matićı.

Důkaz lemmatu 5. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”1. lemma o inverzńı Mongeově matici”.

Lemma 6. ”2. lemma o inverzńı Mongeově matici”
Necht’ C je inverzńı Mongeova matice. Pak C je možné zapsat ve tvaru (3.6),
tj. C je zbytková.

Důkaz lemmatu 6. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”2. lemma o inverzńı Mongeově matici”.

Lemma 7. ”O konvexńı kombinaci”
Necht’ A je matice typu m × n a necht’ existuj́ı r̊uzné Mongeovy matice C
a C′ a dvě zbytkové matice Z a Z′ takové, že plat́ı A = C + Z a zároveň
A = C′ + Z′. Pak pro každé λ ∈ [0, 1] plat́ı

A = C (1− λ) + C′λ+ Z (1− λ) + Z′λ,

kde Z (1− λ)+Z′λ je zbytková matice a C (1− λ)+C′λ je nezáporná Mon-
geova matice.

Důkaz lemmatu 7. : Matice C a C′ jsou Mongeovy a tud́ıž jejich nezáporné
násobky jsou rovněž Mongeovy. Jelikož součet dvou Mongeových matic je
opět Mongeova matice, je C (1− λ) + C′λ Mongeova matice pro všechna
λ ∈ [0, 1]. Matice Z a Z′ jsou zbytkové a tud́ıž jejich nezáporné násobky
jsou rovněž zbytkové matice. Jelikož součet dvou zbytkových matic je opět
zbytková matice, je Z (1− λ) + Z′λ zbytková matice.

�

Poznámka 8. Necht’ A je matice typu m× n a necht’ A = C + Z, kde C je
Mongeova matice a Z je zbytková matice. Pak pro každou Mongeovu matici
Q plat́ı, že C + Q je Mongeova a Z − Q je zbytková. Přitom samozřejmě
A = C + Q + Z−Q.

Poznámka 9. Jak v́ıme z d̊ukazu věty 4, každou matici A typu m × n je
možné zapsat jako součet nzáporné Mongeovy matice a zbytkové matice. To
znamená, že pro každou matici A existuje nezáporná Mongeova matice C a
existuje zbytková matice Z takové, že A = C + Z. Takových rozklad̊u na
součet Mongeovy matice a zbytkové matice existuje v́ıce, kdykoliv m ≥ 2 a
n ≥ 2.
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Definice 11. Libovolný rozklad matice A na součet Mongeovy matice a
zbytkové matice budu nazývat Mongeovým rozkladem matice A. Mon-
geovu matici v Mongeově rozkladu matice A budu nazývat Mongeovou
část́ı matice A a množinu všech Mongeových část́ı matice A budu značit
πM(A). K ńı př́ıslušnou zbytkovou matici budu nazývat zbytkovou část́ı
matice A a množinu všech zbytkových část́ı matice A budu značit πZ(A).

Z věty 4 v́ıme, že každou matici A typu m× n lze zapsat ve tvaru

∀1 ≤ p ≤ m, 1 ≤ q ≤ n : apq = µq + κp +

p∑
k=2

n−1∑
l=q

νkl +
m−1∑
k=p

q∑
l=2

λkl, (3.7)

kde µj ∈ R pro všechna j = 1, . . . , n, κi ∈ R pro všechna i = 1, . . . ,m,
µij ∈ R pro všechna i = 2, . . . ,m a j = 1, . . . , n − 1 a λij ∈ R pro všechna
i = 1, . . . ,m − 1 a j = 2, . . . , n. Dále v́ıme, že ke každé matici existuje
nejen rozklad na Mongeovu a zbytkovou matici, ale dokonce na nezápornou
Mongeovu matici a zbytkovou matici.

K praktickému použit́ı Mongeova rozkladu muśıme být schopni k dané
matici A naj́ıt nějakou jej́ı Mongeovu a zbytkovou část.

Mějme matici náklad̊u C typu m×n. Tu lze zapsat prostřednictv́ım (3.7).
Mongeovu část matice C z množiny πM(C) najdeme následuj́ıćım postupem:
Nejprve vyřeš́ıme minimalizačńı úlohu kvadratického programováńı

min
κ ∈ Rm, µ ∈ Rn,

λ ∈ R(m−1)×(n−1),

ν ∈ R(m−1)×(n−1)

m∑
k=1

n∑
l=1

(
ckl − κk − µl −

k∑
i=2

n−1∑
j=l

νij −
m−1∑
i=k

l∑
j=2

λij

)2

, (3.8)

Řešeńı této úlohy najdeme vyřešeńım následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic
pro vektory parametr̊u κ∗, µ∗, λ∗, ν∗, jejichž pravá strana vznikla derivováńım
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účelové funkce v (3.8) podle těchto parametr̊u.

0 =
m∑

i=1

(
ciq − µ∗q − κ∗i −

i∑
k=2

n−1∑
j=q

ν∗kj −
m−1∑
k=i

q∑
j=2

λ∗kj

)
pro q = 1, . . . , n,

0 =
n∑

j=1

(
cpj − µ∗j − κ∗p −

n−1∑
k=j

p∑
i=2

ν∗ik −
j∑

k=2

m−1∑
i=p

λ∗ik

)
pro p = 1, . . . ,m,

0 =
m∑

i=p

q∑
j=1

(
cij − µ∗j − κ∗i −

j∑
k=2

m−1∑
l=i

λ∗lk −
i∑

k=2

n−1∑
l=j

ν∗kl

)
pro p = 2, . . . ,m, q = 1, . . . , n− 1,

0 =

p∑
i=1

n∑
j=q

(
cij − µ∗j − κ∗i −

j∑
k=2

m−1∑
l=i

λ∗lk −
i∑

k=2

n−1∑
l=j

ν∗kl

)
pro p = 1, . . . ,m− 1, q = 2, . . . , n.

Jde o soustavu 2mn − n − m + 2 rovnic s 2mn − n − m + 2 proměnných.
Označme n̄ := 2mn−m−n+2. Soustavu lze řešit kupř́ıkladu metodou LUP
rozkladu3. Soustava vede k nalezeńı koeficient̊u, které po dosazeńı do (3.7)
dávaj́ı matici C. Pokud m ≥ 2 a n ≥ 2, neńı matice této soustavy regulárńı,
protože zápis (3.7) neńı jednoznačným zápisem matice, ale nám k nalezeńı
Mongeova rozkladu stač́ı jedno z možných řešeńı.

Nalezeńı Mongeova rozkladu matice typum×n je d́ıky LUP rozkladu pro-
veditelné v čase O (n̄3) a použit́ım Coppersmithova-Winogradova algoritmu
(viz. [6]) pro násobeńı matic dokonce v čase O (n̄2.376) . Nějaký Monge̊uv
rozklad k libovolné nezáporné matici tedy jsme schopni nalézt v tomto čase.

Mongeovu část matice C najdeme po vyřešeńı soustavy rovnic jednoduše
tak, že polož́ıme v (3.5):

• κi = max {κ∗i , 0} , pro i = 1, . . . ,m,

• µj = max
{
µ∗j , 0

}
, pro j = 1, . . . , n,

• νij = max
{
ν∗ij, 0

}
, pro i = 1, . . . ,m− 1 a j = 2, . . . , n,

• λij = max
{
λ∗ij, 0

}
, pro i = 2, . . . ,m a j = 1, . . . , n− 1.

3Jde o zobecněńı klasického LU rozkladu, které je detailně popsáno v knize [7] na
stranách 750-756. LUP rozklad má složitost O

(
n̄3
)
.
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Zbytkovou část pak najdeme odečteńım nalezené Mongeovy části od matice
C. Algoritmus nalezeńı Mongeova rozkladu je implementován v excelovském
souboru uloženém v adresáři Monge̊uv rozklad na přiloženém CD.

Poznámka 10. Optimálńı řešeńı (DTP) s matićı náklad̊u, která je zbytko-
vou matićı, najdeme pomoćı metody jihozápadńıho rohu, která je jednodu-
chou modifikaćı metody severozápadńıho rohu. Zbytková matice je lineárńı
kombinaćı matic H(1), . . . ,H(m), V(1), . . . ,V(n),

W(1,1), . . . ,W(m−1,1), . . . ,W(1,n), . . . ,W(m−1,n),

E(2,2), . . . ,E(m,2), . . . ,E(2,n), . . . ,E(m,n),

což je matice, která vznikne z Mongeovy matice jej́ım otočeńım o 90◦ po
směru hodinových ručiček, tedy transformaćı cj,m+1−i := ci,j. Pro tuto matici
tedy plat́ı cj,m+1−i + cs,m+1−r ≤ cs,m+1−i + cj,m+1−r ∀1 ≤ i < r ≤ m,∀1 ≤
j < s ≤ n. Metoda severozápadńıho rohu se tedy po otočeńı matice stává
metodou jihozápadńıho rohu.

V čase O (n̄2.376) jsme d́ıky Mongeovu rozkladu schopni źıskat dolńı odhad
pro minimálńı dosažitelné náklady v dopravńım problému.

Definice 12. Necht’ X ∈ Rm×n je reálná matice. ε-změnou na mı́stech
(u, v) a (s, t) nazveme funkci f ε

(u,v),(s,t) : Rm×n −→ Rm×n takovou, že plat́ı:

f ε
(u,v),(s,t) (X) =



x11 . . . x1s . . . x1t . . . x1n
... · · · ... . . .

... . . .
...

xu1 . . . xus + ε . . . xut − ε . . . xun
... · · · ... . . .

... . . .
...

xv1 . . . xvs − ε . . . xvt + ε . . . xvn
... · · · ... . . .

... . . .
...

xm1 . . . xms . . . xmt . . . xmn


, kde

ε ∈ R \ {0} .

Neboli matici X se přǐrazuje matice, která je s touto matićı totožná na
všech mı́stech vyjma mı́st (u, s), (u, t), (v, s), (v, t), na nichž se na dvou přič́ıtá
reálné nenulové č́ıslo ε a na dvou naopak odč́ıtá.

Lemma 8. ”O maximálńı ε-změně”
Necht’ matice C je nezáporná a Mongeova. Pak matice D := f ε

(i,r),(j,s) (C) je
nezáporná Mongeova matice, jestliže

ε ∈ (max {−cij,−crs} , 0] . (3.9)
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Důkaz lemmatu 8. :
Označme mı́sta na nichž provád́ıme ε-změnu (̄i, r̄) a (j̄, s̄). Plat́ı

cīj̄ + cr̄s̄ ≤ cīs̄ + cr̄j̄

a protože ε je nekladné plat́ı triviálně také

cīj̄ + ε+ cr̄s̄ + ε ≤ cīs̄ − ε+ cr̄j̄ − ε

čili
dīj̄ + dr̄s̄ ≤ dīs̄ + dr̄j̄

a přitom dr̄j̄ ≥ 0, dīj̄ ≥ 0, dīs̄ ≥ 0 a dr̄s̄ ≥ 0. Pro všechny ostatńı
př́ıpustné dvojice index̊u z̊ustává v platnosti Mongeova podmı́nka, nebot’

předpokládáme, že matice C je Mongeova. Z toho plyne, že matice D je
nezáporná a Mongeova.

�

Lemma 9. ”O stejně velkých matićıch”
Necht’ C ∈ Rm×n a D ∈ Rm×n jsou dvě r̊uzné nezáporné matice a necht’

existuje posloupnost ε-změn taková, že

D = f ε1

(u1,v1),(s1,t1)

(
. . .
(
f εk

(uk,vk),(sk,tk) (C)
)
. . .
)
. (3.10)

Necht’ δ (C) =
√∑m

i=1

∑n
j=1 c

2
ij je Euklidova norma na prostoru všech matic

typu m× n. Pak
δ (C) = δ (D) ,

právě tehdy, když plat́ı

k∑
g=1

(
cugsg + cvgtg

)
=

k∑
g=1

(
cugtg + cvgsg

)
− 2

k∑
g=1

εg.

Důkaz lemmatu 9. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O stejně velkých matićıch”.

Lemma 10. ”O čtyřech nulách”
Pro každý problém (DTP) existuje takové optimálńı řešeńı X ∈ Rm×n, že

∀1 ≤ u 6= v ≤ m, 1 ≤ s 6= t ≤ n : xu,s = 0 ∨ xu,t = 0 ∨ xv,s = 0 ∨ xv,t = 0.
(3.11)
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Důkaz lemmatu 10. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O čtyřech nulách”.

Lemma 11. ”O ε-změně”
Necht’ X ∈ Rm×n a Y ∈ Rm×n. Necht’ vektor řádkových součt̊u matice X je
roven vektoru řádkových součt̊u matice Y a vektor sloupcových součt̊u matice
X je roven vektoru sloupcových součt̊u matice Y. Pak existuje posloupnost
ε-změn f ε1

(u1,v1),(s1,t1), . . . , f
εk

(uk,vk),(sk,tk) taková, že

f ε1

(u1,v1),(s1,t1)

(
. . . f εk

(uk,vk),(sk,tk) (X) . . .
)

= Y.

Důkaz lemmatu 11. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O epsilon změně”.

Lemma 12. ”O kuželu optimálńıch řešeńı”
Necht’ C ≥ 0 a X ∈ R je optimálńım řešeńım problému (DTP):

min
zij≥0

m∑
i=1

n∑
j=1

zijcij (3.12)

vzhledem k podmı́nkám

m∑
i=1

zij = bj pro j = 1, . . . , n, (3.13)

n∑
j=1

zij = ai pro i = 1, . . . ,m. (3.14)

Pak plat́ı

(∀ε > 0, ε ∈ R) (X je rovněž optimálńım řešeńım (3.12) vzhledem k (3.13) a
(3.14) s matićı náklad̊u εC)

Je-li nav́ıc X optimálńım řešeńım (3.12) vzhledem k (3.13) a (3.14) s matićı
náklad̊u 0 ≤ D 6= C, pak X je optimálńım řešeńım problému

min
zij≥0

m∑
i=1

n∑
j=1

zij (cij + dij)

vzhledem k podmı́nkám (3.13) a (3.14).

Důkaz lemmatu 12. : Důkaz je triviálńı.
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Poznámka 11. Z lemmatu 12 plyne, že množina všech nákladových matic
v dopravńım problému (DTP), které vedou ke stejnému optimálńımu řešeńı,
je konvexńı kužel.

Nyńı jsme v situaci, kdy umı́me naj́ıt vždy př́ıpustné řešeńı (DTP),
existuje-li (tj. plat́ı-li (2.9)) a v́ıme, kdy toto řešeńı, nalezené metodou seve-
rozápadńıho rohu, je zároveň řešeńım optimálńım. Metoda severozápadńıho
rohu nebere v potaz nákladovou matici C a nemůže tedy obecně vést k nale-
zeńı optimálńıho řešeńı. Nav́ıc ale v obecném př́ıpadě nevede ani k dobrému
výchoźımu řešeńı pro simplexovou metodu, která se použ́ıvá k nalezeńı
optimálńıho řešeńı diskrétńıch dopravńıch problémů. Za účelem nalezeńı
př́ıpustného řešeńı, které by bylo lepš́ım výchoźım řešeńım, tj. výchoźım
řešeńım, které vede na nižš́ı počet krok̊u simplexové metody, bylo vyvinuto
několik metod. Všechny jsou nějakou modifikaćı pravidla pro volbu pořad́ı
obsazováńı volných poĺı tabulky, které použ́ıvá metoda severozápadńıho rohu
v kroku 3. Zmı́ńım zde tři takové metody: metodu minimálńıho nákladu, Vo-
gelovu metodu a Berkovu metodu.

Metoda minimálńıho nákladu je velmi podobná metodě seve-
rozápadńıho rohu, jediný rozd́ıl je v tom, že algoritmus nepostupuje ze ”se-
verozápadńıho” rohu k rohu ”jihovýchodńımu”, ale postupuje od nejnižš́ıch
hodnot matice C k vyšš́ım, čili v této metodě již hodnoty matice náklad̊u
roli hraj́ı. Je známo, že metoda minimálńıho nákladu nepřináš́ı obecně téměř
žádné zlepšeńı výchoźıho řešeńı pro simplexovou metodu oproti metodě se-
verozápadńıho rohu.

Vogelova metoda je o něco složitěǰśı než metoda minimálńıho nákladu,
ale je také efektivněǰśı (vede většinou k př́ıpustnému řešeńı s nižš́ı hodno-
tou součtu v (2.5)). Metoda je postavena na výpočtu penalizaćı ke každému
sloupci i řádku, který je v daném kroku algoritmu neobsazen. Postup je
následuj́ıćı:

1. Ke každému řádku matice náklad̊u , který nebyl dosud eliminován,
spoč́ıtáme rozd́ıl mezi nejnižš́ım a druhým nejnižš́ım nákladem v daném
řádku a totéž provedeme pro každý dosud neeliminovaný sloupec.

2. Vybereme ze všech řádk̊u a sloupc̊u matice ten, u kterého je spočtený
rozd́ıl nejvyšš́ı4. V tomto řádku, či sloupci, alokujeme minimum
z př́ıslušného aktuálńıho řádkového a sloupcového omezeńı na takové
mı́sto matice řešeńı, které odpov́ıdá nejnižš́ımu nákladu ve vybraném

4Je-li jich v́ıce, vytvoř́ıme z nich submatici a obsazujeme mı́sto s nejnižš́ım nákladem
v této submatici.
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řádku či sloupci. Od př́ıslušného řádkového a sloupcového omezeńı
odečteme takto alokovanou hodnotu.

3. Řádek, či sloupec, který má nulové omezeńı, eliminujeme a pokračujeme
dále s matićı obsahuj́ıćı pouze prvky z neeliminovaných řádk̊u a
sloupc̊u. Pokud jsou všechna omezeńı již nulová, algoritmus konč́ı
s př́ıpustným řešeńım. Pokud je nějaké omezeńı stále kladné, vrát́ıme
se na prvńı krok.

Přesný algoritmus je detailně popsán v adresáři Vogelova metoda na
přiloženém CD.

Berkova metoda byla publikována v roce 1986 a vycháźı z Littlova al-
goritmu, který se použ́ıvá v teorii graf̊u k nalezeńı minimálńı Hamiltonovské5

kružnice grafu. Metoda je mnohdy lepš́ı z hlediska dosažené hodnoty účelové
funkce př́ıpustného řešeńı, než metoda Vogelova. Neńı to však pravidlem.
Tato metoda neńı tak známa jako metody předchoźı. Algoritmus je velmi
jednoduchý a je určen následuj́ıćım postupem:

1. V každém řádku matice náklad̊u najdeme minimálńı náklad a ten
odečteme od všech prvk̊u daného řádku matice.

2. V každém sloupci matice náklad̊u najdeme minimálńı náklad a ten
odečteme od všech prvk̊u daného sloupce matice náklad̊u upravené
v prvńım kroku.

3. Každému nulovému prvku matice náklad̊u upravené v předchoźıch
kroćıch přǐrad́ıme součet minima všech dosud neeliminovaných prvk̊u
řádku, v němž se nacháźı daná nula a minima všech dosud neelimino-
vaných prvk̊u sloupce, v němž se nacháźı daná nula.

4. Nulovému prvku s nejvyšš́ım přǐrazeným součtem alokujeme maximálńı
hodnotu, kterou umožňuj́ı řádková a sloupcová omezeńı. Je-li tato hod-
nota rovna aktuálńımu řádkovému omezeńı, pak z matice eliminujeme
daný řádek a odečteme tuto hodnotu od řádkového omezeńı, je-li rovna
aktuálńımu sloupcovému omezeńı, pak z matice eliminujeme daný slou-
pec a odečteme tuto hodnotu od sloupcového omezeńı. Pokud jsou
eliminovány všechny sloupce a všechny řádky, pak algoritmus konč́ı
s nalezeným př́ıpustným řešeńım. Pokud ne, vrát́ıme se na prvńı krok.

5Hamiltonovská kružnice je taková kružnice, která obsahuje všechny vrcholy grafu.
Tento pojem má význam zejména pro řešeńı problému obchodńıho cestuj́ıćıho.
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Přesný algoritmus je detailně popsán v adresáři Berkova metoda na
přiloženém CD a při jeho vytvářeńı jsem čerpal z webových stránek au-
tora (http://home.eunet.cz/berka/o/matempro.htm), kde je metoda stručně
popsána.

3.1.2 Optimálńı řešeńı

Mad’arská metoda je metoda, která se použ́ıvá k řešeńı přidělovaćıho
problému a existuje i jej́ı zobecněńı, které lze použ́ıt pro nalezeńı optimálńıho
řešeńı problému (DTP). Je založena na jednoduché úvaze, která vycháźı
z následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 13. Necht’ C je matice náklad̊u v problému (DTP). Pak přičteńım
libovolného reálného č́ısla ke všem prvk̊um libovolného řádku matice C a
přičteńım libovolného reálného č́ısla ke všem prvk̊um libovolného sloupce
matice C se optimálńı řešeńı problému (DTP) nezměńı, pouze účelová funkce
v optimu může nabývat jiné hodnoty.

Důkaz lemmatu 13. : Předpokládejme, že matice C je typu m × n, kde
m,n ∈ N. Definujme novou matici náklad̊u D takto: dij = cij + ui + vj, pro

všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. Účelová funkce v (DTP) pro matici
náklad̊u D je rovna

m∑
i=1

n∑
j=1

dijxij =
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij +
m∑

i=1

ui

n∑
j=1

xij +
n∑

j=1

vj

m∑
i=1

xij.

Protože

m∑
i=1

xij = bj a
n∑

j=1

xij = ai pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n,

dostáváme hodnotu účelové funkce v (DTP) s matićı náklad̊u D :

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
m∑

i=1

aiui +
n∑

j=1

bjvj.

Protože posledńı dva sč́ıtance v tomto vyjádřeńı jsou konstanty, které vol-
bou matice řešeńı X neovlivńıme a minima je tedy dosaženo ve stejném
bodě. Proto je optimálńı řešeńı problému (DTP) s matićı náklad̊u D totožné
s optimálńım řešeńım problému (DTP) s matićı náklad̊u C, pouze minimum
účelové funkce se lǐśı o hodnotu těchto dvou sč́ıtanc̊u.
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1. Uprav́ıme matici náklad̊u p̊uvodńıho problému (DTP) na matici, která
má v každém sloupci i každém řádku minimálně jednu nulu. Toho lze
dosáhnout postupnou aplikaćı lemmatu 13 na matici náklad̊u C tak,
že nejprve od všech prvk̊u každého řádku odečteme minimálńı prvek
daného řádku, č́ımž źıskáme v každém řádku alespoň jednu nulu a
poté od všech prvk̊u každého sloupce odečteme minimálńı prvek daného
sloupce, č́ımž źıskáme v každém sloupci alespoň jednu nulu.

2. Vybereme maximálńı možný počet nul v aktuálńı matici náklad̊u a to
takových, že žádné dvě nejsou ve stejném sloupci ani ve stejném řádku.
K určeńı maximálńıho možného počtu nul, které je možné vybrat, se
už́ıvá tzv. Königova věta, která ”ř́ıká”, že maximálńı počet nulových
prvk̊u s danými vlastnostmi v dané matici je roven minimálńımu počtu
kryćıch čar6, kterými je možné pokrýt všechny nulové prvky matice.

3. Existuje-li matice s prvky z množiny {0, 1}, která má v každém sloupci
a každém řádku právě jednu jedničku a přitom každá jednička je na
mı́stě vybrané nuly z kroku 2, je tato matice optimálńım řešeńım
přǐrazovaćıho problému a algoritmus konč́ı. Pokud taková matice nee-
xistuje, pokračujeme krokem 4.

4. Proškrtneme všechny řádky a sloupce v nichž je alespoň jedna nula
vybraná v kroku 2. Najdeme minimum z prvk̊u matice, které nejsou
proškrtnuté a toto minimum odečteme od všech prvk̊u matice a
poté přičteme ke všem proškrtnutým prvk̊um a to jednou pro prvky
proškrtnuté jednou a dvakrát pro prvky proškrtnuté dvakrát (hori-
zontálńı i vertikálńı čarou). Vrát́ıme se zpět na krok 2.

Mad’arská metoda po konečném počtu krok̊u vede k optimálńımu řešeńı
přǐrazovaćıho problému.

Mad’arská metoda se p̊uvodně použ́ıvala pouze k řešeńı přidělovaćıho
problému, ale lze ji, kupř́ıkladu za předpokladu celoč́ıselnosti (ale stač́ı i
racionalita, jen je úloha o něco technicky složitěǰśı, nebot’ se nejprve muśı
provést vynásobeńı všech omezeńı jejich nejmenš́ım společným násobkem)
všech řádkových a sloupcových omezeńı, zobecnit i na řešeńı problému
(DTP) tak, že problém (DTP) převedeme na přidělovaćı problém. Tento
převod spoč́ıvá v tom, že mı́sto množiny n odběratel̊u s celkovými požadavky
b =

∑n
j=1 bj a množiny m dodavetel̊u s celkovými kapacitami a =

∑m
i=1 ai,

6Kryćı čarou je mı́něno proškrtnut́ı řádku nebo sloupce.
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budeme uvažovat b odběratel̊u s jednotkovým požadavkem a a dodavatel̊u
s jednotkovou kapacitou. Matice náklad̊u problému (DTP) je typu m × n.
Matice náklad̊u přidělovaćıho problému, na který problém (DTP) převád́ıme,
bude typu a × b a bude mı́t na mı́stě (i, j), kde i = 1, . . . , a a j = 1, . . . , b

prvek ckl, kde k := 1 + max
{
h : h ∈ {0, . . . ,m− 1} ∧

∑h
j=1 aj < i

}
a l :=

1+max
{
h : h ∈ {0, . . . , n− 1} ∧

∑h
i=1 bi < j

}
.Označme takto vzniklou ma-

tici D. Nyńı můžeme řešit p̊uvodńı problém (DTP) jako přǐrazovaćı problém
s nákladovou matićı D. Problémem této metody je skutečnost, že ačkoliv
p̊uvodńı matice náklad̊u může být velmi malá, matice náklad̊u vytvořeného
přǐrazovaćıho problému může být obrovská. Tuto nepř́ıjemnost však lze
s mı́rnými technickými obt́ıžemi zdolat.

Simplexová metoda je metoda, která byla vyvinuta americkým mate-
matikem Georgem Dantzigem na konci čtyřicátých let 20. stolet́ı. Je založena
na procházeńı vrchol̊u mnohorozměrného polyedru (jenž je dán množinou
omezeńı) tak, že hodnota účelové funkce v žádném kroku nevzroste a řešeńı
z̊ustávaj́ı nezáporná. Simplexová metoda má celou řadu modifikaćı a je o ńı
známo, že v pr̊uměru řeš́ı diskrétńı dopravńı problém velmi rychle, tj. v po-
lynomiálńım čase. V roce 1972 však přǐsli v [23] američané V. Klee a G.
J. Minti s úlohou lineárńıho programováńı jej́ıž složitost je O (exp (2n− 1)) .
Algoritmus simplexové metody (včetně d̊ukaz̊u tvrzeńı, na nichž je postaven)
je detailně popsán mimojiné ve skriptech [38] a knihách [32], [26] a [37].

Simplexový algoritmus je použitelný jak na problém (DTP), tak na
problém (DMKP) i na jejich r̊uzné modifikace, jako jsou např́ıklad dodatečná
kapacitńı omezeńı.

Metoda MODI (metoda řádkových a sloupcových č́ısel) je
použ́ıvána často pro svoji efektivitu a vycháźı z řešeńı duálńı úlohy k (DTP)
prostřednictv́ım simplexové metody (jde tedy v podstatě o simplexovou me-
todu). Využ́ıvá ε-změn. Spoč́ıvá v následuj́ıćım iteračńım postupu:

• Nejprve najdeme př́ıpustné řešeńı pomoćı jedné ze zmı́něných metod,
které vedou k jeho nalezeńı.

• Dále pro každé obsazené pole matice (tj. pro takovou dvojici index̊u
(i, j), pro ńıž nalezené př́ıpustné řešeńı je kladné xij > 0) vytvoř́ıme
rovnici Ri + Kj = cij, kde Ri je hodnota př́ıslušná i-tému řádku, Kj

hodnota př́ıslušná j-tému sloupci a cij je hodnota nákladové matice na
mı́stě (i, j).

• Položme R1 := 0 a vyřešme soustavu vzniklých rovnic pro všechna R
a K.
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• Spoč́ıtáme redukovaný náklad Ikl := cij − Ri − Kj pro všechna pole
matice řešeńı, která aktuálně nejsou obsazena.

• Najdeme nejmenš́ı záporný redukovaný náklad (označme jej bez újmy
na obecnosti Ii1,j1) a provedeme ε-změnu na mı́stech (i1, i2) a (j1, j2),
kde pole v matici na mı́stech (i1, j2) a (i2, j1) jsou obsazena, přičemž
zvoĺıme ε = min {xi1,j2 , xi2,j1} tak, že hodnotu ε přič́ıtáme k hodnotám
matice xi1,j1 a xi2,j2 a odč́ıtáme od hodnot xi2,j1 a xi1,j2 , přičemž v́ıme,
že xi1,j1 = 0. Pokud neexistuje žádný záporný redukovaný náklad, pak
jsme dosáhli optimálńıho řešeńı a algoritmus konč́ı. Jinak pokračujeme
v algoritmu daľśım krokem.

• Vrát́ıme se na krok následuj́ıćı po nalezeńı př́ıpustného řešeńı, nyńı však
již s př́ıpustným řešeńım po v předchoźım kroku provedené ε-změně.

Přesný algoritmus je uveden např́ıklad v knihách [15] (kapitola 3, str. 39-71)
a [24] (str. 98-102).

Ford-Fulkerson̊uv algoritmus vycháźı z teorie graf̊u, přesněji z teorie
tok̊u v śıt́ıch. Problém (DTP) lze totiž převést s použit́ım duálńı úlohy na
problém typu max-flow (maximálńıho toku v śıti). Mějme tedy dán problém
(DTP) a převed’me jej na problém k němu duálńı. Dostaneme následuj́ıćı
maximalizačńı úlohu:

max
α,β

m∑
i=1

aiαi +
n∑

j=1

bjβj (3.15)

za podmı́nek

αi + βj ≤ cij pro všechna i = 1, . . . ,m a všechna j = 1, . . . , n.

Triviálńı př́ıpustné řešeńı této úlohy je αi = 0 a βj = min1≤i≤m cij. Defi-
nujme množinu G takto: G := {(i, j) : αi + βj = cij} . Nyńı se pod́ıvejme na
následuj́ıćı minimalizačńı úlohu:

min
m+n∑
i=1

yi (3.16)
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za podmı́nek

n∑
j=1

xij + yi = ai pro všechna i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij + ym+j = bj pro všechna j = 1, . . . , n,

yi ≥ 0 pro všechna i = 1, . . . ,m+ n,

xij ≥ 0 pokud (i, j) ∈ G a

xij = 0 pokud (i, j) /∈ G.

Z těchto podmı́nek snadno plyne, že

m+n∑
i=1

yi =
m∑

i=1

ai +
n∑

j=1

bj − 2
∑

(i,j)∈G

xij.

Proto je tato úloha ekvivalentńı maximalizačńı úloze:

max
∑

(i,j)∈G

xij (3.17)

za podmı́nek

n∑
j=1

xij ≤ ai pro všechna i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij ≤ bj pro všechna j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0 pokud (i, j) ∈ G a

xij = 0 pokud (i, j) /∈ G.

Toto je problém maximalizace toku v śıt́ıch, v němž jde o nalezeńı ma-
ximálńıho pr̊utoku śıt́ı.

Definice 13. Śıt́ı rozumı́me orientovaný graf s celoč́ıselnými kladnými ka-
pacitńımi omezeńımi každé jeho hrany, který obsahuje zdrojový vrchol (bez
hrany orientované k němu) a terminálńı vrchol (bez hrany orientované z něj).

Definice 14. Tokem v śıti t rozumı́me vektor z Rk, kde k je počet všech
orientovaných hran śıtě, takový, že každá jeho složka je přǐrazena právě jedné
orientované hraně śıtě a plat́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky:
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1. Pro všechny vrcholy u a v takové, že existuje v śıti hrana jdoućı z vr-
cholu u do vrcholu v, je složka vektoru toku odpov́ıdaj́ıćı hraně z u do
v nezáporná a přitom nejvýše rovna kapacitńımu omezeńı této hrany.

2. Pro každý vrchol v vyjma terminálńıho a zdrojového je součet všech
složek vektoru toku odpov́ıdaj́ıćıch hranám, které jdou do vrcholu v
roven součtu všech složek vektoru toku odpov́ıdaj́ıćıch hranám, které
jdou z vrcholu v.

Úloha (3.17) tedy odpov́ıdá maximalizaci toku v śıti, v ńıž ze zdrojového
vrcholu vycháźı m hran s kapacitami ai pro i-tou z těchto hran. Každá
z těchto m hran vede do jednoho z m vrchol̊u (nazvěme je dodavatelskými
vrcholy) a z každého z těchto dodavatelských vrchol̊u vycháźı n hran s ne-
konečnými kapacitami, každá do jednoho z n jiných vrchol̊u (nazvěme je
odběratelskými). Z odběratelských vrchol̊u vycháźı nakonec do terminálńıho
vrcholu n hran s kapacitami bi pro i-tou z těchto hran. Řešeńı xij problému
(3.17) je dáno tokem v této śıti a to jako složka toku odpov́ıdaj́ıćı hraně,
která jde z i-tého dodavatelského vrcholu do j-tého odběratelského vrcholu.

Řešeńı je aplikace Ford-Fulkersonova algoritmu na problém maximálńıho
toku v śıt́ıch (3.17). Tento algoritmus je uveden v knize [32], str. 123. Jeho
výhodou je možnost zavedeńı kapacitńıch omezeńı a lze j́ım tedy řešit i do-
pravńı problém s kapacitńımi omezeńımi, viz. definice 3. Nevýhodou algo-
ritmu je, že nemuśı skončit, pokud nějaké z omezeńı ai, i = 1, . . . ,m a bj,
j = 1, . . . , n neńı racionálńı. V takovém př́ıpadě nejen, že nemuśı skončit,
ale může dokonce konvergovat k řešeńı, které je striktně nižš́ı, než optimálńı,
viz. [17].

Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u je obecnou optimalizačńı
metodou, která se použ́ıvá sṕı̌se v nelineárńım programováńı (tj. při vázané
optimalizaci s nelineárńı diferencovatelnou účelovou funkćı). Lze ji však
použ́ıt i na dopravńı problém a zejména pak na dopravńı problém s ne-
lineárńı účelovou funkćı. Tato metoda je velmi známá a proto se j́ı zde ne-
budu věnovat, nicméně je v práci použita při aplikaci dopravńıho problému
na rekonstrukce kontingenčńıch tabulek a je základem d̊ukazu Strassenovy
věty (str. 82). Detaily o této metodě je možné naj́ıt např́ıklad v knize [2].

3.1.3 Přibližná řešeńı (heuristické algoritmy)

Heuristické algoritmy, které vedou pouze k přibližnému řešeńı využ́ıvaj́ı
r̊uzných teoretických koncept̊u, od neuronových śıt́ı (viz. [31]), přes gene-
tické algoritmy (viz. [20]), až po metody typu ”Local Search” a evolučńı
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algoritmy7.

3.1.4 Algoritmy pro speciálńı př́ıpady

Existuje celá řada postup̊u, které řeš́ı nějakou specifickou podmnožinu
problémů typu (DTP) (např́ıklad matice náklad̊u má jisté vlastnosti8–je
Mongeova, náklady jsou ryze konvexńı funkćı vzdálenosti, jsou celoč́ıselné,
apod.). Přidáme-li např́ıklad podmı́nku n = 2, pak v článku [27] najdeme
algoritmus, který tento problém řeš́ı v lineárńım čase převedeńım na známý
problém batohu9.

Daľśı specifický typ dopravńıho problému, který je řešitelný v lineárńım
čase, je problém s matićı náklad̊u, kde každý prvek je součinem dvou hodnot,
z nichž jedna je dána řádkovým indexem a druhá indexem sloupcovým, tedy
pro každé i ∈ {1, . . . ,m} a každé j ∈ {1, . . . , n} plat́ı cij = uivj, kde ui > 0
a vj > 0. V tomto př́ıpadě je možné problém řešit metodou severozápadńıho
rohu, ale až poté, co se řádky uspořádaj́ı podle jim př́ıslušných hodnot ui

a sloupce podle jim př́ıslušných hodnot vj, ale v opačném pořad́ı. Označme
největš́ı hodnotu up př́ıslušej́ıćı po uspořádáńı řádk̊u prvńımu řádku uusp

1 ,
druhou nejvyšš́ı uusp

2 , atd. a stejně tak nejvyšš́ı hodnotu vr po uspořádńı
sloupc̊u jako vusp

n , druhou vusp
n−1, atd. Jak v́ıme, metoda severozápadńıho

rohu dává optimálńı řešeńı právě tehdy, když je matice náklad̊u Monge-
ova. Pro k < l a p < o dostáváme 0 ≥ (uusp

k − uusp
l )

(
vusp

p − vusp
o

)
=

uusp
k vusp

p + uusp
l vusp

o − uusp
k vusp

o − uusp
l vusp

p = ckp + clo − cko − clp, což je de-
finice Mongeovy matice. T́ımto problémem se zabývá článek [14]. Obdobně
je-li každý prvek matice náklad̊u cij = ui + vj, pak plat́ı cij + ckl − cil − ckj =
ui + vj + uk + vl − ui − uk − vj − vl = 0. Jde tedy rovněž o Mongeovu matici
a problém je řešitelný metodou severozápadńıho rohu v lineárńım čase.

3.2 Řešeńı diskrétńıho v́ıcerozměrného doprav-

ńıho problému

Uvažujme vyrovnaný v́ıcerozměrný diskrétńı dopravńı problém (DMKP).

Definice 15. Necht’ n ∈ N, N = {1, . . . , n} a m1, . . . ,mn ∈ N. Necht’ Ai =
{1, . . . ,mi} , pro všechna i = 1, . . . , n a A = ⊗i∈NAi. n-rozměrnou reálnou

7Disertačńı práce (Hasan Timucin Ozdemir): ”Graph based evolutionary algorithms
for transportation problems”.

8Jak jsme ukázali, když je matice náklad̊u Mongeova, pak lze (DTP) řešit v lineárńım
čase metodou severozápadńıho rohu.

9Problém batohu je popsán kupř́ıkladu v článku [33].
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tabulkou typu m1 × . . . × mn budu nazývat uspořádanou dvojici (T, f) ,
kde T = {r1, . . . , rm1···mn} , rj ∈ R, pro všechna j = 1, . . . ,m1 · · ·mn je
multimnožina reálných č́ısel mohutnosti m1 · · ·mn a f je prosté zobrazeńı
z T na množinu A.

n-rozměrnou tabulku budu značit Tn. Množinu všech n-rozměrných ta-
bulek budu značit {Tn} . Prvek t z množiny T, pro nějž plat́ı f (t) =
(i1, . . . , in) budeme značit ti1,...,in . Matice náklad̊u v (DTP) je tedy zřejmě
dvourozměrnou tabulkou, tj. C ∈ {T2} takovou, že tij := cij. (DTP) ob-
sahuje vyjma omezeńı na nezápornost omezeńı na součty řádk̊u a součty
sloupc̊u. Tato omezeńı je možné zapsat ve formě 1-rozměrných tabulek.
Chceme-li popsat omezeńı v př́ıpadě trojrozměrného problému (DMKP),
pak jsou dvě možnosti. Bud’ je toto omezeńı dvourozměrnou tabulkou,
nebo tabulkou jednorozměrnou. Obecně můžeme mı́t v (DMKP) kombi-
naci těchto dvou typ̊u omezeńı. Pokud jsou všechna omezeńı 1-rozměrné
tabulky, pak jde o trojrozměrný diskrétńı axiálńı dopravńı problém, po-
kud jsou všechna omezeńı 2-rozměrné tabulky, jde o trojrozměrný diskrétńı
planárńı dopravńı problém. V daľśım textu se budu zabývat předevš́ım
těmito dvěma trojrozměrnými problémy. Metody řešeńı axiálńıho a me-
tody řešeńı planárńıho problému jsou značně odlǐsné. Zat́ımco na řešeńı
axiálńıho dopravńıho problému lze s úspěchem použit jednoduchá zobecněńı
metod použ́ıvaných při řešeńı problému (DTP), řešeńı planárńıho dopravńıho
problému je značně obt́ıžněǰśı. Již samotné zjǐstěńı existence př́ıpustného
řešeńı planárńıho dopravńıho problému je velmi obt́ıžnou úlohou. Abych
mohl pokračovat v popisu v́ıcerozměrných dopravńıch problémů a defino-
vat př́ıpustné a optimálńı řešeńı, muśım nejprve definovat součty n-rozměrné
tabulky v r̊uzných směrech.

Definice 16. Necht’ n ∈ N, N = {1, . . . , n} a m1, . . . ,mn ∈ N. Necht’ Tn je
n-rozměrná reálná tabulka typu m1 × . . . × mn. Necht’ h ∈ {1, . . . , n− 1} .
Označme (j1, . . . , jh) uspořádanou h-tici takovou, že ji ∈ N, pro všechna
i = 1, . . . , h a j1 < . . . < jh. Označme dále

F j1,...,jh
n =

{mj1∑
k1=1

. . .

mjh∑
kh=1

ti1,...,ij1−1,k1,ij1+1,...,ij2−1,k2,ij2+1,...,ijh−1,kh,ijh+1,...,in :

is ∈ {1, . . . ,ms} , s ∈ {1, . . . , j1 − 1, j1 + 1, . . . , j2 − 1, j2 + 1, . . . ,

jh − 1, jh + 1, . . . , n}

}
.

(n− h)-tým marginálem j1, . . . , jh-tých směr̊u tabulky Tn budu nazývat
uspořádanou dvojici (F j1,...,jh

n , f j1,...,jh
n ) , kde f j1,...,jh

n je prosté zobrazeńı
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z F j1,...,jh
n na množinu všech uspořádaných (n − h)-tic přirozených č́ısel ta-

kových, že l-tý prvek této (n− h)-tice je z množiny

{1, . . . ,ml} , pokud l < j1
{1, . . . ,ml+1} , pokud j1 ≤ l < j2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
{1, . . . ,ml+h−1} , pokud jh−1 ≤ l < jh
{1, . . . ,ml+h} , pokud jh < l

f j1,...,jh
n

({mj1∑
k1=1

. . .

mjh∑
kh=1

ti1,...,ij1−1,k1,ij1+1,...,ij2−1,k2,ij2+1,...,ijh−1,kh,ijh+1,...,in

})
= (i1, . . . , ij1−1, ij1+1, . . . , ij2−1, ij2+1, . . . , ijh−1, ijh+1, . . . , in)

a to pro všechny uspořádané (n− h)-tice

(i1, . . . , ij1−1, ij1+1, . . . , ij2−1, ij2+1, . . . , ijh−1, ijh+1, . . . , in)

takové, že l-tý prvek této (n− h)-tice je z množiny

{1, . . . ,ml} , pokud l < j1
{1, . . . ,ml+1} , pokud j1 ≤ l < j2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
{1, . . . ,ml+h−1} , pokud jh−1 ≤ l < jh
{1, . . . ,ml+h} , pokud jh < l.

(n− h)-tý marginál j1, . . . , jh-tých směr̊u tabulky Tn budu značit

En−h
n (j1, . . . , jh).

Mı́sto k-tý marginál, budu často zkráceně psát o k−-marginálu.
Pro tabulku Tn existuje n r̊uzných (n − 1)-rozměrných tabulek, které

jsou jej́ımi (n − 1)-marginály, každý v jiném směru. Indexy ji ve výrazu
(n − 1)-marginál ji-tého směru znač́ı ”směr” sč́ıtáńı prvk̊u tabulky. Pro
n-rozměrnou tabulku existuje n r̊uzných směr̊u v nichž je možné tabulku
sč́ıtat. Každý n-rozměrný marginál nějaké tabulky vyšš́ıho rozměru je sám
o sobě n-rozměrnou tabulkou a má tud́ıž marginály všech rozměr̊u nižš́ıch
než n. n-rozměrné tabulky a jejich marginály jsme zavedli obecně, nicméně
pro dopravńı problémy, které jsou vždy dány nějakou n-rozměrnou tabul-
kou náklad̊u a nějakou množinou marginál̊u, budeme uvažovat pouze takové
marginály, jejichž všechny 1-marginály maj́ı všechny složky kladné. Pokud
by totiž 1-rozměrný marginál k-rozměrného marginálu nějaké n-rozměrné
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tabulky typu m1 × . . . × mn, kde n > k ≥ 1 obsahoval nulu, bylo by
možné p̊uvodńı n-rozměrný problém redukovat na problém některého z typ̊u
m1 − 1× . . .×mn, . . . ,m1 × . . .×mn − 1.

Axiálńı 3-rozměrný diskrétńı dopravńı problém znač́ıme DMKP3,2 a
planárńı 3-rozměrný diskrétńı dopravńı problém DMKP3,1. Při řešeńı
DMKP3,2 hledáme nezápornou reálnou tabulku T3 při daných 1-marginálech
E1

3 (1, 2), E1
3 (2, 3) a E1

3 (1, 3) a při řešeńı DMKP3,1 hledáme nezápornou
reálnou tabulku T3 při daných 2-marginálech E2

3 (1), E2
3 (2) a E2

3 (3). Problémy
DMKP3,2 a DMKP3,1 jsou jediné dva symetrické diskrétńı 3-rozměrné do-
pravńı problémy.

Definice 17. Řekneme, že n-rozměrná tabulka X = [xi1...in ], ir ∈ {1, . . . ,mr} ,
kde r = 1, . . . , n je př́ıpustným řešeńım (DMKP), pokud je nezáporná
a jsou splněny všechny rovnosti (2.2) v definici (DMKP).

Definice 18. Řekneme, že n-rozměrná tabulka X = [xi1...in ], ir ∈ Ir, kde
r = 1, . . . , n je optimálńım řešeńım (DMKP), pokud je př́ıpustným
řešeńım (DMKP) a zároveň neexistuje jiné př́ıpustné řešeńı, na němž by
účelová funkce daná v definici (DMKP) nabývala nižš́ı hodnoty.

Poznámka 12. n-rozměrný diskrétńı dopravńı problém definovaný v de-
finici 1 je problémem lineárńıho programováńı o m1 . . .mn proměnných a∑n

i=1m1 . . .mi−1mi+1 . . .mn omezeńıch, kde mr = card (Ir) a některá ome-
zeńı jsou nadbytečná. Jako takový je samozřejmě řešitelný pomoćı simplexové
metody.

3.2.1 Př́ıpustné řešeńı

Jak ukážeme, je při hledáńı př́ıpustného řešeńı v́ıcerozměrného diskrétńıho
dopravńıho problému d̊uležité oddělit problémy axiálńı od problémů
planárńıch a problémů, které nejsou ani planárńı, ani axiálńı.

Axiálńı dopravńı problém

Vı́me, že nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci př́ıpustného řešeńı
axiálńıho problému DMKPn,n−1 je (2.3) a př́ıpustným řešeńım je kupř́ıkladu
řešeńı dané (2.4). Existuje-li, lze př́ıpustné řešeńı nalézt pomoćı zobecněné
metody severozápadńıho rohu, př́ıpadně nějaké jednoduché modifikace této
metody, jako je kupř́ıkladu zobecněńı metody minimálńıho nákladu. Zo-
becněná metoda severozápadńıho rohu je jednoduchým hladovým algorit-
mem a je popsána kupř́ıkladu v [16] na stranách 453-454.
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Zobecněńı metody severozápadńıho rohu spoč́ıvá v tom, že ob-
dobně jako v dvourozměrném př́ıpadě postupně obsazujeme pole tabulky
Tn od pole daného uspořádanou n-tićı index̊u (1, . . . , 1) k poli danému
uspořádanou n-tićı index̊u (m1, . . . ,mn) . Přitom vkládáme v každém kroku
algoritmu maximálńı množstv́ı, které je vzhledem k omezeńım možné. Máme-
li tedy v nějakém kroku obsadit pole dané n-tićı index̊u (i1, . . . , in) , vlož́ıme
do něj hodnotu γ := min

{
(E1

n(2, . . . , n))i1
, . . . , (E1

n(1, . . . , n− 1))in

}
.

Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že γ = (E1
n(2, . . . , n))i1

. Pak pro
všechna k = 1, . . . , n polož́ıme(

E1
n(1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n)

)
ik

:=
(
E1

n(1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n)
)

ik
− γ

a přejdeme na obsazováńı pole určeného n-tićı index̊u (i1 + 1, i2, . . . , in) .
Takto postupujeme dokud neexistuje žádný index, který by nabýval vyšš́ı
hodnoty, než je př́ıpustné, tj. skonč́ıme, jakmile existuje j ∈ {1, . . . , n} , ta-
kové, že ij > mj. T́ımto jednoduchým postupem se dostaneme k př́ıpustnému
řešeńı DMKPn,n−1. Přesný algoritmus je detailně popsán v adresáři Zo-
becněná metoda severozápadńıho rohu na přiloženém CD. Dále je
v témže adresáři uložen spustitelný soubor, který umožňuje nalézt řešeńı
zobecněnou metodou severozápadńıho rohu pro axiálńı dopravńı problémy
DMKP2,1,DMKP3,2, až DMKP10,9, s rozměry až do velikosti 50 splňuj́ıćı ome-
zeńı na součin všech rozměr̊u, který muśı být z technických d̊uvod̊u menš́ı
než 65 530 (nesmı́ přesáhnout počet řádk̊u listu v Excelu). Jak je vidět,
tento soubor zahrnuje i řešeńı problému (DTP) pomoćı klasické metody se-
verozápadńıho rohu a proto jsem ji samostatně neimplementoval.

Zobecněná metoda minimálńıho nákladu je obdobou metody mi-
nimálńıho nákladu z dvourozměrného př́ıpadu a je jednoduchou modifikaćı
zobecněné metody severozápadńıho rohu. Postupuje se v ńı obsazováńım do-
sud neobsazených poĺı n-rozměrné tabulky, přičemž na počátku nejsou ob-
sazena žádná pole. Narozd́ıl od zobecněné metody severozápadńıho rohu se
ale nepostupuje od pole daného uspořádanou n-tićı index̊u (1, . . . , 1) k poli
daného uspořádanou n-tićı index̊u (m1, . . . ,mn) , nýbrž od pole, kterému
odpov́ıdá nejnižš́ı hodnota v nákladové tabulce k poli, kterému odpov́ıdá
hodnota nejvyšš́ı.

Definujme nyńı Mongeovu tabulku, která je zobecněńım Mongeovy ma-
tice z teorie (DTP). Lze totiž ukázat, že je-li n-rozměrná tabulka náklad̊u
Tn Mongeova, je řešeńı axiálńıho problému DMKPn,n−1 nalezené pomoćı zo-
becněné metody severozápadńıho rohu řešeńım optimálńım.

Definice 19. Necht’ n ∈ N, N = {1, . . . , n} a m1, . . . ,mn ∈ N. Necht’

Ai = {1, . . . ,mi} , pro všechna i = 1, . . . , n a A = ⊗i∈NAi. Řekneme, že
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n-rozměrná reálná tabulka typu m1× . . .×mn splňuje Mongeovu podmı́nku,
nebo že je Mongeova, pokud

∀a,b ∈ A : t(max{a1,b1},...,max{an,bn})+t(min{a1,b1},...,min{an,bn}) ≤ ta+tb, (3.18)

kde ta, a ∈ A znač́ı prvek tabulky Tn na mı́stě daném uspořádanou n-tićı
index̊u (a1, . . . , an) .

Věta 5. Řešeńı DMKPn,n−1 zobecněnou metodou severozápadńıho rohu je
optimálńı pro všechny kladné 1-marginály splňuj́ıćı (2.3) právě tehdy, když
tabulka náklad̊u je Mongeova.

Důkaz věty 5. : Důkaz je uveden v článku [3].

Planárńı dopravńı problém

Ačkoliv by se mohlo zdát, že nalezeńı př́ıpustného řešeńı planárńıho
problému DMKPn,1 je pouze analogíı k nalezeńı př́ıpustného řešeńı problému
DMKPn,n−1, situace je zde znatelně komplikovaněǰśı. Zabývejme se nejjed-
nodušš́ım planárńım problémem DMKP3,1. Je zřejmé, že k tomu, aby existo-
valo př́ıpustné řešeńı DMKP3,1 dopravńıho problému s trojrozměrnou tabul-
kou náklad̊u C typu 2× 2× 2 a s matićı pravo-levých sloupcových součt̊u

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

matićı dolno-horńıch sloupcových součt̊u

B =

(
b11 b12
b21 b22

)
a matićı předo-zadńıch sloupcových součt̊u

D =

(
c11 c12
c21 c22

)
,

muśı platit určitě alespoň a11+a12 = c11+c12, a21+a22 = c21+c22, a11+a21 =
b11 + b21, a12 + a22 = b12 + b22, b11 + b12 = c11 + c21 a b21 + b22 = c12 + c22.
Neboli součet zadńı čtveřice muśı být stejný při sč́ıtáńı po sloupćıch jako při
sč́ıtáńı po řádćıch a totéž muśı platit pro předńı, levou, pravou, horńı i dolńı
čtveřici prvk̊u matice řešeńı typu 2× 2× 2. Tyto podmı́nky jsou sice nutné
pro existenci př́ıpustného řešeńı, ale nejsou postačuj́ıćı. To nahlédneme na
elementárńım př́ıkladu.
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Mějme DMKP3,1 typu 2×2×2 s následuj́ıćımi 2-marginály matićı pravo-
levých sloupcových součt̊u

E2
3 (2) =

(
0 1
1 0

)
,

matićı dolno-horńıch sloupcových součt̊u

E2
3 (1) =

(
1 0
0 1

)
a matićı předo-zadńıch sloupcových součt̊u

E2
3 (3) =

(
1 0
0 1

)
.

Tato omezeńı sice splňuj́ı všechny předchoźı rovnosti, ale přesto neexistuje
žádné př́ıpustné řešeńı. Např́ıklad prvek x1,1,2 je dán omezeńım (E2

3 (2))1,2

jedničkou, omezeńım (E2
3 (3))1,1 rovněž jedničkou, ale omezeńım (E2

3 (1))2,1

nulou. Když ale na toto mı́sto alokujeme nulu, už nemůžeme naplnit ome-
zeńı (E2

3 (2))1,2, nebot’ prvek x1,2,2 je dán omezeńım (E2
3 (3))1,2 nulou a je

tedy nutné na toto mı́sto alokovat také nulu. T́ım je prokázána neexistence
př́ıpustného řešeńı. Vzniká tedy přirozená otázka, jaké vlastnosti musej́ı mı́t
omezeńı v DMKP3,1, aby existovalo př́ıpustné řešeńı. Problémem existence
př́ıpustného řešeńı planárńıho problému DMKP3,1 při daných omezeńıch se
zabývala celá řada autor̊u, ale jako jedni z prvńıch se j́ım začali zabývat M.
Vlach a J. Morávek a to již v padesátých letech dvacátého stolet́ı. Dále se
j́ım zabývali K. B. Haley a G. Smith. Jde zejména o články [28], [29], [44],
[42], [43], [49], [9], [10] a [8].

V článku [49] je uveden seznam r̊uzných nutných podmı́nek exis-
tence př́ıpustného řešeńı problému DMKP3,1. Explicitně dané podmı́nky
na 2-marginály, které by byly nutné a zároveň postačuj́ıćı pro existenci
př́ıpustného řešeńı problému DMKP3,1 typu m× n× o, kde m ≥ 3, n ≥ 3 a
o ≥ 3 nejsou známy, nicméně v článku [43] je uveden obecný postup pro
jejich nalezeńı. Tento postup využ́ıvá duality a je třeba jej aplikovat na
každý konkrétńı problém zvlášt’. Nejedná se o explicitně obecně vyjádřené
podmı́nky, nýbrž o testováńı všech baźı duálńıho problému, kterých může
být velmi mnoho. Domńıvám se, že k testováńı existence př́ıpustného řešeńı
lze využ́ıt i dř́ıve zavedený Monge̊uv rozklad, viz. definice 11 a algoritmus
v adresáři Monge̊uv rozklad na přiloženém CD. Pokud totiž provedeme
Monge̊uv rozklad tř́ı daných 2-marginál̊u, můžeme z těchto rozklad̊u zrekon-
struovat trojrozměrnou tabulku, pokud existuje. Je totiž zřejmé, že máme-li
Monge̊uv rozklad prvńıho 2-marginálu, dostáváme t́ım omezeńı na rozklad
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druhého 2-marginálu a máme-li dány Mongeovy rozklady dvou 2-marginál̊u
trojrozměrné tabulky, pak je Monge̊uv rozklad třet́ıho 2-marginálu již dán.
Existenci a rychlost algoritmu, který by testoval existenci př́ıpustné tabulky
planárńıho trojrozměrného diskrétńıho dopravńıho problému pomoćı Mon-
geova rozkladu ponechávám v rámci této práce jako hypotézu a budu se j́ım
dále zabývat.

Analyticky vyjádřených podmı́nek na 2-marginály nutných pro existenci
př́ıpustného řešeńı DMKP3,1 byla vytvořena celá řada, ale pro žádné nebylo
dokázáno, že jsou postačuj́ıćı. Některé z nich jsou poměrně komplikované a
nav́ıc téměř u všech je dokázáno, že postačuj́ıćı nejsou. Uved’me tedy alespoň
elementárńı podmı́nky nutné pro existenci př́ıpustného řešeńı DMKP3,1.

Uvažujme dvourozměrné tabulky A typu m1 ×m2, B typu m1 ×m3 a C
typu m2 ×m3.

Předpokládáme aij ≥ 0, bik ≥ 0, cjk ≥ 0 pro všechna

i ∈ {1, . . . ,m1} , j ∈ {1, . . . ,m2} , k ∈ {1, . . . ,m3} .
m2∑
j=1

aij =

m3∑
k=1

bik pro každé i ∈ {1, . . . ,m1} (3.19)

m1∑
i=1

aij =

m3∑
k=1

cjk pro každé j ∈ {1, . . . ,m2} (3.20)

m1∑
i=1

bik =

m2∑
j=1

cjk pro každé k ∈ {1, . . . ,m3} (3.21)

Jak jsme ovšem ukázali, splněńı těchto omezeńı nestač́ı k tomu, aby
existovala trojrozměrná tabulka s 2-marginály A, B a C. Pro obecný
planárńı problém DMKPn,1 můžeme tyto nutné podmı́nky vyjádřit pomoćı
následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 14. ”O existenci řešeńı”
Nutnou podmı́nkou pro existenci př́ıpustného řešeńı n-rozměrného diskrétńıho
dopravńıho problému je, že pro libovolné dvě množiny index̊u E ∈ C a F ∈ C
plat́ı ∑

iv∈Mv ;v∈EC∩F

bi(EC) =
∑

iv∈Mv ;v∈F C∩E

bi(F C). (3.22)

Pokud EC ∩ FC 6= ∅, pak podmı́nka (3.22) muśı platit pro všechny indexy
iw ∈Mw, kde w ∈ EC ∩ FC .

Důkaz lemmatu 14. : Důkaz je uveden v článku [22].
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V článku [8] se autor zabývá nutnými a postačuj́ıćımi podmı́nkami pro
existenci v́ıcerozměrné tabulky a uvád́ı, že algoritmus uvedený v adresáři
Rekonstrukce 3d tabulky na přiloženém CD, který jako vstup použije
tabulku obsahuj́ıćı samé jedničky, konverguje k př́ıpustnému řešeńı, pokud
toto existuje. Autor v článku dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 6. ”Test existence řešeńı”
Pro dané 2-marginály E2

3 (1), E2
3 (2) a E2

3 (3) existuje př́ıpustná tabulka T 3

typu m× n× o právě tehdy, když algoritmus z adresáře Rekonstrukce 3d
tabulky z přiloženého CD aplikovaný na tabulku typu m×n× o obsahuj́ıćı
samé jedničky a na dané 2-marginály konverguje pro každý prvek tabulky.

Důkaz věty 6. : Důkaz je uveden na straně 266 v článku [8].

Zabývejme se nyńı nalezeńım př́ıpustného řešeńı planárńıho dopravńıho
problému DMKP3,1. Zobecněńı metoda severozápadńıho rohu obecně nefun-
guje, viz. následuj́ıćı př́ıklad.

Uvažujme př́ıklad kdy máme tabulku typu 4× 4× 4. Necht’ tato tabulka
má následuj́ıćı 2-marginály:

13 8 4 6
8 3 16 14
9 4 14 7
6 6 17 12




8 14 14 10
11 8 7 8
8 15 9 11
4 4 4 12




16 4 15 11
9 5 13 7
6 6 18 13
5 6 5 8


Taková tabulka jistě existuje. Kupř́ıkladu je to tabulka:

5 2 0 1
5 3 1 2
3 0 2 3
0 3 1 0




2 1 7 4
2 0 4 2
2 1 4 8
2 1 1 0




6 1 3 4
0 0 5 2
1 2 5 1
2 1 1 0




3 0 5 2
2 2 3 1
0 3 7 1
1 1 2 8

 .

Existuje tedy př́ıpustné řešeńı, ale zobecněná metoda severozápadńıho rohu
vede k následuj́ıćımu řešeńı, které př́ıpustné neńı:

8 0 0 0
5 5 1 0
0 3 3 2
0 0 0 4




8 3 3 0
0 0 8 0
0 0 5 10
0 0 0 4




0 1 12 1
4 0 2 1
5 3 0 1
0 0 0 0




0 0 0 10
0 0 2 2
1 0 10 0
5 6 1 0

 .

Že řešeńı neńı př́ıpustné je vidět např́ıklad z posledńıho sloupce třet́ı matice,
který má dávat součet 7, ale dává součet 3.

Pokuśım se zde navrhnout elementárńı algoritmus, který vede k nalezeńı
př́ıpustného řešeńı trojrozměrného planárńıho dopravńıho problému, pokud
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toto existuje. Pokud by př́ıpustné řešeńı neexistovalo, nebo pokud by došlo
k zacykleńı algoritmu, skonč́ı algorimus ohlášeńım, že př́ıpustné řešeńı nena-
lezl. Zacykleńı algoritmu v situaci, kdy př́ıpustné řešeńı existuje, je velmi ne-
pravděpodobné, nicméně nedokázal jsem formálně, že k němu nemůže doj́ıt.
K nalezeńı optimálńıho řešeńı můžeme použ́ıt simplexovou metodu, kterou
spust́ıme s př́ıpustným výchoźım řešeńım nalezeným prostřednictv́ım to-
hoto algoritmu. Algoritmus je detailně popsán v adresáři Př́ıpustné řešeńı
planárńıho DP na přiloženém CD.

Mějme tedy dán problém nalezeńı př́ıpustného řešeńı s rozměry m×n×o,
m, n, o ∈ N, m, n, o > 1. Mějme dány tři nezáporné 2-marginály, které
označ́ıme Mn×o, Nm×o a Om×n. Algoritmus sestává ze tř́ı fáźı. V prvńı fázi
”rozřežeme” tabulku na dvourozměrné ”plátky” v libovolném směru a na
každý z těchto ”plátk̊u” spust́ıme metodu severozápadńıho rohu. Dostaneme
tedy př́ıpustná řešeńı pro každý z ”plátk̊u” a tedy po tomto kroku budou jistě
alespoň 2 z uvedených 2-marginál̊u tabulky odpov́ıdat nalezenému řešeńı.
Třet́ı 2-marginál nalezenému řešeńı obecně odpov́ıdat nemuśı. Po prvńı fázi
algoritmu tedy máme matice, tj. dvourozměrné tabulky, které můžeme po-
skládat do tabulky trojrozměrné, která splňuje alespoň dva ze tř́ı daných
2-marginál̊u. Budeme dále bez újmy na obecnosti uvažovat, že jsme tabulku
”rozřezali” tak, že nám vzniklo o ”plátk̊u” (daľśımi možnostmi je vznik m či
vznik n ”plátk̊u”).

Ve druhé fázi algoritmu postupně upravujeme hodnoty matic nalezených
v prvńı fázi pomoćı ε-změn tak, aby se jejich součet vyrovnal s př́ıslušnou
hodnotou nesplněného 2-marginálu. Začneme na mı́stě (1, 1) prvńı matice
a budeme se postupně posouvat po řádćıch až k prvku (m − 1, n − 1).
V kroku, který bude odpov́ıdat prvk̊um na mı́stech (i, j) matic z prvńı fáze
nejprve polož́ıme k := 1, poté provedeme požadovanou ε-změnu a zvýš́ıme
k o jedničku a opět posoud́ıme použit́ı požadované ε-změny a takto postu-
pujeme až do okamžiku, kdy k = o. Poté se posuneme na prvky (i, j + 1),
př́ıpadně (i + 1, 1), pokud j = n − 1. Požadovanou ε-změnu urč́ıme podle
toho, která z následuj́ıćıch tř́ı možnost́ı nastane.

1. Je-li součet prvk̊u na mı́stech (i, j) z k-té až o-té matice (označme
jej Sk

i,j) větš́ı, než prvek na mı́stě (i, j) z nesplněného 2-marginálu
(označme jej oi,j) a zároveň součet prvk̊u na mı́stech (i, j) k + 1-ńı
až o-té matice (označme jej Sk+1

i,j ) neńı větš́ı, než prvek oi,j, pak prove-

deme
(
Sk

i,j − oi,j

)
-změnu na mı́stech (i, i+ 1) a (j, j + 1).

2. Je-li součet Sk
i,j meš́ı, než prvek oi,j, pak provedeme

(
o1i,j − Sk

i,j

)
-změnu

na mı́stech (i, i+ 1) a (j, j + 1).

3. Je-li součet Sk+1
i,j větš́ı, než prvek oi,j, pak provedeme

(
Sk

i,j − Sk+1
i,j

)
-
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změnu na mı́stech (i, i+ 1) a (j, j + 1).

Po ukončeńı druhé fáze algoritmu sice jsou splněny všechny tři 2-marginály,
ale obecně nemuśı být všechny prvky nalezené tabulky nezáporné. Obsahuje-
li nalezená tabulka pouze nezáporné prvky, jsme hotovi. Neobsahuje-li,
pust́ıme se do třet́ı fáze algoritmu v ńıž aplikujeme trojrozměrnou ε-změnu.
Tu jsme ale zat́ım nedefinovali, čili tak učiňme.

Definice 20. Necht’ X ∈ Rm×n×o je reálná trojrozměrná tabulka. Troj-
rozměrnou (či tř́ıdimenzionálńı) ε-změnou na mı́stech (u, r), (v, s) a
(w, t) nazveme funkci f ε

(u,r),(v,s),(w,t) : Rm×n×o −→ Rm×n×o takovou, že plat́ı:

f ε
(u,r),(v,s),(w,t) (X) = Zijk, kde

zijk = xijk + ε pro i = u, j = v, k = w,

zijk = xijk + ε pro i = u, j = s, k = t,

zijk = xijk + ε pro i = r, j = s, k = w,

zijk = xijk + ε pro i = r, j = v, k = t,

zijk = xijk − ε pro i = u, j = v, k = t,

zijk = xijk − ε pro i = u, j = s, k = w,

zijk = xijk − ε pro i = r, j = v, k = w,

zijk = xijk − ε pro i = r, j = s, k = t,

a jinak pro všechny jiné indexy je zijk = xijk, kde ε ∈ R \ {0} .

Je zřejmé, že aplikace trojrozměrné ε-změny na trojrozměrnou tabulku
nezměńı jej́ı 2-marginály a tedy pochopitelně ani 1-marginály.

Algoritmus pokračuje třet́ı fáźı, která spoč́ıvá ve vyhledáváńı a aplikováńı
”vhodných” trojrozměrných ε-změn pro všechny záporné hodnoty v tabulce,
která je výstupem druhé fáze algoritmu. Druhá fáze je konstruována tak, že
záporné prvky mohou být v matićıch pouze v posledńım sloupci, nebo v po-
sledńım řádku. Najdeme tedy všechny záporné prvky tabulky a aplikujeme
na ně vhodně zvolené ε-změny10.

10Algoritmus postupuje tak, že najde nejvyšš́ı možné ε ze všech trojrozměrných ε-změn
takové, že žádný záporný prvek nepřibyde. Pokud je toto maximálńı ε ostře větš́ı než
nula, pak provede ε-změnu, která bud’ vede k úplné, nebo alespoň k částečné eliminaci
záporného prvku. Pokud je ε ≤ 0, pak neńı možné eliminovat záporný prvek př́ımo a tud́ıž
se provede trojrozměrná ε-změna tak, aby na mı́stě záporného prvku z̊ustala nula, č́ımž se
záporný prvek přesune na jiné mı́sto, či mı́sta a na ně se posléze aplikuje stejný postup.
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Postup tohoto algoritmu na konkrétńım př́ıkladu je uveden v adresáři
Př́ıpustné řešeńı planárńıho DP na přiloženém CD pod názvem
Př́ıklad .

Tento algoritmus zároveň dokazuje, že k libovolným třem nezáporným
2-rozměrným tabulkám splňuj́ıćım všechny podmı́nky (3.22), existuje vždy
nějaká reálná 3-rozměrná tabulka, taková, že tyto tři tabulky jsou jej́ımi
2-marginály. Nemuśı však existovat tabulka nezáporná.

K daľśımu zkoumáńı třet́ı fáze algoritmu uved’me následuj́ıćı lemma.

Lemma 15. ”O trojrozměrné ε-změně”
Necht’ X a Y jsou reálné tabulky typum×n×o které maj́ı stejné 2-marginály.
Pak existuje taková posloupnost trojrozměrných ε-změn, že jejich postupnou
aplikaćı na tabulku X źıskáme tabulku Y.

Důkaz lemmatu 15. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O trojrozměrné epsilon změně”.

Vı́me tedy, že existuje-li př́ıpustné řešeńı, pak existuje posloupnost troj-
rozměrných ε-změn taková, že tabulku, která je výstupem druhé fáze algo-
ritmu, lze převést na takovou tabulku, která je př́ıpustným řešeńım, tj. která
je nezáporná.

3.2.2 Optimálńı řešeńı

Problémem řešeńı v́ıcerozměrného diskrétńıho dopravńıho problému se
zabývá mimojiné článek [22]. Optimálńı řešeńı je za předpokladu existence
řešeńı př́ıpustného jistě možné nalézt pomoćı simplexové metody, či me-
tod podobných (zobecněné MODI metody, apod.), nebot’ jde o problém
lineárńıho programováńı, nicméně jak jsme ukázali, máme jednak problém
s nalezeńım př́ıpustného řešeńı a tud́ıž prvńı fáze simplexové metody, která
hledá př́ıpustné řešeńı, nemuśı skončit a jednak jsou rozsah zápisu úlohy i jeho
výpočetńı složitost zbytečně veliké. Skutečnost, že trojrozměrný axiálńı do-
pravńı problém je možné řešit zobecněńım metody MODI (metody řádkových
a sloupcových č́ısel) je uveden v článku [41].

Lemma 16. ”O osmici nul”
Pro každý problém (DMKP) existuje takové optimálńı řešeńı X ∈ Rm×n×o,
že

∀1 ≤ u 6= v ≤ m, 1 ≤ s 6= t ≤ n, 1 ≤ k 6= l ≤ o :

xu,s,k = 0 ∨ xu,t,k = 0 ∨ xu,t,l = 0 ∨ xu,s,l = 0 ∨
xv,s,k = 0 ∨ xv,s,l = 0 ∨ xv,t,k = 0 ∨ xv,t,l = 0. (3.23)
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Důkaz lemmatu 16. : Důkaz je na přiloženém CD v adresáři D̊ukazy pod
názvem ”O osmici nul”.

Aspekty řešeńı obecného n-rozměrného dopravńıho problému s danými 1-
marginály se zabývaj́ı články [46] a [45]. V článku [22] autor ukazuje, že libo-
volný symetrický v́ıcerozměrný dopravńı problém může být vyřešen použit́ım
v́ıcerozměrného planárńıho dopravńıho problému. Z tohoto poznatku plyne,
že pokud umı́me řešit planárńı n-rozměrný dopravńı problém, pak umı́me
řešit i libovolný jiný symetrický n-rozměrný dopravńı problém a to pouze
převedeńım na planárńı problém. Tento převod je uveden v obecném tvaru
pro problémy DMKPn,q, kde q = 1, . . . , n− 1 v d̊ukazu věty 2 v článku [22].

Aplikaćı v́ıcerozměrného dopravńıho problému je kupř́ıkladu nalezeńı
optimálńıho školńıho rozvrhu, je-li dána množina T učitel̊u, množina C
předmět̊u, množina R mı́stnost́ı a množina H hodin v rozvrhu. Úlohou je
nalézt takovou matici řešeńı X s prvky, které jsou z množiny {0, 1} , která
minimalizuje ∑

t∈T

∑
c∈C

∑
r∈R

∑
h∈H

dtchrxtchr

za podmı́nek ∑
c∈C

∑
r∈R

xtchr = vth, t ∈ T h ∈ H,

∑
t∈T

∑
r∈R

xtchr = wch, c ∈ C h ∈ H,

∑
c∈C

∑
t∈T

xtchr = urh, r ∈ R h ∈ H,

∑
h∈H

∑
r∈R

xtchr = gtc, t ∈ T c ∈ C,

kde V je matice obsahuj́ıćı prvky vth = 1, pokud učitel t je volný v hodině
h a vth = 0, pokud volný v hodině h neńı, W je matice obsahuj́ıćı prvky
wch = 1, pokud předmět c je možné zařadit na hodinu h a wch = 0, pokud to
možné neńı, G je matice přirozených č́ısel obsahuj́ıćı prvky gtc reprezentuj́ıćı
počet hodin, které má učitel t odučit v předmětu c a U je matice obsahuj́ıćı
prvky urh = 1, pokud tř́ıda r je volná v hodině h a urh = 0, pokud volná neńı.
Nejde sice o aplikaci v teorii pravděpodobnosti, ani ve statistice, ale poslouž́ı
nám k objasněńı následuj́ıćı definice v ńıž definujeme obecněǰśı v́ıcerozměrný
diskrétńı dopravńı problém, v němž omezeńı mohou být dána nejen (n− 1)-
marginály.

Lemma 17. ”O převodu dopravńıho problému”
Necht’ DMKPn,k, kde n > 2 a 1 < k < n je symetrický n-rozměrný diskrétńı
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dopravńı problém. Jeho optimálńı řešeńı lze źıskat řešeńım vhodného problé-
mu typu DMKPn,1.

Důkaz lemmatu 17. : Důkaz je uveden v článku [22].

V článćıch [50] a [51] autoři navrhuj́ı algoritmus pro řešeńı čtyřrozměrného
diskrétńıho dopravńıho problému s kapacitńımi omezeńımi, prováděj́ı jeho
numerickou analýzu a testuj́ı rychlost výpočtu. V článku [34] autoři aplikuj́ı
aproximačńı algoritmy k nalezeńı přibližného optimálńıho řešeńı při separo-
vatelných nákladech.



Kapitola 4

Aplikace dopravńıho problému

V této kapitole se budu zabývat statistickým tř́ıděńım při minimalizaci ab-
solutńıch odchylek, metrizaćı slabé topologie, rekonstrukćı kontingenčńı ta-
bulky (dvou i v́ıcerozměrné), a ř́ızeným zaokrouhlováńım ve statistice.

4.1 Tř́ıděńı bez interakćı v L1 normě

V knize [1] je uvedena zaj́ımavá aplikace lineárńıho programováńı ve statis-
tice, kterou lze prostřednictv́ım teorie duality převést na řešeńı dopravńıho
problému s kapacitńımi omezeńımi. Na diskrétńı dvourozměrný dopravńı
problém s kapacitńımi omezeńımi vede v knize uvedený problém dvojného
tř́ıděńı bez interakćı při odhadu parametr̊u modelu pomoćı minimalizace ab-
solutńıch odchylek. V knize je detailně probrán model s dvěma faktory bez
interakćı. Zde ukážeme, že je možné problém rozš́ı̌rit na problém v́ıcečetných
tř́ıděńı bez interakćı. Autor̊um zmı́něné aplikace jde v zásadě o co největš́ı
zrychleńı a zjednodušeńı algoritmu vedoućıho k řešeńı problému dvojného
tř́ıděńı při minimalizaci součtu absolutńıch odchylek a ukazuj́ı, že jako nej-
vhodněǰśı se jev́ı řešeńı dopravńıho problému s kapacitńımi omezeńımi.

Nejprve krátce uved’me, o co nám v analýze rozptylu dvojného tř́ıděńı jde.
Ćılem analýzy rozptylu dvojného tř́ıděńı bez interakćı je testováńı hypotéz
o vlivu dvou znak̊u na vysvětlovanou proměnnou a odhad parametr̊u modelu
daného rovnićı (4.1).

Necht’ máme naměřeny hodnoty vysvětlované proměnné a ke každému
pozorováńı máme dány dva znaky, podle nichž jsme schopni jednotlivá po-
zorováńı tř́ıdit (např́ıklad máme pacienty, u nichž nás zaj́ımá doba dožit́ı od
data diagnózy a jsme schopni je k datu určeńı diagnózy roztř́ıdit do skupin
podle pohlav́ı a podle stář́ı v letech). Zaj́ımá nás, zda je možné prohlásit,
že doba dožit́ı záviśı v nějakém smyslu na hodnotě prvńıho znaku, nebo na

50
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hodnotě druhého znaku.
Vysvětlovanou proměnnou označme Y. Situaci modelujeme rovnićı

Yijp = µ+ αi + βj + εijp, (4.1)

kde ε ∼ N (0, σ2 > 0) je náhodná složka, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J a
p = 1, . . . , Pij pro každou př́ıpustnou dvojici (i, j) . Pro jednoduchost zde
budu uvažovat vyvážené tř́ıděńı, tedy situaci, kdy Pij = P ∈ N pro každou
př́ıpustnou dvojici (i, j) . I znač́ı počet stav̊u prvńıho faktoru (u pohlav́ı by
bylo I = 2), J znač́ı počet stav̊u druhého faktoru a Pij znač́ı počet pozorováńı
s hodnotou prvńıho faktoru i a hodnotou druhého faktoru j. Označme pro
zjednodušeńı n = IJP. Protože takto definovaný model obsahuje nadbytečné
parametry, zaváděj́ı se reparametrizačńı rovnice

I∑
i=1

αi = 0, (4.2)

J∑
j=1

βj = 0. (4.3)

Označme

X =



1 X1 U1

1 X1 U2
...

...
...

1 X1 UJ

1 X2 U1

1 X2 U2
...

...
...

1 X2 UJ

. . . . . . . . . . .
1 XI U1

1 XI U2
...

...
...

1 XI UJ



a Y =



V11

V12
...

V1J

V21

V22
...

V2J

. . .
VI1

VI2
...

VIJ



, (4.4)

kde 1 je vektor jedniček typu P × 1,

Xi =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 , (4.5)
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je typu P × I a jedničky jsou pouze v i-tém sloupci,

Uj =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 , (4.6)

je typu P × J a jedničky jsou pouze v j-tém sloupci a

Vij =

 Yij1
...

YijP

 ,

je typu P × 1, pro všechna i = 1, . . . , I a j = 1, . . . , J. Označme θ =
(µ, α1, . . . , αm, β1, . . . , βn) . Maticový zápis modelu dvojného tř́ıděńı bez in-
terakćı (4.1) je nyńı dán rovnićı XθT = Y. Před reparametrizaćı je počet
parametr̊u roven I + J + 1, po reparametrizaci I + J − 1. Matice X před
reparametrizaćı je typu n× (I + J + 1) a nemá úplnou sloupcovou hodnost,
nebot’ kupř́ıkladu prvńı sloupec matice X lze źıskat také součtem druhého až
I+1-ńıho sloupce, nebo součtem I+2-hého až posledńıho sloupce matice X.
Matice X po reparametrizaci je typu n× (I + J − 1) a źıskáme ji kupř́ıkladu
vynecháńım prvńıho a I + 2-hého sloupce. Matice po reparametrizaci již má
plnou sloupcovou hodnost. Zaj́ımá nás odhad parametr̊u modelu. Většinou
je odhadujeme pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u, nicméně ta má několik
podstatných nedostatk̊u. Zejména je velmi citlivá na odlehlá pozorováńı1.
Proto se občas už́ıvá odhadu pomoćı minimalizace absolutńıch odchylek.

Zabývejme se nyńı odhadem parametr̊u µ, α = (α1, . . . , αm) a β =
(β1, . . . , βn) modelu (4.1) pomoćı minimalizace absolutńıch odchylek

min
µ,α,β

I∑
i=1

J∑
j=1

P∑
p=1

|Yijp − µ− αi − βj| . (4.7)

Označme τi = µ+αi. T́ım provedeme prvńı reparametrizaci a dostáváme
pouze I + J parametr̊u modelu2. Ekvivalentńı zápis problému ve tvaru
problému lineárńıho programováńı je

min
d1,d2

I∑
i=1

J∑
j=1

p∑
p=1

(d1ijp + d2ijp) (4.8)

1V tomto př́ıpadě pouze typu ”outlier”, nikoliv typu ”laverage point”.
2Hodnoty µ a α dopoč́ıtáme na závěr pomoćı reparametrizačńı rovnice (4.2).
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vzhledem k

X′



τ1
τ2
...
τI
β1

β2
...
βJ


+ Id1 − Id2 = Y (4.9)

a d1 ≥ 0 a d2 ≥ 0, kde d1 = (d1111, . . . , d1IJP )T je vektor typu n × 1,
d2 = (d2111, . . . , d2IJP )T je rovněž vektor typu n× 1 a I je jednotková matice
typu n× n a

X′ =



X1 U1

X1 U2
...

...
X1 UJ

X2 U1

X2 U2
...

...
X2 UJ

. . . . . . .
XI U1

XI U2
...

...
XI UJ



. (4.10)

Označ́ıme-li dále

X̃ =
(

X′ | I | −I
)
∈ Rn×(I+J+2n), (4.11)

λ = (τ1, . . . , τI , β1, . . . , βJ ,d1,d2) , λ ∈ R(I+J+2n)×1 (4.12)

a

c =

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
I+J

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2n

 , (4.13)

pak lze problém daný v (4.8) a (4.9) zapsat maticově

min
λ
λcT (4.14)
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vzhledem k podmı́nkám
X̃λT = Y (4.15)

a d1 ≥ 0 a d2 ≥ 0, kde 0 je nulový vektor typu n× 1.
Budeme nyńı procházet jednotlivé kroky simplexové metody.

Uvažujme nějakou bazi B. Nejvýše I + J − 1 proměnných z množiny
{τ1, . . . , τI , β1, . . . , βJ} může být bazických. Máme-li bazi, můžeme rozdělit
řádky matice X′ do tř́ı skupin takto:

J0 := {(i, j, k) : d1ijk, d2ijk jsou nebazické} (4.16)

J1 := {(i, j, k) : d1ijk je bazické} (4.17)

J2 := {(i, j, k) : d2ijk je bazické} , (4.18)

kde (i, j, k) je uspořádaná trojice index̊u odpov́ıdaj́ıćı řádku τi +βj+ d1ijk −
d2ijk = Yijk, tj. (i− 1)JP + (j− 1)P + k-tému řádku v soustavě rovnic (4.9).
Přeházeńım řádk̊u matice X′ tak, aby byly všechny řádky, které odpov́ıdaj́ı
trojici index̊u zařazené do skupiny J0 nad všemi řádky, které odpov́ıdaj́ı tro-
jici index̊u, která do J0 nenálež́ı a proházeńım sloupc̊u tak, aby všechny,
které odpov́ıdaj́ı bazickým proměnným, byly vlevo od každého, který od-
pov́ıdá nebazické proměnné, źıskáme matici X̄. Matici X(1) dostáváme nyńı
jako podmatici matice X̄ s levým horńım rohem na mı́stě (1, 1) a pravým
dolńım rohem na mı́stě (I + J − 1, I + J − 1) a matici X(2) dostáváme jako
podmatici matice X̄ s levým horńım rohem na mı́stě (I + J, 1) a pravým
dolńım rohem na mı́stě (n, I + J − 1). Bazi B můžeme zapsat takto

B =

(
X(1) 0
X(2) D

)
, (4.19)

kde X(1) je regulárńı matice typu (I + J − 1) × (I + J − 1), 0 je nulová
matice typu (I + J − 1) × (n − I − J + 1), D je diagonálńı matice typu
(n − I − J + 1) × (n − I − J + 1), která má na diagonále pouze prvky
z množiny {−1, 1} . Matice X(1) je nav́ıc trojúhelńıková. Proto matici B−1

můžeme zapsat jako

B−1 =

(
X−1

(1) 0

−DX(2)X
−1
(1) D

)
. (4.20)

Invertibilita matice B je zřejmá, nebot’ matice X(1) je regulárńı
trojúhelńıková a matice D je diagonálńı (determinant matice B je tud́ıž
nenulový). Všimněme si, že matice X(1) i matice X(2) maj́ı o jeden sloupec
méně, než matice X̄. T́ım je provedena druhá reparametrizace. Hodnoty λi

př́ıslušné bazi źıskáme Gaussovou eliminaćı. Nav́ıc plat́ı, že d1ijkd2ijk = 0 pro
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všechny př́ıpustné trojice (i, j, k) a d1ijk ≥ 0 a d2ijk ≥ 0. Pro všechny řádky
s indexy (i, j, k) z množiny J0 jsou hodnoty př́ıslušných d1ijk i d2ijk rovny
nule. Podmı́nku optimality (podmı́nka optimality simplexového algoritmu,
viz. [38], věta 173, str. 168) je možné zapsat ve tvaru

−ẽT ≤ eTDX(2)X
−1
(1) ≤ ẽT , (4.21)

kde e = (1, . . . , 1)T je typu 1×(n−I−J+1) a ẽ = (1, . . . , 1)T je typu 1×(I+
J−1). K řešeńı se ukazuje být nejvhodněǰśı použit́ı duálńı úlohy k úloze (4.8).
Úloha duálńı k této úloze je dopravńım problémem s kapacitńımi omezeńımi.
Maticový zápis duálńı úlohy je

max
π

YTπ (4.22)

vzhledem k X′Tπ = 0 (4.23)

a − e′T ≤ πT ≤ e′T , (4.24)

kde π = (π111, . . . , πIJP ) a e′T = (1, . . . , 1) je typu 1× n.
Z teorie duality v́ıme, že cBB−1, kde cB jsou prvky c odpov́ıdaj́ıćı ba-

zickým proměnným, dává duálńı proměnné př́ıslušné bazi B p̊uvodńıho
problému. cBB−1 splňuje podmı́nku (4.23), ale nemuśı obecně splňovat
podmı́nku (4.24). Pokud B neńı optimálńı baze p̊uvodńıho problému, pak
dostáváme řešeńı, které podmı́nku (4.21) nesplňuje a nejde tedy o př́ıpustné
řešeńı duálńı úlohy a neńı tedy splněna podmı́nka (4.24). Z podmı́nky op-
timality (4.21) plyne snadno nezápornost redukovaných náklad̊u RN1ijk a
RN2ijk definovaných v prvńım kroku simplexového algoritmu takto:

RN1ijk := 1 + eTDX(2)X
−1
(1)ep (4.25)

pro každé d1ijk, (i, j, k) ∈ J0 a

RN2ijk := 1− eTDX(2)X
−1
(1)ep (4.26)

pro každé d2ijk, (i, j, k) ∈ J0, kde ep je p-tý sloupec jednotkové matice hod-
nosti I + J − 1 a p je index řádku matice X(1) odpov́ıdaj́ıćıho trojici index̊u
(i, j, k) . Protože

eTDX(2)X
−1
(1)

je řádkový sloupec duálńıch proměnných πk, které odpov́ıdaj́ı řádkovým in-
dex̊um v J0, mohou být hodnoty těchto proměnných snadno dopoč́ıtány po-
moćı Gaussovy eliminace, která se nav́ıc pro trojúhelńıkovou maticiX(1) zjed-
noduš́ı na pouhé dosazováńı do rovnic. Jakmile jsou hodnoty těchto duálńıch
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proměnných spočteny, použij́ı se na výpočet (4.25) a (4.26), přičemž součet
(4.25) a (4.26) je vždy roven 2 a stač́ı tedy vždy spoč́ıtat pouze jednu z těchto
hodnot. Pokud je RN1ijk ≥ 0 pro všechna d1ijk, (i, j, k) ∈ J0 a RN2ijk ≥ 0
pro všechna d2ijk, (i, j, k) ∈ J0, máme optimálńı bazi.

Umı́me tedy naj́ıt př́ıpustnou bazi a umı́me snadno ověřit jej́ı optima-
litu. Ke spuštěńı simplexové metody potřebujeme umět v každém kroku vy-
brat nebazickou proměnnou, kterou vlož́ıme do nové baze, pokud ta nale-
zená ještě neńı optimálńı a potřebujeme vědět, kterou proměnnou z baze
vypustit. V každém kroku zařad́ıme tu nebazickou proměnnou, jej́ıž reduko-
vaný náklad je nejnižš́ı ze všech redukovaných náklad̊u odpov́ıdaj́ıćıch ne-
bazickým proměnným (zápornou, jinak by stávaj́ıćı baze byla optimálńı).
Předpokládejme tedy, že máme bazi B, podmı́nka optimality (4.21) neńı
splněna a určili jsme, že do baze vlož́ıme proměnnou odpov́ıdaj́ıćı p-tému
řádku matice X(1). Nyńı už muśıme pouze rozhodnout, který vektor z baze
vylouč́ıme. K tomu použijeme následuj́ıćı postup. Spoč́ıtáme

arg min
s

|r(s)|
±dssX(2)(s)X

−1
(1)(p)

, (4.27)

kde minimalizace jde přes všechna s taková, že jmenovatel je kladný, r(s)
je reziduum odpov́ıdaj́ıćı s-tému řádku matice X(2), dss je diagonálńı pr-
vek matice D, X(2)(s) je s-tý řádek matice X(2) a X(1)(p) je p-tý sloupec
matice X−1

(1) odpov́ıdaj́ıćı do baze vstupuj́ıćı proměnné. Pokud je to d1ijk be-

reme ve jmenovateli (4.27) mı́nus, je-li do baze vstupuj́ıćı proměnná d2ijk

bereme ve jmenovateli (4.27) plus. Pokud minimum redukovaného nákladu
je dosaženo pro vstupńı proměnnou d1tuv, resp. d2tuv, pak změńıme redu-
kované náklady RN1utv, resp. RN2utv odpov́ıdaj́ıćı této proměnné přičteńım

2
∣∣∣X(2)(s)X

−1
(1)(p)

∣∣∣ . Pokud je po přičteńı této hodnoty k aktuálńımu reduko-

vanému nákladu výsledná hodnota stále záporná, vezmeme v (4.27) mı́sto
minimálńı hodnoty, druhou nejmenš́ı a postupujeme takto tak dlouho, až je
nový redukovaný náklad kladný. T́ım je postup simplexové metody zcela dán.
Alternativou je potom řešeńı zmı́něného dopravńıho problému s kapacitńımi
omezeńımi, které źıskáme kupř́ıkladu použit́ım Ford-Fulkersonova algoritmu.

Ukažme popsaný algoritmus na konkrétńım př́ıkladu. Mějme 30 hy-
potečńıch úvěr̊u, které byly ukončeny v d̊usledku nespláceńı. Necht’ 10
z těchto hypoték mělo počátečńı LTV3 do 70% nevčetně, 10 s počátečńım
LTV z intervalu [70%, 100%) a 10 s počátečńım LTV nejméně 100%. Necht’

5 z každé z těchto skupin jsou hypotéky s jedńım žadatelem a pět s v́ıce

3”Loan to Value” je nominálńı hodnota úvěru k datu podpisu smlouvy o úvěru vydělená
oceněnou hodnotou nemovitostńıho zajǐstěńı platnou k témuž datu.



KAPITOLA 4. APLIKACE DOPRAVNÍHO PROBLÉMU 57

než jedńım žadatelem. Protože hypotečńı úvěry byly již ukončeny, máme ke
každé napočtenu hodnotu LGD4, viz. tabulka 4.1.

žadatel LTV < 70% 70% <= LTV < 100% LTV >= 100%
0.00 0.25 0.81
0.04 0.11 0.85

1 0.02 0.54 1.00
0.12 0.25 0.95
0.08 0.31 0.62
0.01 0.24 0.78
0.00 0.21 0.68

> 1 0.05 0.19 0.97
0.02 0.09 0.81
0.09 0.14 0.78

Tabulka 4.1: Data k př́ıkladu o hypotékách

Máme minimalizovat

3∑
i=1

2∑
j=1

5∑
k=1

(d1ijk + d2ijk)

4”Loss Given Default” je ztráta podmı́něná defaultem, která je definována v pravidlech
obezřetného podnikáńı bank daných v ČR vyhláškou ČNB 123/2007 Sb. Tato pravidla jsou
odvozena na základě pravidel Basel II vydaných Basilejskou komiśı pro bankovńı dohled.
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za podmı́nek

τ1 + β1 + d1111 − d2111 = 0.00

τ1 + β1 + d1112 − d2112 = 0.04

τ1 + β1 + d1113 − d2113 = 0.02

τ1 + β1 + d1114 − d2114 = 0.12

τ1 + β1 + d1115 − d2115 = 0.08

τ1 + β2 + d1121 − d2121 = 0.01

τ1 + β2 + d1122 − d2122 = 0.00

τ1 + β2 + d1123 − d2123 = 0.05

τ1 + β2 + d1124 − d2124 = 0.02

τ1 + β2 + d1125 − d2125 = 0.09

τ2 + β1 + d1211 − d2211 = 0.25

τ2 + β1 + d1212 − d2212 = 0.11

τ2 + β1 + d1213 − d2213 = 0.54 (4.28)

τ2 + β1 + d1214 − d2214 = 0.25

τ2 + β1 + d1215 − d2215 = 0.31

τ2 + β2 + d1221 − d2221 = 0.24

τ2 + β2 + d1222 − d2222 = 0.21

τ2 + β2 + d1223 − d2223 = 0.19

τ2 + β2 + d1224 − d2224 = 0.09

τ2 + β2 + d1225 − d2225 = 0.14

τ3 + β1 + d1311 − d2311 = 0.81

τ3 + β1 + d1312 − d2312 = 0.85

τ3 + β1 + d1313 − d2313 = 1.00

τ3 + β1 + d1314 − d2314 = 0.95

τ3 + β1 + d1315 − d2315 = 0.62

τ3 + β2 + d1321 − d2321 = 0.78

τ3 + β2 + d1322 − d2322 = 0.68

τ3 + β2 + d1323 − d2323 = 0.97

τ3 + β2 + d1324 − d2324 = 0.81

τ3 + β2 + d1325 − d2325 = 0.78

a podmı́nek d1ijk ≥ 0 a d2ijk ≥ 0 pro všechna př́ıpustná (i, j, k) . Maticově
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lze zapsat tyto podmı́nky s užit́ım (4.11), kde

X′ =


X1 U1

X1 U2

X2 U1

X2 U2

X3 U1

X3 U2

 ,

Xi, pro i = 1, 2, 3 jsou typu 5 × 3 dané předpisem (4.5) a Uj, pro j = 1, 2
jsou typu 5 × 2 dané předpisem (4.6) a I i −I v (4.11) jsou typu 30 × 30.
Označ́ıme-li dále

λ = (τ1, τ2, τ3, β1, β2,d1,d2) ,

kde
d1 = (d1111, d1112, . . . , d1324, d1325) ,

d2 = (d2111, d2112, . . . , d2324, d2325)

a Y = (0.00, 0.04, 0.02, 0.12, . . . , 0.97, 0.81, 0.78)T , můžeme zapsat omezeńı
(4.28) maticově

X̃λT = Y.

Najdeme optimálńı řešeńı použit́ım popsaného postupu.
Do množiny J0 zahrneme kupř́ıkladu řádky (1, 1, 1) , (2, 2, 5) , (3, 1, 5) a

(2, 1, 5) . Tomu odpov́ıdá matice
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0

 ,

jenž má hodnost 4. Posledńı sloupec je lineárně závislý na předchoźıch
čtyřech a tud́ıž jej z matice vypust́ıme (t́ım je provedena reparametrizace).
Dostáváme matici

X(1) =


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1

 ,
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matici

X(2) =



0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1
1 0 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 1 0 1
0 1 0 1
0 1 0 1


a diagonálńı matici D typu 26× 26 s prvky z množiny {−1, 1} . Dostáváme
soustavu následuj́ıćıch rovnic

λ1 + λ4 = 0
λ2 = 0.14

λ3 + λ4 = 0.62
λ2 + + λ4 = 0.31,

kterou vyřeš́ıme bez aplikace Gaussovy eliminace prostým postupným dosa-
zováńım. Dostáváme λ2 = 0.14, λ4 = 0.17, λ1 = −0.17 a λ3 = 0.45. Nyńı
máme př́ıpustnou bazi a zjǐst’ujeme platnost podmı́nky optimality (4.21).
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Spoč́ıtáme X−1
(1). Ta je rovna

1 1 0 −1
0 1 0 0
0 1 1 −1
0 −1 0 1

 .

Matice D má na diagonále po řadě prvky

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,−1,−1, 1,−1)

a tud́ıž
eTDX(2)X

−1
(1) = (9, 12, 9,−12) .

Podmı́nka optimality tedy neńı splněna a muśıme provést výměnu baze. Hod-
nota účelové funkce, neboli součet absolutńıch hodnot všech rezidúı je pro
tuto bazi rovna 5. Duálńı úloha má tvar

max
π

YTπ

vzhledem k X′Tπ = 0

−eT ≤ πT ≤ eT ,

kde e = (1, . . . , 1) je vektor jedniček typu 1× 30. Duálńı úloha má př́ıpustné
řešeńı.

(9, 12, 9,−12) = (π111, π225, π315, π215)


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1

 .

Z toho ihned plyne π111 = 9, π225 = 12, π315 = 9 a π215 = −12. Spoč́ıtáme
redukované náklady

C1,111 = 1 + 9 = 10 a C2,111 = 1− 9 = −8,

C1,225 = 1 + 12 = 13 a C2,225 = 1− 12 = −11,

C1,315 = 1 + 9 = 10 a C2,315 = 1− 9 = −8,

C1,215 = 1− 12 = −11 a C2,215 = 1 + 12 = 13.

Nyńı najděme proměnnou, kterou do baze zařad́ıme a proměnnou, kte-
rou vyřad́ıme. Proměnnou, kterou do baze zařad́ıme, bude proměnná od-
pov́ıdaj́ıćı minimu z redukovaných náklad̊u, což je −11 a tud́ıž budeme
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zařazovat proměnnou d2225. Abychom zjistili, kterou proměnnou z baze
vyřad́ıme, spočteme dle (4.27)

arg min
s

|r(s)|
±dssX(2)(s)X

−1
(1)(p)

pro jednotlivá s. Necht’ tedy s = 1. Pak dostáváme d11 = 1, X(2)(1)X
−1
(1) =

(0, 0, 1, 1) a r(1) = −0.19. Zařazujeme proměnnou d2225 a tud́ıž p = 2.
Hodnotu pod́ılového kritéria označ́ıme NO, nebot’ jmenovatel je nulový.
Podobně pro s = 2, . . . , 26, dostáváme hodnoty pod́ılového kritéria postupně
NO,NO,NO,NO, 0.18, 0.17, 0.22, 0.19, 0.26, 0.1, 0.07, 0.05, NO,NO, 0.33,
0.23, 0.52, 0.36, 0.33, NO,NO,NO,NO,NO,NO, kde NO znač́ı, že pro
dané s je jmenovatel v pod́ılovém kritériu roven nule a tud́ıž proměnnou
odpov́ıdaj́ıćı tomuto řádku nevyřazujeme. V prvńım kroku algoritmu
vyměńıme proměnnou, která př́ısluš́ı třináctému řádku matice X(2), kde
hodnoty pod́ılového kritéria nabývaj́ı minimálńı kladné hodnoty.

Spust́ıme-li tento algoritmus, pak posloupnost́ı výměn bazických
proměnných za nebazické dospějeme k řešeńı p̊uvodńı úlohy dvojného tř́ıděńı.
Hodnota účelové funkce přitom postupně klesá: 5, 3.67, 2.69, 2.16, 2.03, 1.99,
1.95, 1.93, 1.92, a 1.91, což již je globálńı minimum. Algoritmus je velmi
rychlý. Odhadnuté parametry modelu dvojného tř́ıděńı jsou pro náš př́ıklad:
µ = 0.36, α1 = −0.32, α2 = −0.14, α3 = 0.46, β1 = 0.03 a β2 = −0.03.

V knize [1] autoři uváděj́ı zaj́ımavou vlastnost množiny index̊u J0.
Přǐrad́ıme-li každé hodnotě prvńıho faktoru nabývaj́ıćıho n1 hodnot indexy
z množiny N1 = {1, . . . , n1} tak, že každé hodnotě faktoru př́ısluš́ı právě
jeden index z této množiny a každé hodnotě druhého faktoru nabývaj́ıćıho
n2 hodnot indexy z množiny N2 = {n1 + 1, . . . , n1 + n2} rovněž jednoznačně,
pak stač́ı uvažovat pouze některé množiny index̊u J0. Vytvoř́ıme-li graf tak,
že každému z index̊u množiny N1 a množiny N2 přǐrad́ıme vrchol a každému
řádku matice X(1) přǐrad́ıme hranu mezi těmi vrcholy, které odpov́ıdaj́ı to-
muto řádku, pak v algoritmu stač́ı uvažovat pouze takové množiny index̊u
J0, které odpov́ıdaj́ı matićım X(1), pro něž takto vytvořený graf je stromem.

Posloupnost stromů, které byly vygenerovány algoritmem při řešeńı
našeho problému s hypotékami je zobrazena na obrázku 4.1.

Na závěr tohoto př́ıkladu ještě uved’me, že robustńı odhady parametr̊u
regrese se za př́ıtomnosti odlehlých pozorováńı ukazuj́ı jako mnohem lepš́ı,
než odhady pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u, viz. např. [40]. Značný počet
článk̊u rozv́ıj́ı metody použ́ıvané k řešeńı úlohy minimalizace absolutńıch
odchylek pomoćı algoritmů neuronových śıt́ı a evolučńıch algoritmů. Jedná se
pochopitelně o heuristické algoritmy, které trṕı klasickými neduhy použitých
metod, ale při problémech s větš́ım rozsahem jsou často dostatečně dobrou
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Obrázek 4.1: Grafy k problému s hypotékami
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alternativou.
Aplikace v knize [1] se omezuje pouze na dvojné tř́ıděńı bez interakćı,

nicméně problém může být rozš́ı̌ren i na v́ıcečetná tř́ıděńı bez interakćı. Jsou
dvě možnosti jak k problému v́ıcečetného tř́ıděńı přistoupit. Bud’ odvod́ıme
celý postup minimalizace, včetně odvozeńı dopravńıho problému s kapa-
citńımi omezeńımi pro model (4.29), nebo prostřednictv́ım (4.32) převedeme
model v́ıcečetného tř́ıděńı na model dvojného tř́ıděńı. Uvažujme pětičetné
tř́ıděńı. Vysvětlovanou proměnnou označme opět Y. Situaci pětičetného
tř́ıděńı modelujeme rovnićı

Yijklmp = µ+ αi + βj + γk + δl + κm + εijklmp, (4.29)

kde ε ∼ N (0, σ2 > 0) je náhodná složka, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,
k = 1, . . . , K, l = 1, . . . , L, m = 1, . . . ,M a p = 1, . . . , P.5 Označme
n = IJKLMP.

Problém lineárńıho programováńı př́ıslušný problému (4.29) má tvar

min
d1qrstuv ,d2qrstuv

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

L∑
l=1

M∑
m=1

P∑
p=1

(d1ijklmp + d2ijklmp) (4.30)

vzhledem k
X̃λT = Y, (4.31)

kde
X̃ = (X′ | I | −I) ,

5Model je tedy vyvážený.
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X′ =



X1 U1 Z1 W1 V1

X1 U1 Z1 W1 V2
...

...
...

...
...

X1 U1 Z1 W1 VM

X1 U1 Z1 W2 V1

X1 U1 Z1 W2 V2
...

...
...

...
...

X1 U1 Z1 W2 VM

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
X1 U1 Z1 WL V1

X1 U1 Z1 WL V2
...

...
...

...
...

X1 U1 Z1 WL VM

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
XI UJ ZK WL V1

XI UJ ZK WL V2
...

...
...

...
...

XI UJ ZK WL VM



,

I je jednotková matice typu n× n,

λ = (τ1, . . . , τI , β1, . . . , βJ , γ1, . . . , γK , δ1, . . . , δL, κ1, . . . , κM ,d1,d2)

Y = (Y11111, . . . ,Y1111M ,Y11121, . . . ,Y1112M , ,YIJKL1, . . . ,YIJKLM)T ,

kde

Xi =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 ,

je typu P × I a jedničky jsou pouze v i-tém sloupci,

Uj =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 ,

je typu P × J a jedničky jsou pouze v j-tém sloupci,

Zk =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 ,
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je typu P ×K a jedničky jsou pouze v k-tém sloupci,

Wl =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 ,

je typu P × L a jedničky jsou pouze v l-tém sloupci,

Vm =

 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0

 ,

je typu P ×M a jedničky jsou pouze v m-tém sloupci a

Yijklm =

 Yijklm1
...

YijklmP

 ,

je typu P × 1 a d1 = (d1111111, . . . , d1IJKLMP ) je vektor typu n × 1 a d2 =
(d2111111, . . . , d2IJKLMP ) je rovněž vektor typu n × 1 a vzhledem k d1 ≥ 0 a
d2 ≥ 0, kde 0 je nulový vektor typu 1× n.

Zcela analogicky jako v př́ıpadě dvojného tř́ıděńı bez interakćı můžeme
z matice X′ vyjmout čtyři sloupce tak, že výsledná matice má plnou sloupco-
vou hodnost a určit množiny pětic index̊u J0, J1 a J2 a jim př́ıslušné podma-
tice X(1) a X(2) přeuspořádané matice X′. K danému problému pak př́ısluš́ı
duálńı úloha ve tvaru

max
π

YTπ

vzhledem k X′Tπ = 0

−eT ≤ πT ≤ eT ,

kde eT je vektor jedniček typu 1 × n. Nebudu zde již detailně procházet
algoritmus a uvedu raději př́ıklad. Ten je dán tabulkou 4.2.

Jde o data pacient̊u u nichž se zjǐst’uje hodnota pěti faktorových proměn-
ných. Prvńım faktorem je pohlav́ı pacienta, druhým věková skupina, třet́ım
odpověd’ na otázku, zda bydĺı ve městě nad 100 000 obyvatel, čtvrtým kuřáctv́ı
a pátým konzumace alkoholu. Vysvětlovaná proměnná má celoč́ıselnou hod-
notu6. Vyberme do množiny J0 následuj́ıćı šestice index̊u (1, 1, 1, 1, 1, 3) ,

6Nejde mi zde o konkrétńı data a odhadováńı kauzálńıch závislost́ı, nýbrž pouze o teo-
retickou aplikaci na situaci v́ıcečetného tř́ıděńı. K tomuto účelu jsem data vytvořil uměle
a nemaj́ı tedy žádnou konkrétńı interpretaci.



KAPITOLA 4. APLIKACE DOPRAVNÍHO PROBLÉMU 67

M old yes smoker alcohol 96 M old yes nonsmoker no alcohol 25
M old yes smoker no alcohol 76 M old yes nonsmoker alcohol 43
M old no nonsmoker alcohol 2 M old no smoker no alcohol 20
M old no nonsmoker no alcohol 64 M old no nonsmoker alcohol 27
M old no smoker alcohol 65 M middle yes smoker alcohol 97
M middle yes nonsmoker no alcohol 45 M middle yes smoker no alcohol 58
M middle yes nonsmoker alcohol 7 M middle no smoker alcohol 18
M middle no nonsmoker no alcohol 25 M middle no nonsmoker alcohol 66
M middle no smoker no alcohol 94 M young yes smoker no alcohol 67
M young yes nonsmoker no alcohol 98 M young yes smoker alcohol 38
M young yes nonsmoker alcohol 10 M young yes nonsmoker alcohol 53
M young no nonsmoker no alcohol 39 M young no smoker no alcohol 94
M young no smoker alcohol 60 M young no nonsmoker alcohol 32
M young no nonsmoker no alcohol 36 F young yes nonsmoker alcohol 18
F young yes nonsmoker no alcohol 11 F young yes smoker alcohol 15
F young yes smoker alcohol 58 F young yes smoker no alcohol 51
F young no nonsmoker alcohol 79 F young no smoker alcohol 47
F young no smoker alcohol 76 F young no nonsmoker alcohol 1
F young no nonsmoker alcohol 85 F middle yes nonsmoker no alcohol 46
F middle yes nonsmoker alcohol 86 F middle yes nonsmoker no alcohol 79
F middle yes smoker alcohol 74 F middle yes smoker alcohol 1
F middle yes smoker alcohol 68 F middle no smoker alcohol 33
F middle no smoker alcohol 6 F middle no nonsmoker no alcohol 37
F middle no nonsmoker no alcohol 79 F middle no nonsmoker alcohol 17
F middle no smoker no alcohol 93 F middle no smoker alcohol 9
F old yes smoker alcohol 48 F old yes smoker alcohol 80
F old yes smoker no alcohol 85 F old yes nonsmoker no alcohol 16
F old yes nonsmoker no alcohol 48 F old yes nonsmoker alcohol 65
F old no nonsmoker no alcohol 51 F old no nonsmoker no alcohol 71
F old no nonsmoker alcohol 95 F old no smoker no alcohol 92
F old no smoker alcohol 23 F old no smoker alcohol 61
F old no smoker alcohol 88 F old no nonsmoker no alcohol 35
F old no nonsmoker no alcohol 26

Tabulka 4.2: Data k ukázce aplikace na pětičetné tř́ıděńı

(2, 1, 2, 2, 2, 1) , (2, 2, 2, 1, 1, 2) , (2, 3, 2, 2, 1, 1) , (1, 1, 2, 2, 1, 1) , (1, 1, 2, 1, 2, 1)
a (1, 1, 2, 2, 2, 3) . Algoritmus v tomto př́ıkladě konč́ı po dvaceti kroćıch (při-
čemž jeden krok znamená jednu změnu baze) v nichž postupně snižujeme
hodnotu, kterou nabývá účelová funkce (neboli součet absolutńıch odchylek
modelem predikovaných hodnot od hodnot skutečných). Posloupnost hod-
not, kterých nabývá účelová funkce je následuj́ıćı: 6125, 3056, 2458, 2382,
2169, 1960, 1817, 1733, 1697, 1653, 1617, 1584, 1524, 1511, 1493, 1488,
1484, 1483, 1476 a 1475, která je již minimálńı hodnotou, které je možné
dosáhnout. Odhadnuté parametry jsou µ = 52, α1 = 1.5, α2 = −1.5,
β1 = 5, β2 = −1, β3 = −4, γ1 = 1.5, γ2 = −1.5, δ1 = 12.5, δ2 = −12.5
κ1 = −4, a κ2 = 4. Stejně jako v př́ıpadě dvojného tř́ıděńı je možné při řešeńı
testovat, zda index̊um v množině J0 odpov́ıdá struktura stromu. V tomto
př́ıpadě ale muśıme nejprve informaci o hodnotách všech faktor̊u, vyjma
prvńıho, soustředit do jednoho faktoru, tj. muśıme přemapovat všechny kom-
binace, kterých může nabývat druhý až posledńı faktor na přirozená č́ısla
I + 1, . . . , I + JKLM. To učińıme obecně velmi snadno např́ıklad tak, že
nabývá-li i-tý faktor z n faktor̊u Ii r̊uzných hodnot, pak zkonstruujeme zob-
razeńı Λ : (λ2, . . . , λn) → N \ {1, . . . , I1} , které přǐrazuje každé kombinaci
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hodnot druhého až n-tého faktoru přirozené č́ıslo takto:

Λ (λ2, . . . , λn) = 1 + I1 +
n∑

i=2

(λi − 1)

(
i−1∏
k=1

I(k)

)
, (4.32)

kde I(1) = 1 a I(k) = Ik pro k = 2, . . . , n. Grafy vygenerované při řešeńı
úlohy minimalizace absolutńıch odchylek aplikované na data pacient̊u jsou
na obrázku 4.1, z kterého je patrné, že pouze 9 z 20 vygenerovaných graf̊u
má strukturu stromu.

4.2 Rekonstrukce kontingenčńı tabulky

V článku [18] je zmı́něna aplikace (DTP) na rekonstrukci kontingenčńı
tabulky při znalosti řádkových a sloupcových součt̊u a daľśıch informaćı
o vnitřńı struktuře tabulky. Autor popisuje dvě techniky. Prvńı je technika
použ́ıvaná GROEW7, druhá je technika navržená v článku [11]. Obě tech-
niky konverguj́ı ke stejnému řešeńı a to velmi rychle. Spoč́ıvaj́ı v nalezeńı
kontingenčńı tabulky při daných sloupcových a řádkových součtech, která je
v nějakém smyslu nejbĺıže jiné kontingenčńı tabulce o ńıž předpokládáme, že
má stejnou strukturu jako námi hledaná tabulka.

Mějme dvourozměrnou kontingenčńı tabulku v ńıž jsou dány všechny hod-
noty. Může se jednat kupř́ıkladu o demografická data (počet lid́ı v r̊uzných
věkových kategoríıch a rodinných stavech) z nějakého roku. Představme si
nyńı, že jsme v situaci, kdy jsme naměřili počty lid́ı ve stejně definovaných
věkových kategoríıch i počty lid́ı se všemi možnými rodinnými stavy, pouze
v jiném roce, ale nemáme k dispozici počty lid́ı v jednotlivých kombinaćıch
věkových kategoríı a rodinných stav̊u. Pak zmı́něnými technikami lze jed-
noduše odhadnout skutečný počet lid́ı v těchto kombinaćıch věkových kate-
goríı a rodinných stav̊u a t́ım odhadout jednotlivé prvky kontingenčńı ta-
bulky.

Obě techniky jsou velmi podobné. Poṕı̌seme tedy detailně pouze jednu
z nich a to techniku použ́ıvanou GROEW. Tato technika je iteračńı a spoč́ıvá
v postupném přič́ıtáńı př́ır̊ustk̊u k hodnotám ze známé kontingenčńı tabulky
stř́ıdavě podle požadovaných řádkových a požadovaných sloupcových součt̊u.
Popǐsme nyńı tuto techniku a dokažme, že skutečně konverguje k řešeńı do-
pravńıho problému se ztrátovou funkćı (4.33).

Pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n označme Xij > 0 prvek známé

7General Register Office of England and Wales
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Obrázek 4.2: Grafy k ukázce zobecněńı na pětičetné tř́ıděńı
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kontingenčńı tabulky v i-tém řádku a j-tém sloupci8. Označme dále

n∑
j=1

Xij = Xi•,

m∑
i=1

Xij = X•j,

m∑
i=1

n∑
j=1

Xij = X••.

Necht’ Li > 0 je požadovaný součet prvk̊u i-tého řádku hledané kontingenčńı
tabulky a Mj > 0 je požadovaný součet prvk̊u j-tého sloupce hledané
kontingenčńı tabulky pro i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. Pochopitelně plat́ı∑m

i=1 Li =
∑n

j=1Mj. Označme nakonec xij odhadovanou neznámou hodnotu

prvku hledané kontingenčńı tabulky v i-tém řádku a j-tém sloupci a zaved’me
ztrátovou funkci

m∑
i=1

n∑
j=1

(xij −Xij)
2

Xij

. (4.33)

Minimalizaćı (4.33) vzhledem k podmı́nkám

m∑
i=1

xij = Mj a
n∑

j=1

xij = Li pro i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n

řeš́ıme problém rekonstrukce kontingenčńı tabulky. Jde tedy o dopravńı
problém s nelineárńı účelovou funkćı bez omezeńı na nezáporné proměnné,
který je možné řešit kupř́ıkladu metodou Lagrangeových multiplikátor̊u (viz.
str. 35). Námi zkoumaný iteračńı postup je alternativou k řešeńı tohoto do-
pravńıho problému, byt’ iteračńı postup k optimálńımu řešeńı pouze kon-
verguje. Konvergence je však velmi rychlá. K témuž řešeńı konverguje i
zmı́něný, tzv. Stephan̊uv-Deming̊uv algoritmus, odvozený v [11]. Protože
nemáme omezeńı na nezápornost prvk̊u hledané tabulky, může se stát, že
nalezená tabulka bude obsahovat záporné prvky. Pokud tedy požadujeme
nezápornost prvk̊u hledané tabulky (což se u kontingenčńıch tabulek dá
předpokládat), pak je-li nějaký prvek tabulky źıskané prostřednictv́ım jedné
z popisovaných technik záporný, nelze tyto techniky k rekonstrukci tabulky
použ́ıt. Algoritmus použ́ıvaný GROEW, založený na rozdělováńı př́ır̊ustk̊u

8Neuvažujeme Xij = 0 pro žádnou uspořádanou dvojici index̊u (i, j) ∈ I × J, protože
funkce (4.33) by pak nebyla definována.
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k prvk̊um tabulky, je detailně popsán v adresáři Algoritmus Friedlan-
der (př́ır̊ustky) na přiloženém CD. V témže adresáři je spustitelný soubor
obsahuj́ıćı implementaci tohoto algoritmu (excelovský soubor). Stephan̊uv-
Deming̊uv algoritmus z článku [11] je detailně popsán v adresáři Algorit-
mus Friedlander (bez př́ır̊ustk̊u) na přiloženém CD. V tomto adresáři
je také spustitelný soubor obsahuj́ıćı implementaci Stephanova-Demingova
algoritmu (excelovský soubor).

Nyńı dokážeme, že algoritmus skutečně konverguje k řešeńı zmı́něného
dopravńıho problému s účelovou funkćı (4.33). Lagrangeova funkce pro (4.33)
má tvar

L (x, λ′, µ′) = (4.34)

m∑
i=1

n∑
j=1

(xij −Xij)
2

Xij

+
m∑

i=1

λ′i

(
Li −

n∑
j=1

xij

)
+

n∑
j=1

µ′j

(
Mj −

m∑
i=1

xij

)
.

Dle metody Lagrangeových multiplikátor̊u (viz. Lagrangeova metoda, str. 35)
derivujeme Lagrangeovu funkci podle xij a polož́ıme každou takto źıskanou
funkci rovnu nule. T́ım dostáváme pro každé i ∈ {1, . . . ,m} a j ∈ {1, . . . , n}
rovnici:

xij = Xij +
λ′i
2
Xij +

µ′j
2
Xij.

Sečteńım všech těchto rovnost́ı přes všechna j = 1, . . . , n, resp. všechna i =
1, . . . ,m a přeznačeńım λ := λ′

2
a µ := µ′

2
dostáváme(

Li

Xi•
− 1

)
− λi −

n∑
j=1

µj
Xij

Xi•
= 0, pro všechna i = 1, . . . ,m, (4.35)

(
Mj

X•j
− 1

)
−

m∑
i=1

λi
Xij

X•j
− µj = 0, pro všechna j = 1, . . . , n. (4.36)

Označme nyńı pro všechna i = 1, . . . ,m a všechna j = 1, . . . , n

Pij =

(
Xij

Xi•

)
a Qij =

(
Xij

X•j

)
a matice typu m×n P = (Pij) a Q = Qij. Dále označme vektory typu 1×m

λ = (λ1, . . . , λm) a LT =


L1

X1•
− 1
...

Lm

Xm•
− 1
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a vektory typu 1× n

MT =


M1

X•1
− 1
...

Mn

X•n
− 1

 a µ = (µ1, . . . , µn) .

Rovnice (4.35) a (4.36) maj́ı nyńı maticový zápis

L− λ− µPT = 0 (4.37)

M− λQ− µ = 0. (4.38)

Odečteńım PT násobku (násobeno zprava) rovnice (4.38) od rovnice (4.37)
(př́ıpadně vyjádřeńım µ z rovnice (4.38) a jeho dosazeńım do rovnice (4.37))
dostáváme (

L−MPT
)
− λ

(
I−QPT

)
= 0, (4.39)

kde I je jednotková matice typu m × m. Ukážeme, že matice QPT je sto-
chastická, resp. že je sloupcově stochastická, tj. součet prvk̊u v libovolném
sloupci této matice je roven jedné. Prvek na mı́stě (i, j), kde i ∈ {1, . . . ,m} a
j ∈ {1, . . . ,m} matice QPT označ́ıme

(
QPT

)
ij
. Součet prvk̊u j-tého sloupce

matice QPT je
m∑

i=1

(
QPT

)
ij

=
m∑

i=1

n∑
k=1

[
XikXjk

X•kXj•

]

=
n∑

k=1

Xjk

Xj•

[
m∑

i=1

Xik

X•k

]
︸ ︷︷ ︸

=1

=
n∑

k=1

Xjk

xj•
= 1.

Tato rovnost plat́ı pro každé j = 1, . . . ,m. Protože QPT je stochastická,
obsahuje jej́ı spektrum jedničku. Dosazeńım jedničky do charakteristického
polynomu dostáváme det

(
I−QPT

)
= 0, z čehož je zřejmé, že matice(

I−QPT
)

je singulárńı. Zapǐsme nyńı (4.39) ve tvaru(
I−QPT

)T
λT =

(
L−MPT

)T
. (4.40)

Protože matice QPT je singulárńı, nemá obecně soustava rovnic (4.40)
vzhledem k λ jednoznačné řešeńı. Předpokládejme, že existuje k lineárně
nezávislých řešeńı λ a µ. Pak libovolné řešeńı vzhledem k nejednoznačnosti
můžeme zapsat ve tvaru λ = R + AS, kde R je matice typu 1 × m, A je
matice typu 1× k a S je matice typu k×m, kde R je nějaké řešeńı soustavy
(4.40), S je k lineárně nezávislých netriviálńıch řešeńı homogenńı soustavy(

I−QPT
)T
λT = 0
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a A je matice k parametr̊u, které mohou nabývat libovolných hodnot a pro
libovolnou takovou matici A je λ řešeńım (4.39). Obdobně můžeme řešeńı µ
zapsat ve tvaru µ = T + BU, kde T je matice typu 1× n, U je matice typu
k × n a B je matice typu 1 × k libovolných hodnot, kde T je nějaké řešeńı
soustavy (

I−PTQ
)T
µT = (M− LQ)T , (4.41)

U je k lineárně nezávislých netriviálńıch řešeńı homogenńı soustavy(
I−PTQ

)T
µT = 0

a B je matice parametr̊u, které mohou nabývat libovolných hodnot a pro
každé B je µ řešeńım (4.41). Je-li A = B, řekneme, že řešeńı µ a řešeńı λ si
odpov́ıdaj́ı. Rovnice (4.37) muśı platit pro libovolná řešeńı λ a µ nezávisle
na hodnotách matic A a B. Vezměme tedy A = B = 0 a dosazeńım těchto
parametrických vyjádřeńı λ a µ do (4.37) dostáváme L−R−TPT = 0, což
muśı platit pro všechna řešeńı λ a µ a proto i S + UPT = 0. Pokud nyńı
vezmeme obecné řešeńı λ = R + AS a µ = T + BU, dostaneme z (4.37),
L = R + TPT a S = −UPT , rovnici (A−B)S = 0 a z toho plyne bud’

A = B, nebo je možné redukovat rozměr matice A. To ale vede ke sporu,
nebot’ indukćı bychom došli k tomu, že λ je určeno jednoznačně, což je ovšem
ve sporu se singularitou matice

(
I−QPT

)
. Proto muśı být A = B a kdykoliv

řešeńı λ a µ splňuj́ı (4.37), pak si odpov́ıdaj́ı.
Popǐsme iteračńı algoritmus, který vede v každém kroku k řešeńı, které

s rostoućım počtem krok̊u konverguje k výše popsanému řešeńı dopravńıho
problému s účelovou funkćı (4.33). Vstupem pro algoritmus je p̊uvodńı matice
X s hodnotami Xij v i-tém řádku a j-tém sloupci. Problém spoč́ıvá v tom,
že řádkové i sloupcové součty nemuśı souhlasit s těmi, které máme dány pro
naši hledanou matici, resp. kontingenčńı tabulku, tj. obecně existuje nějaký
řádek, že Xi• − Li 6= 0 nebo sloupec, že X•j − Mj 6= 0. V každém kroku
algoritmu budeme upravovat hodnoty matice obdržené v předešlém kroku
t́ım, že k nim budeme přič́ıtat př́ır̊ustky źıskané dále popsaným zp̊usobem.

Označme př́ır̊ustek, který budeme v N -tém kroku přič́ıtat k prvku matice
v i-tém řádku a j-tém sloupci NEij. V prvńım kroku máme v i-tém řádku a
j-tém sloupci hodnotu Xij a př́ır̊ustek, který budeme k této hodnotě přič́ıtat
je

1Eij := XijL
(i),

kde L(i) znač́ı i-tý prvek vektoru L, který je matićı typu 1 ×m. Pro každé
i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n polož́ıme

Xij := Xij +Xij

(
Li

Xi•
− 1

)
.
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Po přičteńı př́ır̊ustk̊u ke všem prvk̊um matice dostáváme rozd́ıl mezi j-tým
sloupcovým součtem v prvńım kroku vzniklé matice a požadovaným sloup-
covým součtem Mj

Mj −X•j −
m∑

i=1

Xij

Xi•
(Li −Xi•) .

V druhém kroku algoritmu dostáváme na mı́stě (i, j), i = 1, . . . ,m a j =
1, . . . , n

2Eij = Xij

((
Mj

X•j
− 1

)
−

m∑
i=1

(
Li

Xi•
− 1

)
Xij

X•j

)
= Xij (M− LQ)(j) ,

kde (M− LQ)(j) znač́ı j-tý prvek vektoru (M− LQ) , který je matićı typu
1× n. Podobně pak

3Eij = Xij

(
−MPT + LQPT

)(i)
,

4Eij = Xij

(
MPTQ− LQPTQ

)(j)
,

atd.
Hodnota prvku v i-tém řádku a j-tém sloupci matice po dokončeńı kroku

2N tohoto algoritmu je rovna

Xij +1 Eij +2 Eij + . . .+2N Eij =

Xij

(
1 +

(
L−MPT + LQPT −MPTQPT . . .−MPT

(
QPT

)N−2

+ L
(
QPT

)N−1
)(i)

+
(
M− LQ + MPTQ− LQPTQ . . .+ M

(
PTQ

)N−1

− LQ
(
PTQ

)N−1
)(j) )

= Xij

(
1 +

((
L−MPT

) (
I + QPT + . . .+

(
QPT

)N−2
)

+ L
(
QPT

)N−1
)(i)

+
(
(M− LQ)

(
I + PTQ + . . .+

(
PTQ

)N−1
))(j)

)
.

Ukažme, že pro N →∞,((
L−MPT

) (
I + QPT + . . .+

(
QPT

)N−2
)

+ L
(
QPT

)N−1
)

(4.42)

konverguje pro N →∞ k řešeńı (4.39) pro λ a(
(M− LQ)

(
I + PTQ + . . .+

(
PTQ

)N−1
))

(4.43)
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konverguje k řešeńı (4.41) pro µ. Vynásobeńım levé strany (4.42) členem(
I−QPT

)
dostáváme snadno(

L−MPT
)

+ MPT
(
QPT

)N−1 − L
(
QPT

)N
.

Protože je
(
QPT

)
sloupcově stochastická matice, plat́ı (viz. [12], str. 173)(

QPT
)N N→∞→

(
Xi•
X••

)j=1,...,n

i=1,...,m
, což je matice typu m×m, jej́ıž prvky nezáviśı

na sloupcovém indexu. Dále odvod’me

MPT
(
QPT

)N−1 N→∞→
m∑

i=1

n∑
j=1

XijXi•

Xi•X••

(
Mj

X•j
− 1

)
=

(∑n
j=1Mj

)
X••

− 1

a analogicky L
(
QPT

)N N→∞→ (
∑m

i=1 Li)
X••

− 1. Tedy

MPT
(
QPT

)N−1 − L
(
QPT

)N N→∞→ 0.

Celkově tedy dostáváme, že (4.42) konverguje proN →∞ k řešeńı λ splňuj́ıćı
(4.39). Vynásobeńım levé strany (4.43) členem

(
I−PTQ

)
dostáváme

(M− LQ) + LQ
(
PTQ

)N −M
(
PTQ

)N
,

a obdobně jako v př́ıpadě λ toto konverguje pro N →∞ k řešeńı µ splňuj́ıćı
(4.41). Tud́ıž iteračńı algoritmus konverguje k řešeńı dopravńıho problému se
ztrátovou funkćı (4.33) a zbývá pouze dokázat, že řešeńı λ a µ si odpov́ıdaj́ı.
To je ale zřejmé, nebot’ v každém kroku je bud’ splněna podmı́nka

∑m
i=1 xij =

Mj pro všechna j = 1, . . . , n, nebo podmı́nka
∑n

j=1 xij = Li, pro všechna i =
1, . . . ,m, kde xij znač́ı matici źıskanou v daném kroku iteračńıho postupu.
V limitě potom jsou splněny obě tyto rovnosti a tud́ıž je v limitě splněna i
rovnice (4.37) a jak jsme ukázali výše, řešeńı si tedy odpov́ıdaj́ı.

Technika použ́ıvaná GROEW je použitelná i pro trojrozměrné kon-
tingenčńı tabulky. Řešeńı konverguje k optimálńımu řešeńı planárńıho troj-
rozměrného diskrétńıho dopravńıho problému typu m × n × o s danými 2-
marginály K > 0 typu m×n L > 0 typu n×o a M > 0 typu m×o s účelovou
funkćı

o∑
k=1

m∑
i=1

n∑
j=1

(xijk −Xijk)
2

Xijk

(4.44)
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za podmı́nek Ki,j =
∑o

k=1 xijk pro všechna i = 1, . . . ,m a j − 1, . . . , n,
Lj,k =

∑m
i=1 xijk pro všechna j = 1, . . . , n a k = 1, . . . , o a Mi,k =

∑n
j=1 xijk

pro všechna i = 1, . . . ,m a k = 1, . . . , o. Detailně je algoritmus, který konver-
guje k řešeńı tohoto trojrozměrného dopravńıho problému, popsán v adresáři
Rekonstrukce 3d tabulky na přiloženém CD. Ve stejném adresáři je i
spustitelný soubor v němž je algoritmus implementován (excelovský soubor).

Pod́ıvejme se nyńı na minimalizaci účelové funkce

m∑
i=1

n∑
j=1

|xij −Xij|
Xij

(4.45)

za podmı́nek Li =
∑n

j=1 xij pro všechna i = 1, . . . ,m a Mj =
∑m

i=1 xij pro
všechna j = 1, . . . , n. Tentokrát jde o dopravńı problém s po částech lineárńı
účelovou funkćı, bez omezeńı na nezápornost proměnných. Podobně jako
v kapitole o statistickém tř́ıděńı vede jej́ı minimalizace na řešeńı následuj́ıćıho
problému lineárńıho programováńı:

min
d≥0

FdT , (4.46)

kde F = (F′ | F′) a F′ =
(

1
X11

, . . . , 1
X1n

, . . . , 1
Xm1

, . . . , 1
Xmn

)
je řádkový vektor

typu 1×mn a

d =
(
d+

11, . . . , d
+
1n, . . . , d

+
m1, . . . , d

+
mn, d

−
11, . . . , d

−
1n, . . . , d

−
m1, . . . , d

−
mn

)
je nezáporný řádkový vektor, vzhledem k podmı́nkám

A1d
T = (X1•, . . . , Xm•)

T − LT (4.47)

A2d
T = (X•1, . . . , X•n)T −MT , (4.48)

kde

L := (L1, . . . , Lm)

M := (M1, . . . ,Mn)

A1 := [E1 | −E1]

A2 := [E2 | −E2]

E1 :=


en 0n · · · 0n

0n en · · · 0n
...

...
. . .

...
0n 0n · · · en


E2 :=

[
In In · · · In

]
,
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kde en je řádkový vektor typu 1× n obsahuj́ıćı samé jedničky ,matice E1 je
typu m×mn, matice E2 je typu n×mn a In je jednotková matice typu n×n.
Tuto úlohu je možné řešit klasickými metodami lineárńıho programováńı.
Pod́ıvejme se nyńı ještě na úlohu minimalizace funkce

m∑
i=1

n∑
j=1

|xij −Xij| (4.49)

za podmı́nek
m∑

i=1

xij = Mj a
n∑

j=1

xij = Li,

pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. Neńı již nutné předpokládat Xij > 0
pro každé i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n a dokonce ani Xij ≥ 0. Tuto úlohu
je jistě možné řešit jako problém lineárńıho programováńı obdobně jako
právě popsanou minimalizaci funkce (4.45), nicméně je možné použ́ıt také
následuj́ıćı algoritmus, kterým najdeme řešeńı v lineárńım čase a který je de-
tailně popsán v adresáři Rekonstrukce tabulky (absolutńı odchylky)
na přiloženém CD, kde je uložen i spustitelný soubor s implementovaným
algoritmem (excelovský soubor).

1. Pro každé i spočteme SR
i := Li −

∑n
j=1Xij a pro každé j spočteme

SC
j := Mj −

∑m
i=1Xij.

2. Hodnoty SR
i i hodnoty SC

j rozděĺıme na hodnoty nezáporné a hodnoty
záporné.

3. Aplikujeme metodu severozápadńıho rohu při řádkových omezeńıch SR
i ,

v nichž záporné hodnoty nahrad́ıme nulami a sloupcových omezeńıch
SC

j , v nichž záporné hodnoty rovněž nahrad́ıme nulami. V každém
kroku pr̊uběžně upravujeme řádkové i sloupcové součty. Jakmile se
algoritmus dostane do posledńıho sloupce, nebo řádku, vyplńı se do
zbývaj́ıćıch poĺı matice zbývaj́ıćı hodnoty řádkových, resp. sloupcových
součt̊u a do pravého dolńıho rohu matice se vyplńı maximum ze zbý-
vaj́ıćıho řádkového a sloupcového součtu9.

4. Aplikujeme metodu severozápadńıho rohu při řádkových omezeńıch SR
i ,

v nichž kladné hodnoty nahrad́ıme nulami a sloupcových omezeńıch
SC

j , v nichž kladné hodnoty rovněž nahrad́ıme nulami. V každém kroku
pr̊uběžně upravujeme řádkové i sloupcové součty. Jakmile se algoritmus

9T́ım je zajǐstěno, že všechny sloupcové i řádkové součty odpov́ıdaj́ı vytvořené matici
až na jeden, který skutečný součet převyšuje.
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dostane do posledńıho sloupce, nebo řádku, vyplńı se do zbývaj́ıćıch
poĺı matice zbývaj́ıćı hodnoty řádkových, resp. sloupcových součt̊u a
do pravého dolńıho rohu matice se vyplńı maximum ze zbývaj́ıćıho
řádkového a sloupcového součtu10.

5. Hledanou matici x źıskáme jako součet matice X a matic źıskaných
v předchoźıch dvou kroćıch.

Dokažme, že algoritmus skutečně vede k optimálńımu řešeńı. Nejprve ukážeme,
že v (4.49) neńı možné dosáhnout hodnoty nižš́ı, než

τ := max

{
m∑

i=1

∣∣SR
i

∣∣ , n∑
j=1

∣∣SC
j

∣∣} .
Předpokládejme, že minxij

∑m
i=1

∑n
j=1 |Xij − xij| <

∑m
i=1

∣∣SR
i

∣∣ . Jelikož nyńı
pro libovolnou matici řešeńı xij plat́ı

m∑
i=1

n∑
j=1

|Xij − xij| <
m∑

i=1

∣∣SR
i

∣∣ =
m∑

i=1

∣∣∣∣∣Li −
n∑

j=1

Xij

∣∣∣∣∣ =
m∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xij −
n∑

j=1

Xij

∣∣∣∣∣ =

m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(Xij − xij)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

i=1

n∑
j=1

|Xij − xij| ,

dostáváme spor, nebot’ tato ostrá nerovnost muśı platit i pro řešeńı minima-
lizuj́ıćı ztrátovou funkci a přitom evidentně platit nemůže. Předpokládejme
tedy, že minxij

∑m
i=1

∑n
j=1 |Xij − xij| <

∑n
j=1

∣∣SC
j

∣∣ . Jelikož nyńı pro libovol-
nou matici řešeńı xij plat́ı

m∑
i=1

n∑
j=1

|Xij − xij| <
n∑

j=1

∣∣SC
j

∣∣ =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣Mj −
m∑

i=1

Xij

∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

xij −
m∑

i=1

Xij

∣∣∣∣∣ =

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

(Xij − xij)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

m∑
i=1

|Xij − xij| ,

dostáváme opět spor, nebot’ tato ostrá nerovnost muśı platit i pro řešeńı
minimalizuj́ıćı ztrátovou funkci a přitom evidentně platit nemůže. Z těchto
dvou sporných tvrzeńı vyplývá, že žádná matice řešeńı x nemůže vést k nižš́ı

10T́ım je zajǐstěno, že všechny sloupcové i řádkové součty odpov́ıdaj́ı vytvořené matici
až na jeden, který skutečný součet převyšuje.
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hodnotě ztrátové funkce, než τ. Nyńı ukážeme, že navržený algoritmus vede
k takové matici řešeńı x, že plat́ı

m∑
i=1

n∑
j=1

|Xij − xij| = τ.

Mějme matici X a požadované sloupcové součty Mj a řádkové součty Li, pro
všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n. V prvńım kroku algoritmu spočteme
SR

i a SC
j pro každý řádek a každý sloupec. Necht’ I = {1, . . . ,m} a J =

{1, . . . , n} . Označme

I+ =
{
k : k ∈ I ∧ SR

k ≥ 0
}
, I− =

{
k : k ∈ I ∧ SR

k < 0
}
,

J+ =
{
k : k ∈ J ∧ SC

k ≥ 0
}

a J− =
{
k : k ∈ J ∧ SC

k < 0
}
.

Uvažujme nulovou matici Y typu m×n a požadované řádkové součty L+
i :=

SR
i pokud i ∈ I+ a L+

i := 0 pokud i /∈ I+ a sloupcové součty M+
j :=

SC
j pokud j ∈ J+ a M+

j := 0 pokud j /∈ J+. Aplikujeme metodu seve-
rozápadńıho rohu a obsazujeme jednotlivá mı́sta matice od severozápadńıho
rohu k rohu jihovýchodńımu. To je jistě možné dělat tradičńım zp̊usobem až
do okamžiku, kdy dosáhneme posledńıho sloupce, či řádku. Předpokládejme
bez újmy na obecnosti, že jsme dosáhli posledńıho řádku. Mohou nastat
dvě možnosti, bud’ v okamžiku dosažeńı posledńıho řádku je hodnota sloup-
cového indexu nižš́ı než n, nebo je rovna n. Je-li rovna n, pak prvku na
mı́stě (m,n) přǐrad́ıme maximum z hodnoty m-tého aktuálńıho řádkového
součtu a hodnoty n-tého aktuálńıho sloupcového součtu. T́ım dojde k tomu,
že posledńı řádkový součet, nebo posledńı sloupcový součet je nekladný. Je-
li hodnota sloupcového indexu nǐsž́ı než n, pak přǐrad́ıme všem prvk̊um
posledńıho řádku, které ještě nebyly obsazeny, vyjma prvku v posledńım
sloupci zbývaj́ıćı hodnoty sloupcových součt̊u. Pr̊uběžně upravujeme řádkový
součet a při dosažeńı prvku na mı́stě (m,n) vezmeme maximum z aktuálńıho
řádkového a sloupcového součtu.

Matice Y má nyńı sloupcové součty i řádkové součty totožné
s požadovanými sloupcovými součty M+

j a požadovanými řádkovými součty

L+
i až na nejvýše jeden, který je roven −

∣∣∣∑m
i=1 L

+
i −

∑n
j=1M

+
j

∣∣∣ . Označme

L−i := SR
i pokud i /∈ I+ a L−i := 0 pokud i ∈ I+ a sloupcové součty

M−
j := SC

j pokud j /∈ J+ a M+
j := 0 pokud j ∈ J+. Je tedy SR

i = L+
i + L−i

pro všechna i = 1, . . . ,m a SC
j = M+

j +M−
j pro všechna j = 1, . . . , n. Protože∑m

i=1 S
R
i =

∑n
j=1 S

C
j , je

∑m
i=1 L

+
i −

∑n
j=1M

+
j =

∑n
j=1M

−
j −

∑m
i=1 L

−
i .

Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že
∑m

i=1 L
+
i ≤

∑n
j=1M

+
j . Pak

−
∣∣∣∑m

i=1 L
+
i −

∑n
j=1M

+
j

∣∣∣ =
∑m

i=1 L
+
i −

∑n
j=1M

+
j =

∑n
j=1M

−
j −

∑m
i=1 L

−
i .
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Nyńı máme matici Y, řádkové součty Ki := L−i pro i = 1, . . . ,m − 1 a

Km := L−m +
(∑n

j=1M
−
j −

∑m
i=1 L

−
i

)
a sloupcové součty Nj := M−

j pro

j = 1, . . . , n. Dostáváme součet řádkových součt̊u
∑m

i=1Ki =
∑m−1

i=1 L−i +
L−m +

∑n
j=1M

−
j −

∑m
i=1 L

−
i =

∑n
j=1M

−
j =

∑n
j=1Nj a jedná se tedy již o vy-

rovnaný dopravńı problém s nekladnými řádkovými a sloupcovými součty.
Př́ıpustné řešeńı najdeme tedy pomoćı metody severozápadńıho rohu s drob-
nou modifikaćı–mı́sto přič́ıtáńı minima z aktuálńıho řádkového a sloupcového
součtu přič́ıtáme maximum (to je záporné). Dostáváme řešeńı Y = (yij) , pro
nějž plat́ı

∑m
i=1

∑n
j=1 |yij| =

∑n
j=1M

+
j −

∑n
j=1M

−
j =

∑n
j=1

∣∣SC
j

∣∣ = τ. Matici
řešeńı x źıskáme jako součet x = Y + X.

Př́ıklad použit́ı tohoto algoritmu je uveden v adresáři Rekonstrukce
tabulky (absolutńı odchylky) na přiloženém CD pod názvem Př́ıklad .

4.3 Jiné aplikace

V této kapitole krátce zmiňuji několik daľśıch aplikaćı dopravńıho problému
ve statistice a teorii pravděpodobnosti a odkazuji na relevantńı literaturu.

Řı́zené zaokrouhlováńı
V článku [5] autoři uváděj́ı aplikaci ř́ızeného zaokrouhlováńı ve statistice.

Definice 21. Necht’ a ∈ R a 0 < B ∈ N. Zobrazeńı R : R → Z, které
každému reálnému č́ıslu a přǐrad́ı B

⌈
a
B

⌉
nebo B

⌊
a
B

⌋
budeme nazývat zao-

krouhleńım s baźı B. Pokud pro R plat́ı, že pro libovolné k ∈ Z je R(k ·B) =
k ·B, pak ř́ıkáme, že zaokrouhleńı R je nula-omezuj́ıćı.

Necht’ A je matice typu m × n. Necht’ dále A•j znač́ı pro každé j =
1, . . . , n j-tý sloupcový součet matice A a Ai• znač́ı pro každé i = 1, . . . ,m
i-tý sloupcový součet matice A a A•• znač́ı součet všech prvk̊u matice A.
Problém optimálńıho ř́ızeného zaokrouhlováńı spoč́ıvá v nalezeńı zobrazeńı
R : Rm×n → Zm×n, takového, že R(aij) = Rij (A) , kde aij je prvek matice
A na mı́stě (i, j), kde i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n splňuj́ıćıho následuj́ıćı
podmı́nky

∀i ∈ {1, . . . ,m} ∀j ∈ {1, . . . , n}Rij(A) je zaokrouhleńım prvku aij (4.50)

∀j ∈ {1, . . . , n}
m∑

i=1

Rij (A) = R (A•j) (4.51)

∀i ∈ {1, . . . ,m}
n∑

j=1

Rij (A) = R (Ai•) (4.52)
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m∑
i=1

n∑
j=1

Rij (A) = R (A••) (4.53)

R (A) minimalizuje

(
m∑

i=1

n∑
j=1

|R(aij)− aij|p
) 1

p

(4.54)

pro nějaké pevně dané 1 ≤ p <∞, nebo pro p = ∞

R (A) minimalizuje max {|R(aij)− aij| : i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n} .

Běžně použ́ıvané zaokrouhleńı R(a) = ba+ 0.5c minimalizuje (4.54) pro 1 ≤
p ≤ ∞, ale obecně nesplňuje (4.51), (4.52) a (4.53). Cox a Ernst formulovali
problém ř́ızeného zaokrouhlováńı jako problém celoč́ıselného programováńı.
Tento problém celoč́ıselného programováńı je pro 1 ≤ p <∞ dán následovně

xij := R (aij)

xi• := R (ai•)− bai•c
x•j := R (a•j)− ba•jc
x•• := R (a••)− ba••c ,

čili xij ∈ {0, 1} pro každé i = 1, . . . ,m a každé j = 1, . . . , n.

min
xij

(
m∑

i=1

n∑
j=1

|R (aij)− aij|p
) 1

p

(4.55)

xij + (1− xi•) = bai• + 1c pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n

(1− x•j) + x•• =
n∑

j=1

ba•j + 1c − ba••c pro všechna j = 1, . . . , n (4.56)

xij + (1− x•j) = ba•j + 1c pro všechna i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . , n

(1− xi•) + x•• =
m∑

i=1

bai• + 1c − ba••c pro všechna i = 1, . . . ,m

Pro dané 1 ≤ p < ∞ je množina všech řešeńı tohoto problému ekvivalentńı
množině řešeńı tohoto problému s lineárńı účelovou funkćı

m∑
i=1

n∑
j=1

((1− aij)
p − (aij)

p)xij. (4.57)

Jde tedy o dopravńı problém daný minimalizaćı (4.57) za podmı́nek (4.56)
s celoč́ıselnými řádkovými i sloupcovými součty. Řešeńı tohoto problému je
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celoč́ıselné, nicméně aby bylo zajǐstěno, že všechny prvky řešeńı xij jsou
z množiny {0, 1} , muśıme přidat daľśı omezeńı 0 ≤ xij ≤ 1. T́ım dostáváme
dopravńı problém s kapacitńımi omezeńımi. Nav́ıc lze dokázat, že optimálńı
řešeńı tohoto problému vždy existuje, nebot’ existuje vždy řešeńı př́ıpustné.
Dopravńı problém s kapacitńımi omezeńımi je řešitelný jak simplexovým
algoritmem, tak kupř́ıkladu pomoćı Ford-Fulkersonova algoritmu. Aplikace
ř́ızeného zaokrouhlováńı ve statistice, zejména v teorii výběr̊u z konečných
populaćı, jsou uvedeny v článku [5].

Důkaz Strassenovy věty
Daľśı aplikaćı dopravńıho problému je d̊ukaz Strassenovy věty pro ome-

zenou Lipschitzovu metriku. Budu vycházet z knihy [21].

Definice 22. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor. Množina G ⊂ X je
slabě otevřená, jestliže ke každému x ∈ G existuj́ı funkcionály ψ1, . . . , ψn ∈
X∗ tak, že

Vx (ψ1, . . . , ψn) := {t ∈ X : |ψ1(x− t)| < 1, . . . , |ψn(x− t)| < 1} ⊂ G
(4.58)

Definice 23. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a w je soustava všech
slabě otevřených podmnožin X. Tuto soustavu podmnožin nazveme slabou
topologíı na X.

Poznámka 13. Předpokládejme, že množina stav̊u Ω je n-rozměrný Eu-
klid̊uv prostor. Na něm máme definovánu klasickou Euklidovu vzdálenost

δ(x,y) :=
√∑n

i=1 (xi − yi)
2, kde x,y ∈ Ω. Označme d funkci vzdálenosti δ

omezenou jedničkou, tj. např. d(x,y) := δ(x,y)
1+δ(x,y)

pro všechny prvky x,y ∈ Ω.

Definice 24. Necht’ F a G jsou pravděpodobnostńı mı́ry. Pak omezenou
Lipschitzovou metrikou nazveme funkci

dBL(F,G) = sup

∣∣∣∣∫ ψdF −
∫
ψdG

∣∣∣∣ , (4.59)

kde supremum se bere přes všechny funkce ψ, které splňuj́ı Lipschitzovu
podmı́nku, tj.

|ψ(x)− ψ(y)| ≤ d(x, y).

dBL je metrika.

Věta 7. ”Strassenova věta”
Necht’ F a G jsou pravděpodobnostńı mı́ry. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:
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1. dBL(F,G) ≤ ε

2. Existuj́ı náhodné veličiny X a Y s L(X) = F a L(Y ) = G takové, že
Ed(X, Y ) ≤ ε.

Důkaz věty 7. Důkaz je uveden v knize [21] a využ́ıvá řešeńı dopravńıho
problému se speciálńı matićı náklad̊u D pro jej́ıž prvky plat́ı dij ≥ 0, dii = 0,
dij = dji a dik ≤ dij + djk pro všechna relevantńı i, j, k. Jde tedy o matici
vzdálenost́ı a ta umožňuje velmi výhodně řešit dopravńı problém pomoćı
Lagrangeovy metody, přestože jde o problém lineárńıho programováńı.
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[36] S. T. Rachev and L. Rüschendorf. Mass Transportation Problems, Vo-
lume II: Applications. Springer, New York, 1998.

[37] R. L. Rardin. Optimization in Operations Research. Prentice Hall, Upper
Saddle River, 2000.
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