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nekolika vét a odhadd, které uzijeme pozdéji, dokazeme Hilbert-Schmidtovu vétu. Pak
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Kapitola 1

Uvod

V praci se zabyvame Sturm-Liouvilleovym problémem, tj. ilohou nalezeni
¢isla A\ a Teseni u rovnice

—(pu) + qu = Au,

kde p a g jsou dané funkce, pii zadanych okrajovych podminkach (popsanych
v kapitole 3) na omezeném intervalu / = (0,7) . S tlohami tohoto typu se
lze casto setkat v kvantové mechanice pii feseni Schrédingerovy rovnice, ¢i
pii vySetfovani kmitd struny, membrany apod.

Smyslem prace je podat srozumitelny vyklad vlastnosti feSeni Sturm-
Liovilleova problému spolu s teorii k témto vysledkim vedouci. Pfitom se
u Ctenafe predpokladaji znalosti z tvodniho kurzu matematické analyzy.
V praci se tedy vénujeme postupné integralnim operatortiim a zkouméame
podminky, za jakych jsou kompaktni, Hermiteovskymi operatory a opera-
tory patficimi do obou téchto skupin. Vysledky pak pouzijeme na Sturm-
Liouvilletiv problém. Prace konc¢i uvedenim feseného prikladu.

Jako zdroj informaci slouzila kniha [1], neni-li uvedeno jinak. Uvedeny
priklad je vlastni.



Kapitola 2

Integralni hermiteovské
operatory

2.1 Pouzita oznaceni

| ... Lebesguetiv integral

L,(G), n € [1,00] ... Lebesguetv prostor s pfislusnou normou, G bude v
nasem piipadé oblast v R™, m € N, nebo jeji uzaveér

C"(G), n € N ... tfida funkci, které maji v kazdém bodé G n-tou derivaci
a tato derivace je na G spojitou funkci. Na hranici uvazujeme jednostranné
derivace

C(G), n €N ... totéz, co C}(G)

2.2 Integralni operatory

Oznaceni 1. V cel€ kapitole 2 budeme nadale symbolem G oznacovat sou-
vislou oblast v R™.

Definice 2. Bud K(z,y) : GxG — R. Zobrazeni K : f — K f, které funkci
f priradi funkci Kf : G — R definovanou predpisem

Kf(z) = /G K(x.y)f(y) dy,

nazveme integralni operator s jadrem K(x,y), md-li vjraz na pravé strané
smysl.



Oznaceni 3. Nebude-li Teceno jinak, budeme v sekcich 2.2 a 2.4 symbolem
K(z,y) znacit steynomerné spojitou funkci na G X G a K integralni operdtor
s jadrem K(z,y) na Lo G).

Definice 4. Zavedme normy

o maéc|h(a:)| , hel(G),

xTre
1/2
], & (/G |h<x>|2dx)  he ().

Lemma 5. Bud G omezend. Pak K zobrazuje L£1(G) do C(G). Pro operdtor
K navic plati

151

max

1K e <MYV £llos € Lo(G), (2.1)
||Kf||max S MV ||f||maw7 f € ‘COO(G)7 22)
K flly < MV[flly, | e La(G), (2.3)
kde
M = ||K<Iﬂy)Hmam7

V:/ldx.
G

Diikaz. Spojitost funkce [K f](z) na G snadno dokazeme pouzitim véty o
spojitosti integralu zavislého na parametru (viz [3]), protoze f € L£1(G) a
K ecCGx Q).

Ovérme prvni nerovnost. Podle Cauchyho-Bunakovského nerovnosti je

1l = H [ rwrtay

( [ 1w dy) " ( | e dy) -

Zbylé dvé nerovnosti se dokazi podobné. O

<

< MVV|fll,-

ma

Véta 6. (Arzela-Ascoli) Bud B C C(K) nekoneénd mnoZina stejné stejno-
merné spojitych funkct z kompaktni mnozZiny K do C omezend vzhledem k
normé ||-||,...- Pak lze z B vybrat posloupnost, kterd konverguje k jisté funkci
spojite na K.



Dikaz. Viz napr. [3]. O

Definice 7. Linedarni operator L : X — Y mezi dvéma Banachovymi pro-
story nazveme kompaktni, pokud z kaZdé omezené posloupnosti {x,} v X
lze vybrat podposloupnost {x,, } tak, Ze {Lx,,} konverguje vY .

Véta 8. Bud G omezend oblast. Pak integrdlni operdtor K se spojitym jd-
drem K(z,y) € C(G x G) je kompaktni operdtor z Lo(G) do C(G).

Diikaz. Zvolme libovolnou omezenou (v normé ||-||,) posloupnost funkei
{fn} C L3(G). Ukazeme, Ze z ni lze vybrat podposloupnost {f,, } takovou,
7e {K fn,} konverguje v C(G). Oznacme A := sup || f,||,- VyuZitim nerov-
nosti (2.1) dostaneme, ze ||K f,| < MVVA, tedy je {Kf,} omezend v
normé ||-||, . Jelikoz je K(z, y) stejnomérné spojitd, tak pro libovolné € > 0
existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna x1, 29,y € G, |r1 — x5| < 0, plati

IK(21,y) — K(22,y)| <

Pouzitim Holderovy nerovnosti obdrzime

(K ful (1) = [K ful(22)] <

/G K (a1, ) — K(aa )l f (o) dy

= ¢£.

\/_

Tim jsme dokazali, Ze K zobrazuje {f,} na mnozinu {Kf,} stejné stejno-
meérné spojitych funkci. Jak je zndmo, je G kompaktni. Nyni staci pouzit
Arzela-Ascoliovu vétu 6 a ditkaz je hotov. O

2.3 Hermiteovské operatory

Definice 9. Zobrazeni (-,-) : Lo(G) x L2(G) — C definované jako

(0, f) /G (2)f(@) dz

budeme oznacovat jako skalarni soucin na Lo(G).



Definice 10. Bud M C Ly(G) definiéni obor operdtoru L : My — Lo(G).
Linedrni operator L nazveme hermiteovsky, pokud My je hustd v Lo(G) a
pro g a f z M(G) plati

(Lf,g) = ([, Lg).
Skaldrnimu soucinu tvaru (Lf, f) budeme Tikat kvadraticka forma pfisluse-

jiei L.

Tvrzeni 11. Linedrni operdtor L, jehoZ definicni obor My, je husty v Lo G),
je hermiteovsky, prdvée kdyz je kvadratickd forma prislusejici L redlnd.

Dikaz. Je (Lf, f) = (f,Lf) = (Lf, f), takze pfima implikace plati.
Dokazme implikaci opacnou. Je-li kvadratickd forma [ realna, je pro
f7 g S ML

0= Re% (L(f +1ig), [ +ig) — (Lf, f) — (Lg,g)] = Re((Lg, f) — (Lf,9)),
0= Im[(L(f+g), f+g)—(Lf,f)—(Lg,9)] = Im((Lg, ) + (Lf,9))

Tim dostavame
Re(Lg, f) = Re(Lf,g)
Im(Lg, f) = —Im(Lf, g).
Po vynésobeni druhé rovnice ¢ a sectenim rovnic ziskdvame

(Lf,9) = Re(Lf, g)+ilm(Lf,g) = Re(Lg, f)—ilm(Lg, f) = (Lg, f) = (f, Lg),
coz dokazuje hermiteovost operatoru L. O]

Definice 12. Necht L je komplexni operdtor a My jeho definiéni obor, tj.
L:M; — C. Necht u e My, u#0 a X e C spliugi rovnost

Lu = \u.

Pak X nazveme vlastnim ¢islem ¢ hodnotou operdtoru L a u vlastni funkci
prislusejici tomuto vlastnimu cislu. Nasobnosti vlastniho cisla rozumime
pocet linedrné nezavislych vlastnich funkci prislusejicich tomuto vlastnimu
cislu. Odpovidagici si vlastni ¢islo a funkci nékdy budeme oznacovat jako dvo-
jici (\,u). Ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a funkci daného operdtoru budeme
zvat jako vlastni tllohu.



Véta 13. Necht K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru X a op
znact mnoZinu jeho vlastnich cisel. Pak pro kaZdé € > 0 je mnoZina

opN{y € C,[y| > e}
konecna.
Diikaz. Véta znamé z funkcionalni analyzy, viz [2]. ]

Dusledek 14. Necht K je kompakini operdtor na Banachové prostoru X.
Pak

(i) mnoZina jeho vlastnich cisel je nejuyse spocetnd,

(i) vlastni ¢isla maji jen konecnou ndsobnost.
Véta 15. Bud L hermiteovsky operdtor na My C Ly. Pak kaZdé dvé vlastni
funkce prislusejici ruznym vlastnim cislum jsou ortogondlni.

Diikaz. Budte (A1, u1), (A2, us), A1 # A2 dvé rtiznd Feseni vlastniho problému
Lu = \u. Upravami ziskame:

A (uy, us) = (Lug, ug) = (ug, Lug) = Ag(uq, us),

kde jsme vyuzili hermiteovosti operatoru L a realnosti jeho vlastnich cisel.
JelikoZ \; # Ay, musi nutné byt (uy, us) = 0, takze u; a uy jsou ortogonalni.

]

Pozorovani 16. Je-li A vlastni ¢islo linedrniho operdtoru L a uy,us,. .., uy
jemu prislusejici vlastni funkce, pak i libovolnd linerni kombinace uy, us,
..., uy je zreymé vlastni funkci L.

Pozitivni operatory

Definice 17. Bud G C R" oblast, M C Lo(G) definiéni obor operdtoru
L : M, — L3(G) a My husta podmnozina Lo(G). Linedrni operdtor L
nazveme pozitivni, pokud L splriuje

(Lf, ) €10,00)

pro kaZdou f € M.
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Pozn. 18. 7 turzeni refth:hel vyplyva, Ze je-li opetdtor pozitivni, je i her-
mateovsky.

Tvrzeni 19. Viastni c¢isla pozitivniho operdtoru L jsou nezdpornd.

Dikaz. Budte (A, u), ||ull, = 1, vlastni ¢islo a vlastni funkce operatoru L.
Pozitivnost L nas vede k

0 < (Lu,u) = Mu,u) = Xul|; = \.

2.4 Integralni hermiteovské operatory

Oznaceni 20. Je-li K integralni operdtor z Lo(G) s jadrem K(z,y), je zvy-
kem oznacovat \ jako vlastni cislo operdtoru K a u jako jemu prislusejici
vlastni funkci, splnugi-li

u = )\/GIC(J:, y)u(y) dy = AKu.

Toto oznacent budeme do konce kapitoly pouZivat.

Lemma 21. Bud K integralni operdtor a (u,u) vlastni éislo a funkce ope-
ratoru KP = K o K o---0 K. Pak alespon jeden z korent rovnice \P = p je

P
vlastnim cislem operdtoru K.

Dikaz. Pro p = 0 je tvrzeni ziejmé, uvazujme tedy p # 0. Necht Aj, Ao,
..., A\p znaci kofeny rovnice \? = p1. Nejprve dokézeme algebraickou identitu

(=P N pzl — 1) = Mz =Dz —1)...(\z—1), 2 € C.

Rozmyslime si, jak vypada vyraz na pravé strané po roznasobeni vsech ¢lenii:
Pro kazdé k € {1,2...,p — 1} bude u z* koeficient 0, vzhledem k symetric-
kému rozlozeni kofenti rovnice A\’ = p v komplexni roviné. Jak bude vypadat
koeficient u 27?7 Predpokladejme p = |u| e, ¢ € [0,27). Pak

e = Il k=0,1,...,p—1

27 xp—1 2mi p(p—1)
k=0

Az Ay = ] AN =per 2 =p(=1)rh

11



U 2 jasné stoji koeficient (—1)?, ¢imZ jsme identitu dokazali.
Jejim dusledkem je operatorova identita, ktera pro vlastni funkci v dava

(WK? — Du = (=1 " (MK = (MK —I)...(\,K — u =0,
kde I znaci operator identity. Pokud polozime
v=(MNK-I)...(\,K =1,

av#0,bude (MK — I)v =0, tedy A je vlastni ¢islo operatoru K. Pokud
v =0, bude
MoK —1)...(\K — Iu=0.

Nyni stejnou tvahou muzeme shledat, Ze bud A, je vlastni ¢islo K, anebo
(MK —1)...(\, K —u=0,

atd. Protoze u je, jakozto vlastni funkce KP, nenulova, musi alespon jedno
z Cisel \;, @ =1...p, byt vlastnim cislem K. O

Véta 22. Bud G omezend oblast. Pak hermiteovsky integralni operdtor K
definovany na Lo(G) s nenulovgm jadrem K(x,y) ma alespor jedno vlastni
cislo. Navic existuje vlastni ¢islo Ao s neymensi absolutni hodnotou a splrnuje

U7
Ml eca@yr20 I ls

(2.4)

Diikaz. Ozna¢me v normu operatoru K:

v = sup [IKfly. f € L),
[[fllo=1

Podle (2.3) je MV > |K f||, > v. Ziejmé v > 0. Ukazme, ze v > 0: Pokud

by v = 0, tak by ||Kf|, = 0 pro kazdé f € Lo(G) a tedy 1 Kf = 0. Po

rozepsani této rovnosti

0:/G/C(xyy)f(y) dy

snadno nahlédneme, ze K(z,y) = 0, coz je v rozporu s predpokladem véty.

Podle definice suprema mnoziny realnych ¢isel musi existovat posloup-
nost funkei {fi},—y C La2(G), ||fxll, = 1 pro vSechna k € N, spliiujici
1K filly = v,k — oo

12



Pripravime si nerovnost

o o ( KJ )
K = ||K
17551, H (IIKf||2

S vyuzitim téchto fakt a hermiteovosti K ovétime, ze

K flly < vIIEFly s | e L)

2

HKsz—VkaHQeO, k— oo (2.5)

K2 fi — V2 fils = (K2 fo — V2 fi K2 fr — 2 f) = (K2 fiu, K2 )
+ V(s fr) — V2 fi, K2 fro) — V(K i, fie)
= | K2 flls + vt — 202K o, K i) < V2| Sl + v
— 27 |K filly = v* = VK fill; = 0, k — o0.

Protoze je dle Véty 8 K kompaktni, zobrazuje omezenou mnozinu { f} C

L5(G) na kompaktni mnozinu {K fx|k =0,1,2...} v C(G). Z posloupnosti

{K fr} 1ze tedy vybrat podposloupnost {1} = {K f,} konvergujici v C(G)
k jisté funkei 9, tj. [[v — ¥ill,,0 — 0, @ — 00. S vyuzitim nerovnosti (2.1) a
(2.2) a vztahu (2.5) shledavame, Ze
1Y =02[ e < NP =)t V2 1 = Vil + [ B = 120,
S MVIE @ = )l ag + V2 10 = Vil + | KK i, = i)
< V2402 [ = Wil + MYV [ K2 i, = 0

maxr

, — 0, 7 — 00,

neboli K21 = v21).

Podafti-li se nam dokéazat, ze 1 # 0, nalezli jsme vlastni ¢islo a vlastni
funkei operatoru K2. Ale dle (2.5) ||[Kv]|, — v* a navic méame [|K;]l, —
| K|y, ¢ — oo. Tedy, diky jednoznacnosti limity, ||K¢|, = v* > 0 a
opravdu ¥ # 0. Dle Lemmatu 21 alespon jedno z ¢isel j:% je vlastni ¢islo
operatoru K. Oznacme jej \.

Zbyva ovéfit (2.4). Budte (N, ¢') vlastni ¢islo a odpovidajici vlastni
funkce operatoru K, tj. N K¢’ = ¢'. Pak

1 1Ky o e, 1

— = |ftv| = sup > =—,
[ Aol seeaey Il = l@lly V]

takze |Ao| < |N[. O

Disledek 23. Nemd-li hermiteovsky integrdlni operator na Lo(G) se spoji-
tym jadrem na omezene oblasti Zadné vlastni cislo, je nulovy.

13



Odvodme nékolik vztahti, které nam pozdéji prijdou vhod. Bud G ome-
zena a Ag, A, Ag, ... nenulova vlastni ¢isla operatoru K sefazené vzestupné
podle velikosti absolutni hodnoty (pfipad operatoru s konetné mnoha vlast-
nimi ¢isly si ¢tenaf velmi snadno mize rozmyslet sdm) a ug, uy, usg, . . . jim od-
povidajici vlastni funkce K tvorici ortonormélni systém. Je-li néjaké vlastni
¢islo k-nasobné, at se v posloupnosti vyskytne k-krat.

Zavedme funkci

p
U\T)ui (Y
i=0 !
a ji odpovidajici integralni operator
(p) - (f5 i)
(KW (M) = | f)K(z,y)dy - vwle) e €[0.0], f € La(G).
G i=0 g
Ukazeme, ze KP) md vlastni ¢isla \pyy1, A\pia, - .. a vlastni funkce w1,

Upi2, ... G JINE ne.
Vskutku, nechme ptisobit K® na uj, j=>p+1:

p
o 1
K(p)Uj = Ku]' — ij)’\—u>uz = KUj = Uy,
=0 i '

tedy A; a u; jsou vlastni ¢islo a vlastni funkce K ),
Nechf naopak v a v jsou vlastni ¢slo a odpovidajici vlastni funkce K@),
tj:

p
v=vKPy=vKv— I/Z <U’)\—uz>uZ (2.6)
=0

Upravme sou¢in (v,u;), j € {0,1,...p} :

(v, ;) = (K = vy S ;)

i=0
P
(v, ug) (Ui, uy)

= v(Kv,u;) I/ZZ:; N\
. K d <U>ui>5zj
SR IS

v v
=3 (v, uj) — )\—<Uauj> =0



Vyuzitim tohoto faktu v (2.6) dostavame v = vKw, tj. v je vlastni funkce
operatoru K. Protoze je v ortogonalni s w;,7 = 0,2,...,p, musi se pro né-
jaké j >p+1 v=cu;, ceC tudiziv=A;.

Protoze je A\,y1 nejmensi vlastni ¢islo operatoru K® plati dle (2.4) pro

kazdou f € L4(G)

||f|| Zp (f ua)
i=0 ! 2
Ma-li operator K konecné mnoho vlastnich ¢isel Ao, Aq,..., Ay, nema

KW 74dna. Podle Diisledku 23 je funkce XV (,y) nulové, tedy dle definice

KN dostéavame v
=y ey (e (2.8)

=0
Piipomenime Besselovu nerovnost: Je-li system funkci g, p1, @2 ...
ortonormalni v Lo(G) a h € Lo(G), pak plati

> " [h )P < IRl (2.9)

Dikaz napt. v [3].
Ukazeme, ze

Z |uk}\2 / \K(z,y)|" dy ,x€q. (2.10)

Opravdu, volme pevné x € (G. Prepisme soucin

1

(K@ 9), uny)) = / Ko usly) dy = Kun(e) = 5 -l

Protoze jsou uy(y) ortonormélni, lze pouzit Besselovu nerovnost (2.9) a do-
stavame (2.10).

Véta 24 (Hilbert-Schmidt). Necht f € C(G), K je integrdlni hermiteovsky
operator se stejnomérné spojitym jadrem a necht existuje h € Lo(G) tak, Ze
f = Kh. Budte (N, o), (A1, ¢1), (A2, p2),... odpovidajici si vlastni ¢isla a

15



vlastni funkce operdtoru K sefazené vzestupné dle velikosti absolutni hodnoty
vlastniho cisla. Pak

f@) =3 Bt ), 2.11)

pricemz rada konverguje stejnomeérné na G.
Dukaz. Plati

<h790k>
Ak

= (h, Kor) = (Kh, ox) = (f, ox)-

Jiz dfive jsme zjistili (vztah (2.8)), Ze ma-li K jen koneéné mnoho (ozna¢me
N) vlastnich ¢isel je

) = =3 2 o)

¢imz je dtikaz pro tento pripad hotov.

Necht naopak je mnozina vlastnich ¢isel operatoru K nekonecénd. Ové-
fime, ze rozvoj f do fady (2.11) k této funkei skutecéné konverguje. S vyuzitim
vztahu (2.7) a Véty 13 je

<
2

— 0, p— o0.

p
<h7g0]€>
_ Hm_z o,
k=0 2

k=0

Zbyva ukazat stejnomérnou konvergenci. K tomu pouzijeme Bolzano-
Cauchyho podminku. Zvolme libovolné pevné z € G a vyuzijeme Cauchy-
Bunakovského nerovnost a vztah (2.10):

q q 12 )
S 2] ][ 22
1/2

< [iuh,sw] " [ | el dy] < MV

1/2

q 1/2
> ln, sok>|2] -

Z Besselovy nerovnosti vime, ze 352 [(h, ox)|” < ||hl3, tedy posledni ¢len
se pro p,q — oo blizi 0. Tim jsme prokazali i stejnomérnou konvergenci. [
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Kapitola 3

Sturmuv-Liouvilletiv problém

Definice 25. Resme obycenou diferencidlni rovnici
—(pu')" + qu = Au
na intervalu (0,1), 1 > 0, s okrajovou podminkou
hlu(O) — h2u'(0) =0
H1u<l) + ngl(l) = 0,
kde p a q jsou redlné funkce,
pe o], ¢eCl0,1], p>0, ¢ >0
a hy, ho, Hy, Hy jsou zadand realna cisla splnujict

hi >0, hy >0, H >0, H, >0 a
h1+h2>0, H,+ Hy > 0.

(3.2)

Jako teseni oznacime vsechny dvojice (A, u) spliugici (3.1) a (3.2) v kaz-

dém bodé (0,1), pro néz je

u € C*(0,1) NCHO, I Au" € L5(0,1)

funkce s komplexnimi hodnotami. Tuto ulohu nazveme Sturmiv-Liouvilletv

problém.

Definice 26. Zavedme diferencidlni operdtor L jako
Lu := —(pu') + qu,
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definovany na mnoziné
My, = {u:(0,1) = C| u € C*(0,1) N C0,]] Au" € L5(0,1)}.
Rovnici (3.1) Ize s jeho pomoci zapsat jako
Lu = \u,
coz je vlastni tloha operatoru L.

Lemma 27. L je pozitivni operdtor na mnoZiné funkci spliugjicich okrajové
podminky (3.2).

Diikaz. Snadno ovéfime pomoci integrace per partes a vyuzitim okrajovych
podminek (3.2), ze

(15, = [ (pI7P +ali?) do s o0 FOF + HOOF >

Jsou-li Hy nebo hy = 0, odpovidajici ¢len z poslednich dvou vypadne. Tim
jsme zjistili, Ze L je pozitivni operator. O

Budeme se snazit pfevést Sturm-Liouvilleovu tlohu na nalezeni vlast-
nich ¢isel a vlastnich funkci néjakého integralniho operatoru. Za tim tcelem
nejprve najdeme Greenovu funkcei tilohy. Nejprve vyslovme

Lemma 28. \g = 0 je vlastni hodnota operdtoru L pravé tehdy, kdyzZ g =0
a hy =0 a Hy = 0. Navic vlastni cislo Ao je jenondsobné a odpovidd vlastni
funkci ug = konst.

Dukaz. Necht \g = 0 je vlastni ¢islo operatoru L a ug odpovidajici vlastni
funkce, tj. Luy = 0. Jak jsme jiz zjistili, je

l
h H
0= (o) = [ (pletl +aluol?) o+ 2p(0) o0 + HLp0) ()
0 ]7,2 H2

S pfihlédnutim k okrajovym podminkam (3.2) vidime, ze musi byt (protoze
up = 0 za FeSeni nepovazujeme) ¢ = 0 a uy = 0, tedy ug = konst # 0.
To podle okrajovych podminek (3.2) déle znamend, ze i by = 0 a H; = 0.
Jelikoz jen ug = konst Tesi ulohu, je \g jednonasobné vlastni ¢islo.

18



Ukazme opacnou implikaci: Je-li hy = H; = 0 a ¢ = 0, musi byt podle
okrajovych podminek (3.2) Hy > 0 a hy > 0. Rovnice (3.1) a (3.2) dostéavaji
po dosazeni \y = 0 tvar

—(pu) =0,
uW'(0) =0, o'(I)=0

a tesi je u = konst. Tedy A\ je vlastni ¢islo operatoru L. O]

Predpokladejme prozatim, ze A = 0 neni vlastni ¢islo operatoru L. Z
pravé dokazaného lemmatu vyplyva, ze ¢ Z 0, nebo hy; # 0, nebo Hy; # 0 .
Zabyvejme se nyni vyfeSenim rovnice

Lu=—(pu) +qu = f, (3.3)

kde u € My, a spliiuje okrajovou podminku (3.2) a f € C*(0,1) N £5(0,1) je
komplexni funkce. Protoze A = 0 neni vlastni ¢islo, nemize mit homogenni
rovnice Lu = 0 TeSeni a tudiz z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic
dostavame (viz [4]), ze FeSeni (3.3), (3.2) existuje a je jednozna¢né. Tvar
feSeni ziskame variaci konstant.
Je znamo (viz [4]), Ze existuji dvé linearné nezavisla feseni vy a vq, obé
t¥idy C?[0, ], rovnice
Lv,=0,i=1,2 (3.4)

splnujici okrajové podminky
hl’Ul (0) - hg’l)i(O) == O, Hﬂ)g(l) -+ Hgvé(l) = 0. (35)

Diky linearni nezavislosti v; a vy je wronskian

nenulovy pro vSechna z € (0,1). Reseni u nehomogenni rovnice (3.3) Ize
predpokladat ve tvaru

u(z) = C1(x)v(z) + Co(x)va(x). (3.6)
Podle metody variace konstant funkce C}(z) a Cs(z) spliuji

Clon+ Clos =0 a Clol+ Claty = _g. (3.7)
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Tuto soustavu rovnic pro C}(z) a Cy(x) vyfesime pomoci Cramerova pravi-
dla a pouzijeme pritom
Ostrogradského-Liouvilleovu identitu

p(z)w(z) = p(0)w(0) pro z € [0, ],

kterou lze snadno ovérit zderivovanim. Ziskavame

, L] 0 w@|  f@u
GO =@ | —19 @) | T pow(0)
(3.8)
Oy = L vi(e) 0 ) fla)ui(x)
2= () | (@) L p(0)w(0)

Jaké naroky musi C a Cy splitovat, aby platily okrajové podminky (3.5) ?
0 = hyu(0) — hou'(0)
= 1[C1(0)01(0) + C2(0)v2(0)] — h2[C1(0)v1(0) + C1(0)v1(0)
+ C2(0)v5(0) + C5(0)v2(0)]
= C1(0)[P1v1(0) — hav1(0)] + C2(0)[21v2(0) — havy(0)]
= C5(0)[h102(0) — hav5(0)].

Kdybychom predpokladali, ze C2(0) # 0, dal by tento vztah, spolu s (3.5)
soustavu rovnic

hl’l}Q(O) - hQUé(O) =0

hlvl(()) — thi (0) = 0,
z niz plyne spor s linedrni nezavislosti v; a ve. Musi tedy byt Cy(0) = 0.
Podobnym vypocétem pro = = [ bychom zjistili, ze C;(l) = 0. Diky tomu
miuzeme psat

Cy(x) = Cu(1) — / Cl(y) dy = —m / F(y)eay) dy,
Calr) = Co(0) + / zc;<y>dy=— / Fnly

Tim dosplvame k feSeni tlohy (3.3), (3

) = ( /f oY) dy + v ( /f vy dy) -
/wa y) dy, |
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kde funkce

Glx,y) = 1 { vi(z)va(y) pro0 <z <y<l

p(0)w(0) | va(x)vi(y) pro0<y<ax<I
se nazyva Greenova funkce tlohy (3.3), (3.2). PovSimnéme si, Ze je, jakozto
feSeni ulohy (3.4), (3.5), redlna.

Vlastnosti Greenovy funkce G

Vé&ta 29. (i) G je spojitd na [0,1]? a je tridy C* na trojihelnicich
0<z<y<lana0<y<ax<lI.

(11) Na tuseéce y =x, x € [0,1], plati
9G(z,y) 9G(x,y) 1 1

lim 7 ] - =_

z—yT ox Ty~ Ox p(y) p(ﬂ?) .

(111) Integrdlni operdtor G,

Gf(z) = /0 Gla,y)f(y) dy, f € My,

je hermiteouvsky.
Diikaz. (1) Ziejmé.

(ii) Volme y € (0,1) pevné. Je

. 0G(zy) I
prox >y a}g& o = xilglﬁ —Mvz(x)’a::yvl (v)
1 ;
= () 2 )
_0G(z,y) L
pro x < Yy xllgli T - x1—>y p( )w(()) 1( )lzv:y Q(y)
1 )
= —M%(JC)W(JC)
Odectenim vyrazi dostaneme hledany rozdil limit:
— L @) — () = —— )
p(0)w(0) ' p(0)w(0)
w(z)p(x) 1 -1




(iii) Ovéfime opét vypoctem. Pro f, g € M mame

<Gf,g>:/[af1<><dx—/ /g:cy ) dy dz.

Nyni jsme opravnéni pouzit Fubiniho vétu, protoze jsou g(z), f(y) i
G(z,y) spojité na [0,]* a tudiz lezi jejich soucin v L]0, ]?.

// )dydx—/ /gxy 2) dz dy.

Vyuzijeme realnosti G a jeji symetri¢nosti vici zameéné x a y.
/ / G(y,2)g(x)dxdy = (f,Gg).

Prevedeni Sturmova-Liouvilleova problému na integralni rov-
nici

]

Véta 30. Dvojice (A, u), uw € My, X\ # 0 7esi
Lu= M u+f, feC(0,1)NLy0,1), (3.10)
pravé tehdy, kdyz (A, u), u € C[0,1] 7esi integralni rovnici
I I
0= [ Sauwiy+ [ Gwniwd. e

Diikaz. Ze z (3.10) plyne (3.11) jsme jiz ukazali, sta¢i dosadit do (3.9) za f
Au + f. Dostaneme

_ /0 G, y)Muly) + f(x)] dy

Ukazme opacnou implikaci. Necht (v, \), v € C|[0,1] spliiuje (3.11), tedy
I
~ [ Gape) + W) dy
0
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Vyraz na pravé strané bychom dostali, kdybychom fesili ilohu
Lu=Xv+f

pro u, jejiz feseni je jednozna¢né (viz odstavec mezi (3.3) a (3.4)). Tim
padem v(z) = u(z) av € M.
[

Pouzitim této véty s f = 0 dostaneme ekvivalentni vyjadfeni Sturm-
Liouvilleovy tlohy

—A/Qxy y)dy, (3.12)

za predpokladu A # 0.

Dalsim ekvivalentnim preformulovanim Sturm-Liouvilleovy tlohy se zba-
vime podminky nenulovosti vlastniho ¢isla, ktera bude nahrazena podmin-
kou A # —1. Uvazme tlohu

Nu:=—(pu') + (¢+ 1)u = pu (3.13)

s okrajovou podminkou (3.2), kde i je nenulova konstanta. Pozorujeme, ze
defini¢ni obor operatoru N My = Mj. Tudiz je to problém ekvivalentni
tloze (3.1), (3.2) s A = u — 1. Oznacime-li Gy Greenovu funkci operatoru
N, plati pro feseni

~u [ vt wyuty) dy (3.14)

Podminka A # —1 pro nas neni omezujici, nebot jiz vime, Ze L je pozitivni
operator.
Symbolem Gy oznac¢ime integralni operator s jadrem Gy, tj.

G f]( /gN:cy y)dy, | € My.

G je hermiteovsky.

Vlastnosti feSeni Sturm-Liouvilleovy ulohy
Véta 31. Definugme operator L jako
Lu=—(pu) + qu
na defini¢nim oboru
D(L) = {u € My, : u spliuje podminku (3.2)}

Pro jeho vlastni cisla plati nasledugici:
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(i) Kazdé vlastni ¢islo md ndsobnost 1.
(i) Kazdé vlastni ¢islo je nezdporné.

(111) Kazdé dvé linedrné nezdavislé vlastni funkce operdtoru L jsou ortogo-
nalni.

(iv) MnoZina vlastnich c¢isel je nekoneénd spocetnd. Seradime-li vlastni ¢isla
do posloupnosti g < A1 < Ao < ... je limy ., A\ = 00.

(v) Pro kaZdou vlastni funkci u operdtoru L ezistuje redlnd vlastni funkce
u, tak, Ze u = cu,, c € C.

(vi) KaZdd vlastni funkce operdtoru L je tridy C*[0,1].

Diikaz. (i) Necht existuji dvé funkce ¢ a @ piislusici vlastnimu ¢islu Ag.
Podle okrajové podminky (3.2) musi v x = 0 spliiovat

h1901(0) - hz@&(o)
hipa(0) — h2<P/2(O)

0 a
0.

Kdyz se na tyto rovnice podivame jako na soustavu rovnic pro h; a ho
dostaneme, ze bud jsou hy a hy obé nulova, coz je ve sporu s podminkou
hy + he > 0, anebo je determinant soustavy

|5 26

Tim dostéavame spor s linedrni nezavislosti ¢1(x) a wo(z) (viz [4]).
(ii) Plyne z toho, Ze L je pozitivni operator.

(iii) Plyne z preformulovani Sturm-Liouvilleovy tlohy (3.14) a z toho, Ze
G n je hermiteovsky operator.

(iv) Spocetnost mnoziny vlastnich ¢isel plyne z preformulovani Sturm-Li-
ouvilleovy tlohy na tvar (3.14) a z Vét 14 a 8.
Nekonec¢nost mnoziny vlastnich c¢isel dokédzeme sporem: predpokla-
dejme, Ze je konecna. Usporadejme tedy jeji prvky podle velikosti do
posloupnosti jiq, fia, . .., uy a vlastni funkce do posloupnosti uy, us,
...,uy v poradi jejich vlastnich hodnot tak, aby tvorily ortonormalni

24



systém. Potom jsou i u; a u;, ¢ = 1,2,..., N, vlastni ¢isla a funkce
operatoru Gy, tj. Gyu; = ;%ui, navic Gy je hermiteovsky.

Tim dochazime ke sporu. Kdyby mnozina vlastnich ¢isel operatoru L
byla kone¢né, byla by podle (2.8) funkce

ZN ui(2)ui(y)

gN (.ZU, y) = : : )

i=0 Hi

jakozto kone¢n4 linedrni kombinace funkei u;(z) € C?[0,1],1 = 1,2,..., N,

také t¥idy C2[0,1], coZ uz vime, Ze neni.

(v) Jisté u = u,+iu;, kde u, a u; znaci postupné redlnou a imaginarni ¢ast
u. ProtoZe je operator linearni, plati Lu = Lu, + tLu; = Au, + i\u;,
kde A je vlastni ¢islo prislusné funkci u. Tedy Lu, = A\u, a Lu; = Au;,
takze u, a wu; predstavuji vlastni funkce pfislusejici témuz vlastnimu
¢islu. Z bodu (i) dostavame, ze musi byt u, a u; linedrné zavislé.

(vi) Plyne z definice L a M.
0

Véta 32 (Steklov). Libovolnd funkce f z mnoziny My miZe byt zapsina ve
tvaru stejnomerne konvergentni Fourierovy rady

oo

f($) = Z<f> uk>uk’<x)>

k=0

kde {u}32, oznacuje mazimdlni ortonormdlni systém sloZeny z funkci z Te-
sent Sturm-Liouvilleovy lohy.

Diikaz. Aplikujme operator N definovany formuli (3.13) na funkei f € My:
Nf=Lf+ f=:h.

Funkce h € C(0,1) N L2(0,1) (z definice L). Protoze My = My je f i FeSenim
rovnice

Nf=h, feMy.

Jak jsme jiz dffve zjistili (rovnice (3.9)) je toto FeSeni dano

f(z) = / G (. ) h(y) dy.

Nyni stac¢i pouzit vztah (3.14), hermiteovost N, Hilbert-Schmidtovu vétu 24
a dikaz je hotov. O
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Pozn. 33. Lze ukdzat, Ze z mnoZiny vlastnich funkci L lze vybrat ortonor-
mdlni bdzi L4(0,1), viz [1].
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Kapitola 4

Priklad

Zkusme vytesit nasledujici Sturm-Liovilletv problém:
—au” + fu=M, o>073>0,

kde «, [ jsou konstanty, na intervalu (0,1) s okrajovou podminkou h; =
lelahQZngo,tedy

(0) =0,
(1) =0.

Po vydéleni rovnice @ a oznaceni a = /o >0 a b= 1/a > 0 obdrzime

u
u

—u" 4 au = bAu.
Tato rovnice méa feseni
a) u= CieVa—ba 4 Che=Va-biz, a—>b\>0
b) u = Cy + Csx, a—b\=0
¢) u = C)sin b\ — azx + Cy cos VDA — ax, a—b\<0

Po prihlédnuti k okrajovym podminkam se snadno presvédcime, ze v pripa-
dech a) a b) dostaneme jen nulova Feseni. V pfipadé ¢) Cy = 0 a navic musi
platit podminka /bA —a = kn, k € Z. Refenim tlohy tedy jsou vlastni
funkce
u = C sin(kmx)
a vlastni cisla
1 2 272
A= E[(]WT) +a] = k"o + .
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Po aplikaci normovaci podminky

' [
1:/ |u2|dx:/ [|Cy ] sin(mkx)]*dr = 5
0

1
0
ziskdme znamou realnou ortonormalni bazi prostoru £5(0, 1)

up(x) = V2sin(rkz), ke N,
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