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Kapitola 1

Zakladna struktara

Cielom klasifika¢ného tarifovania je odhadnat budici vyvoj poc¢tu a velkosti skod
na zaklade znalosti tarifnej triedy. Pri tomto odhade sa vyuzivaji data z minu-
Iych obdobi. Tarifné trieda je homogénna skupina rizik (poistnych zmluv), teda
je mozné vyzadovat jednotné poistné pre vsSetky rizikd v ramci jednej tarifnej
triedy. Rizikd zaradujeme do tarifnych tried na zéklade znalosti hodnét tarif-
nych premennych. Tarifnd premennd je parameter, ktorého hodnota nam, z
urcitého hladiska, vypoveda o rizikovosti poisteného. Cely proces spociva v tom,
Ze na zaklade tarifnych premennych rozdelime rizika do tarifnych tried, pre ktoré
urc¢ime poistné.

Priklad 1.

Uvazujeme poistenie motorového vozidla. Priklady tarifnych premennych, ktoré
nam daju informdciu o rizikovosti poistenia moézu byt nasledovné.

1. tarifna premenna: Vek vodica

Mlady vodi¢ je vo vieobecnosti vodi¢ neskiiseny. Casto prekracuje rychlost, nie
vzdy vie odhadnit svoje moznosti. Z tohto pohladu je pre néas rizikovejsi ako
vodi¢ starsi, ktory vic¢sinou jazdi zodpovednejsie a vSeobecne ma viac skiisenosti.

2. tarifnd premenna: Pohlavie
Muzi st vo vSeobecnosti povazovany za rizikovejsich vodic¢ov. Zeny si1 vo vSeobec-
nosti opatrnejsie.

3. tarifnd premenné: PocCet najazdenych kilometrov za rok
Tymto tidajom ziska poistoviia predstavu o vyuzivatelnosti motorového vozidla.

Takto by sme mohli vymenovat dalSie tarifné premenné, napr. regién, objem
motoru, vek vozidla, pocet najazdenych rokov, idaje o priestupkoch vodica v do-
sledku pouzivania motorového vozidla, zaobstaravajucia cena vozidla a podobne.

V tomto texte budeme pre jednoduchost a ndzornost uvazovat dve tarifné pre-
menné, ktoré si oznacime A a B. Na zaklade hodnoty tarifnej premennej A za-
radime prislusné riziko do triedy z mnoziny {1,2,3,...7} a na zaklade hodnoty
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Tabulka 1.1: Klasifika¢na struktara

I/J |1 2 3 I
L (LD .2) (.3) )
2 [(21) 2.9) 2.3) 2.J)
3 131 (3,2) (3,3) (3,)
(i,) (i, J)
J |11 (L, J)
tarifnej premennej B zaradime riziko do triedy z mnoziny {1,2,3,...J}. Tymto

sposobom zkonstruujeme [ x J tarifnych tried, ¢o vieme jednoducho znézornit
pomocou Tabulky 1.1.

Nech X;; je ndhodna veli¢ina sledovand v tarifnej triede (4, j), a nech n;; je miera
vystavenia riziku tejto tarifnej triedy (miera expozicie).

X;; moze byt napriklad:
1. celkovy objem §kdd v tarifnej triede (i, j),
2. celkovy pocet $kdd v tarifnej triede (i, j),
3. celkovy objem skod deleny poc¢tom zmluv v tarifnej triede (3, j),

4. priemernd velkost skody v tarifnej triede (4, 7) a pod.

n;; moze byt napriklad:
1. pocet rokov,na ktoré je poistenie zjednané v tarifnej triede (i, ),
2. pocet zmluv v tarifnej triede (i, j),

3. celkovy pocet 8kod v tarifnej triede (4, 7) a pod.

A ¢o bude nasou tlohou?

Cielom tejto préace je vylozit a aplikovat pristupy, zdkladné i moderné, ktoré
sa vyuzivaju pri odhade ocakévanej hodnoty nahodnej veli¢iny X;;. V matema-
tickom ponimani pojde v tarifnej triede (7, j) o odhad P,; definovany ako

P, = EX;j. (1.1)

V pripade, Ze uvazujeme interpretaciu X;; z bodu 3, tak odhad P;; sa nazyva



nettopoistné. Nettopoistné je ¢iastka, ktord ma byt zinkasovana od jednotlivych
poistencov za uc¢elom pokrytia celkového poistného plnenia. Ak k nettopoistnému
pripoc¢itame polozky, ktoré slizia na pokrytie spravnych nakladov a pripadné
bezpecnostné prirazky, tak dostaneme bruttopoistné, ktoré sa niekedy nazyva i
poistngm. V dalSom texte budeme odhad P;; nazyvat uz priamo poist-
nym, nezavisle na tom o aku interpretaciu ndhodnych veli¢in X;; p6jde.

Budeme uvazovat dve zékladné modelové struktiry, respektive dva typy zavislosti
tarifnych premennych

1. ADITIVNA STRUKTURA

PA_MO+¢1+¢]7 (12)
2. MULTIPLIKATIVNA STRUKTURA
Pl = povig;. (1.3)

Poznamka 1.
1o mdZeme interpretovat napriklad ako

1. priemerné poistné a 1;, resp. ¢; predstavujui vychylky od priemerného po-

istného spdsobené vplyvom hodnoty tarifnej premennej A, resp. B.

2. poistné v dopredu zvolenej tarifnej triede, referencnej triede. ;, resp. ¢;
reprezentuju vychylky od poistného v referencnej triede spésobené vply-
vom hodnoty tarifnej premennej A, resp. B. Nech tarifna trieda (a,b) je
referencna trieda, potom pre pripad aditivnej struktary modelu je ¢, = 0
a ¢p = 0. V pripade multiplikativnej struktiry modelu je ¢, =1 a ¢, = 1.

Ulohou nasledujtcich riadkov je odhadnat hodnoty parametrov ji, 1, ¢; na za-
klade realizacii nahodnych veli¢in X;;, ¢im ziskame odhad F;;, teda poistného pre
1=1,2,...1,7=1,2,...J.

Obe struktary modelu mozno zapisat vSeobecne i pre viac tarifnych premennych
a to nasledovne.

1. ADITIVNA TARIFNA STRUKTURA

Pkl,k2 M0+Za] k], (14)

kde o, ajr;, 7 =1... K, kj =1...I; st realne disla.
2. MULTIPLIKATIVNA TARIFNA gTRUKTfJRA

Pkl,k;Q, MOH% kj o (1.5)

kde po, k.7 =1... K, kj =1...I; st realne cisla.



Kapitola 2

Zakladné metody

Pod pojmom zakladné metédy budeme v tomto texte oznacovat:

1. Vazena metoda najmensich Stvorcov
2. Metéda marginalnych sacétov

3. Metéda Baileyho - Simonova.

Postupne predvedieme tieto tri metédy aplikované na aditivnu i multiplikativnu
struktiaru.

2.1 Zakladné metdédy a aditivna struktiara

V celom tomto odstavci budeme pracovat s aditivnou tarifnou Struktirou, ktort
opiSeme nasledovne.

Predpoklad 1.
Nech X;;,i=1,2,...Taj=1,2,...J z 1.1 st ndhodné veli¢iny , ktoré spliiaji
vztah

Xij = po + i + &5 + €5, (2.1)

kde ¢;; st nezédvislé ndhodné veli¢iny s

EEZ'j = 0,
2
o
vare;; = — (2.2)
I g

a [lo, ¥i, ¢; su redlne cisla.



Nasou tlohou je na zaklade realizicii ndhodnych veli¢in X;;, ¢ = 1,2,...1, j =
1,2,...J odhadnut PA zavedené vztahom 1.2.

Na to aby sme Vy01shh poistné je nutné najst odhady parametrov pi, 1;, ¢;, ktoré
si oznacime ([ig, wz, gb], a tym dostaneme hladané poistné PA v tvare

P4 = fig + i + 6. (2.3)

Poznamka 2
V pripade interpretécie /i ako priemerného poistného spliiaji v, oji=1,...1,7

1,...J rovnost
I J
D nisti + > nej; =0. (24)
i=1 j=1

2.1.1 Vazena metéda najmensich Stvorcov

Vazena metéda najmensich stvorcov (VMNS) je velmi zndma metdda, ktord je
zaloZzend na minimalizovani vazeného suctu stvorcov rozdielu. V nasom pripade

rozdielu ndhodnych veli¢in X;; a PZ‘;‘ Vahy budt v tomto pripade rovné miere

expozicie n;;, teda napriklad poctu poistnych zmluv v danej tarifnej triede.
Ide o minimalizaciu vyrazu

ij
2.1.2 Metoda marginalnych sactov

Zékladnd myslienka tejto metddy spociva v tom, Ze pre velké skupiny poistenych
by poistné malo byt rovné pozorovanym stratdm. To mozno vyjadrit rovnicami

an 4 an b, =121,
an 4 an b J=1,2,...0 (2.6)

Veta 2.1.1.
Za Predpokladu 1 a pri interpretdcii py ako priemerného poistného, ddva VMNS
opisand v predchddzajicom odstavci a metoda margindlnych siuctov opisand rov-



nicams 2.6 rovnaké vysledky, a to

,uAO - Xu,
J
77[]2 - (Xzo Xoo) - Z ZU ¢],
j=1 i®
~ — I n
(/b] - (Xog Xoo) - Z U‘ Q/}u
i=1 %

kde

J n; ! n

] s i
§ Xz]a XOj - E Xij>
- —1 tej
= =1

J I
Nie = E Nij, Nej = E Nij,
j=1 i=1

2.1.3 Metoda Baileyho - Simonova

Je metdda zaloZend na minimalizacii vyrazu

* Tl 2
Q=3 (X, - P
2,] v

Tee — E nij.
2%

(2.8)

Tradi¢nym postupom hladania minima funkcie viacerych premennych dostaneme

nasledujuce riesenie.

Za Predpokladu 1, dava metoda Baileyho Simona nasledujice odhady parametrov.

Veta 2.1.2.
nUX2
- ;= DM
i.j (uo + 1 + ¢j> i
J 2 J
nUX
;= D,
=1 (u“o + 4 + ¢j) =1
! nUX2

I
- E Ngj,
=1

= (o + i+ @-)2

Poznamka 3.

i=1,2,...

i=1,2,...

Rovnice vo vetach 2.1.1 a 2.1.2 sa obyc¢ajne riesia pouzitim itera¢nych metdd.
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2.2 Zakladné metody a multiplikativna sStruk-
tara

Podobne ako sme rozobrali zakladné modely aplikované na aditivnu struktaru, tak
ich budeme aplikovaft i na Strukttru multiplikativnu, ktori opiSeme nasledovne.

Predpoklad 2.
Nech nédhodné veliciny X;;,i=1...1 aj=1...J z 1.1 spliuja vztah

EXij = potidy, (2.10)
kde pi9,%; a ¢; st redlne ¢isla.

Nasou tlohou je opét na zaklade realizacii X;;, i =1...1 aj=1....J odhadntt
to, Vi a ¢; a tym ziskat odhad PM i=1...Taj=1...J v tvare

13
PM = jigihid;. (2.11)

Poznamka 4.
V pripade interpretéacie po ako priemerného poistného musia v; a ¢;, kde 7 =
1,2...1,j=1,2...J spliiaf rovnost

Z nz;bwz¢3 -1 (2_12)

1]

2.2.1 Vazena metéda najmensich stvorcov

Je zaloZzena na minimalizacii vyrazu
M 2
1,J

Veta 2.2.1.
Za Predpokladu 2 dostaneme VMNS nasledujice odhady parametrov pg, i, ¢;,
1=1,2...1,57=1,2...J.

i i Xithio;

Ho = ~2 ~92
iy Nigthi O
; .
~ 1 i1 i Xijd;
v = TZ]? ’ }f], i=1,2,...1, (2.14)
Ho > i1 nijo;
N 1 S0 X
é = TZz:lng e =1,2,...J

I ~200
Ho 3 i nigths
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2.2.2 Metoda marginalnych sacétov

Na rozdiel od predchadzajticeho odstavca metéda marginalnych stctov a VMNS
aplikovana na multiplikativnu struktiru nedaju rovnaké vysledky.

V pripade multiplikativnej tarifnej struktiry je zdkladnd myslienka je také ista
ako v aditivnom pripade.

Zn” an i i=1,2...1,
an ) an gy J=12...J (2.15)

Veta 2.2.2.
Za Predpokladu 2 a pri interpretacii o ako priemerného poistného dava metoda
margindlnych suctov nasledujice vysledky.

/20 = X..,

R J R J X,
Ui (Znimj) — Z IS i=1,...1, (2.16)
j=1 j=1
I
X,
2 i,

I
ng <Z nw@) =
=1
2.2.3 Metoda Baileyho - Simonova

Je zaloZzen& na minimalizacii vyrazu
N 2
* 2 . __ pM
QF = § i (X, —PY)". (2.17)

Veta 2.2.3.
Za Predpokladu 2 dava metoda Baileyho - Simonova nasledujice odhady para-
metrov.

X2 1/2
UV BAYT PO
Ho = Z AJAJ/ZHU@ZJZQSJ )
2,7 1¢j 1,7
J 2 J 1/2
~ anz
o= (DD ngried; |, i=1,0 (2.18)
o Ho®i 5o
1 2 I 1/2
“ anl .
¢; = Z fAj/an‘jMol/h ) j=1...J



Poznamka 5. Stustavy 2.14, 2.16, 2.18 je mozné riesit pouzitim itera¢nych metéd.
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Kapitola 3

Zobecnené linearne modely

3.1 Stavba zobecnenych linearnych modelov

Zobecnené linearne modely (Generalized Linear Models, GLM) je skupina mode-
lov, ktoré zahrnuji znamejsie tradiéné lindrne modely (TLM), analyzu rozptylu,
logistické modely, loglinedrne modely, multinomické modely a dalSie.

Tradiény linedrny model mozno vyjadrit v tvare

X =Y [ +e, (3.1)

kde

e X je D x 1 vektor pozorovanych nahodnych veli¢in (vysvetlovanych pre-
mennych).

e Y je D X p matica vysvetlujicich premennych, ktorej riadky zodpovedaju
jednotlivym meraniam.

e (3 je p x 1 vektor nezndmych parametrov, ktoré vyjadruja zavislost vysvet-
Tovanych a vysvetlujicich premennych a nasou tlohou je ich odhadnuf.

e ¢ je D x 1 vektor nezavislych normalne rozdelenych ndhodnych velicin s
N(0,0%).

V tychto modeloch predpokladame, Ze realizacia nahodného vektora X je kombi-
nacia systematickej (nendhodnej) zlozky, reprezentovanej ¢lenom Y /3, a ndhodnej
zlozky, reprezentovanej vektorom e . Zakladom TLM je predpoklad, zZe € je vektor
nezvislych ndhodnych veli¢in s N (0, 0?). Zakladné vyhody GLM oproti TLM st
zalozené na rozsireni predpokladu o rozdeleni ndhodného vektora X a o rozsireni
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predpokladu linedrneho vztahu medzi pozorovanou ndhodnou veli¢inou a para-
metrami modelu. Pomocou tychto rozsireni sa mozno prostrednictvom modelov
viac priblizit k redlnym situdciam.

Prvym rozsirenim TLM je predpoklad rozdelenia ndhodnych velicin X7, X5, ... Xp.
Predpokladame, Ze pozorovana ndhodnéa veli¢ina je veli¢ina s rozdelenim z expo-
nencialnej rodiny rozdeleni.

Definicia 1.
Néahodna veli¢ina X méa rozdelenie z rodiny exponencialnych rozdeleni ak
jej hustotu mozno zapisat v tvare

x60—0b(0)

o) = e

+c(x, gb)), (3.2)

kde 0 sa nazyva kanonicky parameter, ¢ je disperzny parameter, a (¢) je spojité
kladné funkcia, b(f) je dvakrat diferencovatelnd konvexné funkcia a c(x,¢) je
funkcia normujica f, nezavisla na 6.

Do exponencialnej rodiny rozdeleni patria Norméalne rozdelenie, Poissonovo roz-
delenie, Binomické rozdelenie, Gamma rozdelenie, Inverzné Gaussovo rozdelenie
a iné.

Prehladnt tabulku i s uvedenim jednotlivych parametrov z Definicie 1 najdete v
prilohe.

Dalsi rozdiel oproti tradi¢nym linedrnym modelom je v tom, ze v GLM vystupujt
navyse

1. Linearny prediktor, oznacime 7, je linedrna funkcia nezndmych paramet-
rov modelu.

2. Spojovacia funkcia (Link function), oznacime g, prostad a diferencova-
telnd funkcia spajajuca systematickt zlozku Y 3, oznac¢ime u, s linedrnym
prediktorom, n. V. TLM plati u = 7, teda spojovacia funckia g je identita.

3. Funcia zhfnajica ostatné vplyvy (offset function), oznacime &.

Velmi dolezity je vztah medzi linedrnym prediktorom 7 = (91,7 ...7mp) a spojo-
vacou funkciou g, definovany ako

gw)=m = pi=g " "(p), i=12...D (3.3)

J
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¢o sa dé vyjadrit v maticovom tvare

n=Yg+¢ (3.5)

Ak zvolime spojovaciu funkciu nasledovne

n=gu) =0, (3.6)

bude linearny prediktor priamo rovny kanonickému parametru z Definicie 1. Ta-
kuto spojovaciu funkciu nazyvame kanonicka spojovacia funkcia.

V pripade GLM sa pri hladani odhadu neznamych parametrov 8 = (51, 52 .. ., 5,)
pouziva metoda maximalnej vierohodnosti, ¢o je jedna z klasickych metéd bodo-
vych odhadov. Nech ndhodné veli¢iny X, X, ... Xp maju rozdelenie charakteri-
zované hustotami f;,7 = 1... D, ktoré pozname az na vektor neznamych paramet-
rov 31,32 .., Bp. Zékladnd myslienka metédy maximalnej vierohodnosti spociva
vo volbe takych odhadoch neznamych parametrov, aby bola pravdepodobnost
realizacii ndhodnych veli¢in X, X5, ... Xp maximalna.

Prakticky metéda maximalnej vierohodnosti spoc¢iva v hladani argumentu ma-
xima vierohodnostnej funkcie, ktort si oznac¢ime L, definovanej ako

D
L=]]f(XiB1, 5. 5). (3.7)

Casto sa z technického dévodu maximalizuje logaritmicka vierohodnostnia
funkcia, definovana ako

D
InL=> Inf(X:,p02...0). (3.8)
=1

Poznamka 6.
Préve pomocou logaritmickej vierohodnostnej funkcie vieme odvodif nasledujtce
vztahy.

EX =0(0), wvarX =b"(0)a(p)=0b"(0) ¢ (3.9)

w

Zpravidla sa uvazuje, ze a (¢) = ¢/w, kde w je apriérna vaha prislusného pozo-
rovania.
K overeniu 3.9 stac¢i dosadif do nasledujicich znamych vztahov, ktoré platia pre
nahodné veli¢iny s rozdelenim z exponencialnej rodiny rozdeleni.

Oln L
E( 90 ) =0

92Iln L oln L\ *
£(PE) s (2n0) o
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3.2 GLM v tarifovani

NasSou tlohou stéle zostdva odhadnut poistné pre jednotlivé tarifné triedy. Pri-
pomenieme si oznacenie zavedené v predchadzajicej kapitole a zavedieme to, s
ktorym budeme pracovat v tejto kapitole.

Pripomenutie
V Kapitole 1 sme zaviedli nasledujtice oznacenie.

e X,; je pozorovana nahodna veli¢ina v tarifnej triede (7, j).

o P, = EX;; je otakédvand hodnota pozorovanej ndhodnej veli¢iny v tarifnej
triede (7, ), teda poistné v tarifnej triede (i, j).

e io je poistné v referencnej triede (alebo priemerné poistné).

e ; je vychylka od poistného v referenc¢nej triede (alebo od priemerného po-
istného) pg, spésobend vplyvom tarifnej premennej A.

e ¢, je vychylka od poistného v referencnej triede (alebo od priemerného po-
istného) 1, spdsobend vplyvom tarifnej premennej B.

V 3.1 uvazujeme

e X;,i=1,...,D, D =1 x J je vektor zloZzeny z ndhodnych veli¢in X;;,
1=1...1,5=1...J.

e Bi,i1=1...p,p=I+J+1 je vektor neznamych parametrov, ktory vyjadruje
vplyv zaradenia rizika do prislusnej tarifnej triedy na poistné (vzhladom k
poistnému v referencnej triedy alebo priemernému poistnému) podobne ako
predtym pig, ¥, i =1,2...1, ¢;, 7 =1,2,... J.

Nasou ulohou bude opét na zéklade pozorovani odhadnif ocakavant (stredni)
hodnotu pozorovanych ndhodnych veli¢in X;, i =1,2...D.

P,=FEX;, i=12...D. (3.10)

Doévody, pre ktoré nie st pri odhade poistného vhodné TLM st prioritne nasle-
dovné.
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e Predpoklad normality
Nemé4 vyznam uvazovat, ze pocet §kod alebo velkost skody bude realizacia
nahodnej veli¢iny s norméalnym rozdelenim. Nemozno totiz predpokladat, ze
pocet §kod alebo velkost skody budt zaporné. V. GLM predpoklad normality
nie je.

e Nelinearna struktura
Linearna $truktira ndm nezarucuje nezapornost, ktora je pre pocet skod a
velkost Skody istd. V.GLM méame néstroj, spojovaciu funkciu.

e Nekonstantny rozptyl
V tradi¢nych linearnych modeloch uvazujeme ten isty rozptyl pre kazdua
tarifna triedu, ¢o je velmi silny predpoklad. Napriklad v pripade Poisso-
novho rozdelenia je stredna hodnota rovna rozptylu. V kazdej triede je vsak
stredna hodnota in4 a teda i rozptyl sa meni. V GLM tento predpoklad ne-
mame.

V nasledujucich riadkoch si predvedieme aplikaciu GLM v tarifovani. Konkrétne
si ukdzeme GLM v suvislosti s modelovanim poctu a vysky skod.

Zékladom aplikicie GLM je vhodné volba rozdelenia pozorovanej nahodne;j veli-
¢iny.

V pripade modelovania poctu §kdd st najpouzivanejsie nasledovné.

1. Poissonovo rozdelenie: Po(\), A > 0.
Zakladné charakteristiky Po (\):

ATL
P(X=n) = e, n=1,2,
n!
EX = )\ (3.11)
varX = .

2. Negativne binomické rozdelenie: NBi (h,p), h > 0, p € (0,1).
Zakladné charakteristiky N Bi (h,p):

—1
P(N=n) = <n~|—h )ph(l—p)", n=0,1,2,...
n
1—
px = M=) (3.12)
p
h(l—
varX = #
p

V pripade modelovania velkosti §kod prichadzaji do vahy nasledujtce rozdele-
nia.
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1. Exponencialne rozdelenie: Fzp (a), a > 0.

Toto rozdelenie nie je vhodné za predpokladu, Ze mozu nastat vysoké skody.
V tomto pripade konverguje distribu¢né funkcia velmi rychlo k 0, ¢im mo-
zeme podcenif moznost, Ze nastane vysoka skoda.

Zakladné charakteristiky Exp («):

F(z) = 1—e e, z >0,
1

flz) = =e @/, x>0, (3.14)
«
EFX = a,
varX = a2

. Paretovo rozdelenie: Pa(a,b), a >0, b > 0.

Na rozdiel od exponencidlneho rozdelenia sa Paretovo rozdelenie pouziva i
k popisu vysokych skod.

Zakladné charakteristiky Pa (a,b):

P@ = 1-(2) . ez

X
f(z) = %(;)H x>0, (3.15)
EX = aa_bl, a>1,
varX = (a—lC)L2b(2a—2)7 a> 2.

Problém neexistencie momentov mozno odstranit v pripade, Ze velkost Skody
omedzime zhora kone¢nou hranicou. Vysledkom tejto upravy je tzv. Cen-
zorované Paretovo rozdelenie.

. Gamma rozdelenie: I" (a,p), a >0, p > 0.

Zakladné charakteristiky I' (a, p):

f(z) = P(me’”x”’l, x>0,

Ex = L (3.16)
a

varX = %
a

4. Weibullovo rozdelenie
5. Logaritmicko normalne rozdelenie

6. a iné
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Dovody pre volbu préave tychto rozdeleni mozno najst napriklad v [5].

V tomto texte si vyberieme pre modelovanie poc¢tu skod Poissonovo rozdelenie a
pre modelovanie velkosti §kod Gamma rozdelenie. Obe tieto rozdelenia patria do
rodiny exponencialnych rozdeleni.

Dalsia volba, s ktorou sa treba vysporiadaf je volba spojovacej funkcie. Jedna z
moznosti je kanonickd spojovacia funkcia definovana vztahom 3.6, ktorej vihodou
je jednoduchost tvaru logaritmickej vierohodnostnej funkcie. Na druhej strane je
vSak interpretovatelnost a praktickost. V postovnictve ja dobre interpretovatelnéd
a najcCastejsie pouzivana logaritmicka spojovacia funkcia.

3.2.1 Modelovanie poctu skod

To, ze Poissonovo rozdelenie je skutocne rozdelenie z exponencialnej rodiny roz-

deleni je zrejmé z nasledujiiceho.
Nech X mé Po()), potom

e M\E plkln A=)

P(X=k) = o o , (3.17)
teda
0 = In\,
b(O) = €,
o = 1, (3.18)
w = 1,
EX=p=0b0) = e =
/!
varX = )¢ = e/ =\
w

Pristapme priamo k modelovaniu poc¢tu skod pomocou GLM.

Nech X; je ndhodna veli¢ina, ktora vyjadruje pocet skod v i-tej tarifnej triede a
ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A\;n;.

7 predchadzajtuceho vyplyva nasledujtce.

EX;=p; = %= \n,, (3.19)
varX; =¥ = \n;.
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Volime kanonickt spojovaciu funkciu, ktora je rovna logaritmickej spojovacej fun-
keii.

P
n nAn; =Iln\+Inn jzlyjﬁj—i- nn (3.20)

offset function

Nasou tlohou je odhadnit parametre 3y, 3; ... 3,.
Vierohodnostna funkcia méa tvar

L= H T (3.21)

Logaritmicka vierohodnostna funkcia ma tvar

D
InL = Z (xlﬂi —e% —In xi!) ) (3.22)

i=1
Dosadenim 3.20 dostavame
D P D D D
InL = Z z; (Z yijﬂj) + Z zilnn; — Z ngei=1 ¥l _ Z In(z;!). (3.23)
i=1 j=1 i=1 i=1 i=1

Zderivujeme podla jednotlivych nezndmych parametrov, polozime rovno 0 a do-
staneme p rovnic o p neznamych. ) X
Ak odhady parametrov (y,..., (3, oznac¢ime f, ..., 3,, tak mozno pisat

p
éi = Zyzjﬁj + In n;. (3‘24)
j=1

Poistné v jednotlivych tarifnych triedach bude

PZ.GALM = EiXZ = ):Zm = g_l (éz) = nz‘ezleyijﬁj- (3'25)
Tu je na mieste si uvedomit, Ze poistné pre jednu poistnii zmluvu v prislusne;
tarifnej triede je opit v tvare stcinu troch prvkov, podobne ako tomu bolo pre

pripad multiplikativnej tarifnej $truktary. Vztah medzi parametrami, ktoré sa
vyskytuji v 1.3 a parametrami v GLM mozno opisat nasledujtcou tabulkou.

21



Tabulka 3.1: Oznadenie

Oznacenie z Kapitoly 2 | Oznadenie z Kapitoly 3
I+J+1 b
/‘LO 661
Vi, 1 =1,2...1 Pita
¢j’j:172-..<] 6BI+~7+1

3.2.2 Modelovanie velkosti skod

Pre pripad modelovania velkosti §kod budeme uvazovat ndhodnu veliéinu X s
Gamma rozdelenim.Funkciu hustoty ndhodnej veli¢iny X si oznacime f.

Na tomto mieste je vhodné si upravit parametre Gamma rozdelenia zavedené v
3.16 nasledovne.

p
wo= -,
a
= p. (3.26)
Hustota ndhodnej veli¢iny X s rozdelenim I' (i, ¢) mé tvar
f(x)= ! a2 e Y. (3.27)
I'(#)

To, ze ide naozaj o rozdelenie z exponencialnej rodiny rozdeleni je zrejmé z na-
sledujucej upravy 3.27.

P

—L —In
f(z) =exp (# +eln (@) —lme —InT (gp)) : (3.28)

22



Teda:

—1
0 = D
7
b(0) = —In (-0),
1
¢ =
¥
1
a ¢ =
(9) p
w = 1, (3.29)
—1
EX = —=
9 /’L7
o 1 P
varX = EZ@ZE.

Tvrdenie 3.2.1.

Nech X1, Xo, ... X, st nezavislé nahodné veliciny s rozdelenim I" (1, ). Nech Y
je ndhodnd velicina, definovand ako Y = > | X;. Potom ndhodnd veli¢ina Y
md rozdelenie T (nu, ny).

Budeme predpokladat, Ze jednotlivé dielcie skody v tarifnej triede 7 st realizicie
ndhodnych velié¢in s T (4, ¢;). Potom tithrn v8etkych skod,n;, mozno povazovat za
realizaciu ndhodnych veli¢in s rozdelenim I' (145, n;0;)-

V pripade modelovania velkosti $kod mé kanonicka spojovacia funkcia tvar

1 p
7j=1

g g

V tomto pripade vsak kanonicka spojovacia funkcia ma nevyhodu v tom, Ze ne-
garantuje nezapornost strednej hodnoty.

Ako bolo naznacené tak v poistovnictve sa ukézalo byt uzitoéné pouzitie loga-
ritmickej spojovacej funkcie. I ked technicky to neznamené zjednoduSenie fun-
kcie maximalnej vierohodnosti na druhej strane pouzitie logaritmickej spojovace;j
funkcie nevedie k negativne odhadnutej strednej hodnote. K aplikacii GLM na
modelovanie velkosti §kod pouzijeme logaritmicki spojovaciu funkciu

1 p
n; =In (nip;) = In (_6_) =Inn;+In p; = Zyi]ﬂj + In n,. (3.31)
g =1
Teda ( )
1 =1 viiBi
= —— —_° _ (3.32)
T [ 1

Podobne ako v pripade modelovania poc¢tu §kod mozno pouzit k odhadu nezné-
mych parametrov 31, 3z ... 3, metédu maximalnej vierohodnosti.
Poistné zapiseme podobne ako v 3.25.
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3.3 Overenie platnosti modelu

Néstrojov na overenie platnosti modelov je niekolko. I v pripade GLM je velmi
oblibené testovanie hypotéz. To ako velmi sa realizicie ndhodnych veli¢in lisia
od hodnoét odhadnutych mozno sktimat pomocou deviancie a Pearsonovej >
Statistiky.

1. DEVIANCIA D (z, p)

Definujeme je pomocou logaritmickej vierohodnostnej funkcie nasledovne.

D (z,p) /¢ =2(In L(x,x) —ln L(z,p)) /o, (3.33)

kde x = (x1,2z5...xp) st realizdcie pozorovanych nadhodnych veli¢in, p =
(p1, fho, - . - ip) st modelom ziskané odhady strednych hodnot nahodnych
veli¢in, L je vierohodnostna funkcia a ¢ je disperzny parameter.

Pre pevné ¢ definujeme tzv. skalarnu devianciu

D™ (, ) = D (2, 1) /- (3.34)

2. Pearsonova x? Statistika
Je dana vztahom

(= )’
sz o (3.35)

kde V,, je odhad rozptylu v tarifnej triede ¢, i« = 1...D. Skaldrna verzia
Pearsonovej x? Statistiky je definovana ako

Q" =Q/¢. (3.36)

Obe tieto statistiky, deviancia i Pearsonova x? $tatistika, maju x? rozdelenie o
pocte stupriov volnosti rovnému rozdielu medzi po¢tom pozorovani a poctu od-
hadovanych parametrov.

Dalsou moznostou ako vysetrif vhodnost modelu je preskiimat ako sa chovaju
rezidud. V TLM sa najcastejsie pouzivaju rezidud x — pu. V. GLM tieto typické
rezidué vyuzivat nemozno, lebo VarX; # kon. pre kazdé i. Z tohto dovodu boli
zavedené iné rezidué ako napriklad devianéné reziduum a Paersonove rezi-
duum.

1. Devianc¢né rezidua definujeme nasledovne.

diy = [sgn (z; — )] V/ds, (3.37)

kde d; je definované vztahom

Z d; =D (z,p). (3.38)



2. Pearsonove rezidua definujeme nasledovne

Py = ;/“ (3.39)
-

7
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Kapitola 4

Kredibilitné modely

V poslednych rokoch sa zvyklo zavadzat ¢oraz viac tarifnych premennych s ciefom
definovania rizika, ¢o najlepsie, ako je to mozné. Nevyhoda staleho pribudania
tarifnych premennych je v tom, ze ¢im viac ich zavedieme, tym menej idajov pre
jednotlivé tarifné triedy dostaneme.

Metéda GLM nam poskytuje bodové odhady v jednotlivych tarifnych triedach.
Problém nastava pokial pri bodovych odhadoch vychddzame z malého poc¢tu po-
zorovani. Vtedy uz bodovy odhad moZze byt vyrazne nepresny. Tu je namieste
dat priestor nielen odhadom zistenym na zaklade dat v danej tarifnej triede, ale
zahrnit do poistného i vplyv celého poistného kmeria. Prave kombinacia tychto
dvoch zloziek, individualnej a kolektivnej, je vysledkom odhadov, ktoré sa nazy-
vaju kredibilitné odhady.

Definicia 2. )
Povieme, ze odhad nahodnej veliciny P, ktory si oznacime P, je lepsi ako iny
odhad tej istej nahodnej veli¢iny P, oznac¢ime P, ak

E{(P—Pﬂ gE[(P—P)Q]. (4.1)
Poznémka 7.

Najlepsi odhad poistného P;j v zmysle Definicie 2 minimalizuje stredni kvadra-
ticka chybu
N\ 2
E {(P - P) ] . (4.2)

Kredibilitné odhady st Specidlnym pripadom Bayesovskych odhadov. Bay-
esovsky odhad je najlepsi odhad v zmysle Poznamky 7, kde uvazujeme, Ze pa-
rameter, ktory odhadujeme je realizacia ndhodnej veli¢iny s nejakym apriornym
rozdelenim.

Nevyhodou Bayesovskych odhadov je, Ze nie je viiéS$inou mozné najst ich jed-
noduchy analyticky tvar a je pri rieSeni tlohy nutné pouzit rézne matematické
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postupy. Prave z tohoto dovodu sa zavadza pojem kredibilitny odhad, ¢o je
najlepsi linearny odhad, v zmysle Poznamky 7. Kredibilitné odhady sa z tohto
dovodu niekedy nazyvaju i linedrne bayesovské odhady a budeme ich oznacovat
hornym indexom C (credibility).

Obecne sa kredibilitné odhady definuju nasledovne.

Definicia 3.
Kredilitny odhad parametru P je najlepsi odhad, zalozeny na vsetkych pozo-
rovaniach danych vektorom X = (X;,7 =1,2,...), ktory je z priestoru

L(X,1):= {P:P:ao—i-Zanj;ag,al...ER}. (4.3)

j
Teda )
PC — argminpeL(XJ)E [(f’ — P) ] .

Na rozdiel od vztahov 1.2 a 1.3 je P¢ ndhodn4 veli¢ina.

K hladaniu kredibilitnych odhadov sa ¢asto pristupuje elegantnym sposobom za-
loZzenym na ortogonalnej projekcii neznameho parametru do vhodného podpries-
toru priestoru ndhodnych veli¢in s koneénymi druhymi momentami, L?, ¢o je
Hilbertov priestor. Priestor L (X, 1) definovany v Definicii 3 je podpriestorom v
L?. Pomocou tohoto pristupu mozno kredibilitny odhad parametru P zapisat ako

PY = Pro(P|L(X,1)). (4.4)

Teraz si uvedieme dve tvrdenia, ktoré v dalSom texte pouzijeme pri hladani kre-
dibilitnych odhadov.

Tvrdenie 4.0.1.
Nech M a M su uzavreté podpriestory Hilbertovho priestoru L> a M C M. Potom
plati

Pro(Y|M) = Pro (Pm <Y|M> |M> (4.5)

2

Y

, 2 ,
Y = Pro(Y|M)|? = HY — Pro (Y1) H + Hpro (v1a1) = Pro (Y|M)’

kde ||-|| je norma.
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Tvrdenie 4.0.2. Normalové rovnice
PC je kredibilitny odhad parametru P zaloZeny na vietkych pozorovaniach dangjch
vektorom X = (X1, Xs, ... X,,) prdve vtedy, ked platia nasledujice rovnice.

E(P°-P) = 0,
Cov (P, Xy) = Cov (PC,Xk) , k=1,2,...n. (4.7)
Poznamka 8.

Pre P¢ v tvare PY = do+)_"_; d;X; maji normalové rovnice definované vztahmi
4.7 tvar

o = B Y,
J

Zdeov(Xj,Xk) = Cov (P, Xy), k=1,2,...n, (4.8)

J

kde ,UXj = EX]

Postupne v nasledujicich dvoch odstavcov odvodime kredibilitné odhady poist-
ného pre pripad aditivnej i multiplikativnej tarifnej strukttry.

4.1 Kredibilitné odhady v aditivnej tarifnej struk-
tare

Bayesovsky aditivny model definujeme nasledovne.

Predpoklad 3.

1. Nahodné veli¢iny X;;, ¢« = 1,...1, j = 1...J st za podmienky ©;; =
(¥;, ®;) nezavislé ndhodné veli¢iny s
P’i? (©) = E[Xy]0i] = po + ¥ + @5,
2(Q..

nij

2. Nahodné veli¢iny ¥;,7 = 1,... 1 si nezavislé, rovnako rozdelené nahodné
veli¢iny s

E[‘I’z] = 0,
Var (¥;) = 72. (4.10)
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3. Nahodné veli¢iny ®;,j = 1,...J st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné
veli¢iny s
E [(I)j] = 0,
Var (®;) = 72. (4.11)

4. W;, ®;1=1,...1,5 =1...J sl nezavislé ndhodné veliciny.

Kredibilitny odhad parametru v pripade aditivnej tarifnej struktury budeme
oznacovat hornym indexom CA.

Veta 4.1.1. 1. Za Predpokladu 3 md kredibilitny odhad P}

i s ktory oznacime
PS4 (©) tvar

PEA(O) = po + U + 04, (4.12)
kde U$4, @]CA su kredibilitneé odhady velicin V;, ®;.

2. UEA 0 ®54 sii dané vztahmi

J
\I/,L-CA = O (Xzo — ,LLO> — Q4 Z %@?A, (413)
j=1 i
<I>ch = B (Xej — o) — 5 Z ni poA, (4.14)
i=1
kde
Nie
Q; = 2
Nie + :T\I/
g = —9 (4.15)
0'2 = F |:O'2 (@z])] .
Dokaz

1. Rovnica 4.12 je zrejmd, kedZze kredibilitny odhad sa vyznacuje linearitou.
Ak najdeme kredibilitné odhady parametrov ¥;, ®; dokazeme vyjadrit kre-
dibilitny odhad P;}.

2. Pouzitim 4.0.1 piSeme

U9 = Pro(¥,|L (X,1)) = Pro | Pro(¥|L(X,1,®))|L(X,1)|. (4.16)

N\

7
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Ukézeme, ze pre U} plati

J
Ui = (X_i. - Mo) — O Z n” ;. (4.17)
j=1 "

L

Overime, ¢i st splnené norméalové rovnice z Tvrdenia 4.0.2. Teda overime
rovnosti

E(W —¥,) = 0, (4.18)
Cov (U, X)) = Cov (Y, Xi), (4.19)
Cov (¥, ®) = Cov(¥;,P)). (4.20)
S pouzitim Predpokladov 3 piSeme
Pre 4.18
E(¥) = @B ((Xu—m)) —o; Yy L E(®;) =0,
;,0 ]:1 1@ %
Pre 4.19
C * - i g , ) , —
ov (U7, Xj) Q; Z o Cov (Xij, Xi) +a Z e Cov (D, Xp)
N J J :TZ(S'[
v i V)
:%0251'19-1—%7'2‘1’511@4-% :Zi T2
— % 0'26ik; + aiT\%(Sik + a; i 7_2@ — il 7_(12) =
i® i® TNie

o? 9
= o4 m dik = quéika
CO'U (\Ijzanl) = E\I/ZXM — E\I/lEXkl = E\I/Z (,UO + \I/k + (I)l) =
——

=0
= BV, +EV, ¥, + BV, = 725,
N—— \T/
=0 =

Pre 4.20
n,. /”LA .
Cov (¥, ®) = o Z n” Cov (Xi;,®;) —a Z n” Cov (®;,9)) =

- 10— e’ - 10 N— e’
’ =731 ’ =739

Uz 41

= Oéi—ZTqZ) — Cki—zTC% = 0
Mo i®

= Cov(¥;,9,) =0.
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Tymto sme overili vztahy 4.18 - 4.20. Dosadenim 4.17 do 4.16 dostavame

J
ot = (Xie — — nijP d.|L (X, 1)) =
= o) maid S Pro(@IL (X, 1)
= Oéi(Xio_,UO)_aiZ Zj(p]CA.
j=1 i®

Podobne by sme dokéazali i 4.14.

Na zaciatku tejto kapitoly sme uviedli, Ze kredibilitné odhady poistného v ta-
rifnej triede (7, ) na rozdiel od odhadov, ktoré ziskame metédou GLM, obsahuju
i zlozku, ktora vyjadruje vplyv celého poistného kmeria na poistné v triede (i, j),
nie iba zmluv v tarifnej triede (i, j). Tato vlastnost si predvedieme v nasledujicom
tvrdeni, v ktorom uvazujeme pre jednoduchost n;; =1,i=1...1,7=1,...J.

Tvrdenie 4.1.2.
Nech plati Predpoklad 3 a nech n;; = 1, ¢ = 1...1, j = 1,...J. Kredibilitné
odhady poistného P{? maju tvar

PG (©) = o+ (Xie — o) + 8 (Xoj = p10) =7 (Xew = h10) , (4.21)
kde 7 7 3
(0]
_ _ - 2—af).
(6] J—{—%7 ﬁ ]—F%, Y 1—046( Oéﬁ)

V 4.21 na pravej strane mame 4 sc¢itance. Prvym s¢itancom je priemerné poistné
(alebo poistné v referencnej tarifnej triede), druhy vyjadruje vplyv tarifnej pre-
mennej A, treti vplyv tarifnej premennej B a Stvrty sc¢itanec vyjadruje korekciu
zaloZzenu na datach v celom poistnom kmeni.

Dokaz
Vztah 4.21 mozno prepisat nasledovne:
PGA = o+ WP + @4, (1.22)
kde
o

1_a5(1—a)()_(--—uo),

¢4

1_a6(1—5)()?--—uo)~
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To sthlasi s 4.13 a 4.14. Sta¢i ak dosadime:

J
- 1
¥ = () a2 0

o ()~ 03 (5%~ )~ 2 (1) (e ) =

J=1

- 1 - a(l-p)
Q (Xio - MO) —af Z jX-j —po | +af (X-. - Mo) lw - 1} =
d\’__/ ) _a—a;;—l-ﬁ-aﬁ 7
=Xeo T 1-ep
o (Ko — o) =~ (1~ ) (X — o).

1—ap

Podobne by sa dokazoval i vztah pre ®§4.

4.2 Kredibilitné odhady v multiplikativnej ta-
rifnej Strukture

Bayesovsky multiplikativny model definujeme nasledovne.

Predpoklad 4.

1. Nahodné veli¢iny X;;, ¢ = 1,...1, j = 1...J st za podmienky ©;; =
(¥;, ®;) nezavislé nahodné veli¢iny s
P(©) = E[Xy|04] = no¥:®;,
2 (0 U, )P
V(IT' (Xz]|®zj) — g ( ]) — ¢<:u0 J) ’ (423)

ni]’ nij

kde ¢ a p € R*.
2. Néhodné velic¢iny ¥;,2 = 1,...1 st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné
veli¢iny s
Var (¥;) = 73. (4.24)
3. Nahodné veli¢iny ®;,j = 1,...J st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné
veli¢iny s
E[®;] = 1,
Var (®;) = 72. (4.25)



4. W;, ®;,9=1,...1, 5 =1...J st nezavislé ndhodné veliciny.

Poznamka 9.
¢ z Predpokladu 4 sa nazyva disperzny parameter. Pre Poissonovo rozdelenie je
p =1 a pre Gamma rozdelenie je p = 2.

7 predchadzajiceho vieme, ze kredibilitny odhad je najlepsi linearny odhad v
zmysle strednej kvadratickej chyby. Linearna struktira odhadu ovsem v tomto
pripade nie je uplne najStastnejsia. Preto musime najst ind, vhodnejsiu stavbu
odhadu.

Definicia 4.
Nech U7 (®) respektive @7 (¥), st kredibilitné odhady ¥;, respektive ®;, za pod-
mienky ¥ = (U, U,y...U;), respektive & = (P, D, ... D).

Parametre Wy (®) a @} (¥) st zdvislé na parametroch ¥;, i = 1...1, ®;, j =
1...J. Takyto typ odhadov nazyvame pseudoodhady.

Pre uplnost si uvedieme predpoklady a zavery Biihlmann Straubovho modelu,
ktory vyuzijeme v nasledujicom dokaze.

Tvrdenie 4.2.1. Biihlmann Straubov model
Nech mdme rizika i, = 1...1, ktore su charakterizovane rizikovym parametrom
0;, ktory je realizaciou ndhodnej veliciny ©; a nech sucastne plati nasledovné.

1. Za podmienky ©; st {X;; : j =1...J} nezdvislé ndhodné veli¢iny s

E[X|05n5] = p(6;)

VCLT‘ [XZJ |917 nij] =

2. Dvojice (01,X1),(02,Xs) ... (0, X)) st nezdvislé a ndhodné veli¢iny ©1,05 . ..

st nezawislé a rovnako rozdelené nahodné veliciny.

Potom kredibilitny odhad 1 (©;), i =1...1 md tvar

1€ (0) = aiXie+ (L —a)p=p—+o; (Xia— 1), (4.26)
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kde

Veta 4.2.2.

Nie

E [‘7; (@z)] )
Var [p(04)],
Elu(©;)].

Za Predpokladu 4, maji i (®) a ®7 (¥) tvar

vi (@)

kde

Dokaz

Staci si uvedomit, Ze za podmienky, ze & = (D1, Do, ..

1+ (X'f}) _ 1) ,

1+ 5 (X,(? _ 1) ,

34
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.®;) je dané, ndhodné



velic¢iny Xi(jl) ang,t=12,...1, 5 =1,2...J spliiuju predpoklady Biihlmann

Straubovho modelu definovaného Tvrdenim 4.2.1, kde
E [Xi(jl)|@ij} = p(¥;) =0,
o () _ 0¥}

()N (O

Var (XSH@U) - (4.28)

Teda ¥} (®) je kredibilitnym odhadom parametru ¥; na zaklade XZ-(jl). Odhad
parametru ®;,j = 1,2....J mozno dokazat analogicky.

Veta 4.2.3.

1. Odhady parametrov ¥;, ®;, 1 =1...1,j =1...J zaloZené na kredibilitnych
odhadoch v modeloch s multiplikativnou Struktirou (oznacime s horngm
indexom CM) magji tvar

oM = o (M), (4.29)
oM = @ (M), (4.30)
kde
o U L
M = (efM @M. . @GM).

2. Odhad poistného zaloZeny na kredibilitnom odhade v modely s multiplika-
tivnou tarifnou struktirou md tvar:

PM = UM e§M. (4.31)

Odhady vyplyvajtuce zo vztahov 4.29 a 4.30 nie st kredibilitnymi odhadmi pa-
rametrov v;,¢;, i = 1,2...1, j = 1,2...J, lebo nie st linedrnymi funkciami
realizacii nahodnych veli¢in X;;, ¢ =1,2,...1, j = 1,2...J, ale st na kredibilit-
nych odhadoch zaloZené. Riesenie 4.29 a 4.30 mozno néjst pouzitim iteracnych
metdd.

4.3 Odhady strukturalnych parametrov

Na to aby sme mohli pouzivat vysledky z predchadzajucich kapitol, budeme mu-
sief vy¢islit parametre 0%, 72, 72, ktoré nepozname. Odhady tychto parametrov si
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oznalime o2, 72, 72.

My budeme pri vypoc¢toch pouzivat nasledujice odhady:

Pre o2
I
N 1 =\ 2
0% = nij (Xij — Xeo) ™. (4.32)
Ty S -
Pre 72 a 72 moZeme pouzit odhady
72 = max (ﬁ%, 0) ,
72 = max (~q2,, 0) ,
(4.33)
kde
I I 2
I Nie /o 2 I n niy N 1
: - = Xzo Xoo - i i % 72 - 52
Tw Cl([—lgn"( ) I—lizz;;n.. (m. n..) ® n..a>’
J I 2
J Nej / = \2 J n n n; J
~92 ° . ) i® ~2
Ao (L - - Y (e e )
j:]. o0 i=1 j:]. (1) [J o0 (1)
(4.34)
a

e (EEeR)
o (s (em)

V pripade 0?2, 7':%, T:% ide o nestranné odhady parametrov. K vycisleniu odhadov pa-

rametrov 72, 72 je viak nutné vyriesit sistavu rovnic 4.34, ktoré sa zvycajne riesi
iteracne. Prave kvoli tejto komplikacii sa zanedbava prostredny ¢len, o ktorom
sa predpokladd, Ze je velmi maly. Tym ziskavame nasledujice odhady strukturél-
nych parametrov 72, 72, ktoré uz sice nie st nestranné, ale ich vyhodou je prave

ich explicitné vyjadrenie.

Teda
. I e o I,
72 = ¢ (ﬁ > - (Xio — Xoa)’ — -~ 02> , (4.35)
=1
- J Nej ;o - J .
Tq2> = (9 (ﬁznj (X.j—X..)Q— N 0'2> .
]:1 (1] (1]



Kapitola 5

Priklad

V tejto kapitole budeme aplikovat metédy, ktoré boli predstavené v predchadza-
jucich kapitolach na konkrétnych déatach. Vsetky metédy budeme aplikovat na
multiplikativnu tarifni struktdru.

Ako bolo spomenuté, dve z moznych interpretacii o v 1.3 st interpretacie py ako
priemerného poistného alebo ako poistného v referencnej triede, ktort si dopredu
zvolime.

V pripade interpretacie po ako priemerného poistného musia odhady parametrov
Vi, i =1,2...1 a ¢;, j = 1,2...J spliiat rovnost 2.12. Odhadnuté parametre
porovnavaju rizikovost prislusnej zmluvy a zmluvy s priemernym poistnym z
pohladu jednotlivych tarifnych premennych.

Pre pripad interpretacie py ako poistného v referencnej triede budeme za refe-
renénu triedu v celej tejto kapitole povazovat tarifni triedu (1,1). Parametre v
referencnej triede musia spliiat nasledovné.

P% = /107
wl = 17
¢1 = 17

Tym ziskame moznost interpretovat ¢; ako vyjadrenie rizikovosti zmlav v tarifnej
triede (4, 7) oproti zmluvam v triede referencnej z pohladu tarifnej premennej A a
ggj ako vyjadrenie rizikovosti zmluv tarifnej triedy (i, j) oproti zmluvam v triede
referen¢nej z pohladu tarifne premennej B.
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5.1 Vstupy

NasSou tlohou bude modelovat priemernt vysku $kody v nasledujicom obdobi
na zaklade idajov o vyske priemernej skody v obdobi minulom. Miera expozicie
je pocet skdd v minulom obdobi. Pouzijeme zjednoduSentu predstavu o dvoch
tarifnych premennych, oznacime A a B. Tarifnd premenna A moze nadobudat
4 hodnoty a tarifnd premennid B moze nadobtudat 8 hodnot. Tym dostaneme
pocet tarifnych tried 32. Data, s ktorymi budeme pracovat st dané nasledujtcimi
dvoma tabulkami.

Tabulka 5.1: Priemerné velkost skody

112,34 5]6|7]|8
1| 3883 | 3540 | 3324 | 3206 | 3062 | 3117 | 3182 | 3197
2 | 3379 | 3501 | 3769 | 3426 | 3818 | 4335 | 2800 | 2657
33923 | 3575 | 3265 | 2484 | 2896 | 2764 | 9169 | 3553
4 | 3966 | 3652 | 3769 | 4830 | 3939 | 2780 | 3103 | 1974

Tabulka 5.2: Pocet skod

112 1 3/4,5,6 |78
1| 2161 | 10650 | 6239 | 2746 | 1870 | 1478 | 1306 | 974
2| 251 | 864 | 501|228 | 209 | 103 | 48 | 31
3184 | 644 | 261 | 64 | 23 | 15 | 3 | 2
4| 427 | 1427 | 683 | 105 | 56 | 24 | 9 | 10

5.2 Zakladné modely

V tomto odstavci budeme aplikovat metédu Baileyho - Simonovu (MBS), vaZent
metédu najmensich stvorcov (VMNS) a metéddu margindlnych stctov (MMS).
Podrobnejsie sa budeme zaoberat prave MMS, kde si predvedieme interpretéciu
1o ako priemerného poistného i ako poistného v referencnej triede. Vo zvysnych
dvoch metédach si uvedieme iba vysledky pre porovnanie jednotlivych metdd.

Metoda marginalnych suctov
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1. Nech i je priemerné poistné
K vypoctu odhadov parametrov pouzijeme Vetu 2.2.2. Vysledky budu na-
sledovné.

[lo = 3 445.04,

(5.1)

Tabulka 5.3: Odhady parametrov v;, i = 1,2, .. .4 ziskané metédou MMS

2

Z

Z

Z

0.990462

1.03742

0.990008

1.06724

Tabulka 5.4: Odhady parametrov ¢;, j = 1,2,...8 ziskané metédou MMS

¢1

$2

$3

1z

és

g

¢7

de

1.11333

1.02921

0.983861

0.950125

0.91892

0.9299

0.930285

0.92675

V pripade tarifnej triedy ¢islo (2,3) mame nasledujice vysledky.

o =
0 =
¢z =

M
By =

3 445.04,
1.03742,

0.983861,
3 516.26.

To mozno interpretovat nasledovne. Ocakdvané priemernd skoda (poistné)
je 3445.04. Z pohladu tarifnej premennej A je zmluva v (2, 3) rizikovejsia

ako zmluva s priemernym poistnym, <¢~2 > 1), a naopak z pohladu tarif-

nej premennej B sa nejavi ako vyrazne rizikova (gz§3 < 1). Inak povedané,

vplyvom tarifnej premennej A sa poistné v (2,3) zvysi a vplyvom tarifne;
premennej B sa znizi, ¢o ma za nasledok, ze v budiicom obdobi oc¢akavame
v ramci tejto tarifnej triedy poistné 3277.79.

Vysledné poistné v jednotlivych tarifnych triedach je uvedené v Tabulke

2.5.
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Tabulka 5.5: Vysledné poistné ziskané metédou MMS

1

2

3

4

5

6

v

8

3798.87

3511.84

3357.11

3242.

3135.52

3172.99

3174.3

3162.24

3978.97

3678.32

3516.26

3395.69

3284.16

332341

3324.78

3312.15

3797.13

3510.23

3355.57

3240.51

3134.08

3171.53

3172.84

3160.79

AW NP

4093.33

3784.05

3617.33

3493.29

3378.56

3418.93

3420.35

3407.35

2. Nech yg je poistné v referencnej triede (1,1).

Po vyrieSeni stustavy rovnic 2.15 dostavame nasledujtce vysledky.
Poistné v referencnej triede je

jio = 3 798.87. (5.2)

Tabulka 5.6: Odhady parametrov ¢;, i = 1,2, ...4 vzhladom k referencnej triede

Z
1.07751

¥
0.999542

Z
1.04741

Tabulka 5.7: Odhady parametrov ¢;, j = 1,2,...8 vzhladom k referencnej triede

¢2

$3

¢4

$s

do

¢7

de

0.924442

0.883713

0.853411

0.825382

0.835244

0.83559

0.832415

Pre tarifnu triedu (2, 3) mame nasledujuce vysledky.

i 3798.87,
Uy = 1.04741,
b3 = 0.883713,
P} = 3516.26.

7 vysledkov vyplyvy, Ze z pohladu tarifnej premennej A je zmluva v refe-
rencnej triede menej rizikova ako zmluva v tarifnej triede (2, 3) a z pohladu
tarifnej premennej B je zmluva v referenc¢nej triede viac rizikova ako zmluva
v tarifnej triede (2, 3).
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Poistné v jednotlivych tarifnych triedach vzhladom k referen¢nej triede bude na-
sledovné.

Tabulka 5.8: Poistné vzhladom k referencnej triede ziskané metédou MMS

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.924442 1 0.883713 | 0.853411 | 0.825382 | 0.835244 | 0.83559 | 0.832415
1.04741 |0.968268 | 0.925607 | 0.893868 | 0.864511 | 0.874841 | 0.875203 | 0.871877
0.999542 | 0.924019 | 0.883308 | 0.85302 | 0.825004 | 0.834862 | 0.835207 | 0.832034
1.07751 |0.996098 | 0.952212 | 0.919561 | 0.889359 | 0.899986 | 0.900359 | 0.896938

BWN -

Po vynéasobeni prvkov predchadzajtucej tabulky poistnym v referenc¢nej triede
dostaneme vysledné poistné.

Tabulka 5.9: Vysledné poistné ziskané metédou MMS

1 2 3 4 5 6 7 8
3798.87 | 3511.84 | 3357.11 | 3242. |3135.52 | 3172.99 | 3174.3 | 3162.24
3978.96 | 3678.32 | 3516.26 | 3395.69 | 3284.16 | 3323.41 | 3324.78 | 3312.15
3797.13 | 3510.23 | 3355.57 | 3240.51 | 3134.08 | 3171.53 | 3172.85 | 3160.79
40093.33 | 3784.05 | 3617.33 | 3493.29 | 3378.56 | 3418.93 | 3420.35 | 3407.35

AW N -

V nasledujucich dvoch tabulkéch st uvedené vysledky i zvy$nych dvoch metédach
pri interpretacii ;o ako poistného v referenc¢nej triede.
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Tabulka 5.10: Odhady neznamych parametrov ziskané metédami MBS, VMNS,
MMS

MBS |[VMNS MMS
Ho | 3797.99 | 379839 | 3798.87

Ui 1 1 1

lﬁ 2| 1.05372 | 1.04205 | 1.04741

lﬁg 1.00591 | 1.00059 |0.999542

lﬁ 4 | 1.0823 1.07505 | 1.07751

é1| 1 1 1.

¢2 0.923747 | 0.924699 |0.924442

¢3 0.883233 | 0.884754 |0.883713

¢4 0.855684 | 0.854812 |0.853411

¢5 0.826448 | 0.826824 |0.825382

¢6 0.837873 | 0.83619 |0.835244

¢7 0.83922 | 0.835631 | 0.83559

¢8 0.833798 | 0.832185 |0.832415
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Tabulka 5.11: Poistné vzhladom k referenc¢nej triede ziskané metédami MBS,

VMNS, MMS

MBS |[VMNS MMS

1 1 1
0.923747 | 0.924699 |0.924442
0.883233 | 0.884754 |0.883713
0.855684 | 0.854812 |0.853411
0.826448 | 0.826824 | 0.825382
0.837873 | 0.83619 |0.835244

0.83922 | 0.835631 | 0.83559
0.833798 | 0.832185 |0.832415
1.05372 | 1.04205 | 1.04741
0.973375 | 0.963581 |0.968268
0.930684 | 0.921957 |0.925607
0.901655 | 0.890756 |0.893868
0.870848 | 0.861591 |0.864511
0.882887 | 0.871351 |0.874841
0.884307 | 0.870767 |0.875203
0.878592 | 0.867177 |0.871877
1.00591 | 1.00059 |0.999542
0.929208 | 0.925243 |0.924019
0.888454 | 0.885274 |0.883308
0.860742 | 0.855315 | 0.85302
0.831334 | 0.82731 |0.825004
0.842826 | 0.836682 | 0.834862
0.844181 | 0.836122 |0.835207
0.838726 | 0.832675 |0.832034
1.0823 1.07505 | 1.07751
0.999776 | 0.994096 |0.996098
0.955927 | 0.951154 |0.952212
0.926111 | 0.918965 |0.919561
0.894469 | 0.888876 |0.889359
0.906834 | 0.898945 |0.899986
0.908292 | 0.898343 |0.900359
0.902423 | 0.89464 |0.896938

OO N O U WNEFROONO OB WN R OONO OB W NN OO W NP —

BN AR A AN AR W W w wl w w w w NN N NNINN N R R R R R R R R =
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5.3 Zobecnené linearne modely

Ako bolo v kapitole o GLM avizované, budeme pri modelovani velkosti $kod uva-
zovat Gamma rozdelenie. Hlavné charakteristiky tohoto rozdelenia st uvedené v
3.16.

S ohladom na Tabulku 3.1 dostaneme nasledujice odhady nezndmych paramet-
rov.

Poistné v referencnej triede je

fio = 3 800.08047 (5.3)

Tabulka 5.12: Odhady parametrov v¢;, i = 1,2...4 ziskané metédou GLM

2
1.080089495

¥
0.998386527

¥
1052846268

2
1.000000000

Tabulka 5.13: Odhady parametrov ¢;, j =1,2...8 ziskané metédou GLM

Y
0.832541196

¥
0.835451870

¥e
0.834016275

¥s
0.823696394

Ya
0.851863720

¥s
0.882498617

¥
0.924085082

2
1000000000

Tabulka 5.14: Poistné vzhladom k referen¢nej triede odhadnuté metédou GLM

1 2 3 4 5 6 7 8

1.00000000

0.92408508

0.88249862

0.85186372

0.82369639

0.83401627

0.83545187

0.83254120

1.05284627

0.97291953

0.92913538

0.89688154

0.86722567

0.87809092

0.87960238

0.87653789

0.99838653

0.92259410

0.88107473

0.85048926

0.82236738

0.83267061

0.83410389

0.83119791

AW N P

1.08008949

0.99809459

0.95317749

0.92008905

0.88966582

0.90081222

0.90236279

0.89921900

Vysledné poistné v jednotlivych tarifnych triedach bude
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Tabulka 5.15: Vysledné poistné ziskané metédou GLM

1

2

3

4

5

6

v

8

3800.08047

3511.59767

3353.56576

3237.15069

3130.11258

3169.32896

3174.78434

3163.72354

4000.90054

3697.17251

3530.78920

3408.22202

3295.52735

3336.81617

3342.55984

3330.91452

3793.94914

3505.93180

3348.15487

3231.92763

3125.06223

3164.21533

3169.66191

3158.61896

AW N P

4104.42700

3792.83976

3622.15115

3496.41245

3380.80172

3423.15891

3429.05121

3417.10456

To ako velmi sa realizacie ndhodnych veli¢in a odhadnuté hodnoty lisia budeme
skiimat pomocou Pearsonovej x? statistiky. Jej hodnota je v tomto pripade

x? = 4,2898 (5.4)

Vzhladom k Tabulke 5.16 moZno prehlasit, Ze rozdiel medzi realizaciami ndhod-
nych veli¢ina odhadu ich strednych hodndt je na prislusnych hladinych spolahli-
vosti tolerovatelny. Napriklad na hladine spolahlivosti 0,05 je x%4 (0,05) > Y.

Tabulka 5.16: Kvantily ng

0.005
6.84392

0.01
7.6327

0.025
8.90651

0.05
10.117

0.01
7.6327

0.9
27.2036

0.925
28.4581

0.95
30.1435

0.975
32.8523

0.99
36.1908

0.995
38.5821

Pre tplnost treba uviest ako sa budt spravat rezidud a to ako Pearsonove, defi-
nované v 3.39 , tak i devian¢né, definované v 3.37.
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Obr. 5.1: Devianc¢né rezidué

04+

0.2

Obr. 5.2: Pearsonove rezidua
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5.4 Kredibilitné odhady

K vypoctu kredibilitnych odhadov nezndmych parametrov je najskor potrebné
odhadntt prislusné strukturalne parametre. Jednotlivé vztahy pre tieto odhady
boli uvedené v Kapitole 4.3., pricom pre odhady Strukturalnych parametrov 72 a
72 pouZijeme T, 72 uvedené vztahmi 4.35. Odhady budi nasledovné.

Tabulka 5.17: Odhady Strukturalnych parametrov

fio

A

o2

~

T2

T

~

2

3445.04

1.08506x 108

5202.33

19287.4

KedZe ide o Gamma rozdelenie, tak p = 2. Za pouzitia vztahov predstavenych v
Kapitole 4 mozno dospiet k nasledujucim vysledkom.

Pomocou Vety 4.2.3 a interpretacie po ako poistného v referencnej triede dosta-
neme nasledujice vysledky.

Poistné v referencnej triede je

[l = 3 552.74.

Z

Z

Z

1.01601

1.0127

1.02163

Tabulka 5.18: Kredibilitné odhady parametrov ;, i = 1,2,...4

Tabulka 5.19: Kredibilitné odhady parametrov ¢;, j =1,2,...8
¢ $2 $5 b4 ¥ Ps ¢ $s
1 0.984348 | 0.953522 | 0.942325 | 0.937436 | 0.943319 | 0.944973 | 0.947113
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Tabulka 5.20: Kredibilitné poistné vzhladom k referencnej triede

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0.984348 | 0.953522 | 0.942325 | 0.937436 | 0.943319 | 0.944973 | 0.947113
1.01601 | 1.00011 |0.968786 | 0.957409 | 0.952442 | 0.958419 | 0.9601 |0.962274
1.0127 |0.996852 | 0.965635 | 0.954295 | 0.949344 | 0.955302 | 0.956977 | 0.959144
1.02163 | 1.00564 |0.974149 | 0.962709 | 0.957714 | 0.963725 | 0.965415 | 0.967601

KW N

Tabulka 5.21: Vysledné poistné uréené metédou kredibilitnych odhadov

1 2 3 4 5 6 7 8
3552.74 | 3497.13 | 3387.62 | 3347.83 | 3330.46 | 3351.37 | 3357.24 | 3364.85
3609.61 | 3553.11 | 3441.85 | 3401.43 | 3383.78 | 3405.01 | 3410.98 | 3418.71
3597.87 | 3541.56 | 3430.65 | 3390.36 | 3372.77 | 3393.94 | 3399.89 | 3407.59
3629.59 | 3572.78 | 3460.9 | 3420.25 | 3402.51 | 3423.86 | 3429.87 | 3437.64

W NP

Jednou z vyhod kredibilitnych odhadov je i vyhladzovanie poistného medzi jed-
notlivymi triedami. Vyhladzovaci efekt moZno pozorovat na nasledujicom ob-
razku, ktory zaroven porovnava metodu GLM s kredibilitnymi odhadmi.
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Tabulka 5.22 zhfnia vysledné poistné vypocitané jednotlivymi metédami.

Tabulka 5.22: Vysledné poistné

MBS|VMNS MMS| GLM | KO

3797.99 | 3798.39 | 3798.87 |3800.08047 | 3552.74
3508.39 | 3512.36 | 3511.84 | 3511.59767 | 3497.13
3354.51 | 3360.64 | 3357.11 | 3353.56576 | 3387.62
3249.88 | 3246.91 3242. | 3237.15069 | 3347.83
3138.85| 3140.6 | 313552 |3130.11258 | 3330.46
3182.24 | 3176.17 | 3172.99 |3169.32896 | 3351.37
3187.35| 3174.05 | 3174.3 |3174.78434 | 3357.24
3166.76 | 3160.96 | 3162.24 | 3163.72354 | 3364.85
4002.04 | 3958.1 | 3978.96 |4000.90054 | 3609.61
3696.87 | 3660.05 | 3678.32 | 3697.17251 | 3553.11
3534.73 | 3501.95 | 3516.26 |3530.78920 | 3441.85
3424.48 | 3383.43 | 3395.69 |3408.22202 | 3401.43
3307.48 | 3272.65 | 3284.16 |3295.52735 | 3383.78
3353.2 | 3309.73 | 3323.41 |3336.81617 | 3405.01
3358.59 | 3307.51 | 3324.78 | 3342.55984 | 3410.98
3336.89 | 3293.87 | 3312.15 | 3330.91452 | 3418.71
3820.44 | 3800.62 | 3797.13 | 3793.94914 | 3597.87
3529.12 | 3514.43 | 3510.23 | 3505.93180 | 3541.56
3374.34 | 3362.61 | 3355.57 |3348.15487 | 3430.65
3269.09 | 3248.82 | 3240.51 | 3231.92763 | 3390.36
3157.4 | 3142.44 | 3134.08 |3125.06223 | 3372.77
3201.05| 3178.04 | 3171.53 |3164.21533 | 3393.94
3206.19 | 317591 | 3172.85 | 3169.66191 | 3399.89
3185.48 | 3162.82 | 3160.79 |3158.61896 | 3407.59
4110.59 | 4083.45 | 4093.33 |4104.42700 | 3629.59
3797.14 | 3775.96 | 3784.05 | 3792.83976 | 3572.78
3630.6 | 3612.85 | 3617.33 |3622.15115 | 3460.9
3517.36 | 3490.58 | 3493.29 |3496.41245 | 3420.25
3397.19 | 3376.29 | 3378.56 |3380.80172 | 3402.51
3444.15| 341454 | 3418.93 | 3423.15891 | 3423.86
3449.69 | 341225 | 3420.35 | 3429.05121 | 3429.87
34274 | 3398.19 | 3407.35 |3417.10456 | 3437.64

Sl s A A B A B 0] wl v w] w] w] wl w| r] Nl R R NN NN R R R R R R R R -
oo ~| o] 3| & w| M| | 0] N o] G| & w| N | 0] N o] U] & W N | 00| N o] U] B W N [ —
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Poznamka 10.
Pri vSetkych vypoctoch bol pouzity matematicky software Mathematica 7. Zdro-
jovy kéd najdete na prilozenom CD.
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